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RESUMO

Tecemos uma histéria das integrais definidas sob o ponto de vista do rigor. Nossa
pesquisa busca compreender como o rigor se manifestou no célculo integral durante
o século 19. Para isso, analisamos trés fontes historicas de diferentes momentos
do referido século que tratam da estrutura légica da concepgao de célculo integral:
o Résumé des legons données a I'Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infini-
tésimal de Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), o Ueber die Darstellbarkeit einer
Fuction durch eine trigonometrische Reihe de Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826 - 1866), e 0 Remarques sur les intégrales définies de Marie Ennemond Ca-
mille Jordan (1838 - 1922). Fazemos uma analise epistémica e contextual de partes
de cada uma das fontes, assistidos por historiografias que delas tratam. Brindamos
traducdes de algumas das licdes do tratado de Cauchy, referentes a integrais defi-
nidas e elementos dela, e do artigo de Jordan na integra. Plotamos, e mostramos
como fazer, o grafico de uma funcdo com infinitas descontinuidades apresentada
por Riemann, identificando a construcao do referido grafico como um recurso dida-

tico para aulas de analise.

Palavras-chave: historia da analise, rigor, calculo integral.



ABSTRACT

We have written a history of definite integrals form the point of view of rigor. Our
research seeks to understand how rigor occurred in integral calculus in the 19th
century. For this, we analyzed three historical sources that deal with the logical
structure of the concept of integral calculus from different moments of that century:
the Augustin-Louis Cauchy’s Résumé des lecons données a I'Ecole Royale Polyte-
chnique sur le calcul infinitésimal; the Georg Friedrich Bernhard Riemann’s Ueber
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, and the Marie
Ennemond Camille Jordan’s Remarques sur les intégrales définies. We make an
epistemic and contextual analysis of parts of each of the sources, assisted by his-
toriographies that deal with them. We provide translations into Portuguese of some
of the lessons from Cauchy’s treatise, referring to definite integral and elements the-
reof, and Jordan'’s article. We plot, and show how to do it, the graph of a function with
infinite discontinuities presented by Riemann, identifying it as a didactic resource for

classes in analysis.

Keywords: history of analysis, rigor, integral calculus.



Lista de Figuras

1.1

1.2
1.3

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

4.1

4.2

4.3
4.4

Coordenadas de um ponto de tangéncia de uma curva, adaptado da
imagem encontrada em (STRUIK, 2014, p. 274). . . . . . .. .. .. ..
Incremento do retangulo . . . . . ... Lo oL
Diferenciais na curva de Leibniz, adaptado da imagem encontrada em
(CHILD, 2005 p. 137). . . . . . . oo oo i e e

Representacao grafica da “meia-soma” de Cauchy paran=3. .. .. ..
Esbogo de uma integral definida singular. . . . . . . . .. ... ... ..
Esboco da equagao (2.24). . . . . . . ..
E—Fnocasoemquen=3. . . .. .. ... ...

Graficode (z). . . . . .
Graficos da soma parcial da série (3.3) paran=2.. . ... ... .. ..
Graficos das somas parciais da série (3.3) paran=5en=9.. . .. ..
Graficos da Funcdao de Riemann. . . . . . . . . . . . .. .. ... . ...
Pégina inicial ao acessar o link hitps://geogebra.org/classic. . . . . . . .
Expressao algébrica e graficode p(x). . . .. . .. ...
Graficode (3.4) param =060. . . .. .. ... ...,
Informacoes para a variaciode m. . . . . . . ... ...
Graficode (3.4) param =06. . . . . . ...

Dominio F de dimensao dois. Tanto os pontos p, interiores a E, como
os p/, de sua fronteira, pertencem a E. . . . . . .. ... .. ... ...
Os conjuntos S, S+ 5" e E. S esta representado com a tonalidade mais
ESCUTA. .« v v v o e e e e e e e e e e
Notacao da integral de f no dominio K. . . . .. ... ... ......
Funcao de Thomae. . . . . . . . . .. . . . . .. ... ... ... ...,



Sumario

Introducao 14
1 O calculus integrallis de Leibniz 19
2 A integral definida de Cauchy 25
2.1 Revisao bibliografica . . . . . .. ... 0oL 26
2.2 Contexto em que Cauchy produziu o Résumé . . . . . . . . . ... ... 27
2.3 A integral definida de Cauchy . . . . . . .. .. ... ... ... .. 28
2.4 As integrais impréprias de Cauchy . . . . . . . . . ... 39
2.5 Tradugao de algumas ligoes do Résumé . . . . . . .. .. .. ... ... 45
2.5.1 Variaveis, seus limites e Quantidades infinitamente pequenas (1*
LHGao) . . o o 45
2.5.2  Fungoes continuas e descontinuas. Representagao geométrica das
Fungdes continuas (2% Ligdo) . . . . . . . . .. .. ... 47
2.5.3 Integrais definidas (21 Ligdo) . . .. ... .. ... ... ... 50
2.5.4 Formulas para a determinacgao dos valores exatos ou aproximados
das integrais definida (222 ligdo) . . . . . . .. . ... .. ... 53

2.5.5  Decomposicao de uma Integral definida em vérias outras. Inte-

grais definidas imaginarias. Representagao geométrica de Inte-

grais definidas reais. Decomposi¢ao da Funcao sob o sinal f em

dois Fatores em que um conserva sempre o mesmo sinal (232 ligdo) 56
2.5.6 Integrais definidas cujos Valores sao infinitos ou indeterminados.

Valores principais das Integrais determinadas (24® Li¢do) . . . . 59

2.5.7 Integrais definidas singulares (25* Li¢ao) . . . . . ... ... .. 62

3 A integral definida de Riemann 66
3.1 Revisao bibliografica . . . . . . .. ... oo 67
3.2 A integral definida de Riemann . . . . . .. .. ... ... ... ..., 68
3.3 Uma funcao com infinitas descontinuidades integravel . . . . . . . . .. 70
3.4 Construcao do grafico da fungao de Riemann no Geogebra . . . . . .. 74

4 A integral definida de Jordan 79
4.1 Revisao bibliografica . . . . . .. .. oo 80
4.2  Fundamentagao com a teoria dos conjuntos . . . . . . . . .. ... ... 80
4.3 A integral definida de Jordan . . . . . ... ..o 84
4.4 Traducao do artigo: Observagoes sobre as integrais definidas . . . . . . 89
4.4.1 Nocoes gerais sobre os conjuntos . . . . . . . . .. .. ... ... 91

4.4.2 Integrais definidas . . . . . .. .. .. Lo Lo 98



4.4.3 Mudancas de varidveis

Referéncias



Introducao

E com muita alegria que apresento esta tese, que foi uma realizacao muito prazerosa
e a0 mesmo tempo muito ardua. A ideia veio de dois grandes interesses: a matematica
e a historia. A primeira sempre convidou o meu entendimento a decifra-la. A segunda
foi despertada pela afinidade que sinto por sua pesquisa e pela classe de questoes que
levanta. O estudo de ambas atraem meu espirito desde minhas primeiras recordagoes.

A pesquisa que faco é na historia do calculo integral, sub-area da historia da anéalise.
Esta tese é continuacao da pesquisa que iniciei no mestrado, em que estudei a concepcao
de integral definida de Henri Lebesgue, inspirado por uma surpresa ao estuda-la numa
disciplina da poés-graduacao em Mateméatica Pura. O que nela me intrigou e estimulou
minha vontade de estudar foi a pergunta: entao existem integrais outras que nao sao a
de Riemann? A construcao de Lebesgue é elegante, simples e expande a abrangéncia
de fungoes integraveis para além dos limites da concepcao de Riemann. Naturalmente,
o interesse por entender as concepcoes de integral anteriores a Lebesgue emergiram
com a conclusao da dissertacao.

Para delimitar o recorte, nos apoiamos na historiografia publicada sobre o tema, que
nomeou o século 19 como o “século do rigor”. Nele varios tratados que fundamentam
a matematica surgiram; em particular sobre o célculo integral. Definimos o objetivo
como sendo o de realizar um mapeamento inicial de como esse rigor se manifestou na
estrutura do calculo integral produzido no século 19. Definimos rigor como uma pratica
discursiva do matematico — daquele que produz matematica. A expressao escrita do
pensamento matematico é onde procuramos indicios desse rigor.

Assim, escolhemos trés fontes sobre o assunto nesse periodo. Em cada terco do
século 19 surgiu um tratado fundamental sobre o célculo integral. Fundamental porque
aborda seus fundamentos e, consequentemente sua estrutura. O rigor se manifesta na
solidez desta estrutura. Cada texto ¢ de autoria de um nome reconhecido no meio
matemético atual: Cauchy, Riemann e Jordan. Muitas vezes reconhece-se os nomes
e sO; as historias sobre eles sao comumente ignoradas. A primeira fonte é o curso de
calculo infinitesimal publicado por Cauchy em 1823, que resume as aulas de calculo
infinitesimal que ministrou a alunos que viriam a cursar as diversas modalidades das
engenharias; a segunda é a tese que habilitou Riemann & docéncia no nivel superior,
defendida em 1854 na Universidade de Gotinga; e a terceira um artigo de Jordan,
publicado na Franca em 1892.

Buscamos realizar analises epistémicas e contextuais de cada fonte, auxiliadas por
historiografias afins com o tema. Resultaram-se disso trés ensaios, um para cada texto.
Em cada um discutimos a construcao logica da integral definida contida 14, mas também
investigamos o contexto em que se deu o acontecimento. Cada texto possui rigores
distintos. O rigor possui uma dimensao subjetiva, individual de cada matematico, mas

14
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cada texto foi escrito para um piblico diferente, demandando comunicacoes diferentes,
consequentemente exigindo rigores diferentes também.

A historiografia afim com nosso tema relata que havia uma concepcao inicial de
calculo integral, feita por Leibniz, e que por mais de um século nao foi revisitada ou
formulada, sendo o texto de Cauchy o primeiro a fazé-lo. A anélise desta concepcao
anterior se mostrou oportuna, pois nos revelou um exemplo do “nao-rigor”.

Desta forma, a tese se divide em 4 capitulos. Cada um é um ensaio historiografico
independente, mas juntos complementam-se. A pesquisa que ensejou cada um teve
também alcances distintos, determinados por questoes como acessibilidade as fontes, e
por serem temas mais ou menos historiografados.

O primeiro capitulo busca em dois textos de Leibniz, do século 17, uma primeira
concepcao do que seria um célculo integral. Tive uma dificuldade linguistica ao aces-
sar estas fontes: foram originalmente escritas em latim e ainda me falta pericia para
compreendé-lo. H4 tradugoes de trechos para o inglés, mas nada na integra, e nao exis-
tem traducoes para o portugués, o que representa uma enorme falta para nossa classe
de pesquisa. Nestes textos a auséncia de rigor ¢ identificada pelo proprio autor, mas
justificada pela funcionalidade do método. Leibniz lega a posteridade a explicacao da
estrutura da ferramenta que construiu. Mas os termos e simbolos, e até as regras, sao
0s mesmos que emprega-se até hoje. A discussao acerca do rigor envolve mais persona-
gens igualmente célebres, como Newton e Berkeley. Newton criou um método analogo,
com outros simbolos e procedimentos, mas que junto ao de Leibniz configurou-se como
base do que é o calculo. Berkeley foi quem, reconhecendo a utilidade do procedimento,
criticou exatamente a sua falta de rigor. A critica respinga em Leibniz. Os métodos
em questao baseavam-se em diferencas e momentos, entendidas como variagoes momen-
taneas, ou infinitamente pequenas. Estas, dependendo da conveniéncia, significavam
coisas distintas: as vezes eram iguais a 0 e as vezes nao. Essa imprecisao no significado
foi duramente criticada por Berkeley. Era uma critica a falta de rigor na estrutura 16-
gica da nova ferramenta; qualquer conclusao baseada no uso de quantidades imprecisas
seria invalida, ainda que levasse a resultados verdadeiros. Leibniz nao se incomodou
muito em justificar suas regras, e expos sua ideia de identificar uma area limitada por
uma curva como uma soma infinita de areas infinitesimais. Esta construcao é pouco
rigorosa porque falta clareza nos objetos e nos procedimentos.

O segundo capitulo ¢ dedicado ao curso de calculo que Cauchy ministrou para alunos
de engenharia, publicado em 1823. Neste curso tratou do célculo integral, estabele-
cendo o que é uma integral definida e resolvendo o problema do rigor nos infinitamente
pequenos definindo-os claramente. Na introducao do livro argumenta que seu objetivo
era o de conciliar o rigor com a simplicidade do uso dos infinitamente pequenos. A
historiografia narra que o que motivou isso foi uma exigéncia institucional. O curso
foi ministrado na Ecole Polytechnique, onde Cauchy lecionou por volta de 15 anos.
Foi aluno 14 também, e estudou calculo através do método dos limites. Quando 14
retornou como docente, uma norma recém aprovada exigia que o calculo fosse ensinado
através do método dos infinitamente pequenos. Alegavam que este era mais simples, e
que os alunos estavam seguindo as especialidades da engenharia sem bases o suficiente
para empregar o calculo de maneira satisfatoria. Ainda que os professores tenham
oposto resisténcia, a norma continuou em vigor — conseguiram, pelo menos, a permis-
sao de ensinar por outros métodos, desde que fosse provada a relacao deste com o do
exigido. Cauchy contornou esta situacao mesclando os dois métodos referidos, concili-
ando, assim, o rigor com a simplicidade. A fundacao desta abordagem é a definicao de
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infinitamente pequeno como sendo uma quantidade variavel com limite zero. Dentre
os diversos topicos em que ocorreu esta conciliacao, ha o conceito de integral definida.
A integral vinha sendo tratada como sub-area do calculo diferencial, e sua defini¢ao
se limitava a de operacao inversa da derivagao. Cauchy apresenta seu novo calculo
integral, fundamentado por uma caracterizacao clara e exata da integral definida. Seu
livro é bipartido, cada metade é destinada a um dos calculos. Essa conformacao iné-
dita é preservada até hoje, na organizacao que nossa época faz do calculo. Ainda que
alguns conceitos parecam imprecisos para um olhar do século 21, a construgao ¢é rigo-
rosa no sentido de esclarecer o papel cumprido por cada elemento, e a demonstracao
de existéncia da integral é essencialmente a mesma de hoje: dada uma particao de
um intervalo em subintervalos com comprimento suficientemente pequenos, qualquer
reparticao de cada um deles resultard em uma diferenca insensivel nas respectivas so-
mas, indicando a existéncia de um limite para estas somas. A ideia continua sendo a
de aproximar o valor da area sob uma curva através de uma soma com um nimero
suficientemente grande de areas suficientemente pequenas de retangulos. O limite para
o qual elas convergem da um significado para a area delimitada pela curva, que sera
entdo o valor da integral definida. As curvas consideradas sao, em geral, continuas;
dessa forma a definicao vale somente para este tipo de fungao. Cauchy elabora uma
extensao de sua teoria para os casos em que os limites de integracao sao infinitos ou
quando a funcao assume valor infinito. Sao as nossas integrais improprias. Depois de
discutir os casos em que a tentativa de atribuir valores resulta em indeterminacoes,
ele prova um critério para resolvé-las. Para isso define integrais definidas singulares,
que sao integrais tomadas em intervalos com extremos infinitamente pequenos, que se
aproximam do infinito ou de um valor finito a, tal que f(a) é infinito. Uma integral
impropria possui valor finito se, e somente se, o valor de cada uma de suas integrais
definidas singulares é 0. Aqui a curiosidade em relagao a este teorema me fez investigar
se ele existe nos livros atuais. Encontrei enunciados que envolvem partes dele, mas nao
encontrei nenhuma demonstracao — geralmente sao deixadas como exercicio. Cauchy é
uma das pessoas mais historiografadas do mundo da matematica, mas sua produgao foi
enorme, e ainda ha muito a ser pesquisado sobre ele. O tema rigor é bastante presente
em seus trabalhos, e uma historiografia do rigor em Cauchy é um tema prolifico.

O terceiro capitulo foca uma tese de Riemann que revisita a estrutura criada por
Cauchy. Foi feita para uma habilitagao para lecionar no ensino superior, analoga ao
atual doutorado. Ela foi defendida em 1854, mas veio a ser publicada apenas em
1867, um ano ap6s a morte prematura do matematico. A obra em si trata de funcoes
com infinitas descontinuidades, e uma pequena parte dela é dedicada a redefinicao
da integral definida. Este tipo de funcao nao foi contemplado pela teoria de Cauchy,
que tinha por hipétese a continuidade. Riemann retira esta exigéncia, argumentando
que ela é desnecessaria e restritiva, demonstrando que ainda assim pode existir limite
para a soma definida por Cauchy. Na sequéncia d4 um exemplo surpreendente de uma
integral de uma destas fungoes. Este exemplo é identificado como um dos recursos
didaticos que a histéria costuma oferecer para a area da Educacao Matemaética. Na
tese de Riemann nao hé grafico, e a vontade de visualiza-lo me moveu para dominio
das Tecnologias Digitais. Assim, elaborei um modo de construi-lo, e descrevo-o na
tese. Isso criou-me movimentos novos acerca do ensino de Anélise nas universidades:
em geral os livros dessa &rea nao possuem graficos, e eu sempre achei que isso era
devido ao fato deles serem “invisualizaveis”, como a famosa funcao de Dirichlet, que
nos valores irracionais de x vale a, e nos valores racionais vale b # a. A construcao da
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funcao de Riemann revelou um belo grafico que ficaria lindo num dos livros da area;
e mais do que isso, a experiéncia com a docéncia de Analise no curso de bacharelado,
durante um estagio docéncia, levou-me a descobrir outro gréfico visualizadvel que esté
ausente nos livros. Claramente hi espaco para futuros projetos, ainda na area de
ensino de anélise, sobre a identificagao e classificacao destas funcgoes e de seus graficos,
bem como sobre as estratégias para construi-los com o recurso das tecnologias. Isso
evidencia a interrelacao que ha entre histéria e educacao matematica, ou as interfaces
que compartilham. Quanto ao rigor, este é bem diferente daquele visto em Cauchy;
este escreveu para alunos, e tinha o propoésito de oferecer-lhes uma instrucao elementar,
Riemann, por outro lado, escreveu para uma banca de avaliadores. Um dos membros ¢é
nada menos do que Gauss. nNo hé inten¢ao de instruir, mas de trazer algo novo para a
area de pesquisa. A historiografia apresenta a obra de Riemann, que nao é tao extensa,
como criativa e filosofica. Também diz que ele sofreu criticas, quanto ao rigor, de
colegas como Weierstrass. Em relagao ao acesso as fontes, me vali tanto da publicagao
de 1867, em alemao, como de uma tradugao para o francés. Nao encontramos tradugoes
para o portugués de seus trabalhos.

O quarto e ultimo capitulo é sobre um artigo de Jordan que refaz totalmente a estru-
tura do céalculo integral a partir de novos elementos advindos da teoria sobre conjuntos
de Cantor — uma novidade da época. O artigo, publicado em 1892, intermedeia duas
edicoes completamente diferentes do curso de analise de Jordan. Assim como Cauchy,
ele estudou e lecionou na Ecole Polytechnique. Na primeira edicio de seu curso, de
1882, a concepgao de integral é ainda a de Cauchy; desconsidera-se a de Riemann. A
historiografia atribui isso & menor circulacao de tratados alemaes no territério francés.
Isso muda com o préprio Jordan que, absorvendo as novidades alemas, reorganiza com-
pletamente o curso. O artigo que analisamos precede em um ano esta publicacao, e é
reproduzido nela sem maiores modificacoes. A ideia continua essencialmente a mesma:
definir subconjuntos do dominio, que nao se sobrepoem, com medida varidvel para
zero, e definir o limite da soma de todas estas medidas como a integral, que serd uma
medida também; dependendo da dimensao trabalhada, ela serd uma area, um volume,
etc. Jordan argumenta que muito ja se falou sobre a natureza das funcoes nesta ques-
tao, mas pouco sobre a dos conjuntos que nela podem ser estabelecidos. Argumenta
também que a hipotese de que qualquer conjunto tem um tamanho determinado esta
longe de ser evidente, assim a primeira parte de seu artigo ¢ dedicada a discussao so-
bre os conjuntos e a atribuicao de um sistema de medidas para eles. Sua defini¢ao de
integral transcende o plano e alcanca espacos de maiores dimensoes. Ha também uma
discussao referente as “integrais improprias”, mas com um método diferente do de Cau-
chy. Jordan peca em apenas um aspecto: nao h& um exemplo sequer de integral nessa
nova estrutura, e isso faz uma tremenda falta. Reconhecemos o nome de Jordan em
algumas ferramentas matematicas, e até me recordo de ter visto seu nome vagamente
associado a integrais no R", mas, por mais interessante e rigorosa que seja, nao é muito
ensinada atualmente. Em minha pesquisa de mestrado vi que Lebesgue o cita como
fonte de inspiragao, ao abrir a questao da integral vista como medida de um conjunto.
Junto a isso, Jordan também nao ¢ uma figura muito historiografada. Ele pesquisou
de maneira vasta, em diversos campos da matematica, e publicou bastante material.
Tal como os outros, nao tem ainda traducoes de suas obras.

Pensamos que com isso cumprimos satisfatoriamente o objetivo de mapear histo-
ricamente o comportamento da funcgao rigor nao s6 através da variavel tempo, mas
num dominio um pouco mais contextual. A historia é um campo de investigacao muito
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proficuo, sendo enriquecido cada vez mais. Esse trabalho me introduziu mais fundo no
oficio de historiador, e me reafirmou o desejo de investigar cada vez mais. Durante a
expedicao fiz inestimaveis amigos, colegas de area de investigacao, e descobri que este
¢ um ramo que nao se realiza sozinho. O mapeamento dos sistemas de conhecimento
do passado é uma tarefa tao gigantesca que fazé-lo sozinho resulta humanamente im-
possivel. E impraticavel analisar todos os tratados que ja existiram, e os recortes que
cada historiador faz sao essenciais para tornar possivel algum desenvolvimento histori-
ografico do que se propoe estudar. Mas o compartilhamento das descobertas permitem
desbravar esse passado, e nos enchem de estimulos para realizar nossas pesquisas. Tive
a grata experiéncia de participar, durante o doutorado, de congressos de historia da
ciéncia, e ter a sensacao de ter encontrado com irmaos que eu nao conhecia, tama-
nho o vinculo formado. Descobri também que habitava em mim um rigor de pesquisa
histérica; um rigor envolvido com a estruturacao da conclusao advinda da andlise das
fontes. Esse rigor exigia a existéncia de uma conexao entre a conclusao e a fonte, ainda
que o pensamento passasse por intermediarios, como traducoes e interpretacoes his-
toriograficas. Essa conexao, devendo ser logica, nao podia ser desfeita. Talvez numa
espécie de tentativa de mesclar ambos os rigores que vivem em mim — o matematico e
o historico — escrevi destacando as defini¢coes em negrito, e mantive isso na versao final.
Por sugestoes da banca, as demonstragoes estao destacadas tal como sao nos livros
de matematica de nossa época, com os famosos quadradinhos pretos que marcam o
fim de uma argumentagao. Também trago parte das tradugoes das fontes que realizei,
e adianto que tenho boa parte do livro de Cauchy traduzida, e pretendo publica-la
futuramente. Percebi que a pratica de traduzir para a lingua materna as fontes estu-
dadas é comum entre os historiadores, ainda que nao venham a pulici-las. A traducao
é o primeiro estudo que se faz do texto, e nesse exercicio vao surgindo diversas inda-
gacoes que levam a caminhos inexplorados. Tradugoes comentadas sao sempre obras
historiograficas, muito ricas para quem estuda a fonte.

Desejo que a leitura deste trabalho seja tao prazerosa como foi a escrita. O célculo e
analise compoem um corpo de conhecimentos que é uma das criacoes mais maravilhosas
da razao humana. Conhecer a historia destes conhecimentos é conhecé-los melhor. A
historia auxilia na docéncia muitas vezes de maneira sutil, nao se limitando em apenas
uma metodologia para se fugir do ensino tradicional. A Histéria da Matematica é
um ramo da Matemaética e por isso é necessario que esteja cada vez mais presente na
formacao do pesquisador e do professor de Matemética. Finalmente, parafraseando
Marc Bloch, ainda que ela nao tivesse utilidade nenhuma, pelo menos ela entretém. E
como entretém!



1 O calculus integrallis de Leibniz

O célculo de hoje herdou do trabalho de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)
nao s6 o nome, como também as notacoes e diversos termos técnicos. A ideia de seu
método é publicada principalmente em dois artigos:

1684 Nowa methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas
nec rrationales quantitates moratur, et singulare pro illi calculi genus — ou, Um
novo método para maximos e minimos, assim como tangentes, que nao ¢ impedido
por quantidades fracionarias nem irracionais, e um singular tipo de calculo para
isso.

1686 De geometria recondita et analysi indiwvisibilium atque infinitorum — ou, Sobre
uma geometria recondita e a anélise dos indivisiveis e infinitos.

Tratam, respectivamente, das regras gerais do calculus differentialis e do calculus in-
tegralis, chamado também de calculus summatorius; este apresentado como método
inverso daquele. Introduz as operacoes de diferenca e de soma, opostas entre si.
Infelizmente nao encontramos traducao de nenhum dos dois para a lingua portuguesa
e nos valemos da coletanea de traducoes para o inglés fornecida por Struik (2014) e
Child (2005).

No primeiro destes artigos, traduzido na integra (Leibniz, 1684 apud Struik, 2014,
p. 272), ele apresenta a diferenca, que é processo que chamamos hoje de diferenciagao.
Para isso faz a seguinte construcao geométrica. Seja uma curva Y'Y, representada as-
sim como costume na época, significando que todos os seus pontos serao chamados de
Y; e seja também AX um eixo de referéncia para esta curva. Curva e eixo sao associ-
ados de modo que seja possivel encontrar para todo ponto Y um par de coordenadas
chamadas ordenada e abscissa. A ordenada é definida como o segmento de reta XY
perpendicular ao eixo AX, e leva o nome de y. A abscissa é o segmento AX, tomando
o nome de z. O ponto A cumpre o papel de origem nesse sistema. Seja agora uma
reta tangente & curva no ponto Y, interceptando o eixo no ponto D. A diferenca de z,
ou dz, é definida como sendo um segmento de reta qualquer — inclusive infinitamente
pequeno — sobre AX, que gera um segmento dy, sobre XY, que estd para dr assim
como ¥ esta para X D. A Figura 1.1 representa esta construcao.
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D

Figura 1.1: Coordenadas de um ponto de tangéncia de uma curva, adaptado da imagem
encontrada em (STRUIK, 2014, p. 274).
Fonte: elaborado pelo autor.

Na sequéncia, Leibniz enuncia, sem provar, as regras das diferengas:
1 se a é uma constante dada, entdo da = 0 e d(ax) = a dx;

2 se todas as ordenadas y de uma curva sao iguais as ordenadas v de outra, entao
dy = dv;

3sez—y+w+z=uventdo d(z —y+w+zx)=dv=dz—dy+ dw + dx;
4 d(xv) =z dv+v dz.

A primeira regra soluciona uma divida natural que surge desta concepc¢ao: e se a tan-
gente relacionada & curva em questao for paralela ao eizo AX ¢ Nesse caso o ponto D
nao existe, e o segmento dx relacionado a ele na construcao feita nao poderia ter um
comprimento determinado; logo o estabelecimento de dy = 0 para qualquer compri-
mento possivel de dx oferece uma solucao inteligente para essa restricao geométrica. A
segunda regra estabelece que nao é possivel que a uma mesma ordenada seja associada
mais de uma diferenca; a terceira corresponde as operacoes de soma e subtracao de
diferencas.

Para comentar sobre a quarta regra, é necessario falar um pouco do Método das
Fluzoes de Isaac Newton (1643 - 1727). As diferencas aqui tratadas cumprem na pratica
um papel analogo aos momentos no referido método. Momento é entendido como um
incremento (ou decremento) momenténeo que uma variavel sofre enquanto cresce (ou
diminui) através de um movimento continuo (Newton, 1974, p. 249). Os momentos
nao sao considerados finitos, e também sao chamados de fluxoes ou velocidade do
incremento. A cada quantidade variavel A é associado um momento a, analogamente
ao x e dr de Leibniz. A quarta regra, enunciada por este, mas sem receber qualquer
explicagao, ganha uma demonstragao nas maos de Newton:
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Proposigao 1.1. O momento de um retangulo AB é Ab+ bA.

Demonstracao: Um retangulo AB qualquer aumentado por um fluxo continuo, quando
faltava dos lados A e B metade de seus momentos !/2a e 1/2b, era A—1/2a vezes B —1/2b,
ou AB — 12aB — 1/2bA + 1/sab; mas tao logo os lados A e B sdo aumentados pela
outra metade de seus momentos, o retangulo torna-se A + /2a vezes B + 1/2b, ou
AB +1)2aB + 1/2bA + 1/sab. Subtraia deste retangulo o anterior, e restard o excesso
aB + bA. Portanto, com os incrementos totais a e b dos lados, o incremento aB + bA
do retangulo é gerado. C.Q.D. (Ibid., p. 250)."
|

A Figura 1.2 ilustra a demonstracao.

.......

| =

.......

A

Figura 1.2: Incremento do retangulo
Fonte: elaborada pelo autor.

A partir desta proposicao, toda a teoria de ambos os métodos é construida. Ela foi
alvo de severas criticas, sendo a principal delas a do irlandés George Berkeley (1685 -
1753), que a julgou problematica e confusa. Segundo ele, os métodos nao sao muito
diferentes entre si, e assim a critica recai em Newton e Leibniz:

Como nas Fluxoes, o ponto de primeira importancia, e que pavimenta o
caminho para o resto, é encontrar a Fluxao de um Produto de duas Quan-
tidades indeterminadas, entao no calculus differentialis (cujo método é su-
posto ter sido emprestado do primeiro com algumas pequenas Alteragoes)

! Any rectangle, as AB, augmented by a continual flux, when, as yet, there wanted of the sides A
and B half their moments 1/2a and 1/20, was A — 1/2a into B — 1/2b, or AB — 1/2aB — 1/2bA + 1/aab;
but as soon as the sides A and B are augmented by the other half-moments, the rectangle becomes
A+1/2ainto B4+1/2b, or AB+1/2aB+1/2bA+1/1ab. From this rectangle subtract the former rectangle,
and there will remain the excess aB + bA. Therefore with the whole increments a and b of the sides,
the increment aB + bA of the rectangle is generated. Q.E.D.



O calculus integrallis de Leibniz 22

o Ponto principal é obter a diferenca de tal Produto. Agora, a Regra para
isso é obtida rejeitando o Produto ou Retangulo das Diferencas. E, em
geral, é suposto que nenhuma Quantidade é maior ou menor pela Adicao
ou subtracao de seu Infinitesimal: e de que consequentemente nenhum erro
pode surgir de tal rejeicao de Infinitesimais (Berkeley, 1734, p. 28).2

Ele critica a natureza incerta dos momentos ou diferencas, e a imprecisao com que sao
definidos. Em seu comentario sobre a demonstracao da Proposicao 1.1 questiona se
faz sentido tomar a metade de uma quantidade infinitamente pequena. Segundo ele, o
método verdadeiro e direto de determinar o momento do retangulo AB é tomando os
incrementos dos lados totais e multiplicando-os para obter

(A+a)(B+b)=AB+aB+ bA + ab,

entao o incremento seria

aB + bA 4+ ab.

Tal resultado difere do valor obtido por Newton em ab, e Berkeley questiona o porqué
de terem sido desprezados. Sua critica a argumentacao logica de um fundamento do
método de Newton invalidaria todas as construcoes que fossem baseadas nele. Uma
analise mais detalhada dessa critica ¢ feita por D’Ottaviano e Bertato (2015).

Para Leibniz, a possibilidade de se tomar dx e dy proporcionais a diferencas momen-
taneas é dada como um fato certo que nao foi suficientemente explorado. A explicacao
¢ deixada para a posteridade, pois as regras funcionavam e permitiam a resolucao de
diversos problemas. As diferencas momentaneas sao identificadas como incrementos
ou decrementos, tal como em Newton. Segundo Leibniz, é sempre possivel expressar
uma distancia infinitamente pequena por uma diferenca determinada. O processo de
descobrir uma tangente é identificado com o de desenhar uma reta que conecta dois
pontos de uma curva a uma distancia infinitamente pequena.

A operacao inversa da diferenca, ou seja, a soma, é publicada em 1686. Infelizmente,
encontramos apenas uma traducao parcial do artigo em Struik (2014). Nele, Leibniz
introduz o sinal /

e explica, de modo breve, que “[...| como poténcias e raizes no calculo comum, soma
e diferenca, ou f e d, sdo opostas entre si”. (Leibniz, 1686 apud Struik, 2014, p. 282).3
Um exemplo do uso dessa nova notagao é dado através da equacao diferencial

pdy = xdx

que, submetida ao processo de soma, implica em

1
/pdy:/xdx:§xx.

2As in Fluxions the Point of first importance, and which paves the way to the rest, is to find de
Fluxion of a Product of two indeterminate Quantities, so in the calculus differentialis (which Method
is supposed to have been borrowed from the former with some small Alterations) the main Point is
to obtain the difference of such Product. Now the Rule for this is got by rejecting the Product or
Rectangle of the Differences. And in general it is supposed, that no Quantity is bigger or lesser for
the Addition or Subduction of the Infinitesimal: and that consequently no error can arise from such
rejection of Infinitesimals.

3]...] like powers and roots in ordinary calculations, so here sum and difference, or | and d are
each other’s converse.
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Um manuscrito nao datado fornece mais informacoes sobre esta soma. O titulo do
artigo é Elementa calculi novi pro differentiis et summis, tangentibus et quadraturis,
mazximis et minimis, dimensitonibus linearum, superficierum, solidorum, aliisque com-
munem calculum trancendentibus (ou, Os elementos do novo céalculo para diferencas e
somas, tangentes e quadraturas, maximos e minimos, dimensoes de linhas, superficies,
e solidos, e para outras coisas que transcendem outros meios de calculo) e encontra-
se em Child (2005, p. 136). Nele é feita a seguinte construcao. Seja C'C' uma curva
em relacao a um eixo AB com ordenadas e abscissas BC' e AB respectivamente. As
coordenadas sao consideradas no plural, pois B possui um carater variavel, de modo
que assume posicoes By, B, ... ao longo do eixo AB. A cada um destes pontos esté
associado uma abscissa AB; e uma ordenada B;C;, parai =1, 2, .... Estas ordenadas
e abscissas sao chamadas indistintamente de y e = respectivamente. Para cada C; é
tomado um ponto D; no segmento B;;1C;.1 de modo que o segmento C;D; é paralelo
ao eixo AB. As diferencas dx e dy sao aqui identificadas com os segmentos C;D;, e os
segmentos D;C;., respectivamente.

E dito que a linha BC desce ao longo da reta AB, e que tem seu comprimento
aumentado; o que em linguagem matematica contemporanea ¢ o mesmo que dizer que
a curva € estritamente crescente. Se dx e dy sao considerados infinitamente pequenos,
cada D;C;.4 representa o incremento momentaneo da linha BC. E tido como certo que
a distancia entre os pontos C; e C;, 1 serd menor do que qualquer comprimento. Um
elemento da curva ¢é identificado como o segmento de reta C;;1C;, e também como o
lado de um poligono de infinitos dngulos que representa a curva. A reta que passa por
Ci+1C; e cruza o eixo no ponto T; serd tangente a curva, e os segmentos 1; B;, denotados
por t estao para as ordenadas B;C; assim como C;D; esta para D;C;.1. Assim tem-se

t_dv
y dy

A Figura 1.3 ilustra esta construcao
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D, Cs

Bs

D, Cs

D3 Cl\

Figura 1.3: Diferenciais na curva de Leibniz, adaptado da imagem encontrada em
(CHILD, 2005 p. 137).

By

Fonte: elaborado pelo autor.

Leibniz concebe o segmento B;C; como a soma de todas as diferencas D;_;C’;, mesmo
que sejam em nimero infinito. Entao entre este segmento e o ponto A, que também
¢ da curva, ha tantas diferencas dy quantas possa ser desejado, até infinitas, de modo
que a soma delas seja y. Isso é representado com o sinal

/dy—y.

E a area da curva é representada pela soma de todos os retangulos formados pelas
ordenadas e as diferencas das abscissas, ou a soma dos retangulos formados por y e dx,

ou seja,
/yd:c.

Leibniz garante, também sem provar, que os tridngulos C;D;C;,, podem ser omitidos
sem risco, visto que sao infinitamente pequenos comparados aos ditos retangulos.

Esta construcao apela bastante para a intuicao do leitor. No século seguinte, as
diferencas e as somas se transformariam nas derivadas e nas integrais, respectivamente.
A organizacao do método de Leibniz em dois calculos perde forga, e qualquer definicao
feita de uma integral dependia da de derivada; fazendo daquela uma subse¢ao desta.
Esta organizacao da disciplina voltou a ganhar forca no século 19 com a definicao
formal de integral definida, que estabeleceu o calculo integral independentemente do
calculo diferencial. Este é o tema do proximo capitulo.



2 A integral definida de Cauchy

O francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), nascido em Paris, foi quem retomou
a organizacao do célculo em duas partes, como nos é familiar até hoje. Fez isso es-
tabelecendo as integrais definidas como fundamento do calculo integral. Até aquele
momento, integrais vistas como uma soma infinita vinham sido consideradas um con-
ceito intuitivo sem afirmacao rigorosa. Os fatos de serem resultado do processo inverso
ao das derivadas, e de estas terem sido mais exploradas no século 18, ofereciam um
acesso as integrais via Teorema Fundamental do Cdlculo.!.

Cauchy revisitou o conceito de integral vista como soma infinita e o recriou como
um limite somas, construindo-o a partir da particao do intervalo em subintervalos,
fazendo-os diminuir de comprimento até o limite 0. Por exigéncias institucionais, ele
teve de realiza-lo através do método dos infinitamente pequenos, o que faz mesclando-o
com o método dos limites de maneira original.

Cauchy realizou isto enquanto lecionava anélise — que era o nome da disciplina
que ensinava calculo — na Ecole Royale Polytechnique (EP), basica para os cursos de
engenharia da época. Como fruto deste labor, surgiu em 1823 o livro Résumé des lecons
données a I’Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitésimal (ou, Resumo das
ligoes dadas na Escola Real Politécnica sobre o calculo infinitesimal), que chamaremos
simplesmente de Résumé daqui em diante. Este livro é a nossa principal fonte histérica
no presente capitulo. Nele encontram-se 40 li¢oes, 20 dedicadas ao cdlculo diferencial
e 20 ao cdlculo integral. A ambos ¢ dedicado um nimero igual de ligoes, criando uma
simetria que sugere a importancia que o autor atribuiu as integrais definidas, colocando-
as num mesmo patamar que as derivadas. A dita simetria é reforcada pelo fato de que
cada licao ocupa, na edigao original de 1823, exatamente 4 paginas.

Tratamos aqui da construcao do fundamento do célculo integral feita no Résumé.
Apo6s uma breve consideragao acerca do contexto em que se deu a publicacao do tratado,
é feita uma apreciacao da concepcao de Cauchy sobre as integrais definidas, levando
em conta o que expressa do que considerava rigoroso. Analisamos a demonstragao de
existéncia da integral definida de uma fun¢ao continua e a sua interpretacao geomé-
trica na obra. Por fim vemos como ele extrapola o conceito criado buscando dar um
significado ao que chamamos de integrais improprias.

No fim do capitulo encontram-se as traducoes que realizamos das licoes do Résumé
utilizadas nesta anélise.

!Teorema que relaciona as duas operacoes de diferenciacao e integracdo unificando os calculos numa
teoria s6. Seu enunciado contemporaneo é: se uma funcdo F : [a,b] — R possui derivada integravel,
entao

(Lima, 2010a, p. 324).
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2.1 Revisao bibliografica

Cauchy foi muito prolifico, e como tal, muito historiografado. Logo, o mapeamento
de tudo o que ja se escreveu acerca de sua pessoa e obra resulta num corpus documental
muito grande, impossivel de avaliar num curto espaco de tempo. Buscamos realizar
como este fato historico é trazido pelos historiadores

Gillispie (1981) resume a produgao de Cauchy nas diversas areas do conhecimento
em que se ocupou, além de tracar uma breve biografia. Foi, segundo o autor, quem
definiu as integrais improprias, o valor principal de uma integral e as integrais singu-
lares, que identifica como integrais de funcoes infinitamente grandes sobre intervalos
infinitamente pequenos. No entanto, nao discorre sobre isso.

Grabiner (1981) traduz para o inglés e comenta as demonstragoes sobre a integral
definida e a indefinida do Résumé. Seu foco estd na identificacao de possiveis fontes
para o pensamento de Cauchy em relacao as ideias fundamentais do célculo. Uma de
suas argumentacoes ¢ a de que ele, estando na funcao docente, se viu na posicao de
ter que explicar um conceito e por isso focou na fundamentacao de ideias basicas do
calculo; portanto, uma motivacao didatica. Uma outra é a de que havia uma demanda
manifesta — Fourier, por exemplo, com sua integral de fun¢des nao diferenciaveis em
todos os pontos — por operar com integrais definidas enxergadas como areas. No
entanto, pouco menciona o papel das quantidades infinitamente pequenas na integral
definida de Cauchy em seu breve comentério sobre sua extensao da teoria para as
integrais improprias.

Belhoste (1991) narra uma biografia de Cauchy e discute algumas de suas ideias,
como a teoria de integracao. Ao tratar das integrais improprias, concentra sua atencao
ao método utilizado para determinacao de valores aproximados para estas, que ¢ um
topico que precede a argumentacao do critério para integracao impropria que avaliamos
no presente trabalho. Ambos os conceitos utilizam a nocao de integral definida singular.
O autor mostra a definicao de valor principal de uma integral, mas nada comenta sobre
seu valor geral, que é um conceito correlato. Ele também nao menciona a presenca das
quantidades infinitamente pequenas e o papel que cumprem nessa abordagem. Também
nao diz nada a respeito do critério de convergéncia de integrais improprias de Cauchy.

Liitzen (2003) observa que houve um movimento de rigorizagdo no século 19, du-
rante o qual a instrucao matematica passou a ser realizada mais em escolas e univer-
sidades do que em escolas técnicas. Segundo o autor, Cauchy leva a fama de iniciador
desse movimento devido a repercussao de seus livros, que contém a organizacao do
calculo nas aulas que ministrou na EP. Quanto a integral definida, reproduz algumas
ideias da demonstracao de existéncia de Cauchy e tece um breve comentario sobre a
expansao do conceito para uma classe maior de fungoes, referente ao caso das integrais
improéprias. No entanto, o autor nao diz nada a respeito do critério para convergéncia
destas, e nao menciona os infinitamente pequenos.

Schubring (2005) busca rastrear o contexto em que Cauchy produziu suas integrais
definidas, descobrindo que no ambiente interno da EP houve mudancas curriculares que
exigiam o ensino de célculo através do método dos infinitamente pequenos. Segundo o
autor, os programas das aulas de Cauchy evidenciam a transicdo do uso exclusivo do
método dos limites para a mescla entre este e o dos infinitamente pequenos. Os progra-
mas também evidenciam o deslocamento da nocao de integral definida da posicao de
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anexo das derivadas, algo comum na época, para a de fundamento do calculo integral.
O autor, ao tratar das integrais definidas, comenta a demonstracao e argumenta que
nela os infinitamente pequenos assumem um carater funcional, mas nao menciona o
critério para integrais improprias, que é uma evidéncia dessa funcionalidade mencio-
nada.

Cates (2019) traduz o Résumé para o inglés tecendo comentérios ao longo do texto.
Ele argumenta que a razao primaria do livro é a de cobrir o contetido, a ser estudado
pelos alunos da EP, que seria avaliado por um professor externo a instituicao — infor-
magao também presente em Schubring (2005, passim.). Isto evidencia, portanto, que
o detalhamento das questoes enredadas no calculo é feito no Résumé na medida da
exigéncia consensual entre os professores de analise envolvidos no processo avaliativo
citado. Cates reproduz as licoes que tratam do critério de convergéncia de integrais
improéprias de Cauchy, mas é econémico nos comentarios a respeito dela.

Nossa contribuicao ao tema consiste numa descri¢ao detalhada da demonstracao da
integral definida de Cauchy, bem como de suas aplicagoes na determinacao de valores
exatos e aproximados para seus valores, e do critério de convergéncia para integrais
improprias. Em ambas, fazemos notar o papel cumprido pelos infinitamente pequenos,
que ganha no Résumé uma formulacao rigorosa.

2.2 Contexto em que Cauchy produziu o Résumé

Na época de Cauchy, a EP funcionava como uma escola preparatoria para as dife-
rentes escolas de aplicagao que formavam tanto engenheiros militares como civis. Ele
estudou na EP entre 1805 e 1807, depois optou por concluir sua formacio na Ecole
des Ponts et Chaussées.> A EP era responsavel pela coordenacdo entre si e as escolas
de aplicacao; naquele entao, nao se limitava apenas a formacao para servicos piblicos,
mas também visava uma educacao cientifica. A disciplina Andlise, comum a todas as
especialidades da engenharia, era baseada completamente no método analitico. Como
ja dito, tratava-se do ensino de calculo, que era concebido como uma teoria sobre cur-
vas com fundamentagao algébrica. A disciplina era tratada sob a concep¢ao do método
dos limites.

Em 1811 o Conselho de Aperfeicoamento, que era um comité responsavel pela fun-
damentacao e aplicacao do que era ensinado na EP, decidiu que o carater teorico das
disciplinas oferecidas pela instituicao fosse limitado apenas ao que poderia ser empre-
gado nos servicos publicos, excluindo as questoes que ainda nao possuissem aplicagao
direta. Exigiu, com isso, que solugoes analiticas fossem substituidas pelas sintéticas ou
aproximativas, consideradas menos rigorosas, menos elegantes, mas preferiveis para a
formacao dos futuros engenheiros por serem mais curtas e mais simples. Dessa forma,
a escola abandonou a perspectiva educacional tedrica independente e passou a integrar
uma exclusiva para engenheiros. Essa mudanca acarretou numa revisao dos cursos,
enfocando a andlise através do método dos infinitamente pequenos. Uma historia mais
detalhada do ocorrido pode ser vista em Schubring (2005). Segundo (Schubring; Roque,
2016 p. vi), “essa decisdo representa a maior ruptura nas concepcoes de ensino nessa
instituicao, pois significa uma ruptura definitiva com a concepc¢ao analitica, dominante
desde a Revolucao Francesa.”

Esta resolucao nao foi implementada tao facilmente; o corpo docente, acostumado

2Escola de Pontes e Estradas.
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com préaticas algébricas, opos resisténcia a resolucao. Além disso nao havia livros-texto
disponiveis para o novo método e o Conselho de Aperfeicoamento demandava continu-
amente que os instrutores publicassem suas aulas com urgéncia. Enquanto a demanda
nao era satisfeita, foi permitida excepcionalmente a adocao do Traité élémentaire de
Sylvestre Francois Lacroix (1843 - 1765), que havia sido docente de Cauchy na disciplina
e praticava o método dos limites. Professores que resistiam a mudanca no curriculo,
interpretando a resolucdo, concluiram que o Conselho de Aperfeicoamento nao apre-
sentou um novo programa para o ensino de andlise. O Conselho, entao, nomeou um
grupo interno & EP responsavel pela criagao deste programa que, dessa forma, logrou
aprovar um no qual o método dos infinitamente pequenos nao fosse mais exclusivo, per-
mitindo ensinar por outros métodos, desde que a compatibilidade destes com aquele
fosse evidenciada.

Foi nesse contexto de mudancas curriculares que Cauchy, no final de 1815, retornou
a EP, agora na condi¢ao de docente, e 14 trabalhou até 1830. Em 1823 publica seu
Résumé, que contém um registro de como ele lidou com essa exigéncia da instituicao.

O problema do rigor é advertido logo no inicio de seu livro. O objetivo é realizar uma
conciliacao entre a simplicidade decorrente do uso direto das quantidades infinitamente
pequenas e o rigor é admitido como uma exigéncia autoimposta. A palavra “rigor” era
recorrente no vocabulario de Cauchy, aparecendo em seus livros, artigos e cartas. Ele
o considerava necessario as ciéncias matematicas, e a mudanca curricular que teve que
acatar carecia, em seu julgamento, do rigor que professava. A estratégia, para lidar
com isso, foi a de um espirito ativo que soube se adaptar de forma produtiva a ambas
as exigéncias: definir os infinitamente pequenos como varidveis com limite zero. Essa
conciliagao bem sucedida permitiu que ele praticasse e divulgasse seu método, que se
tornou muito bem conhecido por todo o mundo.

2.3 A integral definida de Cauchy

Uma construcao rigorosa para Cauchy era uma constru¢ao geométrica, ou seja,
realizada a partir de elementos basicos, caracterizada no método sintético. Na seguinte
citacao justifica seu juizo:

Quanto aos métodos, procurei dar-lhes todo o rigor que exigimos na geo-
metria, de modo a jamais recorrer as razoes advindas da generalidade da
algebra. As razoes desta espécie, mesmo comumente admitidas, |...|, s6
podem ser consideradas, me parece, como inducgoes apropriadas para fazer
pressentir, as vezes, a verdade, mas que pouco concordam com a exatidao
tao vangloriada das ciéncias mateméticas. Devemos ainda observar que elas
tendem a atribuir as formulas algébricas uma extensao indefinida, enquanto
que, na realidade, a maior parte destas formulas subsistem unicamente sob
certas condicoes, e para certos valores das quantidades que contém. Deter-
minando estas condicoes e estes valores, e fixando de uma maneira precisa
o sentido das notagoes que me sirvo, faco desaparecer toda incerteza; e as-
sim as diferentes féormulas nao apresentam mais do que as relacoes entre
as quantidades reais, relacoes que sao sempre faceis de verificar pela subs-
tituicdo dos nimeros pelas proprias quantidades. E verdade que, para me
manter constantemente fiel a estes principios, me vi forcado a admitir vé-
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rias proposicoes que possivelmente parecerao um pouco dificeis a primeira
vista. (Cauchy, 1821, p. ij).?

A critica que faz a respeito da generalidade da dlgebra aqui é a de que ela, por si so,
nao ¢ suficiente para fundamentar um conceito, visto que permite uma aplicacao que
excede, por vezes, o espaco de sua validade; dai que vém as indeterminacoes. Em
suma, a algebra da época consistia em regras tteis para a resolugao de problemas;
ao serem aplicadas sem o devido cuidado podiam levar a resultado inconsistentes.* A
citagao nos indica que o rigor de Cauchy esta associado a determinacgao das condicoes
e valores para as quais as formulas fazem sentido. Veremos que ele segue este principio
na construcao da integral definida ao determinar primeiro as condi¢oes para o conceito
ser valido, e em seguida ao atribuir-lhe notacao.

Inicialmente vamos olhar para o que ele define por limite, quantidade infini-
tamente pequena e fungao continua. Um conceito basico as trés nogoes é o de
quantidade varidvel. Todas elas encontram-se explicadas nas duas primeiras Ligoes
do Résumé, que se encontram traduzidas no fim do capitulo.

Uma quantidade varidvel y é entendida como recebendo diversos valores sucessivos
que, em muitos casos, sao dados por uma variagao Ay. Em oposicao, uma quantidade
constante recebe apenas um valor. Para Cauchy, quantidade nao se identifica com
nimero:

Adotaremos sempre a denominac¢ao de numero no sentido empregado na
Aritmeética, fazendo nascer os ntmeros da medida absoluta das grandezas,
e aplicaremos unicamente a denominacao de quantidades as quantidades
reais positivas ou negativas, isto é, aos nimeros precedidos de sinais + ou —

(I1d, p. 17).°

Nota-se que o autor busca na geometria a natureza do ntmero, fazendo este surgir
de uma medida, o que lhe-impoe a restricao de ser sempre positivo. Quantidades
sao definidas a partir da ideia de ntimero precedido de um sinal, admitindo valores
negativos e positivos. Cauchy esclarece a finalidade de cada um:

3Quanto aux méthodes, j'ai cherché & leur donner toute la rigueur qu’on exige en géométrie, de
maniére & ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité de ’algébre. Les raisons de cette
espéce, quoique assez communément admises, [...], ne peuvent étre considérées, ce me semble, que
comme des inductions propres & faire pressentir quelquefois la vérité, mais que s’accordent peu avec
Iexactitude si vantée des sciences mathématiques. On doit méme observer qu’elles tendent & faire
attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de
ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions, et pour certaines valeurs des quantités
qu’elles renferment. En determinant ces conditions et ces valeurs, et en fixant d’une maniére précise
le sens des notations dont je me sers, je fais disparaitre toute indcertitude; et alors les différentes
formules ne présentent plus que des relations entre les quantités réelles, relations qu’il est toujours
facile de vérifier par la substitution des nombres aux quantités elles-mémes. Il est vrai que, pour
rester constamment fidéle & ces principes, je me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui
paraitront peut-étre un peu dures au premier abord.

4Isso é proprio do método analitico, no qual se supde verdadeira a regra algébrica e, a partir disso,
busca-se os valores que a torna valida. A integral concebida como resultado do processo inverso das
derivadas é claramente um apelo & generalidade da dlgebra.

5Nous prendrons toujours la dénomination de nombres dans le sens ot on ’emploie en Arithmétique,
en faisant naitre les nombres de la mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement
la dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives. c’est-a-dire aux nombres
précédés des signes + ou —.
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[. . .] consideraremos as quantidades como destinadas a exprimir acréscimos
ou diminuicoes, de modo que uma grandeza dada serd simplesmente repre-
sentada por um nimero, se nos contentarmos a compara-la a uma outra
grandeza de mesma espécie tomada por unidade, e por este niimero prece-
dido do sinal + ou do sinal —, se a consideramos como devendo servir ao
crescimento ou & diminui¢ao de uma grandeza fixa da mesma espécie (Ibid.,
p. 17).5

Ntmeros servem, assim, para medir e as quantidades para representar um tipo de
variagao.

O limite de uma quantidade variavel é o valor fixo para o qual os sucessivos valores
a ela atribuidos aproximam-se indefinidamente de modo a diferir tao pouco quanto
desejado; a quantidade cujo limite é 0 é dita tornar-se infinitamente pequena.

Uma funcao de uma variavel é uma variavel com uma relacao de interdependéncia
com a primeira. Uma delas é escolhida como parametro e chamada de independente,
e as outras recebem o nome de funcoes desta. Nas palavras de Cauchy:

Quando quantidades varidveis sao relacionadas entre si de tal forma que,
sendo o valor de uma delas dado, podemos concluir os valores de todas as
outras, concebemos comumente estas diversas quantidades expressas por
meio de uma entre elas, que toma entao o nome de varidvel independente;
e as outras quantidades, expressas por meio da variavel independente, sao
o que chamamos de funcoes desta varidvel (Id., 1823, p. 5).7

Assim, y é fungao de x se
y = f(x)

e a variacao que sofrem é determinada pela formula
y+ Ay = f(z + Ax).

A continuidade é estabelecida fazendo Az = 7 um acréscimo infinitamente pequeno
da variavel x. Cauchy define:

A funcdo f(z) admitindo um valor tnico e finito para todos os valores de
x compreendidos entre dois limites dados, quando a diferenca

fl@+i) = f(x)

6]...] nous regarderons les quantités comme destinées & exprimer des accroissements ou des di-
minutions; en sorte qu’une grandeur donnée sera simplement représentée par un nombre, si 'on se
contente de la comparer & une autre grandeur de méme espéce prise pour unité, et par ce nombre
précédé du signe + ou du signe —, si on la considére comme devant servir & l’accroissement ou a la
diminution d’une grandeur fixe de la méme espéce.

"Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, que, la valeur de I’'une d’elles étant
donnée, on puisse en conclure les valeurs de toutes les autres, on concoit d’ordinaire ces diverses
quantités exprimées au moyen de I'une d’entre elles, qui prend alors le nom de variable indépendante;
et les autres quantités, exprimées au moyen de la variable indépendante, sont ce qu’on appelle des

fonctions de cette variable.
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sempre é uma quantidade infinitamente pequena entre estes limites, dizemos
que f(x) é fungao continua da variavel x entre os limites em questao (ibid.,

p. 8).8

A integral definida de uma fungao f(x) continua entre os valores finitos xy e X, tal
como Cauchy a enunciou na 21 licdo do Résumé, é apresentada como o limite da soma

S = (21— m) fxo) + (w2 — 1) f(21) + - + (X — 2n1) f(2n1) (2.1)
quando o valor de cada uma das diferencas
T1 — Ty, Ty — T1, T3 — T, ..., X — T (2.2)

torna-se infinitamente pequeno através do aumento indefinido da variavel n. As dife-
rencas (2.2) sao chamadas de elementos da diferenca X — xy, 0 que as caracteriza
como fundamento da construcao, claramente de cunho sintético. Ele demonstra que a
quantidade (2.1) tem um limite determinado quando a parti¢ao considerada é refinada
constantemente de modo que a medida de cada subintervalo tenda a zero. Faz isso
observando que S depende do modo de divisao de X — z(, que é configurado nos n
elementos de X — xg e de seus valores numéricos. A existéncia do limite se baseia na
ideia de que se o nimero de elementos for aumentado e, com isso, seus valores numé-
ricos diminuidos indefinidamente, entao o modo de divisao de X — zy nao influenciara
perceptivelmente sobre o valor de S, que se tornara sensivelmente constante. Disso
conclui-se que a soma S alcangara um limite que depende apenas da expressao de f(z)
e dos valores extremos do intervalo zy ¢ X. E uma abordagem aproximativa do valor
exato seguindo o principio do método da exaustao de Eudoxo.

O argumento se baseia na comparacao entre dois valores de S considerando dois
modos de divisao diferentes; primeiro para o caso em que um destes modos consiste
na particao de uma particao dada, e na sequéncia para o caso em que os dois modos
nao possuem necessariamente uma interdependéncia. Se o modo de divisao fornece
elementos com valor numérico suficientemente pequeno, a diferenca entre os valores
de S é insensivel. A palavra insensivel no texto de Cauchy sugere a ideia de erro
desprezivel na aproximacao do valor procurado. A exaustdo de Eudoxo terminaria
neste ponto. Cauchy da continuidade ao processo de reparticionar o intervalo e argui
que assim a soma (2.1) se aproxima de um valor constante: o limite que serd entao a
integral definida.

A demonstracao é como segue. Se for considerado a diferenca X — xy como o dinico
elemento, entao tem-se

Quando a diferenca X — x( é dividida em n elementos 1 — xg, o — 21, ... , X —2,_1,
o valor de S é igual a soma desses elementos multiplicada por uma média entre os

8Lorsque, la fonction f(z) admettant une valeur unique et finie pour toutes les valeurs de x com-
prises entre deux limites données, la diférence

flx+i) = fz)

est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit que f(x) est fonction continue de
la variable x entre les limites dont il s’agit.
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coeficientes f(xo), f(x1), ..., f(zn_1).? Isso é consequéncia de um resultado, provado
em (Id, 1821, p. 28), e reescrito aqui com alguma modificacao visando a simplicidade:

Proposicao 2.1. Sejam «q, as, az, ..., o, quantidades de mesmo sinal e aq, as, as,
..., a, quantidades quaisquer, entao a soma

141 + Qg + - - - + apay

é equivalente ao produto de
oy + oo+ -0+ oy

por uma média entre as quantidades aq, ao, ..., ay.

Como todos os elementos tem mesmo sinal, entao segue deste resultado que

(1 —x0) f(w0) + (22 — 1) f(21) + -+ + (X — 2 1) f(20-1) = (X — 20) M,

em que M é a média entre os valores f(xo), f(x1), ..., f(zpn_1)-
O valor de M é determinado como segue: como cada coeficiente f(z;), com j =
0, 1, ..., n, ¢ um valor particular da expressao

flzo + 0(X — z0)],

com 0 < 0 < 1, entao a média procurada também tem a expressao acima para um
valor particular de 6. Portanto a equacgao (2.1) pode ser substituida por

para um valor particular de 6.
Para demonstrar a convergéncia da soma sao dois casos a considerar:

(i) as expressoes (2.2) sdo particionadas em novos elementos;
(ii) sao escolhidas duas partigoes quaisquer.

No caso (i) os n elementos na expressao sao reparticionados em novos elementos
mais finos, ou seja, tem-se para cada diferenca x4, — z; a decomposicao

Tiv1 — 25 = (1 — 25) + (Y2 —y1) + (Ys —v2) + -+ WUm — Ym—1) + (Tj+1 — Um),
com m natural. Assim, cada uma das expressoes
(@1 — 2;) f ()
em (2.1), pelas mesmas razoes que fornecem (2.4), podem ser reescritas da forma

(i1 — 25) flzy + 0(zj40 — 25)],

9Para Cauchy (1821, p. 365), uma quantidade h ¢ uma média entre varias quantidades x; < --- < x,
se for uma quantidade compreendida entre x; e x,. Isso ocorre quando as duas diferencas

Tn—h, h—x1

tém mesmo sinal. Dessa forma, qualquer z;, i = 2,...,n — 1, pode ser uma média entre x¢, o, ...,
T,. Em suma, uma média entre quantidades é qualquer valor intermedidrio & maior e & menor delas.
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com 0 <0; <1.
Com este novo modo de divisao o valor de S variara para

S = (x1 —xo) flxo+ Oo(xy —x0)] + -+ (X — 2p1) flrn-1 + 0p1(X — 2,-1)]. (2.5)
A continuidade da funcao f permite reescrever cada expressao
flog + 0j(zjia — ;)] como f(z;) + ¢,
e assim, obtém-se
S = (z1 — mo)[f(w0) £ &o] + -+ + (X — @) [f(wn—1) £ En1], (2.6)
que é 0 mesmo que
S = (x1—x0) f(xo)+- -+ (X —2p_1)f(xn_1)Teo(r1—20) L Lo 1 (X —2p_1). (2.7)

Cauchy argumenta que para elementos com valores numéricos muito pequenos,
cada uma das quantidades +e; serd também muito pequena. Nao ha consenso na
literatura sobre Cauchy a respeito desta passagem: para ser valida nos critérios atuais
¢ exigida a hipotese de que a funcio f ¢ uniformemente continua.'® No entanto,
(Cauchy, 1823, p. 93) afirma como hipoteses na construgio da integral definida que:
(1) os limites xg, X sdo quantidades finitas, e (2) a fungdo f(x) permanece finita e
continua entre estes mesmos limites. O modo como Cauchy opera, mostra que os
valores f(zg) e f(X) sdo sempre considerados, assim as funcoes consideradas por ele
sdo, em termos atuais, limitadas e definidas no intervalo fechado [z, X]. Uma func¢ao
continua nestas condicoes é uniformemente continua.!! Dessa maneira, a hipotese
discutida como necessaria para que a afirmacao do inicio do parigrafo seja valida,
em realidade nao o é, por ser consequéncia das hipoteses admitidas na construcao da
integral definida.

Retomando a demonstragao, a soma

teo(ry — o) £+ -t ep1(X — 2p1)

10A continuidade simples, do modo como atualmente é definida, ndo garante que a diminuicdo
indefinida do valor numérico do elemento acarrete em valores cada vez menores de €;. Um exemplo é
a funcao

1
f(z) = "
1
tomada entre os valores 0 e 1. Dado ¢; > 0, para qualquer ¢ > 0, existe x tal que x < d e z < 3
€j
de modo que
+ 0 <6
xr - — T
2 7
mas a diferenca
1) 1 1 1) 1)
- =)l=|-- = >_—=_—>c¢;
’f(x) f(x+2)‘ T z+3 x(2x+5)’ 300 3z

Isso quer dizer que mesmo f sendo uma funcao continua na definicao de Cauchy, ela nao obedece
a propriedade por ele enunciada. A continuidade uniforme resolve este problema. Uma func¢do f :
X — R é uniformemente continua quando, para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que z, y € X,
|z —y| < d=|f(z) — f(y)|] <e, (Lima, 2010a, p. 241).

"Decorre do teorema: se X é um intervalo compacto, i. e. fechado e limitado, entdo a funcdo
continua f : X — R é uniformemente continua, (Lima, 2010a, p. 243).
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também terd um valor muito pequeno e a diferenca entre (2.1) e (2.7) resultara insen-
sivel. Isso significa que se ja sao considerados elementos com valores suficientemente
pequenos, a reparticao destes resultard em uma alteracao desprezivel no valor procu-
rado.

Para o caso (ii), no qual considera-se dois modos de divisdo diferentes, se os ele-
mentos em cada um ja possuem valores numéricos suficientemente pequenos, basta
compara-los a um terceiro modo formado pelas duas particoes. Nas palavras de Cau-
chy:

Poderemos comparar estes dois modos a um terceiro escolhido de tal modo
que cada elemento, tanto do primeiro como do segundo modo, seja formado
pela reuniao de varios elementos do terceiro. Para que esta condi¢ao seja
cumprida, serd suficiente que todos os valores de z, interpostos nos dois
primeiros modos entre os limites xg, X, sejam empregados no terceiro, e
provaremos que altera-se muito pouco o valor de S, passando do primeiro
ou do segundo modo ao terceiro, consequentemente passando do primeiro
ao segundo (Id., 1823, p. 83).!2

Pelo que foi provado em (i), altera-se muito pouco o valor de S quando se passa do
primeiro ou do segundo modo ao terceiro. Em decorréncia disso, altera-se muito pouco
passando do primeiro ao segundo.

Quando os elementos da diferenca X — xq tornam-se infinitamente pequenos, o que
nesta concepcao ocorre através de aplicagoes sucessivas infinitas de qualquer um dos
dois processos descritos acima, entao o modo de divisao nao terd influéncia sobre o
limite de S. Assim, Cauchy conclui sua demonstragao:

[...] se fizermos decrescer indefinidamente os valores numéricos destes ele-
mentos, aumentando seu nimero, o valor de S acabaré sendo sensivelmente
constante ou, em outros termos, ele terminard alcancando um certo limite
que dependera unicamente da forma da fungao f(z) e dos valores extremos
o, X atribuidos & variavel x. Este limite é o que chamamos uma integral
definida. (ibid., p. 83).13

Conforme observa Grabiner (2005), ha aqui uma suposi¢do implicita de que se os
valores de S tornam-se cada vez mais proximos entre si, a medida em que n cresce
e (z; — xj_1) decresce correspondentemente, entao existe limite para a variavel S.
Guardadas as logicas distin¢oes entre o cdlculo integral de hoje e o daquela época, a
ideia de refinamento das particoes contidas no trabalho de Cauchy ainda esta presente
nos cursos de anélise real.

120n pourra comparer ces deux modes & un troisiéme tellement choisi, que chaque élément, soit
du premier, soit du second mode, se trouve formé par la réunion de plusieurs élémens du troisiéme.
Pour que cette condition soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de z, interposées dans les deux
premiers modes entre les limites xg, X, soient employées dans le troisiéme, et 'on prouvera que l’'on
altére trés-peu la valeur de S, en passant du premier ou du second mode au troisiéme, par conséquent,
en passant du premier au second.

13]...] si l'on fait décroitre indéfiniment les valeurs numériques de ces élémens, en augmentant leur
nombre, la valeur de S finira par étre sensiblement constante, ou, en d’autres termes, elle finira par
atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement de la forme de la fonction f(z), et des valeurs
extrémes xg, X attribuées a la variable z. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale définie.



A integral definida de Cauchy 35

Para vincular a construcao feita com a notacao vigente, ele considera todos os
elementos (z; —x;_;) com valores numéricos iguais a uma quantidade finita Az = h =

dxz'*, escrevendo
S=> hf(x)=)Y flx)Ax;

e empregando ao limite para o qual converge S, quando os elementos da diferenca
X — xp tornam-se infinitamente pequenos, a notacao

[rr@ o [ s

na qual a letra ¥ substituida por [ indica, ndo mais uma soma de produtos, mas o
limite de uma tal soma.

Ele argumenta que pelo fato desta definicao depender dos limites de integragao, é
convencionado indica-los na notagao; e apresenta trés delas:

/:f(x)dx, /f(x)dx[i(o], /f(m)dw[iz?17 (2.10)

escolhendo por simplicidade a primeira, a qual credita a Fourier, e é a que nos é familiar
atualmente.
H&4 uma interpretacao geométrica para esta concepgao:

Concebamos agora que, sendo o limite X superior a zg, e a fun¢ao f(x)
positiva de x = zo a * = X, x, y designando coordenadas retangulares, e
A a superficie compreendida, por uma parte, entre o eixo dos x e a curva
y = f(x), por outra parte, entre as ordenadas f(z), f(X). Esta superficie,
que tem por base o comprimento X —xy medido sobre o eixo dos z, serd uma
média entre as areas de dois retangulos construidos sobre a base X — xg
com as alturas respectivamente iguais & menor e a maior das ordenadas
elevadas pelos diferentes pontos desta base. Ela serd entao equivalente a
um retangulo construido sobre uma ordenada média representada por uma
expressao da forma f[xg + 0(X — xp)]; de modo que teremos

f designando um niimero inferior & unidade. Se dividirmos a base X — xg
em elementos muito pequenos x; —xg, x3—2x1 ... X —x,_1, a superficie A se

140 uso da notacio para essa quantidade é o mesmo utilizado na 42 licio para designar a diferencial
da variavel z, definida como segue. Sejam h uma quantidade finita e «, i quantidades infinitamente
pequenas de modo que i = ah. Disso segue

flati) = flz) _ fle+ah) - f(x)

) ah

que acarreta em
f@+ah) = f@) _ fla+i)—f),

o 7

(2.8)

A diferencial da fungao f(z) é definida como o limite do primeiro membro da equacdo (2.8) quando
« tende a zero. Entao tem-se

af () = f'(2)h. (2:9)
Ele prova que h = dx aplicando f(x) = x na equacdo (2.9) (Cauchy, 1823, p. 13).
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encontrara dividida em elementos correspondentes cujos valores serao dados
pelas equagoes semelhantes a formula (2.11). Teremos, portanto, ainda

A= (21 — o) flxo + Oo(v1 — 20)] + (w2 — 1) flw1 + 02 — 21)] + - -
(2.12)

........................... + (X — xn—l)f[l'n—l + Hn—l(X — xn—l)]a
Oy, 0 ...0,_1 designando ntmeros inferiores & unidade. Se neste tltima

equacao fizermos decrescer indefinidamente os valores numéricos dos ele-
mentos de X — x(, obteremos, passando aos limites,

A:/ f(z)da. (2.13)

(Ibid., p. 91).15
Conforme observa Schubring (2005, p. 453), Cauchy empregava o simbolo
lim .

como uma abreviacao sem indicacao nem da variavel nem da quantidade para a qual
aquela tende. No caso das integrais definidas, o que estd variando é o nimero n
tendendo a infinito, e o comprimento de cada um dos n elementos tendendo a zero.

A abordagem feita para definir a integral permitiu a Cauchy discutir solugoes apro-
ximadas e exatas. Por exemplo, sejam quantidades xq, x1, ..., ,_1, X em progressao
aritmética, cada elemento terd comprimento

X—Z‘o
o .

7 =
Assim, as férmulas

St =(21 — 20) f(w0) + f(x1 — 22) f(21) + -+ + (X — 2p1) f(T1),
Sy =(x1 — o) f(w1) + f(v1 — 22) f(22) + -+ + (X — 20 1) f(X),

obtidas da formula (2.5) quando se considera 6y = 0; = --- = 6,,_; = 0 na primeira e
Op =060, =---=0,_1 =1 na segunda, tornam-se
S1 = ilf(w0) + flwo +3) + flzo+20) + -+ F(X =20+ F(X —0)],  (214)

15Concevons a présent que, la limite X étant supérieure a zg, et la fonction f(x) étant positive
depuis & = xg jusqu’a x = X, x, y désignent des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise
d’une part entre ’axe des x et la courbe y = f(z), d’autre part entre les ordonnées f(x¢), f(X). Cette
surface, qui a pour base la longueur X — zy comptée sur l’axe des z, sera une moyenne entre les aires
des deux rectangles construits sur la base X — zg avec des hauteurs respectivement égales & la plus
petite et & la plus grande des ordonnées élevées par les différens points de cette base. Elle sera donc
équivalente & un rectangle construit sur une ordonnée moyenne représentée par une expression de la
forme f[zo+ 6(X — x0)]; en sorte qu’on aura (2.11), 6 désignant un nombre inférieur a 'unité. Sil’on
divise la base X — xg en élémens trés-petits, x1 — xg, 9 — 1 ... X — T,_1, la surface A se trouvera
divisée en élémens correspondans dont les valeurs seront données par les équations semblables a la
formule (2.11). On aura donc encore (2.12), 6y, 61 ...0,_1 désignant des nombres inférieurs a 'unité.
Si dans cette derniére équation on fait décroitre indéfiniment les valeurs numériques des élémens de
X — o, on en tirera, en passant aux limites, (2.13).
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So =i[f(wo+ i) + fwo+2i0) + -+ f(X —2i) + (X — 1)+ f(X)]. (2.15)

Uma escolha adequada de ¢ permite uma aproximagao satisfatoria da integral que se
deseja calcular, mas ele observa que esta equagao permite também encontrar o valor
exato de algumas integrais. Por exemplo:

/Xxdx:1im.z'[xo+(xo+z')+(:co+2z')+-~+(xo+(n—1)@')]

Zo

= lim .in ot 2o+ (n—1)i
' | 2

— lim in _SL’O+ (.To"‘ﬂl) —1
' | 2

. _1’0+X—Z:|

=lim.n | ——

i 2

e (X = w0)(o+ X — i)
' 2

_XQ—.IOQ

2

conforme consta em Moigno (1844, p. 43).1
Observamos que neste exemplo o limite incide sobre a variavel ¢, que depende de n.
Além disso, pela férmula de soma parcial da progressao aritmética

n(rg +
Sn = ( 9 n) )
faz-se desaparecer os termos x; diferentes de zy e X. Aplicando o limite, o resultado é
exatamente o que se encontra empregando o Teorema Fundamental do Calculo.
Ainda em relacao as formas de determinacao de valores aproximados das integrais,
Cauchy observa que as equagoes (2.4) e (2.5) podem também representar a integral
definida:

De fato, estas equagoes, subsistindo uma e outra, enquanto subdividimos
ou a diferenca X — zg, ou as quantidades xy — xg, xo — 1 ... X — 2,1
em elementos infinitamente pequenos, serao ainda verdadeiras no limite, de
modo que teremos

/ flz)dr = (X — zo) flxo + 0(X — x0)], e (2.16)

/ f(.’L') dx = (331 — .’L’o)f[l’o -+ 90(1’1 — l'o)] + (1'2 — l’l)f[l’l + 91(1‘2 — 1’1)] + -

.................................... (X = 2p) fTnor + Opr (X — 201)],
(2.17)

¥ Cauchy nao indica no livro o método utilizado para resolver esta integral definida, restando-nos
imaginar que o fizesse em sua lousa. Francois Napoléon-Marie Moigno (1804-1884), que foi aluno
de Cauchy em 1824, embora nao na EP, escreveu livros de calculo diferencial e integral indicando
no subtitulo que foram redigidos de acordo com os métodos de seu antigo professor. Seus livros
reproduzem as ideias do Résumé e contém alguns desenvolvimentos nele ausentes.
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0, 6y, 0, ... 0,1 designando numeros desconhecidos, mas todos inferiores
a unidade (Cauchy, 1823, p. 87).17

A argumentacao acima refere-se a existéncia de valores 0, 0, 01,. .., 0,_1 que satis-
fazem as igualdades (2.16) e (2.17), mas nao os determina. Sendo o comprimento de
cada subintervalo x, — xy_; igual a ¢, obtém-se

/ f(x)de = i[f(zo + O0i) + f(xo+ i+ 01i) + -+ f(X — i+ 6,-17)]. (2.18)

Se a func¢do f é monodtona no intervalo [zg, X], Cauchy apresenta como aproximacgao
da integral a demi-somme'® dos valores (2.14) e (2.15), ou seja, a soma das metades
de Sl e SQZ

S (S48 =i | Sf o) + flzo ki) -+ (X —i) 4 A0 (219)

2

A Figura 2.1 ilustra essa aproximacao.

) 1 Lo X

Figura 2.1: Representacao grafica da “meia-soma” de Cauchy para n = 3.
Fonte: elaborado pelo autor

O erro cometido nesta aproximacao é, em modulo, menor do que

i 3000 - 30| 2

17En effet, ces équations, subsistant 1’une et ’autre, tandis que I’on subdivise ou la différence X —z,
ou les quantités 1 — xg, T2 — 1, ..., X — x,_1 en éléments infiniment petits, seront encore vraies
a la limite, en sorte qu’on aura (2.16), et (2.17), 6, 6o, 61, ..., 6,,—1 désignant des nombres inconnus,
mais tous inférieurs a I'unité.

8Traduz-se do francés como “meia-soma.”

19N3o h4 justificativa para essa afirmacdo nem no livro de Cauchy nem no de Moigno. Ela ¢ vélida
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Quando a condicao da funcao f ser crescente ou decrescente nao ¢ satisfeita, a
estratégia oferecida ¢ decompor o intervalo de integracao em varios subintervalos de
modo que em cada um deles ela o seja.

Esta construcao, além de servir de fundamento para o cdlculo integral, liberava-o da
nocao de derivada. Essa nova organizacao da disciplina em dois cdlculos se consolidou
no que até os dias de hoje ¢ celebrado como uma das maiores criacoes das matematicas.

2.4 As integrais improprias de Cauchy

Apos discorrer sobre a integral definida e suas propriedades, Cauchy extrapola o
dominio de validade de sua definicao e discute a possibilidade de determinar valores
finitos de integrais em que:

(i) os valores extremos z e X sdo infinitos;
(ii) ou o valor de f(z) torna-se infinito para um valor entre valores finitos de xy e X.

As licoes dedicadas a isso apresentam duas definicoes que, conforme atesta Moigno
(1844, p. 61), sao de autoria de Cauchy: a de integrais definidas singulares e a de
valor geral de uma integral definida. Atentemo-nos a elas:

Dada uma funcao f e um certo valor a, a integral definida de f tomada entre limites
de integracao infinitamente proximos de a é chamada de integral definida singular
quando a = +o00 ou f(a) = £oo. Nas contas, os limites de integragao sdo ambos ou
menores ou maiores do que a, apesar disso nao ser explicito no texto. Um exemplo é
dado como segue: sejam € uma variavel infinitamente pequena, u e v duas constantes
positivas arbitrarias, e a finito tal que f(a) = o0, entao

/a—fﬂ f(z)dx e o f(z)dx (2.20)

—& a-t+ev

configuram-se em integrais definidas singulares de f(x).

Os limites de integracao das integrais (2.20) sao variaveis cujo limite é o mesmo
valor a, sendo a tnica caracteristica que as distingue o fator multiplicado ao infinite-
simal. Este, sendo uma varidvel que recebe multiplos valores em sequéncia de modo
a aproximar cada vez mais de 0, ao ser multiplicado por um fator diferente de 1 sofre
uma mudanca de passo em sua variacao. A analogia com a velocidade é inevitavel: se €
se aproxima do limite 0 a uma velocidade fixa, os infinitesimais ey e ev se aproximarao
mais ou menos rapidamente de 0, conforme seja o valor de i e v. Dessa forma, as duas
constantes p e v sdo tacitamente supostas diferentes de 1, pois caso contrério, uma

pois, sendo os valores das expressoes (2.18) e (2.19) iguais a A e B respectivamente, e supondo f
crescente no intervalo [zg, X], segue

S <AL S, =25 <24<25,
=5 <24-5,<25 -5
=51 -5 <24-5 -5, <85 -5
=2/A—-B| < Sy — 5

= 1A~ B < 5 (82— 1) = £ [(X) — f(ao)],

sendo a demonstracao andloga para o caso de f ser decrescente no mesmo intervalo.
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integral cujo intervalo de integracao é nulo entraria na definicao de integral definida
singular. No texto nao é provado que o comprimento do intervalo de integracao tende
a 0 com a variacao de € para 0. Dada a impossibilidade de se desenhar uma integral
definida singular, a Figura 2.2 ilustra o que seria uma fotografia desta enquanto os
pontos a — ¢ e a — e variam em diregao ao ponto a.

a—e a—¢cl fa

Figura 2.2: Esboco de uma integral definida singular.
Fonte: elaborado pelo autor

Uma integral definida singular é, entao, o limite de integrais definidas cujos limites
de integracao tendem de maneira distintas para um mesmo limite. A Analyse Algébri-
que de Cauchy oferece uma pista do que ele quis dizer com essa denominacgao:

Quando, para um sistema de valores atribuidos as variaveis que ela contém,
uma funcao de uma ou varias variaveis admite apenas um valor, este valor
unico deduz-se comumente da propria definicao da funcao. Caso se apre-
sente um caso particular no qual a definicao dada nao possa mais fornecer
imediatamente o valor da funcao que consideramos, procuramos o limite
ou os limites para os quais esta fungao converge, enquanto as variaveis se
aproximam indefinidamente de valores particulares que lhe sao atribuidos; e
se existe um ou varios limites desta espécie, eles sao também considerados
como valores da funcao na hipotese admitida. Nomearemos valores sin-
gulares da funcao proposta aqueles que se encontram determinados como
acabamos de dizer. (Id., 1821, p. 51).%

20Lorsque, pour un systéme de valeurs attribuées aux variables qu’elle renferme, une fonction d’une
ou de plusieurs variables n’admet qu’une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de
la définition méme de la fonction. S’il se présente un cas particulier dans lequel la définition donnée ne
puisse plus fournir immédiatement la valeur de la fonction que I’ on considére, on cherche la limite ou
les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s’approchent indéfiniment
des valeurs particuliéres qui leur sont assignées; et, s’il existe une ou plusieurs limites de cette espéce,
elles sont regardées comme autant de valeurs de la fonction dans I’hypothése admise. Nous nommerons
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Assim, valores singulares de uma funcao sao seus limites infinitos ou no infinito, ou seja,
sao os valores de uma funcao f quando z tende a infinito, ou quando o proprio valor
f(x) da fungao tende a infinito quando x tende a um valor qualquer. Esses valores,
podendo ser infinitos, serao considerados valores de fato da funcao. Se considerarmos
uma integral definida como uma funcao cujas variaveis sao a — € e a — £, seu valor
singular ¢ o limite para o qual essa funcao converge quando ¢ tende a 0. Em suma,
uma integral definida singular é um valor singular de uma funcao. O interesse a esse
tipo de solucao é manifesto:

A procura por valores singulares das funcoes é uma das questoes mais im-
portantes e mais delicadas da Anélise: ela oferece mais ou menos dificul-

dade, segundo a natureza das fungoes e o nimero das varidveis que elas
admitem. (Ibid., p. 51).2!

E o emprego das integrais definidas singulares é descrito como o meio mais simples de
resolver a questao das integrais definidas nos casos (i) e (ii).

O método utilizado para a solucao desta questao envolve os conceitos de valor
principal e valor geral. O problema proposto é dar um sentido a expressao

+oo z1 T2 +oo
f(x) da::/ f(z) dx+/ flz)dx +---+ f(z)dz, (2.21)
—0o0 —o0 z1 Tn—1
em que Zo, T, ..., Tp_1 Sa0 pontos em que o valor de f(x) torna-se infinito. O valor

principal da integral (2.21) é definido por

+oo r1—€ To—€ %
dr = lim. d de + - -- dz 3,
. f(z)dx =lim {/1 f(x) x+/xl+€ f(z)dx + —I—/wmﬁf(:v) x}
(2.22)

enquanto o valor geral da mesma integral é definido por

1

400 T1—EML T2—EM2 2
f(x)d:ﬂ:hm.{/ f(x)dx+/ f(x)dx—l—---—k/ f(x)da:},

7%“ r1tevy T +EVm
(2.23)

em que fi, U, fi1, V1, -- -, fm, Vm SA0 constantes arbitrarias (tacitamente menores do
que 1) e € é o infinitamente pequeno correspondente ao limite. A Figura 2.3 ilustra,
como exemplo, o valor principal de

) da:zlim.{/ml_af(a:) dx+/w2_5f(x) de+ [ (o) da:}, (2.24)

1 T1+e€ xro+e

enquanto € varia para 0.

valeurs singuliéres de la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on vient de le
dire.

21La recherche des valeurs singuliéres des fonctions est une des questions les plus importantes et les
plus délicates de I’Analyse: elle offre plus ou moins de difficultés, suivant la nature des fonctions et le
nombre des variables qu’elles renferment.
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iy iy

1 1 — € T+ € To— &€ Io+ €

m
™|

Figura 2.3: Esbogo da equacao (2.24).
Fonte: elaborado pelo autor.

A terminologia “valor principal” de um infinitamente pequeno, comumente encon-
trada em obras de adeptos da época ao método infinitesimal, significa uma escolha de
um representante, dentre varios infinitamente pequenos codependentes, para servir de
termo de comparagao entre eles, como é visto em Sturm (1877, p. 10) e Haag (1890,
p. 2). Ele cumpre uma fun¢ao semelhante no emprego do valor principal da integral
definida de Cauchy, pois (2.22) é uma referéncia de comparagao.

Com estas duas defini¢oes, Cauchy demonstra uma proposicao que permite exami-
nar a questao da existéncia de valores finitos para integrais definidas nos caos (i) e (ii).
Em termos contemporaneos, é um critério de convergéncia para integrais improprias:
(2.21) converge se, e somente se, as integrais (2.25) tendem a zero com a varidvel e.
Visando a simplicidade, é reescrita aqui com alguma modificacdo:

Teorema 2.2. Para que o valor geral da integral (2.21) seja finito e determinado, é
necessario e suficiente que os valores gerais das integrais singulares

-1 x1—ep1 x1+e Tmte L

n
f@ds, [ f@de [ f@de [T jwde [T i@
—i r1—¢ x1tevy Tm+EVM %

(2.25)
que se encontram comprimidos na diferenca A — B, reduzam-se a zero, para valores
infinitamente pequenos de e, quaisquer que sejam, além disso, os valores finitos ou
infinitamente pequenos atribuidos aos coeficiéncias u, v, w1, v1, ..., fm, v (Cauchy,

1823, p. 100).

Demonstracao: Se para valores infinitamente pequenos de €, e para valores finitos ou
infinitamente pequenos dos coeficientes arbitrarios u, v, p1, V1, - .., fhm, Vm, Pelo menos
uma das integrais (2.25) obtivessem valor infinito ou finito, mas diferente de zero, entao
a integral (2.21) seria evidentemente infinita ou indeterminada. Logo, é necessario que
as integrais (2.25) sejam todas convergentes para 0 para que (2.21) possa ter valor
determinado.
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Reciprocamente, sejam

1

E:/ml_wﬂx) dm+/m2_w2f(x) d:c+---+/” f(@) da (2.26)

L z1+ev Tm+EUm

en

F:/zlsf(x) dx+/w2€f(x) dac+---+/i f(2) da. (2.27)

1 r1+€ Tm+te

E sejam A =1lim E' e B = lim F os valores geral e principal respectivamente da integral
(2.21). A diferenga E — F' é a soma das integrais definidas singulares

E—-F= /_f f(z) dx—i—/jlwl f(z) dx—i—/IlJrs f(z) dx—l—/msmf(a:) dz+

1—€ T1+evy Tro—¢
xro+e T3 —EU3 Tm+E i
+/ f(x)dx—i—/ f(x)dx+~--+/ f(x)da:—l—/ f(z)dx.
To+evy T3—€ Tm+eVm %

(2.28)
Tem-se, portanto, A — B = lim(E — F'). Mostrando que essa diferenca é sensivelmente
nula, mostra-se que, tanto o valor principal como o geral da integral em questao, sao
iguais.
|
A Figura 2.4 ilustra a soma de integrais definidas singulares dada por £ — F' para
0 caso em que n = 3.

Ti+e Ty—Elty

flx)dz flx)de

oomiten Ly—E

f;f (w)da f f(:j)dr f;z(:)dx ﬁ:(z) d

B—e : D datern

/N

Figura 2.4: E — F no caso em que n = 3.
Fonte: elaborado pelo autor.

A demonstragao faz um uso de € e ¢ similar ao contemporaneo e, segundo Grabi-
ner (2005), foi nas aulas de Cauchy publicadas no Résumé que fizeram sua primeira
aparicao em demonstracoes desse tipo. Seja 0 um nimero muito pequeno e suponha &
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escolhido de modo que, para os valores u, v, py, V1, ..., m, Vp inferiores a unidade,
cada uma das integrais (2.25) tenha valor numeérico inferior a

1
2(m + 1)6'

Assim a soma de cada uma delas serd inferior & §. Nas palavras de Cauchy, entao
“o valor aproximado de B, representado por F', serd uma quantidade finita que nao
contera mais nada de arbitrario” (Id., p. 100). Logo, se forem atribuidos aos coeficientes
Wy Vy f1, V1, ..., lm, Vp valores infinitamente pequenos, entdo F, que se aproxima
indefinidamente de A, sera delimitado por ' —¢§ e F'+ §. Logo A é delimitado pelos
mesmos valores e, consequentemente, é possivel encontrar uma quantidade finita F
cujo modulo da diferenca F'— A seja menor do que 4. Disso conclui-se que o valor geral
A da integral (2.21) serd, na hipotese admitida, uma quantidade finita e determinada.
Dessa forma, Cauchy prova um critério para determinar se a integral impropria em
questao terd um valor finito, mostrando que F e F' possuem o mesmo limite, ou, o que
¢ 0 mesmo, que A = B.

As versoes contemporaneas deste teorema nao carregam o nome de Cauchy. Sao
exemplos desta atualizagao:

Teorema 2.3. Seja a um nimero e f uma funcao continua por partes em todo intervalo

la, z] para > a. Entao
/ f (2.29)
converge se, e somente se, dado € existe B > 0 tal que sempre que z, y > B, entao

[o=LA=1]

<e. (2.30)

(Lang, 1997, p. 330).2
E

Teorema 2.4. Para f : (a,b] — R continua arbitraria, a integral impropria

/a ’ f(z) dx

existe se, e somente se, dado € > 0, pode-se achar § > 0 tal que
d
[ s
C

Em ambos os casos observa-se que sozinhos nao contemplam toda a abrangéncia
do teorema de Cauchy. Veremos no capitulo 4 dois resultados analogos para uma
integral concebida num contexto multidimensional. Cauchy nao é mencionado, e a
demonstragao nao parece ser inspirada na sua. Isso mostra um aspecto de sua teoria
que nao sobreviveu ao crivo dos padroes de rigor que se sucederam.

a<c<d<a+d= <e€

(Lima, 2010b, p. 181).

22Let a be a number, and f a piecewise continuous function in every interval [a, z] for z > a. Then
(2.29) converges if and only if, given ¢ there exists B > 0 such that whenever z,y > B (2.30).



Tradugao de algumas licoes do Résumé 45

A propria definicao de integral carregou seu nome por pouco tempo, € no mesmo
século passaria a ser associada a outro matematico que a redefiniu: Riemann. Havia um
detalhe em sua construgao que limitava sua abrangéncia, e portanto devia ser refeita.
Esta nova construcao é o tema do proximo capitulo.

A seguir, as traducoes das licoes do Résumé que analisamos para compor este
capitulo. Ressaltamos que estas fazem parte de um projeto maior do tradugao por
completo deste manual de calculo do século 19.

2.5 Traducao de algumas licoes do Résumé

2.5.1 Variaveis, seus limites e Quantidades infinitamente pe-
quenas (12 ligao)

Denominamos quantidade varidvel aquela que consideramos receber sucessivamente
varios valores diferentes uns dos outros. Denominamos ao contririo quantidade cons-
tante toda quantidade que recebe um valor fixo e determinado. Quando os valores
sucessivamente atribuidos & uma mesma variavel se aproximam indefinidamente de um
valor fixo, de modo a terminar por diferir dele tdo pouco quanto se queira, este serd
chamado de limite de todos os outros.

Assim a superficie do circulo é o limite para o qual convergem as superficies dos
poligonos regulares inscritos, enquanto o ntimero de seus lados cresce mais e mais; e o
raio vetor, emanado do centro de uma hipérbole & um ponto da curva que se distancia
cada vez mais de seu centro, forma com o eixo x um angulo que tem por limite o angulo
formado pela assintota com o mesmo eixo; etc.... Indicaremos o limite para o qual
converge uma variavel dada pela abreviacao lim . colocada antes desta variavel.

Frequentemente os limites para os quais convergem algumas expressoes variaveis
apresentam-se sob uma forma indeterminada, e no entanto é possivel fixar, com a
ajuda de métodos particulares, os verdadeiros valores destes mesmos limites. Assim,
por exemplo, os limites aos quais se aproximam indefinidamente as duas expressoes
variaveis

sen o 1
. (+a)e,
«
quando « converge para zero, apresentam-se sob as formas indeterminadas
9 1ioo.
O Y 3

e no entanto estes dois limites possuem valores fixos que podem ser calculados como
segue.
Tem-se evidentemente, para valores numéricos bem pequenos de «,

sen « sen « sen o
> >

sen o a tga
. sena ) .
Consequentemente, a razao , compreendida sempre entre as duas quantidades
sen o sen o .. L ) )
=1le = cos a, em que a primeira serve de limite a segunda, tera a unidade
sen « tg o
por limite.

1
Determinemos agora o limite ao qual converge a expressao (1 + a)e, enquanto «
se aproxima indefinidamente de zero. Se supusermos primeiro que a quantidade a seja
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. 1 L .
positiva e da forma —, com m sendo um ntmero inteiro variavel suscetivel de um

m
crescimento indefinido, teremos

—1+1+1 1 L + L 1 1 1 2 +
N 1 1.2 m 1.2.3 m m
1 1 2 m—1
ek (1= = 1—=). . (1=———=1.
1.2.3---m m m m

Como, no segundo membro desta ultima férmula, os termos que contém a quantidade

m sao todos positivos, e crescem em valores e em ntmero ao mesmo tempo que esta

. . 1\" L
quantidade, é claro que a expressao |1+ — crescerd com o nuamero inteiro m,
m

permanecendo sempre compreendida entre as duas somas

1_
1+I_2
e
1+1+1+l“%l+&0~:1+1+1:3
1 2 22 23 ’

entao ela se aproximara indefinidamente, para valores crescentes de m, a um certo
limite localizado entre 2 e 3. Este limite é um niimero que cumpre um grande papel
no calculo infinitesimal, e que convencionamos designar pela letra e. Se tomarmos

m = 10000, encontraremos por valor aproximado de e, fazendo uso de tabelas de
logaritmos decimais,

10001\ 10000

— = 2,T183.

10000

Este valor aproximado é exato até o milésimo decimal, como veremos adiante.

Suponhamos agora que «, sempre positivo, nao seja mais da forma —. Designemos

m
nesta hipotese por m e n = m + 1, os dois nimeros inteiros imediatamente inferior e

superior a —, de modo que tenhamos
«
1
—=m+pu=n-—-1r,
«

L 2
w e v sendo nimeros tomados entre zero e a unidade. A expressdo (1 + «)° estard
evidentemente compreendida entre as seguintes

1 é 1\™ 1+£ 1 é 1\"™ 1-Z
1+—) =|(14+— , 1+—) =|(14+- ;
m m n n
e, como, para valores de « decrescentes ao infinito, ou, o que é o mesmo, para valores

1\" 1\"
sempre crescentes de m e n, as duas quantidades (1 + —) , (1 + —) , ambas con-
m n

vergentes ao limite e, enquanto 1 + —, 1 — —, aproximam-se indefinidamente do limite
m n

1, resulta que cada uma das expressoes

1 1

1\~ 1\«

1+_ ’ 1+_ )
m n
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e consequentemente a expressao intermediaria (1 + @)i convergirao também para o
limite e.

Suponhamos enfim que o torne-se uma quantidade negativa. Se fizermos nesta
hipotese

l+a=—",
1+ 8

B serd uma quantidade positiva, que convergird para zero, e encontraremos

Q-

]1+B

(1+a)t =(1+8) % = [1+8)7

)

entao, passando aos limites,

1 .
o — m(1+h) — o

lim (1 4 «)

Quando os valores numéricos sucessivos de uma mesma variavel decrescem indefi-
nidamente de maneira a ser menor do que todo nimero dado, esta varidvel torna-se
o que chamamos de infinitamente pequena ou uma quantidade infinitamente pequena.
Uma varidvel desta espécie tem zero por limite. Tal como a variavel « nos calculos que
precedem.

Quando os valores numéricos sucessivos de uma mesma variavel crescem de modo
a se elevarem acima de todo ntmero dado, dizemos que esta variavel tem por limite o
infinito positivo indicado pelo signo oo, se trata-se de uma variavel positiva; e o infinito
negativo indicado pela notacao —oo, se trata-se de uma variavel negativa. Tal como o
nimero variavel m que empregamos no exemplo acima.

2.5.2 Funcgoes continuas e descontinuas. Representagao geomé-
trica das Fungoes continuas (22 Ligao)

Quando quantidades varidveis sao relacionadas entre si de tal forma que, sendo o
valor de uma delas dado, podemos concluir os valores de todas as outras, concebemos
comumente estas diversas quantidades expressas por meio de uma entre elas, que toma
entao o nome de varidvel independente; e as outras quantidades, expressas por meio
da variavel independente, sdao o que chamamos de funcoes desta variavel.

Quando quantidades varidveis estao relacionadas entre si de tal modo que, sendo
os valores de algumas sendo dadas, é possivel concluir os valores de todas as outras,
concebemos estas diversas quantidades expressas por meio de varias entre elas, que
tomam entao o nome de varidveis independentes; e as quantidades restantes, expressas
por meio das varidveis independentes, sao o que chamamos de funcoes destas mesmas
variaveis.2> As diversas expressoes que a algebra e a trigonometria fornecem, quando
contém variaveis consideradas independentes, sao todas funcoes destas varidveis. As-

sim, por exemplo,
L(z) senz, &c...*

sao funcoes da variavel x;

x4y, ¥ wzyz, ......

ZNDT. Este paragrafo, que pouco difere do anterior, define funcio de varias varidveis.
ZANDT. L(z) significa o logaritmo de = dada uma base A. Cauchy usa a letra mintscula 1(x) quando
a base em questao é o namero e.
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fungoes das variaveis x e y, ou x, y e z; &c. ...

Quando fung¢oes de uma ou varias variaveis encontram-se, como nos exemplos prece-
dentes, imediatamente expressas por meio de suas variaveis, elas sao nomeadas fungoes
explicitas. Mas quando damos somente as relacoes entre as funcoes e as varidveis,
isto é, as equacoes que estas quantidades devem satisfazer, até que estas nao sejam
resolvidas algebricamente, as funcoes, nao sendo expressas imediatamente por meio
das varidveis, sao chamadas funcoes implicitas. Para torna-las explicitas, é suficiente
resolver, quando possivel, as equacoes que as determinam. Por exemplo y sendo uma
funcao implicita de x determinada pela equacao

se nomeamos A como a base do sistema de logaritmos que consideramos, a mesma
funcao tornada explicita pela resolucao da equacgao dada, serd

y=A".
Quando queremos designar uma func¢ao explicita de uma s6 variavel x, ou de varias
variaveis x, y, z..., sem determinar a natureza desta funcao, empregamos uma das
notagoes

f(x), F(z), ¢(x), x(z), (), =(z),... &e,
flz,y,2,...), Flz,y,2z,...), olx,y,z...), &c.

Frequentemente, no calculo, nos servimos da caracteristica A para indicar os acrés-
cimos simultaneos de duas varidveis que dependem uma da outra. Dito isto, se a
varidvel y é expressa em funcao da variavel x pela equagao

y=[f(x), (2.31)

Ay, ou o acréscimo de y correspondente ao acréscimo Ax da variavel z, serd determi-
nado pela formula
y+Ay=f(z+ Azx). (2.32)

De forma mais geral, se supusermos
Fla,y) =0, (2.33)

teremos
F(z + Az,y+ Ay) = 0.2 (2.34)

E bom observar que das equacdes (2.31) e (2.32) concluimos

Ay = f(z+ Azx) — f(x). (2.35)
25NDT. Aqui prepara o terreno para a definicio de funcio derivada, pois se

Y

F ==

(z,y) =~

é uma razao entre variaveis, entao
A
F@+ALy+Aw=O:y+ LA

z + Az
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Sejam agora h e ¢ duas quantidades distintas, a primeira finita, e a segunda infini-
1
tamente pequena, e o = 7 a razao infinitamente pequena destas duas quantidades. Se

atribuimos a Az o valor finito h, o valor de Ay, dado pela equagao (2.35), se tornaré o
que chamamos de diferenca finita da fungao f(z), e serd usualmente uma quantidade
finita. Se ao contréario atribuirmos a Az um valor infinitamente pequeno, se fizermos

por exemplo
Az =1i=ah,?

o valor de Ay, a saber,

fle+i) = f(z) ou  flz+ah)—f(z),

sera usualmente uma quantidade infinitamente pequena. Isto se verifica facilmente com
relagao as fungoes
A*, senx, cosz,

as quais correspondem as diferencas

sen(x +1i) —senz = QSGH%COS <x+ %) ,

cos(x =1) — cosx = —QSenésen <x + 5) ,

em que cada uma possui um fator A* — 1 ou sen 2 que converge indefinidamente com

1 para o limite zero.
Quando, a fun¢do f(z) admitindo um valor tnico e finito para todos os valores de
x compreendidos entre dois limites dados, a diferenca

flo+i) = f(x)

sempre é uma quantidade infinitamente pequena entre estes limites, dizemos que f(x)
é funcao continua da variavel x entre os limites em questao.

Dizemos ainda que a funcao f(x) é, na vizinhanga de um valor particular atribuido
a variavel x, funcao continua desta variavel, toda vez que ela é continua entre dois
limites, mesmo muito préximos, que contenha o valor em questao.

Enfim, quando uma funcao deixa de ser continua na vizinhanca de um valor par-
ticular da variavel x, dizemos que ela se torna descontinua, e que existe solucao de
continuidade para este valor particular. Assim, por exemplo, héa solu¢oes de continui-
(2k+ 1)m

5 , k sendo um

1 .
dade na funcao —, para x = 0; e na funcao tgx, para r = +
x

ntmero inteiro qualquer; &c.%”

26NDT. E dada a propriedade de que o produto entre uma quantidade finita e uma infinitamente
pequena resulta em uma infinitamente pequena.
2"Para qualquer vizinhanca de 2 = 0, mesmo infinitamente pequena, ndo ocorre de

fle+i) = f(x)

ter limite zero em qualquer uma das fungoes citadas.
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De acordo com estas explicacoes, serd facil de reconhecer entre quais limites uma
fungao dada da variavel x é continua, em relagdo a esta variavel. (Veja, para maiores
desenvolvimentos, o capitulo II da 1* parte do Cuso de andlise, publicado em 1821.)

Construamos agora a curva que tem por equacao em coordenadas retangulares
y = f(z). Se a funcdo f(z) é continua entre os limites x = 29 e x = X, a cada abscisa
x entre estes limites corresponderd uma sé ordenada; além disso, x vindo a ter um
acréscimo infinitamente pequeno Az, y terd um acréscimo infinitamente pequeno Ay.
Consequentemente, as duas abscissas muito proximas = e z + Ax corresponderao dois
pontos muito proximos um do outro, pois sua distancia /Ax? + Ay? serd também uma
quantidade infinitamente pequena. Estas condicoes s6 podem ser satisfeitas enquanto
os diferentes pontos formem uma linha continua entre os limites r = zg e x = X.

Ezxemplos. Construir as curvas representadas pelas equacgoes

1
_ —_ _ x _ _
y=x, y_xm y_Aa y_L(x)7 Yy =senz,
em que A designa uma constante positiva, e m é um numero inteiro.
Determinar as formas gerais destas mesmas curvas.

2.5.3 Integrais definidas (212 Ligao)

Suponhamos que, a fun¢ao y = f(x) sendo continua em relacao a variavel z entre
dois limites finitos * = xo, * = X, designemos por xy, 5 ...z, 1 novos valores de
x interpostos entre estes limites, em ordem sempre crescente ou decrescente desde o
primeiro limite até o segundo. Podemos nos servir destes valores para dividir a diferenca
X — x¢ em elementos

r1 — Xg, g — L1, T3 — T2, ... X — Tp—1 (236)

que serao todos de mesmo sinal. Dito isto, multiplicaremos cada elemento pelo valor
de f(z) correspondente & origem deste mesmo elemento, a saber, o elemento x; — g
por f(xg), o elemento x5 — x1 por f(z), &c.., enfim o elemento X — z,,_ por f(x,_1);
e seja

S = (1 — o) f(z0) + (w2 — 1) f(z1) + -+ + (X — zp1) f(Tn-1) (2.37)

a soma dos produtos assim obtidos. A quantidade S dependera evidentemente, 1° do
niimero n de elementos em que teremos dividido a diferenca X — ¢, 2° dos proprios
valores destes elementos e, consequentemente, do modo de divisao adotado. Ora é
importante observar que, se os valores numéricos dos elementos tornam-se muito pe-
quenos e o nimero n muito consideravel, o modo de divisao nao tera mais do que uma
influéncia insensivel sobre o valor de S. Isto é efetivamente o que podemos demonstrar,
como segue.

Se supusermos todos os elementos da diferenca X — xy reduzidos a um s6 que seré
esta mesma diferenca, teremos simplesmente

S = (X — o) f(wo). (2.38)

Quando ao contrario tomamos as expressoes (2.36) por elementos da diferenca X — xo,
o valor de S, determinado neste caso pela equagao (2.37), é igual & soma dos elementos
multiplicados por uma média entre os coeficientes

f(xo), f(x1), fz2), .. f(@n1)
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[veja nas preliminares do Curso de andlise, o corolario do 3° teoremal. Além disso,
sendo estes coeficientes valores particulares da expressao

flzo + 0(z — z0)]

que correspondem a valores de 6 compreendidos entre zero e a unidade, provaremos,
por raciocinios semelhantes aqueles que usamos na 7% Licao, que a média em questao
é um outro valor da mesma expressao correspondente a um valor de § compreendido
entre os mesmos limites. Podemos entao substituir a equagao (2.37) pela seguinte

S = (X — zo) flwo + 0(X — x0)],2® (2.39)

na qual 6 serd um nimero inferior & unidade.

Para passar do modo de divisao que consideramos para um outro no qual os valores
numéricos dos elementos de X — x4 sejam ainda menores, serd suficiente particionar
cada uma das expressoes (2.36) em novos elementos. Entdo devemos substituir, no
segundo membro da equagao (2.37), o produto (z1—x) f(zo) por uma soma de produtos
semelhantes, a qual poderemos substituir por uma expressao da forma

(21 — @0) flwo + Oo(z1 — 20)],

sendo #y um numero inferior a unidade, entendido que haverd entre esta soma e o
produto (z1 — zo)f(zo) uma relagdo semelhante & que existe entre os valores de S
fornecidos pelas equagoes (2.39) e (2.38). Pela mesma razao, deveremos substituir o
produto (ze — x1)f(x1) por uma soma de termos que podera ser apresentada sob a
forma

(z2 — 21) flo1 + 01 (22 — 21)],

01 designando novamente um ntmero inferior a unidade. Continuando deste modo,
chegaremos a concluir que, no novo modo de divisao, o valor de S sera da forma

S = (1’1 - I0>f[ZL’0 + 00(1‘1 — ZL'())] + (ZEQ - J]l)f[l‘l + 61(1'2 — ZEl)] + -
+ (X —zp1)flen1 + 01 (X —x,-1)].  (2.40)

Se fizermos nesta tltima equacao

flzo + 0o(x1 — 20)] = f(w0) T €0, flx1 + Oo(22 — 21)] = f(21) L1y - -
.............................. Flen 4 00 1(X — 2p1)] = f(zn1) £ en 1,

teremos
S = (w1—z0)[f(wo) £eo]+ (z2—z1)[f(z1) Ler]+- -+ (X —zp_1) [f (wn-1) FEn], (2.41)
entao, desenvolvendo os produtos,

S = (x1—x0)f(z0) + (w2 — x1) f(x1)+ -+ + (X — 2po1) f(@n1)
:|:80(ZE1 - Io) + 61([E2 - J]l)i R €n_1(X — xn—l)- (242)

ZNDT. Uma das féormulas do valor médio: Seja f : [a,b] — R continua, existe ¢ € (a,b) tal que

/ f(@)dz = f(e)(b— a).



Tradugao de algumas licoes do Résumé 52

Adicionemos que, se os elementos x1 — xg, To — 21, ... X — T,_1 tém valores numéricos
muito pequenos, cada uma das quantidades +eg, £, --- £ &, diferird muito pouco
de zero, entao ocorrera 0 mesmo com a soma

teo(r) — o) £er(wg — 1) £+ e 1(X —21),

que é equivalente ao produto de X —zy por uma média entre estas diversas quantidades.
Dito isto, resulta das equagoes (2.37) e (2.42) comparadas entre si, que o valor de S,
calculado por um modo de divisao em que os elementos da diferenca X — ¢ tenham
valores numeéricos muito pequenos, nao terd alteracdo sensivel, se passarmos a um
segundo modo no qual cada um destes elementos seja subdividido em varios outros.

Consideremos agora dois modos de divisao da diferenca X —z(, nos quais os elemen-
tos desta diferenca tenham valores numéricos bastante pequenos. Poderemos comparar
estes dois modos a um terceiro escolhido de tal modo que cada elemento, tanto do pri-
meiro como do segundo, seja formado pela reuniao de varios elementos do terceiro. Para
que esta condicao seja cumprida, serd suficiente que todos os valores de z, interpostos
nos dois primeiros modos entre os limites xy, X, sejam empregados no terceiro, e pro-
varemos que altera-se muito pouco o valor de S, passando do primeiro ou do segundo
modo ao terceiro, consequentemente passando do primeiro ao segundo. Logo, quando
os elementos da diferenca X — xy tornam-se infinitamente pequenos, o modo de divisao
nao terd mais do que uma influéncia insensivel sobre o valor de S; e se fizermos decres-
cer indefinidamente os valores numeéricos destes elementos, aumentando seu nimero, o
valor de S acabara sendo sensivelmente constante ou, em outros termos, ele terminaré
alcancando um certo limite que dependera unicamente da forma da funcao f(x) e dos
valores extremos o, X atribuidos a variavel z. Este limite ¢ o que chamamos uma
integral definida.

Observemos agora que, se designarmos por Ax = h = dx um incremento finito
atribuido a varidvel z, os diferentes termos que compoem o valor S, tais como os

produtos (z1 — o) f(x0), (x2 — z1) f(x1), &c. .., serdo todos comprimidos na férmula
geral

hf(z) = f(z)dz, (2.43)
da qual deduziremos um apo6s o outro, pondo primeiro r = xg e h = x1 — xo, depois
r=x e h=xy— 21, &c.... Podemos enunciar que a quantidade S é uma soma

de produtos semelhantes a expressao (2.43); o que exprimimos as vezes com ajuda da
caracteristica X, escrevendo

S=Y hf(x)=>_ flx)Ax. (2.44)

Quanto a integral definida para a qual converge a quantidade .S, enquanto os elementos
da diferenca X — xg tornam-se infinitamente pequenos, é conveniente de representa-la
pela notagdo [ hf(z) ou [ f(z)dz, na qual a letra [, substituindo a letra ¥, indica,
nao mais uma soma de produtos semelhantes a expressao (2.43), mas o limite de uma
soma, desta espécie. Além disso, como o valor da integral definida que consideramos
depende dos valores extremos xg, X atribuidos a variavel z, é conveniente coloca-los,
o primeiro abaixo, o segundo acima da letra [, ou escrevé-los ao lado da integral, que
designaremos em consequéncia por uma das notagoes

/:f<x)dx, /f(@d%ﬁ?}, /f(:c)dx{‘zzﬁ(ol_ (2.45)
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A primeira destas notacoes, imaginada por M. Fourier, é a mais simples. No caso
particular em que a funcdo f(z) é substituida por uma quantidade constante a, en-
contramos, seja qual for o modo de divisao da diferenga X — zp, S = a(X — xg), e
concluimos

/X adr = a(X — x9). (2.46)

Zo

Se, nesta dltima férmula, pusermos a = 1, obteremos

b
/ dr = X — xo. (2.47)
Zo

2.5.4 Foérmulas para a determinacao dos valores exatos ou apro-
ximados das integrais definida (222 li¢ao)

De acordo com o que foi dito na ultima licao, se dividirmos X — xy em elementos
infinitamente pequenos 1 — xg, Lo — 1...X — T,_1, a SOmMa

S = (z1 — o) f(20) + (22 — 1) f(21) + - + (X — 20 1) f(T01) (2.48)

convergira para um limite representado pela integral definida

/ f(z)dw. (2.49)

Dos principios sobre os quais fundamos esta proposicao resulta que chegariamos ainda
ao mesmo limite se o valor de S, ao invés de ser determinado pela equagao (2.48),
sendo deduzido de formulas semelhantes as equagoes (2.40) e (2.41) (21? Ligao), isto
é, se supusermos
S = (21 — o) flwo + Oo(x1 — @0)] + (w2 — @1) flw1 + 01 (22 — 21)] + -+
........................... F (X = 2p ) flTnoy + Ot (X —20r)],  (2.50)

0y, 01 .. .0, 1 designando nimeros quaisquer inferiores & unidade, ou
S = (w1—m)[f (wo) £eo] + (w2 —a1) [f (z1) L]+ -+ (X —xn1)[f (wn-1) FEn1], (2.51)

€0, €1-..-€p—1 designando ntimeros sujeitos a se evanescerem com os elementos da
diferenca X — x9. A primeira das duas férmulas precedentes reduz-se a equacao

(2.48), quando tomamos 6y = 6; = --- = 6,1 = 0. Se fizermos ao contrario
O0p =0, =---=10,_1 =1, encontraremos
S = (v1 —x0) f(1) + (22 — 1) f(22) + -+ + (X — 20 1) f(X). (2.52)

Quando, nesta tltima férmula, intercambiamos as duas quantidades zy, X, assim
como todos os termos colocados a distancias iguais dos dois extremos na sequéncia
X, L1 ...%n_1, X, obtemos um novo valor de S igual, mas oposto em sinal ao forne-
cido pela equagao (2.48). O limite para o qual convergira este novo valor de S devera
entdo ser igual, mas oposto em sinal, & integral (2.49), da qual deduziremos trocando
mutualmente as duas quantidades zy, X. Portanto teremos de forma geral

/X Y ) do = — / X f(z) de. (2.53)
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Frequentemente empregamos as formulas (2.48) e (2.52) na busca por valores apro-
ximados de integrais definidas. Por maior simplicidade, supomos ordinariamente que as
quantidades xg, x1...x,_1, X nestas formulas estao em progressao aritmética. Entao

. - . N ~ — Zo .
os elementos da diferenca X — xg tornarao-se todos iguais a fracao ;e desig-

nando esta fracdo por i, descobrimos que as equagoes (2.48) e (2.52) reduzem-se as
duas seguintes:

S =i[f(xo) + flwo+14) + flxo+2i) + -+ f(X —20) + f(X —1)], (2.54)

S =ilf(xo+1)+ flwo+2i) + -+ f(X = 2i) + (X —1i) + f(X)]. (2.55)

Poderiamos supor ainda que as quantidades xg, x1...2z,_1, X formam uma progres-
sao geomeétrica cuja razao difere muito pouco da unidade. Adotando esta hipotese, e

Zo
S, o primeiro sera

X\ #
fazendo (—) = 1+ «, obteremos das formulas (2.48) e (2.52) dois novos valores de

S =« {xof(xo) + o1+ a)flro(l+ )]+ + 1 faf (1 f&) } . (2.56)

E essencial observar que, em varios casos, podemos deduzir das equacoes (2.54) e (2.56),
nao somente valores aproximados da integral (2.49), mas também seu valor exato ou
lim .S. Encontraremos, por exemplo,

X X — X _ X2 _ 42 X2 g2
/ xdr = lim ( To)(X + o = §) = lim o _ :EO; (2.57)
. 2 2t a 2
X i(AX _ Ax") AT — Ao X
A% dxr = lim . = : / e’ dr = e~ — e™; (2.58)
/xo A —1 1(A) 0

(1+ )t —1 a+1 T T
(2.59)
a ultima equagao devendo restringir-se ao caso em que as quantidades xy, X sao afe-
tadas pelo mesmo sinal. Vamos acrescentar que é frequentemente facil reduzir a deter-
minacao de uma integral definida a de uma outra integral de mesma espécie. Assim,
por exemplo, obteremos da formula (2.48)

X at1 at1 X
Xa+1 _ + Xa—H _ + X
/ % dr = lim o ) = %o , / d—m zlimnazl(—) :
o T

0

/ ap(z) di = lim af(z1 — 20)(0) + - + (X — 2y ) ()]

zo

= a/ o(x) dz; (2.60)

0

/ f(z+a)de =lim .[(z1 + xo) f(xo +a) + -+ (X — zp_1) f(xp_1 + a)]

zo

:/ +af(x) dx; (2.61)

ota
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[tewi= [wa [T [T (K20 ey

a tultima devendo ser restrita ao caso em que xro—a e X —a sao quantidades afetadas pelo
mesmo sinal. Além disso, obteremos da formula (2.55), pondo xy = 0, e substituindo

f(zx) por f(X —x),

/0 FX — 2y da = m A[F(X — i)+ FOX — 2) + -+ £(2i) + £(i) + F(0)]

:/0 f(z) dx; (2.63)

entdo concluiremos [tendo em conta a equacao (2.61)]
X—.Z’() X—:II() X
/ f(X —2)dx = / f(x + zo)dr = / f(z)dz. (2.64)
0 0 x0

1
Enfim, se colocarmos na formula (2.56) f(x) = e 1(1 + a) = B, obteremos

x 1(x)

/X e —limﬁ[ SRR S PI }(eﬁ_l)—/mdﬁ
xo $1(X)_ ‘ 1(1’0) l(!)ﬁ'o)—kﬁ I(X)_B 5 B l(zo) L

i)

as quantidades xy, X devendo ser positivas, e ambas superiores ou ambas inferiores a
unidade.

Uma observacao importante a fazer é que as formas sob as quais se apresenta o valor
de S, nas equagoes (2.51) e (2.52) da licdo precedente, convém igualmente & integral
(2.49). De fato, estas equagOes subsistindo uma e outra, enquanto subdividimos ou
a diferenca X — z¢, ou as quantidades z; — zg, 2 — x1,... X — x,_1 em elementos
infinitamente pequenos, serao ainda verdadeiras no limite, de modo que teremos

/ f(z)dx = (X — x0) flzo + 0(X — 20)], € (2.66)

X
/ fz)dx = (z1 — x0) flzo + Oo(x1 — x0)] + (22 — 1) f21 + 01 (29 — 21)]
xo
et (X = 2 ) flTnat + Ot (X — 201)], (2.67)
0, 0y, 0, ...0, 1 designando niimeros desconhecidos, mas todos inferiores & unidade.

Se, por mais simplicidade, supusermos as quantidades x1 — xg, To — x1... X — Tp_1
X — o

iguais entre si, entao, fazendo i = , encontraremos

X
/ f(x)dr =i[f(zo+ 00) + f(xo+ i+ 019) + -+ f(X — i+ 6,_17)] (2.68)

Quando a fungao f(z) é sempre crescente ou sempre decrescente, desde x = xy até
x = X, o segundo membro da férmula (2.68) permanece evidentemente compreendido
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entre os dois valores de S fornecidos pelas equagoes (2.54) e (2.55), valores cuja diferenca
¢ +i[f(X) — f(zo)]. Consequentemente, nesta hipotese, considerando a meia-soma
destes dois valores, ou a expressao

i Bf(:vo) + flwo + 1) + flwo +20) + -+ f(X = 20) + f(X —4) + %f(X) (2.69)

por valor aproximado da integral (2.68), cometemos um erro menor do que a semi-

1 1
diferenca +i lif(X) - if(a:o)]
1
Ezremplo.  Se supusermos f(z) = T2 ro =0, X =1,1 = T a expres-
1/1 16 4 16 1
ao (2. A-|l-+—=4+-4+ = = ¢
sdo (2.69) se tornara 1 (2 + 7 + 5 + o5 + 4) 0,78 ... Consequentemente 0,78 é

1
dx
o valor aproximado da integral / 5. O erro cometido neste caso nao podera
0o 1+
1 1
ultrapassar 1 (5 — Z) =1 Ele estara efetivamente abaixo de um centésimo, como

veremos mais adiante.

Quando a funcdo f(z) é as vezes crescente e as vezes decrescente entre os limites
r = x9, * = X, 0 erro que cometemos, considerando um dos valores de S fornecidos
pelas equagoes (2.54) e (2.55) para valor aproximado da integral (2.49), é evidentemente
inferior ao produto de ni = X —x pelo maior valor numérico que pode obter a diferenca

flx +Azx) — f(z) = Az f'(x + 0Ax) (2.70)

quando supomos x compreendido entre os limites zg, X, e Ax entre os limites 0, 7.
Entao, se chamamos k o maior dos valores numéricos que recebe f(z), enquanto x varia
desde ©x = xy até x = X, o erro cometido estard certamente entre os limites

—ki(X — o),  +ki(X — o).

2.5.5 Decomposicao de uma Integral definida em varias outras.
Integrais definidas imaginarias. Representacao geomé-
trica de Integrais definidas reais. Decomposicao da Fun-
¢ao sob o sinal [ em dois Fatores em que um conserva
sempre o mesmo sinal (232 li¢cao)

/ f(z)dx (2.71)

em varias outras de mesma espécie, é suficiente decompor em varias partes ou a funcao

sob o sinal [, ou a diferenca X — zy. Suponhamos primeiro f(z) = p(z) + x(z) +

(x) + - -+ concluiremos (z1 — xo) f(z0) + -+ + (X —2p1) f(@n-1) = (21 — z0)p(20) +

et (X . D)@(@n-1) + (21— o)X (20) + - + (X —p_1)X(Tn-1) + (21 — w0) P (70) +
+ (X — zp—1)¥(25—1) + &c., entdo passando aos limites,

/::f(x)dx:/ﬂ:w(x)dx—l—/xjx(x)dx+/xjw(x)dx+&c_._

Para dividir a integral definida
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Desta tltima formula junto a equagao (2.60) [22? ligdo| obteremos, designando por u,
v, w ... diversas funcoes da variavel x, e por a, b, ¢... quantidades constantes,

X X X X
/ (u+v+w+---)dx:/ uda:+/ vdx+/ wdxr + -+ ; (2.72)
o x0 x0 o

X X b X X X
/ (u—l—v)dm—/ udx—l—/ vdx, / (u—v)dx—/ udx—/ vdzx; (2.73)
o o) o To o o

X X X X
/(au+bv+cw—|—---)da::a/ udx—irb/ 'ud:c—l—c/ wdr+ -+ (2.74)

xo xo X0 Z0

Quando estendemos a defini¢do que demos da integral (2.71), ao caso em que a fun-
cao f(z) torna-se imaginaria, a equacao (2.74) subsiste para valores imaginarios das
constantes a, b, c.... Temos por exemplo

/X(u+v\/—_1)d:v:/xudx+\/—_1/mjvdx. (2.75)

xo o

Suponhamos agora que, depois de dividir a diferenca X — xy em um ntimero finito
de elementos representados por x; — xg, T9 — x1...X — x,_1, particionemos cada
um destes elementos em varios outros cujos valores numeéricos sejam infinitamente
pequenos, e que modifiquemos consequentemente o valor de S fornecido pela equacgao

(2.48) [22% ligao]. O produto (z1 — ) f(zo) se encontrara substituido por uma soma
x1

de produtos semelhantes que terd por limite a integral f(z) dzx. Analogamente, os
T
produtos (zo — 1) f(x1),...(X — z,_1) serao substituidos pelas somas que terao por

limites as integrais definidas f(z)dz, &c. .., f(z) dx. Além disso, reunindo as
1 Tn—1
diferentes somas em questao, obteremos por resultado uma soma total cujo limite sera

precisamente a integral (2.71). Logo, como o limite de uma soma de varias quantidades
é sempre equivalente a soma de seus limites, teremos em geral

/:f(x)dx:/lef(x)dx+/xj2f(x)dx+-..+/:_1 f(z)de. (2.76)

E essencial recordar-se de que aqui devemos atribuir ao ntmero inteiro n um valor
finito. Quando entre os limites zy, X interpusermos um s6 valor de x representado por
¢, a equagao (2.76) se reduzira a

/f dx_/f dx+/ f(z (2.77)

E facil provar que as equacdes (2.76) e (2.77) subsistiriam mesmo no caso em que
algumas das quantidades xy, x5...2,_1, £ deixassem de estar comprimidas entre os
limites zg, X, e naquele em que as diferencas 1 — xg, 20 —21... X — 2,1, £ — g,
X — £ nao seriam mais quantidades de mesmo sinal. Admitamos, por exemplo, as
diferencas £ — xy, X — £ sejam de sinais contrarios. Entao, segue que se supusermos x
entre £ e X, ou X entre x( e &, teremos

/ng(x)dx:/gxf(x)der/xjf(x)dx, on
/xjf(x)dx:/:f(x)dxnt/;f(x)dx
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Ora, a formula (2.53) da 222 licao é suficiente para mostrar como as duas equagoes
que acabamos de obter estdo de acordo com a equagao (2.77). Esta ultima sendo
estabelecida em todas as hipdteses, podemos deduzir diretamente a equagao (2.76),
quaisquer que sejam Ty, Tg...Tp_ 1.

Vimos, na licao precedente, como foi facil encontrar, nao somente os valores aproxi-
mados da integral (2.71), mas também os limites dos erros cometidos, quando a fungao
f(x) é sempre crescente ou sempre decrescente desde © = xy até x = X. Quando
esta condicao nao é mais satisfeita, podemos evidentemente, com ajuda da féormula
(2.76), decompor a integral (2.71) em varias outras, para cada uma das quais a mesma
condicao ¢ cumprida.

Concebamos agora que, sendo o limite X superior a o, e a fungao f(x) positiva de
r =1x9ax— X, z, y designando coordenadas retangulares, e A a superficie compre-
endida, por uma parte, entre o eixo dos x e a curva y = f(z), por outra parte, entre
as ordenadas f(xo), f(X). Esta superficie, que tem por base o comprimento X — zg
medido sobre o eixo dos x, serd uma média entre as areas de dois retangulos construi-
dos sobre a base X — xy com as alturas respectivamente iguais a menor e a maior das
ordenadas elevadas pelos diferentes pontos desta base. Ela sera entao equivalente a um
retangulo construido sobre uma ordenada média representada por uma expressao da
forma f[zo + 0(X — z¢)]; de modo que teremos

A= (X —zo)flxo+ 0(X — x0)], (2.78)

0 designando um ntimero inferior & unidade. Se dividirmos a base X —x( em elementos
muito pequenos r; — g, ¥ — 1 ... X — T,_1, a superficie A se encontrard dividida
em elementos correspondentes cujos valores serao dados pelas equacoes semelhantes a
formula (2.78). Teremos, portanto, ainda

A= (Il — xo)f[l'o + 90([171 — 1’0)} + (1’2 — ZL‘l)f[Zbl + 9($2 — ZEl)] + - (279)
........................ + (X = 20 ) [Tt + Onr (X — 201)],

Oy, 07 ...0,_1 designando nimeros inferiores & unidade. Se nesta tltima equacao
fizermos decrescer indefinidamente os valores numeéricos dos elementos de X — xq, ob-
teremos, passando aos limites,

A:/ f(z) du. (2.80)

Ezemplos. Aplicar a formula (2.80) as curvas y = az?, zy =1, y = €%,. . ..

Terminando esta Licao, faremos conhecer uma propriedade notavel de integrais
definidas reais. Se supusermos f(z) = ¢(x)x(x), ¢(x) e x(z) sendo duas fun¢des novas
que permanecem continuas entre os limites x = xg, x = X, e que a segunda conserva
sempre o mesmo sinal entre estes limites, o valor de S dado pela equagao (2.48) da 22
licao se tornara

S = (x1—x2)p(x0) X (x0)+ (22— 1) (1) X (21)++ - - +H(X =2p_1)@(Tn_1)X(Tn-1), (2.81)

e serd equivalente a soma

(z1 — 20)X(20) + (22 — 21)X(21) + - + (X — Zp1)X(Tn1)
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multiplicada por uma média entre os coeficiente ¢(xg), (1) ... ¢(x,_1), ou, 0 que é o
mesmo, por uma quantidade da forma ¢(¢), ¢ designando um valor de x compreendido
entre xg e X. Teremos entao

S = [(z1 — 2o)x(@o) + (w2 — x1)x (1) + -+ + (X — 1) x(wn1)]0(§),  (2.82)
e concluiremos, buscando o limite de S,
[ s@dr= [ nde =) [ x)da, (28)

¢ designando sempre um valor de x compreendido entre xy e X.
Ezxemplos. Se tomarmos sucessivamente

obteremos as férmulas

/ f(x)dx = £(€) / dr = (X — 10) (), (2.84)

Ljf(x)dx:£f<€)/:%=§f(g)1 (%) (2.85)
/:f(x)@:(f—a)f(f—a)/x e z(f—a)f(g—a)l(

w T —

X —a
o — a

) . (2.86)

em que a primeira coincide com a equacao (2.66) da 22* licho. Acrescentamos que

N . . X —a
a razao — na segunda formula, e a razao
Zo o — a
consideradas positivas.

na terceira, devem devendo ser

2.5.6 Integrais definidas cujos Valores sao infinitos ou indeter-
minados. Valores principais das Integrais determinadas
(242 Ligao)

Nas Li¢oes precedentes demonstramos varias propriedades notaveis da integral de-
finida

/ f(z) dz, (2.87)

mas supondo, 1?2 que os limites xy, X eram quantidades finitas, 2° que a fungio f(z)
permanecia finita e continua entre estes mesmos limites. Quando estas duas espécies de
condicoes encontram-se satisfeitas, entao, designando por zi, x5 ...z, 1 novos valores
de x interpostos entre os valores extremos xy, X, temos

/: f(x)dz = /:f(x) dx+/:2f(;p) de + -+ : f(x) da. (2.88)

Tn—1

Quando os valores interpostos reduzem-se a dois, um muito pouco diferente de z, e
representado por &, a equacdo (2.88) se torna

X €o 3 X
[ iwar= ["s@ars [wars [ wae
xo xo o 3
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e pode ser escrita como:

X 3
/ f(z) dz = (§o — o) flzo + 0o(&o — 20)] + : f(@)de + (X = f[€+0(X = &),

0y, 0 designando dois niimeros inferiores a unidade. Se, na tltima férmula, fizermos
convergir & para o limite xg, e £ para o limite X, obteremos, passando aos limites,

X ¢
/ f(z)dx = lim. A f(z)dx. (2.89)

Quando os valores extremos xy, X tornam-se infinitos, ou quando a func¢ao f(z)
nao permanece finita e continua de x = zy até = X, nao podemos mais afirmar que
a quantidade designada por S nas licoes precedentes tem um limite fixo, e consequen-
temente ndo vemos mais qual significado devemos atribuir a notagao (2.87) que serviu
para representar de forma geral o limite de S. Para eliminar toda incerteza e retornar a
notagao (2.87), em todos os caos, uma significagao clara e precisa, é suficiente expandir
por analogia as equagoes (2.88) e (2.89) aos casos em que elas ndo podem mais ser
rigorosamente demonstradas. E é o que vamos mostrar em alguns exemplos.

Consideremos, em primeiro lugar, a integral

+o0
/ e’ dx. (2.90)

[e.9]

Se designarmos por &, e ¢ duas quantidades variaveis, em que a primeira converge para
o limite —oo, e a segunda para o limite co, obteremos da férmula (2.89)

+o00 13
/ e’ dxr = lim. €Idl’:lim,(e§_e&1) —e® _e7® — 0.
e &o

Assim, a integral (2.90) possui um valor infinito positivo.
Consideremos, em segundo lugar, a integral

/OOO df (2.91)

tomada entre dois limites em que um ¢ infinito, enquanto o outro torna infinito a funcao

1
sob o sinal f, a saber —. Designando por &, e £ duas quantidades positivas, em que
x

a primeira converge para o limite zero, e a segunda para o limite oo, obteremos da

formula (2.89)
/ 22 _ tim. —leim.l(§>:1(f):oo_
o T & T &o 0

Assim, a integral (2.91) tem ainda um valor infinito positivo.

E essencial observar que, se a variavel = e a funcdo f(r) permanecem ambas finitas
para um dos limites da integral (2.87), poderemos reduzir a formula (2.89) a uma das
duas seguintes:

/: f(z)de = lim./xjf(x) dr, /: f(z)dz = lim. Xf(x) dz. (2.92)

o
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Obteremos em particular destas tltimas

0 00
/ dr=e"—e > =1, / e dr =e® — e = oo;
0

) (2.93)
0 1

@:1(0)2—00, d—x:1(1>:oo.
1 0o T 0

Consideremos agora a integral

/ e (2.94)

1 X

1
na qual a func¢do sob o sinal [, a saber —, torna-se infinita para o valor particular x = 0
x

compreendido entre os limites z = —1, x = +1. Obteremos da férmula (2.88)

+1 dx dx dx
/ / = —00 + 0. (2.95)
1

O valor da integral (2.94) parece entao indeterminado. Para se assegurar que ela o é
efetivamente, é suficiente observar que, se designarmos por € um ntimero infinitamente
pequeno, e por i, v duas constantes positivas, mas arbitrarias, teremos, em virtude
das formulas (2.92),

0 —ep 1 1
v _ lim./ d—$, dr _ lim./ d—$ (2.96)
L 4o 0 T W T

Consequentemente, a formula (2.95) se tornaré

[os=ml{ S L5 -mpea(Z)]21(). e

e fornecera para a integral (2.94) um valor completamente indeterminado, ja que este
valor serd o logaritmo Neperiano da constante arbitréaria y

v

Concebamos agora que a funcdo f(z) torne-se infinita entre os limites © = x,
x = X, para os valores particulares de x representados por xy, xs . . . x,,. Se designarmos
por € um nimero infinitamente pequeno, e por py, vy, f2, Vo ... [bm, Vm @S constantes
positivas, mas arbitrarias, obteremos das formulas (2.88) e (2.89)

/f dx—/ f(z)dx + 5 f( )dx + - /f

:lim{/m1 ! f(ac)d:zz—i—/gc2 EMf( Ydx + - +/ f(x)dx}. (2.98)
o T1+evt Tm+EVm

Se os limites xg, X fossem substituidos por —oo e 400, teriamos

+oo
fla)de =

hm{/“ (@) dx+/x26mf(x) dx+-~~+/” f(@) dx}, (2.99)
_1 T1+ev Tm+EVm

Ep
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1, v designando duas novas constantes positivas, mas arbitrarias. Adicionemos que no

1
segundo membro da formula (2.99) deveremos restabelecer X no lugar de —, ou x4 no
eV

1
lugar de ——, se das duas quantidades xy, X, uma tnica tornar-se infinita. Em todo
€

caso, os valores das integrais

/ f(x)dx, _+OO f(x) dx, (2.100)

deduzidos das equacgoes (2.98) e (2.99), poderao ser, segundo a natureza da funcao
f(z), ou quantidades infinitas, ou quantidades finitas e determinadas, ou quantidades
indeterminadas que dependerao dos valores atribuidos as constantes arbitrarias u, v,
1y V1 - My Vi

Se, nas formulas (2.98) e (2.99) reduzimos a unidade as constantes arbitrarias p, v,
U1, V1 ... [, Vi, €DCONtTAremos

/Xf(x)dx:hm.{/xl_af(x)dx—k/x2_€f(x)dx+---+/X f(x)d:zc}, (2.101)

zo zo T1+€ Tmt+eE

:Of(x)dleim.{/mEf(x)dx—i—/mEf(x)dx+...+/i f(@dx}

-1 r1+e Tm+eE
(2.102)
Toda vez que as integrais (2.100) tornam-se indeterminadas, as equagoes (2.101) e
(2.102) fornecerao para cada uma delas apenas um valor particular ao qual daremos o
nome de valor principal. Se tomarmos por exemplo a integral (2.94) cujo valor geral é
indeterminado, reconheceremos que seu valor principal se reduz a zero.

2.5.7 Integrais definidas singulares (252 Ligao)

Concebamos que uma integral relativa a x, e na qual a fun¢do sob o sinal [ é
designada por f(z), seja tomada entre dois limites infinitamente proximos de um certo
valor particular a atribuido & varidvel x. Se este valor a é uma quantidade finita, e se
a funcdo f(x) permanece finita e continua na vizinhanca de z = a, entdo, em virtude
da formula (2.66) [22? ligdo], a integral proposta sera sensivelmente nula. Mas ela
podera obter um valor finito diferente de zero, ou mesmo um valor infinito, se tivermos
a = +o00, ou f(a) = oo. Neste ultimo caso, a integral em questdo se tornara o que
chamaremos uma integral definida singular. Serd ordinariamente facil de calcular seu
valor com auxilio das formulas (2.85) e (2.86) da 23* li¢ao, como veremos.

Sejam £ um nimero infinitamente pequeno, e u, v duas constantes positivas, mas
arbitrarias. Se a ¢ uma quantidade finita, mas tomada entre as raizes da equacao

f(x) = too, e se f designa o limite para onde converge o produto (x—a) f(x), enquanto
a—ep

seu primeiro fator converge para zero, os valores das integrais singulares / f(z)dz,

a—e
a-+

f(x) dx serdo aproximadamente [em virtude da formula (2.86), 232 ligao]
a+ev

/ T @) de = (), (2.103)
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a+

6 f(z)de =1l (1) : (2.104)

a+tev v
Se supusermos ao contrario a = oo, chamando de f o limite para o qual converge o
produto z f(x), enquanto que a variavel = converge para o limite +o00, teremos sensi-
velmente [23? ligao, equagao (2.85)]

/ 7 fla)de = 8(p), (2.105)

/ (@) do = f (%) | (2.106)

E essencial observar que o limite do produto (z — a)f(z) ou xf(z) depende as vezes
do sinal de seu primeiro fator. Assim, por exemplo, o produto x(z? + x4)_% converge
para o limite +1 ou —1, ja que seu primeiro fator, ao se aproximar de zero, permanece
positivo ou negativo. Segue desta observacao que a quantidade designada por f muda
as vezes de valor na passagem da equacdo (2.103) a equacdo (2.104), ou da equagao
(2.105) & equagao (2.106).

A consideracao das integrais definidas singulares fornece o meio de calcular o valor
geral de uma integral indeterminada, quando conhecemos seu valor principal. De fato,
seja

/ f(z)dx (2.107)

a integral em questao, e, admitindo as notacoes da licao precedente, fazemos

o / T y do + / T eyd g+ / T (2.108)

x0 x1+eEvy T +EVM

F:/wl_af(x)dm+/$2_6f(x)dx+---+/X f(@)dz. (2.109)

zo T1+e Tm+e
Sejam, além disso, A = lim .E o valor geral e B = lim .F o valor principal da integral
(2.107). A diferenca A — B = lim.(E — F) serd equivalente & soma das integrais
singulares

T1—EML r1+e T2—EM2 Tm+e
/ f(x)dx, / f(x)dx, / f(x)dx,- / f(zx)dz, (2.110)
xr1—€ x1+evy Tro—€E Tm+EVm

isto é, ao limite para o qual se aproxima a soma das integrais (2.110), enquanto &
decresce indefinidamente. Além disso, se designamos por fi, fy...f,, os limites para os
quais convergem os produtos

(x —a1)f(2), (& —m)f(x)... (2 —2m)f(2),

enquanto seus primeiro fatores convergem para zero, e se estes limites sao independentes
dos sinais destes primeiros fatores, encontraremos que a soma das integrais (2.110) se
reduz sensivelmente &

£,.1 (ﬂ) F iyl (ﬂ) 4ty (’“‘—’”) . (2.111)
141 1) Um
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Quando temos x; = ¢ ou x,,, = X, a diferenca A —B compreende uma integral singular
a menos, a saber, a primeira ou a tltima das integrais (2.110).

Quando supusermos o = —oo, X = +00, as equagoes (2.108) e (2.109) devem ser
substituidas pelas seguintes:

1

E:/mlsm f(x) dw/mwzf(x) d:c+--~+/” F(z) d, (2.112)

L x1+evt T tevm

F:/xl_ef(:p)dx+/x2_ef(x)dx+---+/i f(@) dz. (2.113)

T1+€ Tmte
Na mesma hipotese, é necessario as integrais (2.110) acrescentar as duas seguintes

1

_1 N
/ f(z)dz, ' f(z)dx, (2.114)
cuja soma serd sensivelmente equivalente & expressao

1
fl <Z) , (2.115)
se o produto z f(x) converge para o limite f, enquanto a variavel x converge para um
dos dois limites —oo, +00. Se apenas uma das duas quantidades xy, X tornam-se
infinitas, apenas uma das integrais (2.114) devem ser mantidas na diferenca A—B.
Quando para valores infinitamente pequenos de e, e para valores finitos ou infi-
nitamente pequenos dos coeficientes arbitrarios u, v, py, Vi ... [m, Vm, as integrais

singulares (2.110) e (2.114), ou pelo menos algumas delas, obtém ou valores infinitos,
+00

be
ou valores finitos, mas diferentes de zero, as integrais f(z)dx, f(z)dx sao
oo

xo —
evidentemente infinitas ou indeterminadas. Isto é o que acontece todas as vezes que

as quantidades f;, fy...f,, nao sao simultaneamente nulas. Mas a reciproca nao é
verdadeira, e poderia acontecer que, estas quantidades sendo nulas todas ao mesmo
tempo, as integrais (2.110) e (2.114), ou pelo menos algumas delas, obtivessem valores
finitos diferentes de zero para valores infinitamente pequenos dos coeficientes u, v, i,

V1...fm, Vm. Assim, por exemplo, se tomarmos f(z) = ﬁ, o produto zf(x) se
x1(z

evanescera para x = 0, e contudo a integral singular

EV
/ de__, {1 + M}
e wl(z) I(e)
deixara de se evanescer para valores infinitamente pequenos de v.

Quando as integrais singulares compreendidas na diferenca A — B se evanescem
todas para valores infinitamente pequenos de €, quaisquer que sejam os valores finitos
ou infinitamente pequenos atribuidos aos coeficientes pu, v, py, V1 ... fhn, Vm, €stamos
certos que o valor geral da integral (2.107) se reduz a uma quantidade finita e deter-

minada. Seja de fato, nesta hipotese, 6 um nimero muito pequeno, e suponhamos &
escolhido de modo que, para valores de u, v, p1, V1 . .. tim, Uy, inferiores a unidade, cada

uma das integrais (2.110) e (2.114) possui um valor numérico inferior a mé. O

valor aproximado de B, representado por F, serd uma quantidade finita que nao conteréa
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mais nada de arbitrario; e, se atribuirmos aos coeficientes u, v, p1, V1 . . . fbym, Vm, valores
infinitamente pequenos, E se aproximara indefinidamente de A, permanecendo com-
preendido entre os limites F — §, F 4+ . A estard entao compreendido entre os mesmos
limites, e consequentemente poderemos encontrar uma quantidade finita F que difere
de A por uma quantidade menor do que um nimero dado §. Devemos concluir que o
valor geral A da integral (2.107) seré, na hipdtese admitida, uma quantidade finita e
determinada.

Dos principios que estabelecemos deduzimos imediatamente a seguinte proposi¢ao:

Teorema. Para que o valor geral da integral (2.103) seja finito e determinado, é
necessdrio e suficiente que os das integrais singulares (2.110) e (2.114) que se acham
compreendidos na diferenca A — B reduzam-se a zero, para valores infinitamente peque-
nos de €, quaisquer que sejam os valores finitos ou infinitamente pequenos atribuidos

aos coeficientes [, v, i1, V1 ... lm, V-
+00
x x

/(@) uma funcao racional. Para que a integral / M dx con-
F(z) oo F(2)
serve um valor finito e determinado, serid necessario e suficiente: 1° que equacao
F(x) = 0 possua apenas raizes reais; 2° que o grau do denominador F(x) supere,
pelo menos em duas unidades, o grau do numerador f(z).

Exemplo. Seja



3 A integral definida de Riemann

O alemao Georg Friedrich Bernard Riemann (1826-1866), natural de Hanover, re-
visou a concepgao de integral de Cauchy, transformando-a na Integral de Riemann que
estd atualmente na maioria dos livros contemporaneos de calculo e analise. Diferente-
mente de Cauchy, que publicou sua integral num livro didatico, Riemann trata desta
ideia em uma tese destinada & obtencao de um titulo académico. O trabalho nao foi
publicado até a morte do autor em 1866, tendo circulado em um grupo restrito de
matematicos, segundo Klein (1898) que foi seu aluno. A tese foi defendida em 1854
e s6 veio a ser publicada em 1867. Nao se sabe ao certo o motivo, mas o aparente
desinteresse de Riemann em fazé-lo é intrigante; a tese trata de uma importante mu-
danga no fundamento do calculo integral aceito até entdao. Laugwitz (2008) sugere que
este desinteresse é devido ao fato da tese ser um esboco destinado a uma qualificacao
académica. De qualquer forma, nao é conhecido qualquer registro de uma reelaboragao
deste material feita pelo autor visando publicacao.

A tese, intitulada Ueber die Darstellbarkeit einer Fuction durch eine trigonometris-
che Reihe (ou, Sobre a representabilidade de uma fungao dada por uma série trigo-
nométrica), foi publicada por Richard Dedekind. Nela Riemann aborda o problema
da funcdo do francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) que usou o céalculo
para estudar a distribuicao de calor como funcao do tempo, publicando em 1822 o tra-
tado Théorie analystique de la chaleur (ou, Teoria analitica do calor). Fourier fez isso
antes da integral definida de Cauchy, mas se apoiava claramente na validade de uma
concepcao de integral vista como area, evidenciando uma demanda cientifica para esse
conceito. No entanto o tipo de funcao contemplada envolvia séries de integrais de fun-
¢oes trigonométricas, um verdadeiro monstro cujo enunciado nos abstemos de fazer. O
que ocorre é que esta funcao de Fourier nao é esclarecida pela concepcao de integral de
Cauchy, que supoe fung¢oes continuas, por ter um nimero infinito de descontinuidades.

Riemann percebeu e demonstrou que a hipotese de continuidade na definicao de
integral é dispensével numa nota que precede sua discussao sobre possiveis represen-
tacoes de funcoes dadas por séries trigonométricas. Com isso da4 um novo critério de
integrabilidade, e fornece um exemplo surpreendente de uma funcao passivel de inte-
gragao, que nao fazia sentido na concepc¢ao vigente, e passaria a ser conhecida como
Funcao de Riemann a partir de entao.

Pelo fato desta definicao ter sido publicada em uma tese, o rigor aceitavel para suas
construcoes é completamente diferente daquele exigido para a docéncia, como visto no
trabalho de Cauchy (ver capitulo anterior). O que se sabe é que Riemann submeteu sua
tese, sob orientacao de Gauss, para obtencao do titulo que permitiria que lecionasse
na Universidade de Goéttingen. Isso indica que o autor nao estava explicando um
fundamento para iniciantes no tema, mas oferecendo um resultado inédito a uma banca

66
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de eruditos no assunto que eram também detentores do poder de aprovar ou nao quem
poderia obter tal titulo. O rigor percebido no tratado nao exige a explicagao minuciosa
de todas as passagens, e diversos resultado nao triviais sao supostos conhecidos do leitor
e nao recebem maiores justificativas. Isso foi compensado pela novidade introduzida
no assunto.

Neste capitulo tratamos da reconstrucao que Riemann fez da integral de Cauchy,
em sua tese. Nossa falta de familiaridade com a lingua alema nos levou a buscar auxilio
em uma traducdo da obra em lingua francesa feita por Laugel (1898). Analisamos a
demonstragao do novo critério de integragao e a construgao da Fung¢ao de Riemann. Re-
alizamos também a construcao do grafico desta funcao com auxilio da plataforma digital
Geogebra, e a disponibilizamos através do link https://geogebra.org/classic/djgzbrah;
no fim do capitulo descrevemos como a realizamos.

3.1 Revisao bibliografica

Riemann faleceu prematuramente com 40 anos de idade, e nao teve uma farta
producao cientifica. Boa parte da literatura sobre ele aborda sua obra como um todo,
apontando sua fecundidade em diversos campos de pesquisa. As integrais definidas
sao destacadas em sua obra pela importante mudanca que acarretou no fundamento
do célculo integral aceito até entao. O exemplo da funcao dada é também bastante
comentado e reinterpretado na literatura.

Gillispie (1981b) traz informacoes biograficas sobre Riemann, e apresenta algumas
de suas ideias; mas é bastante breve no comentario destinado a integral definida.

Dugac (2003) comenta a tese de Riemann sobre as séries trigonométricas, e men-
ciona que o interesse em redefinir a integral é devido a conclusao de que é possivel
representar por uma série trigonométrica toda funcao periodica que é suscetivel de in-
tegracao e que tenha um namero finito de maximos e de minimos no intervalo. Mas
comenta superficialmente sobre o exemplo de funcao integravel com infinitas desconti-
nuidades.

Horchkirchen (2003) comenta a definigdo de integral de Riemann, comparando-a
com a de Cauchy, utilizando notacao matematica contemporanea; utiliza-a também
para reescrever o exemplo de Riemann. E econémico nos graficos.

Laugwitz (2008) traga uma biografia de Riemann e discute suas ideias. Ele sugere
que a nao publicacao da tese sobre séries trigonométricas seja atribuida a insatisfagao
de Riemann com seus resultados, visto que é um esbog¢o destinado & uma qualificacao
académica. Ele reescreve o exemplo da funcao com infinitas descontinuidades com uma
notacao contemporanea, mas nao apresenta grafico algum.

Ruch (2017) elaborou um interessante plano de aula utilizando fontes historicas
para abordar as integrais de Cauchy e de Riemann. Ele chega a exibir o grafico da
Funcao de Riemann, mas se limita a isso e nao discute a construcao dessa funcao.

Nossa contribui¢ao com o tema é uma interpretacao algébrica da funcao integréavel
dada por Riemann, de modo que seja possivel plotar seu grafico com recursos digitais.
Julgamos que isso possa ser utilizado como recurso didatico para o ensino de Analise.
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3.2 A integral definida de Riemann

O interesse de Riemann em revisitar a definicao de integral esta no alcance que esta
pode ter. Ele redefine sua fundamentagao justificando que nela ainda reinam incertezas
(Riemann, 1876, p. 225; 1898, p. 239). Sua nova defini¢ao de integral é essencialmente
a dada por Cauchy com uma hipo6tese enfraquecida: nao é necessaria a continuidade
da funcao integrando.

Assim procede: dados dois valores finitos a e b, sejam a < 1 < 19 < -+ < x,_1 < b.
Nao utiliza o termo elemento para designar as diferengas x1 —a, xo —x1, ..., b— 2, 1,
mas indica-as por dq, 02, ..., 0, respectivamente. Também substitui os valores 6;
de Cauchy por ¢;, especificando que sao fracoes menores do que a unidade, ou numa
linguagem moderna, ¢; € (0,1)NQem que j =1, 2,...,n—1. A soma S entdo é dada
por

S = 51f(a + 5151) + 52f(901 + 82(52) + (ng(l‘g + 8353) + -+ 5nf(l'n—1 + 571571)7

em que f é uma funcao arbitraria. A integral definida

/a ’ f(z) dx

¢ estabelecida como o limite da soma S; entao ¢ valida a propriedade de que, para
quaisquer €; e d;, S se aproxima indefinidamente desse limite.

Riemann menciona também uma generalizagao dessa nocao para integrais impro-
prias que, segundo ele, é aceita por todos os gedmetras: seja f(z) uma funcio que se
torna infinita quando seu argumento z se aproxima de um valor particular ¢ € (a,b),
se a expressao

ctaoq b
/ f(x)dz + f(z)dx

cta2
se aproxima de um limite quando a; e as tornam-se infinitamente pequenos, esse limite
serad a integral definida de f no intervalo (a,b). Nao é exatamente o critério de Cauchy,
mas um caso particular. Nao é dito nada sobre a autoria deste resultado.

Seu interesse estd em mostrar que, retirando a restricao de continuidade, uma classe
maior de func¢oes podem ser integradas. As integrais de Cauchy permitiam a resolucao
de fungoes com algumas descontinuidades, bastando aplicar finitas vezes o método
em cada intervalo em que fossem continuas; mas as de Riemann permitiam que para
qualquer intervalo houvessem descontinuidades, sendo estas assim em nimero infinito.
Para mostrar que sua definicao permite esse novo tipo de integracao, Riemann define o
conceito de maior oscilagao da funcao num intervalo como sendo a diferenca entre o

maior e o menor valor que ela assume nele. Sejam Dy, Ds, ..., D, as maiores oscilagoes
dos intervalos @ — x1, 9 — x1, ..., b — x,_1 respectivamente, entao a soma
01Dy 402Dy + -+ 4+ 0, Dy, (3.1)

no caso em que f é uma funcao finita em todo o intervalo, incluindo seus pontos
extremos a e b, deve tornar-se infinitamente pequena com as quantidades d;. Nao é
dito, mas isso vale pois D, é sempre finito e J; tende a zero.

Supondo A o maior valor que a soma (3.1) possa tomar quando todos os 4 [sic| sdo
menores do que um valor finito e positivo d dado, e observando que A é uma funcao
de d que diminui quando este também o faz, ele prova dois teoremas reciprocos que
permitem a integracao de funcoes em intervalos cuja maior oscilacao é sempre maior
do que zero:
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Teorema 3.1. Para que a soma S convirja, quando todos os § tornam-se infinitamente
pequenos, é necessario, além da finitude da funcao f(z), que o tamanho total dos
intervalos, em que as respectivas oscilacoes sao > o, qualquer que seja o, possa ser
arbitrariamente pequeno por uma escolha conveniente de d.

Esta proposicao admite uma reciproca:

Se a fun¢do f(x) é sempre finita, e se, com um decréscimo infinito de todas as
quantidades 9, o tamanho total s dos intervalos, em que as oscilacoes da funcao sao
maiores do que uma quantidade o dada, possa sempre se tornar infinitamente pequeno,
entdo a soma S converge quando todos os ¢ tornam-se infinitamente pequenos (Id, p.
227; p. 242).!

Demonstracao: Se S converge, seja s a soma total dos intervalos em que as respectivas
oscilacoes sao maiores do que uma quantidade o. Tem-se, com isso

05§51D1++(5nDn§A7

o que implica em

s <

SR>

A
Se o ¢é fixo, a fracao — torna-se infinitamente pequena pela escolha conveniente de d.
o

Entao o mesmo ocorre com s.

Reciprocamente, se os intervalos cujas correspondentes oscilagoes sao maiores do
que o, entao as parcelas de (3.1) correspondentes a estes intervalos somadas é menor do
que s multiplicado pela maior oscilacao da fungao entre a e b, que é finita por hipotese.
As parcelas restantes de (3.1) somadas resultam num valor menor do que o(b — a).
Logo

51D1 + (52D2 + -+ 5nDn < SD(mb) + U(b — a)7

em que D, ¢ a maior oscilagdo de f em (a,b). Como o e s podem ser tomados tao
pequenos quanto desejado, a soma (3.1) converge para zero. Consequentemente a soma
S converge para o valor fixo que representa a integral definida.
|
Em uma nota anexa ao trabalho, Riemann complementa esta demonstragao, usando
um argumento parecido com o de Cauchy, considerando duas particoes independentes
S’ e S” comparadas a uma terceira formada por todos os pontos daquelas. A conver-
géncia de S garante a existéncia da integral; isso era suficiente para o desenvolvimento
que fez na sequéncia: um exemplo de funcao integravel nesta sua concepgao que nao
poderia ser abarcado na de Cauchy.

!Damit die Summe S, wenn simmtliche § unendlich klein werden, convergirt, ist ausser der En-
dlichkeit der Function f(x) noch erforderlich, dass die Gesammtgrosse der Intervalle, in welchen die
Schwankungen > o sind, was auch o sei, durch geeignete Wahl von d beliebig klein gemacht werden
kann.

Dieser Satz ldsst sich auch umkehren:

Wenn die Function f(z) immer endlich ist, und bei unendlichem abnehmen sdmmtlicher Grossen
0 die Gesammtgrosse s der Intervalle, in welchen die Schawankungen der Function f(x) grosser, als
eine gegebene Grosse o, sind, stets zuletzt unendlich klein wird, so convergirt die Summe S, wenn
simmtliche § unendlich klein werden.
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3.3 Uma funcao com infinitas descontinuidades inte-
gravel

A sutileza da alteragao na definicio de Riemann quanto a integral contrasta com
a complexidade do exemplo dado de funcao integravel. Ele inicia a construcao deste
exemplo definindo (x) como o excedente? de x sobre o nimero inteiro mais proximo,
ou zero, se x é igual & distancia de dois ntimeros inteiros consecutivos. A primeira
dificuldade que se apresenta aqui é a interpretacao do que é um “excedente”, sobretudo
quando o inteiro mais proximo ¢ maior do que x; o excedente de x sobre este inteiro é
negativo. Julgamos razoavel reescrever a funcao como:

r—lz|] , se z—|z|]<[z]|—x
(x) = 0 , se x—|z]=[z]—=x ,
r—lz] , se xz—|z|>z]—x

em que |z | e [z] denotam respectivamente as fun¢oes maior inteiro e menor inteiro.

Todos os autores citados na revisao bibliografica que tratam deste exemplo apresen-
tam suas interpretacoes algébricas dessa funcao. O tratado de Riemann nao diz nada
a respeito de uma expressdo algébrica para sua fungio; a defini¢ao de (z) é totalmente
verbal. Fazemos também uma interpretacao, diferente das dos autores consultados.
A nossa escolha foi bastante motivada pela maneira como poderia ser descrita em
linguagem computacional.

Esta funcao é continua para todo x real, exceto para os valores dados por

p

2 )
em que p é um ndmero impar. A funcao é limitada, pois

@) <5 (3.2

Os limites laterais da funcao aplicada nos pontos de descontinuidade sao distintos:

1

lim (z) = —=,
x—>g+ 2
) 1
lim () = +=.
z—E7 2

2

Por fim, a fungao é integravel na nova definicao em qualquer intervalo tomado.
A Figura 3.1 ilustra o gréafico desta fungao em torno da origem.

2Ueberschuss no original na lingua alema, significando: excesso, excedente, saldo positivo.
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B | =

il
P9

Figura 3.1: Gréafico de (x).
Fonte: elaborado pelo autor

Na sequéncia, Riemann define a fungao

_ (@) 2z)  (3z) - (ma)
f@) ="+ + 5+ —mZ:1 — (3.3)

dada por uma série convergente, pois devido a (3.2), temos

(nx) 1

n? 2n?’
e como

= 1

2m?
m=1

¢ convergente, segue que (3.3) também o é. A funcgdo (3.3) ¢ descontinua para todo z

com valor
p

2n’
Além disso, os limites laterais da funcao aplicada nestes valores sao, na notacao de
Riemann,

1 1 2
f($+0)=f(x)—2—n2(1+é+%+,_,) :f(x)_lgnz_’

1 1 1 2
S0 = o)+ iz (1 g5 ) =100+ i

A funcao é integravel em qualquer intervalo, pois dada uma grandeza o, o nimero
de variagoes bruscas de f superiores a o é sempre finito; além disso é possivel tomar d
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de modo que os intervalos em que estas ocorrem sejam arbitrariamente pequenos e nos
demais intervalos ocorram oscilagoes menores do que o. O exemplo se resume a essa
demonstragao, e nao ha uma discussao a respeito da expressao algébrica dessa integral
definida. As figuras (3.2), (3.3) e (3.4) ilustram, respectivamente, alguns graficos das
somas parciais da série (3.3) e o gréfico da funcdo f, que é o limite desta soma. As
figuras dao uma ideia de como o grafico das somas parciais da série se aproximam do
grafico limite.

=2

Figura 3.2: Graficos da soma parcial da série (3.3) para n = 2.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 3.3: Gréaficos das somas parciais da série (3.3) paran=5en = 0.
Fonte: elaborado pelo autor
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Figura 3.4: Graficos da Fungao de Riemann.
Fonte: elaborado pelo autor

Na sequéncia mostramos o procedimento que seguimos para a realizacao dessa cons-
trucao gréfica.

3.4 Construcao do grafico da funcao de Riemann no
Geogebra

Julgamos ser sempre ttil ter & disposicao um recurso grafico na pratica docente,
principalmente quando o conceito em questao tem uma relacao tao direta com a geo-
metria. Aqui fazemos a construcao do grifico da Funcgao de Riemann.

Utilizamos o software Geogebra, disponibilizado gratuitamente, sem necessidade de
instalagao, através do link: https://geogebra.org/classic, por computador ou celular.
Realizamos a construcao do grafico acessando a ferramenta por um computador. A
interface que ird aparecer ao acessar o site é como na figura (3.5)
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Figura 3.5: Pagina inicial ao acessar o link https://geogebra.orq/classic.
Fonte: imagem capturada pelo autor

O campo escrito Entrada é onde digitamos com os comandos para a plotagem do
grafico. Ao lado situa-se um plano cartesiano, que é onde o grafico sera plotado. A
primeira etapa é construir o grafico da funcdo (), que a partir de agora chamamos de
p(z). Temos

x—|x] , se x—|x|<[z]—-=x
p(z) = 0 , se z—|z|]=[x]—x
x—lz] , se xz—|z|]>z]—x

Os comandos para | | e [ | s@o respectivamente floor( ) e ceil( ). Utilizamos dupla-
mente o comando Se(Condi¢ao, Entao, Senao) para expressar a fun¢ao p escrevendo

p(x) = Se(x—foor(z) <ceil(x) — x, z—foor(z), Se(x—foor(z) >ceil(x) — x, z-ceil(x), 0))

Ao clicar Enter, o grafico de p surgird e o comando se transformara, conforme figura
(3.6).
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Figura 3.6: Expressao algébrica e grafico de p(x).
Fonte: imagem capturada pelo autor

A segunda etapa é construir o grafico de

oo

fy =3P

ou, mais exatamente, uma aproximacao

Flay =32, (3.0

n

n=1

em que m ¢ suficientemente grande. Essa variavel m serd o nimero de fatores somados
da soma (3.4), e o valor 60 é suficientemente grande para que somas com um niamero
maior de fatores nao acarrete numa mudanca visivel no grafico. Ou, utilizando um
vocabulario proximo ao usado por Cauchy (ver capitulo anterior), a partir de m = 60,
a diferenca entre quaisquer uma das somas (3.4) é sensivelmente nula. E claro que
essa escolha é livre, mas alertamos que o tempo de processamento para valores muito
grandes é também maior.

Utilizamos o comando Soma(Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final)
para a expressao da f da seguinte maneira:

f(z) = Soma((p(nz)/n"2),n,1,60), (3.5)

e surgird o grafico de f. Desabilitando a visualizagao do grafico de p e ampliando a
imagem o tanto quanto desejado, utilizando o icone de lupa com o sinal + no canto
inferior direito, obtém-se algo parecido com a figura (3.7)
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Figura 3.7: Grafico de (3.4) para m = 60.
Fonte: imagem capturada pelo autor

E possivel também criar também um controle deslizante para a varidvel m, permi-
tindo sua variacao e consequente contemplacao dos graficos de cada uma das somas
parciais de f. Para isso clicamos no icone Controle Deslizante na parte superior da tela,
e em seguida em qualquer lugar do plano cartesiano. Surgird uma janela solicitando
informagoes para a variavel, conforme figura (3.8)

Controle Deslizante

Mome
m=1
@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
1 60 1

Figura 3.8: Informacoes para a variacao de m.
Fonte: imagem capturada pelo autor

Em seguida substituimos o valor 60 na equagao (3.5) po m:

f(z) = Soma((p(nz)/n"2),n,1,m).
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A Figura (3.9) mostra, como exemplo, o grafico correspondente a m = 6. Com
isso é possivel visualizar as alteracoes que o grafico da funcao sofre a medida em que
é considerado um nimero maior de somas parciais e, com isso, a convergéncia para a
funcao f.

.A/,'/fi\»@@éxiﬂ‘%' =
) x—[x) ix— x| < [¥—x N m@:4 ! ‘ I Hifac & @ @
D p) =4 =[x ix—|x] > [x] —xAx— [x] > [x] —x :
0 : caso contrdrio
m 4 08
® 1 —@ 0 ®

_ p(nx) Y
° f(x)fsoma( = ,n,lﬁm) / / 04 / /
Se(1x— [1x] < [1x]— 1x,1x— [1x],Se(1x — [1x] > 1
5 / 02 /// / /
+

TR T
A

»

Figura 3.9: Grafico de (3.4) para m = 6.
Fonte: imagem capturada pelo autor

Com isso, julgamos ter disponibilizado um recurso didéatico valioso para aulas de
andlise e quicd de calculo. A auséncia de tal recurso na época de Riemann nos faz
indagar se ele tinha algum esboco deste grafico, ainda que mental. A nosso juizo,
parece uma funcao bastante ardua de ser plotada a mao.

No final do século, um outro matemaético voltou a revisitar a fundamentacao do
cilculo integral, identificando novos elementos a serem considerados. Dessa forma o
refez, levando o conceito para um contexto multidimensional. Tratamos, no proximo
capitulo, dessa nova construcao.



4 A integral definida de Jordan

O francés Marie Ennemond Camille Jordan (1838 - 1922), nascido em Lyon, formu-
lou uma teoria de integragao que é valida para qualquer espaco euclidiano de dimensao
n, tornando as concepcao de Cauchy e de Riemann casos particulares. O tratado
em que isso ocorre é um artigo intitulado Remarques sur les intégrales définies (ou,
Observagoes sobre as integrais definidas), publicado em 1892.

Assim como Cauchy, Jordan estudou na EP e la retornou como docente e, como
tal, devia publicar suas notas de aula. Ele fez isso duas vezes, e o Cours d’Analyse de
I’Ecole Polytechnique possui duas edicoes completamente diferentes. A primeira delas,
de 1882, nao é muito diferente dos manuais de andlise da época, e a concepcao de
integral é ainda a de Cauchy, mesmo a tese de Riemann j& estando traduzida para o
francés desde 1873. O artigo de 1892 precede a publicacao da segunda edigao ocorrida
no ano seguinte. Esta edicao reorganiza completamente a disciplina, incorporando em
sua fundamentacao a teoria dos conjuntos do russo Georg Cantor (1845 - 1918). O
artigo antecipa essa reconstrucao na parte concernente as integrais definidas, que é
reproduzida sem maiores modificagoes no Cours.

Jordan justifica sua reformulacao da integral no artigo observando que a natureza do
conjunto em que ocorre a integragao ainda nao havia sido explorada, e que sua proposta
é fazé-lo (Jordan, 1892, p. 69). Reconhece a importancia das defini¢oes vigentes, dessa
vez considerando Riemann, mas argumenta que elas enfocam o tema da perspectiva
das funcoes. Ele adapta a estratégia de particionar o intervalo de integracao para o
contexto dos conjuntos, e define nisso seus elementos. A partir dai o procedimento é o
j& conhecido: somar o produto de cada elemento com o valor da fun¢cao em um ponto
dele, e fazer com que essa soma varie com a diminuicao indefinida dos elementos.

O rigor percebido no artigo é impecavel em relacao as construgoes e a discussao
da teoria, mas nao sao feitos exemplos para desenredar algumas ideias, o que faz uma
tremenda falta para ilustrar alguma integral definida tomada em um conjunto nao
mensuravel. Em relacao ao rigor da escrita matemaética ha passagens que poderiam
ser apontadas como carentes de rigor por um olhar do nosso século. No Cours, Jordan
permanece econémico em dé-los; nao ha figuras também. As quantidades infinitamente
pequenas cumprem o mesmo papel de varidvel tendendo a zero, e no livro ganham
maiores explicacoes sobre seu método num capitulo anterior ao dos conjuntos. O fato
de a elas serem atribuido graus, criando um meio de comparacao com seu valor principal
que teria grau um, resulta na curiosa identificagao de toda quantidade finita como um
infinitamente pequeno de grau zero.

Neste capitulo tratamos dessa nova interpretacao da integral feita por Jordan em
seu artigo. Analisamos sua fundamentacao com conjuntos e a definicio que faz da
integral. Identificamos no trabalho dois resultados da teoria que se configuram num

79
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critério andlogo ao de Cauchy para integrais improprias, vistas no capitulo 2; tais
resultados sao analisados também. A traducao do artigo completo encontra-se no final
do capitulo.

4.1 Revisao bibliografica

A segunda edi¢ao do Cours de Jordan se configura num tratado completo de célculo,
que ganhou outras edigoes, tornando-se referéncia no assunto. Sua publicagdo marca
uma importante mudanca de postura, por parte dos franceses, em relacao aos tratados
estrangeiros: até aquele momento seus resultados nao eram mencionados nos manuais
de calculo. Ela retine maior potencial de assuntos matematicos a serem pesquisados,
atraindo mais atencdo que o artigo tratado aqui. Assim, é acentuado o enfoque que a
literatura sobre Jordan di a segunda edicao do Cours. Infelizmente nao encontramos
muitos trabalhos historiograficos tratando do seu artigo ou de sua integral.

Gisbert-Chambaz (1982) compara as duas primeiras edi¢ées do Cours de Jordan
e foca nos conceitos basicos das duas obras. E mais detalhista no comentario sobre
a teoria dos conjuntos. Faz o enunciado das integrais definidas, e menciona que ha
resultados que estendem esta nocao, mas nao comenta nenhum em particular.

Horchkirchen (2003) observa que o método de Jordan remete ao procedimento bem
conhecido de particionar o conjunto de integracao e refind-lo. Ele explica esse método
utilizando uma notacao matemaética mais moderna e nao menciona resultado algum
que estenda a definicao de integral.

Baroni e Otero-Garcia (2014) situam o Cours entre os principais trabalhos publi-
cados no século XIX que foram importantes para a consolidacao da Andlise Real de
hoje. FEles trazem algumas informacgoes biograficas, reproduzem a particao do plano
que Jordan realiza e enunciam a defini¢ao de integral, mas nao mencionam os resultados
decorrentes dela.

Nossa contribuicao com o tema é uma descricao da demonstracao da integral defi-
nida de Jordan e os resultados que estendem sua definicao.

4.2 Fundamentacao com a teoria dos conjuntos

Para melhor compreender a definicao da integral de Jordan, vamos olhar para al-
gumas noc¢oes fundamentais em sua teoria.

Um ponto do espaco de n dimensoes é definido por ele como um sistema de valores
a, b, ... atribuidos as n variaveis x, y, ... (Jordan, 1893, p. 8). A uma quantidade
variavel z ¢é atribuida uma sequéncia de valores 1, ..., x,, ..., que convergira para
um limite c se, para todo € > 0, é possivel encontrar um inteiro v tal que

|z, — | <e,

para todo valor de n superior a v (Ibid., p. 8). Seguindo a teoria publicada por Cantor,
Jordan define conjunto como uma colecao de pontos; conjuntos vazios nao sao levados
em conta. A definicao de fungao é enunciada como segue:

As quantidades z, y, ..., sao ditas independentes, se nao existe entre elas
nenhuma relagao, de tal modo que cada uma delas possa assumir todos os
valores que é suscetivel, mesmo ap6s o valor das outras ter sido fixado.



Fundamentac¢ao com a teoria dos conjuntos 81

Seja, ao contrario, v uma nova variavel, relacionada as precedentes de tal
modo que a cada ponto (x,y,...) pertencente a um conjunto F, corres-
ponda um valor determinado de u. Diremos que esta relacao define u como
fungdo de x, y, ... no conjunto E (Id., 1892, p. 31).!

A notagao é f(z,y,...).

A novidade aqui é o conceito de dominio. Este é definido como um conjunto
perfeito que contém pontos interiores (Ibid., p. 22). Conjuntos perfeitos, assim
como pontos limites e derivado sao nocoes de Cantor. Um ponto limite de um
conjunto F ¢ o ponto chamado de 7 tal que, para qualquer & positivo, é possivel
determinar um ponto p em F diferente de 7, cuja distancia até este seja menor do
que ¢; essencialmente a definicao contemporanea de ponto de acumulacao. O derivado
de E & o conjunto de seus pontos limites, e leva a notacao E’. Conjunto perfeito é
aquele que contém seu derivado; em outras palavras, seus pontos limites pertencem ao
conjunto. Os pontos interiores, exteriores e fronteiricos de um conjunto £ advém
da definicao de conjunto complementar: este é o conjunto F; formado por todos os
pontos que nao pertencem a E. Dessa forma, Jordan classifica os pontos do espaco em
trés classes:

19 Os pontos interiores & E. Sao aqueles que pertencem a E sem pertencer
a E]. Para cada um dos p poderemos atribuir uma quantidade € tal que
todo ponto cuja distancia a p é < € pertence a £/ e nao a Fj.

2° Os pontos exteriores, que pertencem a [ sem pertencer a E'.

32 Os pontos fronteiricos, que pertencem ao mesmo tempo a um dos con-
juntos E, E/ e ao derivado do outro (Ibid. p. 72).2

Entao um dominio é um conjunto que contém seus pontos fronteiricos, mas nem todos
os seus pontos o sao. A figura (4.1) ilustra um dominio no plano.

!Des quantités variables, x, ¥, ..., sont dites indépendantes, s’il n’existe entre elles aucun lien, de
telle sorte que chacune d’elles puisse encore prendre toutes les valeurs dont elle est susceptible, aprés
qu’on a fixé la valeur des autres.

Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liée aux précédentes de telle sorte qu’a chaque point
(x,y,...) appartenant a un certain ensemble E, corresponde une valeur déterminée de u. On dira que
cette relation définit v comme fonction de x, y, ... dans I’ensemble F.

21° Les points intérieurs & E. Ce sont ceux qui appartiennent & E sans appartenir & E}. Pour
chacun d’eux p on pourra assigner une quantité € telle que tout point dont 1’écart & p est < ¢ appartient
4 F et non a Ey.

29 Les points extérieurs, qui appartiennent & F; sans appartenir a E’.
32 Les points frontiéres, qui appartiennent a la fois & 'un des ensembles E, F; et au dérivé de
lautre.
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Figura 4.1: Dominio F de dimensao dois. Tanto os pontos p, interiores a E, como os
p’, de sua fronteira, pertencem a F.
Fonte: elaborado pelo autor

Outra nocao que introduz é a de tamanho de um conjunto.®> Segundo ele, o
tamanho de um conjunto limitado sera um comprimento, uma area, um volume, etc.,
conforme seja o nimero de dimensoes do conjunto em questao. Ele trabalha com a
dimensdo 2 para construir a ideia. Um conjunto de pontos (z,y) é dito limitado se
as coordenadas de todos os seus pontos permanecem compreendidas entre niimeros
fixos M e m. Seja E um conjunto limitado no plano coordenado, que é decomposto
em paralelas aos eixos formando quadrados de lado r. A reuniao dos quadrados que
sao interiores a E formam um dominio S interior a E; e a reuniao dos quadrados
que contém pontos fronteirigos ou que sao interiores a F formam o conjunto S + 5’.
E ¢ interior a S + S’ e estes conjuntos possuem area determinada. No trabalho de
Jordan, as notagoes para um conjunto e para sua area confundem-se numa s6; entao,
por exemplo, conjunto S possui area S. A Figura 4.2 ilustra esta construcao.

3 Etendue no original em francés
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Figura 4.2: Os conjuntos S, S + 5" e E. S esta representado com a tonalidade mais
escura.
Fonte: elaborado pelo autor.

Usando uma notagao contemporanea, temos entao
SCECS+S e S<(areade E)<S+ 9"

A ideia de Jordan é fazer a decomposicao do plano variar, de modo que r tenda a zero,
fazendo com que as areas de S e S + S’ tendam para limites fixos; se estes limites
coincidirem, o conjunto E serd dito mensuravel, e o valor S = S + S’ serd o seu
tamanho. Primeiro ele prova a existéncia destes limites.

A existéncia do limite de S é demonstrada considerando primeiro o conjunto de
todos os valores de S para um r limitado; esse conjunto também é limitado e admite
um maximo A. Dado € > 0, é sempre possivel encontrar uma decomposicao do plano,
de modo que a area do conjunto S tenha um valor S; maior do que A —¢. A fronteira
F do conjunto E é definida como o conjunto dos pontos fronteiricos de F, e é conjunto
perfeito.?

Estas duas fronteiras serao conjuntos separados. Para explicar o que é isso, é
necessario a concepc¢ao de distancia entre conjuntos. Uma distancia pp’ entre dois
pontos p = (a,b,...) e p' = (d',V,...), é definida pela relagao

pp' =la' —a[ + V' =0 +--- .

Nao sendo exatamente uma distancia euclidiana, numa concepcao atual, pode-se dizer
que é uma distancia originada pela norma da soma (Lima, 2010b, p. 6). Uma distancia
entre conjuntos sem pontos em comum é o valor minimo A do conjunto de todas as

4A demonstracdo baseia-se na ideia de que a existéncia de um ponto ¢, pertencente a F’, acarreta,
na existéncia de infinitos pontos em F convergentes a q. Se h& uma infinidade deles comuns a FE e a
E}, entdo ¢ pertence a E’ e a E], e como ¢ ja pertence ou a F ou a F, entdo ¢ pertence a F'. Caso nao
haja uma infinidade de pontos comuns a E e a E] e seu numero seja finito, o restante destes pontos,
em namero infinito, serd comum a E’ e a F;. A partir disso, com um raciocinio analogo, conclui-se
que ¢ pertence a F' (Jordan, 1892, p. 73).
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distancias possiveis entre p, pertencente ao primeiro, e p/, pertencente ao segundo.
Jordan apela:

De acordo com um teorema bem conhecido, existe entao um minimo A,
positivo ou nulo, tal: 1° que nenhuma das distancias pp’ seja < A; 2° que
exista uma menor do que A + ¢, qualquer que seja a quantidade positiva
(Tbid., p. 74).5

Quando A > 0 os conjuntos em questao sao ditos separados.

Ele prova que dois conjuntos perfeitos que nao possuem pontos em comum Sa0
necessariamente separados, e é o que ocorre com a fronteira de S; e F. Logo, a
distancia entre elas ¢ um valor § maior do que zero. Considerando agora uma nova
decomposicao em quadrados de lado menor do que

a distancia maxima entre dois pontos de um mesmo quadrado é menor do que 6. Entao
todos os quadrados com pelo menos um ponto pertencente a S; estao por inteiro no
interior de E. Assim o dominio S contém S; e tem uma area maior do que ou igual a
A — ¢, e menor do que A. Dessa forma o valor de S tende para A quando 7 tende para
0.

Para provar a existéncia do limite das areas que formam S + .5/, Jordan argumenta
que elas formam um conjunto de nimeros positivos que admite um minimo A, e que
h& uma decomposi¢ao do plano para o qual essa soma tome um valor S} + 5] menor
do que a+¢. Seja § a distancia da fronteira de E & do dominio S} +S]. Considerando
uma outra decomposicao qualquer em que r seja menor do que 7, todos os quadrados
que possuem pelo menos um ponto pertencente a £ ou a F' serdo interiores a S + 5.
Tem-se entao

a<S+858<S+5 <a+e,

entdo a ¢ o limite das somas S + 5’.

Os valores A e a sao chamados de tamanho interior ¢ tamanho exterior res-
pectivamente; e se a = A, o conjunto E é dito mensuravel. Como consequéncia, um
conjunto E é mensuravel se, e somente se, sua fronteira tem tamanho nulo.

Com estas defini¢oes ele da sua reinterpretacao da integral para uma funcao definida
num conjunto de dimensao n.

4.3 A integral definida de Jordan

A funcao de varias variaveis f(z,y,...) é inicialmente suposta limitada no interior
de um dominio £ mensuravel. Este dominio é decomposto em dominios elementares
€1, €2, ... mensuraveis e de natureza qualquer. O méaximo e o minimo que a funcao
assume em F sao denotados por M e m respectivamente; e o maximo e o minimo que
a funcao assume em cada um dos elementos e, sao My e my respectivamente. Sao

formadas as somas
S:E Mie, e SZE M€y,

5D’aprés un théoréme bien connu, il existe donc un minimum A, positif ou nul, tel: 1° qu’aucun
des écarts pp’ ne soit < A; 22 qu’il en existe un moindre que A + ¢, quelle que soit la quentité positive
€.
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e pelo fato de
m < my < My, < M,

tem-se que S e s estao compreendidos entre
MZek =ME e mz:e;C =mkE.

Seja L o maior entre os modulos |M| e |m|, entdo tem-se que S e s valem no maximo
LE.

De acordo com um resultado atribuido ao francés Gaston Darboux (1842 - 1917),°
sempre existe limite para cada uma das somas

LMy + -+ 8, My e bymy e By,

e a funcao é integravel se estes limites sao iguais. Nestas condig¢oes Jordan prova a
existéncia do limite de S:

Os valores da soma S formam um conjunto limitado que admite um minimo 7. E
possivel uma decomposicao particular 4; de modo que a soma correspondente S; esteja

compreendida entre T e T+ 5 Sejam eq, ..., e, os elementos desta decomposicao,

E:iek e Sl :ZMkek
1

Os elementos de uma nova decomposicao do dominio A classificam-se em dois tipos:

entao

(1°) aqueles que estao contidos por inteiro em um dos elementos ey, designados por
€kly + -y Chiy « v
(2°) aqueles que possuem pontos em varios dos elementos ey, e, ..., designados por
/ /
617 ] el, o s e

Sejam My, e M] os maximos de f em ey;, e;, entao tem-se My > m, My; < My, M] < M

e
/
E:Eekﬁ—g el:Eek.
ki 1 k
A soma S correspondente a decomposicao A é, entao,

S = ZMkzem +ZMZI€;
i,k l
k i l
Ssl_ZMk €k—Z€ki +MZ€;
k i l

ST—i—g—l—(M—m)Z ek_zeki

k l

5Que é reconhecido por ter reescrito a condi¢do de integrabilidade de Riemann, e constatado que,
se sao definidas uma soma inferior e uma soma superior, havera sempre limites s e S para cada
uma delas respectivamente, ao ser refinada indefinidamente a particao; ou seja, sempre existem as
integrais inferior e superior, ndo importa o comportamento que a fungao tenha.
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Como T ¢ o minimo das somas S, tem-se

€
T§S§T+§+(M—m)zk: ek—zl:ekn‘

Como os dominios ey, ..., e, sao mensuraveis, a diferenca entre e, e a soma g Chi

tendem para zero junto com o diametro destes elementos. Entao para todo € maior
do que zero, existem n e 0 maiores do que zero tais que, se todos os elementos tém
didmetro menor do que ¢, cada uma das n somas

€L — E €ki
i

é menor do que

€
2n(M —m)
Portanto
T<S<T+e.

O namero T' = lim S leva o nome de integral por excesso da fun¢ao f(z,v,...)
no interior de . A existéncia do limite ¢, que é o valor maximo das somas s, é analoga,
e nao é feita. Este limite ¢ = lim s ¢ chamada integral por falta da mesma funcao.
A funcao sera integravel quando T = ¢, e este valor é sua integral, que é representada
por

Sg f(z,y,...)de.

Este resultado inovou pois a integral de uma funcao de varias variaveis é abordada
diretamente, sem a necessidade de considerar que uma tal integral seria resultado de
uma integracao dupla ou tripla.

Néo se sabe ao certo por que Jordan ndo conserva a notagdo classica, [, para
funcoes de varias variaveis. Nos seus livros, justifica que esta notacao é reservada para
integrais de funcoes tomadas em intervalos de extremidades a e b, e escrita como

/a ’ Ha)de.

Ainda nos livros o simbolo S da integral de funcdo com varias varidveis ¢ ampliado,
conforme Figura 4.3

I::SEf(x,_}f, ... )de;

Figura 4.3: Notacao da integral de f no dominio E.
Fonte: (Jordan, 1893, p. 37).

Uma primeira propriedade que decorre desta integral é que se o dominio £ ¢ par-

ticionado em varios dominios mensuraveis Fy, Fs, ..., as integrais por excesso € por
falta tomadas em F sao a soma destas integrais tomadas nestes dominios parciais. E
se uma sequéncia de dominios mensuraveis Ey, ..., E,, ..., em que cada um deles é

interior ao seguinte e a F, as integrais, por excesso e por falta, tomadas em E serao
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limites das sequéncias de integrais, por excesso e por falta, tomadas em cada um dos
FE,,, com n tendendo ao infinito. Isso vale, pois a diferenca entre, por exemplo, Sg e
Sp, ¢ uma integral por excesso tomada no dominio £ — E,,. Seu médulo nao pode ser
maior do que L(E — E,), que tende para zero quando n cresce.

Jordan usa este resultado para mostrar que nao é necessario supor, como foi feito,
que o dominio E seja mensuravel: se E ¢é limite de uma sequéncia de dominios mensu-
raveis Ey, ..., F,, ..., cujos tamanhos convergem para um limite que é, por definicao,
o tamanho interior de E, entdo a integral (por excesso ou por falta) tomada em E,
tende para um limite, pois o modulo da diferenca entre as integrais tomadas em F,, e
E,+, ¢ no méximo igual a

L(En—i-l? - En)?

que é menor do que L(E — E,,). Com o crescimento de n, este médulo tende para zero.
O limite da integral tomada em E,, é considerado como o valor da integral no dominio
nao mensuravel . Aqui, infelizmente, Jordan também nao d4 nenhum exemplo.

Em uma série de resultados concernentes as integrais, h& dois cujos enunciados
evocam o critério de Cauchy para integrais improprias (ver capitulo 2). O primeiro
deles considera £ um dominio limitado, e f(z,y) definida em E, uma funcao que
permanece limitada em todo dominio D mensuravel, mas nao em todo o interior de
E. E o caso, entdo, de uma funcio que torna-se infinita & medida que o argumento
se aproxima de um determinado ponto. O critério que Jordan prova é o de que esta
fungio admite integral por excesso (analogamente, por falta) se, e somente se, S, tende
para zero quando D varia de modo que sua area tenda para zero. Em outros termos:

Proposigao 4.1. S}, existe se, e somente se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que,
para todo dominio D limitado, perfeito, interior a F, cuja area seja menor do que 9,
tem-se

|Sp| < e.

Demonstracao: Supondo que a tltima condi¢ao seja valida, e considerando dois
dominios quaisquer, D e D’ mensuraveis, perfeitos e interiores a E, tais que a diferenca
entre qualquer uma de suas areas e a area de F seja menor do que 0 > 0. Sejam d
o conjunto de pontos de D que nao pertencem a D', e d’ o conjunto de pontos de D’
que nao pertencem a D. Lembrando que as notacoes de area confundem-se com a do
proprio conjunto, tem-se

d<E-D <6 e d<E-D<§,

0 que acarreta em

D—-D'=d-d

e, consequentemente, em

S})_Sl/ :S;_Sé/

Logo,
1S5 — S5 < [Sh] + 5L < 2e.

Portanto o limite S}, existe.
Reciprocamente, existe uma quantidade € para a qual um dominio d tem area menor
do que 0 e tal que
91 > e.
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Seja D um dominio mensuravel e perfeito interior a F, que contenha d, e que £ — D
seja menor do que d. Se os pontos interiores a d sao removidos de D, obtém-se um
novo conjunto D' = D — d, cuja area ¢ maior do que E — 2. Com o decréscimo de ¢,
as duas areas D e D’ tendem para F, mas que

SH—Sp| =15} > e.
D d

Assim o limite nao existird, o que é um absurdo.
]
Analogamente prova-se que o equivalente deste teorema para a integral por falta
S%: quando D tende para E, S% pode tender para um limite fixo S%, e a condigio
necessaria e suficiente para que isso ocorra é que

lim S% = 0,
quando a area de D tende para zero. Jordan utiliza também as notacoes
lim S}, = 0 lim S7, = 0
D2 7P ¢ php

para designar estes limites.

O segundo resultado que remete ao critério de Cauchy considera um dominio E nao
limitado e uma funcao definida neste dominio que admite em todo dominio A limitado
interior a E as integrais por excesso e por falta S§ e S4. E o caso analogo ao dos
limites de integracdo infinitos. E enunciado como:

Proposigdo 4.2. Para que exista SL ¢ necessario e suficiente que a integral
S f de

tenda para zero quando A varia de modo que sua distancia a origem do plano coorde-
nado tenda para infinito.

Demonstracgao: Sejam A e A’ dois dominios quaisquer contendo todos os pontos de E
cuja distancia a origem é menor do que um nimero R. Sejam d o conjunto dos pontos
de A que ndo pertencem a A’ e d’ o conjunto de pontos de A’ que ndo pertencem a A.
Segue que

Sy — Sy =S — S5,

e os dois termos do segundo membro tendem para zero quando R tende para infinito.
Reciprocamente, suponha que a condi¢ao nao seja satisfeita, entao é possivel deter-

minar um nimero € tal que exista um dominio d mensuravel, limitado e perfeito cuja

distancia a origem seja maior que toda quantidade dada, e para a qual a integral

|S} f de| > e.
Sejam
e A um dominio qualquer;
e R a distancia minima entre a origem e os pontos de E que nao pertencem a A;

e p a distancia maxima entre a origem e os pontos de A.
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Qualquer que seja R e p, é possivel determinar d de modo que sua distancia até
a origem seja maior do que p. Entao a diferenca entre as integrais tomadas nos dois
dominios A e A + d é maior do que . Mas A e A + d contém todos os pontos de E
cuja origem ¢ menor do que R. Assim a integral SA nao pode tender para um limite
determinado quando R tende para o infinito, o que é absurdo.

|

Obviamente uma proposicao analoga pode ser encunciada e provada para a integral
por falta. As duas ultimas proposicoes aparecem quase sem alteragoes no tomo II do
seu Cours (Id., 1893b, p. 76 et seq.). Percebemos que apesar do enunciado remeter aos
resultados de Cauchy sobre integrais impréprias, a demonstragoes nao sao analogas, e
os infinitamente pequenos nela nao sao sequer mencionados.

Na década seguinte, toda essa discussao envolvendo tamanhos de conjuntos e in-
tegrais inspirou o francés Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941) a realizar também uma
reformulagao do conceito de integral, ampliando mais ainda o escopo de sua aplicacgao,
e concebendo-a como um conjunto possuindo (ou nao) medida. Este tema ja foi por
no6s abordado na dissertacao de Mestrado Historia da Integral de Lebesgue defendida
em 2017, e nao sera repetido aqui.

Na sequéncia, apresentamos a traducao integral do artigo aqui analisado.

4.4 Traducao do artigo: Observacoes sobre as inte-
grais definidas

A integral definida (simples ou multipla) de uma funcdo f em um dominio E é
obtida, como sabemos (quando o campo e os valores da fun¢do sdo limitados), da
seguinte maneira:

Decompomos o campo em elementos infinitamente pequenos em todos os sentidos;
multiplicamos o tamanho do de cada um destes elementos por um valor de f em um
ponto escolhido a vontade no elemento; e investigamos o limite da soma Z f do assim
formado.

Sabemos de fato que este limite tem um valor bem determinado quando a funcao
f é continua. Esta propriedade subsiste ainda para uma classe de fungoes mais geral,
definidas de uma maneira precisa por um teorema bem conhecido de Riemann.

Enfim, M. Darboux mostra que, qualquer que seja a funcao limitada f, as duas
somas Z M do, Z mdo, em que M e m representam o maximo e o minimo de f no
elemento do, tém sempre um limite perfeitamente determinado.

Estes resultados sao bem precisos e esclarecem completamente o papel que tem a
fungao na integral.

A influéncia da natureza do campo nao parece ter sido estudada com o mesmo
cuidado. Todas as demonstragoes repousam sobre este duplo postulado, que cada
campo FE possul um tamanho determinado; e que, se o decompusermos em varias
partes F, Es,..., a soma dos tamanhos destas partes é igual ao tamanho total de E.
Ora estas proposicoes estao longe de serem evidentes se for permitido a concepcao do
dominio toda sua generalidade.

Propomos mostrar nas paginas seguintes que a um campo qualquer F corresponde
dois nimeros determinados £’ e E” que podemos chamar seu tamanho interior e seu
tamanho exterior.
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Se estes dois niimeros coincidem, diremos que FE é mensuravel e tem por tamanho
o numero E” = E’. Para que esta circunstancia se apresente, é necessario e suficiente
que a fronteira de F tenha um tamanho nulo.

Uma funcao f, que permanece limitada em todo o interior de F/, admite nesta regiao
uma integral por excesso e uma integral por falta.

Se estas duas integrais coincidem, elas representam a integral propriamente dita da
funcao f no campo FE.

A determinagao de uma integral propriamente dita miultipla resume-se & uma sequén-
cia de integragoes simples, contanto que o campo seja mensuravel.

Se o valor da fungao f(z,y) ndo permanece limitado quando o ponto (x, %) se apro-
xima indefinidamente da fronteira do campo de integragao F, ainda suposto limitado,
serd necessario e suficiente, para que a integral (por excesso ou por falta) tenha um
valor finito e determinado, que o valor da integral, tomado em um dominio mensuravel
e perfeito D interior a F, tenda para zero ao mesmo tempo que a area de D, qualquer
que seja a situacao deste dominio neste campo.

Se o campo F ¢ infinito, também sera necessario que a integral tomada em D tenda
para zero, quando D varia de uma maneira qualquer, mas de tal sorte que sua menor
distancia a origem das coordenadas tenda para oo.

Se as integrais de f(z,y) por excesso e por falta, no campo E sdo ambas finitas
e determinadas, assim serd a integral por excesso da fung¢ao modf. Esta condicao é
suficiente.

Para expor, sem fazer restricao inttil, a teoria da mudanca de varidveis nas integrais
miultiplas, parece que deveriamos renunciar a nos apoiarmos, como se faz comumente,
sobre a reducao a uma sequéncia de integrais simples, estas sendo estabelecido pelas
integrais propriamente ditas tomadas em um campo mensuravel. O método geométrico,
empregado para as integrais duplas ou triplas, em que mudamos simultaneamente todas
as variaveis, é preferivel a este ponto de vista e se estende assim ao caso de n variaveis.
Ele requer no entanto alguns desenvolvimentos para ser feito absolutamente rigoroso.
Este estudo nos conduz ao seguinte resultado:

Sejam x, y e u, v dois pares de variaveis ligados pelas relacoes

T = ¢(u7 U)? Yy = ¢1(u? U)

de tal modo que, quando (u,v) descreve um certo dominio F, (z,y) descrevera um
dominio correspondente E'.

Supomos: 12 que a cada ponto de E corresponda um s6 ponto de E’ e reciproca-
mente; 2° que em todo ponto interior de E’ (salvo nos pontos excepcionais formando
um conjunto de extensdo nula) as fungoes ¢, ¢; admitam derivadas continuas, cujo
jacobiano J nao é nulo.

Isto posto, seja f(z,y) uma fungdo qualquer, tal que a integral

Sk f(z,y) dzdy

(calculada por excesso ou por falta) seja finita e determinada. Seu valor serd igual
aquele da integral

Sg f(¢, ¢1) mod J du dv

(calculado da mesma maneira).
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4.4.1 Nocoes gerais sobre os conjuntos

1. Sejamz,y, ..., nvariaveis independentes. Todo sistema de valores a, b, . . . atribuido
a estas variaveis constituird um ponto de um espaco de n dimensoes.
A disténcia pp’ de dois pontos p = (a,b,...) e p' = (a',V,...) serd definida pela
relacao
pp =|d —a|+ [ =b]+--- 7

Chamamos conforme M. Cantor:

19 Conjunto toda colecao de pontos;

2° Ponto limite de um conjunto E todo ponto 7 tal, que podemos, qualquer que
seja €, determinar em F um ponto p diferente de 7, e cuja distancia a 7 seja < ¢;

3% Deriwado de E o conjunto E’ formado pelos pontos limites de F;

4° Congjunto perfeito todo conjunto que contém seu derivado.

Um conjunto E', derivado de um outro conjunto E, € necessariamente perfeito. o

Seja de fato m um de seus pontos limites; £’ conterd um ponto p’ tal que p'w seja < 5

mas, p’ sendo um ponto limite de F, poderemos determinar em £ um ponto p tal que
. € ~

pp’ seja < ot entao teremos

pr < pp +p'm <

logo m é um ponto limite de F, e pertencera a E.

2. Se o conjunto E nao contém todos os pontos possiveis, os pontos que nao lhe
pertencem formam um conjunto complementar E;.

Seja respectivamente E’, E] os conjuntos derivados de E, F;. Os pontos do plano
podem ser distribuidos em trés classes:

12 Os pontos interiores a E. Estes sao os que pertencem a E sem pertencer a F.
Para cada um dos p poderemos designar uma quantidade € tal que todo ponto cuja
distancia até p é < e pertencente a £/ e nao a Fj.

2° Os pontos exteriores, que pertencem a E; sem pertencerem a E’.

32 Os pontos fronteiricos, que pertencem ao mesmo tempo a ambos os conjuntos
E, E; e a seus derivados.

Podemos facilmente conceber os conjuntos para quais os pontos interiores ou o0s
pontos exteriores, ou ambos, nao existam. Mas ezistem sempre pontos fronteirigos.

Sejam de fato p = (a,b) e 7 = («, 8) dois pontos quaisquer escolhidos respectiva-
mente em F e em Fj.

Vamos particionar a reta pm em 2" segmentos iguais. Seja p, o ultimo dos pontos
de divisdo que pertencem a E, m, o proximo. E claro que, se fizermos crescer n, os dois
pontos p, e m, se aproximarao constantemente entre si, e tenderao para um mesmo
ponto limite q.

Se n é suficientemente grande, teremos

Pngq < €, Tnq < €.

Entao o ponto ¢ pertencerd a ambos £’ e E] e como também pertence a F ou a
1, serd um ponto fronteirigo.

"Esta expressdo, na forma como foi escrita, significaria uma soma infinita para um leitor contem-
poraneo; no entanto o contexto é claro em indicar que Jordan trabalhava com um ntmero finito de
termos na soma.
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Podera ocorrer que a partir de um certo valor v de n, um dos pontos p,, m,, 0
primeiro por exemplo, deixe de se deslocar, mas a consequéncia seria a mesma. De
fato, o ponto ¢ = p, pertenceria a F; além disso este é o limite dos pontos m,, que
pertencem a Ej: entdo ele pertence a EY; é entdo um ponto fronteirigo.

O congunto F' dos pontos fronteiricos é perfeito. - Seja, de fato, ¢ um ponto limite
de F'; F' conterd uma infinidade de pontos ¢i,..., ¢.,... convergentes para q. Se entre
eles ha uma infinidade que seja comum a E e a E}, o ponto limite ¢ pertencera aos
derivados destes conjuntos; ora £ tem por derivado E’ e | contém seu derivado. Entao
g ¢ comum a E’ e a F{; mas ele pertence também a E ou a E;: é entao um ponto
fronteirico.

Se entre os pontos qi,. .., n,. . ., existe s6 um namero limitado comum a F e a £,
0s outros, em numero infinito, serdo comuns a F; e a F', e um raciocinio analogo ao
precedente conduzird & mesma consequéncia.

3. Um conjunto de pontos (x,y) sera dito limitado se as coordenadas de todos estes
pontos permanecem compreendidas entre os ntimeros fixos M e m.

TEOREMA DE WEIERSTRASS. — Todo conjunto limitado que contém uma
infintdade de pontos admite ao menos um ponto limite.

De fato, particionemos o intervalo de m & M em n partes iguais. As duas coordena-
das x, y de um ponto qualquer de E se assentarid em um destes intervalos. Agrupemos
em um conjunto parcial todos estes pontos de E' em que x de uma parte e y de outra
parte se assentem no mesmo intervalo.

Obteremos assim n? conjuntos parciais, cuja reunidao constitui £. Pelo menos um
FE destes novos conjuntos conterda uma infinidade de pontos; e a distancia

2" — x|+ |y =yl

. . . M —m
entre dois destes pontos nao podera ultrapassar 2 .
Operemos sobre E; como sobre E; vamos decompor em n? conjuntos parciais, em

que ao menos F, contenha uma infinidade de pontos, cujas distancias muatuas nao
—-m

poderao ultrapassar 2 Poderemos agora operar sobre E, como sobre Ey, e

assim sucessivamente.

Dito isto, sejam p; um ponto escolhido a vontade em FE;; p, um outro ponto,
escolhido a vontade em Fs, etc. Estes pontos pi, ps,... tenderao evidentemente a um
ponto limite 7.

4. Sejam FE, E' dois conjuntos sem pontos em comum. As distancias dos diversos
pontos p de E aos diversos pontos p’ de E’ formam um conjunto de nimeros nao
negativos. De acordo com um teorema bem conhecido, existe entdao um minimo A,
positivo ou nulo, tal: 1° que nenhuma das distancias pp’ seja < A; 2° que existe um
ntmero menor que A + ¢, qualquer que seja a quantidade positiva €.

Este minimo A serda chamado de distdncia dos conjuntos E, E’. Se esta é > 0,
diremos que estes conjuntos sao separados.
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Dois conjuntos limitados e perfeitos E, E', que nao possuem pontos comuns, $ao
necessariamente separados; e, se a distancia entre eles é A, eles conterao ao menos
um par de pontos cuja distdncia mitua € precisamente A.

Sejam de fato p = (z,y),... os pontos de E : p/ = (2/,%/),... os de E'. Associemo-
los, dois a dois, de todas as maneiras possiveis de modo a formar novos pontos (pp’) =
(z,y,2',y) no espago de quatro dimensoes. O conjunto EFE’ de todos estes novos
pontos serd evidentemente limitado e perfeito.

Dito isto, se F e E’ nao contém nenhum par de pontos cuja distancia seja A, eles
conterdo pelo menos um par de pontos py, p} cuja distancia seria A + €1, £; tomado a
vontade. -

Sejam d; o distancia de p; a p}, €2 um nimero < d; e < 51; poderemos determinar

um novo par de pontos pe, p, cuja distancia ds seja < A + €. Continuando assim
obteremos uma sequéncia infinita de pares py, pi; pa, ph;- .. do conjunto E'E" admitindo
ao menos um ponto limite (pp’), em que os dois pontos componentes tenham por
distancia A. Ora p é um limite do conjunto de pontos pi, pa,... que pertencem a E; é
entao um ponto limite de F, e como este conjunto é perfeito, ele contém p. Mostra-se
de forma similar que £’ contém p’.

Além disso, A nao pode ser nulo; pois se fosse, os pontos p, p’ se confundindo, F e
E’ teriam um ponto comum, contrario & hipotese.

2

5. Diremos que um conjunto E limitado e perfeito é conexo se ele nao pode ser
decomposto em varios conjuntos perfeitos separados.®
O caréater distintivo de tal conjunto é o seguinte:

Entre quaisquer dois de seus pontos p, p', podemos sempre, qualquer que seja &,
intercalar uma cadeta de pontos intermedidrios, pertencentes ao conjunto dado, e tal
que a distdncia entre dois pontos consecutivos seja < €.

19 Esta condicao é necesséaria. De fato, suponhamos que para um ntimero dado
ela nao seja satisfeita. Associemos ao ponto p primeiro todos os de E cuja distancia
até p seja < €, depois os cuja distancia até um destes seja < ¢ e assim sucessivamente.
Os pontos assim obtidos formam um conjunto E;. Os outros pontos de E formam um
conjunto Fy, contendo ao menos um ponto, a saber p/, e cuja distancia até E; seja > ¢.
Além disso cada um dos conjuntos F;, Fs é perfeito. Seja de fato [y um ponto limite de
E,. Ele pertence a E que é suposto perfeito. Entao ele pertence a F; ou a Ey. Além
disso existem pontos de F; que distam menos do que € de [;. Entao ele pertence a E
e nao a Fs.

Seja por outro lado I, um ponto limite de E5. Ele pertence a E, e como existem
pontos de Fy que distam menos do que € de [y, ele nao pode pertencer a E;; entao ele
pertence a F».

8NDT. No original o termo usado é “ensemble d’une seul tenant” que significa “que se apresenta
em um s6 pedago, sem divisao”. Optamos por traduzir como conjunto conexo. Segundo Domingues,
um espago métrico (M, d) se diz desconezo quando existem dois conjuntos abertos G e H, ambos
nao vazios, de maneira que GN H = () e GU H = M. Um espago conexo ¢ um espago que nao ¢é
desconexo"(Domingues, 1982, p.133).
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2° Reciprocamente, esta condicao é suficiente. De fato, suponhamos E passivel de
ser decomposto em dois conjuntos perfeitos separados E; e FE»; sejam ¢ a distancia
entre eles, p; e py dois pontos tomados respectivamente em F; e Fs. Se 0s conectarmos
por uma cadeia qualquer de pontos intermediarios, esta cadeia conterd necessariamente
dois pontos consecutivos pertencentes, um a F;, o outro a 5. A distancia entre eles
serd entao > §; e a condicao do enunciado nao serd cumprida para os valores de ¢
menores do que 9.

A proposicao acima conduz a esta consequéncia:

Um conjunto E formado pela reunido de vdrios conjuntos conexos Eq, Es,..., em
que cada um tenha pelo menos um ponto comum com um dos precedentes, € conezo.

6. Um conjunto E conexo confunde-se com seu derivado E' (se ele ndo se compoe por
um s6 ponto).

De fato, E contém E’, por defini¢cdo. Mas, por outro lado, esté contido nele. Sejam,
de fato, p, p’ dois pontos arbitrariamente escolhidos em E. Podemos intercalar entre
eles uma cadeia de pontos pi, po,..., tais que a distancia de dois pontos consecutivos
quaisquer, ¢ notadamente a de p até p;, seja < €. Podemos entao, qualquer que seja
g, determinar em F um ponto p; cuja distancia até p seja < €. Entao p é um ponto
limite de E e pertence a £’

7. Seja E um conjunto limitado, formado pelos pontos p, p1,...; as distancias entre
estes pontos tomados dois a dois formam um méximo d, que chamaremos de didmetro
do conjunto F.

8. Busquemos, por outro lado, dar precisao a nogao de tamanho deste conjunto.

Este tamanho serd um comprimento, uma area, um volume, etc., dependendo se o
numero de dimensoes do conjunto ¢ 1, 2, 3,.... Suporemos, para fixar as ideias, que este
namero seja igual a 2. Cada ponto (u,v) de E podera ser representado geometricamente
sobre um plano pelo ponto em que u, v sao as coordenadas retangulares.

Decomponhamos este plano por paralelas aos eixos em quadrados de lados r. O
conjunto destes quadrados cujos pontos sao todos interiores a £ formam um dominio S
interior a E; o conjunto dos que sao interiores a £ ou que contenham um ponto de sua
fronteira formam um novo dominio S+ S’, ao qual E é interior. Estes dominios, sendo
formados pela reuniao de quadrados, tém areas determinadas, que podemos igualmente
representar por S e S + 5.

Facamos variar a decomposicao em quadrados, de tal forma que r tenda para zero:
as dreas S e S+ S’ tenderao para limites fixos.

19 De fato, consideremos, por exemplo, aquelas areas S para as quais r nao supera
um ntmero fixo; elas formam um sistema de niimeros positivos, evidentemente limitado,
e admitindo um méaximo A. Poderemos encontrar uma decomposicao determinada,
para a qual esta area leva um valor S; maior do que A —e. A fronteira F' de E e a do
dominio interior S; formam dois conjuntos perfeitos, com distancia ¢ diferente de zero
entre eles.
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Consideremos agora uma nova decomposi¢ao qualquer em quadrados de lado menor

do que —. A distancia maxima entre dois pontos de um mesmo quadrado serd < 4.

Entao todos os quadrados em que um ponto pertence a S; estardao inteiramente no
interior E. Logo o dominio S contera S, e sua area serd > A — ¢; mas, por outro lado,
ela ndo superard A. As dreas S admitem entao um limite igual a A.

29 Consideremos, por outro lado, as areas S + S’. Elas formam um conjunto de
niimeros positivos admitindo um minimo a. Existird uma decomposicao determinada
para a qual S 4+ S’ tomara um valor S; + S} menor do que a + €. Seja § a distancia
da fronteira de E até a do dominio S; 4+ S]. Consideremos uma outra decomposicao

qualquer em que 7 seja < 3 Todos os quadrados em que um ponto pertenca a E ou a

sua fronteira serao interiores a Sy + S]. Teremos entao
S+S58 <S5 +85 <a+e.

Mas, por outro lado, S+ 5" > a. Entao a é o limite das somas S + 5'.
Como temos sempre

S+58>8,

a serd pelo menos igual a A.
Chamaremos A de drea interior de E, e de a sua drea exterior. Se S’ tem por limite
zero, diremos que F é quadrdvel, e tem por drea a quantidade a = A.

9. Seja £’ um novo conjunto interior a E. Sua area exterior, e, a fortiori, sua area
interior, serao menores do que a area interior de E. Seja, de fato, § a distancia entre

)
as fronteiras de F e de E’. Se decompusermos o plano em quadrados de lados < T

é claro que todos os quadrados nao exteriores a E’, e assim os quadrados adjacentes,
serao interiores a . A area interior de E supera entao a area exterior de £’ em uma
quantidade pelo menos igual & soma das areas destes ltimos quadrados.

10. Suponhamos E formado pela reuniao de varios conjuntos parciais Fy, Es,..., e
consideremos uma decomposicao qualquer do plano em quadrados. Sejam respectiva-
mente S, Sy, So,... as somas dos quadrados interiores a E, Ey, Es,...; S, S}, S5,... a
dos quadrados que encontram as fronteiras daqueles. Todo quadrado interior a um des-
tes conjuntos Fy, Es,... é interior a F, e, por outro lado, todo quadrado nao exterior
a F é nao exterior a pelo menos um dos conjuntos E;, Es,...; teremos entao

S>814+ S+, S+5>85+S+S+5+--,

e ao limite
A> A +As+-, a<ai+as+---.

A, Ay, As,... e a, ay, asg,... representando as areas interiores e exteriores dos con-
juntos E, Fy, Es,.... Estas desigualdades tornam-se, além disso, em igualdades se os
conjuntos sao quadraveis.
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11. Podemos conceber uma infinidade de decomposicoes do plano em regioes ele-
mentares quadraveis Aoy, Aoy,. .., cujos didmetros nao superam um ntumero dado p.
Consideremos uma sequéncia qualquer de decomposicoes deste género, em que p tenda
para zero. A soma Ydo, estendida aos elementos interiores de E, terd por limite a area
interior a A.

Podemos, de fato, determinar uma decomposicao em quadrados, tal que a soma S
das areas dos quadrados interiores seja > A — ¢; seja d a distancia entre as fronteiras
de F e de S. Assim que p tornar-se < 4, todo elementos Ao que tem um de seus
pontos em S serd totalmente interior a F. Entao a area Y Ao conterd a area S e sera
> A —¢e. Mas, por outro lado, ela nao pode ultrapassar A. De fato, seja ¢’ a distancia

entre sua fronteira até a de F. Consideremos uma outra decomposicao em quadrados,
!

de lado < 3 Todos estes quadrados que tém um ponto comum com a area XAoc serao

interiores a E. Entao a soma S’ dos quadrados interiores ¢ > X Ao¢; mas ela nao supera
A.

Entao A é justamente o limite das somas X Ao.

Também vemos que a soma Y Ao, estendida nao somente aos elementos interiores
a F, mas também aos que encontram sua fronteira, tem por limite a area exterior a.

A soma Y Aoc, limitada aos elementos fronteiricos, serd entao nula se E é quadravel.

12. As consideragoes precedentes sao evidentemente aplicaveis aos conjuntos de um
numero qualquer de dimensoes. Poderemos determinar para cada um deles um tamanho
interior e um tamanho exterior. Se elas coincidem, o conjunto serd mensurdvel.

13. Terminaremos estas observacoes estabelecendo o seguinte teoremas:

Sejam u, v,... funcoes das varidveis independentes x, y,... que permanecem conti-
nuas quando x, y,. .. movem-se em um certo conjunto E; Seja F' o conjunto dos pontos
(u,v,...) correspondentes aos diversos pontos (x,y,...) de E.

19 Se E € limitado e perfeito, F' o serd igualmente;

22 Se E € conexo, F o serd igualmente.

Suponhamos, de fato, que E seja limitado e perfeito. Se F' nao é limitado, pode-
riamos nele determinar um ponto gy em que a soma

ul + Jol + -+

fosse maior que o numero dado qualquer L; depois um outro ponto ¢;, em que esta
soma de modulos fosse > 2L; um outro ponto ¢s, em que ela fosse > 4L,...; um novo
ponto g,, em que ela fosse > 2" L,.... Sejam p, p1,. .., Pn,... 0s pontos correspondentes
de E. Eles sao todos diferentes, pois u, v,... nao possuem mais do que um sistema de
valores em cada ponto de E. Seu nimero sendo infinito, eles admitem ao menos um
ponto limite 7, que pertence a E. A sequéncia pg, pi, ..., Pn, -.. conterd: 12 um ponto

Pz, tal que a distancia p,,m seja menor do que um numero fixo qualquer £; um ponto

. . . €

Dz, tal que a distancia p,, 7 seja menor do que pom, P17, ..., Pao,T € menor do que 5
. €

um ponto p,, tal que p,, 7 seja menor do que pyT,. .., Po, T € que T Os ponto pa,,
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Days- - -5 Pans- - - convergentes para m; além disso, os indices oy, aq,... crescem; entao
o, > N e asoma
Jul + o] 4+,

até o ponto q.,, serd ao menos igual a 2" L. Existira entao em E pontos tao proximos
quanto desejado do ponto , e para os quais |u| + |v| + - -+ serd maior do que todo
numero atribuivel. Este resultado ¢ absurdo; sejam, de fato, U, V... os valores de u,
v,... no ponto w. Poderemos, em virtude da continuidade admitida para estas funcoes,
encontrar um nimero 7 tal que, para todo ponto de E cuja distancia até 7 seja < 7,
u, v,... diferem de U, V,... em menos do que ¢; de onde deduzimos

lul + o]+ < |U|+e+|V]+e+---.

Resta provar que F' é perfeito, isto é, que contém seu derivado F’. Seja ¢’ um ponto
) 3

de F’, para o qual converge uma sequéncia infinita q,. .., ¢y,. .. de pontos de F. Sejam
D1y - -5 Pns- - - 08 pontos correspondentes de E. Eles admitem ao menos um ponto limite
m, pertencente a E. Na sequéncia pq,..., p,,..., podemos encontrar, como vimos, uma
sequéncia de pontos pag, Pays -« -5 Pays - - - que convergem para m, e onde os indices ay,
aq, ... crescem. Os pontos qug, - - -5 Ga,, - -- coOnvergirao ao ponto ¢’. Mas, em virtude
da continuidade, eles devem convergir para o ponto de F' que corresponde a 7. Entao
¢ pertencerd justamente a F' e corresponderd ao ponto 7.

Suponhamos enfim que E seja conexo, e mostremos que F' também é.

Sejam ¢ = (u,v,...) e Q = (U,V,...) dois pontos quaisquer de F’; p = (z,y,...) e
P = (X,Y,...) os pontos correspondentes de E. Podemos conecté-los por uma cadeia
de pontos intermediarios py, po,... tais que a distancia

|Thr1 — T + Y1 — Up| + -+

entre dois pontos consecutivos

Pr = (:L'kaykv R )7 Prk+1 = (xk—‘rlayk-‘rl? .. ')7

e a fortiori cada um dos modulos

‘xk+1 - $k|7 |yk+1 - yk’=

seja inferior a um dado nimero 7 qualquer.

Sejam uy, Vg,. . . os valores das funcoes u, v,. .. aos pontos x, Y,. . . . Como mostrou
M. Liiroth?, a continuidade sendo uniforme em todo dominio limitado e perfeito E,
podemos escolher 7 suficientemente pequeno para que, para todo valor de k, os modulos

U1 — g, V41 — Vi,
e por consequéncia sua soma, sejam menores do que uma quantidade e escolhida arbi-

trariamente. Ora esta soma representa a distancia entre os dois pontos

qr = (Umwm .. ) € qk+1 = (uk+1,0k+1, e )

Os pontos qi,..., @ formam assim uma cadeia onde a distancia entre dois pontos
consecutivos ¢ < . Entao nossa proposicao esta estabelecida.

NDT. Jacob Liiroth (1844 - 1910).
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4.4.2 Integrais definidas

14. Seja f(z,y,...) uma funcdo que conserva um valor limitado no interior de um
dominio F, suposto mensuravel.

Decomponhamos F em dominios elementares mensuraveis ey, es,.... Designemos
por M, m o maximo e o minimo da funcao f em F; por My, my seu maximo e seu
minimo em ey, e formemos as somas

S = ZMkek, S = kaek.

Como temos evidentemente
m < my, < My, < M,

S e s estarao compreendidos entre

MZek =ME e mZek:mE,

E seus modulos serao, no maximo, iguais a LFE, L designando o maior dos dois modulos
|M| e |m| (ou o méximo de |f| no dominio E).

M. Darboux mostrou que, se fizermos variar a decomposicao de tal modo que os
diametros dos elementos tendam para zero, S e s tenderao para limites fixos.

De fato, consideremos, por exemplo, as somas S. Seus valores formam um con-
junto limitado, que admite um minimo 7'; e poderemos determinar uma decomposicao

. . . €
particular Ay tal que a soma correspondente S; esteja compreendida entre T e T + 5

Sejam eq,. .., e, os elementos desta decomposicao, n o seu niimero; teremos

FE = Zek, Sl = ZMkek
1

Seja A uma outra decomposicao qualquer; nés distinguiremos nela dois tipos de
elementos: 12 aqueles que estao contidos inteiramente num dos elementos ey, e,,. ..,
digamos ey; designaremo-los por ey,. . ., ex,. . . ; 22 aqueles que se estendem sobre varios
dos elementos e;, es,...; designemo-los por €),..., €},.... Sejam enfim My, M| os
méaximos de f em ey;, €;; teremos evidentemente

My >m, My <M, M <M,
B=) e+ =) e
k,j 1 k
e enfim, para a soma S correspondente a decomposicao A,
S = Z Mkieki + Z Ml’e;,
ik 1
<D M) e+ My e
k 1 1

<SS =Y M(er—> ew | +MY ¢
K .

l

§T—|—g+(M—m)Z ek—zl:eki

k
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Por outro lado, T sendo o minimo das somas de .S, teremos
S>T.

Destas duas desigualdades resulta imediatamente a prova que, se o didmetro dos
elementos tende para zero, S tende para T. De fato, os dominios eq,..., e, sendo
mensuraveis, a diferenca entre e; e a soma Y ey dos novos elementos que lhes sdo
interiores tende para zero com o diametro destes elementos. Entao poderemos, apos
ter escolhido £ & vontade, que fixard o nimero n, designar um nimero ¢ tal que, se
todos os elementos tém um didmetro < ¢, cada uma das n somas

er — Zeki

7

torna-se menor do que
€

2n(M —m)

A partir de entao, S estard compreendido entre T e T + €.

Este namero fixo 7' = lim S se nomeia integral por excesso da funcao f(z,y,...) no
interior de FE.

Demonstramos do mesmo modo que as somas s tendem para o seu maximo t, que
serd a integral por falta de f(z,y,...).

Temos evidentemente 7" > t. Se T = t, a funcao serd integravel, T = t serd sua
integral, que poderéa ser representada pela notacao Sgf(x,y,...)de.

15. Se particionamos F em varios dominios mensuraveis Fy, Es,..., a integral, seja
por excesso, seja por falta, tomada em F, serd evidentemente a soma das integrais
tomadas nestes dominios parciais.

Vimos, além disso, que podemos determinar uma sequéncia de dominios mensura-
veis Fy,..., Es,... em que cada um seja interior ao seguinte e a F, e cujos tamanhos
tenham por limite o tamanho de E. A integral (por excesso ou por falta) tomada em E
serd o limite para o qual tende, para n = oo, a integral tomada em F,,; pois a diferenca
entre duas integrais é igual a integral tomada no dominio £ — E),, e seu mddulo, nao
podendo superar L(F — E,,), tende para zero quando n tende a co.

16. Admitimos, até o presente, que o dominio £ é mensuravel. Podemos agora su-
primir esta restricao. Podemos, de fato, considerar como limite de uma sequéncia de
dominios mensurdveis Ei,..., E,,... cujas extensoes convergem para um limite que,
por defini¢do, é a extensao interior de E. A integral (por excesso ou por falta) tomada
em [, tende para um limite; pois a diferenca entre as integrais tomadas em E,, e £,
tem seu moédulo no maximo igual a

L(En+p - En) < L(E - En)7

e tende para zero para n = co. Consideraremos este limite da integral tomada em FE,
como representando o valor da integral em F.
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17. Se uma funcao f(z,y,...) de n varidveis € integrdvel em um dominio E, de ta-
manho mensurdvel, o cdlculo da integral miltipla

I =5gf(x,y,..)de

se reduzird ao de n integrais simples sucessivas.

Para maior simplicidade, suporemos n = 2 na demonstracao. O campo FE serd
representado geometricamente por um conjunto de pontos (x, y) situados em um plano.

Os valores de y, aos quais correspondem os pontos de E, formam um conjunto li-
mitado F'. Seja n um deles; os valores de x que associados a n, fornecendo os pontos de
FE, formam um conjunto limitado G,. Nao podemos afirmar que G, tem um compri-
mento mensuravel, nem que a funcdo f(x,n) seja integravel 14; mas esta funcao sendo
limitada, poderemos sempre determinar no interior de G, sua integral por excesso e
sua integral por falta. Serdo funcoes de 7, que poderemos designar por J(n) e j(n), e
que sao limitadas no dominio F. Entao poderemos determinar no interior de F: 1° a
integral por excesso de J(n), que designaremos por K; 2° a integral por falta de j(n),
que designaremos por k. Como temos evidentemente J(n) > j(n), k serd no maximo
igual a integral por falta de J(n) e a fortiori no méximo igual a K.

Vamos mostrar, por outro lado, que K é no maximo igual & integral dupla /. Para
isto, decomponhamos o plano em retangulos infinitamente pequenos por paralelas aos
eixos. Aquele destes retangulos que é limitado pelas retas * = z;, * = x; +dx;, y = yg,
y = Yr+dyi tem por area dx;dyy; nos a designaremos por e;x, se ela é totalmente interior
a E, e por ¢, se ela contém um ponto da fronteira de £. Em cada um dos retangulos
eir, a funcdo f(z,y) admitird um certo maximo M;, e na por¢do dos retangulos e,
que pertencem a E ela nao poderd superar um nimero fixo M, igual ao maximo de
f(z,y) no dominio E.

O conjunto G, é formado pelos pontos comuns a E e a reta y = 7. As paralelas
ao eixo x que tracamos decompoem esta reta em segmentos e a integral J(n) é igual &
soma das integrais parciais tomadas no interior das por¢oes comuns aos seus diversos
segmentos e a E.

Suponhamos n compreendido entre y,. e y, + dyi, k tendo um valor determinado.
Seja e;; um destes retangulos interiores a F compreendido entre as retas y = y; e
Yy = Yk + dyx. O segmento da reta y = 1 contido neste retangulo tem por comprimento
dzx; e se encontra por inteiro em F; além disso, a fun¢ao f(z,y) em cada ponto deste
segmento tem um valor no maximo igual a M;,. O valor da integral correspondente
nao pode entao superar M;,dx;.

Seja, por outro lado, e}, um dos retangulos compreendidos entre y = y, e y =
Yk + dyr que encontram a fronteira de E. O comprimento (interior) da porcao da
reta y = n comum a este segmento e a E nao pode superar M; o valor da integral
correspondentes nao pode superar Mdx;.

Entdo o valor de J(n) ndo podera superar a quantidade

P = Z Midx; + M Z dx;,

a primeira soma se estendendo & dos retangulos e;x, e a segunda a dos retangulos e,
onde k tem o valor constante que supusemos.

Se entao designarmos por Iy o valor da integral por excesso de J(n) no intervalo de
N =1Yr an =y + dyg, teremos

I < prdyr, < ZMikeik + Mzeék-
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Cada um dos elementos dy interiores a F' d4 uma relacao desse género. Somando as
desigualdade obtidas, vira

ka < Z Mireq, + MZ €l

Observamos que na primeira soma do segundo membro figuram todos os retangulos
e; interiores a I, pois toda paralela aos z que corta um destes retangulos ou passa
a uma distancia de seu contorno inferior & distancia deste contorno até a fronteira de
E tem necessariamente pontos comuns com este dominio. De modo contrério, alguns
destes retangulos fronteiricos e}, poderdo nao estar presentes na segunda soma.

Passemos agora ao limite, supondo que as dimensoes dos retangulos decrescem
indefinidamente. O primeiro membro tera evidentemente por limite a integral K. A
primeira soma do segundo membro tera por limite a integral dupla Sg f(x, y) de, tomada
por excesso. A segunda tem por limite zero, se E é mensuravel, como supomos; pois
a soma total das areas dos retangulos fronteiricos tende para zero, assim como, por
razao mais forte, a soma Z e, se esta nao se estende para além de uma parte destes

ik
retangulos.

Vemos assim que a integral K é no méaximo igual & integral dupla Sgf(z,y) de,
tomada por excesso.

Demonstrariamos, por um razonamento muito semelhante, que a integral k é pelo
menos igual a esta mesma integral dupla tomada por falta.

Até o presente ndo fizemos nenhum uso da hipdtese de que a fungio f(z,y) é
integravel. Se ela é, as duas integrais duplas, por excesso e por falta, coincidem entre si,
e, consequentemente, com as integrais K e k. Ora cada uma destas pode ser calculada
por duas integracoes simples, efetuadas sucessivamente.!’

18. Seja f(x,y) uma fungao definida em todo o interior de um dominio F e que
permanece limitada em todo o dominio D mensuravel e perfeito contido neste interior,
sem no entanto desfrutar desta propriedade em todo o interior de E. Esta funcao
admitird em D uma integral por excesso e uma integral por falta, que representaremos
respectivamente por S}, f de e S% f de, ou, mais simplesmente, por S},, S%,.

Consideremos, por exemplo, a integral por excesso S},. Se nos fizermos variar o
dominio D de uma maneira qualquer, mas de tal modo que sua area tenha por limite
a area interior de E, poderemos concluir que a integral S}, tende para um limite
determinado. Diremos neste caso que este limite é a integral por excesso de f no
dominio E, e nos a representaremos por Sp.

A condigao necessaria e suficiente para que este limite exista é que a integral S},
tenda para zero quando D varia de uma maneira qualquer de tal modo que sua area

10(Nota do autor) A demonstracio acima supde que o dominio F ¢ mensuravel. Se ndo fosse, a
proposicao a estabelecer poderia nao se cumprir. Suponhamos, por exemplo, que F seja constituido
pelos pontos em que y > 0 < lex >0<1, sey éracional ouz < 0 > —1, se y é irracional, e
tomemos por funcdo a integrar uma constante c. A integral dupla Sg.dx dy serd nula, pois a area

interior de E é evidentemente nula. Mas, por outro lado, os dominios G, e F' tém um comprimento

igual a 1, teremos
/dn/ cda::/cdr]:c.
F Gy F
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tenda para zero: dito de outro modo que para todo nimero positivo € podemos fazer
corresponder um outro nimero § tal, que para todo dominio D (limitado, perfeito e
interior a F) de area menor do que 4, tenhamos

|Sh| < e.

De fato, suponhamos esta ultima condicao satisfeita e consideremos dois dominios
quaisquer D e D' (mensuraveis, perfeitos e interiores a F) tais que suas areas D e D’
difiram da area interior de F por uma quantidade menor do que ¢. Seja d o conjunto
dos pontos de D que nao pertencem a D’; d’ o dos pontos de D’ que nao pertencem a
D:; teremos evidentemente

d<E-D'<4, d<FE-D<},

D—-D=d-d
e, consequentemente,
S — Sp =Sk -S4,
1Sp = Sprl < 183l +[Sa] < 2e,
0 que prova a existéncia do limite SL.

Reciprocamente, suponhamos a condi¢ao nao satisfeita. Existirda uma quantidade
€ para a qual nao serd possivel determinar um dominio d, de &area inferior a uma
quantidade qualquer § e tal que a integral S} tenha seu modulo > .

Seja D um dominio mensuréavel e perfeito contendo d, interior a E e tal que £ — D
seja menor do que d. Se removermos do dominio D os pontos interiores a d, obteremos

um novo dominio D' = D—d cuja area D’ serd > E—2J. As duas areas D e D’ tenderao
ambas para F se fizermos decrescer §; mas a diferenca das integrais correspondentes

SL g — g

tera seu modulo igual a no minimo €. Entdo o limite S}, nao existira.

As consideragoes todas semelhantes se aplicam a integral por falta S%. Quando D
tende a F, ela poderd tender para um limite fixo S%; e a condigao necessaria e suficiente
para que assim seja é que tenhamos

lim S%, = 0,

quando a area tende para zero.

19. As duas integrais
Shfde, S%fde

sao, por definicao, os limites das somas
E Mk dek, E mi dek,
D D

em que My, my sao o maximo e o minimo de f no elemento infinitesimal de;. O méximo
Ly, do modulo de f neste elemento serd a maior entre as duas quantidades |My|, [myl;

teremos entao
’ ZMk d€K| S ZLk dek,
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‘ ka dek\ S ZLk de;w

|Spl < Splfide, |Sh| < Splflde.

Se entao, quando D tende para zero, temos

e passando ao limite

lim Sp|f| de = 0, (4.1)

teremos a fortiori
limS; =0, limS} =0, (4.2)

e os dois limites Sg, S% serdo determinados.

20. Vamos ver que, reciprocamente, as condigdes (4.2) resultam como consequéncia
necessaria da relagao (4.1)

Seja, de fato, f; uma funcao igual a f quando f é positiva, e a zero quando f é
nula ou negativa; teremos por hipdtese, para todo campo D de area inferior a um certo
nimero 9,

|SLfde| < e

e esta relacao devera subsistir para todo campo D; contido em D. Concluimos facil-
mente que a integral

S})fl de

nao pode superar €.

Decomponhamos, de fato, o campo D em elementos de; infinitamente pequenos;
sejam M, o maximo de f, My, o de f; no elemento dey.

Podemos tomar os elementos suficientemente pequenos para que a diferenca entre

as somas
> Mider, ) Mude

Shifde, Sp fide

seja menor do que um niimero arbitrario 7.

Assim seréd a fortiori se as somas e as integrais acima forem restritas a uma porcao
dos elementos dey,.

Ora My, ¢ igual a M} em todo elemento em que f toma valores positivos, iguais a
zero nos outros; teremos entao, designando por D; o conjunto de elementos do primeiro
tipo,

e seus minimos

Sll)fldegthkdek SZMkdek < Sp fde+n<e+n
D

Dy

e, fazendo tender 7 a zero,
Sll) fide < e.

Observemos em segundo lugar que, o maximo de f em um conjunto qualquer sendo
igual e de sinal contrario ao minimo de f, temos

S? fde = —Sp (—f)de.
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Por hipoétese, o primeiro membro tende para zero ao mesmo tempo que a area de
D: portanto o mesmo vale para o segundo; e se f, designa uma funcao igual a —
?
quando —f é positivo, a zero caso contrario, teremos, pelo que precede,

S}) fade <e.
Dito isto, temos evidentemente

|f| = fi + fo.

O méximo de |f| em um conjunto qualquer ¢ entdo no méaximo igual & soma dos
méaximos de f; e de fy; temos, consequentemente,

Sh|flde < Sh fide+ S} fode < 2e.
Entao se D tende a zero, teremos
lim S}, | f| de = 0.

Obtemos assim o seguinte teorema:

Para que as integrais, por excesso e por falta, da funcao f no dominio E sejam
ambas determinadas, é necessdrio e suficiente que a integral por excesso de |f| neste
mesmo dominio seja determinada.

Observaremos que neste caso a integral por falta de |f| em E é igualmente deter-
minada. De fato, a integral por falta

Sp|f1de

tem todos seus elementos positivos ou nulos e no maximo iguais aos da integral por
excesso Sh|f| de; ela tendera entdao para zero ao mesmo tempo que esta tltima, se D
tende para zero.

21. Sejam Dy, D,,..., D, uma série determinada, mas suscetivel de ser escolhida &
vontade, de dominios sucessivos (mensuraveis, perfeitos e interiores a E) tais que cada
um deles contenha o precedente e que a distincia maxima dos pontos da fronteira de
D,, até a fronteira de F tenda para zero, quando n tende para o co; a integral

Sp, | f|de,

serd positiva e crescerd com n. Se ela tende para o oo a0 mesmo tempo que n, a integral
SL|f| de nao podera ser finita e determinada. No caso contrario, ela tendera para um
limite finito A, que serd o valor da integral S |f| de.

De fato, seja D um dominio qualquer (mensuravel, perfeito e interior a E), cuja
area seja > FE — 0. Existe na sequéncia Ds,..., D,,... um dominio D,, contendo D
por inteiro, e teremos

S flde < S}, |flde < A,

Ponhamos, por outro lado,

San\f|de:A—5n
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e designemos por p, o maximo de |f| em D,,.
Designemos por d o conjunto de pontos de D,, que nao pertencem a D; a area deste
conjunto serd menor do que E' — D e a fortiori menor do que 9. Dito isto, teremos

Splflde > Sp, |flde — Sg|f|de > A— e, — pnd.

Tomando n suficientemente grande, e § suficientemente pequeno, poderemos torna-
lo menor do que toda quantidade dada, primeiro ¢, depois p,0. Teremos entao

. 1 o
lim S, || de = 4,

o que deveria ser demonstrado.

22. Sejam enfim F um dominio que ndo é limitado; f(z,y) uma func¢do definida neste
dominio, que admite, em todo o dominio A limitado e interior a £, uma integral por
excesso S}, ou uma integral por falta S%.
De acordo com o que vimos acima, a condicao necessaria e suficiente para que isso
assim o seja é que tenhamos
lime =0 ou limej =0
D=0 D=0
para todo dominio infinitamente pequeno D interior a A. E se estas duas condicoes
sao satisfeitas de uma vez, elas equivalerao a esta:

. 1 .
jljlgéSD|f|de—0.

Seja R a distancia minima dos pontos de E nao contidos em A até um ponto fixo,
a origem das coordenadas, se quisermos. Facamos variar A, de tal modo que R tenda
a oo; se a integral S} fde, por exemplo, tende para um limite fixo, este limite sera
chamado integral por excesso de f no dominio FE, e se representara por Sg f de.

Para que seja assim, é necessario e suficiente que a integral S} f de tenda para zero,
se fizermos variar A de tal modo que sua distancia até a origem tenda para oo.

De fato, suponhamos esta condigao satisfeita. Sejam A e A’ dois dominios quaisquer
contendo todos os pontos de E cuja distancia até a origem seja < R; sejam d o conjunto
de pontos de A que nao pertencem a A’; d’ o dos pontos de A’ que nao pertencem a
A; teremos evidentemente

S-S, =8 -8k,

e os dois termos do segundo membro tendem para zero para R = oco.

Suponhamos, ao contrario, que esta condicao nao seja satisfeita. Poderemos deter-
minar um nimero € tal que exista um dominio d, mensuravel, limitado e perfeito cuja
distancia até a origem seja maior do que toda quantidade dada, e para a qual a integral
S} f de tenha modulo > €.

Dito isto, sejam

A um dominio qualquer;
R a distancia minima dos pontos de E que nao pertencem a A até a origem;
p a distancia maxima dos pontos de A até esta mesma origem.
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Podemos, quaisquer que sejam R e p, determinar d de tal modo que sua distancia a
origem supere p. Dito isto, as integrais tomadas nos dois dominios A e A + d diferirdao
mais do que €, embora cada um dos dois contenha todos os pontos de E cuja distancia
até a origem ¢ < R. A integral SA ndo pode entao tender para um limite determinado
para R = oo.

Os mesmos razonamentos aplicam-se as integrais por falta.

Podemos enfim assegurar-nos, por consideracoes semelhantes as de ntimeros 19 a
21, que, para que as integrais por excesso e por falta sejam ambas determinadas, sera
necessario e suficiente que a integral por excesso do modulo de f seja finita.

4.4.3 Mudancas de variaveis

23. Sejam z, y e u, v dois pares de variaveis, ligadas pelas relagoes

ngb(uvU)v y:¢1(uav)'

Suporemos que para todos os pontos (u,v) de um dominio E: 1° as derivadas
parciais de ¢, ¢; permanecem continuas; 2° o jacobiano .J delas permanece diferente de
zero; 39 a dois pontos (u,v) distintos corresponde sempre dois pontos (x,y) igualmente
distintos.

Ao conjunto E de pontos (u,v) correspondera pelos pontos (z,y) um conjunto E;
e se (u,v) descreve um conjunto perfeito F; de tamanho mensurével, e interior a F,
(x,y) descrevera um conjunto perfeito Ff, interior a E’.

Sejam agora (u,v) um ponto de Ey; (u+du,v+dv) = (U, V) um ponto infinitamente
vizinho; (z,y) e (r + Az, y + Ay) = (X,Y’) os pontos correspondentes; teremos

Ax = @du+ @dv—i- Rdu+ Ry dv
du dv
=dr + Rdu+ Ry dv,

d d
Ay:ﬂ—l—ﬂdv—i—Rgdu—l—Rde
du dv

=dy + Ry du+ Ry dv,

R, Ry, Ry, R3 tendendo uniformemente para zero com du, dv em todo o dominio Fj.
Se entdo |du| e |dv| permanecem menores do que um niimero fixo r convenientemente

escolhido,
|Ridu+ Rydv| e |Rydu+ Rydvl

serao menores do que e[|du| + |dv]].
Ponhamos

ds® = du® + dv?, Ao? = Az? + Ay?,  do® = da* + dy?;
do

— serd em F; uma funcao continua de u, v, du, dv, homogénea e de grau zero em

reﬁa@éo a estas dltimas quantidades e sempre positiva. Ela admitird entao um maximo
M e um minimo m, ambos positivos.

Por outro lado, Ao — do é no maximo igual a distancia entre os pontos (z+ Az, y+
Ay) e (x+dx,y + dy) que é no méximo igual a soma de suas projegoes |R du + Ry dv|
e | Ry du + Ry dv|, quantidade < 2e[|du| + |dv|] < 4e ds.
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A relac Ao da+Aa—da
relagio — = — + —
¢ ds ds ds

numeros fixos M + 4e e m — 4e.
Dito isto, admitamos que o ponto (U, V') descreve um quadrado @) de lado infinita-

mente pequeno p contendo o ponto (u,v). O ponto

estard entao sempre compreendida entre os dois

(z +dz,y + dy)

descrevera, como dito, um paralelogramo P de area |.J|p* e cujo perimetro p ser4 menor
do que (M + 4¢)4p. Quanto ao ponto

(X,Y) = (z+ Az, y + Ay),

sua distancia até o precedente ndo podera superar 2¢[|du| + |dv|], quantidade cujo
maximo € 4ep

Entao se construimos dois novos paralelogramos P’ e P”, um interior, o outro
exterior a P e cujos lados sejam distantes dos de P na quantidade 4ep, a regiao R
descrita pelo ponto (X,Y’) contera P’, mas sera contido em P”. Ora a diferenca entre
as areas de P’ e de P” é evidentemente igual a 2.4ep.p e consequentemente menor do
que (M +4€)32ep®. Cuja area [exterior ou interior'!] de R é igual a [|.J|+¢']p?, € sendo
infinitamente pequeno, menor do que

(M + 4¢)32¢.

Disso resulta que o dominio E] descrito por (X,Y’) quando (U, V') descreve o do-
minio F; é quadravel. De fato, E; o sendo, por hipotese, a soma das areas dos qua-
drados @) de lado infinitamente pequeno p que encontra sua fronteira F' serd infini-
tamente pequena. A cada um dos dois corresponde um paralelogramo P”, de area
[|J] + &']p* = [|J| + €']Q. O conjunto destes paralelogramos P” formara um dominio
perfeito envelopando a fronteira F’ de E] e cuja area serd no maximo igual & soma das
areas dos paralelogramos P” (estes podendo se sobrepor uns aos outros). Designando
entao por p o maximo de |J| em Ej, teremos evidentemente

S P < pt (M +42)32¢] ) Q,

quantidade que tende para zero ao mesmo tempo que Z Q.

24. Seja agora f(r,y) uma funcdo de x, y limitada no dominio Ej. Ponhamos
f(é,01) = F(u,v). A integral, seja por excesso, seja por falta, de f(z,y) no domi-
nio F' é igual a integral correspondente de F'(u,v)|J| no dominio Ej.

De fato, decomponhamos o plano de u, v em quadrados de lado p infinitamente
pequenos; sejam Q) um destes quadrados interior a E, R; o elemento correspondente
de Ei e consideremos, por exemplo, as integrais por excesso. Sejam M) o méaximo de
F(u,v)|J]| em Q; M}, o de f(x,y) em Rj. Temos que mostrar que as duas somas

> MQr, > MR,

tém o mesmo limite.

1 (Nota do autor) Estas duas 4reas sao iguais, mas ainda nao estabelecemos isso
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Ora, seja Jy o valor de J em um ponto (uy,vy) escolhido arbitrariamente no qua-
drado @i, teremos, como vimos acima,

Ry = [|Jx] + 1] Q.

g} sendo menor do que (M + 4¢)32¢.

Por outro lado, o maximo de F(u,v) = f(z,y) em Qi é evidentemente M]; e o de
F(u,v)|J]| é igual a My, v sendo uma quantidade intermediaria entre o maximo Ny e
o minimo ny de |J| em Q. Além disso |J| sendo continua em Fj, podemos escolher p
suficientemente pequeno para que a diferenca entre as quantidades Ng, ng, e a fortiori
a das quantidades vy e |Ji|, seja menor do que uma quantidade arbitraria ”.

Dito isto, teremos
Z MRy — Z M.Qx,
SOl + )Mk — 3 M Qs
D [kl + &), — ] My Qs

Ora, se p tende para zero, |Ji| — v, e €} tendem uniformemente para zero, |M||
permanece abaixo de um limite fixo; enfim Z Q) tem por limite a drea de F. Portanto
a diferenca tende para zero.

Admitimos até o presente que, em todo o interior de E, as derivadas parciais de ¢,
¢1 permanecem continuas, e que o jacobiano delas nao seja nulo. Suponhamos agora
que isto deixe de ser satisfeito em certos pontos de E, mas que o conjunto de pontos
de E’ que corresponde a estes pontos de excecdo tenha uma area nula. Poderemos,
qualquer que seja d, determinar um dominio F’ de area menor do que ¢, encerrando
em seu interior todos os pontos deste tltimo conjunto.

Seja G o dominio obtido ao subtrair de E] todos os pontos interiores a F’'. O
teorema serd aplicavel ao dominio G; teremos entdo, designando por G; o dominio
descrito por (u,v), quando (x,y) descreve G7,

Sar f(x,y)dx dy = Sa, F(u,v)|J| dudv.

Suponhamos que facamos decrescer indefinidamente o dominio F'; Gy e G| tendera
respectivamente para E; e F'; e, se a func¢ao f é limitada, como supusemos, no dominio
FE1, que é limitado, o primeiro membro tendera para o limite fixo Sg fdzdy. Entao o
segundo membro tenderd ao mesmo limite, e teremos

Sgr f(x,y) dedy = Sg, F(u,v)|J|dudv.

Facamos enfim tender E] para Fj. Se o primeiro membro desta igualdade tende para
um limite fixo, que serd, por definicdo, Sgf(x,y)dxdy, o segundo membro tendera
também para um limite fixo, e teremos

Sg f(x,y)drdy = Sg F(u,v)|J| dudv.

Em resumo, para que esta formula de transformacao seja aplicivel, é suficiente,
€cOmo vimos:

12 Que a cada ponto (z,y) corresponde um s6 ponto (u,v), e reciprocamente;

29 Que as derivadas de ¢, ¢, sendo usualmente continuas e o jacobiano .J usualmente
diferente de zero, o conjunto de pontos de E’ que poderiam fazer excecao a esta regra
tenha uma area nula;

3° Que a integral a transformar Sg/ f(z,y) dr dy tenha um valor finito e determi-
nado.



Consideracoes finais

Buscamos narrar a historia de como o rigor no calculo integral se manifestou durante
o século 19. Mas temas historicos dificilmente se esgotam e sempre ha novas descobertas
e reinterpretacoes que o acrescem. A seguir discorremos um pouco sobre o que fica por
ser investigado acerca do tema.

Pelo menos duas figuras ilustres nessa histoéria foram preteridas, justificado pela
falta de espaco de tempo para cumprimento dos prazos do doutorado. A primeira delas,
presente nas historiografias, e que nao teve seu tratado analisado aqui, foi o francés
Jean-Gaston Darboux (1842 - 1917), que revisitou e poliu a estrutura da integral de
Riemann, adicionando a ela conceitos que, além de terem sido citados por Jordan, sao
relembrados ainda hoje nos cursos de andlise. Fica para pesquisas futuras a anélise
epistémica e contextual do tratado Mémoire sur les Fonctions Discontinues de 1875,
de autoria de Darboux, junto a um levantamento historiografico do tema. Tal pesquisa
complementaria a presente tese por fornecer mais um marco do rigor na teoria das
integrais ocorrido no século 19. Outra figura que ficou de lado foi o francés André-
Marie Ampére (1775 - 1836), que ja lecionava a disciplina andlise na EP, quando
Cauchy 14 entrou; ambos alternaram a docéncia desta disciplina por vérios anos. A
relagao deles é citada por Schubring (2005) como amigavel e de influéncia reciproca.
Ainda segundo o autor, ele também teria trabalhado com o conceito de rigor. A
pergunta que sintetiza todas as questoes que surgem disto é: como Ampére lida com
as integrais definidas? Tais pesquisas, sem divida, complementariam a presente tese,
fornecendo mais informagoes sobre como o rigor do século 19 se manifestou no célculo
integral.

O trabalho em torno de Cauchy envolve ainda um mergulho mais profundo em sua
obra. Seu calculo integral envolve mais temas envolvendo a “conciliacao entre o rigor
e a simplicidade no uso dos infinitamente pequenos”. Um deles é o tratamento que faz
da formula de Taylor. Na apresentacao de seu Résumé Cauchy diz ter devolvido tal
formula ao calculo integral, por julgar que os desenvolvimentos de funcoes em séries in-
finitas deveriam ser rejeitados quando estas séries ndo sao convergentes (Cauchy, 1823,
p. v). Esta afirmagdo envolve uma critica ao “ilustre autor da Mécanique analytique”,
que uma pesquisa rapida indica ser Joseph Louis-Lagrange (1736 - 1813). Ora, apren-
demos em cursos de andlise da atualidade duas versoes da dita formula: uma com resto
de Lagrange e outra com resto integral. Seria este resto o mesmo criado por Cauchy?
Se for, porque nao leva seu nome? O tema me instiga a aprofunda-lo e dele pretendo
me ocupar nas proximas investigagoes.

Voltando-nos para o vastissimo campo da Educacao Matematica, temos uma pro-
posta de pesquisa que refere-se ao ensino de andlise e quici de calculo. A experiéncia
como aluno e como docente da referida disciplina me fez perceber uma acentuada au-
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séncia de graficos nos livros que dela tratam. Julguei por muito tempo que isso era
ocasionado pela impossibilidade de visualizé-los. Em algumas aulas que tive a oportu-
nidade de ministrar me vi impulsionado a verificar se um dado exemplo de funcao com
infinitas descontinuidades nao seria visualizavel. O exemplo em questao era a funcao

1
f :[a,b] — R dada por f(x)—OsexeR—Qef(g) = -, emquegéumafra(;éo
q q q

irredutivel com ¢ > 0 e p # 0. Nao logrei construi-lo, mas encontrei-o por acaso.
Uma rapida pesquisa revela que a referida funcao é atribuida ao alemao Carl Johannes
Thomae (1840 - 1921) e o fato dela ser integravel na teoria de Riemann indica mais
um possivel campo para investigacao da manifestacao do rigor no calculo integral no
século 19. A Figura 4.4 representa tal grafico.

Figura 4.4: Funcao de Thomae.
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae%27s_function. Acesso em 18 jul 2022.

Mas este exemplo junto ao grafico da funcao de Riemann nos leva a indagar quais
outras fungoes comuns nos livros de analise seriam visualizaveis. Isso gera todo um
trabalho de mapeamento destas fungoes e construcao de seus graficos, convidando o
campo de investigacao das tecnologias digitais na educacao. A producao de recursos
didaticos parece ser muito fecunda para o ensino de analise. Eventualmente um livro
todo ilustrado para a disciplina pode vir a surgir. Isto nao necessariamente comple-
mentaria a presente tese, mas origina-se dela com a construcao do grafico da funcao de
Riemann que aqui fazemos.

Por fim julgamos necessario falar a respeito das traducoes a serem feitas para en-
riquecer o campo de investigacao historica no Brasil. Nossa investigagao foi feita com
o auxilio de traducgoes das fontes utilizadas que, longe de substituir as originais, for-
necem um apoio inestimavel ao pesquisador em histéria. No entanto nao encontramos
muito material traduzido para a lingua portuguesa. Leibniz, Cauchy e Riemann sao
importantes figuras para o calculo, e traducoes de suas obras contribuiriam muito com
a investigacao histoérica no Brasil. Assim h4 um campo vasto para futuros trabalhos.

O que descrevemos sao continuacoes naturais do que foi realizado e apresentado
nesta tese, podendo ser acrescido por muito mais ideias e projetos. Esperamos ter
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mostrado com isso que nossa pesquisa é fecunda em diversas frentes no campo das
inter-relacoes entre Historia e Educagao Matematica.
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