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Resumo

O Problema do Alto Numero de Weissenberg (HWNP) consiste na ocorréncia de um
colapso dos esquemas numeéricos aplicados na solugao da equacao constitutiva para flui-
dos nao-Newtonianos, que pode acarretar no surgimento de instabilidades ou na nao-
convergéncia da solu¢ao. No decorrer de décadas, vérios estudos dedicaram-se a identi-
ficar as causas e desenvolver métodos estabilizadores deste problema. Uma formulagao,
chamada nucleo-conformagao, ganhou destaque na literatura e admite o uso de trans-
formagoes aplicadas ao tensor conformagao, preservando suas propriedades necessarias
para garantia da convergéncia dos métodos. Desse modo, o objetivo do presente traba-
lho é aplicar a formulagao nicleo-conformagao como técnica estabilizadora do Problema
do Alto Numero de Weissenberg no escoamento de Poiseuille bidimensional para fluido
incompressivel e viscoelastico do tipo Giesekus, a fim de investigar a estabilidade hidro-
dindmica desses escoamentos, observando a amplificagdo e/ou amortecimento das ondas
de Tollmien-Schlichting na transi¢ao laminar-turbulenta. Simulagoes numéricas foram
realizadas utilizando a Simula¢ao Numérica Direta com diferentes técnicas de estabiliza-
¢ao, variando os parametros adimensionais para o escoamento de fluido viscoelastico e
comparando com simulag¢oes de fluidos Newtonianos.

Palavras-Chave: Problema do Alto Numero de Weissenberg, Tensor Conformagao,
Stmulacao Numérica Direta, Fluido Viscoeldstico.






Abstract

The Weissenberg High Number Problem (HWNP) consists in the collapse of the nume-
rical schemes applied in the constitutive equation solution for non-Newtonian fluids, which
can cause instability or non-convergence of the solution. Over time, several studies have
focused on identifying the causes and developing stabilizing methods for this problem. A
formulation, called kernel-conformation, has highlight in the literature and admits the use
of transformations applied to the conformation tensor, preserving its properties necessary
to guarantee the convergence of the methods. Furthemore, the aim of the present work
is to apply the kernel-conformation formulation as a stabilizing technique of the High
Weissenberg Number Problem in two-dimensional Poiseuille flow of incompressible and
Giesekus viscoelastic fluid, in order to investigate the hydrodynamic stability of these
flows, observing the amplification and/or damping of Tollmien-Schlichting waves in the
laminar-turbulent transition. Numerical simulations were performed using different sta-
bilization techniques, varying the dimensionless parameters for the viscoelastic fluid flow
and comparing with simulations of Newtonian fluids.

Keywords: High Weissenberg Number Problem, Conformation Tensor, Direct Nume-
rical Stmulation, Viscoelastic Fluid.
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CAPITULO

1

Introducao

A Dinadmica dos Fluidos Computacional é a area da computacao cientifica que estuda
métodos computacionais para simulacao de fenémenos envolvendo o movimento de flui-
dos [19], sendo cada vez mais empregada como ferramenta para modelagem e simulagao
de escoamentos que tem interesse dentro da industria. Tal relevancia esta presente nos
setores quimicos, alimenticios, petroliferos, aeronauticos e inclusive na medicina. Den-
tre as aplicagoes industriais o comportamento das propriedades reoldgicas sao de grande
importancia no processamento e fabricagao de produtos poliméricos, por exemplo [47].

Uma dessas propriedades é a viscoelasticidade — caracteristica de materiais que ret-
nem propriedades viscosas e eldsticas ao mesmo tempo. Os materiais viscoelasticos re-
presentam uma parte dos fluidos conhecidos como nao-Newtonianos e apresentam alguma
resisténcia a deformacao ou ao escoamento uma vez submetidos a certa tensao.

A literatura registra o desenvolvimento de varios modelos constitutivos de fluidos
viscoelésticos, tais como os diferenciais de Maxwell [5], 37|, Oldroyd-B [8, [37, 40, [41],
White-Metzner [53], Giesekus [22], Leonov [33], FENE-P [6], FENE-CR [11], PTT [39, 41]
e derivados, Pom Pom [31] e derivados; e os modelos integrais: Maxwell [29] e K-BKZ
[34, 35]. O modelo de Maxwell foi uma das primeiras tentativas de descrever o efeito da
viscoelasticidade de um determinado fluido. Esse modelo incorpora a ideia de um fluido
que apresenta caracteristicas tanto de um soélido eléstico Hookeano, como de um fluido
viscoso Newtoniano.

Este trabalho em particular dedica-se a investigacao da estabilidade hidrodinamica do
escoamento [7], com o objetivo de prever mudangas que ocorram no regime de escoamento
laminar de um fluido levando-o potencialmente ao regime turbulento. Este processo,
conhecido como transicao laminar-turbulenta, é extremamente complexo e na atualidade
ainda nao é completamente compreendido, principalmente para escoamentos de fluidos
nao-Newtonianos.

H& muitos trabalhos de escoamentos em canais de fluidos viscoelasticos na litera-
tura. Os escoamentos de Poiseuille e de Couette sao geralmente utilizados como testes de
benchmark para as novas equagoes constitutivas [24, 22, [52], havendo muito interesse em
instabilidades nesse tipo de escoamentos viscoelasticos [26], 25, 43, [44], 23, 9] 2 56]. No en-
tanto, ainda hoje, o escoamento de Poiseuille nao foi amplamente estudado, tendo algumas
questoes sem respostas, principalmente na area de estabilidade de fluidos viscoelésticos.

Existem diversas grandezas adimensionais em Mecéanica dos Fluidos que podem ser
empregadas para caracterizar um escoamento. Um dos parametros adimensionais que
esté relacionado ao escoamento de fluidos viscoeléasticos é o nimero de Weissenberg, que
quantifica a relacao entre o tempo de relaxacao do fluido e um tempo de relaxagao caracte-

19



1. Introducao 20

ristico do escoamento. Em outras palavras, este parametro mensura o nivel de elasticidade
em uma determinada condicao de escoamento.

Apesar do impetuoso esforgo e notavel progresso na simulagao de escoamento de fluidos
viscoelésticos, problemas de instabilidade numérica vem surgindo juntamente com estes
avangos [38]. Em especial, uma dificuldade esta diretamente relacionada com o parametro
anteriormente mencionado, conhecida como Problema do Alto Numero de Weissenberg
ou em inglés “High Weissenberg Number Problem” (HWNP).

O HWNP consiste no fato de que os esquemas numéricos utilizados para simulagoes de
escoamentos viscoelasticos entram em colapso a partir de certo valor critico do niimero de
Weissenberg, que depende em geral de fatores como o tipo de escoamento, a geometria do
problema, o esquema de discretizagao espacial e o algoritmo numérico [12]. A questao é
que este valor critico ¢ bastante baixo se comparado aos valores de interesse pratico, como
por exemplo, aqueles que podem ser atingidos em escoamentos tipicamente encontrados
no processamento de materiais poliméricos [3].

Apesar de pouco compreendido, uma das causas do HWNP do ponto de vista numérico
esté relacionada a perda da positividade dos tensores. Segundo Dupret e Marchal [13],
o carater evolutivo de um sistema é um requisito que deve ser mantido, independente do
modelo considerado. E mostraram ainda que um dos critérios que devem ser satisfeitos
para que isto ocorra esta relacionado & positividade do tensor extra-tensao.

Uma abordagem que emergiu na tentativa de solucionar o problema relacionado ao
alto nimero de Weissenberg formula o modelo a partir do tensor conformagao, devido
as suas propriedades de ser simétrico e definido positivo [27, 28]. Hulsen [28] também
evidenciou a importancia de que as boas propriedades deste tensor nao fossem violadas,
caso contrario instabilidades numéricas poderiam surgir. Neste mesmo trabalho, provou
que o tensor conformacao permanece simétrico e definido positivo se assim for inicializado.

Neste sentido, Vaithianathan e Collins [51] apresentaram dois métodos a partir da
construcao de equacgoes evolutivas para o tensor conformacao. O primeiro, chamado de
decomposigao espectral, concentrou-se em escrever uma equagao de evolugao para os au-
tovalores e autovetores do tensor, enquanto que o segundo método consiste na construgao
de uma equacao evolutiva para a matriz triangular inferior derivada da decomposicao de
Cholesky aplicada ao tensor conformacao.

Segundo Vaithianathan e Collins [51], com esses métodos evitou-se muitos problemas
observados em simulagoes anteriores, e ainda, garantiu-se a expansao da gama de para-
metros que poderiam ser simulados. Mais tarde, os métodos que haviam sido aplicados
ao modelo FENE-P também foram testados para os modelos Oldroyd-B e Giesekus [50].

Os trabalhos de Fattal e Kupferman [15, [16] também ganharam destaque devido &
construcao de uma equacao constitutiva em termos do logaritmo do tensor conformacao.
De acordo com os autores, a transformacao logaritmica remove instabilidades que levaram
os célculos numéricos a explodir ou os solucionadores lineares a nao convergirem [15].

Uma outra formulagao baseada na decomposi¢ao do tensor conformagao foi apresen-
tada por Balci et al. [4]. Desta vez, a ideia foi aplicar uma decomposi¢ao do tipo raiz
quadrada ao tensor conformacao. Segundo os autores esta técnica é facilmente implemen-
tada em simulagoes numeéricas diretas, resultando em vantagens praticas significativas em
termos de precisao e estabilidade.

Recentemente, Afonso et al. [I] apresentaram uma transformacgao nucleo genérica
do tensor conformacao para uma grande classe de modelos constitutivos diferenciais.
Essa técnica, que ficou conhecida como “kernel-conformation” engloba as formulacoes log-
conformacao proposta por Fattal e Kupferman [15] [16] e raiz quadrada-conformagao suge-
rida por Balci et al. [4]. Os autores concluiram que a eficiéncia numérica desta formulagao
em problemas com ntmero de Weissenberg elevado esta relacionada ao comportamento
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caracteristico da funcdo nucleo (“kernel”) selecionada e, em particular, & sua capacidade
de equilibrar numericamente o crescimento exponencial e a conveccao do campo do ten-
sor conformacao. Naturalmente, também é relevante preservar a propriedade definida
positiva do tensor conformacao.

Apesar disso, nenhum destes trabalhos estuda o fenémeno de transicao laminar-turbu-
lenta, e nem dedica-se a realizar analise de estabilidade para problemas com alto ntimero
de Weissenberg. Neste contexto, este trabalho tem como principal objetivo aplicar a
transformacao nucleo-conformagao no escoamento de Poiseuille incompressivel, bidimen-
sional, de um fluido viscoelastico, em especial, do modelo Giesekus. Com isso, permite-se
investigar o fenémeno de transi¢cao para a turbuléncia por meio da técnica de Simula-
¢ao Numérica Direta, a fim de analisar a estabilidade do escoamento do fluido Giesekus
simulado com altos niimeros de Weissenberg.

O texto esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo[2]sdo apresentadas as equa-
¢oes governantes para um escoamento bidimensional, incompressivel e isotérmico, para
fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano, com énfase no modelo viscoelastico Giesekus. As
equacgoes a principio sao apresentadas na sua forma dimensional, e o processo de adimen-
sionalizacao também é mostrado. Ainda neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento
da formulagao vorticidade-velocidade utilizada na Simulagao Numérica Direta.

No Capitulo[3lapresenta-se a técnica nicleo-conformagao para estabilizagao do HWNP,
que foi desenvolvida por Afonso et al. [I] e que é explorada neste trabalho por ser mais
abrangente e por considerar outras decomposi¢oes como casos particulares. Mais deta-
lhes sobre as formulacoes baseadas na decomposicao logaritmo-conformacao apresentada
por Fattal e Kupferman [I5] [16] e decomposi¢ao raiz quadrada-conformagcao desenvolvida
por Balci et al. [4], apesar de nao serem objeto de estudo neste trabalho, podem ser
encontrados nos Apéndices e , respectivamente.

Posteriormente, no Capitulo [4] constam os métodos numéricos utilizados para a solugao
das equacoes governantes aplicando a técnica de Simulagao Numérica Direta. No Capi-
tulo [5| sdo apresentados os resultados numeéricos obtidos utilizando a Simulagao Numérica
Direta: a verificacao do cdédigo implementado, através da comparacgao com resultados do
modelo Oldroyd-B, e a analise da estabilidade, com variacao dos parametros adimensio-
nais. E finalmente, no Capitulo [f] sdo apresentadas as conclusdes do trabalho, e também
algumas perspectivas de continuidade deste estudo.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao apresentadas as equagdes governantes para escoamentos incom-
pressiveis e isotérmicos. A principio, descreve-se o modelo Newtoniano, antes de tratar
do modelo nao-Newtoniano de interesse. Em particular, a equacao constitutiva do mo-
delo viscoeléstico Giesekus, considerado neste trabalho é apresentada. Tendo em vista
ainda o tratamento numérico das equagoes e o processo de caracterizacao do escoamento,
todas as equagoes sao adimensionalizadas. Finalmente, uma abordagem sobre a formu-
lacao vorticidade-velocidade utilizada posteriormente na Simulacao Numérica Direta é
realizada.

2.1 Equacoes Governantes

Considerando um escoamento incompressivel e isotérmico, as equacoes governantes
sao dadas pelas equagoes da continuidade e de Navier-Stokes (conserva¢ao do momento),
respectivamente,

V-u=0, (2.1)
Ju
p[a—kv-(uu) ~-V.o. (2.2)
Em um sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais xOy, observa-se que t é
o tempo (t > 0), u = [u,v] representa o campo de velocidade com u = u(z,y,t) e

v = v(x,y,t) sendo suas componentes ao longo das coordenadas x e y, respectivamente,
p ¢ a densidade do fluido que é constante devido ao escoamento ser incompressivel e
o =o(x,y,t) é o tensor tensdo total, definido por

o=1—pl, (2.3)
onde p = p(x,y,t) é a pressao, I é o tensor identidade e 7 = 7(z,y,t) é o tensor simétrico
das tensoes T = | T2

Ti2  T22

2.1.1 Modelos Newtoniano e nao-Newtoniano

Algumas caracteristicas dos fluidos que estao relacionadas com suas propriedades fisi-
cas sao capazes de influenciar certos fatores que sao relevantes em um escoamento, como

23
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por exemplo o fluxo do material, a taxa de deformacao, etc. Essas caracteristicas sao im-
portantes do ponto de vista que classificam os fluidos em Newtoniano e nao-Newtoniano.

porcional ao tensor taxa de deformacao, isto é,

T = 2775D>

No modelo do fluido Newtoniano, o tensor simétrico das tensoes é linearmente pro-

(2.4)

sendo 7, a viscosidade do solvente Newtoniano, enquanto D é o tensor taxa de deformacao

D= %(Vu +(Vu)").

Em coordenadas cartesianas bidimensionais, este tensor pode ser escrito

ou Ou ou Ov 26u 8u+6v

_ 1| 9z oy ar ar || _1 or Oy Oz
Pzl o ov |+ 0 9| =5 o Tou "o
or Oy dy Oy or Oy dy

Agora, substituindo (2.4) em ([2.3)) é possivel calcular o divergente present

do momento ([2.2)) dado por

(2.5)

como

(2.6)

€ na equacao

Vio = V-(r—pIl)=V-2nD —pI)=
28u ou  Ov
o 0 1 or 0y o o 9 1[p o0
- 9 90 |3 | 0 0 1 ar ou -
Jr 0Oy 2| 9v  ou 9 Y Jxr Oy 0 p
or 0Oy oy
| N T
_ Q ﬁ ox oy Ox | 2 2 p 0] _
e | Oz Oy @ @ v ox Oy 0 p
or 0Oy dy
[P 0 (0 ou 2 0 (ou o0\ [ o)
— | %22 "oy \ox T ay) ‘o2 T or \oy  or or oy |
B _282u+820+82u 820+82u+82v}_[@ @]_
- | 0x2  Oyoxr  0y? Oy?  Oxdy  Ox? ox Oy |
Pu 0 [Ov Pu 0% 0 [Ou *v op Op
= | 225+ )| +55 225+ )+5 |- | = = |-
| 0z Ox \ Oy dy?  Oy?> Oy \Ox 0x? oxr 0Oy
. - o ou ov
Segue diretamente da equagao da continuidade que i —a—y. Dessa forma,
algumas substitui¢oes permitem escrever
[ 0%u O [Ou Pu 0% 0 [Ov v op Op
Vo =n|25—7 (7 )+55 25— |~ )+ |- | == = |=
| 022 Ox \Ox oy?  oy: Oy \ Oy 0x? oxr 0Oy
[ 0%u  O*u  Pu 0P 0*v O op Op }
e B 2 J— 2 J— —_ —_— —_— =
1 | O0x?  Ox? * oy?  o0yr  0y? * 0x? } { oxr Oy
B _82u+82u 0% 820}_{@ @]
~ B 92 T a2 By Ba? oz ay |

Desenvolvendo o lado esquerdo da equagao do momento (2.2), segue que



2. Formulagao Matematica 25

p(%_?w_(uu)) :pq % % ] + { a;“f +ag;;> ag;m ﬁg’yw D

Portanto, em coordenadas cartesianas bidimensionais, a equagao do momento nas
direcoes x e y pode ser escrita, respectivamente, como

ou  Olww) o)) _ _Op [OPu  Ou
Plot ™ o ay | = or ™oz a2

ov  O(ww) O(wv)|  Op v 0™
p{aﬁ or oy | oy "o T an (28)

além da equagao da continuidade, que é dada por

@ + @ =0. (2.9)
or 0Oy
Para os fluidos que nao apresentam uma linearidade entre a taxa de deformacao e a
tensao de cisalhamento sao propostos modelos que variam de acordo com seu comporta-
mento reologico. Fluidos desse tipo sao chamados nao-Newtonianos e possuem viscosidade
dinAmica variante de acordo com a taxa de deformacao aplicada.
Em muitos modelos propostos para fluidos nao-Newtonianos, o tensor das tensoes é
definido como a soma da contribuicao Newtoniana e da contribuicao nao-Newtoniana.
Para fluidos viscoelasticos, define-se o tensor como sendo [47]

(2.7)

T=2nD+T, (2.10)

onde 7y é a viscosidade do solvente Newtoniano, enquanto D é o tensor taxa de defor-
magao definido em ([2.5)) e T representa a contribui¢gao nao-Newtoniana através do tensor
simétrico extra-tensao

Ty Th
T = . 2.11
{ Tio T } ( )

Dessa forma, o divergente do lado direito da equagdo do momento (2.2)) torna-se
Vo = V- (r—pl)=V-2nsD+T —pI)=V-2n,D —pI)+V-T

B 82u+82u 82v+82v [ op op
R dy? 0y*>  Ox? ox Oy

|+v-r

Calculando V - T, segue

9 9 Thw T | | 0Tu n 0Ty 0Ty i 0T
oxr Oy Tio Ty | | Ox oy  Ox dy |’
Consequentemente, em coordenadas cartesianas bidimensionais, a equagao da conti-

nuidade e a equacao do momento nas diregoes x e y para fluidos nao-Newtonianos podem
ser escritas, respectivamente, como

v.r-|

ou Ov
— 4+ — = 2.12
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ou  O(uu) O(vu)]|  Op [0%u  0*u] 9Ty 0T

p[aﬁ or oy | ar M| T o] T e T oy (2.13)
ov  Ouwv)  O(wv)]  Ip (0% 0%v] 0Ty 0T

p{aﬁ or oy | T oy T o2 o] T e Ty (2.14)

2.2 Modelo Giesekus

Neste trabalho trata-se do estudo do escoamento do fluido viscoelastico modelado pela
equagao constitutiva nao linear do modelo Giesekus [22]. Os fluidos deste modelo tém
comportamento fisico caracterizado por

T + X;’ + ocgni(T -T) =2n,D, (2.15)

p
onde 7, é o coeficiente de viscosidade polimérica, A o tempo de relaxacao do fluido e ag
o parametro de mobilidade que regula o comportamento “shear thinning” (cisalhamento
fino ou pseudoplasticidade) do fluido (0 < ag < 1). Este comportamento esté relacionado
a capacidade do fluido de recuperar viscosidade desde que o cisalhamento seja removido,
e é percebido quando esta recuperagao ocorre muito rapidamente. Enquanto isso, T - T

v
é um produto tensorial e T é a derivada convectada, dada por

v DT
T=—F-- T(Vu)" — (Vu)T, (2.16)
DT ) .
sendo que Dr representa a derivada material de T', que corresponde a
DT 0T
— = — V)T 2.1
b o TV (2.17)

Para reescrever o modelo constitutivo Giesekus, em coordenadas cartesianas bidimen-

sionais, primeiramente substitui as equagoes (2.17) e (2.16]) em (2.15)

v A
T + AT + ag—(T - T) = 2,D =
Mp
DT

=T+ A [E —T(Vu)" — (vu)T] + aani(:r .T) = 2,D =
P

=T+ A [%—f +(u- V)T -T(Vu)' — (Vu)T} + acni(:r .T) = 2,D.
p

Desenvolvendo a equagao da derivada material (2.17)), segue que

DT 0T
Dr T ot + (u-V)T =
_ 9| Ty Ty n u£+v£ Ty T | _
ot | Tiz Ty ox Oy| | Tz T
o1y, 0Ti» 0Ty n 0T, 0Ty n 0T,

_ o T Ty T T ay |
8 12 a 22 uaTlQ + U8 12 uaTZZ + Ua 22
ot ot ox oy ox dy
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oT aT oTy, 0T, aT oT
n 11 11 12 12 9l

12+u 12+U 12 22+u 22+U 22

ot ox oy ot ox dy
Consequentemente, a derivada convectada ([2.16|) pode ser escrita como

v DT
T=—-T - T =
D (Vu) (Vu)

0Ty , OTu , 0Ty 0Ty 0Ty 0T
= a(%t uaaf Uaa oT aazzc Uaa +
12 +u 12 4o 12 22 +u 22 +u 22

ot ox oy ot ox oy
ou  Ov Ou Ou
| T T ? ? | O Oy Ty T |
Tp Tpp | | Ou OV Q Ov || Ty T |
oy Oy oxr Oy

oT: orT oTy, 0T, oT oT
no no %% 12 12 12

- 8?’25 uﬁaj? 3%1’/ a(f%t uﬁaj? Uaa
12 12 12 2 e Olx

o or "oy ot o By

ou ou ov ov ou ou ou ou

Ty +Tvoer— T +Ti2a— T+ T Tiom—+To—
ey e | T Ty
U U v v v v v v

T123_x + T22a—y T128_J: + T223_y TH@_J: + lea—y lea + T228_y

Além disso, se o produto tensorial for definido como um produto entre duas matrizes,
entao

T.T — [ Ty T } [ T T } _ [ Tw’ + T’ TuTo+ TiaTe

T12 T22 T12 T22 T11T12 + T12T22 T122 + T222+

Portanto, a equagao do modelo Giesekus (2.15) pode ser escrita como

JTn N 0T, jLU@Tn 0Ty n 0Ty UaTu

T The 1 ot b ox 0 ot “ ox 0 n
0T —|—uaT12 —}-va 12 0Ty +U8T22 +va 22

ot ox Jy ot ox dy

ou ou ov ov ou ou ou ou
Ty +Tow— T +To— Thw—+To=— To—+Ton—
x Y ox dy ox dy ox dy X

o ou ou ov ov | ov ov ov ov
T12—$+T22— Tio— + Tho— T+ T Tiom+To—

oy Ox oy Ox oy Ox

28u ou  Ov
+05Gi T + Ty T11T%2 + T1%T22 — o y " oz
np | Tuli2 +TioTze Tio” + 1"+ P @—i- @ 2%
Ox 0Oy dy
Agora, levando em consideragao que T' é um tensor simétrico e utilizando a equagao
da continuidade ([2.9)), obtém-se as seguintes equagoes para os tensores nao-Newtonianos
do modelo Giesekus

oy
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o0T; oT; o0T; 0 0
T11+)\< SN L —2T11—u—2T12—u) +

ot o Ay Oz Ay
+QG% (T + Tho?) = 2%%, (2.18)
T + A<8£2 + u8£2 + va;;f - Tn% - T”%) +
rao > ia (T + Tal] =, (5o + 51 ). (2.19)
Tys + A(ag? + uagf + vagy” - 2T12% - 2T222—Z> +
JrozGi (Th2* + Tno?) = 2, Ov (2.20)

Ty dy’
2.3 Adimensionalizacao

No tratamento de problemas em Dinamica dos Fluidos Computacional é comum que
grandezas dimensionais especificas, tais como velocidade, diametro do tubo ou compri-
mento do canal sejam agrupadas em parametros adimensionais, que passam a caracterizar
o escoamento. Esse processo possibilita nao s6 mostrar os efeitos fisicos, bem como for-
mular o modelo para o problema independente do sistema de unidades de medidas e se
déa através da adimensionalizacao das equagoes, considerando as seguintes mudancas de
variaveis

«
x = Lx*, t= L; ,
onde L representa o comprimento do canal, U a velocidade e p a densidade, sendo as
variaveis adimensionais escalares acrescidas do sobrescrito (k).

Como é conhecido, durante as manipulagoes algébricas do processo de adimensionali-
zacao surgem alguns parametros adimensionais:

T =T*pU?, p=p*'pU? u=Uu", (2.21)

Numero de Reynolds (Re): Representa a razao entre as forgas inerciais e as forgas
viscosas do escoamento e é definido por

Pe — ng’ (2.22)
0

onde 7y é a viscosidade total do fluido, dada por 7y = 75 + 71,, sendo que 7 ¢ a
viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do polimero.

Numero de Weissenberg (Wi): Para um fluido viscoeléstico, trata-se da razao entre
uma escala de tempo caracteristica do fluido e uma escala de tempo do escoamento,
e pode ser dado por

AU
Wi=—. 2.23
i== (2:23)
Constante 5: A constante 5 € (0,1) é uma quantidade que controla a contribuigao do

solvente Newtoniano, definida como
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g="1 (2.24)
7o
A dedugao das equagoes de conservagao e dos tensores nao-Newtonianos na sua forma
adimensional ¢é realizada fazendo a substituicao das varidveis adimensionais e ma-
nipulando os termos algebricamente.
A equagao da continuidade em sua forma adimensional, torna-se

ou v oUu*)  oUv) U (0u*  ov\
_0:>z =0.

ox * oy 0= d(Lz*)  I(Ly*) or* - oy*

Como L é o comprimento do canal, entao L # 0, e U é a velocidade no interior do

canal, entao segue que U # 0, e portanto % # 0. Assim, a equagao da continuidade na
forma adimensional pode ser escrita como

(2.25)

ou*  Ov*
=0. 2.2
ox* + oy* 0 (2.26)

A deducao da equagao do momento na sua forma adimensional segue o mesmo principio

%Jra(uu) Jr8(Uu) __@+ (92u+82u 0Ty, +8T12 N
Ploc ™ o ay |~ oz "l Ta?| T ar | oy
O(Uu*)  O(Uu*Uu*) O(Uv*Uu*) A(p*pU?)
TP T Ay oLy o(La")

TR RO | aTel?) | Tel?)
“lo(La)? T O(Ly*)? O(Lx*) I(Ly*)
E@u* N E@(u*u*) U_za(v*u*) L U—Z%—i—
Lo L o L oy | PL o
N U u* N U Pu* N U? [0T}, N Ty,
T T ger T2 Oy*? P o oy |-
U2

Agora, dividindo todos os termos por pf, segue que

-

ou*  O(u*u*) N 8(1}*14*)] op* ns {a%ﬁ E)QU*] N oTy, N o1y,

Pl o * ox* oy* R + pUL | Ox*? + Oy*? Ox oy

A equagao esté praticamente adimensionalizada. O tnico termo restante é

S
e
pUL
neste caso, manipulagoes sao realizadas a fim de reescrevé-lo em funcao dos parametros
adimensionais Re, Wi ou (8

s Mo—Tp _ Mo 1mp 1 oL m
pUL  Re mypUL

S U/ e 1Y S Y (N NN /W WL Y (R S B
Re nopU L Re nopUL  mopUL Re Re Re Re’

Portanto, a equacao do momento em x na forma adimensional é dada por

pUL ~ pUL ~ pUL pUL  Re

ou* N O(u*u*) N (v u*) op* B {821[* 8%*] oTy, N 8T1*2. (2.27)

o T ox oy ox Rel|oz? oyt T o T oy
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Enquanto isso, a equagao do momento na dire¢ao y é obtida analogamente

(2.28)

ov* N I(u*v*) N (vv*) — Op* N B[P Pr] | 9T N T3,
ot* ox* oy* oy*  Re

Agora, resta adimensionalizar as equagoes dos tensores, com as seguintes manipulagoes

6T11 8T11 3T11 8u 8u A 2 2 8u
— - _ R _ =M — =
o A( ot T Ox v oy QTHax 21 83/) ' aan (T + ') L
(T, pU?) AT, pU?) A(Ts, pU?)
T* U2 A 11 _ U * 11 U * 11

~ATHAUN G 2<T;;pU2>%> n

A w T72\2 w  Tr2\2) o(Uu")
+Oanp (T, pU?)* + (T1,pU?)?) = 2np—a(Lx*) =

P US ajjl*l *aTl*l *aTl*l * au* * au*

o2 o 2

L < ot* T ox* v oy* e 12 9y
U ou*
W or

= pUT} + A\

+

A * *
+Oan—p2U4 (T112 + T122) =9
p

Dividindo a expressao acima por pU?, segue que

U [ 0T oT* oTs ou* ou*
T* A— 11 * 11 * 1 oOT* . _9T* —___
ntAY ( o T o TV g gy T g | T

ApU? 9 5 n, ou*
T TH%) =2 —_—
Mp ( et 12) pUL Ox*

+ag (2.29)

"lp ApU? .
e ag sao escritos em
pUL Tlp

Agora, através de algumas manipulagoes, os termos
funcao de parametros adimensionais

1 .
77p :770—775:%(770_7]5):1—%:1—5
pUL pUL %pUL pUL Re ’

10

enquanto que

ApU? LWilp WiLUp pUL WiRe
Mp Tp Np Mp I B

Substituindo em ([2.29)), obtém-se a equagao do tensor 7}; adimensionalizada

aga

o2 o2
o o TV gy T gy T g,

WiRe 9 9 1— B ou*
— (17 T5,°) =2 .
+aG 1 _ /8 ( 11 + 12 ) Re 61,*

T+ Wi <8T1*1 Ty L OTy ou* 8u*> .

(2.30)
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Da mesma forma, obtém-se as equacoes adimensionalizadas dos tensores Tio e Tho,
respectivamente, dadas por

or,  oT,  oT: o ow
T* W 12 * 12 * 12 T* - T* -
12t ’( o TV o TV T Thae 2|t

WiRe 1—06 (0ov* Ou*

“ (TR (T 4+ TE)) = 2.31
&G1_6(12<11+ 2)) Re <8x*+8y*)’ (2.31)
oTs5. o7y, oT5: ov* ov*

T Wi 22 * 22 * 22_2 ) Iy ol il
2+ Z( o U ore TV gy g 2ps | T
WiRe , . . 1—pov*

As equagoes (2.26) — (2.28)) e (2.30) — (2.32) modelam um escoamento bidimensional,
incompressivel e isotérmico, para um fluido viscoelastico do modelo Giesekus [22].

Daqui em diante, todas as equagoes serao consideradas na sua forma adimensional,
porém o sobrescrito (%) sera omitido por simplicidade de notagao.

2.4 Simulacao Numérica Direta

A Simula¢do Numérica Direta ou em inglés “Direct Numerical Simulation” (DNS)
resolve as equacoes de Navier-Stokes empregando esquemas de diferencas finitas de alta
ordem, em que todas as escalas do escoamento sao simuladas. A principal restricao desta
técnica esté relacionada ao seu custo computacional.

A fim de simplificar o problema e eliminar o tratamento da pressao na equacao do
momento, utiliza-se a formulacao vorticidade-velocidade. A vorticidade é uma medida da
rotacao de um elemento de fluido em torno de um ponto e em coordenadas bidimensionais,
w, € matematicamente definida como

ou  Ov

Derivando a equacao ([2.33]) com respeito a x obtém-se

Ow, _ Ou v _ 0 (du) _ 8_2”, (2.34)
Jdr  Oxdy 0zr®> Oy \Ox Ox?
. . . ou ov )
e utilizando a equacao da continuidade (2.26]), que garante 9 = oy pode-se ainda
escrever 4
Ow. 0 (v _&v_ v O (2.35)
or  OJy dy 0x? oy?  O0x?

Consequentemente, tem-se uma equacao de Poisson em termos da componente v da
velocidade

Pv 0™ Ow
=t = z. (2.36)

dy ox? ox
Agora, tratando-se da equacao de transporte de vorticidade, sua obtencao ocorre atra-
vés de algumas manipulagoes. Primeiramente, deriva-se a equacao do momento em x em
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relagao a y e depois, a equacao do momento em y é derivada com respeito a x, o que

resulta, respectivamente, em

0*u N 0? (uu) N Pvw)  Pp N B[ Pu N O N PT,  0°T
oyot  Oyox 0y? Oydxr ~ Re |0y0x?  0y*| 0Oyox oy’

00t 022 | owdy 0oy | Re 0% T 0z0y?| T 02 | dzdy

Agora, a equacao (2.37) é subtraida de (2.38)), resultando em

9 (v Ou N O*(uv)  0*(vu) N P (vv) 0P (uu)
ot \ox Oy 0x? oy? 0xdy Oyox
- ﬁ 831) 4 831) B 83U _ 63u 82T12 _ 82T12 52T22 82T11
© Re \0x3 = 0x0y® 0Oydx® Oyd

v P(uww)  9*(vv) *p B [0 Pv ] 0°Ty, N 0*Tyy

+ Ox? Oy? + oxdy  Oydx’

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Simplificagoes sao realizadas nas derivadas presentes na equagao (2.39)) e note que,

pela regra da cadeia

Pluv) 0 (O(w)\ 0 u@ +v@ B
or2  Or Oz - Oz Oz or )
0%v  Oudv Pu  Ovou v 28u Ov 9%u

— Y = R i - —_—
Yoz * Ox Ox + Y02 T 9z or " ox? + Ox Ox + Y oa?
e de maneira anéloga

0% (vu) u@% N 2%@ N U(’?Q_u
oy Oy? oy Oy oy?’

0?(uu) 0%u Ou du
— 2u T ety

Oyox 0yox ox Jy

0% (vv) 0% v Qv

Oxdy B QUaxﬁy * Oz Oy’

Dessa forma, o lado esquerdo da equacao pode ser simplificado
a9 (@ B @) N P(uv)  P(vu) | ()  PP(un)
ot \dr 0Oy Ox? oy? 0xdy Oyox
0 v _Oudv  O%u v _Oudv  O%u

= a(—wz)—l—u@—l—Q%%—i—v@ _ua_yQ ~ 25,00 —va—y2
v 281} ov 5 0*u Ou Ou

U&'L'E)y + %8_(1; B uay(‘?x oxrdy
:_awz+u(@_ 82u)+v( O?v —@)—I—U(@-{— O?v >+
ot 0x?  Oyox oxdy  Oy? 0x?  0x0y
AR A TR
dy?  Oxdy Ox \Ox Oy Oy \Ox 0Oy

—_awz_‘_ug @_@ —|—U2 @_% _‘_UQ @—F@ +
ot Or \Oxr 0Oy oy \Ox Oy Or \Oxr Oy

+2
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_ug @—F@ _|_2@ %4_@ _2@ @—F@
oy \ Oy Ox ox \O0x Oy oy \ox 9Oy )

Substituindo as equagoes da continuidade e a equacao (2.33), obtém-se a expressao

Ow, Ow, Ow,
~ 5 Y —Uay. (2.40)

Pode-se ainda simplificar o termo que aparece acompanhando a constante Te em
e
(2.39), da seguinte maneira
83v+ FPv Pu Pu P 8v+ * dv P du D Ou
ox3  Qxdy?  Oydx?  Oy3  0x20x  Oy20x 0x2dy Oy Oy

9% [(Ov  Ou 9> (Ov  Ou Pw, 0w,
- (=) (=) == — . (2.41)
0x?> \dxr 0Oy oy? \0x Oy 0x? 0y?
Finalmente, a equacao de transporte de vorticidade pode ser escrita como
2 2 2 2 2 2
0wz+(9wzu+8wzv:£ (9wz 8wz _8T12_8T22+8T11+8T12' (242)
ot ox dy Re | 022 0y? 0x? 0xdy  Oyox 0y?

Portanto, o problema agora consiste em resolver o sistema composto pela equagao

da continuidade ([2.43)), equagao da vorticidade (2.44) e transporte de vorticidade (2.45)),
além das equagoes dos tensores nao-Newtonianos ([2.46]) — (2.48)

ou Ov
3 9y =0 (2.43)

v 0% B Ow,

8_3/2 + 92 = o7 (2.44)
(%)Z 4 8(uwz) 4 8(vwz) _ ﬁ 82(,02 X @Zu}z _ aQTm _ aQTQQ X 82T11 X @2T12’ (245)
ot ox dy Re | 022 Oy? ox?  Oxdy Oydx  0y?
. 8T11 (9(uT11) a(’UTH) (9u 8u
Tt W’( ot " ar oy Clugy ~2eg T
acWiRe 9 5 _ ol —B0u
+—1 e (Tn? 4+ Th2%) =2 R O (2.46)
. 8T12 8(uT12) 8(UT12) ov ou
Ty, + Wi ( 5 o 3y T 3 T B +
agWiRe 1—p8 (0v Ou
=5 (Tha (Th1 + Te)) R (@ 8_y) , (2.47)
. 8T22 8(UT22) 8(UT22) v ov
Ty + WZ( BT + o + 3y 2T12% 2T228_y +
| acWilte (T1o? + Tno?) = pl PO (2.48)

1-3 Re 0y
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2.4.1 Condigoes Auxiliares

No problema bidimensional do escoamento de Poiseiulle de um fluido viscoelastico,
trés tipos de condicao de contorno sao consideradas: as condigoes de entrada e saida de
fluido no dominio (inflow e outflow, respectivamente) e condigdo sobre uma superficie
rigida.

e Entrada de fluido (inflow): A posigdo do contorno de entrada é estabelecida, a
velocidade tangencial (v) no contorno é considerada nula e a velocidade normal (u)
¢ prescrita

u=U(y) e v=0. (2.49)

A contribuicao nao-Newtoniana T é determinada considerando que o fluido nao
recebe interferéncia desta propriedade, portanto

T =0. (2.50)

e Parede (fronteira solida): Neste tipo de contorno é comum considerar a condi¢ao
de nao-escorregamento e impermeabilidade. Assim, garante-se que a componente
tangencial da velocidade do fluido junto a parede é igual a velocidade da parede,
e que a componente normal da velocidade é nula. Como as placas nao estao em
movimento, entao esta condigao ¢ fisicamente traduzida para

u=0 e v=0. (2.51)

e Saida de fluido (outflow): Considera-se a condi¢do de Neumann homogénea na dire-
¢ao normal a fronteira (diregao x), para a velocidade e também para a contribuigao
nao-Newtoniana, ou seja,

9%u 0%v o0’T
L - o 0. (2.52)

2.5 Escoamento Base

O escoamento base também pode ser conhecido como laminar ou totalmente desen-
volvido. A partir da Figura 2.1, que mostra um escoamento laminar, pode-se entender o
motivo para isso. Uma camada limite (linha tracejada mais clara) desenvolve-se ao longo
das paredes. Isso ocorre devido a uma forca de cisalhamento retardante que a parede

y — —= —
—_— —_— | —_—
- R N,
> - S Bt
—  — —=
— —) —
Regido de entrada Perfil de velocidade

completamente desenvolvido

Figura 2.1: Escoamento totalmente desenvolvido.
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exerce sobre o escoamento e que é numericamente traduzida para a condicao de nao es-
corregamento e impermeabilidade. Dessa forma, a velocidade do fluido nas proximidades
da parede é reduzida e este efeito é levado cada vez mais para dentro do canal. Sufici-
entemente longe da entrada do escoamento a camada limite em desenvolvimento atinge
a linha de centro do canal. Quando isto acontece e a forma do perfil de velocidade nao
se altera com o avango do escoamento diz-se que o mesmo encontra-se completamente
desenvolvido.

Para calcular o escoamento nestas condi¢oes, ou seja, o escoamento base, algumas
hipoteses devem ser consideradas:

1. Todas as varidveis sao dependentes apenas do eixo y, exceto para a pressao, cujo
gradiente é constante na direcao x;

2. Considera-se o escoamento no canal no estado estacionario, totalmente desenvolvido;

3. O dominio em y é dado pelo intervalo [—1,1].

Uma das consequéncias da primeira hipotese decorre diretamente da equagao da con-
tinuidade. Perceba que

=0

0 0 0
u v v
o +8_y =0= 8_y = 0 = v(y) = constante. (2.53)

Segue das condig¢oes de contorno que vpgrede = 0, logo se v = constante, entao v(y) = 0.
Resumidamente, as hipéteses impostas ao escoamento base, consistem em

0
i 0 : decorre do fato do escoamento estar no estado estacionario;
0 . :
— = 0: decorre do fato do escoamento ser invariante em z;
ox
Vp = constante : devido a variagao linear da pressao no escoamento;
v = 0:segue de (2.53);
u = U(y) : decorre do fato do escoamento estar no estado estacionério e
ser invariante em x;
T = T(y):decorre do fato do escoamento estar no estado estacionario e

ser invariante em x.

Dadas as equagoes adimensionalizadas para o modelo de fluido viscoelastico do tipo
Giesekus, tem-se o seguinte sistema

o o,
or oy

ou Ouu) Owu)  Op B [0Pu  Ou] 0Ty 9T
8t+ ox * ody 8x+Re 8x2+8y2 + Ox + oy’

v N d(uv)  O(vv) _ dp p 8_21) N 3_21) N 0Ty N 8T22’
ox?  Oy? ox dy
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i 8T11 a(UTH) 8(UT11) 8U 8u
T — 2T — — 2T;
n WZ( o " or oy Noy =g, |+
agWiRe 1—(50u
Tiop (Bt T) =2 e
. 8T12 ('3(uT12) a(UT12) ov ou
T —Th— — Too—
12+ WZ( o T or T oy Noy ~t2g |
agWiRe _1=B(0v Ou
+ -3 (Tho (Th1 + T32)) = e (&L’ 83/) ;
. 8T22 a(Ung) 8(UT22) c% 81}
T — 2T9— — 2T:
2t WZ( o " or oy 125, g | T
agWiRe 1—p60v
T (N =2

Aplicando as hipoteses do escoamento base neste sistema muitos termos sao anulados
e um novo sistema é obtido

0?u 0T
+ s 4 e 0,
(9:18 Re 8y dy
0 oT:
op i 22 _ ,
oy oy
ou WiRe
Ty, = 2WilT\o— T T
11 Zu@y 1_B(H+ 12%),
ou WiRe 1—(0u
Tio = Wilyo— T1o(T T —_
12 Z22ay 1_5[12( 11+ Th)] + Re 0y’
WiRe
Ty = —ag (Th2” + Tn?).
1-p
Agora, as seguintes adaptagoes sao implementadas para a notagao
o op
e o sistema pode ser reescrito como
B d*U | dly,
=0 2.54
“t rear T a : (2.54)
dp dT22
=0 2.55
. dU WiRe .
Ty = zwmgd—y —aeT g (T2 +T3), (2.56)
. dU WiRe 1—p5dU
Tio = Wilpy— — Tyo(T; T _— 2.57
12 ZQQdy Olcl 5[12( 11+ 12)]-!- Re dy’ ( )
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WiRe
. 3
O sistema de equagoes (2.54) — (2.58)) possui solugoes semi-analiticas [17, 42], 49, 55|

disponiveis na literatura, mas nao dispoe de uma solucao analitica completa. Sendo
assim, neste trabalho optou-se por gerar o escoamento base numericamente, resolvendo

o sistema ([2.43) — (2.48) com o codigo de Simula¢do Numérica Direta sem perturbagao,
cujas simulagoes sao executadas até que o escoamento atinja o estado estacionario [20)].

Ty = —av (T2, + T2). (2.58)






CAPITULO

5

Formulacao do Tensor Conformacao

No trabalho de Hulsen [27], evidencia-se que a imposic¢ao de restrigdes ao tensor extra-
tensao é importante para manter o sistema de equagoes bem condicionado do ponto de
vista numérico, evitando o surgimento de instabilidades nao lineares devido a erros de

aproximacao.
Uma maneira alternativa para descrever os modelos viscoelasticos usa o tensor con-
~ o . AH Alg . . ~
formagao A = A(x,y,t) = Ao A |0 due pode ser definido como uma aproximacao
12 A

do estado microestrutural do liquido [I5]. Este tensor é simétrico e definido positivo e
Hulsen [27] provou que essas propriedades sao mantidas durante toda a evolugao temporal
da equagao constitutiva se este for inicializado desta forma. Nesse sentido, define-se [27]

A
A-T1=-T, (3.1)
Ty
que pode ser adimensionalizado
A A
=T = = pU*T™.
Tlp Tlp
A ReW+ ReWi
Sabendo que —pU? = e entao, ao final do processo A = I + Tip
Mp 1-p 1-8
Considerando ¢ = R;VV/B" ¢ possivel escrever o tensor conformagao A em funcao da
eWi

contribui¢ao polimérica T', da seguinte forma

A_%T+L (3.2)

bem como a contribui¢ao polimérica T em funcao do tensor conformacgao A

T =¢A-1). (3.3)

Como neste trabalho é considerado o fluido do tipo Giesekus, a equacao constitutiva
do tensor conformagao A ¢ obtida, em particular, a partir da equagao constitutiva ([2.15))
deste modelo

T+ A (%—f +V-(uT)-T(Vu)' — (Vu)T) + &GUA(T -T) = 277],%(Vu +Vu').
p

39
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Adimensionalizando esta equagao de forma anéloga a que foi procedida na secao
durante a adimensionalizagao das componentes deste mesmo tensor, segue que

WiRe 1-p51 -
- 5<TT) 2 T 2(Vu+Vu ) =

T+Wi <aa—17; +V-@T)-T(Vu)' — (Vu)T) +ag

LT%—a—TnLV( T) - T(Vu)T—(Vu)TnLozclRe (T-T):ﬂ(VquVuT).

ot —f WiRe
Sabendo quefzév%fi,entéo lfjeﬁzwif Logo,
1TaTv:r:rv vu)T T-T)=¢Vu+Vu'
T+ g TV () = T(V0)T — (VT + agip (T T) = {(Vu+ Vu') =
1TaTv:r T) = (Vu)T + &£(Vu) + T(Vu) ' Vu)'
= T+ g V() + oG (T T) = (V)T +£(Vu) + T(V) T+ £(Vu)
1 oT 1
WT—FW—FV (uT)+aGW§( T) = (Vu)[T + €I+ [T + £I)(Vu) '

Agora, substituindo T' = (A — I) (equagao (3.3))), pode-se escrever

L.g(A—I)nLWJr

T V- (ug(A 1) +ag

T f(é(z‘l—I))(£(z‘1—I)) =

= (Vu)[¢(A - I) +£I) + [§(A = I) + £T)(Vu) '
= %(A I)+ g¥+gv-(u(A—I))+aGWLi§52(A—I)(A—I) = (Vu) A+EA(Vu) "

A expressao acima, dividida por & resulta em

(A I+ oA +V-(uA) + QG%(A ~D(A-TI)=(VuA+ A(Vu)',

Wi ot

e como alguns termos sao nulos, segue que a equacao constitutiva do tensor conformacao
é dada por

0A Lo
STV (A) - (VWA AW = (I - Al +ac(A-T).  (34)

Substituindo a equagdo (3.2) na equacao constitutiva do tensor conformagao ([3.4))
obtém-se a equacao constitutiva do modelo Giesekus

WJFV- (u (%TJrI)) — (Vu) (%T+I) — (%TJFI) (Vu)" =

o)) e 2m0) ) -
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Agora, multiplicando a expressao acima por &, segue que

aa—f +V-@T) - (Vu)T —T(Vu)" =¢((Vu+Vu') — % [T + O;—GTT} =

v 1 (67¢]
=T=2D—- — |\T+—(T-T)|,
oD~ i [T+ T
que é justamente a equagao do modelo constitutivo Giesekus.
Assim, a equacgao constitutiva do tensor conformacgao pode ser escrita como

0A T 1
S TV (uA) = (Vu)A + A(Vu)" + o P(A), (3:5)

sendo P(A) = (I — A)[I + ag(A — I)], em particular, para o modelo Giesekus.

3.1 Formulacao Niucleo-Conformacao

Esta técnica foi apresentada por Afonso et al. [1] e trata da construgao de um tensor
nucleo-conformacao genérico, no qual diversas transformagoes nicleo podem ser aplica-
das & equacao de evolucao do tensor conformacao. Nesse sentido, a formulacao nucleo-
conformacgao retne formulacoes tais como a decomposi¢ao logaritmo-conformacgao pro-
posta por Fattal e Kupferman [15, [16] (Apéndice e a decomposicao raiz quadrada
conformagao desenvolvida por Balci et al. [4] (Apéndice [A.2).

A elaboracao do método se da, basicamente, por meio de trés etapas principais:

1. Elaboracao de uma equacao de evolucao para os autovalores da matriz A;

2. Construcao de uma equagao de evolucao para a funcao ntucleo avaliada na matriz
dos autovalores de A;

3. Composigao de uma equagao evolutiva para a fungao nicleo avaliada em A.

A partir do principio utilizado por Vaithianathan e Collins [51], que aplica decompo-
sicdo espectral para o tensor conformacio A = OAO", entéo

A=0"TAO, (3.6)

e, consequentemente, a derivada material de A é expressa por
T T
DA _ DO _A40) _ DO 40+0" 240 07429 (3.7)
Dt Dt Dt Dt Dt

Tendo em vista a decomposicao do gradiente da velocidade, que Fattal e Kupferman
[15, [16] usaram na formulagao log-conformagao (Apéndice, onde Vu = Q+B+NA™'
foi descrito em termos de um componente extensional, tensor B simétrico que comuta
com A e um componente rotacional puro antissimétrico, tensor €2, entao considera-se a
seguinte equagao constitutiva para o tensor conformacgao

DA 0A 1

— = (uA) = (A - AQ)+2BA+ —P(A). :

=V (ud) = )+2BA+ - P(A) (38)
Com o objetivo de obter uma equacao evolutiva para a matriz dos autovalores A,

substitui-se (3.8) na equagao (3.7), que resulta em
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DA DO’ T 1 +.DO
Dr = pp A0+0 |(QA-AQ)+2BA+ —P(A)| O+0 A =
DO’ DO

1
5 A0 + O'QAO -0"AQO +20"BAO + WOTP(A)O +0"A=— 57 (3:9)
1

Apenas lembrando que P(A) = (I — A)[I + ag(A — I)] para o modelo constitutivo
Giesekus, entao através da decomposicao espectral aplicada em A é possivel escrever

P(A)=(I - A +ag(A-1)]=
= O0'P(A)O=0"[I-A)I+ag(A-1)]]0 =
=0" [(1—ag)I + (2ac —1)A — agA®] O =
=(1-ag)O"IO + (2ag — 1)O" AO — ag(0OTA)(AO) =
= (1 —ae)I + (2a¢ — 1)A — ag(AOT)(OA) =
= (1 —ag)I+ (2a¢ — 1)A — agA® =
= (I - A)[I+ag(A-1)]=PA). (3.10)

A fim de escrever (3.9) em termos de A, entdo a decomposigao espectral do tensor
conformacao é substituida nessa equagao

DA DOT
D = DOt (OAOT)O + 0"Q(OAO"O — 0T (OAOT QO+
T T 1 T T T DO
+20"B(OAO )0+m0 P(A)O + O'(OAO )Dt

DoT
Dt

Com base nas decomposi¢oes matriciais vistas no Apéndice [B| obtém-se

OA + (O"Q0)A — A(O"QO) +2(0"BO)A + %P(A) + AOT%. (3.11)

B =0BO" (simétrica) = B =0"BO, (3.12)

Q=0Q0" (antissimétrica) = Q =0'QO, (3.13)
que podem ser substituidas em (3.11)) de maneira que

DA DO’ ~ - e 1 DO
— = A+ QA —-AQ+2BA+ —P(A) + AOT 14
Dt DtO + + +Wi (A)+A0 Dt (3.14)
Agora, para prosseguir com a constru¢ao do método, define-se o tensor H como sendo
DO
H=0"—— 3.15
i (3.15)
e note que,
DI D(O'O) DO' +DO
0=_""- = = 1
Dt Dt Dt 0+0 Dt’ (3.16)
tem como consequéncia direta o fato de que
DO DO’
H=0" = O=-H". (3.17)

Dt Dt
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T T .
Por outro lado, H' = (OT%) = (%?)T (OT) = DgtTO e, portanto, H é antissi-

métrica.
Entao, o proximo passo consiste em substituir (3.15) na equagao (3.14)), de tal maneira
que
DA ~ ~ . 1
— =(AH — HA) + (QA — AQ) +2BA + —P(A), (3.18)
Dt Wi
que ¢é a equacgao evolutiva do tensor conformagao escrita em funcao da matriz de autova-
lores de A.
Escrevendo brevemente as matrizes de componentes envolvidas na expressao logo
acima

a0 .
A = 0 } ., (diagonal)
[ 0 Hy o
H = H, 0 } , (antissimétrica)
_ 0 Qu o
Q = | _0n 0 } ., (antissimétrica)
- [ By 0 .
B = 0 B ], (diagonal)
[ P(A), 0 o
P(A) = 0 P(A)s } . (simétrica)
Logo,
DA DX 0] _[5r o0
Dt Dt| 0 x| | 0 Sz’
B 0 MHis B 0 HigAg
AH = |: —)\2H12 0 :| HA = |: _H12)\1 0 :|
0 His(A — A2)
= AH — HA = g
|: Hl?()\l — )\2) 0

QA:[ 0 Q12)\2] o AQ:[ 0 )\15212]:>

—QpN 0 W OITRN
~ ~ 0 Q12( Mo — Ap) }
= QA -AQ=| -~ ,
[ Qia(As — A1) 0
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Entao, é possivel que se escreva a equacao ([3.18|) matricialmente

B0 ] _ 0 His(A — Ag) N
0 D His(A — A) 0

Dt |
DA AH-HA
Dt
N 0 Qoo —M) |, [2Bud 0 ] [ @P(A)n 0
9 5 1
QIZ()\Q - )\1) 0 0 2B22)\2 0 mP(A)QQ
QA AR 2BA ﬁv(A)

) i (3.19)
Observe que as parcelas (HA — AH) e (QA — AQ) ndo contribuem para a evolugao

de A, em razao de que as matrizes H e €2 sao antissimétricas, logo, possuem entradas
nulas na diagonal principal. Assim, pode-se escrever

(AH — HA) — (QA — AQ) =0 =
= QA - AQ=-AH + HA =
= QA - AQ=HA - AH.
A partir disso, conclui-se que © = H. De fato,

QA —AQ = HA - AH =

0 Qoo — A1) } _ {H ( 0 Hia(As — A1)

Ao — A1) 0 =

= | -
ng()\g — /\1> 0

= ng()\z — )\1) = ng()\g — )\1) =
= ng()\g — )\1) — ng()\g — )\1) =0=
= (H12 — Qm)()\g — )\1) = 0.

Como A1 # \o, entao His = ()19, e portanto a igualdade das matrizes esta garantida.
Ainda, observando a expressao matricial vista acima, percebe-se que é possivel escrever
para os termos da diagonal principal,

DA . 1
— =2BA + —P(A 3.20
or = 2BA+ - P(A) (320)
ou melhor,
D\, ~ 1
L= 92BN\ + —P(A);; =1,2, ... 21
Dt 22)\z + WZ ( )Zl? para 1 ) “y (3 )

A préxima etapa é a construgao de uma equacao de evolucao para a fungao ntucleo
avaliada em A. Tendo isso em vista, apresenta-se a fungao nicleo K, definida no conjunto
das matrizes simétricas definidas positivas

K(A) = OK(A)O', (3.22)

cuja decomposicao acima é possivel desde que K seja continua, inversivel e diferencidvel.
Uma vantagem de aplicar a fungao niicleo na matriz diagonal é a construgao de uma
outra matriz diagonal cujas entradas sao as imagens dos termos da diagonal principal pela
fungao K, definida no conjunto dos reais R [3§].
Considerando, por exemplo, uma matriz diagonal qualquer d = d;;, pode-se escrever

K(diag(di1, di2, -+, dpn)) = diag(K(di1), K(da2), - -, K(dpn))- (3.23)
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Assim, define-se K em A, que possui em sua diagonal principal os autovalores de A,
que sao reais e positivos, devido as propriedades do tensor conformacao.

Retornando, entao, a busca da equagcao evolutiva para K(A), deriva-se a funcao K(\;)
em relacao ao tempo t de tal forma que

OK(\)  OK(\) 9N O

ot o o o (3:24)
ou matricialmente,
OK(A)  OA
T EJ , (3.25)

em que J trata-se da Jacobiana de K(A), e no caso bidimensional, ¢ uma matriz diagonal
dada por

J = diag (8]1{()\1) 8K()\2)) .

o\ T O
Esse é mais um motivo pelo qual exige-se a diferenciabilidade de K, e consequente-

mente, a continuidade desta fun¢do. Aplicando a derivada material na matriz K(A) e
utilizando a regra da cadeia, obtém-se

(3.26)

DK(A) 0K(A) OA
D= = =+ VUK(A)) = ST + V(uK(A)). (3.27)

Agora, escrevendo a equagao (3.27)) em termos das matrizes de componentes, tem-se

OK(A\1 OK(M\ OK(\1
DK(A)Z[% 0 ] U I I e L
Dt 0 8_t2 0 BT; 0 u 6m2 + v 8y2
0
- [ % 89 } aﬂg(ﬁl) BK?A) (U%+U%) Hg(ﬁl) d Oa oK) | —
0 %2 0 EPe 0 (u2 4+ v2) 25
OK(\1 O\ oA K (M1
:[% a? } n N o R R G E e
0 8_t2 0 8)\22 0 ua_; + Ua_yQ 0 3)\22
ou seja,
DK(A) O0A OA DA
=—J+VuA)J=—+VA) |J=———J. 3.28
i~ TV <at +V(u )) Dt (3.28)
Porém, conhecendo (3.20)), obtém-se a equagao de evolugao para K(A)
DK(A) . 1
=2BAJ + —P(A)J. 3.29
o + A (3.29)

Finalmente, as proximas etapas contribuirao para a determinacao de uma equagao de
evolucdo para K(A). Para tanto, através da diagonalizagio da matriz K(A) = OK(A)O"
e pela regra do produto para derivadas, pode-se escrever

DK(A) DO + . DK(A) DO’
= K(A)O o .
Dt~ pp fWO 0=, Di

Agora, substituindo a equacao evolutiva para K(A) (3.29) na equacao (3.30), segue

que

0" + OK(A) (3.30)
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DO’
Dt '’

DK(A) DO . N 1 .
5 = 5 K@M)o'+0 [QBAJ + mP(A)J} 0" + OK(A)

e como K(A) = OK(A)O", entéo substituindo K(A) = O'K(A)O tem-se

DK(A) DO, - - . 1 - - DO’
= K(A 2BA —P(A K(A
D D (O K(A)O)O ' +0O J + Wi (A)J| O +0(0 K(A)O) Dt =
DK(A) DO - . 1 - DO’
= K(A 2BA —P(A K(A . 31
=~y Dto ()+O{ J+WZ,()J]O+ (A)O D (3.31)
Atentando para o fato de que H = Q, entdo
~ - DO ~ DO
Q=H=00=— 0Q0' = —0" 3.32
- Dt Dt (3:32)
e pelas decomposicoes matriciais tem-se que 2 = OQO0T, ou seja,
DO
Q=—0" .
Dy (O (3.33)
que é antissimétrica pela sua construcao anterior. Portanto,
DO DO
—Q=—"—0"=Q" =0— 3.34
Dt Dt”’ (3:34)

e substituindo em ({3.31)), a equagao evolutiva para K(A) pode ser escrita como

DK(A) _ 9K(A)

Di 5 TV (uK(A)) = (QK(A) — K(A)Q) + 2(0BAJO ") + (3.35)

1
—OP(A)JO", (3.
entao é preciso definir

B = OBAJO" =0D0", (3.37)
H = OP(A)JO'"=0DyO", (3.38)

onde Dy = BAJ e Dy = P(A)J sao matrizes diagonais. Repare que somente H depende
de P, que é determinada pelo modelo constitutivo. Assim,

DB:BAJ:[BH 0 }[)\1 0][J11 O:|:|:B11>\1J11 0 }’

0 B 0 X 0 Jy 0 BasAaJoy
(3.39)
P(A)H 0 J11 0 P(A)HJH 0 :|
Dy =P(A)J = = .
H ( ) |: 0 P(A)QQ :| |: 0 JQQ :| |: 0 P(A)22J22
(3.40)

Finalmente, a equagao de evolucao da transformacao niicleo aplicada ao tensor con-
formagao é expressa por

DK(A) 9K(A)
Dt Ot

4V - (UK(A)) = (QK(A) — K(A)Q) + 2B + %H. (3.41)
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3.1.1 Funcgao log; Nicleo-Conformagao

Esta versao permite o uso de uma transformacao logaritmica em qualquer base
d > 0, sendo portanto, uma ampliacao da formulacao logaritmo-conformacao proposta
por Fattal e Kupferman [I5] [16] (Apéndice , que permite apenas a aplicagao do loga-
ritmo natural (In). A fungao niucleo logy é definida por

K(A) = logg(A) = logs(OAOT) = Ologs(A)O" = OK(A)O", (3.42)

e inversamente,

A =&, (3.43)

Dessa forma, a matriz J pode ser determinada por

OK(A)  0(loga(A)) 1 1 A
d OA OA In(d) A In(d) (344)
Em particular, para d = e entdo J = A"
Continuando, é possivel calcular

. _ A! . 1
B=0Dz:0" = O(BA T = BA T—0BO"— = . 4
ODzO" = O(BAJ)O 0( ln(d))o OBO @) = In(d) (3.45)

Em particular, para d = e entao B = B.
Também é possivel determinar o termo H = OP(A)JO", da seguinte maneira

Ao 1
In(d) 0 = In(d)

H=0I—A)[I+ag(A—1I)] OA'—D[I+ag(A-I)]0" =

1
= m(oz\—l(f —IT+ag(I-OA'O" —OAO" +1)) =

1 d—k

= e | I-d*—d“+1)) = I—d%I d —1I)]. (3.46

(= T+l 1)) = i (I = AT+ ag(d ~ D)) (.46
Portanto, a equacao constitutiva para a transformacao niicleo log, aplicada ao tensor

conformacao pode ser escrita como

IK 2 4
B T YK) = (9K —KQ) + B s

(I —d*)[I + ag(d® —I)]. (3.47)
Em particular, para d = e, a equacao (3.47) é equivalente & equagao constitutiva
(A.16)
oK —K

S+ V(uK) = QK — KQ +2B + %(I — )T + ag(ef — 1)), (3.48)
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3.1.2 Funcao Raiz k-ésima Nucleo-Conformagao

Trata-se de uma versdao que considera a decomposigao raiz quadrada (k = 2) como
um caso particular, & medida que permite a aplicacao de qualquer poténcia (k € Z). A
funcao nicleo raiz k-ésima é definida por

K(A) = A% = (OAO")t = OA*O" = OK(A)O, (3.49)

e inversamente,

A =KP" (3.50)
Dessa forma, a matriz J pode ser determinada por
COK(A)  OAF AR AR

J= D = == (3.51)

Continuando, ¢é possivel calcular

1-k
B=0Ds0" = O(BAJ)O" = 0O (BA%) 0" = 10BAIOT = (3.52)

BK
k k-
Também é possivel determinar o termo H = OP(A)JO", da seguinte maneira

H=0(I - A+ ag(A - I)]%OT = %0((1&/1)1—’“ — AN +ag(A—1)O" =

= %O((Ai)l‘k —AN)OTO[I + ag(A—I)]O7 = %(KI"“ —K)[I + ag(KF—1)]. (3.53)

Portanto, a equacao constitutiva para a transformacao ntcleo raiz k-ésima aplicada
ao tensor conformacao pode ser escrita como

oK _ QK _ 2 Lk -
5 + V(uK) = (QK — KQ) + + BK + o (K~ K)I +ag(K* - D). (3.54)



CAPITULO

4

Método Numérico

Neste capitulo sao apresentados os métodos numéricos considerados mais adequados e
utilizados na obtencao das solugoes das equacgoes na formulagao da técnica de Simulacao
Numérica Direta.

4.1 Simulacao Numeérica Direta

O sistema de equagoes - é resolvido numericamente através da Simulagao
Numérica Direta, o que demanda a utilizacao de métodos aplicados em discretizacoes
espacial e temporal, além de métodos dedicados a solucao de equagoes diferenciais parciais,
em particular, uma equagao de Poisson. Além disso, s@o implementadas técnicas de
introducao de perturbacao e de amortecimento de perturbacoes proximo ao contorno de
entrada e de saida do escoamento.

Os métodos utilizados sao escolhidos com base em referéncias da literatura, com o
intuito de garantir a obtencao de resultados satisfatorios para o problema de forma efici-
ente. A escolha bem sucedida dos métodos adequados para cada etapa da solugao, bem
como o uso de computadores com alto poder de processamento, permitem calcular to-
das as escalas de turbuléncia de um escoamento pela completa resolucao das equacoes
governantes.

A fim de simular adequadamente os efeitos transientes, necessita-se empregar incre-
mentos de tempo relativamente pequenos na simulacao numérica. Para tanto, a dis-
cretizagao temporal das equacoes modelo do escoamento, bem como dos tensores nao-
Newtonianos é realizada através de um esquema de Runge-Kutta cléssico de quarta ordem
[18].

Discretizagoes espaciais para o célculo das derivadas sao realizadas usando métodos de
diferencas finitas compactas de alta ordem [48], 46|, [32], [30], mais especificamente, quinta e
sexta ordem de precisao [48]. A utilizacao desses métodos demanda a solucao de sistemas
lineares tridiagonais. Pelo fato de adotar discretizacoes centradas de alta ordem de pre-
cisao, também é necessario a utilizacao de filtro espacial a fim de eliminar perturbacoes
espurias da solucao numeérica.

O sistema linear resultante da solugao numérica da equagao de Poisson ¢é resolvido
utilizando um esquema completo de Aproximagao Multigrid (FAS) num ciclo V composto
por 4 niveis [46].

49



4. Método Numérico 50

4.2 Introducao de Perturbacoes

Perturbagbes temporais em um escoamento se propagam como ondas. As ondas
de Tollmien-Schlichting sao as primeiras instabilidades que surgem, junto a parede, e
caracterizam-se por apresentar pequenas amplitudes e comportamento laminar. Se estas
ondas se propagam na direcao do escoamento principal, sao conhecidas como ondas de
Tollmien-Schlichting planares.

A transicao laminar-turbulenta pode ser desencadeada pelo crescimento de perturba-
¢oes de pequena amplitude, tais como as ondas de Tollmien-Schlichting [54]. Estas ondas
sao amplificadas lentamente até que possam eventualmente crescer o suficiente para que
as nao-linearidades assumam o controle e o escoamento sofra transicao para turbuléncia.
Desde que a existéncia de ondas de instabilidade de Tollmien-Schlichting foi confirmada
por Schubauer e Skramstad [45)], muitos estudos foram realizados para explorar e explicar
melhor a transicao.

As perturbagoes temporais sao introduzidas através da técnica de injecao e sucgao
de massa na parede, que consiste na imposicao do componente de velocidade normal a
parede sendo maior ou menor que zero, respectivamente. De acordo com Fasel et al. [14],
a introducao de perturbacao através da técnica de injecao e succao de massa na parede é
muito eficiente para gerar ondas de Tollmien-Schlichting.

De acordo com o modo de implementacao, o método assume que no tempo inicial
t = 0 o escoamento nao possui perturbagoes. Apds um intervalo dt, mais especificamente
no tempo t + 6t, as perturbacoes sao inseridas por injecao e sucgao de massa na parede
em uma determinada regiao, compreendida entre x; e xo, conforme ilustrado na Figura

AT

u T_.

£ Ip Iy I I3 Ly Lmar

Figura 4.1: Dominio computacional do escoamento de Poiseuille 2D.

Esta perturbacao é introduzida assumindo a velocidade v representada por meio de
uma fungao polinomial f(x) de grau 9 (Figura [4.2)) para

v=A,f(z)sen(wit), x; <z < X9, (4.1)

v=0, T<r ou T =g, (4.2)

onde A, representa uma constante utilizada para ajustar a amplitude das perturbacoes,
wy é a frequéncia temporal da perturbacao e t é o tempo.

Com o objetivo de suavizar a introdugao das perturbagoes no escoamento, os coefici-
entes do polindémio sao escolhidos convenientemente de tal maneira que o valor da funcao
e das suas primeira e segunda derivadas nos pontos x; e x5 sejam nulos.
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y A

|
<V

Figura 4.2: Amplitude de distribuicao da componente normal de velocidade.

4.3 Aproximacao Numérica de Derivadas Temporais

Para simular adequadamente os efeitos transientes, necessita-se empregar incrementos
de tempo (At) na simulagdo numérica relativamente pequenos, da mesma ordem de gran-
deza necessaria para que se satisfagam os critérios de estabilidade numérica [46]. Sendo
assim, o método numérico utilizado para discretizacao temporal das equacoes que mo-
delam o escoamento e dos componentes do tensor extra-tensao das equagoes do fluido
viscoelastico, ¢ um esquema classico de quatro etapas de integracao de Runge-Kutta de
quarta ordem.

O método Runge-Kutta empregado é do tipo Previsor-Corretor onde, os métodos de
Euler explicito e implicito sao utilizados como previsor e corretor, respectivamente, para
um avanco temporal de t a t + %. O avancgo para t + At é realizado pela aplicagao de um
previsor baseado na regra do ponto médio e um corretor baseado na regra de Simpson.
Os quatro passos do método sao descritos como segue

. At
wz(’”r%) =w,” + 7g(t”, w,"), (4.3)
wz(n+é)** — W, + %g( n+%’wz(n+%)*)’ (4.4)
WZ(TL—H)* - wzn + (At)g(tn—i_%vwz(n—i_%)**)a (45)
At * * %k *
Wi = Wi [g(t”,w?) +29(t" 2, w, (D7) 4 29 (872, w, (D) gt w, () )] ,
(4.6)
sendo
Ow, J(uw,) 0O(vw, Pw, w,| 0*Tyy 0*Ty 0?1y 0*T;
g<t7wz)5 = - ( )_ ( ) ﬂ 9 + 2 | ;2_ 22+ 11+ ;27
ot Ox oy Re | Oz dy Ox Ox0y 0Oydx Oy

(4.7)
que corresponde & equagao ([2.45)) de transporte de vorticidade.
Analogamente, a evolucao temporal das componentes do tensor extra-tensao também
é realizada através desse método, em quatro passos



4. Método Numérico 52

o 8T11 o a(uTH) a(’UTn) 8u 8U
g(t, TH) = 8t = aZL‘ 8y + 2T11 al’ -+ 2T12 8y +
agRe 9 9 1 -3 0u 1
— T} T} 2 — — —T; 4.
g (T T’ + 2 — g T (48)
8T12 8(uT12) 8(UT12) aU au
Ty,) = __ _ T2 7,2
gt Tn) = 5 oz gy Mar TT2ay T
Re 1—p8 (0v  Ou 1
—aGl ~ 3 (Tha (Th1 + T2)) + ReWi (% + 8_y) - me, (4.9)
o 8T22 B 8(uT22) 8(UT22) 81} 8’0
g(t,Toy) = % o 3y + 2T o + 215 3y +
Re 1—p3 0v 1
—Qa 1_ ﬂ (T122 + T222) + 2R6W28_y — WTQQ. (410)

4.4 Aproximacao Numérica de Derivadas Espaciais

Para calcular as derivadas espaciais utiliza-se diferencas finitas compactas de alta
ordem [30), 32, [46], 48] e neste estudo optou-se por um esquema de sexta ordem. Aproxi-
magcoes de sexta ordem foram aplicadas aos pontos préximos ao contorno, enquanto que
nos pontos do contorno utilizou-se aproximagoes de quinta ordem. Aproximagoes de sexta
ordem foram testadas, mas resultaram em instabilidades numéricas [46]. Os sistemas line-
ares tridiagonais resultantes da aplicacao deste esquema foram resolvidos pelo algoritmo
de Thomas.

Para o calculo da aproximacao referente a primeira derivada de uma funcao em f,
tem-se

1 4 ] fll
1 6 2 Jo
1 3 1 =
2 6 1 fn_l'
| 4 1 | fn,

i o (=T4f1 + 16 fo + T2f3 — 16 f1 + 2f5) T
135 (—406 f — 300 f5 + 760 f3 — 80 f1 4 30f5 — 4f5)

%(_fif2 - 28fi7‘1 + 28fiy1 + fit2) , (4.11)

SRS

(406 £, + 300 f,—1 — 760 fn—s + 80 fu_s — 30fr—a + 4 f0s)
i(74fn - 16fn—1 - 72fn—2 + 16fn—3 - 2fn—4)

em que h representa o espagamento e n representa o nimero de pontos discretizados. De
forma similar, o calculo da segunda derivada resulta no sistema



4. Método Numérico 53

[ 13 137 T flu
1 12 3 fo

2 12 1 £y
137 13| 1)

(9775 f1 — 20285 f» + 11170 f3 — 550 f, — 145 f5 + 36 f5) T

L (4834 f, — 8424, + 1890 f3 + 2320 f4 — 8105 + 216 f5 — 26f+)

=13 %1<3fi72 +48f; 1 — 102f; + 48fiy1 + 3 fit2)

(4834 f, — 8424 f,,_1 + 1890 f_s + 2320 fr—3 — 810 fr—s + 216 fr_5 — 26 f,,_g)
a5 (9775 f,, — 20285 f,_1 4 11170 f,,—5 — 550 f,—3 — 145 fr,—s + 36 frn—5)

(4.12)

4.5 Amortecimento de Reflexoes na Entrada do Escoa-
mento

Segundo Meitz [30], simula¢bes numéricas nas quais vortices longitudinais estao pre-
sentes, podem sofrer interferéncia indesejada de reflexdes destes vortices na entrada do
dominio. A fim de evitar essas possiveis reflexdes, introduz-se uma zona de amortecimento
proxima a entrada, através do ponderamento da componente de vorticidade por meio da
seguinte funcao

fi(x) = fi(e) = 66> — 15¢* + 10€°, (4.13)

onde € depende dos pontos (i) da discretizac¢ao na diregao x do escoamento, sendo definido
como

1—1
= 4.14
‘T (4.14)
para 1 <i <4;. Assim, a funcdo fi(x) é aplicada no intervalo da seguinte forma
w.(z,y,t) = fi(z)w,(z,y,1t). (4.15)

O termo w,(z,y,t) representa o componente de vorticidade calculado pelo integrador

temporal e w,(z,y,t) é o valor do componente obtido apds a aplicagdo do amortecimento
[20].

4.6 Relaminarizacao do Escoamento
Da mesma forma como ocorre na regiao de entrada, a reflexao numérica de pertur-

bacoes convectivas presentes na regiao de saida do escoamento, podem nao corresponder
aos efeitos fisicos, e acabam por comprometer a qualidade dos resultados numeéricos.



4. Método Numérico 54

Nesse sentido, Kloker [30], Meitz [36] e Souza [46] estudaram técnicas de relaminari-
zagao para eliminar tais efeitos de reflexao de onda.

Em seu trabalho, Kloker [30] testou e comparou diferentes técnicas na regiao de saida
do escoamento, tais como a linearizacao das equagoes ou o aumento da viscosidade. Porém
os resultados mostraram que o método mais eficaz foi suprimir espacialmente a vorticidade
de perturbacao dentro de uma zona de relaminarizacao.

Em resumo, a esséncia desta técnica estd em considerar um intervalo proximo a saida
do escoamento, e neste intervalo impor condigoes capazes de provocar um decaimento das
perturbagoes dos componentes de vorticidade, chegando a zero.

Conforme adotado neste trabalho, considerando o intervalo z3 < = < x4 em correspon-
déncia com os pontos i3 e iy da malha, utiliza-se uma fungao f, que satisfaz: fo(z3) =1
até fo(zy) = 0. Assim,

w(z,y,t) = folz)0,(z,y,1t), (4.16)

¢ aplicada em todo o intervalo definido. Ressalta-se que @,(x,y,t) representa o compo-
nente da vorticidade calculado pelo integrador temporal e w,(z,y,t) é o valor alcangado
apos a relaminarizacao.

Em seus estudos, Kloker [30] considera f;(x) como sendo um polinémio de quinta
ordem

f2() = fole) = 1 — 6€° + 15¢* — 10¢€°, (4.17)
onde
=11 <i<is (4.18)
14 — 13

Esse polindmio respeita a variacao da funcao, que deve ser de 1 até 0 e suas derivadas
sao suaves de tal maneira que reflexoes sao evitadas.

Porém, Meitz [36] num estudo mais detalhado, conseguiu descrever os efeitos da apli-
cacao desta técnica de relaminarizagao a cada passo do integrador temporal, n vezes,
como

w,(z,y,t) = f"(x)0.(x,y,t), (4.19)

e verificou que esta repeticao leva a um decaimento brusco da vorticidade dentro do inter-
valo de relaminarizacao (Figural4.3)), podendo causar reflexes de ondas, que é justamente
o que se deseja evitar. Entao, Meitz [36] propds a utilizagao da seguinte fungao

folz) = fale) = e 50 (1 — ), (4.20)

Pode-se perceber através da Figura que as curvas para valores mais altos de n sao
muito mais suaves do que na Figura 4.3 que se refere a funcao f,. Em seu trabalho, Meitz
[36] deixa claro que a fungao de amortecimento f3 teve um bom desempenho. Portanto
esta foi a funcao implementada neste trabalho.

Segundo Souza [46] ainda deve-se respeitar as seguintes restrigdes para garantir um
bom funcionamento da técnica

2,
A,

-

AV,

tmaz — U4

onde A é um comprimento de onda de Tollmien-Schlichting.
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€

Figura 4.3: Efeito de aplicar a fungao f; de relaminarizacao n vezes, segundo Meitz [36].

Figura 4.4: Efeito de aplicar a fungao f3; de relaminarizagdo n vezes, segundo Meitz [36].

4.7 CAalculo da Vorticidade na Parede

Para calcular os componentes de vorticidade na parede, isto é, em y = —1 e y = 1,
primeiramente é preciso resolver as equagoes de Poisson e da continuidade para as compo-
nentes da velocidade. S6 entao, segundo Souza [46], realiza-se os seguintes procedimentos:

a) Calcula-se

J_ P, 0

52 o (4.21)

No intervalo entre os pontos x; e x5, a segunda derivada na direcao x ¢é calculada
analiticamente, considerando a mesma fung¢ao utilizada para introduzir as ondas de
Tollmien-Schlichting. Nos demais pontos, essa derivada é considerada nula.
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Na direcao y, calcula-se a segunda derivada por meio de uma aproximacao explicita
e descentrada, como a que esta apresentada abaixo

0%v

o = W[—134.89v1 + 216vy, — 135v3 + 80vy —
Y Y

y=-—1

—33.75v5 + 8.64vs — v7] + O(39°). (4.22)

Em y = 1, uma aproximagao similar ¢ empregada. Essas aproximagoes refor¢cam o
0%
fato de que — = 0.
e Ba2

y=parede

b) Desde que calculados os valores do laplaciano da velocidade, entdo o componente de
vorticidade pode ser obtido por meio da equagao a seguir, que tem relacao com a
equagao ([2.36])

Ow,
o=, (4.23)

Souza [46] propoe as seguintes aproximagoes numeéricas:

e Parai =2 (i =1 é condi¢do de entrada):

w 5a(251w,, + 646w, — 264w, + 106w, — 19w, ) +

_ 1[
27920

3
2 — 2% ) : 4.24
+7 szl]+0(1605$>7 (4.24)

e Para 3 <17 < i — 2:

1 / / r
WZQ — ﬁ[(gﬂf(lowzl_z + 57w2¢—1 + 24("),21 - wzi+l) +
11
24w, ———02° ) ; 42
+33(A)z1_2 + wzz_l] + O (3420 x ) ! ( 5>

e Para i,,,, —1: uma aproximacao similiar aquela aplicada para i = 2 é utilizada.

4.8 Algoritmo Numérico

Em seus estudos, Lele [32] apresenta diversas estratégias para filtragem, dentre as
quais encontra-se um método compacto de quarta ordem, que foi adotado neste trabalho.
A técnica de filtragem é aplicada apos cada iteracao temporal, e consiste em recalcular
a componente de vorticidade através de um sistema pentadiagonal [46]. Ainda, um filtro
que também requer a solucao de outro sistema pentadiagonal é aplicado & componente de
vorticidade e as componentes dos tensores apos o ultimo passo de Runge-Kutta.

Os resultados deste estudo foram obtidos de uma adaptagao no cédigo computaci-
onal desenvolvido por Souza [46]. O seguinte algoritmo é entao aplicado para resolver

numericamente o sistema de equagoes (2.43)) — ([2.48))
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1.

-

S

9.
10.

Aplica-se um passo do integrador de tempo para a vorticidade e para os tensores
nao-Newtonianos;

Aplica-se as funcoes responséveis pelas zonas de amortecimento e relaminarizacao
do escoamento;

Introduz-se as perturbacoes por injecao e succao de massa nas paredes;
Calcula-se o lado direito da equacao de Poisson, dada pela equacao ;
Determina-se a velocidade v, resolvendo a equacao de Poisson ([2.44));
Calcula-se o valor da velocidade u através da equacao ;

Calcula-se a vorticidade w, através da equacao (2.45));

Determina-se os componentes do tensor extra-tensao nao-Newtoniano através das
equagoes (2.40) - (2.48);

Atualiza-se o valor da vorticidade @, nas paredes;

Aplica-se o filtro apés o tltimo passo do integrador de tempo.

Apos o ultimo subpasso do integrador temporal, aplica-se o filtro computacional.
Finaliza-se o método numérico quando se atinge o tempo limite imposto para a simu-

lacao.

A formulagao nicleo-conformacao é implementada junto ao codigo gerador do escoa-
mento base. Este codigo tem uma estrutura parecida com a do algoritmo acima, embora
sem introdugao de perturbacoes.

1.

= W

o

© o N o

10.

11.
12.
13.

Inicia o tensor conformagcao A a partir do tensor extra-tensao T utilizando a equagao

(3-2);

Decompoe A em autovalores (A) e autovetores (O), analiticamente;
Aplica-se fun¢ao nticleo e constroi K(A);
Aplica-se um passo do integrador de tempo para a vorticidade e para K(A);

Aplica-se as func¢oes responséveis pelas zonas de amortecimento e relaminarizacao
do escoamento;

Calcula-se o lado direito da equacao de Poisson, dada pela equagao ;
Determina-se a velocidade v, resolvendo a equacao de Poisson ;
Calcula-se o valor da velocidade u através da equagao ([2.43));

Calcula-se a vorticidade w, através da equacao (2.45));

Determina-se os componentes de K(A) através da equagao de evolugao ([3.41]) (ver

)
Apendice [B]: equagoes (BA7) — (B-A9)):
Atualiza-se o valor da vorticidade @, nas paredes;
Aplica-se o filtro apés o dltimo passo do integrador de tempo;

Calcula-se T' a partir do tensor conformagao através da equacao (3.3)).






CAPITULO

9

Resultados

Neste capitulo apresenta-se os resultados numéricos do presente estudo para a ana-
lise da estabilidade espacial de um escoamento de Poiseuille bidimensional de um fluido
viscoelastico do modelo constitutivo Giesekus, simulado para altos valores do niimero de
Weissenberg através da técnica estabilizadora do HWNP. Nesse sentido, os resultados es-
tao organizados em trés subsegoes: na primeira subsegao realiza-se a verificagao do codigo
com a formulagao nucleo-conformagao. Na segunda, analisa-se a influéncia do ntimero de
Weissenberg nas componentes do escoamento base. E por ultimo, realiza-se uma anélise
da estabilidade do escoamento com variacao do parametro W4, inclusive para valores al-

tos, que foram possiveis de simular devido & utilizacao das técnicas de estabilizacao do
HWNP.

5.1 Verificacao do Cédigo

Os resultados apresentados nesta segao referem-se a verificagao do coédigo desenvolvido
neste trabalho. Esta verificagao é realizada para um cédigo DNS que simula o escoamento
de Poiseuille plano, bidimensional, incompressivel e isotérmico, utilizando o fluido viscoe-
lastico do modelo Giesekus e a formulagao nicleo-conformagao como técnica estabilizadora
das simulagoes numéricas com o parametro adimensional Weissenberg alto. O dominio
computacional do problema pode ser visto na Figura

Para tanto, foi necessaria a comparacao do codigo do presente estudo considerando
ag = 0 na equagao do modelo Giesekus, com a solugao analitica do escoamento nas
mesmas condigoes, considerando o modelo Oldroyd-B [21]. Isto é valido, pois ao atribuir
o valor de ag = 0 em , a equacao constitutiva resultante é equivalente a equacao
do modelo Oldroyd-B, cuja solugao analitica é conhecida e esta disponivel na literatura.

Os métodos numéricos utilizados nas simulagdes numeéricas estao descritos no Capitulo
[ e os detalhes das decomposi¢oes matriciais necessarias para a construgao dos tensores
e matrizes utilizadas na implementacao da técnica nicleo-conformagao podem ser encon-
trados no Apéndice [B]

Os seguintes parametros foram adotados para a simulacao numérica do teste de veri-
ficacao:

e Niumero de pontos no sentido do escoamento: imax = 9049;

e Niumero de pontos no sentido normal ao escoamento: jmaxr = 249;

2m.

e Distancia entre dois pontos consecutivos na dire¢ao x: dr = if;

29
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2

e Distancia entre dois pontos consecutivos na direcao y: dy = —=—;
jmaz—1

e Passo de tempo: dt = 0.0785.

Na Figura[5.1]é apresentado o perfil das componentes T1; (Figura 5.1(a)) e T15 (Figura
5.1(b)) do tensor extra-tensao para diferentes casos, com varia¢oes dos parametros adi-
mensionais: Re = 2000, 4000 e 7000, g = 0.25, 0.50 e 0.75, e Wi = 10, 15 e 20. Pode-se
observar na Figura concordancia entre as solugoes numéricas e analitica para todos os
casos testados, sendo portanto, um indicativo de que os cédigos implementados com as

0.025 . . .
*  Sgrt-conformagao
O Log-conformagéo
0.02 Solugdo Analitica §|

Re = 4000, 8 =0.75, Wi = 20

0.015
- Re = 7000, 3 =0.25, Wi= 15
001% % B/ Re = 2000, 3 = 0.50, Wi =10
0.005
0
(a)
5 x10™ . . .
Re = 2000, ﬂ = 050, Wi=10 ¥ Sqrt_conformagéo
4L g O  Log-conformagao | -
Solugéo Analitica
2% Re = 4000, 3 = 0.75, Wi = 20
o
— 0
-2
-4 Re = 7000, 3 = 0.25, Wi = 15

_6 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

(b)

Figura 5.1: Solu¢ao numeérica (Giesekus com ag = 0) e analitica (Oldroyd-B) para o
escoamento base: (a) Tensor Ty; e (b) Tensor Tis.
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técnicas de estabilizagao log-conformagao e raiz quadrada-conformagao (sqrt-conformacao)
sao adequados para simular e analisar a estabilidade dos escoamentos bidimensionais de
fluidos viscoelasticos, em particular, para o modelo Giesekus.

Tendo em vista que os resultados obtidos com as técnicas de estabilizacao niicleo-
conformacao concordam entre si, e principalmente com a solugao analitica, as Figuras 5.2
e sao apresentadas com objetivo de mostrar o erro relativo entre estas solucoes, em
particular, para a componente 715 do tensor nao-Newtoniano, para os seguintes casos:

e Caso 1: Re =2000, 8 =0.50 e Wi = 10;
e Caso 2: Re =4000, 8 =0.75 e Wi = 20.

Considerando quatro diferentes malhas, representadas por M1 (jmazr = 193), M2
(ymax = 217), M3 (jmax = 249) e M4 (jmax = 289) para a andlise do erro relativo,
dado por

_ ||Solugao numérica — Solugao analitical|,

Erro = 5.1
o ||Solugao analitical|, ’ (5.1)
e, ainda, a taxa de convergéncia dada por
EMa
log(—)

_ EMs

p - l <Ma> ) (52)
)
g M,

sendo EMa ¢ EMv o5 erros relativos referentes as malhas M, e M,, respectivamente.
Pode-se notar nas Figuras[5.2]e que para o Caso 1 a taxa de convergéncia aproxima-

se de p = 5, enquanto que, para o Caso 2 torna-se proxima de p = 4, independente da

técnica de estabilizagio do HWNP implementada. Isso estd de acordo, exceto para a

10_3 E T T T T T T T T T T T T T T T T T T
I Log-conformacéo
— — — Sgrt-conformagéao
———O(dy°)
107 ¢ 3
o
L
10°F ;
10-6 . . 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \
7 8 9 10 11
dy x107

Figura 5.2: Caso 1 — erro entre a soluc¢ao analitica (Oldroyd-B) e numérica utilizando
DNS (Giesekus com ag = 0).
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10 e T T
10°F ;
o
S 10%E ;
;g 10 ]
107 | = Log-conformagéo | :
- — — — Sgrt-conformagéo
—O(dy")
10-6 . . 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \
7 8 9 10 11
dy %10

Figura 5.3: Caso 2 — erro entre a solu¢ao analitica (Oldroyd-B) e numérica utilizando
DNS (Giesekus com ag = 0).

solucao obtida com a técnica log-conformacao, que em certa regiao apresentou uma taxa
de convergéncia menor.

Apesar disso, os erros encontram-se na ordem de 1075 e 10~ para o Caso 1, e 107°
e 107* para o Caso 2. Uma outra observacao refere-se ao valor do erro calculado para
as solugoes obtidas com a formulagao raiz quadrada-conformagao (sqrt-conformagao) que
foi sempre inferior em comparacao com a formulagao log-conformacao, independente da
malha escolhida.

5.2 Escoamento Base

Nesta secao sao apresentados os resultados das simulagoes numéricas realizadas com
variagoes do nimero de Weissenberg (177), com o intuito de demonstrar a influéncia deste
pardmetro no comportamento das componentes do escoamento do fluido Giesekus. A
principio, o nimero de Reynolds, e os parametros 5 e ag foram fixados em Re = 2000,
B =0.25 e ag = 0.15, respectivamente, enquanto que foram considerados trés diferentes
valores para o nimero de Weissenberg, Wi = 5, 20 e 80.

Nas Figuras e |b.5| sdo apresentados os perfis das componentes U(y) (velocidade),
Ty1, T e Tys (tensores nao-Newtonianos) do escoamento de fluido viscoelastico, cujo
c6digo DNS foi simulado com a transformagao log niicleo-conformacao para estabilizacao
do HWNP.

Pode-se notar na Figura que o perfil de velocidade U(y) aumenta quando o niumero
de Wi também aumenta. Comparando com o perfil de velocidade Newtoniano observa-se
que o comportamento do fluido viscoeléastico tende a se aproximar mais do Newtoniano a
medida que Wi aumenta. J& para os tensores nao-Newtonianos 711, 112 € T, observa-se
na Figura que o valor absoluto das componentes do tensor diminui & medida que o
nimero de Weissenberg aumenta.
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Figura 5.4: Componente da velocidade na dire¢ao do escoamento utilizando a formulagao
log-conformagao: (a) perfil de velocidade U(y) e (b) ampliacao do perfil de velocidade

U(y).

Enquanto isso, nas Figuras e sao apresentados os perfis das componentes U(y)
(velocidade), T11, Th2 e Tsy (tensores nao-Newtonianos) do escoamento de fluido viscoe-
lastico simulado com os mesmos parametros, utilizando a transformagao raiz quadrada
nticleo-conformagao. As mesmas observagoes consideradas nas Figuras [5.4] e [5.5], para o
caso log-conformacao, podem ser aplicadas para este caso.

Para uma melhor visualizacao das Figuras [5.4{(a) e |5.6[a) que representam o perfil de
velocidade U(y) nos escoamentos foram realizadas ampliagoes dessas figuras vistas nas
Figuras[5.4(b) e[5.6{b), que demonstram claramente a influéncia das forgas elasticas nao-



5. Resultados

64

-3
12210 - - :
Re = 2000, a, =0.15, 3 =0.25 ———-Wi=5
ol S Wi =20 A
S [ Wi=80| ~
N /
08 B N\ / 7
N /
AN
— \ /
l_‘_ 06 -\~\ \ // P
.\. \ — -
\~\~ N // /'/-
04 I ~\~\ N //,/'/ 7
......... ~) /-
............. . //
o2+ e '-..,\\‘\ /// 4
N pa
0 1 \\\\ L 9// L
-1 -0.5 0 0.5 1
y
(a)
-4
15210 ; - :
T~ ——-Wi=5
1 \\\ fffff Wi =20/ 1
N Wi =80
L A i
05p N
T
I R N |
l_ \\‘\ ..............................................
N o~ e
05 AN :
AN
N
At N E
Re = 2000, o, = 0.15, #=0.25 S~
_1.5 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
y
(b)
-5
O ><10 T /‘.~| ~ T
............................................. e \’\\\
’/’/ N
qt T N, |
T T N T e
- - — - / \ . ———
// N
ol , \ i
S / \
~ 7 N
/7 N
3t e N -
// \\
P ~
a4l ——-Wi=5 ~
fffff Wi =20
Re = 2000, a . = 0.15, 3= 0.2 ,
e=2000,a,=0153=025 | Wi - 80
_5 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

()

Figura 5.5: Componentes do tensor nao-Newtoniano do escoamento utilizando a formu-
lagao log-conformacao: tensores (a) Ti1; (b) Tis e (c) Tha.
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Newtonianas no perfil de velocidade, quando comparado com o perfil de velocidade do
fluido Newtoniano. Além disso, é possivel notar que o parametro Wi é capaz de influenciar
esse perfil de velocidade, observando uma diferenca entre as curvas do modelo Giesekus.

1 . s .
0.8 p N -
//'/ \\\
. \
0.6 Y, \. .
_ / \
= y, \\
- /4 \\
04r / \
y ) \
y Newtoniano | §
oery Wi = 20
Re = 2000, aG=0.15,B=0.25 .......... Wi = 80
O 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
(a)
1
0.98 | _
0.96 _
/; ~ -
5 0.94
0.92 // o Newtoniano RS C \\
Aad ——-Wi=5 N
09r // ————— Wi =20 \\ .
/ .......... WI = 80 \
0.88 : : ' ' !
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
y

Figura 5.6: Componente da velocidade na dire¢ao do escoamento utilizando a formulagao
raiz quadrada-conformacao: (a) perfil de velocidade U(y) e (b) ampliacao do perfil de
velocidade U(y).

Quanto ao comportamento das componentes 111, T12 e 15y, vistas nas Figuras [5.5] e
[5.7] nota-se que o tensor nao-Newtoniano apresenta maior influéncia proximo as paredes,
principalmente quando os valores de Wi sao maiores. No meio do canal, o valor dos
tensores tende a zero.
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Figura 5.7: Componentes do tensor nao-Newtoniano do escoamento utilizando a formu-
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Além disso, os resultados numéricos apresentados nas Figuras [5.4] [5.5] e mos-
tram concordancia em ambas as transformagoes nucleo-conformagao. A fim de verificar
essa proximidade entre as solugoes obtidas através da aplicacao das transformacoes log e
raiz quadrada nucleo-conformacao, a Figura|b.8[apresenta a diferenca entre estas solugoes
numéricas. Percebe-se que embora sejam bem proximas, ha algumas regioes que apresen-
tam oscilagoes. Geralmente essa regiao estd no centro do canal e as principais oscilagoes
ocorrem para os maiores valores de Wi.

10* T T T 10 T T T

10710

107 — : — 1072

1070 f
2 : o
> >
) )
[0 [0
[a) [a]
10-15 L 4
——-Wi=5
——-Wi=20
“““““““ Wi = 80
1020 . .
-1 -0.5 0 05 1
y

Figura 5.8: Desvio entre as solugdes numéricas utilizando log-conformacao e raiz quadra-
da-conformacao: (a) velocidade U(y); (b) tensor T11; (c) tensor Tis e (d) tensor Tho.

Seguindo a mesma ideia, considerando agora valores menores para os parametros adi-
mensionais Re e Wi na simulacao numérica do escoamento, a influéncia do parametro
Weissenberg é analisada com relagao ao comportamento das componentes do escoamento
base do fluido Giesekus. Considerando o ntiimero de Reynolds e os parametros adimen-
sionais (8 e ag fixos iguais a Re = 1000, § = 0.25 e ag = 0.15, respectivamente, e trés
diferentes valores para o niimero de Weissenberg, Wi = 0.5, 1 e 2.

Levando em consideracao que os resultados obtidos com o c6digo DNS utilizando as
técnicas nucleo-conformagao concordam entre sim, a seguir sao apresentados apenas os
resultados obtidos com a formulagao log-conformacao.

As Figuras[5.9 e [5.10] apresentam os perfis das componentes U(y) (velocidade), T11, T'2
e Ty (tensores nao-Newtonianos) do escoamento de fluido viscoelastico Giesekus. E, nova-
mente, percebe-se que ha influéncia do parametro Wi no comportamento do escoamento
simulado, mesmo que o niimero de Reynolds seja menor, como neste caso.
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Figura 5.9: Componente da velocidade na dire¢ao do escoamento utilizando a formulagao

log-conformagao: (a) perfil de velocidade U(y) e (b) ampliacdo do perfil de velocidade

Ul(y).

Observa-se na Figura (b) que apresenta a ampliacao do perfil de velocidade que,

a medida que o ntimero de Weissenberg diminui, o perfil de velocidade viscoelastico se

aproxima do perfil de velocidade do escoamento de fluido Newtoniano.
Quanto ao tensor extra-tensao nao-Newtoniano apresentado na Figura [5.10, percebe-

se uma mudanca no comportamento e pode-se notar principalmente que neste caso, onde
o escoamento foi simulado com os parametros Re e W1 relativamente menores, a ordem

dos tensores é maior, quando comparado com os casos testados anteriormente.
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5.3 Analise de Estabilidade

Nesta secao, investiga-se a estabilidade do escoamento de fluido viscoelastico Giesekus,
analisando o comportamento das perturbacoes infinitesimais do escoamento, através da
técnica DNS. Nas simula¢oes numéricas foram considerados diferentes valores do niimero
de Reynolds Re = 2000, 3000, 5000, 6000, 7000 e 9000, avg = 0.15, 0.20, 0.30, 0.35 e 0.45,
B =0.25, 0.50, 0.70, 0.75 e 0.90, e algumas variagdes do numero de Weissenberg Wi = 2,
5, 10, 15, 20, 40, 45, 50, 80, 100 e 120.

Os parametros adotados nas simulagoes numéricas aqui realizadas foram:

e Numero de pontos no sentido do escoamento: imax = 505;

e Numero de pontos no sentido normal ao escoamento: jmazx = 249;

e Distancia entre dois pontos consecutivos na direcao x: dr = 12—2;
T
e Distancia entre dois pontos consecutivos na direcao y: dy = —=—;
jmaz—1

e Passos no tempo por periodo de onda: stpp = 400;

e Frequéncia de onda: w; = 0.2;

21

e Passo de tempo: dt = .

e Amplitude da perturbagao: A, =1 x 10~*.

O tempo total de simulagao é igual a 30 vezes o periodo de onda considerado. O
dominio inicia em xg = 1, as perturbacgoes sao introduzidas entre os pontos x; = ¢ + 39
e r9 = o + 71 e a faixa de relaminarizacao do escoamento esté situada entre os pontos
xr3 = 425 e x4 = 465, como mostra a Figura 4.1

Com o objetivo de avaliar as taxas maximas de amplificacao, diferentes simulagoes
numéricas foram realizadas variando-se os pardmetros adimensionais para o escoamento
do fluido Giesekus, comparando com o escoamento de fluido Newtoniano, e ainda, sendo
testadas as técnicas de estabilizagao nucleo-conformacgao. Neste trabalho, os parametros
estudados s@o o numero de Weissenberg (117), o parametro ag e a constante 3. A seguir,
sao apresentados os resultados numéricos obtidos para cada parametro.

5.3.1 Variacao do Numero de Weissenberg

As figuras a seguir exibem resultados de simulagoes numeéricas realizadas a partir de
variagoes do ntimero de Weissenberg. Diferentes casos foram selecionados variando tam-
bém os demais parametros adimensionais para que a analise da estabilidade hidrodinamica
desses escoamentos seja realizada.

O efeito do nimero de Weissenberg (i) na estabilidade do escoamento é mostrado nas
Figuras a[5.1§ para diferentes valores de Re, a¢ e . Nessas figuras sao apresentadas
o méaximo valor da perturbagao da velocidade na dire¢do do escoamento (z) e as curvas
mostram o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido Newtoniano e do
fluido viscoelastico com seus parametros fixados.

Em todos os casos apresentados foram aplicadas as técnicas de estabilizacao ntucleo-
conformagao. Por exemplo, as Figuras [5.11](a) e [p.12|(a) apresentam os resultados ob-
tidos através da estabilizagao do cédigo por meio da transformacgao log-conformacao.
Enquanto isso, as Figuras [5.11{(b) e [5.12(b) apresentam os resultados da transformagao
raiz quadrada-conformacao. Estudos anteriores revelam que, sem a implementacao das
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técnicas estabilizadoras do HWNP o cédigo nao obtém resultados para maiores valores
de Wi, aproximadamente Wi > 15 [20].

A Tabela [5.1] apresenta o tempo de execucao do codigo com as técnicas de estabiliza-
¢ao, em paralelo, utilizando 8 processadores, especificamente para o caso contemplado na
Figura [5.12} Re = 3000, 8 = 0.70, ag = 0.20 e varia¢oes do ntimero de Weissenberg.

Tabela 5.1: Tempo de execugao dos programas.

Wi Log-conformacao Sqrt-conformacao

5 25:31:42 26:23:52
15 23:50:44 22:20:58
45 19:10:01 17:13:42
100 14:56:11 15:01:28

Comparando as transformagoes log-conformagao e raiz quadrada-conformagao, verifica-
se que pra este caso, os tempos de execucao do codigo sao semelhantes. Ainda, é possivel
notar que os c6digos sao executados mais rapidamente conforme o ntimero de Weissenberg
aumenta. Além disso, nota-se que ambos os métodos comportaram-se como estabilizado-
res numéricos, em particular, para todos os Wi testados.

Nas Figuras e foram considerados nimeros de Reynolds relativamente me-
nores (Re = 2000 e 3000), as curvas representam a amplitude méxima da velocidade na
direcao do escoamento e apresentam comportamento decrescente, apesar dos acréscimos
realizados no parametro Wi.

Isto demonstra um comportamento estdvel do escoamento, uma vez que as curvas
decrescentes revelam um decrescimento das perturbacoes introduzidas. Pode-se notar
também que conforme Wi aumenta o escoamento torna-se menos estavel, ou seja, as
curvas perdem inclinacao e tornam-se menos decrescentes. Entretanto, nenhuma destas
variagoes pode ser considerada como um caso instavel.

Aumentando o nimero de Reynolds para Re = 5000 e o valor da constante [ para
B = 0.75, deixando o fluido mais proximo do fluido Newtoniano, esses resultados sao
mostrados na Figura [5.13] Nota-se nessa figura um decrescimento das curvas, evidenci-
ando que as perturbacgoes introduzidas no inicio do escoamento nao foram amplificadas,
mas amortecidas. Além disso, observando as Figuras [5.13(a) e [5.13(b) nao ha evidén-
cias de discrepancia significativa entre os resultados das simulagoes numéricas utilizando
diferentes transformacoes nicleo-conformacao.

Pode-se ainda ressaltar que em ambos os casos, as curvas referentes aos escoamentos
simulados com maiores valores do niimero de Weissenberg estao mais proximas entre si.
Portanto, entende-se que a partir de determinado valor, o niimero de Weissenberg pouco
influencia no comportamento relacionado a amplifica¢do e/ou amortecimento das ondas
de Tollmien-Schlichting.

A Figura também apresenta resultados numéricos do escoamento variando o ni-
mero de Wi, em particular, para Re = 6000. Pode-se notar que diferente dos casos
anteriores, as curvas que representam a amplitude maxima da velocidade U na dire¢ao do
escoamento tém comportamento crescente, que pode ser interpretado como a amplifica-
cao das ondas de Tollmien-Schlichting, tornando os escoamentos instaveis. A medida que
o parametro Wi aumenta, a inclinagao das respectivas curvas torna-se mais acentuada e
entao ocorre uma maior amplificagao da perturbagao introduzida no inicio do escoamento.




5. Resultados

72

10

Re =2000, o, = 0.45, 5 =0.50

bt
LH
Tiay

LH

.....

s

3
S
>
108 F [
_____ Newtoniano
Wi =40
— Wi =100
---------- Wi =120
10-8 1 1 1 1 1
40 60 80 100 120 140 160
X
(a)
Re = 2000, ag = 0.45, 3=0.50
10 e
P
£
]
108 F [oeene
_____ Newtoniano
Wi = 40
— Wi =100
---------- Wi =120
10-8 1 1 1 1 1
40 60 80 100 120 140 160

Figura 5.11: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para

diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Em contrapartida, para o mesmo caso, o escoamento Newtoniano é estavel. Como ja
é conhecido, isso apenas evidencia que a estabilidade hidrodinamica esté relacionada com
o numero de Reynolds, mas também que os demais parametros adimensionais interferem

no comportamento do escoamento.

Considerando g = 0.50 obteve esse resultado do

escoamento viscoelastico, espera-se que aumentando o valor deste parametro obtenha-se
um comportamento mais proximo do fluido Newtoniano, ou seja, um comportamento mais

estavel.
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Figura 5.12: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Dessa forma, as proximas simulagoes sao realizadas considerando Re = 6000, como no
caso anterior, mas com valores maiores de 3, como [ = 0.75 e 0.90, respectivamente. De
fato, percebe-se na Figura que para maiores valores de Wi alguns escoamentos per-
manecem instéveis. Porém, quando o nimero de Weissenberg diminui as curvas tornam-se
decrescentes, ou seja, os escoamentos sao estaveis.

Considerando a constante § ainda maior, § = 0.9, deixando o fluido mais préximo
do fluido Newtoniano, como na Figura [5.16, os escoamentos sao estéveis independente
do parametro W1 testado. Portanto, nota-se um comportamento muito mais proximo do
fluido Newtoniano, principalmente para os menores nameros de Weissenberg.
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Figura 5.13: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Aumentando o ntimero de Reynolds para 7000 e mantendo-se o valor da constante
£ como [ = 0.9, os resultados dessa simulagao numérica podem ser vistos na Figura
.17 Observa-se nessa figura que as curvas sao decrescentes, ou seja, os escoamentos sao
estaveis, inclusive para o caso do fluido Newtoniano. Quanto menor o ntimero de Wi mais
estavel o escoamento, ou seja, para nimero de Wi maior, as amplificagoes tendem a ser
menos amortecidas. Para Wi = 100 nota-se que o escoamento ¢ estavel, mas aproxima-se
muito de um caso neutro, ou seja, as perturbagoes sao carregadas pelo escoamento.
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Figura 5.14: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para

diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Na Figura [5.18] considera-se Re = 9000, mantém-se ainda a constante g = 0.9 e dife-
rentes valores para o nimero de Weissenberg. Nota-se que os escoamentos sao instaveis,
tanto para o fluido Newtoniano, quanto para o fluido Giesekus, independente do valor
de Wi testado. As curvas para os maiores valores de Wi crescem mais rapidamente,
favorecendo a amplificacao das perturbagoes. Em outras palavras, enquanto na maioria
dos casos simulados anteriormente os acréscimos no numero de Weissenberg favoreciam
casos menos estaveis, agora conforme IW¢ aumenta obtém-se escoamentos cada vez mais

mstaveis.
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Figura 5.15: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para

diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

A positividade do tensor conformacao é uma caracteristica que deve ser preservada
durante toda evolucao temporal da equacao constitutiva e é necesséria para se evitar que

instabilidades referentes ao HWNP ocorram.

Chen et al. [10] examina a positividade do tensor conformacao através do monitora-
mento do sinal de seu determinante. A matriz é iniciada positiva definida, entao caso haja
troca no sinal de algum dos autovalores isso resultaria em um determinante negativo. Se-
gundo Hulsen [27], a positividade do tensor conformagao é assegurada se o determinante

deste tensor, iniciado positivo, satisfizer |A| > 1.
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Figura 5.16: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para

diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Considerando as técnicas baseadas nas transformagoes ntcleo log- e raiz quadrada-
conformacgao (sqrt-conformagao), alguns dos casos ja apresentados foram selecionados,
fixando os parametros Re = 3000, 6000 e 9000, ag = 0.20 e § = 0.70 e 0.90, variando
os valores do nimero de Wi. Sendo assim, as Figuras [5.19] [5.20] e [5.21] apresentam a
evolugao temporal do valor de | Al para os casos mencionados. A evolugao temporal

de 1 — | Al,nin também é apresentada.

Em ambos os casos, percebe-se que a evolugao temporal inicia com uma pequena oscila-
¢ao no valor do determinante. Isso ocorre para todas simulagoes numeéricas, independente

da técnica de estabilizacao aplicada e do valor de Weissenberg testado.
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Figura 5.17: Valor méximo da perturbacgao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Observando as Figuras[5.19] [5.20] e [5.21| nota-se que a amplitude das oscilagoes é muito
pequena e, apesar disso, todos os valores mantém-se positivos, que pode ser confirmado
através do valor de 1 — | Al,,;,. Dessa forma, é possivel notar que ambas as formulagoes
preservaram | A| maior que zero durante a evolugao temporal, isto é, ndo houve perda da
positividade do tensor conformagao.

Outra observagao importante refere-se ao fato de que o determinante minimo do tensor
conformagao para a técnica raiz quadrada sempre é maior quando comparado a técnica
log-conformagao, quando considerado o mesmo nimero de Weissenberg.
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Figura 5.18: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
diferentes valores de Wi: (a) Log-conformagao e (b) Raiz quadrada-conformacao.

Além disso, essas figuras também demonstram que para a técnica raiz quadrada-
conformacao o valor de |A|,,;» > 1, e para a técnica log-conformagao o valor de | Al ~ 1,
confirmando os resultados numéricos anteriormente apresentados para analise de estabi-
lidade do escoamento utilizando ambas as técnicas como estratégia para estabilizacao do
HWNP.

Ainda, é possivel observar que os acréscimos no nimero de Reynolds favoreceram os
resultados da técnica log-conformacao, aumentando o valor do determinante minimo do
tensor conformacao.
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Re = 6000, ag = 0.20, 8 = 0.90 e diferentes valores de Wi.
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Figura 5.21: Evolucao temporal do determinante minimo do tensor conformagao para
Re = 9000, ag = 0.20, 5 = 0.90 e diferentes valores de Wi.

5.3.2 Variagao do parametro ag

Nesta subsecao sao apresentados os resultados da estabilidade do escoamento de Poi-
seuille do fluido viscoelastico, onde é investigada a influéncia do parametro a, responsavel
por regular o comportamento “shear thinning” do fluido, e que pode ser visto na equagao
constitutiva do modelo Giesekus.

As simulac¢oes numéricas foram realizadas para os valores fixos de § = 0.75 e Wi = 10,
considerando trés diferentes ntumeros de Reynolds, Re = 2000 (Figura , Re = 5000
(Figura e Re = 8000 (Figura e variando os valores de ag para ag = 0.15,0.30
e 0.45. Essa influéncia do parametro ag é apresentada nas Figuras [5.22] [5.23] e [5.24], onde
também mostram as curvas que descrevem o comportamento das ondas de Tollmien-
Schlichting do fluido Newtoniano e do fluido viscoelastico com seus parametros fixados.

Além disso, essas figuras apresentam os resultados obtidos com a técnica estabili-
zadora do HWNP log niucleo-conformacao e raiz quadrada nicleo-conformacao (sqrt-
conformagao), e novamente demonstram que ambos os resultados numeéricos estao em
concordancia.

Observando as Figuras[5.22] [5.23| e [5.24] nota-se que a variacao do niimero de Reynolds
influenciou quanto a estabilidade do escoamento. Para Re = 2000 e 5000 os escoamentos
sao estaveis, sendo este ultimo um caso menos estavel. Para Re = 8000, os escoamentos
sao instaveis, podendo ser confirmado através das curvas crescentes.

Quanto a variagao do parametro ag, que assumiu os valores ag = 0.15, 0.30 e 0.45,
pode-se notar pouca variagao das curvas e, portanto, pouca influéncia quanto & esta-
bilidade. Para os casos estaveis (Figuras e , 0 acréscimo em «¢ apresentou
escoamentos menos estaveis. Obviamente, no caso instavel (Figura , o acréscimo
em o apresentou escoamentos mais instaveis. Apesar disso, para os casos testados nao
foi observada nenhuma situacao em que a variacao do parametro g pudesse tornar um
escoamento, que a principio fosse estével, em instavel, ou vice-versa.
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Figura 5.22: Valor méximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
Re = 2000 e diferentes valores de ag.
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Figura 5.24: Valor maximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
Re = 8000 e diferentes valores de ag.

5.3.3 Variacao da Constante

O efeito da constante (3, que controla a contribuicao Newtoniana do fluido, é investi-
gado na estabilidade do escoamento de Poiseuille do fluido viscoelastico. As simulagoes
numéricas foram realizadas fixando os valores de Re = 2000 e 5000, ag = 0.15, conside-
rando quatro diferentes valores do niimero de Weissenberg, Wi = 5, 20, 80 e 120 e quatro
diferentes valores da constante [, a saber 5 = 0.25, 0.50, 0.75 e 0.90.

Essa influéncia da constante 3 é apresentada nas Figuras e [5.26, onde também
mostram as curvas que descrevem o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting
do fluido Newtoniano e do fluido viscoelastico com seus parametros fixados.

Na Figura [5.25 sao considerados os seguintes valores para a constante, 8 = 0.25, 0.50
e 0.75, sendo que os acréscimos nessa constante representam uma maior contribuigao
Newtoniana no fluido. Nota-se que para um valor de S menor — isto significa um fluido
mais nao-Newtoniano —, as curvas perdem cada vez mais inclinagao, ou seja, tornam-se
menos decrescentes. Este efeito é percebido principalmente para os casos com maiores
valores do niimero de Weissenberg, quando as forcas elasticas estao mais presentes.

Neste caso, em particular, para § = 0.25, os acréscimos em Wi tornam os escoamentos
menos estéveis, revelando casos neutros (Figura [5.25)(c) e Figura [5.25(d)). Além disso,
nota-se que os casos mais estaveis ocorrem quando 5 = 0.75.

Na Figura sao considerados os valores de § = 0.50, 0.75 e 0.90. Neste caso,
observa-se principalmente dois efeitos sobre o comportamento dos escoamentos: os acrés-
cimos no nimero de Weissenberg tornam os escoamentos menos estaveis considerando
£ = 0.75 e 0.90, sendo mais facilmente percebido numa comparacao entre as Figuras
5.26{a) e[5.26b). Ja para 8 = 0.50 o escoamento que ¢ neutro (Figura [5.26{a)) torna-se
instavel com o aumento do niimero de Wi.

Vale mencionar que analisando as Figuras e nota-se que as curvas dos es-
coamentos simulados com o modelo Giesekus vao se aproximando da curva do modelo
Newtoniano, conforme o valor de 8 é aumentado.
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Figura 5.25: Valor maximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para
diferentes valores de f3.

Em todos os casos considerados é possivel observar que os escoamentos Newtonianos
comportaram-se sempre de forma mais estavel quando comparados com os escoamentos
viscoelasticos, mesmo para os menores valores de Wi considerados.

A evolugao temporal do determinante minimo do tensor conformacgao para alguns
dos casos simulados nesta subsecao ¢ apresentada a seguir. Para tanto, os seguintes
parametros adimensionais sao considerados Re = 2000 para § = 0.25 (Figura @ e 0.75
(Figura [5.28), e Re = 5000 para 8 = 0.50 (Figura e 0.90 (Figura [5.30), ambos os
casos com ag = 0.15 fixo e variagoes de Wi = 5, 20, 80 e 120.

Observando essas figuras é possivel verificar que | Al ~ 1. A maioria dos casos
simulados com a técnica log-conformagcao costumam manter-se abaixo de um, apesar de
estar muito proximo deste valor, o que pode ser confirmado através das Figuras m(b),
5.28(b) p.29[(b) e[5.30|(b) devido ao fato de que os valores de 1 — | Al apresentam uma
ordem muito baixa.

Pode-se notar ainda que os resultados comportam-se de forma bastante semelhante
apesar da variacao dos parametros, exceto quando trata-se dos casos com Wi = 120
simulados com a técnica log-conformacao, que se destaca pelo fato de, embora manter o
valor de | Al proximo de um, ainda é o caso que mantém-se mais distante de | A/, = 1.
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Figura 5.26: Valor maximo da perturbacao da velocidade na dire¢ao do escoamento para

diferentes valores de 3.
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Figura 5.27: Evolugao temporal do determinante minimo do tensor conformagao para

Re = 2000, ag = 0.15, 8 = 0.25 e variagoes de Wi.
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Figura 5.29: Evolugao temporal do determinante minimo do tensor conformagao para
Re = 5000, ag = 0.15, 8 = 0.50 e variagoes de Wi.
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Figura 5.30: Evolugao temporal do determinante minimo do tensor conformagao para
Re = 5000, ag = 0.15, = 0.90 e variacoes de Wi.






CAPITULO

Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se as formulagoes utilizadas no tratamento de escoamentos
bidimensionais, incompressiveis e isotérmicos, em particular, o problema de Poiseuille que
considera o escoamento entre duas placas planas paralelas.

O fluido nao-Newtoniano considerado apresenta propriedades viscoelasticas e respeita
o modelo constitutivo Giesekus. O tratamento numérico adotado para simulacao destes
escoamentos considera as equagoes na forma adimensional, e portanto, também dedicou-se
uma parte deste estudo a adimensionalizagao das equacoes que modelam o problema.

Utilizando a técnica de Simulacao Numérica Direta aliada a formulagao vorticidade-
velocidade, a anélise de estabilidade ocorreu apos a introdugao de pequenas perturbagoes
no inicio do escoamento e através da observacao do comportamento da amplitude maxima
da velocidade na direcao do escoamento, no sentido de avaliar a amplificacao ou amor-
tecimento das perturbagoes introduzidas. Este processo foi realizado considerando casos
particulares com variagoes dos parametros adimensionais Wi, 3 e ag.

Os resultados numéricos obtidos foram satisfatérios, do ponto de vista que as trans-
formagoes nucleo log-conformacao e raiz quadrada-conformacgao garantiram a estabilidade
numérica do coédigo utilizado para simular o escoamento, possibilitando atingir resultados
até entao nao alcangados, devido a limitagoes numéricas que impediam simular escoamen-
tos com elevados ntimeros de Weissenberg. Com isso, uma maior variedade de parametros
pode ser testada, e portanto foi possivel realizar a analise de estabilidade em casos que
até entao nao haviam sido analisados.

Os resultados permitem analisar o efeito das forgas elasticas, representadas pelo ni-
mero de Weissenberg (W), na estabilidade do escoamento. Considerando variagdes do
numero de W1 para diferentes niimeros de Re, observou-se que nos casos com Re menor,
os acréscimos em Wi favorecem escoamentos menos estaveis. Para casos com Re maior,
quando os menores Wi ja sao capazes de apresentar escoamentos instaveis, percebeu-se
que os acréscimos em Wi apresentam um acréscimo na amplitude das perturbagoes. Em
todos os casos, nota-se que os escoamentos Newtonianos sao sempre mais estaveis que os
escoamentos viscoelasticos.

Também analisou-se a influéncia do parametro 3, que controla a contribuicao New-
toniana do fluido, sobre o comportamento do escoamento. Esta analise revelou que,
considerando Re = 2000 para os menores valores de 3 o escoamento tem comportamento
menos estavel, e este efeito pode ser melhor percebido nos casos com Wi maior. Con-
siderando Re = 5000, obtém-se casos de instabilidade, principalmente para os menores
valores de [ e maiores valores de Wi. Além disso, os casos Newtonianos sao sempre mais
estaveis.
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Em alguns casos, observou-se o valor do determinante minimo do tensor conforma-
¢ao, sendo possivel verificar concordancia com as condicoes presentes na literatura. Os
resultados numeéricos obtidos foram satisfatorios, do ponto de vista que as transformacoes
ntucleo log-conformagao e raiz quadrada-conformacao garantiram a estabilidade numérica
do codigo, permitindo simular escoamentos com alto niimero de Weissenberg, o que ante-
riormente nao era possivel por conta da existéncia de limitagoes numéricas.

Desta forma este trabalho aplicou dois casos particulares da formulacao nucleo-con-
formacao: log e raiz quadrada, a fim de estabilizar os efeitos do HWNP e, a partir
disso, concentrou-se em analisar a estabilidade do escoamento bidimensional do fluido
viscoelastico Giesekus entre duas placas paralelas com forte influéncia das forgas elasticas,
representado pelos altos valores do nimero de Weissenberg nas simulagoes.

Algumas perspectivas para a continuidade deste trabalho sao:

e Determinar qual transformacao nicleo-conformacao é mais eficiente para estabilizar
o Problema do Alto Numero de Weissenberg;

e Investigar qual transformagcao nicleo-conformacao é mais adequada para a analise
de estabilidade hidrodinamica no escoamento;

e Estudar, com detalhes, a variagdo dos demais parametros adimensionais (Re, [ e
ag);

e Estudar o problema de Poiseuille tridimensional, utilizando a transformacgao ntcleo-
conformacao.
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APENDICE

A

Outras Formulacoes Baseadas na
Decomposicao do Tensor Conformacao

A.1 Decomposicao Logaritmo-Conformacao

Vaithianathan e Collins [51] propuseram uma formulagao baseada primeiramente, na
decomposigao do tensor gradiente de velocidade Vu em termos de duas componentes

Vu=D+R, (A.1)

sendo D = £(Vu+ Vu') o tensor taxa de deformagao (simétrico) e R = 3(Vu — Vu')
o tensor taxa de rotagao (antissimétrico).

Embora esta decomposigdo nao seja a mesma utilizada por Fattal e Kupferman [15],
pode-se relacionar as duas decomposi¢oes, uma vez que ambas as formulagoes trata em
decompor Vu em componentes extensional e rotacional, ainda que a escolha realizada por
Fattal e Kupferman [I5] seja menos explicita.

Os resultados a seguir garantem que seja possivel aplicar a decomposi¢ao do tensor
gradiente de velocidade.

Lema A.1 Seja A uma matriz diagonal com entradas nao nulas e distintas. Entao qual-
quer matriz M, «, possui uma unica decomposi¢ao

M=Q+B+NA, (A.2)
onde Q e N sdo antissimétricas, enquanto B é diagonal.

Lema A.2 Seja S, «, uma matriz simétrica e definida positiva. Entao qualquer matriz
M., pode ser decomposta em

M=Q+B+NS, (A.3)

onde £ e N sao antissimétricas e B além de ser simétrica, comuta com S.

As demonstragoes dos Lemas e podem ser encontradas em [I5]. Como con-
sequéncia destes resultados, segue o Corolario [A.1]

Corolario A.1 Sendou o campo de velocidade e A o tensor conformagao que € simétrico
e definido positivo, entao
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Vu=Q+B+NA, (A.4)
onde @ = Q(Vu, A) e N = N(Vu, A) sio antissimétricas e B = B(Vu, A) além de

ser simétrica, comuta com A.

Toda matriz simétrica e definida positiva, tal como o tensor conformacao, pode ser
decomposta como

A=O0AO", (A.5)

onde

_ A0 _ 011 012
A=A 0] e 0] 9, "

sao, respectivamente, a matriz dos autovalores e a matriz dos autovetores de A para o
caso bidimensional, e entao segue que

O0'=0"'0=1 (A7)

Substituindo a equagdo (A.4) do Corolario na equacao constitutiva do tensor
conformagao ({3.5)), segue

921V (ud) = (VwA + AV + P(4) =

ot
0A -1 N 1
= §+V-(uA) =(Q+B+NA"Y)A+AQ+B+NA) +WP(A> =
A 1
= 88_15 +V-(uA)=(Q+B+NAHA+AQ +B + AN+ WP(A) =
0
= %—’? +V-(uA)=QA+BA+NA'A+ A(-Q)+AB+ AA ' (—N) + %P(A),
i

e finalmente, em termos das matrizes resultantes da decomposi¢ao matricial do Corolério

[A.1] a equagao constitutiva do tensor conformagao A é dada por

0A 1
¥ +V-(uld)=(QA—- AQ)+2BA+ WP<A)’ (A.8)
7
com P(A)= (I — A)[I + ag(A—1TI)].
A definicao de matriz logaritmica exige a positividade do logaritmando. Tendo em
vista que o tensor conformacao satisfaz essa condicao, entao pode-se definir seu logaritmo

como sendo

U = in(A), (A.9)

ressaltando que W carrega as propriedades simétrica e definida positiva do tensor confor-
macao. Pela propriedade inversa, é claro que

e? = A. (A.10)

Como consequéncia da diagonalizacao do tensor conformacao A, os tensores ¥ e e¥

podem ser calculados

¥ = n(A) = In(OAOT) = Oln(A)O" = O { ()0 } o’. (A.11)
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Desta ultima equagao é possivel notar que os autovetores de A sao os mesmos que de
W, enquanto que os autovalores de W sao as imagens dos autovalores de A pela fungao
logaritmica.

Para calcular ¥, utiliza-se a decomposigao (A.11]) do tensor ¥

eW=0WMDT=0A0K:o[% E}OT:A. (A.12)
2
Desde que ¥ = In(A), entdo agora o objetivo é, a partir disso, determinar uma

equagao evolutiva para o tensor W. Para tanto, a equagao evolutiva (A.8)) é decomposta
em quatro termos principais [15]:

Advecgao: A contribuicao convectiva de W obtém-se a partir de A = e¥.

De fato, note que

0A de” v
E+v.(uA)_0:>W+(u-V)e =0=

ae\pll ae\pl2
= at ot

Oe¥12 He¥22
ot ot

Pela regra da cadeia, segue que

6\1/11% + e¥i1 U% + ,Ua‘I’ll 6‘1’12% + eVi2 ua‘l’lz + Ua‘l’m

dx oy oz oy —0=
Vo OW19 Wip [, 0V19 Vo Woo OWay Voo [, 0¥ay A5 N
e 5 T¢€ U=, +Uay e 5. T € U= +U8y
Uy [ O%1 oy 0V Uiy [ O¥12 o0V¥i2 PASD
N e 5 T Uy —H}ay e 5 T Uy, TV oy 0
6‘1’12 8‘;;2 +uag’;2 _|_U8‘I’12 6\1122 %_}_ua\l/zz +Ua\1122 ’

9y

Como e #£ 0,Vi,j € {1,2}, segue que

a\ljij i ua\llz] i anjij
ot ox oy

—0, Vi,je{1,2}.

Dessa forma, tem-se que

Oy
OVio PAAD) OVis OWos PADY) PADY)
ot T U T Uy ot T U, TV,

oVqg oV, oVi;  OVia oVio oVio
[ o U TUS T U U ]:0:>

0 \Ijll \1112 0 0 \Ijll \1112
= — — — =0.
ot [ Uy Uy | "oz T Yoyl | Wiz Wa
Portanto, conclui-se que

ow
ZZ 4V (ul) =
5 +V - (u¥) =0,

¢ a contribuigao convectiva da equacao constitutiva do tensor W.
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Rotagao: Se o gradiente da velocidade € uma rotagao pura, entao algum tensor que seja
fungao de A, em particular o tensor do logaritmo conformacao, também serd uma
rotagao com A. Portanto a sequinte implicacao € verdadeira

0A oW
S = (QA-AQ) = — = (Q¥ - ¥Q). (A.13)

De fato, a solucao para A é

A(t) = e A(0)e™ ™, (A.14)
logo,
U(t) = MW (0)e ™, (A.15)
Extensao: A contribuicao extensional para a matriz W € obtida a partir de

0A

— =2BA.
ot
De fato, considerando a informacao do Corolério de que B comuta com A,
entao
A v v
o4 _ 2BA = e” _ 2BeY = e‘”a— =2¢¥B,
ot ot ot
e simplificando
ow
— =2B
ot ’

¢ obtida como a contribui¢ao extensional de W.

Termo-fonte: O termo-fonte é obtido a partir de

0A 1
— = —P(A).
ot Wi (4)

Substituindo A = e¥, resulta em

de¥ 1 0¥ 1

D v o v
g e =g = gt

Finalmente,

0T 1y
YE _ - -¥p
or — it e

é o termo-fonte da equagao constitutiva do tensor W.

Dessa forma, seja A tensor conformagao, governado pela equagao constitutiva (A.8)),
entdo ¥ = In(A) satisfaz
ow

_ _ L - w
BT + V- (u?) = (Q¥ \I’Q)+2B+WZ,6 P(e”), (A.16)
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onde a funcio P(e¥) ¢ definida de acordo com o modelo constitutivo. Assim, para o
modelo Giesekus segue que

Pe¥) = (I —e¥)[I + ag(e¥ —I)].

A.2 Decomposicao Raiz Quadrada-Conformacao

Sendo A diagonalizavel, logo pode ser decomposto como em (|A.5), e entdo a raiz
quadrada de A é dada por

N

A7 = O(AZ)0". (A.17)
De fato, A2Az = (O(A2)OT)(O(A2)0T) = OA2A20" = OAO" = A.

Dai segue que o tensor conformacao pode ser decomposto de maneira tinica como

A= Q7 (A.18)

onde @ é a matriz raiz quadrada do tensor conformagao que também é simétrica e definida
positiva.
Vaithianathan e Collins [51] empregaram a decomposi¢ao de Cholesky

A=LL",

onde L ¢ uma matriz triangular inferior e L™ ¢ sua transposta.

Enquanto isso, Balci et al. [4] aplicaram a decomposi¢ao do tipo raiz quadrada, que
pode ser associada a decomposicao de Cholesky utilizada anteriormente, pois, uma vez
que Q é simétrica, é permitido escrever A = Q' Q.

Assim como na formulacao log-conformacao, o método baseado na decomposicao do
tipo raiz quadrada caracteriza-se por estimular a preservacao da positividade de A, que
deve satisfazer, em particular para o caso bidimensional

det(A1> > 0,
det(As) = det(A) > 0,

ou seja,

d@t(Al) = AH >O, (A19)
d@t(AQ) = AHAQQ — A%Q > 0. (AQO)

Considerando a decomposigao de Balci et al. [4], segue que

A:|:A11 A12:|:|:Q11 Q12:| |:Q11 C212:|:
A12 A22 Q12 Q22 Q12 Q22

_ T+ Qi Q@12 + Q12Q2 ] _ l hTQh  QuQutQx)
Q12011 + Q2Q12 QF, + Q3 Q12(Q1 + Q22) 1o + Q3

Verifica-se que tr(A) é positivo e que a condi¢ao (A.19)) estda naturalmente satisfeita,
pois

A= Qi + Q3 > 0.
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Porém, garantir a positividade pela condigao (A.20)), além de nao ser simples, impéoe
algumas limitacoes ao método

A1 Agg — A%z = (Q%l + Q?Q)(Q%Q + ng) — [Q12(Q11 + Q22)]2 =
= Q%lQ%Q + Q%Qé + Q%QQ%Q + Q%2Q§2 - Q%Q(Qfl +2Q11Q2 + Q§2> =
= Q},Q% + Q1,(QF, — 2Q11Q2).

Logo, deve-se garantir que Q% Q3%, + Q?,(Q%, — 2Q11Q22) > 0. Recordando a equagao
constitutiva do tensor conformacao

0A

T 1
o, TV (uA) = (Vo)A + A(Va)' + - P(A),

com P(A) tensor que depende de A, é possivel associar o lado esquerdo dessa equagao a
derivada material do tensor conformacao, dada por

DA 0A
o 74 . (UA
b~ o TV (®A)
e, portanto,
DA 1
— = A+ A T+ _—P(A).
= (VWA + A(VW) + - P(4)
Agora, A é substituido pela decomposicio Q?, e entéo
DQ’ _ 2 2 T 1 2
Dr = (Vu)@Q” + Q*(Vu) +mP(Q ).

Aplicando a regra do produto para a derivada material segue que

DQ*  DQ DQ
b ~ it
e, consequentemente,
DQ DQ PRI [
EQJFQE = (Vu)Q" + Q*(Vu) + Wz'P<Q ) =
D
= QU= T2 L (vu@ @V + - P(Q) =
=2 Q1@ (VW@ Q@Y+ Q P@Q) =
DQ_ ,DQ, o S D
= 5, = Q5 Q+Q 7 (Vw@ +Q(Vu)' + =Q ' P(Q’).
Considerando a seguinte manipulagao
L oripion - L L oripion+ L omipo:
TQTP(QY) = 5@ @) + QT P(QR),
entao segue que
b ,DQ -1 2 S P oy, L 2
o=@ SRR+ Q (VR Q(VY) + QT PQY) + 5= Q (@),
DQ T L 2 _ 1 D@ -1 2 L0 2
—E Q) - QT P(@) = —Q 7SR+ Q7 (VW@ + o-Q T P(@),
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DQ T L 2 _ 1| PR 1 2y)—1
QW - QTP = Q! |- + (VW@ + 5 PQYQ T @,
(A.21)
e definindo o primeiro membro como
DQ T L 2
i 2 - P A.22
V=2 Qv - -Q P(QY), (422
entao sua transposta é facilmente definida
DQ 1 T
T _ | T . 71P 2 —
V= |-V - Q@)

() ~(F0Q - g P@)T @) = 2 - (TwQ- gr@)Q . ()

D
tendo em vista que D_Cf’ Q, P(Q?) e Q! sdo simétricos.
A partir disso, é possivel notar que (—V)T ¢é justamente o termo que aparece entre

colchetes na igualdade (A.21)). Logo, pode-se escrever

V=Q(-V)'Q=VvQ'=-Q'V =VvQl=-(VQT)',

e o tensor G = V@' é antissimétrico. Substituindo de forma conveniente em (A.21]),
segue que

DQ T 1 -1 2\ -1 T
QW - 5@ P@) =@ (VR =
= @ +V-(uQ)=GQ+Q(Vu)' + LQ_lP(QQ) (A.24)
ot 2Wa ’
que é a equagao constitutiva do tensor conformacao em termos de @, sendo
0 G1o

G = 1 antissimétrica e P(Q?) dependente do modelo constitutivo, no caso,

—Glg 0
do tipo Giesekus

P(Q%) = (I - Q"I +ac(Q - I)].

A.2.1 Determinacao da Matriz G
Apesar da definicao de G ser

G=Q"! (—%Cf +VuQ + 2LW2'P(Q2)Q_1) ) (A.25)

sua indicacdo nao é realizada dessa forma. Ocorre que Q' é simétrica, assim como todas
as outras parcelas, com excecao de VuQ@Q, logo

.
G' = {Q‘l (—% + VuQ + QLWZ,P(QQ)Q*)} —
DQ

1 _ _
= (_E_'_QvuT—i_Q_I/ViQ IP(Q2)> Q L

Nesse sentido, segue que
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DQ 1 _ _ 4 (DQ 1 _
(—E +QVu' + Q_WiQ 1P(Q2)) Q'#Q7" (E - Vu@ — Q—WP(QQ)Q 1) =

= G' # -G,

ou seja, G nao ¢é antissimétrica.

Conclui-se, portanto, que a propriedade antissimétrica de G nao se deve a maneira
como é definida em , mas sim as circunstancias envolvidas na construgao da equacao
evolutiva de Q

0Q B B RPN
G TV Q) =GR+ QYW + 5@ P(QY)
simétrico ? simétrico

em que os termos indicados sdo simétricos pois Q é simétrico e portanto Q™' também o
6. Além disso, P(Q?) ¢é simétrico pois envolve os tensores @ e I que sdo simétricos.

A partir disso, ha necessidade de garantir que K = GQ + Q(Vu)' também seja
simétrico

K =K=(GRQ+Q(Vu)")' =GQ+Q(Vu)" = Q(-G)+VuQ = GR+Q(Vu)" =
= Vu@ — QVu = GQ — QG. (A.26)
Escrevendo em termos da matriz de componentes

K =K=vVuQ-Q(Vu)' =GQ - QG =

ou  Ou ou  Ov
dxr By Qu Q2 . Qu Q2 ar or | _
${8U ag}{Qm Q22} {le szHg—Z v]_

8z dy y
:{ 0 G12]{Q11 Qm}_i_{Qn le]{ 0 G121:>
-G 0 Q12 Qn Q12 Q2 -G 0

[ ng—ZﬂLng—Z Q12%+Q22% ] [ Qn%%—@ug—z Qng—;%—ng—; ]
p) 0 0 o | — 0 0 0 0
Qu15; +Q128—Z Q128—2+Q223—Z Q128—2+Q228—Z Q128_;+Q223_Z

_ [ G12Q12  G12Q2 } 4 { —G12Q12 G12Qn1 } N
—G12Q11 —Gr12Q12 —G12Q2 G12Q12
N 0 Q12 (% - %) - Qu% + QQQ%Z _
- [le (% - %Z) - Qn% + ng—ﬂ 0
_ [ 0 G12(Q11 + Q22) }
—G12(Q11 + Q22) 0 '
Portanto,
0 0 0 0
Gr2(Q11 + Q22) = Q2 (8_z — a—Z) - Qna—; + Q228—Z =

Q12 (% — %Z) - Qll% + szg—z
Q1 + Q2 ’
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e, de fato, G é confirmada antissimétrica. Mais ainda, desta forma, G garante a simetria
do termo K, pois

K=GQ+QvVu = G12Q12  G12Q2 1 n { Q1% + ng Qllax + le

—G1Qu —GQi Q12 +Q226y Q126z+Q22

e lembrando que K é simétrico desde que K5 = K1, entao basta verificar que

ov ov ou ou
G12Qa22 + Qi + Q2 = —G12Q11 + Qia=— + Qa2
ox oy Ox dy

Aplicando a defini¢gao de G (A.27)) tem-se

[Qm (a“ a“) Qn o sza“] S n QY -

0 Q11 + Q22
{Qu <@ - ?) Qn + Q2 8u} QHQ_EQ% + Q12a + Q22az

Analisando o lado esquerdo da 1gualdade

ou Ov ou ng ov ov
{Qm (81’ 8y) Qn + Qa2 } Qn + Om + Qn ‘|' Q12 oy

= Q12Q22 Q228 + Qna + Q12Q11 oy

Enquanto que, no lado direito da igualdade

{Qu <@ - ?) Qn + Q2 8u} QHQ—:ngg + Q12a + Q22az

= Q12Q11 + QH@ + Q12Q22 Q228

Note que, de fato as parcelas satlsfazem a 1gualdade que ¢é condicao para K ser simé-
trico.
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B

Decomposicoes Matriciais

B.1 Decomposicao Logaritmo

Calculo das matrizes de decomposicao de Vu

Calculo das matrizes 2, B e IN, com 2 e IN antissimétricas e B simétrica, definidas
por

Q= 0007, (B.1
B =0BO", (B.2
N =0NO". (B.3
Também define-se, . 3
~ My, M
M:OTVuO:[ 1 ~12}, B.4
(Vu) Y (B.4)
entao
[0 O T 57T
Q = ~ = 0N
0 0w 0 ] 0 (01910 0
By 0 T T
B = ~ = OB
o 0 B ] o OBO",
[0 Nis T 7T
N = - =O0ONO".
0 Ny 0 } o ONO
Pelo Lema tem-se M = Q + B+ NA™', e além disso, sabendo que
on]ear-h ]
A= { =A'l=| N ,
0 X 0 %
entao,
My Mm} { 0 Q12] [Bn 0 } { 0 ng}[% 0}
~ ~ = ~ + ~ + ~ 1 =
[ My Moy —Qo 0 0 Ba —Noy 0 0 %

107
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[ ]\:411 ]\:412 ] _ B i Qo + ]i—?
My Mao —Qy — IX—Q; Bao
Logo, segue que
Mn = Bn € M22 = 3227 (B-5)
onde é possivel construir a matriz B.
Além disso,
. . N - - N
My = Qo+ mCAEN Qg = Mg — —12; (B.6)
)\2 >\2
e
- - N
My = —Qp — 2. (B.7)
A2

Substituindo a equacao na equagao ([B.7)), obtém-se

. - N N - N N - -
M21:_<M12_T12>_Tu=—M12+i——12:—M12+N12(A51—AI1>:'
2 1

= My + My = N12()\2_1 A =

~ M. M
= Nip = 21 i ,112 (B.8)
Ay — A
Desta forma, a matriz IN estéa determinada.
Agora, substituindo a equacao (B.8) em , segue que
S Moy + My, B Mio[(A3' = ATHAe] = Moy — Mg _
Qi = My — —1 —1 - —1 —1 -
(A" = A )Ae (A = A )A
_ My — Mo\ — My — My _ —Mipdo A — My _
1 — XAt MATT = XAt
Migha + Mo (B.9)
Ao — Ap ’ '

e, portanto, determina-se a matriz 2.

Calculo de ¥, e¥ e ¥

Tem-se que
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_ _ T _ In(A&r) 0 T _
¥ = [n(A)=0In(A)O" =0 { 0 In() O =
_ [ O11 O ln()q) 0 } {011 O ] _
| Oa1 O 0 In(\) O12 O
_ [ O1lln(/\1) 012571(/\2) ] [ O Oxn ] _
i OQlan\l) 022ln(>\2) O12 O
_ O%lln()\l) + O%2ln(>\2) OllOgllTL()\l) + OlgOggln()\z)
i OglOllln()q) + OggOlgln()\Q) O%llTL()\l) + Oggln()\z)
De fato, verifica-se que ¥ é simétrico. Portanto,
\1111 = O%lln()q)ﬂ*O%Ql’n()\g), (BlO)
\1112 == OglOnln()\l)+022012ln()\2), (Bll)
Além disso, note que e¥ = A = OAO7, e portanto,
o — [ O Oqo A1 0}[011 021]:
| Oa1 O 0 A O12 Oy
_ [ Ondi Oy } [ O11 Oy } _
| Oa1 A1 Oy O12 Oy
_ [ O} A1 + Of\s 011021 A1 + O12022X5
L 021011)\1 + 022012)\2 O%l)\l + O%Q/\z ’
ou seja, e¥ & simétrico e
6\1111 = O%l)\l —+ 0%2)\2, (B13)
e’ = 05101105 4 02012, (B.14)
6\1122 = 031)\1 + 02 )\2. (B15)
Agora, e™¥ = (e¥)"1 = A7 = OA 'O, e, consequentemente,
Y — [ 011 On ,\% 01[011 021}:
| Oa1 Oy 0 ,\% O12 Oog
_ [ 011% 012% :| |: 011 021 :| _
i ()21)\i 022)\1_2 012 022
_ Ot )\11 O%z% 011021>\ +012022%2 }
I 091011+ YIRS 022012,\—12 051,\1 + 022,\ ’
donde segue que e~ ¥ também é simétrico e
e ' = O%l " + O12 W (B.16)
1
6_\1112 = 011021 + 012022—, (Bl?)
A1 A2
e V2 = 031 " +022 . (B.18)



B. Decomposi¢oes Matriciais 110

Equacao Constitutiva para ¥

Dada a equagao constitutiva do tensor conformacao (A.16) em fun¢do do tensor W,

tem-se

(*)

oV —~ —— ~= 1
— 4+ V- (u¥) = (QU - ¥Q)+ 2B +—c YP(e?).
ot Wi
Segue o desenvolvimento termo a termo:
<*): A\ ) ov ov
= - = = ) B.19
ot ot { Uip Wa Tl Tz ( )
(% %)
9 9 Uy W
V- -(u¥)=u V)V = |u— +v— —
(wf) = (u-V) [uax +”ay] { Uiy Woy
i
_ uagf N Uagy” uaglf N Uag—f ) (B.20)

(* % x): Tem-se que

011 012 :| |: 0 Q12 :| |: 011 021 :| _

Q=000 = ~ =
|: 021 022 —ng 0 012 022

_ |i _012@12 011(:212 :| |: 011 021 1 —
_022912 021912 012 022

_ [ —012@12011 +011§?12O12 —012@12021 +O11@12022 } _
—099812011 + 02112012 —022212021 + 031215099

_ [ ) 0 12(011023 — 01501) } _ { 0 Qp }
—012(011095 — 01209) 0 —p 0|7
(B.21)
e portanto, segue que {2 é antissimétrica.
Prosseguindo,
0 Qp Uy Wy D12Vip QpVUp
QU = = B.22
{ Qi 0 } { Uip W —QpWy; —QpWy |7 ( )
Uy WUy 0 Qp QW QW
v = = . B.23
{ Uiy Wy } { —Qp 0 —QpWay QpWyy ( )
Finalmente,
2015V D1p(Wyy — Uyy)
QU —vQ) = ) B.24
( ) [ Qa(Wop — V1) —2Q015W 19 ( )
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(3 s % %)z
o Bll 0 o 2311 0
[ 0] [ ] i
o Termo H = e Y P(e?).

Em particular, para o modelo Giesekus tem-se

H=c?PlY) =T eI +age? —I))=(€Y-D[I+ag(e? -1 =

= H = (2a¢ — DI+ (1 —ag)e™ —age”. (B.26)

Continuando o desenvolvimento,

1 0 e~ Y1 o= ¥i2 e¥11 V2

H p— (20[6* - 1) |: O 1 :| + (1 - OZG) |: 6_\1]12 6_\1,22 :| - OéG |: 6\1,12 6\1,22 :> (B27)

g | 2061+ (1—ag)e™ "t — age™™ (1—ag)e "2 — age’

(1—ag)e V12 — age¥r? 200 — 1+ (1 — ag)e 22 — age¥ |’
(B.28)
donde pode-se perceber que H é simétrico, e portanto,

Hy = 206—1+(1—ag)e " —age™, (B.29)
Hiy = (1—agle "2 —age’2, (B.30)
Hy = 206 —1+(1—ag)e 2 —age’. (B.31)

Realizando as devidas substituicoes, escreve-se ainda

1 1
02, —
+ 12 )\2

Hy = 2ag—-1+(1-ag) (Ofl)\—
1

) - aG(O%l/\l + 0%2)\2)7 (B.32)

1 1
Hiy = (1—oag) (011/\—021 + 012)\—022) — ag(011A01021 + O1222049), (B.33)
1 2

> 1
21)\1

2 1
22A2

H22 = 20éG -1+ (1 - Oég) <O + @) ) - (XG<O§1/\1 + 032)\2> (B34)

Componentes da equagao de evolugao

Diante do exposto, obtém-se

ow O(ul O(vWU 1
atll + (axll) + (ayll) —9 (\1/12912 + Bll) + mHll’ (B35)
ov o(u¥ (v 1
8t12 + (a$12) + <8y12) = Ql2<\1122 — \Dll) —|— 2B12 + WZ.H127 (B36)
ow A(u Ol 1
29 4 ( 22) + ( 22) -9 (\1112912 _ B22) + —Hy. (B.37)

ot ox y Wi
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B.2 Decomposicao Raiz Quadrada

Equacao Constitutiva em termos de Q

Dada a equagao constitutiva do tensor conformagao em termos de Q (A.24]) tem-se

(0)

,55 (00) /(f/%\) (0000) X
5+ Y (Q) =GR+ (VW) 1 5-Q ' P(QY)

Segue o desenvolvimento termo a termo:

(0):

0Q 0 | Qu Qun ] { 2 O }
- _ = = ) B.38
ot ot [ Q2 Qn —6%}2 % ( )
(0 0):
_ _ a a Qll Ql? o
V-(uQ)=(u-V)Q = [uéx + U@y} [ O Om | =
0Qu 0Qu1 0Q12 9Q12
U5z +v Oy U5 +v dy
= B.39
[ u8§£2 + Uagym ua§;2 + v@(gygz ( )

(00 0): Sendo G antissimétrica (A.27)), entao
GQ — [ 0 G } [ Qu Q2 } _ { G12Q12 G12Qa }
—Gia 0 Q2 Q2 —G12Qu —G12Qr2 |
(0000):
Q(VU)T _ [ Qu Q2 ] [ % 8—% ] _ [ Qng—z +Q12§—Z Qu% +Q12% ] '
Q12 Q2 o oy Qu2gy + @23, Qg + Qnj;
o Termo H = Q' P(Q?).
Em particular, para o modelo Giesekus tem-se
H=Q 'PQ)=Q ' I-Q)+ac(Q@ -1I)]=

= H = (1 — Oég)Qil + (QCYG — 1)Q + OégQB. (B40)

Continuando o desenvolvimento,

— (1 — 1 Q22 —Q2 _ Qu Q12
H=a aG)Qan — Q% [ —Q12 Qu } +(2ac = 1) { Q2 Q2 ] N

Qu( %1 + Q%z) + Q%QtT(Q) Qn2( %1 + Q%z) + Q12Q02tr(Q) } (B.41)
Q11 Q12t7(Q) + Q12(Q%2 + Q%z) %2”’(62) + Q22(Q%2 + Q%2) ' '

Note que Q? é simétrico, pois

+ ag

Q12(Q11 + Q75) + Q12Q22(Q11 + Q22) = Q11Q12Q11 + Q11Q12Q22 + Q12Q7, + Q12Q3, =
= Q1Q12(Qu1 + Q) + Qm(@%g + Q§2)7
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sendo que tr(Q) = Q11 + Qa.
E, portanto, tem-se

621122;%@22 + (20 — 1)Q11 — ag[Q11(Q3, + Q%) + Q15(Q11 + Qa2)],

6211162;%@12 + (206 = 1)Q12 — a6 [Qu2(Q]) + Q1) + Qu2Q22(Qu + Q22)],

Hay = 1;@GQQH + (206 — 1)Qa2 — a6[Q22(Q1, + Q3,) + QF(Q11 + Q).
Q11Q22 —

Componentes da equacao de evolugao

Hll

H12

Diante do exposto, obtém-se

0Q + Q1) + OvQu) _ Qn —l— Q12 <G12 + @) + LHn, (B.42)

ot ox dy dy 2Wi
0 0 0 1

22;2 + (%212) + (%312) G12Q99 + Qll + ng y —|— WHlQ, (B43)
0Q2  0(uQw)  0(vQs) _ 31} 1

8t + 8.93 + ay - Q22 ay + Q12 a G12 + Wi HQQ (B44)

B.3 Formulacgao Niicleo-Conformacao

Equacao constitutiva da funcao nticleo aplicada ao tensor conformacao

Dada a equagao constitutiva do tensor conformacgao em termos de K(A), tem-se

(D) (>>) (>>r) (|>>1>|>) (>>>>>)
aK /—/% ,_H 1

Segue o desenvolvimento termo a termo:

(>):
oKy 9Kyo
o ol ]| o o] B4
(>>)
oo - o o] [ 1 5] -
L STRRTIOE. ST, PN s
= 8K12 +vag;2 u e +Uaay22 ] (B.46)
(>>>):

0 Ql2 :| |:K11 KIQ :| _ |: QIQKIQ QIQKQQ :|

QK =
|:_Ql2 0 KIQ KQQ _912K11 _Ql2K12
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KQ — |: Kll K12 :| |: 0 Ql2 :| _ |: _Ql2K12 Q12]I<11 :| ’

KIQ K22 _Ql2 0 _QI2K22 QIZKIQ
entao,
2912]1{12 QlZ(KQZ - Kll)
QK — KQ = :
|: Ql2(K22 - Kll) _2912K12
(>>>>):

On O B J 0 On O
B=0OD.O" — 1n U2 uAtJin 1 O | _
? [ O21 Oy 0 Baos Ay Jay O12 Oy

— |: Q%léll)\lt]ll + 0%25;22)\%]22 011311)111]11021 + 012522)\?]22022 :|
OZlBll/\1J11011 + 022322)\2J22012 Ongll)\ljll + O%QBQQAQJQQ '

(>r>>>):

Oy O P(A)1Jn 0 O, O
H=0DyO" = 2 o Y
H |: 021 022 0 P<A)22J22 012 022

_ [ O} P(A)11J11 + O3 P(A)g2J20 O11P(A)11J11021 + O12P(A) 232202
021 P(A)11J11011 + O P(A)22J22012 O§1P(A)11Jn + O§2P(A)22J22 '

Componentes da equacgao de evolugao

Diante do exposto, obtém-se

K 0K 0K 1

atﬂ +u @;1 + v ayll = 2(912K12 + Bn) + mHH, <B47)
oK oK oK 1

8t12 +u a;2 4+ v 8;2 = ng(Kzg — Kll) + 21812 + mng, <B48)
oK K K 1

652 +u af +v 6;2 = —2(2Kiy — Bap) + 7 Hon. (B.49)

Funcao log; Nicleo-Conformacao

Equacao constitutiva da funcao log,; ntucleo-conformacao dada por

K 1
a—+V-(uK):(QK—KQ)+2]B%+W
1

ot H,

oK 2 ¥
o K) = QK — K B
g + VUK T @ " T Wi

(I —d)I +ag(d*—T1). (B.50)
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Tem-se

1 1
B = B = { Bu B ] : (B.51)

Portanto,

1
——B B.52
1
— B.53
1
B ——Bos. B.54
22 ln(d) 22 ( )

Enquanto isso,

1
H= KA -d[1 K_Dn] = 20 — DI + (1 — K _ qdX] =
ln(d)d (I —d%) [I+ag(d" —1)] () (20 = DI + (1 = ag)d™™ — agd”]
_ ! 10 diy dp diy diy ] _
=@ =0 |0 3 |+ 0-ae | [ -aa | K ] -
_ 1 |: 20&@ -1+ (1 — OéG')diK - Oégd]ﬁ (1 - Oég)dIZK - Oégd]ﬁ :|
In(d) (1 —ag)dy — agds, 20 — 1+ (1 — ag)dy® — agds,
(B.55)
Dessa forma,
1 _ _
Hy;, = () [di — 1+ ag(2—df — dy)] . (B.56)
1 _ _
Hy, = In(d) [dnK + aG(_dnK - d]ﬁ)} ) (B.57)
1 _ _
Hyy = () [d — 1+ ag(2 — dyp* — d3y)] - (B.58)
Diante do exposto, obtém-se
0Ky 0Ky, 0Ky 1
=2 QpK ——B
ot T oz v oy < 2 12+ln(d) 11)+
1 _ _
+W [di — 1+ ag(2—df* — dy)] . (B.59)
0Ky (0] SP 0Ky, 2
= (Ko — K ——B
ot tu o7 a oy 12 (Koz 11)+ln(d) 12+
1 _ _
+W [ + ag(=d* = dy)] (B.60)
(9]K22 8K22 0K22 1
= -2 QpKyy———-=B
En +u p +v oy ( 121872 In(d) 22>+
1
+ [d — 1+ ag(2 — dyp* — dsy)] - (B.61)

In(d)Wi
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Funcao Raiz k-ésima Nicleo-Conformacgao

Equacao constitutiva da funcao raiz k-ésima ntucleo-conformagao dada por

oK 1
i -(uK) = (OK — KQ) + 2B + —H
8t+v (uK) = ( )+ +Wz"
oK 2 1—k k
E-FV(UK) = QK—KQ—FEBK—F k:Wz(K —K)I + ag(K* — I)]. (B.62)
tem-se 1 1 K K K K
BiKii + BioKis  BiiKia + Bi2Ko
B=-BK= - ) B.63
k k| BiaKin + BaoKis  B1oKig + BaaKoo ( )
Portanto,
1
By = E(BHKH + B12Ky2), (B.64)
1
By = E(BnKu + B12Kss), (B.65)
1
Byy = E(BIQKIQ + ByoKyo). (B.66)
Enquanto isso,
H = (%Kl’“ - K> [I+ag(KF—1) = % K™ —K+acK-K'"™"-K"*' +K)| =
1 _ Ki1 Kio - (K% (KR ] KM 5)1 (KM9) 1
k [(20@ Y [ Kiz Koo ] +(1-ac) [ (K'F)p (K'7F)g YL KRy (K1) ||
(B.67)
Dessa forma,
1
H,; = - [2ac — DKy + (1 — ag) (K™ )11 — ag(K*)1] (B.68)
1
Hll = E [(20&@ — ].)Klg + (1 — O[G)(Kl_k)lg — Oég(Kl—Hc)lg} s <B69)
1
Hap = I [(2a6 — DKoz + (1 — ag) (K ™)as — ag(K'™)p] - (B.70)
Diante do exposto, obtém-se
oK oK oK 1
82511 +u 8;1 +v ayll =2 | Q12K9 + E(BHKM + B12Kyo) | +
+IC_VVZ [(20&@ — 1)K11 + (1 — Oég)(Kl_k)n — Oég(KH_k)n] y <B71)
oK oK oK 2
81&12 +u 8;2 + v aym = 0Ky — Kyp) + E(BHKIQ + B12Kyo) +
1
—f—m [(205@ — 1)K12 + (1 — &G)(Kl_k)lg — Ozg(KH_k)lQ} s (B?Q)
oK oK oK 1
81522 +u &52 +v 8;2 = =2 | Q1Ko — E(Bme + ByoKao | +
+k_VVZ [(2@0 — 1)K22 + (1 - Oég)(Kl_k)gg — Oég(K1+k)22] . <B73)
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