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RESUMO

Proteínas e outras biomoléculas contêm grupos tituláveis ácidos e básicos que

permitem a regulação da sua carga. Alguns estudos vêm mostrando que a regulação

da carga afeta o processo de adsorção destas biomoléculas em superfícies

carregadas. Inspirado nisso, foi estudado um modelo teórico em que macroíons

interagem com uma superfície plana carregada e podem associar ou dissociar

cátions da solução de acordo com a isoterma de Langmuir-Davies. Para a descrição

do sistema foi utilizado uma abordagem variacional, em que a minimização do

funcional da energia livre resultou em uma equação de Poisson-Boltzmann

Modificada. Com esta abordagem, foi possível fornecer informações aos

questionamentos sobre como o mecanismo de regulação de carga afeta a carga

líquida da macromolécula em relação a sua proximidade da superfície carregada.

Como um dos objetivos foi considerar o efeito coletivo de interação entre os

macroíons, portanto não foi utilizado o modelo de célula para descrever este

sistema. Os resultados obtidos são particularmente relevantes para problemas que

envolvam proteínas e peptídeos, como por exemplo, no estudo da interação entre

peptídeos e membranas e proteínas em poros carregados.

Palavras–chave: Regulação de Carga. Efeito Coletivo. Equação de

Poisson-Boltzmann.



ABSTRACT

Proteins and other biomolecules have acidic and basic titratable groups that allow

their charge regulation. Some studies show that charge regulation affects the

adsorption process of biomolecules on charged surfaces. Inspired by this, we studied

a theoretical model in which macroions interact with a charged planar surface and

can bind cations from the solution according to the Langmuir-Davies isotherm. The

system was described using a variational approach, in which the minimization of the

free energy functional resulted in a Modified Poisson-Boltzmann equation. As one of

the objectives was to consider the collective effect of interaction between macroions,

therefore, the cell model was not used to describe this system. As one of the

objectives was to consider the collective effect of interaction between macroions,

therefore, the cell model was not used to describe this system. These results are

particularly relevant for problems involving proteins and peptides, such as the study

of the interaction between peptides and membranes and proteins in charged pores.

Keywords: Charge Regulation. Collective Effect. Poisson-Boltzmann Equation.
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padrão (utilizados nos outros gráficos, sendo Ξ = 1, ζ = 2, 0) para cada

valor de γ, sendo mantido o padrão Ξ = 0, 7071/
√
γ, ζ = 1, 0/γ e zp = 10. 36

4.4 Comprimento efetivo de Debye reescalado, λeff/λDm, em função da con-
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

Os estudos que abordam os aspectos fundamentais de caracterização do

processo de adsorção de macromoléculas em superf́ıcies opostamente carregadas vem

despertando o interesse nas últimas décadas [1–3], conforme pode ser constatado pela

publicação de trabalhos que utilizam uma variedade de metodologias teóricas [4–8] e

experimentais [9–12]. Entre estes, destaca-se o estudo da adsorção de protéınas em

superf́ıcies carregadas confinantes, como em mesoporos de śılica [13, 14].

Em vários sistemas de interesse, observa-se que o processo de adsorção em

substratos carregados é dominado por interações eletrostáticas, uma vez que a energia

livre de ligação entre a superf́ıcie e a protéına depende predominantemente da concen-

tração iônica e da variação do pH [15], sendo que a quantidade de protéına que será

adsorvida dependerá também de sua carga [16]. Devido às interações eletrostáticas

atrativas, a adsorção de protéınas no substrato ocorre quando ambas apresentam car-

gas de sinais opostos [1, 16]. Porém, alguns trabalhos que consideram superf́ıcies con-

finantes como a śılica, mostram que em soluções cujo valor do pH é próximo ao ponto

isoelétrico da protéına (pI), ou para cargas de mesmo sinal, tem-se uma condição de

máxima adsorção [4, 9, 16, 17]. Essa tendência pode ser entendida em termos pura-

mente eletrostáticos, pois nessas condições, a repulsão entre as protéınas é minimizada

devido sua carga ĺıquida ser próxima de zero, e isso permite um maior acúmulo nas

imediações do substrato, de forma que o processo de adsorção passa ser governado pre-

dominantemente pelas interações atrativas entre as protéınas e a superf́ıcie carregada

[4, 9, 18].

Para explicar essas interações “do lado errado do ponto isoelétrico” [19],

podem ser utilizados os mecanismos de regulação de carga e de patches de carga [16].

No mecanismo de regulação de carga, a presença da superf́ıcie carregada induz uma

carga de sinal oposto na protéına, deslocando o equiĺıbrio qúımico ácido-base de seus

12



aminoácidos, favorecendo a adsorção. Já no mecanismo de patches de carga, embora

a carga ĺıquida da protéına seja nula, ou de mesmo sinal da superf́ıcie adsorvente,

tem-se a presença de regiões opostamente carregadas que permitem uma interação

favorável entre as protéınas e a superf́ıcie. Neste mecanismo, as protéınas assumem

uma orientação em que aproximam da superf́ıcie os seus patches de carga oposta, e

mantém distante os de mesma carga [16].

No artigo experimental de Moerz e Huber [10], foi apresentado a adsorção

seletiva de três protéınas (Citocromo-C, Mioglobina e Lisozima) em mesoporos de śılica

SBA-15. Estas protéınas possuem tamanho molecular semelhante e valor de pI distinto.

Algumas delas apresentaram o pico de máxima adsorção para valores de pH abaixo

de seu pI. Essa adsorção observada pôde ser explicada pela presença de patches de

carga positiva, apesar da protéına apresentar uma carga ĺıquida negativa [10]. Além

disso, os autores hipotetizaram que considerar a contribuição relativa ao mecanismo

de regulação da carga poderia ser relevante para explicar tal constatação [10]. Em

outro artigo experimental dos mesmos autores [9], onde foi estudado especificamente a

interação entre o Citocromo-C em sua forma enovelada e desenovelada numa superf́ıcie

carregada adsorvente, eles afirmam que a inclusão do mecanismos de regulação de carga

na interpretação de seus resultados exigiria o conhecimento da distribuição de carga das

protéınas adsorvidas e da sua distribuição espacial em relação à superf́ıcie carregada [9].

Desta forma, fica evidente a necessidade do desenvolvimento de modelos teóricos que

sejam capazes de contabilizar os efeitos da regulação de carga e de fornecer informações

de maneira suficientemente precisa sobre a variação da carga dessas macromoléculas

na presença de superf́ıcies carregadas.

Em 1952, Kirkwood e Shumaker [20], usaram a teoria de perturbação da

mecânica estat́ıstica para mostrar como a correlação entre a distribuição de carga de

duas protéınas leva a uma atração intermolecular. Este trabalho inicial abriu cami-

nho para diversos outros estudos que abordam os efeitos da regulação de carga nas

interações entre protéınas [21], na estabilidade das estruturas virais proteicas [22], na

adsorção de polieletrólitos [23] e protéınas [21], bem como nas interações entre as mem-

branas carregadas [24]. Todas as macromoléculas que possuem grupos tituláveis, como

por exemplo as protéınas, estão sujeitas aos efeitos da regulação de carga. O estado

de protonação destes grupos não depende apenas do pH da solução, mas também do

ambiente qúımico local, ou seja, são influenciados pela presença de outras moléculas e

superf́ıcies carregadas. Desta forma, as interações entre a protéına com outros corpos

carregados afeta o equiĺıbrio ácido-base de um aminoácido em comparação com seu

valor no bulk da solução [16].

Alguns dos trabalhos presentes na literatura fazem uso da aproximação do
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modelo de célula [25] para descrever o processo de regulação de carga [26, 27]. Neste mo-

delo, uma única macromolécula e os ı́ons da solução são isolados dentro de uma célula

eletricamente neutra, cuja dimensão está relacionada com a concentração macromole-

cular total, sendo essa a única maneira em que os efeitos coletivos são contabilizados

[25–27]. Devido ao mecanismo de regulação de carga, a carga das protéınas é senśıvel

à presença de outros corpos carregados, o que torna relevante contabilizar os efeitos

coletivos. Vale ressaltar que o diferencial deste trabalho consiste no estudo de um mo-

delo teórico que considera o mecanismo de regulação de carga em que a interação entre

os macróıons é descrita de maneira coletiva [28].

Este trabalho de mestrado foi motivado pelas questões levantadas nos ar-

tigos do Moerz e Huber [9, 10], e se baseou no modelo teórico proposto no artigo do

Markovich, Andelman e Podgornik [28], que contabiliza os efeitos da regulação de carga

num sistema em que os macróıons interagem entre si e com uma superf́ıcie plana car-

regada. O macróıon pode ser considerado um modelo simplificado de protéına, sendo

modelado como uma esfera que pode ligar cátios da solução e variar sua carga de acordo

com a concentração iônica do meio e as distribuições de carga ao redor.
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Caṕıtulo 2

OBJETIVOS

Tem-se como objetivo o estudo de um modelo teórico que descreve o mecanismo da

regulação de carga de macróıons que interagem entre si e com uma superf́ıcie plana

carregada. Por intermédio dos resultados e análises obtidos com este modelo, propõe-se

fornecer as informações de maneira suficientemente precisas aos questionamentos ex-

perimentais levantados, sobre como o mecanismo de regulação de carga afeta a carga

ĺıquida da macromolécula em relação a sua proximidade da superf́ıcie carregada, con-

siderando a interação entre eles.
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Caṕıtulo 3

MODELO DO SISTEMA

A elaboração de um modelo para descrever um sistema f́ısico tem como

objetivo trazer respostas para algum questionamento previamente levantado. Inspira-

dos pelos questionamentos supracitados [9, 10], buscou-se, por intermédio do modelo

teórico simplificado proposto por Markovich, Andelman e Podgornik [28], fornecer a

distribuição espacial dos macróıons em relação à uma superf́ıcie adsorvente carregada.

Nesse modelo, os macróıons estão imersos em solução aquosa, composta

por sal monovalente com concentração no bulk n±b , sendo que os ı́ndices “+” e “-”

se referem respectivamente aos cátions e ânions, na presença de uma superf́ıcie plana

carregada com uma densidade de carga fixa σ, localizada em z = 0. O solvente foi

representado por um meio cont́ınuo caracterizado por uma permissividade dielétrica

ε. Os macróıons são modelados como esferas que podem associar/dissociar cátions

da/para solução, obedecendo a função g(η,Ψ) (energia interna do macróıon), que será

tratada com mais detalhes na subseção 3.2.1. Uma representação ilustrativa do sistema

é apresentada na Figura 3.1.

Por questões didáticas, inicialmente, na Seção 3.1, aborda-se um sistema

sem macróıons, composto apenas pela superf́ıcie carregada e a solução iônica monova-

lente. Define-se a contribuição eletrostática (Eq. 3.5) e a contribuição entrópica (Eq.

3.6), cuja soma resulta na energia livre do sistema (Eq. 3.7). Após realizar a mini-

mização da energia livre, obtém-se a equação de Poisson-Boltzmann (Eq. 3.15) e sua

versão linearizada, a aproximação de Debye-Hückel (Eq. 3.18). Na Seção 3.2, os ma-

cróıons são incorporados ao sistema, conforme representado na ilustração da Figura 3.1,

e as contribuições referentes a ele são contabilizadas na energia livre total do sistema

(Eq. 3.19). A minimização desta energia livre total do sistema originará a equação

de Poisson-Boltzmann Modificada (Eq. 3.29), cuja solução permitiu a obtenção dos

resultados apresentados no Caṕıtulo 4.
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Figura 3.1: Representação esquemática do sistema: solução aquosa composta de ı́ons
monovalentes, sendo os cátions (vermelho), ânions (preto) e macróıons capazes de
associar/dissociar cátions (azul). Na ampliação, nota-se que os macróıons possuem
regiões dissociáveis/adsorventes (esferas amarelas), onde ocorre a reação de dissociação
A+B+ 
 AB+. A energia livre interna do macróıon é dada por g(η,Ψ), que depende
da fração de grupos de ionizáveis η, e do potencial eletrostático local Ψ.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1 Abordagem Variacional

Utilizou-se uma abordagem via teoria de campo médio, de forma que uma

dada part́ıcula não interage com outras explicitamente, mas com o campo médio das

demais [29, 30], de forma que a soma da contribuição eletrostática Uel e da contribuição

entrópica Fent resulta no funcional da energia livre do sistema (F = Uel + Fent).

3.1.1 Contribuição Eletrostática

A energia eletrostática Uel, em unidade gaussiana, é dada por [31]

Uel =
ε

8π

∫
V

d3r|∇Ψ(r)|2, (3.1)

em que ε é a permissividade dielétrica do meio e Ψ o potencial eletrostático. Utilizando

a propriedade vetorial em que ∇· (Ψ∇Ψ) = Ψ∇2Ψ + |∇Ψ|2, essa contribuição pode ser
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reescrita como uma soma de integrais,

Uel =
ε

8π

[∫
V

d3r∇ ·
(

Ψ(r)∇Ψ(r)
)
−
∫
V

d3rΨ(r)∇2Ψ(r)

]
,

onde, fazendo o uso do Teorema do Divergente (Teorema de Gauss), que estabelece

uma relação entre a integral do divergente de um campo vetorial sobre um determinado

volume e a integral do campo vetorial sobre a superf́ıcie que delimita este volume, a

primeira integração volumétrica pode ser reescrita como uma integral de superf́ıcie,

Uel =
ε

8π

[∮
S

Ψ(r)∇Ψ(r) · d2r−
∫
V

d3rΨ(r)∇2Ψ(r)

]
. (3.2)

Integrando-a sobre todo o espaço, o primeiro termo vai à zero com 1/r. O

termo∇2Ψ(r) corresponde à equação de Poisson, que relaciona o potencial eletrostático

Ψ(r), com a densidade volumétrica de carga ρ(r) via equação de Poisson,

∇2Ψ(r) = −4π

ε
ρ(r) = − 4π

ε

M∑
i=1

qin
(i)(r), (3.3)

em que ρ(r) =
∑M

i=1 qin
(i)(r), corresponde à densidade de carga total do sistema, sendo

n(i) a densidade numérica das M espécies iônicas, qi = ezi a carga dos ı́ons, em que e

é a carga elementar e zi a valência dos ı́ons.

Substituindo a equação de Poisson (Eq. 3.3) na segunda integral da Eq.

3.2, obtém-se a contribuição eletrostática referente a densidade de carga

Uel =
1

2

∫
V

d3r
M∑
i=1

qin
(i)(r)Ψ(r). (3.4)

Desta forma, constrói-se um funcional contendo a energia oriunda da in-

teração entre a distribuição de cargas com o campo (primeiro termo) e a energia ar-

mazenada no campo eletrostático (segundo termo) [30, 32]

Uel =

∫
V

d3r

 M∑
i=1

qin
(i)(r)Ψ(r)− ε

8π

∫
V

d3r|∇Ψ(r)|2
 . (3.5)
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3.1.2 Contribuição Entrópica

Sendo a entropia uma grandeza extensiva, e consequentemente aditiva [33],

a contribuição entrópica da energia livre de Helmholtz de uma solução dilúıda composta

por M espécies iônicas, é dada por

Fent = kBT

M∑
i=1

∫
V

d3r

[
n(i)(r) ln

[
n(i)(r)a3

]
− n(i)(r)

]
, (3.6)

em que em que kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura. Nesta equação, foi

introduzido uma escala de comprimento microscópico, “a”, em que 1/a3 é definido como

uma densidade máxima de empacotamento, estabelecendo um estado de referência para

o potencial qúımico [30].

3.1.3 Miminização da Energia Livre

Tendo definido previamente as contribuições que compõem o sistema, o

funcional de energia livre é escrita dado por [30]

F =

∫
V

d3r

[
− ε

8π
|∇Ψ(r)|2 + Ψ(r)

M∑
i=1

qin
(i)(r) + (3.7)

+ kBT
M∑
i=1

(
n(i)(r) ln

[
n(i)(r)a3

]
− n(i)(r)

)]
,

em que o primeiro e segundo termo referem-se a contribuição eletrostática (Eq. 3.5),

e o terceiro termo contabiliza a contribuição entrópica (Eq. 3.6). O próximo passo

consiste em realizar sua minimização funcional.

A variação do funcional da energia livre em relação ao potencial eletrostático

Ψ(r) é dada por:

δF

δΨ
=

df

dΨ
− d

dx

df

dΨx

− d

dy

df

dΨy

− d

dz

df

dΨz

= 0, (3.8)

onde f é o integrando da energia livre (Eq. 3.7). Os termos Ψx,y,z = dΨ/d(x, y, z),

denota a derivada do potencial em relação às respectivas coordenadas (x, y, z) [34, 35].

Aplicando o integrando da energia livre (Eq. 3.7) na Eq. 3.8, tem-se:

M∑
i=1

qin
(i)(r) +

ε

4π

[
d2Ψ(r)

dx2
+
d2Ψ(r)

dy2
+
d2Ψ(r)

dz2

]
= 0. (3.9)
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Sendo o termo entre colchetes da Eq. 3.9 equivalente a ∇2Ψ(r), a equação

de Poisson é obtida:

∇2Ψ(r) = −4π

ε

M∑
i=1

qin
(i)(r). (3.10)

A minimização do funcional de energia livre em relação a densidade numérica

n(i)(r), levando em conta a restrição de que o número de part́ıculas seja constante

(
∫
V

d3r n(i)(r) = constante), é dada por

δF

δn(i)
=

df

dn(i)
−

[
d

dx

df

dn
(i)
x

+
d

dy

df

dn
(i)
y

+
d

dz

df

dn
(i)
z

]
− λdn

(i)

dn(i)
= 0, (3.11)

em que f é o integrando da energia livre e λ o multiplicador de Lagrange [34, 35]. Os

termos n
(i)
x,y,z = dn(i)/d(x, y, z), denota a derivada da densidade numérica com respeito

às respectivas coordenadas (x, y, z). Vale ressaltar que i = ±, sendo cátions “+”

e ânions “-”. Conforme definido no ińıcio do caṕıtulo, a superf́ıcie plana carregada

encontra-se localizada em z = 0, de forma que a coordenada de interesse seja o eixo z,

perpendicular à ela. Como
df

dn
(i)
(x,y,z)

não apresenta dependência em (x, y, z), o termo

entre colchetes da Eq. 3.11 é nulo, o que possibilita escrever o multiplicador de Lagrange

(λ) como sendo o potencial eletroqúımico do sistema [30].

λ =
df

dn(i)
≡ µi ≡ qiΨ(r) + kBT ln

[
n(i)(r)a3

]
, (3.12)

que contabiliza, respectivamente, a contribuição eletrostática e qúımica.

Na região de bulk, onde o potencial eletrostático é considerado nulo, o po-

tencial eletroqúımico pode ser escrito como

µi = kBT ln
[
n

(i)
b (r)a3

]
, (3.13)

onde n
(i)
b corresponde à densidade numérica no bulk. Para manter o equiĺıbrio qúımico

do sistema, por intermédio de ambas expressões do potencial eletroqúımico, próximo e

distante da superf́ıcie carregada (Eqs. 3.12 e 3.13, respectivamente), é posśıvel escrever

uma expressão geral para a densidade numérica,

n(i)(r) = n
(i)
b e−βqiΨ(r), (3.14)

que obedece a distribuição de Boltzmann [30, 36].
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3.1.4 Equação de Poisson-Boltzmann

Substituindo a distribuição de Boltzmann para uma solução composta por

ı́ons monovalentes (Eq. 3.14, em que zi = ±1), na Equação de Poisson (Eq. 3.10),

tem-se como resultado a equação de Poisson-Boltzmann para ı́ons monovalentes

∇2Ψ(r) = −4πenb
ε

[
e−βeΨ(r) − eβeΨ(r)

]
, (3.15)

que pode ser reescrita em termos de um potencial adimensional Φ(r) = βeΨ(r),

λ2
D∇2Φ(r) = sinh Φ(r), (3.16)

sendo λD = (8πlBnb)
−1/2 definido como o comprimento de Debye para uma solução

composta apenas por ı́ons monovalentes, correspondente ao comprimento caracteŕıstico

de blindagem eletrostática [30]. Este comprimento depende da concentração de sal

no bulk (nb) e do comprimento de Bjerrum, lB = e2β/ε [28], que é definido como o

comprimento em que a energia térmica (kBT ) é igual a energia eletrostática entre duas

cargas unitárias.

Pelo fato da equação de Poisson-Boltzmann ser uma equação diferencial de

segunda ordem não linear, sua solução completa exige um conjunto de duas condições de

contorno, que consistem em manter fixo o valor do campo elétrico em uma localização

espećıfica em que a densidade superficial de carga σ seja conhecida, e também em

considerar que o potencial eletrostático na região de bulk do sistema seja nulo. Esta

equação pode ser resolvida analiticamente para algumas geometrias espećıficas, como

a geometria plana. Porém, quando são consideradas outras geometrias, a solução de

forma anaĺıtica se dá por intermédio de aproximações, como a aproximação de Debye-

Hückel [30]. Outra opção seria optar pela solução via métodos numéricos [37].

3.1.5 Aproximação de Debye-Hückel

Uma versão bem útil da equação de Poisson-Boltzmann é utilizar sua forma

linearizada, dada pela aproximação de Debye-Hückel. Seu uso pode ser justificável

para baixos valores de potencial eletrostático, quando e|Ψ|� kBT [30]. Para realizar

essa linearização, o lado direito da equação de Poisson-Boltzmann (Eq. 3.15) é ex-

pandido até o termo de primeira ordem, dando origem a uma expressão que apresenta
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dependência linear no potencial eletrostático Ψ(r)

∇2Ψ(r) = −4π

ε

M∑
i=1

qin
(i)
b +

4π

ε

M∑
i=1

qin
(i)
b βqiΨ(r). (3.17)

Devido a eletroneutralidade do sistema,
M∑
i=1

qin
(i)
b = 0, o primeiro termo da Eq. 3.17 é

nulo. Tem-se para uma solução de ı́ons monovalentes,

∇2Ψ(r) = κ2
DΨ(r), (3.18)

em que κ2
D = λ−2

D = 8πlBnb.

3.2 Contribuição dos Macróıons

Todo desenvolvimento teórico feito até essa seção se baseou num sistema

composto por uma superf́ıcie carregada e ı́ons em solução. Para refinar essa modelagem

simplificada, que resultou na equação de Poisson-Boltzmann, foram acrescentados ao

sistema macróıons capazes de associar/dissociar cátions. Desta forma, a energia livre

conta com a adição de mais uma contribuição responsável por quantificar o processo

de associação/dissociação dos cátions nestes macróıons. Uma representação ilustrativa

do sistema foi apresentada na Figura 3.1.

A contribuição elétrica e entrópica já foram previamente descritas para um

sistema contendo apenas cátions e ânions em solução (Eqs. 3.5 e 3.6, respectivamente).

A contribuição dos macróıons, que podem associar/dissociar cátions, será contabilizada

a seguir na expressão do potencial Gran-Canônico

F̃ =

∫
V

d3r

[
− ε

8π
|∇Ψ(r)|2 +

∑
i=±

ein
(i)(r)Ψ(r) +

+ kBT
∑
i=±

[
n(i)(r) ln

(
n(i)(r)a3

)
− n(i)(r)

]
−
∑
i=±

µin
(i)(r) + (3.19)

+ kBT
[
p(r) ln

(
p(r)a3

p

)
− p(r)

]
− µp p(r) + p(r) g

(
η,Ψ

)]
.

Todas as grandezas com sub-́ındices “p”, fazem referência aos macróıons. Os termos

n±(r) e µ± correspondem à densidade numérica e potencial qúımico dos cátions/ânions,

e p(r) e µp referem-se à densidade numérica e potencial qúımico dos macróıons. A
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carga dos cátions e ânions é dada por e± = ± e, sendo e a carga elementar. Por se

tratar de um modelo simplificado, o comprimento de escala microscópica “a” dos ı́ons

e macróıons pode ser considerado aproximadamente igual (ap ≈ a) [28].

O termo pg(η,Ψ) refere-se à contribuição da regulação de carga, sendo

g(η,Ψ) a energia livre interna do macróıon. Existem diferentes formas de descrever

um processo de associação/dissociação, sendo o modelo de célula o mais comumente

utilizado [26, 38]. Apesar de apresentar bons resultados, este modelo não captura os

efeitos coletivos, visto que os ı́ons e um macróıon são isolados dentro de uma célula

eletricamente neutra, em que o efeito dos demais macróıons são quantificados somente

na definição do raio limite desta célula. Como neste trabalho é desejável capturar

este efeito coletivo entre os macróıons, uma vez que tem-se como interesse relacionar

o modelo ao problema experimental de máxima adsorção num poro, onde as protéınas

interagem entre si, portanto a presença de outros corpos carregados influencia na dis-

tribuição espacial das cargas e no máximo empacotamento, o modelo de célula não foi

utilizado.

3.2.1 Contribuição Energética do macróıon

Os macróıons possuem Mp grupos negativamente carregados, que garantem

uma carga negativa −eMp, e Np grupos que podem estar neutros ou ocupados por um

cátion. Em seu estado inicial, o macróıon é neutro, isso significa que uma quantidade

Mp de seus Np grupos encontram-se ionizados. Essa consideração permite que o ma-

cróıon seja capaz de dissociar (ou associar) cátions. Desta forma, à medida em que

estes macróıons realizam o processo de associação/dissociação, eles apresentam carga

ĺıquida positiva ou negativa ep, sendo esta dada pela soma das contribuições de carga

de cada um dos grupos, fixos ou dissociáveis:

ep = e(Npη −Mp), (3.20)

onde η é a fração de cátions associados e pode variar entre 0 ≤ η ≤ 1.

A contribuição energética do macróıon é dada pela soma de contribuições

eletrostáticas e entrópicas, expressando as interações entre os cátions com o macróıon

[28]

g(η,Ψ) = epΨ + kBTNp

[
η ln η + (1− η) ln(1− η)

]
−
(
α + µ+

)
ηNp. (3.21)

Nesta equação, o primeiro termo refere-se a contribuição eletrostática, res-
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ponsável por descrever a interação do macróıon com o potencial eletrostático (Ψ). O

segundo termo contabiliza a contribuição entrópica, que relaciona os posśıveis arran-

jos para que ηNp ı́ons sejam associados em Np grupos. Já o último termo descreve a

interação entre os cátions e o macróıon, em que é contabilizado a soma do potencial

qúımico dos cátions livres em solução (µ+) e o parâmetro α, definido como a variação

do potencial qúımico do processo de associação/dissociação para todos os ηNp cátions

associados. De acordo com a convenção adotada, os valores de α > 0 e α < 0 corres-

pondem respectivamente à atração e repulsão entre os cátions e o macróıon [28]

Para o caso em que o número de grupos dissociáveis seja igual ao dobro do

número de grupos fixos, Np = 2Mp, a valência máxima dos macróıons é correspondente

à zp = Mp = Np/2, cujo valores aceitáveis fisicamente podem variar entre 1 e 100 [28].

Essa escolha garante a simetria em torno de zero da variação da carga dos macróıons

−ezp ≤ ep ≤ ezp. Este perfil de cargas simétricas foi mantido para facilitar comparações

com os resultados apresentados na referência [28], e também com as futuras aplicações

deste modelo para o estudo da interação entre membranas carregadas e pept́ıdeos

antimicrobianos (MP1 e HMP1) [39]. Por se tratar de um modelo geral, ele pode ser

estendido visando outras aplicações, em que seja necessário considerar outra proporção

entre os grupos dissociáveis e negativos [26, 28, 30]. Quando a regulação de carga não

é contabilizada, a função g(η,Ψ) se reduz apenas ao termo eletrostático, dado por eΨ

(vide Eq. 3.21), e a minimização do funcional da energia livre do sistema dá origem a

equação de Poisson-Boltzmann (Eq. 3.15, mas com os macróıons).

3.2.2 Minimização da Energia Livre Total

Com todos os termos da energia livre total previamente definidos (Eq. 3.19),

sua minimização é realizada visando a obtenção da equação de Poisson-Boltzmann

Modificada. Quando essa minimização é feita em relação à densidade numérica dos

cátions (n+), ânions (n−) e macróıons (p), têm-se

±eΨ + kBT ln(n±a3)− µ± = 0, (3.22)

g(η,Ψ) + kBT ln(pa3)− µp = 0. (3.23)

Para a minimização enquanto a minimização do funcional da energia livre
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total em função da fração de cátions associados aos macróıons (η), resulta em

kBT ln

(
η

1− η

)
+ eΨ− (α + µ+) = 0, (3.24)

sendo esta a isoterma de Langmuir-Davies [30, 40], uma extensão da isoterma de Lang-

muir utilizada para descrever o processo de adsorção de part́ıculas carregadas [30].

Por intermédio das Eqs. 3.22, 3.23 e 3.24, é posśıvel escrever uma expressão

para a densidade numérica de cátions/ânions e macróıons, em função do potencial

qúımico e do potencial eletrostático, bem como evidenciar a fração de cátions ligados

no macróıon (η):

n± = n±b e∓βeΨ, (3.25)

p = Pb
e−βg(η,Ψ)

e−βg(η,Ψ=0)
, (3.26)

η =
e−β[eΨ−(α+µ+)]

1 + e−β[eΨ−(α+µ+)]
, (3.27)

sendo n±b e Pb a densidade numérica das respectivas espécies iônicas no bulk, definidas

por:

n±b ≡ eβµ±

a3
,

Pb ≡
eβ[µp−g(η,Ψ=0))

a3
.

Por intermédio deste conjunto de equações (Eq. 3.25, 3.26 e 3.27), a ex-

pressão da energia livre interna do macróıon (Eq. 3.21) pode ser escrita como

g(η,Ψ) = −zp
β

[
eβΨ− 2 ln

(
1 + e−β[eΨ−(α+µ+)]

)]
. (3.28)

3.2.3 Equação de Poisson-Boltzmann Modificada

Quando a minimização da energia livre total é feita em relação ao potencial

eletrostático, utilizando as Eqs. 3.25, 3.26 e 3.27, obtem-se a Equação de Poisson-

Boltzmann Modificada, que descreve o sistema com a presença de macróıons que podem
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associar/dissociar cátions da solução:

− ε

4π
∇2Ψ = e(n+ − n−) + p

∂g(η,Ψ)

∂Ψ
= e

[
n+
b e
−βeΨ − n−b e

βeΨ +

(3.29)

− zpPbe
βeΨzp

(
1 + exp

(
− β

[
eΨ− (α + µ+)

])
1 + exp

(
β
[
α + µ+

] ) )2zp

tanh
β

2

(
eΨ− (α + µ+)

) ]
,

sendo que o lado direito desta igualdade corresponde à densidade total de carga ρ(Ψ).

A carga do macróıon ep(r) é dada pela variação da energia livre interna do

macróıon em função do potencial eletrostático,

ep(r) =
∂g(η,Ψ)

∂Ψ
, (3.30)

sendo dependente de Ψ e da fração de cátions ligados no macróıon η, e da posição r.

Neste trabalho a carga do macróıon pode variar simetricamente entre valores positivos

e negativos −ezp ≤ ep ≤ ezp.

Visando simplificar a equação de de Poisson-Boltzmann Modificada (Eq.

3.29), considera-se um potencial eletrostático adimensional Φ(r) ≡ βeΨ(r), e os para-

metros adimensionais ζ ≡ zpPb/nb, γ ≡ nba
3eβα. Considerando uma geometria plana,

a Eq. 3.29 pode ser reescrita em função da coordenada perpendicular à superf́ıcie plana

carregada (coordenada z), em unidades do comprimento de Debye z̃ = z/λD. Devido

a possibilidade dos macróıons associarem/dissociarem cátions, define-se o parâmetro

de carregamento (q = n+
b /nb), que contabiliza a razão entre a concentração de cátions

e ânions no bulk (tratado em maiores detalhes na Subseção 3.2.4). Feito essas consi-

derações, a equação de Poisson-Boltzmann Modificada pode ser reescrita como uma

equação diferencial de segunda ordem não linear:

d2Φ(z̃)

dz̃2
= −1

2

[
qe−Φ − eΦ(z̃) − ζeΦ(z̃)zp

(
1 + e−Φ(z̃)γq

1 + γq

)2zp

tanh
(Φ(z̃)

2
− 1

2
ln γq

)]
,(3.31)

sendo que sua solução exige duas condições de contorno, assim como supracitado para

a equação de Poisson-Boltzmann (Eq. 3.16). Para definir as condições de contorno é

preciso estabelecer a condição de eletroneutralidade do sistema, que será discutida em

maiores detalhes na próxima subseção.
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3.2.4 Eletroneutralidade

No bulk, assume-se que o potencial eletrostático é nulo Ψ = 0. A eletroneu-

tralidade do sistema implica que a densidade de carga total nesta região seja nula, ou

seja, ρ(Ψ = 0) = 0. Então,

e

(
n+
b − n

−
b

)
+ e Pb

∂g(η,Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

= 0, (3.32)

em que derivada da energia interna do macróıon (Eq. 3.28) é dada por:

∂g(η,Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

= zp tanh
(
−β

2
(α + µ+)

)
.

Tendo garantido a eletroneutralidade via Eq. 3.32, e utilizando os parâmetros

pré-definidos n±b , γ e ζ, é posśıvel escrever uma expressão para a concentração de cada

uma das espécies iônicas. Pelo fato dos macróıons associarem (ou dissociarem) cátions,

a solução pode apresentar dois casos: ou n+
b > nb, quando a solução contém uma con-

centração numérica de cátions superior a de ânions no bulk, indicando que eles foram

dissociados para a solução; ou n+
b < nb, sendo a concentração numérica de ânions supe-

rior a de cátions no bulk, indicando que os macróıons associam estes cátions da solução

[28].

A equação que garante a eletroneutralidade do sistema (Eq. 3.32) pode ser

reescrita como uma equação quadrática em relação ao parâmetro de carregamento q,

q2γ + q(1− γ + ζγ)− (ζ + 1) = 0,

cuja solução depende explicitamente de ζ e γ,

q(ζ, γ) =
1

2

[
1− ζ − γ−1 +

√(
1− ζ − γ−1

)2

+ 4(1 + ζ)γ−1

]
. (3.33)

Em sistemas f́ısicos, a concentração de macróıons costuma ser algumas or-

dens de grandeza menores que a concentração de eletrólitos, fazendo com que a razão

dessas grandezas (ζ), varie entre 0,01 e 10. Já o parâmetro γ pode assumir valores entre

0,001 e 1000 [28]. Para ζ = zpPb/nb = 0, o parâmetro de carregamento apresenta um

valor constante q = 1.0. O modelo estudado neste trabalho admite que sejam definidos

diferentes valores de concentração de sal que contribuirão para a carga dos macróıons

[28].
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3.2.5 Aproximação de Debye-Hückel

A presença de macróıons que podem associar/dissociar cátions faz com que

a forma linearizada da equação de Poisson-Boltzmann modificada passe a apresentar

um comprimento efetivo de Debye (λeff ), que difere do comprimento de Debye (λD)

previamente apresentado na Seção 3.1.5. A densidade de carga total do sistema que

contabiliza a regulação de carga (lado direito da igualdade apresentada na Eq. 3.29),

foi expandida até o termo de primeira ordem, originando o comprimento efetivo de

Debye (λeff )

λ−2
eff = −4π

ε

∂ρ(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

. (3.34)

A derivada da densidade de carga total do sistema em função do potencial

eletrostático é dada por

∂ρ(Ψ)

∂Ψ
= βe2

[
− n+

b e
−βeΨ − n−b e

βeΨ − z2
pPbe

βeΨzpA(Ψ)2zpB(Ψ) +

(3.35)

− zpPb
βe

eβeΨzp

(
2zpA(Ψ)2zp−1∂A(Ψ)

∂Ψ
B(Ψ) + A(Ψ)2zp

∂B(Ψ)

∂Ψ

) ]
.

Para simplificar a notação, foram introduzidas as variáveis A(Ψ) e B(Ψ):

A(Ψ) ≡ 1 + e−2Λ(Ψ)

1 + e−2Λ(Ψ=0)
,

B(Ψ) ≡ tanh Λ(Ψ),

onde Λ(Ψ) ≡ β
[
eΨ − (α + µ+)

]
/2. Considerando a eletroneutralidade do sistema e

os parâmetros anteriormente definidos (ζ, γ, q, e nb), a derivada da densidade de carga

total em função do potencial, em Ψ = 0, é escrita como

∂ρ(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

= − nbβe2

[
1 + q + ζzp tanh Λ(0) +

(3.36)

+
2zpζ tanh Λ(0)

βe

∂A(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

+
ζ

βe

∂B(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

]
.

Fazendo as derivações indicadas e as devidas simplificações com os parâmetros
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adimensionais, têm-se:

2zpζ

βe

∂A(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

= − 2zp
ζγq

1 + γq
, (3.37)

ζ

βe

∂B(Ψ)

∂Ψ

∣∣∣∣∣
Ψ=0

=
ζ

2
sech2

(
β
[
eΨ− (α + µ+)

])
=

2 ζγq

(1 + γq)2
. (3.38)

O comprimento efetivo de Debye (Eq 3.34) é obtido aplicando estes termos

(Eq. 3.37 e 3.38) na Eq. 3.36

λ−2
eff =

λ−2
D

2

(
1 + q +

( 1− q )2

ζ

(
zp −

1

2

)
+

ζ

2

)
. (3.39)

Para ζ ≈ 0 (ou seja, para q = 1), o comprimento efetivo de Debye se reduz ao compri-

mento de Debye (λ−2
eff = λ−2

D ).

A equação de Poisson-Boltzmann modificada linearizada pode ser escrita

em termos da razão entre o comprimento efetivo de Debye e o comprimento de Debye,

em função da coordenada reescalada (z̃ = z/λD),

d2Φ(z̃)

dz̃ 2
=
λ−2
eff

λ−2
D

Φ(z̃). (3.40)

3.2.6 Condições de Contorno

As equações diferenciais de segunda ordem não lineares, como é o caso da

equação de Poisson-Boltzmann Modificada, exige duas condições de contorno para sua

completa solução. Conforme esquematizado na Figura 3.1, foi considerado a presença

de uma superf́ıcie plana com densidade superficial de carga σ, fixa em z = 0, sendo

o eixo z perpendicular à ela. Devido a isso, as expressões que foram desenvolvidas

ao longo deste trabalho e que dependem da posição “r”, serão expressas apenas pela

coordenada z.

Uma das condições de contorno, conforme já explicitado ao longo deste

trabalho, consiste em manter nulo o valor do potencial eletrostático na região do bulk

(Ψ(z →∞) = 0). A outra condição de contorno visa obter o potencial eletrostático de

acordo com a densidade de carga σ da superf́ıcie plana carregada, por intermédio da
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lei de Gauss [31]

βe
∂Ψ(z)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0

= −4πlBσ

e
= − 2

lGC
, (3.41)

sendo lGC = e/2πσlB o comprimento de Gouy-Chapman, definido como o comprimento

cuja energia térmica é igual a energia eletrostática entre uma carga unitária e uma

superf́ıcie plana com uma densidade de carga superficial constante σ [30].

Assim como feito para a Equação de Poisson-Boltzmann Modificada, faz-se

necessário adequar as condições de contorno levando em consideração a parametrização

e a posição reescalada:

Φ( z̃ →∞ ) = 0, (3.42)

∂Φ(z̃)

∂z̃

∣∣∣∣∣
z̃=0

= −2λD
lGC

= −2 Ξ, (3.43)

onde Ξ = λD/lGC é um parâmetro adimensional definido pela razão entre o com-

primento de Debye e o comprimento de Gouy-Chapman. Este parâmetro agrega as

informações da superf́ıcie plana carregada (σ) e da concentração iônica (nb)

Ξ ≡ λD
lGC

=

(
lBπσ

2

2nbe2

)1/2

=

(
βπ

2ε

)1/2
σ
√
nb
. (3.44)

Tendo definido a equação de Poisson-Boltzmann Modificada, em sua forma

linear e não linearizada (Eqs. 3.40 e 3.31), juntamente com suas duas condições de

contorno (Eqs. 3.42 e 3.43), têm-se todas as ferramentas necessárias para sua completa

solução. Infelizmente, nem sempre é posśıvel obter uma solução anaĺıtica exata para

este tipo de equação diferencial. Neste trabalho, fez-se necessário o uso de soluções

anaĺıticas aproximadas via aproximação de Debye-Hückel [30], e também do método

numérico de Diferenças Finitas [37]. Conforme explicado no Apêndice, o objetivo

deste método é encontrar soluções numéricas para equações diferenciais utilizando suas

condições de contorno. Basicamente, é feito a discretização da equação diferencial e

de suas condições de contorno, de forma a serem escritas como equações algébricas,

aplicadas no ponto a ser analisado. Se tratando de uma equação diferencial não linear,

não é posśıvel encontrar uma solução utilizando diretamente o método de diferenças

finitas. Por isso, faz-se necessário aplicar também o método iterativo de Newton [37].
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Caṕıtulo 4

RESULTADOS

Ao longo deste caṕıtulo são apresentados os resultados que foram obtidos

via modelagem teórica que descreve um sistema composto por macróıons capazes de

associar/dissociar cátions da solução na presença de uma superf́ıcie plana carregada

com uma densidade superficial de carga fixa positiva (σ > 0), vide Figura 3.1. Os

macróıons possuem Mp grupos fixos que garantem uma carga negativa, e o dobro de

grupos Np, que podem ou não estar ionizados.

Visando garantir a simetria da carga dos macróıons, −ezp ≤ ep ≤ ezp, sua

valência máxima é dada por zp = Mp = Np/2, sendo zp = 10 o valor escolhido para este

trabalho. Por se tratar de um modelo teórico geral, é posśıvel atribuir outros valores

para a valência dos macróıons (zp), bem como estipular outra proporção entre o número

de grupos fixos e dissociáveis. Foi mantido este padrão simétrico devido ao interesse

futuro de aplicar este modelo para descrição da interação entre membranas carregadas

e pept́ıdeos antimicrobianos que apresentam esta proporção de reśıduos ácidos e básicos

[39]. Para garantir a validade f́ısica deste modelo simplificado, deve-se considerar uma

baixa concentração de macróıons, quando comparada à concentração iônica, para que

sua geometria e dimensão não influencie no empacotamento iônico [28].

Uma vez que os macróıons podem ser ionizados, sua carga ep poderá sofrer

alteração e a concentração numérica de cátions e ânions no bulk poderá ser diferente,

conforme foi estabelecido pelo parâmetro de carregamento q = n+
b /nb. Por intermédio

da análise da variação de q(ζ, γ) e de ep em função dos parâmetros γ = nba
3eβα e

ζ = zpPb/nb, apresentada na Figura 4.1, é posśıvel avaliar as condições em que os

macróıons associam ou dissociam os cátions. Nos gráficos A e B, o valor de γ é mantido

fixo (em cada curva), enquanto ζ = zpPb/nb varia. Já nos gráficos C e D, têm-se

apresentado os resultados da variação de γ.
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Figura 4.1: (A) Parâmetro de carregamento q(ζ, γ) em função de ζ = zpPb/nb. (B)
Carga dos macróıons no bulk, em unidades de zp, em função de ζ. Em ambos gráficos,
as diferentes cores indicam os valores fixos de γ, sendo γ = 10−10 ≈ 0 (tracejado
em preto), 0, 1 (verde), 0, 5 (vermelho), 1, 0 (laranja), 5, 0 (azul) e 500, 0 (sólido em
preto). (C) Parâmetro de carregamento q(ζ, γ) em função de γ = nba

3eβα. (D) Carga
dos macróıons no bulk, em unidades de zp, em função de γ. Em ambos gráficos, as
diferentes cores indicam os valores fixos de ζ, sendo ζ = 0 (tracejado em preto), 0,2
(verde), 2,0 (vermelho), 4,0 (azul) e 20,0 (sólido em preto). Em todos os gráficos foi
considerado zp = 10.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Nos gráficos A e C, para valores de γ = 1, 0 e ζ = 0, verifica-se que a

quantidade de cátions e ânions é equivalente no bulk, uma vez que a razão entre a

concentração de cátions e ânions nesta região será q = n+
b /nb = 1. Para essas condições

de concentração iônica reescalada, os macróıons apresentam uma carga ĺıquida nula

ep = 0 (vide gráficos B e D), indicando que não há associação nem dissociação dos

cátions. A variação dessa concentração iônica reescalada (valores em que γ 6= 1, 0),

estabelece as condições em que os macróıons sofrem ionização.

Quando em baixa concentração iônica reescalada, ou seja, para valores de

γ < 1, 0 (representado nos gráficos A e B pelas curvas preto tracejada, verde e verme-
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lha), o parâmetro de carregamento apresenta valores de q > 1, 0, ou seja, a quantidade

de cátions no bulk é superior a de ânions, indicando que os macróıons dissociam cátions

para a solução visando manter o equilibrio qúımico do sistema. Num caso limite, em

que a concentração iônica é próxima à zero (γ = 10−10, curva tracejada em preto nos

gráficos A e B), o aumento da concentração reescalada de macróıons (ζ), faz com que

mais cátions sejam liberados para a solução, refletindo no aumento linear do valor do

parâmetro de carregamento. Pelo fato dos macróıons dissociarem todos seus cátions,

visando a garantia do equiĺıbrio qúımico do sistema, eles imprimem uma carga ĺıquida

máxima negativa (ep = −10).

Já para um sistema com alta concentração iônica, valores γ > 1, 0 (re-

presentado nos gráficos A e B pelas curvas em azul e preto sólida), o parâmetro de

carregamento apresenta valores de q < 1, 0, ou seja, a quantidade de ânions é superior

à de cátions no bulk, uma vez que os macróıons estão associando os cátions da solução.

Considerando um outro caso limite, agora de alta concentração iônica reescalada, em

que ζ < 1, 0 e γ = 500, 0, apresentado nos gráficos A e B pela curva em preto sólida,

nota-se que os macróıons associam todos os cátions presentes na solução, de forma

que sua carga ĺıquida apresenta a valência máxima positiva (ep = 10). Quando mais

macróıons são acrescentados ao sistema (indicado pelos valores de ζ > 1, 0), a quan-

tidade de cátions livres torna-se insuficiente para ocupar totalmente todos os grupos

dispońıveis destes macróıons, fazendo com que eles reduzam sua carga ĺıquida.

Nos gráficos C e D, fica evidente que a escolha do parâmetro adimensional

γ = nba
3eβα, é crucial na definição de três comportamentos distintos adotados pelos

macróıons: i) para valores de γ < 1, 0 (baixa concentração iônica), os macróıons dis-

sociam seus cátions para solução, apresentando uma carga ĺıquida negativa (ep < 0),

que sofre uma diminuição (em módulo) com o aumento da quantidade de macróıons no

sistema; ii) quando γ = 1, 0, os macróıons estão em equiĺıbrio com o sistema, ou seja,

eles não associam e nem dissociam cátions, de forma a apresentar uma carga ĺıquida

neutra (ep = 0); e iii) para valores de γ > 1, 0 (alta concentração iônica), os macróıons

associam os cátions da solução, apresentando uma carga ĺıquida positiva (ep > 0) maior

quando a quantidade de macróıons presente no sistema é baixa (ζ < 1, 0).

Feito essa análise da variação do parâmetro de carregamento e da carga

ĺıquida dos macróıons no bulk, na Figura 4.2 tem-se a contribuição de cada espécie iônica

(cátions, ânions e macróıons) para a densidade de carga total do sistema, ρ(z/λD) =

en+ − en− + epp, em função da distância em relação à superf́ıcie plana carregada

positivamente localizada em z/λD = 0. Foram consideradas duas condições: i) baixa

concentração iônica, em que γ = 0, 5, e os resultados são apresentados nos gráficos A e

B pelas curvas sólidas; e ii) alta concentração iônica, em que γ = 5, 0, e os resultados
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Figura 4.2: (A) e (C): Contribuição de cada espécie iônica para a densidade de carga
total, ρ(z/λD) = en+ − en− + epp, em unidades da carga elementar e, em função
de z/λD. As diferentes cores indicam a espécie iônica: cátions en+ (preto), ânions
en− (vermelho) e macróıons epp (azul). As linhas sólidas indicam os resultados para
γ = 0, 5, enquanto as tracejadas γ = 5, 0. (B) e (D): No gráfico principal tem-se a
concentração numérica de macróıons (p), em função de z/λD, e no inset, a carga dos
macróıons (em termos de zp), em função de z/λD. Nos gráficos (A) e (B), foi utilizado:
ζ = zpPb/nb = 2, 0, Ξ = λD/lGC = 1, 0 e zp = 10. Nos gráficos (C) e (D), para manter
a mesma concentração de macróıons no bulk e carga da superf́ıcie plana, utilizou-se:
ζ = 0, 2, Ξ = 0, 32 e zp = 10.

0 2 4 6

z/λ
D

-1

0

1

ρ
(z

/λ
D

)

γ = 5,0

0 2 4 6

z/λ
D

0

0,15

0,3

0,45

p

0 2 4 6

z/λ
D

0

5

10

15

20

p

0 2 4 6
-0,5

-0,25

0

e p
/z

p

0 2 4 6
0,4

0,6

e p
/z

p
0 2 4 6

z/λ
D

-3

-2

-1

0

1

ρ
(z

/λ
D

)

γ = 0,5
e n

+

- e n
-

e
p
 p

(A) (B)

(C) (D)

Fonte: Elaborada pelo autor.

são apresentados nos gráficos C e D pelas curvas tracejadas.

Nas imediações da superf́ıcie plana positiva, para z/λD = 0, independente

da concentração iônica do sistema, devido a repulsão eletrostática entre a superf́ıcie

plana positiva e os cátions da solução, nota-se uma maior densidade numérica de ânions.

Em pontos mais distantes da superf́ıcie plana, como por exemplo em z/λD = 6, 0, nota-

se uma diferença na contribuição dos cátions e ânions para a densidade de carga do

sistema: i) em baixa concentração iônica (gráfico A, γ = 0, 5), a densidade numérica

de cátions é superior a de ânions, resultado da dissociação de cátions dos macróıons
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para a solução; e ii) em alta concentração iônica (gráfico C, γ = 5, 0), a densidade

numérica de ânions é superior a de cátions, resultado da associação dos cátions livres

nos macróıons.

Como a contribuição dos macróıons para a densidade total de carga depende

de duas grandezas que variam simultaneamente (ep e p), não é posśıvel afirmar com

clareza qual parâmetro é responsável pela variação observada na curva em azul dos

gráficos A e C. Devido a isso, nos gráficos B e D, têm-se apresentado a concentração

numérica e a carga dos macróıons para um sistema com baixa (γ = 0, 5, curva sólida

do gráfico B) e alta (γ = 5, 0, curva tracejada do gráfico D) concentração iônica. Em

baixa concentração iônica, devido a dissociação dos cátions, os macróıons apresentam

uma carga ĺıquida sempre negativa (ep < 0). Vale destacar que nas imediações da

superf́ıcie plana positiva, a carga dos macróıons apresenta valores mais negativos do

que em regiões mais distantes, isso devido a menor concentração de cátions próximos

a superf́ıcie e também devido a repulsão eletrostática entre os cátions e a superf́ıcie

positiva que facilita a dissociação de cátions pelos macróıons. Devido a sua carga

ĺıquida ser negativa, a superf́ıcie atrai os macróıons fazendo com que sua concentração

seja elevada em suas imediações. Já em pontos mais distantes à superf́ıcie plana, a

concentração de macróıons sofre uma diminuição e sua carga ĺıquida se torna menos

negativa, ou seja, tem-se uma diminuição da dissociação de cátions para a solução.

Quando o sistema apresenta alta concentração iônica (γ = 5, 0, gráfico C e

D), a contribuição dos macróıons para a densidade de carga total é próxima de zero

para qualquer que seja a distância da superf́ıcie plana. Nestas condições, os macróıons

apresentam uma carga ĺıquida positiva (ep > 0) devido a associação de cátions livres

da solução. Nas imediações da superf́ıcie positiva, os macróıons apresentam uma carga

menor do que em pontos mais distantes, uma vez que, devido a repulsão eletrostática

e portanto uma menor concentração de cátions nas imediações da superf́ıcie plana

positiva, não é favorável que os macróıons associam cátions nesta região.

Visando analisar a competição entre as espécies iônicas nas imediações da

superf́ıcie plana positiva, na Figura 4.3 tem-se apresentada a concentração numérica

dos cátions (preto), ânions (vermelho) e macróıons (azul), em função da concentração

iônica reescalada γ = nba
3eβα. No inset, a carga ĺıquida dos macróıos é também

apresentada. Os resultados referem-se à distância fixa da superf́ıcie z/λD = 0. Vale

ressaltar que para a confecção deste gráfico foi necessário ajustar os parâmetros ζ e

Ξ para cada valor de γ, visto que eles encontram-se relacionados por intermédio da

densidade de carga iônica nb. Para isso, foram considerados os padrões de valores

utilizados nos demais gráficos (Ξ = 1 e ζ = 2, 0), de forma que para cada valor de γ

determina-se os demais parâmetros seguindo o padrão de Ξ = 0, 7071/
√
γ e ζ = 1, 0/γ.
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Figura 4.3: Concentração numérica reescalada de cada espécie iônica nas imediações da
superf́ıcie plana positiva (a3eβαC(z/λD = 0)) em função do parâmetro γ. As diferentes
cores indicam a espécie iônica: cátions n+ (preto), ânions n− (vermelho) e macróıons
p (azul). As curvas tracejadas indicam a concentração de cátions (preto) e ânions
(vermelho) para um sistema sem macróıons. No inset, tem-se apresentado a carga
dos macróıons, em termos da valência dos macróıons (ep/zp), em função de γ. Ambos
gráficos consideram como parâmetros as variações dos valores padrão (utilizados nos
outros gráficos, sendo Ξ = 1, ζ = 2, 0) para cada valor de γ, sendo mantido o padrão
Ξ = 0, 7071/

√
γ, ζ = 1, 0/γ e zp = 10.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Conforme pode ser observado no inset da 4.3, nas imediações da superf́ıcie

plana positiva, a carga ĺıquida dos macróıons pode ser: i) negativa (ep < 0), para baixos

valores de concentração iônica (γ < 2, 68); ii) neutra (ep = 0), quando a concentração

iônica é tal que γ = 2, 68; e iii) positiva (ep > 0), para altos valores de concentração

iônica (γ > 2, 68). Conforme observado anteriormente nos gráficos B e D da Figura

4.1, na ausência da superf́ıcie a neutralidade dos macróıons é atingida para γ = 1, 0.

Desta forma, fica evidente que a presença de uma superf́ıcie carregada afeta a ionização

dos macróıons, provocando este deslocamento no valor da concentração iônica γ.

Para um sistema sem macróıons (curvas tracejadas), tem-se um acúmulo
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de ânions nas imediações da superf́ıcie plana positiva devido à atração eletrostática.

Nesta mesma região, a concentração de cátions e ânions sofre um aumento significativo

com o aumento da concentração iônica reescalada no bulk γ. Quando os macróıons

são introduzidos no sistema, numa faixa de para γ < 1, 43, sua concentração nas

imediações da superf́ıcie se torna superior à concentração das demais espécies iônicas.

ara este mesmo regime de concentração iônica, os macróıons apresentam uma carga

ĺıquida negativa superior a dos ânions (ep/zp < −0, 1), por isso se acumulam próximo

a superf́ıcie, “expulsando” os ânions desta região.

Para valores de γ > 1, 43 a concentração de ânions é superior a dos ma-

cróıons, seguindo um comportamento similar ao observado para o sistema sem ma-

cróıons. Quando γ > 3, os macróıons apresentam carga ĺıquida maior do que a carga

dos cátions (ep/zp > 1), de forma que sua concentração nas imediações da superf́ıcie

positiva passa a ser zero e a concentração de cátions apresenta um aumento similar

ao observado para um sistema sem macróıons. Vale destacar que para γ = 1, 43 a

concentração de ânions passa a ser superior a de macróıons, apesar deles apresenta-

rem uma carga efetiva equivalente a aproximadamente o triplo da carga dos ânions

(ep/zp ≈ −0, 35).

O comprimento efetivo de Debye quantifica o alcance do potencial ele-

trostático e depende dos mesmos parâmetros que definem o parâmetro de carregamento

q(ζ, γ). Desta forma, também sofre influência da concentração iônica e da concentração

de macróıons. Com o objetivo de explorar suas propriedades, na Figura 4.4 tem-se

apresentado o comprimento efetivo de Debye em unidades do comprimento de Debye

reescalado:

λeff
λDm

=

√√√√γ

2

(
1 + q +

( 1− q )2

ζ

(
zp −

1

2

)
+

ζ

2

)
, (4.1)

em que λDm ≡ 1/
√

8πlBa−3e−βα é definido como o comprimento de Debye reescalado,

ou seja, consiste no comprimento de Debye com a concentração iônica nb escrita em

termos do parâmetro γ: nb = γa−3e−βα. Neste gráfico, o acréscimo de macróıons é

representado pelas diferentes cores e tipos das curvas. No caso limite em que considera-

se a ausência de ı́ons (γ ≈ 0), é notado uma diminuição do comprimento efetivo de

Debye com o aumento da concentração de macróıons (aumento de ζγ), indicando uma

diminuição do alcance do potencial eletrostático. Neste cenário de baixa concentração

iônica, a carga ĺıquida dos macróıons é negativa.

Em baixa concentração iônica, os macróıons apresentam carga superior a

dos ânions monovalentes. Dessa forma, sua contribuição para a blindagem eletrostática

é maior. Porém, quando a concentração iônica do sistema aumenta, a carga dos ma-
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Figura 4.4: Comprimento efetivo de Debye reescalado, λeff/λDm, em função da con-
centração iônica reescalada γ = nba

3eβα. As diferentes cores e estilos de curva indicam
o valor da concentração de macróıons reescalada, dada por: γζ = zpPba

3eβα, em que
γζ = 10−10 (preto pontilhada), 0,5 (vermelho sólida), 1,0 (azul sólida), 2,0 (verde
sólida), 5,0 (vermelho tracejada), 10,0 (azul tracejada) e 20,0 (verde tracejada).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

cróıons vai se tornando cada vez menos negativa de forma que para γ ≤ 0, 5 é observado

um crescimento de λeff/λDm, principalmente nas curvas em que ζγ apresentam me-

nores valores (curvas sólidas). Depois, conforme o parâmetro γ aumenta, os ânions

passam a dominar essa competição eletrostática, sendo notável uma queda proporcio-

nal a da curva pontilhada, que faz referência ao caso de um sistema sem a presença de

macróıons.
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Caṕıtulo 5

CONCLUSÃO

Neste trabalho foi estudado um modelo teórico que descreve a regulação de

carga de macróıons em solução na presença de uma superf́ıcie plana carregada positiva-

mente, sendo contabilizado o efeito coletivo entre os macróıons. Para um sistema com

alta concentração iônica, os macróıons associam os cátions da solução e a concentração

numérica de ânions no bulk passa a ser superior a de cátions. O oposto é observado

num sistema com baixa concentração iônica, em que os macróıons dissociam cátions

para solução, fazendo com que a concentração numérica dessa espécie seja superior a

de ânions no bulk. Desta forma, a carga ĺıquida dos macróıons varia de acordo com

a concentração iônica da solução, apresentando valores de carga negativa quando em

baixa concentração iônica, e valores de carga positiva quando em alta concentração

iônica.

A presença de uma superf́ıcie carregada altera a concentração iônica local e,

por isso, nas imediações desta superf́ıcie tem-se uma alteração na carga dos macróıons.

Para um sistema com alta concentração iônica, devido a repulsão eletrostática, é ob-

servado uma grande concentração de ânions e um baixa concentração de cátions mo-

novalentes, bem como uma concentração nula de macróıons, cuja carga ĺıquida neste

cenário é positiva (ep > 0). Porém, num sistema de baixa concentração iônica, devido

à atração eletrostática, nas imediações da superf́ıcie plana positiva tem-se uma grande

concentração de macróıons com carga negativa e uma crescente concentração de ânions

monovalentes em relação à distância da superf́ıcie plana. Devido a essa grande concen-

tração de contra-́ıons formada nas imediações desta superf́ıcie, tem-se uma blindagem

eletrostática, que ora é dominada pela contribuição dos macróıons com carga negativa,

ora é dominada pelos ânions monovalentes, e isso provoca uma diminuição no alcance

do potencial eletrostático.

Entender o mecanismo da regulação de carga em macróıons, bem como ex-
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plorar esses resultados, têm grande relevância e aplicabilidade em diversas áreas. Os

resultados obtidos no estudo destes modelo de macróıons capazes de associar/dissociar

cátions podem ser aplicados a um modelo simplificado de uma macromolécula, que

se enquadre nas condições impostas neste trabalho, cuja superf́ıcie tenha grupos io-

nizáveis. Apesar de utilizarmos um modelo simplificado, os resultados obtidos foram

capazes de estabelecer relações entre a concentração iônica e a variação de carga dos

macróıons, bem como analisar a influência da superf́ıcie plana carregada nessa va-

riação. Vale destacar que na modelagem aqui apresentada fez-se uma aproximação de

entropia ideal, que implica na necessidade de se considerar uma baixa concentração de

macróıons.

Uma posśıvel aplicação deste modelo que está em ińıcio de desenvolvimento

seria no estudo da interação de pept́ıdeos antimicrobianos com veśıculas carregadas,

cujo grau de protonação dos reśıduos pode ser afetado pela densidade de carga da mem-

brana, conforme mostrado na referência [39]. Uma outra aplicação seria no estudo de

adsorção de protéınas em poros carregados, conforme mostrado nas referências [9, 10].

Apesar das análises realizadas neste trabalho terem como base um modelo simplifi-

cado, em que são considerados macróıons interagindo com uma superf́ıcie de geometria

plana ao invés de confinante (como é o caso da SBA-15), os resultados obtidos con-

tribuem com uma primeira aproximação para o entendimento deste problema, e serão

complementados por trabalhos posteriores que irão envolver outras geometrias, visto

que o comportamento observado nas imediações de uma superf́ıcie confinante pode ser

aproximado ao que é obtido para uma superf́ıcie plana.
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Apêndice

Método das Diferenças Finitas

O método das diferenças finitas pode ser utilizado para resolver problemas

de valor de contorno ou valor inicial, que envolvam equações diferenciais ordinárias ou

parciais [37]. Neste trabalho, o método das diferença finitas foi utilizado para resolver

a equação de Poisson-Boltzmann modificada 3.31, que segue a forma:

d2y(x)

dx2
= f(y(x)). (1)

A aplicação do método de diferenças finitas leva a um sistema de equações

algébricas. Devido a não linearidade destas equações, a solução deste sistema pode

ser obtida através de um método iterativo em que um valor inicial é atribúıdo ao

potencial eletrostático, que corresponde ao y(x) da Eq. 1, sendo que em cada passo

desse processo um valor delta (δ) é adicionado ao potencial até que a convergência seja

obtida [37]. Em nosso caso, o processo é interrompido e a convergência é alcançada

quando δ ≤ 10−10. O valor de δ consiste na solução da equação J(θ)δ = −G(θ), sendo

J(θ) = G′(θ) é a matriz Jacobiana com elementos

Jij(θ) =
∂

∂θj
Gi(θ), (2)

sendo Gi(θ) os termos discretizados oriundos da Equação de Poisson Boltzmann Mo-

dificada 3.31 [37].

Para cada valor do potencial obtido pelo método acima, verifica-se se a

condição de contorno na superf́ıcie é satisfeita (Eq. 3.43). Caso não seja, o método da

bisseção é utilizado até que a condição de contorno seja satisfeita dentro da tolerância

de 10−10. Vale ressaltar que para satisfazer o modelo f́ısico proposto, tem-se como

uma condição de convergência que o potencial eletrostático no bulk seja nulo. Para

a implementação do código foi utilizado o GNU Octave, visto que ele possui funções

45



implementadas para solucionar problemas matriciais. O método de diferenças finitas

pode ser compreendido em maiores detalhes no livro ”Finite difference methods for

differential equations” [37], utilizado como base para formulação do código utilizado

para obtenção da solução numérica deste trabalho de mestrado.
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