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"De fato, é um segredo bem simples:

é somente com o coragao que podemos ver corretamente;
o essencial é invisivel aos olhos."
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RESUMO

O objetivo desse trabalho é estudar integrais racionais lineares. Mostramos que a
dimensao local do espaco das integrais fatorado pela acédo natural de grupo de M6-
bius é maxima e igual a 2 se, e somente se, a curvatura Gaussiana é constante e
possui dimenséo 0 se, e somente se, a curvatura Gaussiana € ndo constante. Apre-
sentamos também uma caracterizacdo geométrica de integrais racionais lineares do
fluxo geodésico por meio de folheagdes e webs: o fluxo geodésico em uma superficie
bidimensional admite uma integral racional linear se, e somente se, existem quatro fo-

lheagdes geodésicas de forma que a razdo cruzada de suas inclinagdes € constante.

Palavras-chave: Integrais racionais lineares em momento. Fluxo geodésico. Folhea-
cbes geodésicas.



ABSTRACT

The objective of this work is to study linear rational integrals. We show that the local
dimension of the space of integrals factored by the natural action of Mdbius group is
maximum and equal to 2 if, and only if, the Gaussian curvature is constant and has
dimension 0 if, and only if, the Gaussian curvature is not constant. We also present
a geometric characterization of linear rational integrals of the geodesic flow, through
foliations and webs: the geodesic flow on a two-dimensional surface admits a linear
rational integral if, and only if, there are four geodesic foliations such that the cross

ratio of their slopes is constant.

Keywords: Linear rational integrals in momentum. Geodesic flow. Geodesic foliations.
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INTRODUCAO

Considere uma superficie S munida de uma métrica g, um ponto s na superficie e
seja v um vetor tangente a .S no ponto s. Esse vetor define uma direcao, ponto e direcao
determinam unicamente uma geodésica. A pergunta natural é: qual a dindmica desse
vetor ao longo dessa curva? O vetor diretor vai ser sempre tangente a curva geodésica e
o modulo da velocidade é sempre constante, coincidindo com o mesmo da posicao inicial.
Essas duas condigoes geométricas, determinam unicamente o fluxo geodésico. Além da
definicdo geométrica natural do fluxo geodésico, podemos destacar sua estrutura algé-
brica, ou seja, o fluxo geodésico é um sistema Hamiltoniano no fibrado tangente T'S com

Hamiltoniano H = 59(5 ,€) e devido ao isomorfismo canonico entre TS e TS podemos

escrever o fluxo geodésico tanto no fibrado tangente quanto no fibrado cotangente (ver
25)).

Esse problema também é motivado pela mecanica, onde podemos pensar na seguinte
situacao: dada uma superficie, se uma particula pode se mover ao longo dessa superficie
sem friccdo e sem forgas exteriores, entao ela esta se movendo ao longo da geodésica
com modulo da velocidade constante. Dessa forma, o movimento da particula sem forcas
exteriores e sem fricgao é a descricao do fluxo geodésico. O problema da integrabilidade
do fluxo geodésico é um problema classico da mecanica e despertou interesse em ser
estudado por muitos fisicos e matematicos. Lembre que o Hamiltoniano é uma primeira
integral, segue pelo Teorema de Liouville (veja [6] para um tratamento moderno) que é
suficiente encontrar apenas uma primeira integral extra, ou seja uma funcao F' que seja
constante nas trajetorias e que F' e H sejam funcionalmente independentes, para que o
fluxo geodésico seja integravel.

Dizemos que uma primeira integral I,, do fluxo geodésico é uma integral polinomial
homogénea em momento de grau n, se é da forma

n
In - Z b,(l’, y)pn_qua

i=0
onde (z,y) sdo coordenadas locais e (p,q) coordenadas do momento. Estamos concen-
trados no estudo de integrais definidas localmente, esse problema é importante e vem
motivando estudos pelos seguintes fatos: se temos uma integral analitica real, entao qual-
quer parte homogénea em momento de sua expansao de Taylor em relacao aos momentos
também ¢é uma primeira integral, ou seja, a existéncia de integral analitica implica na
existéncia de integral polinomial. A segunda razao que torna o problema relevante é que

11



12 Introducao

a superficie no fibrado cotangente onde a velocidade é zero é uma superficie de dimensao
n, em qualquer ponto dessa superficie o campo Hamiltoniano se anula, a existéncia da
integral nesses pontos singulares nao é algo trivial, tornando a existéncia uma restricao
forte.

O estudo da integrabilidade do fluxo geodésico por meio de integrais polinomiais ho-
mogéneas vem sendo estudado desde meados do século XIX por Darboux [10], Dini [11],
Koenigs [15] (veja [9], [18] para mais bibliografias).

O conjunto das integrais polinomiais homogéneas de grau n é um espago vetorial
de dimensao finita. No que refere-se a dimensao segue pelo Teorema de Noether que
integrais lineares estdo em uma correspondéncia biunivoca com isometrias infinitesimais e
a dimensao do espago de integrais lineares é 0, 1 ou 3, sendo: 0 (caso genérico), 1 (para as
superficies localmente isométricas as superficies de revolucao), ou 3 (para superficies de
curvatura Gaussiana constante). No caso de integrais quadraticas o estudo da dimensao
do espaco foi feito por Koenigs [15] e constatado que a dimensao possivel é 1, 2, 3, 4 ou 6.

J& no caso de integrais cibicas o que foi demonstrado é que o espaco de integrais
cubicas é no maximo 10-dimensional, tal limite foi realizado em superficies de curvatura
Gaussiana constante. Além disso, foi mostrado por Kruglikov em [16] que para o caso de
curvatura Gaussiana nao constante, a dimensao é no maximo 7.

Uma continuagao natural é estudar integrais racionais em momento, cujo numerador e
denominador sao polindbmios homogéneos em momento de mesmo grau. O estudo dessas
integrais foi iniciado por Kozlov [17]. Em [27],[4], [5] Agapov e Shubin investigaram
integrais racionais lineares

Az, y)p + B(z,y)q
C(x,y)p+ E(z,y)q’

em particular eles exibiram de forma explicita métricas Riemannianas em superficies cujos
os fluxos geodésicos admitem uma primeira integral racional em momento com o nume-
rador e denominador linear.

Neste trabalho contribuimos para a descricao analitica e geométrica de integrais racio-
nais lineares do fluxo geodésico. Observe que diferente das integrais polinomiais homogé-
neas o conjunto das integrais racionais lineares nao ¢ um espaco vetorial, toda a geometria
vird da agao do grupo de Mobius que age naturalmente no conjunto das integrais racio-
nais lineares. Mostramos no capitulo 2 que a dimensao do espaco das integrais racionais
lineares fatorado pela agao do grupo SLs é 2 no caso de curvatura Gaussiana constante e
a dimensao é 0 no caso de curvatura Gaussiana nao constante.

Um outro tema classico, bastante explorado, é a geometria dos webs ([8], [26]) onde
estuda-se invariantes locais para uma determinada configuracao de folheagoes em posicao
geral, onde por folheagao entendemos como curvas integrais de uma equacao diferencial
ordinaria no plano.

Podemos construir webs por meio de integral polinomial em momento, por exemplo,
a construcao de um 3-web por meio de uma integral polinomial ciibica é dada da seguinte
forma: tome & = dx e n = dy, logo

bodz® + bydx?dy + bydxdy® + bsdy® = 0.

Dividindo por dz3, obtemos a seguinte equacdo diferencial ordinéria,

dy dy\’ dy 3_
bo+b1dx+b2<dx> +b3<d:c = 0.
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Na regiao onde temos 3 raizes reais, integrando obtemos 3-webs.

Dizemos que um 3-web é hexagonal se para qualquer ponto nao singular existe um
difeomorfismo aplicando as folhas do web em alguma vizinhanga do ponto em 3 familias
de segmentos de retas paralelos.

Em um primeiro momento é normal pensarmos que esses dois topicos de estudos, a
geometria dos webs e a dinamica do fluxo geodésico, nao possuem nenhum tipo de relagao
entre si, mas caracterizar geometricamente integrais polinomiais em momento do fluxo
geodésico por meio de folheagoes e webs é um tema de bastante interesse.

O Teorema de Graf e Sauer [14] diz que 3-web linear é hexagonal se, e somente se,
todas as retas sao tangentes a uma mesma curva dual a cibica. Note que a generalizagao
natural desse Teorema para o caso de uma superficie S munida com uma métrica g, seria
nos questionar se existe 3-web geodésico hexagonal para essa superficie, quais as condi¢oes
geométricas ou invariantes para que exista 3-web geodésico hexagonal, a historia por tras
desse questionamento perdura no final do século 19 e pode ser visto em [13], [28], [29],
[33]. Em seu tltimo livro sobre teoria dos webs [7] Blaschke destacou essa questao, ou
seja, o problema de encontrar um critério intrinseco para a existéncia de 3-webs geodésicos
hexagonais, mas nao foi solucionado em sua época.

Em 2021, Agafonov encontrou uma solu¢ao invariante para o problema destacado
por Blaschke e provou em seu artigo [1] que 3-web geodésico é hexagonal se, e somente
se, o fluxo geodésico admite integral polinomial de grau 3 em momento. Em resumo,
integrabilidade significa hexagonalidade.

Existe uma caracterizacao por meio de webs também para integral de grau 2, Agafonov
provou em [2] que a existéncia de integral polinomial quadrética do fluxo geodésico ocorre
se, e somente se, a superficie carrega uma rede geodésica G tal que um (e, portanto,
qualquer) 3-subweb do 4-web formada por G e sua rede bissetriz N é hexagonal.

A caracterizagao para a integral de grau 1, é classica, a aplicagdo do Teorema de
Noether. Pelo Teorema de Noether, a existéncia de uma integral linear do fluxo geodésico
sobre uma superficie é equivalente a existéncia de um campo vetorial de Killing, que ¢é a
projecao de T'S a S do campo vetorial Hamiltoniano correspondente a integral.

O problema de caracterizar integrais polinomiais em momento através de webs ainda
¢ um problema em aberto e para integrais de grau maior que 3 ainda nao hé até o mo-
mento uma caracterizagao. Nosso estudo foi motivado por essa caracterizacao geométrica
relacionando webs com integrais polinomiais e nosso objetivo foi conseguir uma caracteri-
zagao geométrica por meio de webs para integrais polinomiais racionais lineares do fluxo

geodésico.
Podemos definir 1-web com I = A, onde
_ A§+ Bn
C¢+ En’

¢ uma integral racional linear em termos da velocidade (£,7) que é dual ao momento
(p,q) e A uma constante, ou seja, se existe integral racional linear entdo existe familia
de folheagoes geodésicas a 1-parametro. Tomando quatro dessas folheacoes, obtém-se um
4-web geodésico com razao cruzada das tangentes as quatro folheagdes em cada ponto
constante.

Nakai estudou esse tipo de web em [21] e nao é dificil ver que para um 4-web do plano
cuja razao cruzada é constante, basta que um dos 3-subwebs seja nao hexagonal para que
todos sejam nao-hexagonais e, além disso, todos eles tém a mesma curvatura de Blaschke
([21]). Dufour e Lehmann também estudam webs do tipo Nakai e provam em [12] que
Nakai’s webs possuem posto 0 ou 1 e apresentaram exemplos para posto 1.
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No capitulo 3 obtivemos por meio do Teorema 3.4 uma caracterizacao geométrica que
relaciona integral racional linear e 4-webs, mostramos que existir uma integral fracional
linear é equivalente a existir 4 folheacbes geodésicas de forma que a razao cruzada das
tangentes as quatro folheagoes em cada ponto é constante.

Todos os resultados obtidos nessa tese sao locais e todas fung¢oes aqui trabalhadas sao
suaves (C'™).



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo trataremos de alguns conceitos que irao auxiliar o leitor em uma com-
pleta compreensao dos resultados tratados neste trabalho. Dividiremos o capitulo em
cinco sessoes para melhor adequacao.

Na primeira se¢cao veremos conceitos geométricos, onde destacamos entre eles: fluxo
geodésico, primeira integral do fluxo geodésico e integrabilidade no sentido de Liouville.
Para uma leitura aprofundada acerca dos temas podem ser consultados [6], [22], [23] e
[30].

J& na secao 2 definiremos formalmente integrais polinomiais homogéneas em momento
e também veremos conceitos relacionados a teoria de webs. Serao enunciados os Teoremas
que dao uma caracterizacao geométrica para integrais ctibicas e quadraticas por meio de
webs geodésicos. O leitor pode consultar [1], [2], [8], [26].

Utilizaremos a secao 3 para apresentar formalmente a definicdo de integral racional
linear em momento. Também constara, de forma explicita, o sistema que implica na
existéncia de uma primeira integral racional linear do fluxo geodésico da métrica em
coordenadas conformes g = A(z, y)(dz? + dy?) (ver [27],[4],[5],[17]).

Na quarta secao apresentaremos conceitos relacionados a invariantes diferenciais, sera
dada uma nog¢ao de como prolongar uma agdo de grupos ao espacgo de jatos e também
definiremos derivada de Darboux. (ver [22], [23], [30], [31]).

Por fim a ultima secao sera reservada para o Teorema de Frobenius que sera enunciado
na versao de formas diferenciais e também de campos vetoriais. A principal referéncia
utilizada para essa se¢ao foram [31] e [34], mas também podem ser consultadas [22] e [30].

1.1 Integrabilidade do fluxo geodésico

Localmente, o fluxo geodésico é descrito por meio de um sistema de equagoes diferen-
ciais ordinarias de segunda ordem dado por:

d*z - da? da®
(A 1.1

a g A T (L)
onde x = (z') é um sistema de coordenadas de S e I'};(x) sdo os simbolos de Christoffel
da conexao de Levi-Civita da métrica g, com 4,5,k = 1,2.

O sistema (1.1) pode ser escrito na forma Hamiltoniana. Para isso, considere TS
como uma variedade simplética com coordenadas canonicas (z',p;) e a forma simplética

15



16 Preliminares

padrao 2 = X" dp; Adx'. Assim, o sistema (1.1) é equivalente, na sua forma Hamiltoniana,
conforme a definicao abaixo:

Definigao 1.1. O fluxo geodésico em (5, ¢g) é um sistema Hamiltoniano

dz'  OH ' oH

1 ..
onde H = ig”pipj para i,7 = 1,2, (p1,p2) sao coordenadas do momento em T*S e
gl = gigl_
Observacao 1.2. O isomorfismo canoénico de 755 e TrS via g(&,*) = (f,*) torna o
momento f = (p;,p2) conjugado a x! e 22, respectivamente, ou seja,

{«",27} = (P} =0,

{«",p'} = 0y,
onde {} é o colchete de Poisson canonico. Com isso, podemos escrever o fluxo geodésico
tanto no fibrado tangente quanto no fibrado cotangente.

Introduziremos agora a definicdo de uma primeira integral do fluxo geodésico, como
segue:

Definicao 1.3. Dizemos que uma funcao F' é uma primeira integral do fluxo geodésico
se, e somente se, I’ é constante nas trajetérias, ou de forma equivalente, {F, H} = 0.

Vale lembrar que:

OHOF OFOH OHOF OF 0H

FHY—0e 2200 0708 on0r OF O
{F H} <:>8x1 op,  Ox! 8p1+8x2 Opy  0x2 Ops

Enunciaremos na sequéncia o Teorema de Liouville (veja [6]), ele prova com esse Teo-
rema que se em um dado sistema Hamiltoniano de dimensao 2n,onde n primeiras integrais
independentes em involucao sao conhecidas, entao o sistema ¢é integravel por quadraturas.

Teorema 1.4 (Teorema de Liouville,[6]). Suponha que sejam dadosn fungoes, Fy, F, ...,
F,, em involugao ({F;, F;} = 0) em uma variedade simplética 2n-dimensional. Considere
o conjunto de nivel das fungoes F; por

My={z:F(z)=fi,i=1,2,--- ,n}.

Assuma ainda que as n fungoes F; sao independentes em My (isto €, as n 1-formas dF;
s@o linearmente independentes em cada ponto de My). Entdo:

1. My € uma variedade diferencidvel, invariante sob o fluro de fase com funcio Ha-
miltoniana H = Fy (e para todo F; também).

2. Se a variedade My € compacta e conexa, entao ela é difeomorfa ao n-dimensional
toro

T" ={(¢1, -+ ,on) mod 27}.
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3. O fluxo de fase com func¢ao hamiltoniana H determina wm movimento condicional-
mente periodico em My, isto €, em coordenadas ¢ = (p1,- -+ ,,) temos:

de B
2 =W w=w(f).

4. As equagoes canonicas com fung¢ao hamiltoniana H podem ser integradas por qua-
draturas.

Pelo Teorema de Liouville, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.5. O fluxo geodésico em superficie é integravel se existir uma primeira inte-
gral adicional F', sendo F' e H fung¢oes funcionalmente independentes.

1.2 Webs e integrais polinomiais homogéneas em mo-
mento

Defini¢ao 1.6. Uma primeira integral I,, do fluxo geodésico é chamada de integral poli-
nomial homogénea em momento de grau n, se é da forma:

n
I, => ai(z,y)p" ¢,
i=0
onde (x,y) sdo coordenadas locais e (p, q) o momento correspondente.

Observacao 1.7. O conjunto das integrais polinomiais homogéneas em momento de grau
n é um espaco vetorial de dimensao finita com as operac¢oes usuais de soma e produto por
escalar.

A existéncia de integrais quadraticas e ciibicas pode ser descrita em termos geométricos
via webs geodésicos. Veremos a seguir uma coletanea de defini¢oes e resultados acerca
disso.

Definicao 1.8. Um d—web é uma colecao de d folheagbes em posicao geral.

Observacao 1.9. Para os fins desse trabalho, entendemos folheag¢ao como curvas integrais
de uma equacao diferencial ordinaria no plano.

Definicao 1.10. Um 3-web é hexagonal se para qualquer ponto nao singular existe um
difeomorfismo aplicando as folhas do web em alguma vizinhanga do ponto em 3 familias
de segmentos de retas paralelos.

Devido ao isomorfismo canoénico entre o fibrado e tangente e o fibrado cotangente
podemos escrever a integral polinomial homogénea em momento I, em termos de (£, 1)
que é dual a (p, q), obtendo assim:

L =" bi(z,y)&" '

1=0

Construiremos agora 3-web por meio da integral cibica I3 = bydz® + bydady +
bodxdy? + bsdy?.
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Fazendo I3 = 0 e considerando & = dz e n = dy, segue que:

bodz® + bydz?dy + bydxdy? + bsdy® = 0,

dividindo por dx?, obtemos a seguinte equacao diferencial ordinéria,

dy dy\? dy\’
b bi—= + by | == by | =] =0.
o + ld:v+ 2<d:r>+3<d:v 0

Na regiao onde temos 3 raizes reais, integrando obtemos 3-webs.

Definigdo 1.11. Chamamos uma diregao [¢ : 7] € RP' de raiz real de um polinémio
homogéneo I € R[¢, 7], se I(£,n) = 0.

Note que qualquer integral ciibica do fluxo geodésico é, por defini¢cao, homogénea em
p,q sendo os coeficientes fungdes suaves de um ponto (z,y) na superficie.

O resultado a seguir provado por Agafonov [1] fornece um critério intrinseco para a
existéncia de 3-web geodésico hexagonais, problema esse que foi destacado por Blaschke
em seu ultimo livro sobre a teoria de webs [7].

Teorema 1.12 (Agafonov,[1]). Uma superficie (M?,g) carrega um 3-web geodésico he-
zagonal se, e somente se, o fluxo geodésico nesta superficie admite uma primeira integral
cubica com 3 raizes reais distintas.

A caracterizacao geométrica para integrais quadraticas foi provada também por Aga-
fonov [2], vejamos algumas defini¢oes antes de enunciarmos o resultado de classificagao.

Defini¢ao 1.13. Considere uma rede geodésica G, definimos sua rede bissetriz N como
sendo formada pelas curvas integrais de direg¢oes que dividem os angulos nos quais as
geodésicas da rede G se interceptam. Por construcio, a rede A é ortogonal.

Definicao 1.14. Uma rede ortogonal é chamada conformemente flat se for localmente di-
feomorfa a uma rede formada por linhas de coordenadas de algum sistema de coordenadas
isotérmicas.

Teorema 1.15 (Agafonov, [2]). O fluzo geodésico em uma superficie admite uma primeira
integral quadrdtica se, e somente se, a superficie carreqga uma rede geodésica G tal que
uma (e, portanto, qualquer) 3-subweb da 4-web formada por G e sua rede bissetriz N é
hexagonal ou, equivalentemente, tal que a rede N é conformemente flat.

1.3 Integral racional linear em momento

Em qualquer superficie S existem coordenadas onde a métrica é escrita da forma
g = A(z,y)(dz* + dy?), nesta secio definiremos integral racional linear do fluxo geodésico
e iremos escrever o sistema de equacgoes diferenciais parciais da existéncia dessa integral
com a métrica g = A(z,y)(dx? + dy?).

Defini¢do 1.16. Seja S uma superficie com coordenadas locais (z,y) e momento (p, q).
Dizemos que I é uma integral racional linear, se I é dada por

Az, y)p + B(z,y)q

I= ,
C(z,y)p+ E(z,y)q

e I é uma primeira integral.
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Podemos caracterizar a existéncia de uma integral racional linear de um fluxo geodésico
por meio de um sistema de equacgoes diferenciais parciais como segue:

Lema 1.17 (Kozlov,[17]). Seja S uma superficie com coordenadas locais (x,y) e momento

(p,q). O fluzo geodésico da métrica g = A(z,y)(dx?® + dy?*) admite

A(z,y)p + B(z, y)q

Cla,y)p + E(z,y)q

como uma integral fracional linear se, e somente se,
2N(CA, — AC,) — A

2AN(EA, — AE, + CA, — ACy+ CB, — BC,) + A,

)— A

)+ A

I =

2A(EA, — AE, + CB, — BC, + EB, — BE,
2A(EB, — BE,

AE/—\
&
|
Sy
\_/\_/9\_/
I
o o o o

_|_

Demonstragio. O Hamiltoniano da métrica g = A(x,y)(dz? + dy?) é dado por
P’ +q
2N

Do fato de {I, H} = 0, obtemos o polinémio homogéneo de grau 3 em p, ¢ na forma:

(2ACA, — 2AAC, — AJAE + A, BC)p®
+ (2AEA, — 2AAE, +2ACA, — 2AAC, + 2ACB, — 2ABC, + A, AE — A, BC)p’q
+ (2AEA, — 2AAE, + 2ACB, — 2ABC, + 2AEB, — 2ABE, — AyJAE — A, BC)p¢*
+ (2AEB, —2ABE, + A,AE — A, BC)¢’ = 0.

H =

Uma vez que A, B,C' e E nao dependem de p,q o polindmio homogéneo acima é
equivalente ao sistema de equagoes homogéneas:

2A(CA, — AC,) — Ny(AE — BC) = 0,
2AM(FA, — AE, +CA, — AC, +(CB, — BC,) + A,(AE — BC) = 0,
2A(EA, — AE,+CB, — BC, + EB, — BE,) — A\, (AE — BC) = 0,
2A(EB, — BE,) + A,(AE — BC) = 0.

Logo, temos o desejado. O

Agapov e Shubin mostraram em [5] alguns resultados sobre fluxos geodésicos que
admitem integral racional linear e apresentaram exemplos explicitos dessas integrais para
a métrica em coordenadas conformes g = A(z,y)(dz? + dy?).

Definicao 1.18. A funcao de Bessel de primeira espécie é representada para m =
0,1,2,3,... por:

e’} (_1)n (x>2n+m
I (x) = — (= .
(@) nz::o nl(n+m)! \2
Para os exemplos a seguir, considere a solucao

m

plu,v) = 5 (e Jo(50)) fs=so -
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Exemplo 1.19. Dados m = 2 e sy = 0, segue que, p(u,v) = u?—L1v% Tome u = e* cos(y),

2
v = e”sen(y). Entao,
Az, y) = e* (14 3cos?(y)).

Esta fungao é analitica em todo o plano de varidveis reais (x, y) e sempre positiva. Neste
caso o fluxo geodésico admite a primeira integral

P sen(y)p + 2 cos(y)q
3sen(y) cos(y)p + (2 — 3sen?(y))q

2
Exemplo 1.20. Para m = 3 e so = 0 e multiplicando, convenientemente por 3 obtemos

2

2
que p(u,v) = i uv?. Considerando u = €” cos(y), v = e®sen(y), entdo

Az, y) = ¥ (4 cos(y) + sen’(y)).

Esta funcao também é analitica em todo o plano de varidveis reais (x, y) e sempre positiva.
O fluxo geodésico admite a primeira integral

2sen(2y)p + (1 + 3 cos(2y))q
(sen(y) + 5sen(3y))p + (3 cos(y) + 5 cos(3y))q

F = 2¢e"

Exemplo 1.21. Se considerarmos a solugdo ¢(u,v) = e“Jy(v), e as fungdes harmdnicas
conjugadas © = x e v = y obtemos a métrica:

g =e*(J3(y) + Ji (y)(da® + dy?).

Essa métrica também é uma fungao analitica em todo o plano de varidveis reais (z,y) e
¢é sempre positiva. O fluxo geodésico proveniente dessa métrica admite a primeira integral:

F ey yoWp= Il _ (@4(y) = yhy)p+ (xh(y) + 1(y))a

Ji(y)p + Jo(y)q Ji(y)p + Jo(y)q

1.4 Invariantes diferenciais

A razdo cruzada é um invariante da acao natural de S L, em P!, para isso, apresentamos
as seguintes definigoes:

Definicao 1.22. A razao cruzada de quatro pontos pq, pa, p3 € p4, dois a dois distintos, é
0 quociente:

(p1 — p2)(p3 — pa)

(pr — p3) (P2 — pa)

[plap?ap3ap4] =

Defini¢ao 1.23. O grupo linear GL,(K) é o conjunto das matrizes invertiveis de ordem
n munido com a operagao usual de produto de matrizes. O subgrupo normal SL,(K) =
{M € GL,(K) : det(M) = 1} é chamado de grupo linear especial de ordem n. O grupo
PSLy = SLy/{—1Id,+Id} é chamado grupo de Mobius.
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Definicao 1.24. Um grupo de transformacao agindo em uma variedade diferencidvel M
¢ determinado por um grupo de Lie G e uma aplicacao diferenciavel © : G x M — M
denotada por O(a,x) = a - z, satisfazendo:

a-(b-x) = (ab)-x,
para todo z € M e a,b € G.

Definicao 1.25. Seja G um grupo de transformacoes agindo sobre uma variedade M.
Um invariante de G é uma funcao de valores reais I : M — R satisfazendo:

I(a-z)=1(x), VaeGeVrelM.

Exemplo 1.26. Considere a ac¢ao projetiva do grupo SLy(R) no produto cartesiano P* =
P! x P! x-.. x P

api1+ 5 ap + 0 apn + B el
(pl,pQ,...,pn)H< R R , U esmm).  (12)
Yp1+0 Ap2+0 Ypn + 0
Vamos nos concentrar no subconjunto aberto M constituido pelas n-uplas de coorde-
nadas distintas, isto é,

M = {(p1,p2,---,Pn); Di #Dj, €1 F j}.

Para n < 3, a acdo é transitiva em M e nao existe invariantes nao constantes. De
fato, podemos aplicar quaisquer trés pontos distintos (pi, ps, p3) na esfera de Riemann
para qualquer forma desejada, por exemplo (0, 1, 00), por uma transformagao fracionaria
linear adequada. Para n = 4, a razao cruzada

(pl - p2)(]93 - p4)
(p1 — p3)(p2 - 134)7

[p1, P2, p3, pa] = (1.3)

é um invariante. Uma forma canoénica de normalizar é considerar (1,0, 00, \) onde A pode

1 (ver [23]).

ser qualquer outro valor, cujo coordenada é fixado pela razao cruzada 3

Observagao 1.27. Localmente iremos identificar SLy(R) e PSLy(R), uma vez que tra-
balhamos com transformacoes de Mobius proximas do elemento neutro. A acao vista no
exemplo acima é na verdade a agdo do grupo de Mobius PSLs.

Veremos agora que o grupo agindo em uma variedade pode ser prolongado para o
espaco de jatos de fungoes. As coordenadas do espacgo de jato representarao as derivadas
das variaveis dependentes.

Considere uma funcao diferencidvel f : X — U dada por f(z) = u, onde x =
(x1, 29, ,x.), X CR"e U CR.
Dado um conjunto de indices J = (ji,jo, - ,Jk), com 1 < j; < jo < -+ < g <1,
denotamos a k—ésima derivada de f indexada por J como:
O f(x
9;f(x) = (@)

ale ax]é to axjk
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(r—l—k:—l)
Ty = k

diferentes derivadas parciais de f de ordem k.

De forma mais geral, se f : X — U é uma funcgao diferenciavel com X C R" e
U C R assim u = (ug,ug, - ,us) = (fi(z), fo(z), -+, fr(z)). Note que para cada
1 <t < s existem uma quantidade 7, de derivadas parciais de ordem k de fi(z) = wu;, pois
(ut)y = 9y fi(x). Ao considerarmos todas as s entradas de u teremos uma quantidade de
s -1y de derivadas parciais de ordem k. Seja U, C R*"* o espago Euclidiano de dimensao
s - 1y dos elementos de coordenadas (u;)s, com t = 1,2,--- s e todos os multi-indices
J = (j1,J2, -+ ,Jr) de ordem k, por convencao para k = 0, temos Uy = U. Representemos
o0 espaco produto cartesiano U x Uy x --- x U; por U™ isto é, U™ é constituido pelos
elementos cujas coordenadas representam todas as derivadas da fungao u = f(z) de todas
as ordens de 0 até n. Note que U™ é um espaco Euclidiano de dimenséo:

Dessa forma, existem

r+n
s—l—sr1+s7“2+---—|—s7“n:s< n )

Denotemos um ponto do conjunto U™ por u™.

Afim de ilustrar esse conceito vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.28. Considere r = 2 e s = 1. Entdo, X C R? possui coordenadas (z,xs) =
(z,y) e U C R tem coordenada u. O espago U; é isomorfo a R? com coordenadas (u,, u,), 0
espago Uy ¢ isomorfo a R? e possui coordenadas (Uyy, Uzy, Uy, ), representando as derivadas
parciais de segunda ordem de u. De forma geral, U, C R¥*!, uma vez que existem k + 1
distintas derivadas parciais de ordem k de w. Em particular, o espaco U® C RS possui
coordenadas u(® = (U5 Uy, Uy Ugg, Ugy, Uy ), O qual representa todas as derivadas parciais
de u com respeito a x e y de ordem méaxima 2.

Defini¢ao 1.29. Dado uma funcao diferenciavel f : X — U com u = f(z), a fungdo
induzida u™ = pr®™ f(x) é chamada de n—ésimo prolongamento de f, a qual é definida
pelas equagoes

u', = 05 f (x).

Retornando ao exemplo (1.28), temos que u? = pr® f(z,y) é dado por

(u; Ugy Uyyy Uggy Ugyy uyy>'

Observacao 1.30. Uma outra forma de apresentar o n-ésimo prolongamento de uma
funcao diferenciavel f é pela representagao do polindmio de Taylor de grau n da funcao
f no ponto x.

Definigdo 1.31. O espaco total X x U™ é chamado espaco de jatos de ordem n relativo
ao espaco X x U. O n-ésimo prolongamento pr™ f(z) é também chamado n-jato de f.

Em muitas situagoes é comum termos equagoes diferenciais definidas apenas local-
mente, visando assim se M C X x U é um subconjunto aberto, podemos definir o espaco
de n-jatos

MW =M x Uy x Uy x -+ x U,
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de M. Se u = f(x) é uma funcado cujo gréfico estd em M, entdao o n-ésimo prolongamento
de f é uma funcao cujo grafico esta no espaco de n-jatos de M.

Podemos prolongar uma acao de grupos ao espaco de jatos, de fato se G é um grupo
de transformacao agindo localmente no subconjunto aberto M C X x U, entao existe
uma acdo local induzida de G no espaco dos n-jatos M, chamada acdo n-ésima da
prolongagao de G em M. Mais especificamente, dado zy = (29, up) € M e a € G podemos
obter uma fungdo transformada a - f [23] que esta definida em uma vizinhanga do ponto
(Zo, ) = a - (xg,up), com ug = f(xq) e ul = pr™ f(zq), assim a acdo da transformacio
de grupos prolongada pr™a no ponto (g, ué")) ¢ dada explicitamente por:

pr™a - (zo,ul”) = (Zo, @),

onde
~(n) _ (n) . ~
iy = pr'™(a- f)(To).

Definicao 1.32. Um invariante diferencial é uma fungao no espago de jatos que é inva-
riante sob o prolongamento da ac¢ao do grupo.

Um jeito efetivo de se obter invariantes diferenciais é a derivada de Darboux [30], antes
de a definirmos formalmente vejamos algumas consideragoes.

Seja G um grupo de Lie, a translagao a esquerda L, : G — G dada por L,(b) = ab é
um difeomorfismo e assim induz o isomorfismo entre espacos tangentes dado por:

(dLy)™ ' : T,G — T.G,
para todo v € T,G.

Definigao 1.33. Seja G um grupo de Lie e g = TG élgebra de Lie. A forma de Maurer-
Cartan invariante a esquerda wg : TG — g é dada por

wa, (va) = (dLa>_1 (Va)-

Note que o termo invariante a esquerda significa que wg é invariante sob translagao a
esquerda, ou seja dLywg = wg, com v € T,G.

A equacao de estrutura dw + w A w = 0 para a forma Mauren-Cartan leva a uma
condicao necessaria de que uma 1-forma com valores em g na variedade M seja uma
derivada de Darboux de uma aplicagao f: M — G.

Defini¢ao 1.34 (Sharpe). Seja f : M — G uma aplicagao diferencidvel entre a variedade

M e o grupo de Lie G e wg a forma de Maurer- Cartan. A derivada de Darboux de f é
a 1-forma diferencial com valores na élgebra de Lie:

cuf = f*wg,

isto é, wy é o pullback de wg por f. A funcao f é chamada integral ou primitiva de wy.
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1.5 Teorema de Frobenius

Nesta secao enunciaremos o Teorema de Frobenius na versao de campos vetorias e
também na forma dual, ou seja, na versao via formas diferenciais. O Teorema de Fro-
benius foi peca fundamental no trabalho, em especial no capitulo 2, onde aplicamos o
Teorema na versao de formas diferenciais afim de de introduzir coordenadas no conjunto
de solugoes de forma local, que irdo definir subvariedades integrais.

Comecemos com uma coletdnea de defini¢cbes que sdo essenciais para enunciarmos o
Teorema de Frobenius na versao de campos vetorias.

Defini¢ao 1.35. Definimos uma distribuicdo k-dimensional D* na variedade n-dimensional
M como:
D" : M™ — | J { subespagos de dimensdo k no T,M}.
peEM
Dizemos que D* é suave se para qualquer py € M existe um aberto U (com py € U)
e campos vetoriais X7, Xo, -, X}, diferenciaveis de forma que (X;, X, -- ,Xk>p = D;I;
para todo p € U.

Por simplicidade, denotaremos uma distribuicao k- dimensional simplesmente por D.
Defini¢ao 1.36. Dizemos que D é involutiva, se [X,Y] € D para todo X,Y € D.

Definicao 1.37. Uma subvariedade (NV,1) de M é uma variedade integral de uma dis-
tribuicao D em M se:

dy(T,N) = Dy,  paratodon € N.

Uma condigao necesséria e suficiente para que existam variedades integrais de D pas-
sando por cada ponto de M é que D seja involutivo.

Proposicao 1.38. Se a distribuicio D € suave e para todo m € M passa uma variedade
integral, entao D é involutiva.

Teorema 1.39 (Frobenius). Seja M™ uma variedade diferencidvel, D uma distribui¢ao
suave involutiva. FEntdo, dado m € M", existe uma variedade integral passando por
m. Além disso, existe um sistema de coordenadas (U, ) centrado em m, com fungoes
coordenadas ¢ = (x1,x9, -+ ,2y,) tal que as placas {p € U : x;(p) = cte,i > k} sao
variedades integrais de D.

Veremos agora conceitos na forma dual, ou seja via formas diferenciais afim de enun-
ciarmos o Teorema de Frobenius na versao de formas diferencias.

Definicao 1.40. Seja D uma distribuicao de dimensdao k. Uma forma aniquilada, ou
simplesmente aniquilador, de D ¢ uma forma diferencial w € Q' (U) satisfazendo w(X) = 0
se X € D eU C M um aberto da variedade.

Observacao 1.41. Note que os valores dos aniquiladores de D em p formam um subes-
pago do T)M de dimensao n — k onde n = dim(M). Dessa forma, utilizando os conceitos
de algebra linear podemos escolher localmente n — k formas w; linearmente independentes
sobre o anel de fungoes tais que:

XeD<—=w(X)=0 i=1,2,--- ,n—k.

Entao localmente, podemos definir uma distribuicao D escolhendo n — k formas dife-
renciais tais que os valores delas sejam linearmente independentes para todo p.
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Teorema 1.42 (Frobenius). Um distribuicio D é involutiva se, e somente se, para todo
aniquilador w de D € vdlido dw(X,Y) = 0 para todo X,Y € D.

Corolario 1.43. Uma Distribuicio definida pelos aniquiladores w;, 1 = 1,2,--- |1 € invo-
lutiva se, e somente se, existem 1-formas Q; tais que dw; =37, Q; A wj.



CAPITULO 2
INTEGRAIS RACIONAIS LINEARES

O objetivo principal desse capitulo é determinar a dimensao do espago das integrais
racionais lineares fatorado pela acao do grupo SL,, abordaremos aqui: a a¢ao do grupo
S Ly no conjunto das integrais racionais lineares além da derivada de Darboux e o sistema
dos invariantes.

Posteriormente, serao estudadas condi¢oes de compatibilidade afim de demonstrarmos
que a dimensao do espago das integrais fatorado por essa agdo de grupo é maxima (ou
seja, 2) se, e somente se, a curvatura Gaussiana K é constante, e possui dimensao 0 se,
e somente se K é ndo constante. Aplicaremos o Teorema de Frobenius para introduzir
coordenadas no conjunto de solugoes, de forma local, que irao definir unicamente subva-
riedades integrais.

2.1 Acao do grupo SL; no conjunto das integrais

Suponha que o fluxo geodésico em uma superficie bidimensional S munido com uma
métrica g, admita em coordenadas (z,y) e momento (p,q), uma integral racional linear,

Az, y)p+ B(w,y)q

= Cleyp+ BE@y)q 2.1)

podemos normalizar A, B, C, E da seguinte maneira: A(z,y)E(z,y) — B(x,y)C(z,y) = 1.

A integral I define a aplicacao
(x,y) — m(z,y),

dada por

([ Alz,y) B(z,y)
m(@,y) = ( Clry) E(zy) ) '

A fim de facilitar a escrita vamos denotar a fungdo A(z,y) por simplesmente A e de
forma andloga faremos para as fungoes B(z,y), C(z,y), E(x,y) e m(z,y).

26
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O grupo de Lie SLy(R) = {( f); ? ) o, B,7,0 € R com ad — [y = 1} age de ma-

neira natural no conjuntos das integrais racionais lineares da seguinte forma:

N (Ap—i—Bq) 5
al +8 Cp+ Eq _ (@A +BC)p+ (aB+ BE)q

hoI= — - : 2.2
vl +6 Ap + Byq (YA+0C)p+ (vB+0E)q (22)
| T
Cp+ Eq
onde h = : ? € SLy(R). Essa acao é chamada transformacao fraciondria linear ou
transformacao de Mobius.
Note que,

Fo (A + BC)p + (aB + BE)q
- (yA+6O)p+ (YB+0E)q

também é uma integral racional linear, uma vez que qualquer fungao de integral primeira
é novamente uma integral primeira. Além disso,

(A + BC)(yB+0F) — (aB+ BE)(yA+6C) =1

e assim [ também possui a mesma normalizagao de I. Dessa forma, podemos estender a
defini¢ao natural de orbitas de agao de grupos para o caso de integrais fracionais lineares,
como segue:

Definicdo 2.1. Dizemos que duas integrais racionais lineares, I e I, sio equivalentes se
existe h € SLy(R) tal que h- I = I. Neste caso, dizemos ainda que [ e I estdo na mesma
6rbita e escrevemos tal 6rbita como

O()={h-T: heSLy(R)}.

Na se¢ao seguinte buscaremos fazer uma redugdo no niimero de variaveis por meio da
maneira padrao de se obter invariantes, mais especificamente, utilizaremos a derivada de
Darboux.

2.2 Derivada de Darboux e sistema de invariantes

Dada a aplicagao m : S — SLs(R), a derivada de Darboux de m é a 1-forma diferencial
w=m""'-dm (conforme [30]). Note que:

W, ( E ~BY\(dA dB\ _( EdA-BiC EdB - BdE ’s
m=edm={ o N\ o ag | =\ —cdA+adc —caB+ AdE |- 2P

Uma vez que

dA = Aydr + Aydy
dB = B,dx + B,dy
dC = Cpdz + Cydy
db = E.dx + E,dy,

substituindo em (2.3), temos que:
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g < (EA, — BC,)dx + (EA, — BC,)dy (EB, — BE,)dx + (EB, — BE,)dy )
(AC, — CA,)dx + (AC, — CA,)dy (AE, — CB,)dz + (AE, — CB,)dy
( EA, - BC, EB, - BE, ) et ( EA,— BC, EB, - BE, ) .
AC, —CA, AE,-CB, AC, —CA, AE,—CB,

Como o grupo nao age em coordenadas independentes temos que dz e dy sdo formas
diferenciais invariantes. Além disso, (hm)™ - d(hm) =m='-h=t - h-d(m) =m™ - d(m),
logo m™! - d(m) é invariante, conforme a Defini¢ao 1.25.

Note que dessa forma cada entrada da matriz m~! - dm é uma 1-forma diferencial que
por construcao é invariante. A forma diferencial m=! - dm assume valores em algebra de
Lie desse grupo.

Do fato de det(m) = 1, podemos supor sem perda de generalidade que A # 0 e assim
escrever I/ e suas derivadas parciais da seguinte maneira:

BC +1
E = =
_ BC,+CB, (BC+1)A,
E, = R e (2.4)
BC,+CB, (BC+1)A,
By = A A

1

Afim de facilitar os céalculos futuros, denotaremos as entradas da matriz m~" - dm,

COImo segue:

P = EA,- BC,,
Q = EB,— BE;,
R = AC,—CA,,
X = EA, - BC,
Y = EB,- BE,,
Z = AC,—CA,

Derivando a expressao AF—BC' = 1 em relagao a z, temos A, E+AFE,—(B,C+BC,) =0,
ou seja, P = FA, — BC, = —(AE, — CB,) e assim AE, —CB, = —P. Da mesma forma,
derivando AE — BC = 1 em relagdo a y temos X = FA, — BC, = —(AE, — CB,), logo
AFE, — CB, = —X. Podemos entao escrever:

-1 (P Q X Y
m -dm-(R P dx + 7 _x dy. (2.5)
Substituindo E, E,, E, de (2.4), obtemos:
p = B¢ty g,
A
Q = MA + lB — EZC'

R = AC, - CA,,
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BC +1
X = A+ A, — BC,,
BC+B. 1. B
y = BC+B, 1lp c,,

A2 vEATY A
Z = AC,—CA,.

Resolvendo tais equagdes com respeito a A, B, Cy, Ay, By, Cy, respectivamente, e
fazendo as devidas simplifica¢des, obtemos:

A, = PA+RB,

B, = QA— PB,
PA BC +R
¢, = PACTIBCER (2.6)
A, = XA+ ZB,
B, = YA—XB,
XAC+ZBC+Z
c, = o .

Para nossos proximos resultados, afim de simplificar os calculos, iremos considerar a
métrica na forma g = L(z, y)dzdy tal como foi escolhida por Lie e Koenigs em seus artigos
classicos (ver [15], [19]), essa métrica da forma com que é escrita nao estd definida mas
ela é relacionada com uma métrica definida por meio da seguinte substituicdo complexa
x=u+1v ey =u—1iv, obtendo assim:

g = L(z,y)dzdy = Au + iv,u — iv)(du® + dv?).

Todas as equagoes diferenciais que obtivemos em nossos resultados a seguir sao polino-
miais e o procedimento a qual as manuseamos é puramente algébrico, logo os resultados
obtidos sdo véalidos para as duas métricas. A fim de facilitar a notagdo escreveremos
apenas L ao nos referirmos a fungao L(z,y), o mesmo vale para as suas derivadas.

Lema 2.2. Suponha que o fluzo geodésico da métrica g em uma superficie S admita uma
integral fracional linear

A(z,y)p + B(z,y)q

Clz,y)p+ E(z,y)q¢

Entao, os invariantes P,Q, R, X,Y,Z da I1-forma diferencial m™' - dm como em (2.5)
satisfazem as sequintes equagoes:

I =

Y L
P =-——_= 2.
5 "o (2.7)
Q@ = 0,
R L,
X = S+57 (2.8)
Z = 0.

Demonstragio. Para a métrica g = L(x,y)dxdy, o Hamiltoniano tem a forma

2pq
H=="=
L’
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e da condigdo {I, H} = 0, temos o polindmio homogéneo de grau 3 em p, ¢ como segue,

— L(AC, — CA))p’

+ (-LAC, — LyAE — LAE, + LCA, + LEA, + L,BC — LBC, + LB,C)p’*q
+ (L AE — LAE, + LEA, — L,BC — LBC, — LBE, + B,CL + B,EL)pq*
— L(BE, - EB,)¢* =0.

Que é equivalente ao sistema de equagdes homogéneas a seguir, pois A, B,C' e E nao
dependem de p, q.

L(AC, — CA,)

L(-AE, — AC, + CA, + CB, — BC, + EA,) — L,(AE — BC)

L(-BE,—- BC,+ FA, + EB,— AE, +(CB,) + L,(AE — BC)
L(BE, — EB,) =

c o o o

Fazendo uso da normalizagdo AE — BC = 1, substituindo £, E,, E,, como em (2.4)
e substituindo também as derivadas parciais A,, B, Cy, Ay, By, C, como dadas em (2.6),
obtemos o sistema equivalente para os invariantes

Lz = 0,
2LX -LR-L, = 0,
2LP+ LY +L, = 0,
LQ = 0.
O que nos fornece,
Z = 0,
x = LE+L,
2L
LY + L,
P = ——
2L
Q@ = 0.
Como queriamos demonstrar. n

2.3 Dimensao do espaco de integrais

Com relagdo a métrica g temos a seguinte observacao:

Observacgao 2.3. A curvatura Gaussiana da métrica g = L(z,y)dzdy é

LLy, — L,L,
-

As derivadas parciais da curvatura Gaussiana K sao:

K=-— (2.9)

Lusy | LarLy+3LayL  3I3L,

Ko = =3 I3 I

Ky — _Ll‘yy + Lnya: + 3nyLy - 3L§Lm
L? L3 A
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Vamos agora relacionar os invariantes da matriz m~—!-dm com a curvatura Gaussiana K
e suas derivadas por meio da derivada de Darboux, a qual satisfaz a equagao de estrutura
dw 4+ w A w = 0 [30]. Diante disso, as seguintes equagoes sao verificadas:

2RY — R, — Y, +2LK =0, (2.10)
LY*+ L,Y — LY, =0, (2.11)
LR*+ L,R— LR, =0, (2.12)

Resolvendo as equagoes (2.11) e (2.12) em relagdo a Y, e R, respectivamente, temos:

L

Yz:Y2—|—f, (2.13)
L

R,=R*+ fy (2.14)

Note que a equagao (2.10) pode ser escrita como
R, +Y,=2(RY + LK). (2.15)

Definimos F' por:
2F := R, - Y, (2.16)

onde F' é uma funcao incognita de z,y.
Por (2.15) e (2.16) temos que,

R, = RY +F+LK, (2.17)
Y, = RY —F+LK. (2.18)

Obtemos entdo o sistema de equacoes diferenciais exteriores em R® com coordenadas
A, B,C,R,Y, F,z,y, dado por:

L. YA L, RA
a4 = (RB-g7A- " )det <2LA £ ) (2.19)
L. VB RB
BRC R L, . YC . RC
_ B L., YC ~C 2.91
dc (A +o - EC 2>d:)3+< C+2>dy, (2.21)
L
dR = (YR+F + LK)z + (1%2 v L?/R) dy, (2.22)

L
dy - <Y2 + LY) de + (RY — F + LK)dy, (2.23)
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Lema 2.4. Se o sistema anterior possui uma solucao entao:

L,

L
F, = 3FR+—F~ LK,

1 1 1
2 _
F* = JLK. — LE.R— LK.

Demonstrag¢io. Do fato de d(dY) = 0, temos que:

LL,, — L,L,

F, —3FY + < 72
De forma equivalente, temos que:

LLy, — L,L,

Fz:3FY—< 2

)Y—LKY+I£”F+LKQC.
Ou ainda,
L,
Fo = 3FY + “F+ LK,

uma vez que a curvatura Gaussiana é dada como em (2.9).
Da mesma forma, de d(dR) = 0 segue que:

LL,, — L,L,

Fy—3FR—< =

Logo, se d(dR) = 0 entao:

L
F, = 3FR+ fyF — LK,
Assim, as 1-formas diferenciais dR e dY sao fechadas se, e somente se,
L, L,
dF = (3FY +F LKm> dz + <3FR + LR LKy) dy.

Usando d(dF') = 0 na equacao (2.26), temos:

1 1 1
F? = -LK,,—-LK,R— -LK,Y,
3 2 2

Yy

L
)Y+LKY—;F—LKz:O.

L
>R—LKR—£’F—LKy:0.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

]

Note que definindo F' nas equagoes (2.22) e (2.23) como em (2.27) obtemos um sistema

do tipo finito, ou seja, todas as derivadas de R, Y sdo dadas.

Corolario 2.5. O sistema (2.22, 2.23), com F dado por (2.27), estd em involugio se, e

somente se, (2.24) e (2.25) sao satisfeitas por causa de (2.22) e (2.23).
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Note que se o sistema (2.22, 2.23), com F dado por (2.27) estd em involucao entao
o sistema formado pelas equagoes de (2.19) & (2.23) com F' dado por (2.27) também
estd em involugdo, assim pelo Teorema de Frobenius os valores de Ag, By, Co, Ro, Yy em
um ponto (xg, yp) na superficie determinam localmente uma superficie integral. Podemos
entao escolher Ay, By, Cy, Ry, Yy como coordenadas locais no espago de integrais.

Note que o subsistema formado pelas equagoes (2.22) e (2.23) ¢é fechado e ndo depen-
dem de A, B e C, entao qualquer solugao determinam a 6rbita, pois se R e Y sdo solugoes
fixas, pelo Teorema de Frobenius, todas as solugoes Ag, By, Cp ficam em uma orbita de
PSL,, mais especificamente, considerando as triplas Ay, By, Cy e Ao, By, Cy existe uma
unica transformagao de Mobius que aplica uma na outra.

Dados R e Y, o sistema (2.19, 2.20, 2.21) é um sistema Automorfo, ou seja, quaisquer
duas solugoes sao equivalentes (para mais detalhes a respeito de sistema Automorfo con-
sultar [24],[32]).

Definamos agora o espago das integrais racionais lineares fatorado pela a agao do grupo
SLs.

Definicao 2.6. Seja V o conjunto das integrais racionais lineares, com normalizagao
det(m) = 1, ou seja, AE — BC' = 1. Definimos o espago quociente das integrais racionais
lineares, com relacao a acao de SLs, pelo conjunto

V= (V/ ~).

Nosso objetivo principal é determinar dim()).

Lema 2.7. Suponha que o fluxo geodésico em uma superficie S admita uma integral
fracional linear

A(z, y)p + B(z,y)q

Clz,y)p+ E(z,y)¢

Entao, a curvatura Gaussiana K € constante se, e somente se,

_ Y,
=—5 "=

I =

F 0.

Demonstragcao. Suponha que a curvatura Gaussiana é constante, isto é,
K,y=K,=K,=0.

Logo, da equagao (2.27) segue que F' = 0.
Por outro lado, se [ = 0, entao I, = F, = 0 e assim pelo Lema 2.4 segue que:

Ly
F,=3FY + Z'F+ LK, = LK,=0,
L
F,=3FR+ 'F~LK, = LK,=0.

Ou seja, K, = K, = 0 e portanto K ¢é constante. O
Lema 2.8. Se K € constante entdo o sistema (2.22, 2.23) estd em involugao.

Demonstragcdo. Suponha que K é constante, logo pelo Lema anterior segue que F' =0 e
pelo Corolédrio 2.5 segue que o sistema (2.22, 2.23) esta em involugao. n
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Para uma anélise mais concisa a cerca da dim()) precisaremos da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.9. Suponha que o fluzo geodésico em uma superficie S admita uma integral
racional linear

A(z,y)p+ B(z,y)q

Clz,y)p+ E(z,y)q

Se uma das derivadas parciais da curvatura Gaussiana € identicamente nula entdo a
curvatura Gaussiana € constante.

I =

Demonstrag¢io. Sem perda da generalidade suponha que K, = 0 e K, # 0. Da equacao
2

(2.27) temos que Y = TR dessa forma derivando em relagdo a x obtemos:
y
12F? 2L, F?
Y, =— Y — ———. 2.28
LK, LK, (2.28)
Igualando as equagoes (2.13) e (2.28) temos
L*K,Y?+ (12LF? + LL,K,)Y +2F°L, = 0.
2 2
Substituindo Y = — nesta equacao obtemos:
LK,
20F
=0
Ky
Portanto F' = 0, e assim pelo Lema 2.7, segue que K ¢é constante. O

A proposicao anterior nos diz que se F' # 0 obrigatoriamente as derivadas parciais de
K sao nao nulas, o que nos leva ao seguinte resultado.

Teorema 2.10. Suponha que o fluxo geodésico em uma superficie S admita uma integral
fracional linear

Az, y)p + B(z,y)q
Clx,y)p+ E(z,y)q

Entao dim(V) = 0 se, e somente se, a curvatura Gaussiana nao é constante.

I —

Demonstrag¢do. Suponha que a curvatura Gaussiana K nao é constante, logo F' # 0 e pela
Proposigao 2.9 K, # 0 e K, # 0. Mostremos que F, Y e R s@o determinados.
Podemos resolver a equagao (2.27) em relagao a R,

_ 2K, _K,, 2F

R_3Kx K, LK,

(2.29)

e considerar o sistema formado pelas equagoes (2.23, 2.26) com R dado como acima.
Entao o sistema para F' e Y ¢é do tipo finito e condi¢oes de compatibilidade sdao dadas
como em (2.22).
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Diferenciando a equagao (2.29), obtemos:

Ky Kok K oL, 2K
R, = 2 2 Y — 2y, = =) F? 2.30
( K, | K? > K, "7 <L2Kx * LK};) (2:30)
AFF 2K,  2K.K.,
I + —
LK, = 3K,  3KZ
K, KoK K oL, 2K
R — vy Y-y _JY Yy Y F2 231
v ( K, | K? ) K, y+<L2Km+LK§> (2:31)

_4FyF + 2Ky _ 2K§y‘
LK, 3K, 3K2

Igualando as equagoes (2.17) e (2.30) e substituindo a expressao de R dada anteriormente,
chega-se a seguinte equagao

2L 2K 10F2
i ———— Y +5F —ay=0 2.32
(LZKx LK§> * (LKI +‘“> Form =0 (2:32)
onde:
K,,K, 5K, L,K

K? 3K, LK,

T

9K, 2K.K. Ly, L.,
273K, 3K2 L I

De forma similar, igualando (2.14) e (2.31) obtemos:

10K,y 20 10K, F*? 5K,
F— F* — by | Y — F+b,=0 2.33
3LK2" T IPK? ( Kz K, 2T (233)
onde:
bl — 5KJ7ZUK?J o Kyy LyKy
3K?2 K, LK,’
by — 2y 10K, L 2Ly LKy | LaLyK,
? 3K, = 9K? ' 3LK, LK, ’°K,
10F* _ . .
Se K +a; # 0, podemos resolver a equagao (2.32) em relagao a Y. Como a equagao

(2.33) tem o termo quartico nao nulo, substituindo o valor de Y em (2.33), segue que F
admite 4 solugbes (nao necessariamente distintas e reais) ficando assim determinado, e

consequentemente Y fica determinado na equagao (2.32).
10F? LK,
Se LK. +a; = 0 segue que, F? = _allO
determinado. Por fim, pela equagao (2.24) conclui-se que Y é também determinado. De
forma andloga mostra-se que R é também determinado. Portanto dim(V) = 0.
A reciproca segue direto do Lema 2.8. O]

, logo F' é determinado e assim F}, é também

Teorema 2.11. Suponha que o fluro geodésico em uma superficie S admita uma integral

racional linear
A(z,y)p + B(z,y)q

Clz,y)p + E(z,y)q
Entao dim(V) = 2, se, e somente se, a curvatura Gaussiana é constante.

I =
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Demonstragio. Se dim(V) = 2, segue do Teorema 2.10 que K é constante.
Reciprocamente, se K é constante, segue do Lema 2.8 que o sistema (2.22-2.23) esta
em involucao e dim(}V) = 2. O



CAPITULO 3
4-WEBS DE NAKAI GEODESICOS

O principal objetivo desse capitulo é o de apresentar e demonstrar o Teorema 3.4. Este
resultado relaciona a existéncia de integrais racionais lineares com a existéncia de 4-webs
de Nakai geodésicos.

3.1 Construcao de folheacoes geodésicas

Seja S uma 2-superficie com coordenadas locais (z,y) e a métrica dada na forma
g = Az, y) (dz* + dy?). Suponha que o fluxo geodésico em (S, g) admita uma integral
racional linear em momento como segue:

A(z,y)p + B(z,y)q

I= .
C(z,y)p+ E(z,y)q

(3.1)

Assim como fizemos no capitulo 2, para facilitar a escrita vamos denotar a funcao
A(z,y) por simplesmente A e de forma andloga faremos para as fungoes B(z,y), C(z,y)
e E(z,y). Logo, com essa abreviagdo, no decorrer de todo esse capitulo iremos trabalhar
com a integral racional linear,

I Ap+ Bq
- Cp+ Eq

Além disso, a integral racional linear I dada em momento (p, ¢) pode ser reescrita em
termos do vetor velocidade (£,7n) através do isomorfismo candnico @ : TM — T*M: o
momento (p, q) corresponde ao vetor (£,7), sendo

(€)= (0w Aa) = (£, 4).

Dessa forma, a integral racional linear I em termos de (&, 7), é expressa por:

AN+ BAn AL+ Bny
CANE+ EAn CE+ En’

I= (3.2)

Dada uma integral racional linear do fluxo geodésico, construimos uma familia de fo-
lheagoes a 1-parametro como segue:

37
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Dado A € R, a fragao racional

[ (A—CNE+ (B—ENn
C&+ En

¢ uma integral, uma vez que I 6 uma integral.
Considerando I — A = 0 e tomando ¢ = dz e n = dy, segue que:

(A= CNdz + (B - ENdy

=0.
Cdz + Edy
Obtendo a equacgao diferencial ordinédria de primeiro grau:
dy
(A—CN+ (B - E)\)% =0. (3.3)

Integrando obtemos uma folheacao por curvas integrais.
Proposicao 3.1. A folheagdo construida acima € geodésica.

Demonstragao. De fato, escolhendo um ponto inicial (xg, o) e fazendo I—X=0éfixado
uma dire¢ao, ponto e direcdo determinam uma geodésica. Note que I é constante ao
longo da geodésica, o que implica que I = 0 nas solugoes de (3.3), logo pelo Teorema da
unicidade de solucao, as solugoes sao geodésicas. O]

3.2 4-webs de Nakai geodésicos

O Teorema demonstrado nessa se¢do ¢ o foco principal desse capitulo, ele é uma
contribui¢do geométrica para 4-webs e caracteriza familias de 4 folheagoes geodésicas que
vem de uma integral racional linear.

Definicao 3.2. Um 4-web planar é chamado de web de Nakai se a razao cruzada das
tangentes as quatro folheagbes em cada ponto for constante e se nao tiver 3-subweb
hexagonal.

Observagao 3.3. No caso em que a curvatura Gaussiana K da métrica g é nula, temos
a hexagonalidade, pois podemos escrever explicitamente as integrais e construir 3-web a
partir dessas integrais que sejam hexagonais e dessa forma nesse caso o 4-web nao é de
Nakai. Mas no geral, trabalharemos com 4-web de Nakai geodésicos.

Ap + Bq
Cp+ Eq
4 folheacoes geodésicas tais que a razdao cruzada das tangentes as quatro folheacoes em cada
ponto é constante.

Teorema 3.4. Eziste uma integral racional linear I = se, e somente se, existem

Demonstrag¢io. Seja I uma integral racional linear. Por (3.3), a equagao diferencial ordi-
naria que define a folheagao é dada por:
dy

(A=CN+(B - ENZ =0,

e dessa forma,
A+ BP

C+Ep 7 (3-4)
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onde P é a inclinacao da reta tangente a folha.

A B

Dado m = < C E
P=m"1-\

Considere agora um 4-web, onde \;, com i = 1,2, 3,4, sdo os parametros para cada

folheacdo. A acdo do grupo SL, em P! possui um invariante, chamado de razao cruzada

(ver 1.26), dado por:

), temos por (3.4) que m - P = X para todo (z,y) € S, e assim

A=A A3— N\
Ao— A3 M — A

Note que A1, Ag, A3 e A4 sao constantes, decorre assim que,

R e A Ra?!

— . 3.5
AN VS VS W W (35)
também é constante.
Definimos,
E — B);

Pz =m ! )\'L = . 5

" —C + AN,
curvas integrais dos campos 0, + F;0,, com ¢ = 1,--- ,4, definem o 4-web. Da equagao

anterior, para ¢ = 1, - - -4, segue que:

Pl—PQ P3—P4_>\1—)\2 )\3—)\4_
Py—Py Pi—P X=X M—A\

T,

entao a razao cruzada de inclinagoes 0, + P10y, 0, + P»0,, 0, + P30, e 0, + P40, é constante.
Reciprocamente, suponha que existam 4 folheagdes geodésicas definidas pelos campos
Op +JO0y, Oy + MOy, 0, + NOy e 0, +T0,, tais que

J-M N-T
M—-N T-—J

r, (3.6)

onde r é constante.
Observe que devido as inclinagoes das quatro folheacoes serem distintas, segue da
razao cruzada que r # 0 e 7 # 1. Resolvendo a equagao (3.6) com relagdo a 7', temos:

rJM — (r—1)JN — MN

T:
J+(r—1)M—rN

As derivadas parciais de T' sao:

r(r—1)(M — N)?J, +r(J — N)*M, — (r —1)(J — M)%N,

fa= (J+(r—1)M —rN)? ’
T r(r—1)(M — N)2J, +r(J — N)*M, — (r — 1)(J — M)?N,
v (J+(r—1)M —rN)? ‘

Por outro lado, a derivada total ao longo da curva integral y = y(z) do campo 0,4 P0,,

com relagao a x é

d2
£%23+P%. (3.7)
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Além disso, as solugoes da equagao (3.4) sdo geodésicas e assim esse campo de dire¢ao
¢ um campo de Jacobi [20]. Dessa forma, podemos reescrever a equacao da geodésica nao
parametrizada.

d2y dy dy 2 dy 3
a2 —T% + (T}, — 2P%2)% — (55 — 2T}5) (dx + I3, R

como sendo
Pp+ PPy = —T, + (T}, — 2I'},) P — (I3, — 2T'1y) P2 + T3, P,

onde I sdo os simbolos de Christoffel da conexdo de Levi-Civita.
Assim para cada campo 9, + J0O,, 0, + M9, 0, + NO, e 0, + T0,, temos:

A A A

A
Jot JJy = Sk Sed = AT =0,

A, A A A
My + MM, — 2+ M~ LM+ M =
ot MMy =G oM g Mg M =0
A, A A A

N, + NN, — 2v  Bopnr Bypo Do
TN oy T Tt T 0,

A A A A
o Dy Bap Ay Bags g .
p b Iy = Sy Ao g g =0 (3.8)

Resolvendo as trés primeiras equagoes acima para J,, M,, N,, respectivamente, e fa-
zendo as devidas simplificagdes, obtemos

LA = AP+ (20T, + ML) T — A,

3 _ 2 —
M, — CAME =AM+ (2AM, + A)M Ay7 (3.10)
2A
3 _ 2 —
N, — AN — A N? + (22/<\Ny + A;)N Ay' (3.11)

Substituindo J,, M,, N,, T, T, e T, na equagao (3.8), obtemos o quociente:

r(r=1)(J = M)(J = N)(M = N)u _
AT+ (=M =N (3.12)

onde,
u=A,(J—M)(J—N)M—-N)+2A((J —M)N, —(J — N)M, + (M — N)J,).

Cada fator do produto r(r — 1)(J — M)(J — N)(M — N) do numerador de (3.12) é
nao nulo, ou seja, u = 0. Note ainda, que J + (r — 1)M —rN # 0, pois caso contrario, da
razao cruzada (3.6), chega-se que J = N.

Para mostrar a existéncia de uma integral racional linear do fluxo geodésico, iremos

A

construir a aplicagdo m : S — SLs(R) dada por m = ( C g > , escolhendo assim que:
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éigj:’ éiZ%:L C+EN=0 AE-BC=1, (3.13)
(o de A+ BN OO).
C+EN
Note que, pelo Lema 1.17, para que [ = M seja uma integral racional linear
Cp+ Eq
basta que:
2A(CA, — AC,) — A, = 0,
2AN(FA, — AE, +CA, — AC,+CB, — BC,)+A, = 0,
2A(FA, - AE,+(CB, - BC,+ EB, — BE,)— A, = 0,
2A(EB, — BE,)+A, = 0.

Inicialmente, note que das trés primeiras equagoes de (3.13) temos que

_J(M = N)E

A .14
—=, (314
(M- N)E
B =— 15
T (3.15)
C=-NE. (3.16)
Da equagao (3.14) , obtemos as derivadas parciais de A como seguem,
EM(M-N)J, FEJJ-NM, E,JM-N EJN,
A — ( ) ( ) N ( )  (317)
(J — M)? (J — M)? J—M J—M
EM(M — N E — N)M, E,JM-—-N EJN,

J—MZ  (J=M)? J—M J=M

Da mesma forma, da equagao (3.15), obtemos as derivadas parciais de B como sendo:

B, = — — , 3.19
(J = M)? (J = M)? 2y vy VAR S
By:E(M_N)Jy_E(J_N)My_Ey(M_N)+ EN, . (3.20)
(J — M)? (J — M)? J—M J—M
Por fim da equacao (3.16) segue que as derivadas parciais de C, sdo dadas por:
C,=—-EN, — E,N, (3.21)

C,=—EN, — E,N. (3.22)
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Substituindo as expressoes de A, C, A, e C, como em (3.14, 3.16, 3.17, 3.21) e fazendo
as devidas simplificacoes, a expressao

2A(C A, — AC,) — Ay(AE — BC)

pode ser escrita como:

2AE*MN(M — N)J, 2AE*JN(J — N)M, 2AE*JMN, A,E*(M —N)(J - N)
(J — M)? (] — M)? J—M T—M

Além disso, uma vez que AE — BC' =1 e substituindo A, B, e C como em (3.14, 3.15
e 3.16), respectivamente, segue que:
J—M
(M = N)(T =N}

E? = (3.23)

Agora substituindo J,, M, e N, como dadas em (3.9, 3.10, 3.11) e E? como dado em
(3.23), obtemos a seguinte equagao

uJMN
(J— M)(M —N)(J—-N)

2A(CA, — AC,) — Ay(AE — BC) = — (3.24)

Substituindo as expressoes de A, A,, A, B, B,,C, C,,C, como em (3.14, 3.17, 3.18,
3.15, 3.19, 3.16, 3.21 e 3.22) e fazendo as devidas simplificagbes, podemos escrever a
expressao

2A(EA, — AE, + CA, — AC, + CB, — BC,) + A,(AE — BC)

como sendo:

ONEX(M — N)(M + N)J, 2AE*J— N)(J+N)M, 2AE*J+ M)N,

(J = M)? (J = M)? T—M
2NE2(J2MN, — JANM, — JM2N, + JN*M, + M?N.J, — MN%J,)
" (7~ M)

A E*(M — N)(J — N)
(J — M) ’
Substituindo J,, M., N, e E* como em (3.9, 3.10, 3.11 e 3.23) na expressdo acima e

fazendo as devidas simplifica¢des, obtemos a seguinte equagao

w(JN + JM + MN)

PN(EA; — AB. +CAy = AC, + OB, — BC.) + A(AE — BO) = " p A s (3.25)
De forma andloga segue as seguintes equacoes

2A(EA, ~ AB, +CB, ~ BO, + BB, ~ BE,) = \,(AB ~ BO) = L()J(]\Z]‘_J ;)](VJ) —y (320

2N(EB, — BE,) + \,(AE — BC) = “ (3.27)

(J—M)(M —N)(J—N)
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Note que cada uma das equagoes (3.24, 3.25, 3.26, 3.27) possui o fator u o qual é
identicamente nulo e portanto, obtemos o sistema homogéneo desejado, isto é,

2A(CA, — AC,) — A, 0,
2A(FA, — AE, + CA, — ACy +CB, — BC,) + A, = 0,
2A(FA, - AE,+(CB,— BC,+ EB, — BE,)— A, = 0,
2A(EB, — BE,) +A, = 0.
Ap+ B
Portanto [ = -2 +Dq ¢ uma integral fracional linear. O

Cp+ Eq
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3.3 Campos projetivos

Nos exemplos em que Agapov e Shubin mostraram de forma explicita integrais racio-
nais lineares para a métrica em coordenadas conformes dada por A(z,y)(dz? + dy?) (ver
[5] para mais detalhes) verificamos possuir simetria projetiva, conforme podemos ver a
seguir.

 Considerando a métrica g = e**(1 + 3 cos?(y))(dz? + dy?), o fluxo geodésico admite
a primeira integral racional linear dada por:

sen(y)p + 2 cos(y)q
3sen(y) cos(y)p + (2 — 3sen?(y))q

F=e

A equagdo da geodésica ndo parametrizada da métrica g = e**(1 + 3 cos?(y))(dx? +
dy?*) é dada por:

d*y —3cos(y) sen(y) dy  3cos(y)sen(y) (dy 2 dy\’
LA —2 (dz) —2<dx> . (3.28)

Note que na equacao (3.28) nao hé dependéncia de x, obtemos assim uma simetria in-
finitesimal 0., mas a métrica g possui dependéncia de x, logo essa simetria infinitesimal
nao é uma isometria, segue entao que é uma simetria projetiva, ou seja, o fluxo local leva
geodésica nao parametrizada em geodésica nao parametrizada.

dz2 14 3cos?(y) dr 14 3cos?(y)

o Considerando a métrica g = €2*(J3(y) + J(y))(dx?® + dy?), o fluxo geodésico dessa
métrica admite a primeira integral:

r_ @=9)hyp — (= —y)(Nhy)g
Ji(y)p + Jo(y)g

A equacao da geodésica nao parametrizada é dada por:

Py ~2h@)h) 20w — B dy
de? Ji(y) + Ji(y) dx
—2Jo(y) A (y) + 21 (9)(Doly) = 22) (ag\? (dy\®
* B + R (d) (i)

44
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Novamente nao ha dependéncia de x na equacao da geodésica nao parametrizada para
essa métrica, obtemos uma simetria infinitesimal J,, e assim como no caso anterior, essa
simetria infinitesimal ndo é uma isometria, pois ha dependéncia de x na métrica, logo é
uma simetria projetiva.

O mesmo ocorreu com os demais exemplos expostos no artigo de Agapov e Shubin,
todos possuiam campos projetivos. Dessa forma seria interessante um estudo futuro sobre
a relagao entre a existéncia de campos projetivos e a existéncia de integrais racionais
lineares.
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