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Resumo 

Na presente dissertação calculamos o desvio Lamb-Retherford e o efeito AC 

Stark para sistemas atômicos de dois níveis, utilizando o formalismo de Dalibard, 

Dnpont-Roc e Colien-Tannoudji (DDC), que nos permite identificar as contribuições 

das flutuações do vácuo do campo de radiação e da reação deste último sobre um 

elétron ligado. No equilíbrio térmico, extendemos a construção DDC aos modos do 

campo livre numa cavidade. De forma alternativa, incorporamos a temperatura nos 

autoestados dos operadores do campo eletromagnético, utilizando o formalismo de 

Umezawa, conhecido como Thermo Field Dynamics (TFD), comparando as dnas 

abordagens. 

Palavras Chaves: equação master, funções de dois pontos, correções radiativas, 

temperatura finita, Thermo Field Dynamics 

Áreas do conhecimento: 1.05.05.00-8 Física Atômica e Molecular, 1.05.03.00-5 

Física das Partículas Elementares e Campos. 



Abstract 

In this work we calculate tlie Lamb-Retheríbid sliift and the AC Stark effect for 

two levei atomic systeins, nsing the fornialisin proposed by Daliljard, Dnpont-Roc 

and Colien-Tannoudji (DDC), wliicli allows ns to identify tlie contribntions froin 

vacunm fliictnations of the radiation field and its reaction on a bonnd electron. 

In therrnal eqnilibriiun, vve extend the DDC construct to the modes of the free 

íield in a cavity. Alternatively, we incorporate teni[)eratnre in the eigenstates of 

the electrornagnetic field operators, nsing Uinezawa’s formalism, known as Thermo 

Field Dynamics, comparing both approaches. 
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Capítulo 1 

Introdução 

A coinpieensão dos mecanismos físicos responsáveis pelas correções radiativas para 

processos de interação de átomos com mn campo de radiação, constituem um proble- 

ma interessante, o qual tem recebido muita atenção [1], Os resultados quantitativos 

referentes a tais correções são evideutemeute bem estabelecidos, embora, existam 

controvérsias a respeito de suas interpretações físicas. Um dos objetivos deste tra- 

balho é utilizar um formalismo alternativo que iios permita resolver tais ambigiii- 

dades. Diante disso, iniciaremos a presente dissertação fazendo, no Capítulo 2, 

um breve estudo do desvio Lamb-Retlierford, segundo algumas das interpretações 

existentes. 

No Capítulo 3, introduziremos de forma sistemática o formalismo de Dalibard, 

Dupoiit-Roc e Cohen-Tannoudji (DDC) [2]. Nesse formalismo um átomo que inte- 

rage com o campo de radiação é visto como um sistema microscópico S interagindo 

com um grande reservoir 71. Podemos então separar dois tipos de processos, aqueles 

em que 7Z flutua e polariza S (efeitos das flutuações do reservoir) e aqueles onde é 

S quem polariza 71 (efeitos de autoiiiteração). Isto permite identificarmos as con- 

tribuições das flutuações do reservoir e da reação da radiação em correções radiativas 

para uni elétron atômico em interação com o campo de radiação. Com base nesse 

formalismo vamos estudar, no Capítulo 4, o desvio dos níveis de energia de um 

átomo quando o mesmo está acoplado a um campo de radiação, obtendo assim as 

contribuições para o desvio Lamb-Retherford e o efeito “AC Stark”. 

Este formalismo permite também que tratemos tais fenômenos à temperatura 

finita e para isso substituímos diretamente, ao final dos cálculos, o número médio 

1 



Capítulo 1. Introdução 2 

de ([uanta (n) j)ela distribuição de Bose-Eiiistein, nas grandezas observáveis i)erti- 

neiites. 

Entretanto, visando incorporar temperatura nnm estágio anterior, faremos no 

Capítulo 5 nrn estndo do formalismo conhecido como Thermo Field Dynamics, pro- 

posto por Umezawa [3]. Neste formalismo, a média estatística cpiântica de nm 

observável nnm certo ensemble é identificada, em teoria qnântica de campos, com 

o valor esperado do mesmo num vácuo térmico. Neste novo contexto, investigamos 

alguns propagadores térmicos e ao final procedemos às respectivas identificações com 

as funções estatísticas obtidas no formalismo DDC. 

No Capítulo 6, discutiremos os resultados obtidos, suas conseqiicncias e as pers- 

pectivas futuras. Por uma questão de autoconsistência, reservamos aos Apêndices 

material complementar o qual pode ser omitido numa primeira leitura. 



Capítulo 2 

O Desvio Lamb-Retherford 

2.1 Aspectos Históricos 

Eni 1947 as medidas precisas de Lamb e Retherford [4] para a separação dos níveis 

2si/2 e 2pi/2 dos átomo de hidrogênio e dentério, 

An = 1057.77 ±0.10 MHz , 

Ao = 1059.00 ±0.10 MHz , 

respectivamente, deram grande impnlso ao desenvolvimento da eletrodinâmica cpiân- 

tica. Na teoria de Dirac esses níveis de energia coincidem quando correções de ordem 

superior em teoria de perturbação, devido à interação com o campo eletromagnético, 

são desprezadas. Tais correções desviam tanto o nível 2si/2 quanto o 2pi/2. Esse 

efeito é conhecido como o desvio Lamb. 

Até então, quando as correções radiativas eram calcnladas, o valor obtido para 

0 desvio era infinito. Bethe [5] mostrou que essa dificuldade podia ser contornada 

através da renormalização da massa do elétron. Um ano depois, Welton [C] deu uma 

interpretação semiclássica interessante ao fenômeno, atribuindo a origem do desvio 

Lamb às flutuações da energia de ponto zero do campo eletromagnético, levando a 

uma estimativa cujo sinal e ordem de grandeza estavam corretos. 

Inicialnumte, vamos apr(!S(!iitar os argunKMitos de \'V(4ton [7] e Betluí [8], e (;m 

seguida, finalizaremos este estudo tratando o desvio Lamb-Retherford numa cavi- 

dade. 

3 
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2.2 Cálculo em Primeira Ordem 

Na presença do núcleo atômico, a energia eletrostática efetiva de um elétron é dada 

pela média 

(cK(r + Sr)) = d'(r) + + ... , (2.1) 

onde úr é a flutuação aleatória na sua posição devido ao campo eletromagnético. 

Da simetria esférica do problema resulta 

(ár,ár,> = . (2,2) 

Portanto, a nova contribuição para a Hamiltoniana tem a forma 

/íí,.mb=i{(ír)">V-’V'(r) , (2.3) 

onde P(r) = —(Za/r)* e, conseqüentemente, de acordo com a lei de Poisson, 

V2p(r) = ánZaô^-^^r) . (2.4) 

Nesta descrição simples, tratando a perturbação (2.3) em primeira ordem, so- 

mente ondas s são afetadas e o nível n = a é deslocado pela quantidade 

= ^((ír)'^>|,/,„(0)p 

{2mZa)'^ n 
(2.5) 

12 

Na teoria clássica, o elétron oscila no campo flutuante do núcleo de acordo com a 

equação 

mSr = eE , (2.6) 

de forma que a componente de Fourier do campo elétrico contribui com 

mSr^ = 
u>^ 

(2.7) 

Assumindo que não há correlação entre os diversos modos, temos 

rOO 
{{Sif) = / du{{6v^r) 

Jtí 
du) , 

= — / —{^D 
riR Jo u!'^ 

(2.8) 

é O luiniero atômico, n é a constante de estnitura fina e r denota a posição do elétron. 
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0 
fOO 

(E2) = / du(E'i) 
Jü Ic 

j (Rx E'-^ . (2.9) 

Antecipando o tratamento qnântico do campo eletromagnético, supomos qne este 

é nma superposição incoerente de ondas idanas e leml)ramos qne a energia do vácno 

desse campo é a soma das energias de ponto zero dos diferentes modos, 

A integral acima é divergente tanto i^ara i)eqnenas quanto [)ara grandes freqiiências. 

A divergência no ultravioleta, cpiando a; —> oo, deve-se ao nosso tratamento cpiântico 

pouco sofisticado; existe na verdade um corte para distâncias da ordem do compri- 

outro lado, a divergência no infravermelho (para baixas freqiiências) deve ser sanada 

através do tratamento do campo eletromagnético na presença de cargas. Os modos 

de grande comprimento de onda são sensíveis aos estados eletrônicos mais baixos, 

sugerindo um corte da ordem u ~ c/tq = mc^a/h, onde vq é o raio de Bolir. Uti- 

lizando essas aproximações esperamos um valor 

(2.10) 

Assim, as equações (2.9) e (2.10) fornecem 

(2.11) 

e, portanto. 

(2.12) 

mento de onda Cornpton do elétron h/mc, on seja, freqiiências u) ~ mc^/h. Por 

(2.13) 

Neste caso, o desvio Lamb vale 

(2.14) 

Para o nível a = 2 do átomo de hidrogênio o desvio calculado é 

- G60 MHz . (2.15) 
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2.3 Cálculo em Segunda Ordem 

Vamos agora efetuar um cálculo iião relativístico do desvio Lamb em segunda ordem 

seguindo a mesma linha que Betlie. Os termos responsáveis pelo desvio na energia 

do estado |a) do átomo de hidrogênio podem ser representados pelo diagrama de 

auto-energia do elétron (Figura (1)), onde os estados eletrônicos são evidentemente 

estados ligados. A correção para a energia na aproximação de dijiolo é dada por 

£;(2) _ f2nhc^\\{b\p-e,.{k)\a)\'^ e 

rrfic --"ÇSV fí*-'- ) E,~Eo-hkc ' 
(2.16) 

onde p = é o momento do elétron (pie interage com o campo eletromagnético, 

cujo vetor de polarização é reiireseiitado por e,- {r = 1,2). 

Figura (1) 

Os vetores de polarização êr(k) junto com o vetor unitário na direção k formam 

um conjunto ortonormal completo. Sendo p o autovalor do momento do elétron 

num autoestado de energia do átomo, temos 

^|p-ê;(k)p = p ■ ^Çe;(k)ê;.(k)^ • p 

= P • ^1 - • P = - cos^ 0) 

Com isso podemos simplificar a erjuação (2.16), obtendo 

2 

Stt rn^c^ 

  rOO 

V Jo 
dk dPKv 

Ea — El, — hkc 

(2.17) 

(2.18) 
(, ■'u 

Esta expressão é divergente na região do ultravioleta. Entretanto, Bethe argumentou 

que jiara um elétron livre a matriz de transição de p entre dois estados é diagonal 

e, neste caso, a expressão acima, para tik <C p, se reduz a 

■E = 
Stt m 

Stt 

r r°° 

Jo p" 
■ rC 

7^ Jo 

'^/2in — (p — hk)'^/2rn — hkc 

k dk , 

k dk 

(2.1Ü) 
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o quo pode ser interpretado como a variação da energia cinétiea do elétron devido 

à adição da massa eletromagnética a sua massa “nua”. Para um elétron ligado, o 

quadrado do momento em (2.19) deve ser substituído ijor seu valor esperado 

(ü|p‘» = ^|(t|p|a)l'-^ . 
b 

(2.20) 

Assim, a correção resultante para a energia cinétiea devido à massa eletromagnética 

deve ser subtraída de (2.18) para se obter o desvio de nível de energia observável 

= 
2 

Stt ni^c 

  roo 
-Y^l k dk\{b\p\a)\'^ 

I v U 
+ 

En — El, — hkc hkc 
(2.21) 

Esta integral ainda é divergente, mas agora apenas logaritmicamente. Bethe 

argumentou que numa teoria relativística a integral deveria ser convergente, pois se 

tentarmos construir um pacote de onda para representar um elétron com energia 

positiva usando funções de onda relativísticas, os estados de energia negativa não 

estarão disponíveis, uma vez cpie estes já se encontram ocupados. Como resultado, 

existe um limite para o pacote de onda, como se o elétron tivesse um tamanho finito 

da ordem do seu comprimento de onda Compton. Se tentarmos localizar o pacote 

de onda numa região do espaço tal que a sua dispersão seja d ~ h/rnc, os estados 

de energia negativa passam a desempenhar um papel importante e o pacote (lue 

representa o estado de uma partícula na teoria de Dirac torna-se oscilante. Este 

fenômeno é tradicionalmente chamado de “zitterbewegung”. 

Na realidade esses argumentos não justificam de maneira completamente satis- 

fatória a eliminação das divergências ultravioleta da teoria. Mesmo para o campo de 

Dirac quantizado essas divergências aparecem como resultado do produto de funções 

singulares no mesmo ponto, sendo necessário um processo de renormalização para 

absorver esses infinitos na redefinição das quantidades físicas. Entretanto, na teoria 

de espalhamento podemos controlar essas divergências através da construção causai 

da matriz S através de requisitos físicos, onde a causalidade desempenha papel fun- 

damental [9]. 

A convergência da integral em (2.21) pode então ser simulada na teoria não rela- 

tivística truncando-se a integral quando a energia do fóton hck se torna comparável 
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a mc^, a massa de repouso do elétron. Substituindo o limite sui)erior da integral 

por mc/h e efetuando a integração obtemos 

Stt hc^vfí^ 2 - ^a)log 
mc 

Eb - Ea 
(2.22) 

onde Et, — Ea pode ser desprezada em comparação a mc^. Podemos , com boa 

aproximação, substituir Et, — Ea no argumento do logaritmo em (2.22) por um 

valor médio apropriadamente escolhido, pois o logaritmo é uma função que varia 

lentamente quando o valor do argumento é grande. Assim, o log pode ser removido 

da soma. Além disso 

b 

= {a\{pHo - fEp}.p\a) , 

onde Ho é a Harniltoniana do átomo de hidrogênio. Como 

(//„,p1 = -jVV(r) , 

com P(r) = —Z(?jr, a equação (2.23) pode ser colocada na forma 

i:Ki.|p|a>P(Eí-B.) = (.4|p,|//„,!l|n) 
b ^ 

(2.23) 

(2.24) 

(a|V^P(r)|u) = 27iZeH^-\M))\ 

O resultado final jjara o desvio Larnb é então 

AP> = tz4^|'0„(O)plog 
mc 

{El, - Ea)s 

(2.25) 

(2.26) 

1 / Z ' 2 

7T \avo, 
(2.27) 

3 nEc^ 

Para estados s 

um? 

Bethe calculou numericamente {Et, — Ea)av encontrando o desvio 1040 MIIz, em boa 

concordância com os valores experimentais citados, considerando-se as aiíioximações 

feitas. Cálculos mais precisos foram feitos em QED na rei)resentação de interação 

I)ara estados ligados [10], incluindo efeitos de polarização do vácuo (uma revisão 

detalhada dos resultados teóricos e experimentais mais recentes pode ser encontrada 

em [11]). 
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2.4 O Desvio Lamb-Retherford na Cavidade 

2.4.1 Discussão Preliminar 

Consideremos um átomo de dois níveis interagindo com um campo de radiação 

eletromagnética segundo a Hamiltoniana 

H = Ho + H,, (2.28) 

onde Ho é a soma das Hamiltonianas de cada sistema, e H[ é a Hamiltoniana de 

acoplamento. Da mecânica qnântica [12], sabemos que a função de onda em qualquer 

instante de tempo pode ser escrita como uma superposição linear da forma 

vlf(r, í) = Ci(í)0i(r,f) + C'2V'2(r,f)- (2.29) 

Apesar da mistura dos estados variar com o tempo, exigimos f[ue a função de onda 

acima seja normalizada em qualquer instante, logo seus coeficientes devem satisfazer 

o vínculo 

|C,(Í)P + |C2(Í)I" = 1- (2.30) 

Utilizando a equação de Sclirodinger 

= (2.31) 
dt 

e (2.29) obtemos as seguintes equações para os coeficientes 

■4ci = CHIu + (2.32) 
dt 

4^2 = Cie*‘^“‘//21 + C2//22, (2.33) 
dt 

onde 

= j'ip*{r) Hi ipj{r) dV (2.34) 

e {i,j} = 1,2. A forma completa da interação entre a radiação eletromagnética e 

um átomo é algo complicado. Entretanto, se considerarmos um átomo hidrogenóide, 

que interage com uma onda eletromagnética polarizada, como ilustrado na Figura 

(2), veremos que a principal contril)uição [)ara /// surge da interação dipolar atômica 

com o campo elétrico [12] 

/// = —P • E(r) = eD • Eq cos(u;í), (2.35) 
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onde 

P == -(;D = -e y (2.36) 

ó o inoineiito de dipolo elétrico total do átomo. 

De (2.35) é imediato notarmos que Hj é real e exibe i)aridade espacial ím])ar, 

logo os integrandos dos elementos Hij são funções espaciais ímpares e, portanto, as 

integrais quando i — j são nulas, mostrando que os estados atômicos i/á e 1/^2 fêni 

paridade oposta. Contudo, os elementos com i ^ j não são necessariamente nulos 

e, de acordo com (2.34), satisfazem à relação 

(2.37) 

X EoCOs(Ar—(íjO 

y 

k 

B(,cos(A:r—ojí) 

Figura (2): Sistema de coordenadas para o átomo e a onda eletromagnética 

Escolhendo Eq na direção x i)ositiva, escrevemos 

= fiü cos(íjt) (2.38) 

onde 

(2.39) 

e Dj. é a projeção de D na direção x. 
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Substituindo (2.38) em (2.32) e (2.33) chegamos às equações acopladas 

2—Cl = C2 íiü cos{u>t), (2.40) 

2-^C2 = Cl cos(o;t), (2-41) 

as quais estão em exata concordância com as restrições de só termos um par de 

estados. 

2.4.2 As Equações Ópticas de Bloch 

Nos cálculos que se seguem, utilizaremos a aproximação de onda girante [14] e a 

hipóte.se de que a radiação incidente é monocromática, com o campo elétrico os- 

cilando com freqiiência u. Como nos cálculos de excitações óticas dos átomos a 

quantidade de interesse é |C2(t)]^, é conveniente trabalharmos com a matriz densi- 

dade (ver Apêndice A), cujos elementos são definidos como 

Pi, = C,{t) c;{t). (2.42) 

Derivando esta expressão, resulta 

= c.(f) ^c;(i) + c;{t) jC.(t). (2.43) 

Assim, com a ajuda de (2.40) e (2.41) obtemos 

^P22 = ~ ~2 + 2 ^ ‘^^^21, (2.44) 

^Pi2 = ^^21* = 2 ‘^^^(pii - P22)- (2-45) 

Estas duas equações são conhecidas como “equações ópticas de Bloch”. 

Através de métodos usuais, obtemos como solução geral 

(1) , 
Pij = Pij + P: 

p)pint 
ij ^ + p' 

(3), i n í se z ^ j. (2.46) 

ou 

Pij 
3- i (ulO-Lj)t |píj'+pg'e“" + p; 

(2)^ í n < , J3) - í n t 
o se i ^ j, (2.47) 
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onde (k = 1,2,3) são constantes determinadas pelas condiçoes iniciais e Q é 

definido como 

^ + 2 • (2.48) 

A presença de na expressão acima, produz desvios nas freqüências de acopla- 

mento do sistema. Como |íío| é proporcional à amplitude do campo elétrico, tais 

desvios são conhecidos como “efeito Stark dinâmico” ou “AC Stark”, o qual será 

estudado em detalhe no Capítulo 4. 

Retornando à questão de transições entre dois níveis, digamos a e b, podemos 

escolher as condições iniciais 

P6(.(0) = 0, (2.49) 

Pao{0) = 0. (2.50) 

Corno resultado, segue que 

Pfci(0 =-^^sen^ (y) > (2-51) 

Pab{t) = sen { - (c^o - uj) sen + iü cos }• (2-52) 

No caso particular em que cuq = cj obtemos 

Pob{t) = sen^ > (2.53) 

Pab{t) -- ^ (jl^) (2.54) 

Das expressões (2.30), (2.42) e (2.53), podemos concluir cpie o átomo oscila sime- 

tricamente entre seu estado fundamental e seu estado excitado. Este fenômeno é 

conhecido como “oscilação de Rabi” e |Do| é denominado “freqüência de Rabi”. 
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O Formalismo DDC 

3.1 Introdução 

Ao tratarmos um sistema em que um átomo interage com um campo eletromagnético 

podemos associar às suas interações radiativas dois mecanismos físicos distintos: as 

flutuações do campo eletromagnético livre e a reação da radiação emitida pelo átomo. 

O campo livre, denotado por A,f, que existe mesmo na ausência do átomo, polariza 

o átomo que, por sua vez, se acopla ao mesmo. Por outro lado, o dipolo atômico 

gera um campo de radiação, denotado por A^, , que reage sobre o átomo. De fato, 

o campo eletromagnético total “pode” ser visto como a soma do campo livre com o 

campo irradiado pela fonte atômica, 

A(r,í) = A,f(r,í) + As,.(r,í) (3.1) 

os quais são, respectivamente, as soluções homogênea e não homogênea da equação 

de onda 

□A(r,í) = -^j.,(r,í) , (3.2) 

onde j.4(r,í) é a corrente eletrônica do átomo. 

Os produtos dos operadores atômicos e do canq)o eletromagnético desempenha- 

rão um papel importante na descrição das interações radiativas , pois apesar do 

operador do campo total A comutar com os operadores atômicos em qualquer ins- 

tante, isto não ocorrerá para os ojjeradores parciais A,f e Ag,. Para um dado 

processo, poderemos selecionar as contribuições das flutuações do reservoir e da 

reação da radiação escolhendo a ordem apropriada desses operadores. Por exemplo. 

13 
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o ordenaineiito iiornial dos opeiadoios do campo idenlifica a coiitiibiiigão da reação 

da ratliação como a origem dos fenômenos radiativos [15]. 

No formalismo de Dalibard, Dui)ont-Roc e Cohen-Tannondji (DDC) [2] as con- 

tribuições individuais da interação de um átomo com A,f e Ag,- possuem valores es- 

perados reais. Isto determina a ordem dos operadores atômicos e de campo dentro do 

operador de interação, permitindo a separação das componentes que correspondem 

à flutuação do reservoir e à reação da radiação. O método utiliza a representação de 

Heisenberg para descrever a evolução dos observáveis físicos, ao invés dos estados 

quânticos. Nas próximas seções desenvolveremos tal formalismo. 

3.2 Radiação Considerada como um Reservoir 

Consideremos a Hamiltoniana do sistema formado por um elétron em interação com 

o cam[)o eletromagnético, escrita na aproximação de dipolo como 

II = lh-pHa^V , (3.3) 

onde 

/C - ^ + V^.(r) (3.4) 
2m 

é a Hamiltoniana do elétron no potencial estático Vo(r), 

= (3-5) 
ke ^ 

a Hamiltoniana do campo de radiação transversal e 

C = --^p.A(O) -b ;^A'(0) + (3.6) 
rn 2rn á-ireo tt 

a Hamiltoniana do acoi)lamento entre o elétron (; o campo, incluindo a energia do 

campo longitudinal do elétron. Ua/ é o vetor de onda correspondente à íreqüência 

de corte, que deve ser grande em comparação com a treciüência de ressonância ca- 

racterística do elétron ligado. 

Na representação de Heisenberg, a taxa cU; variação de um observável atômico 

G é dada por 

(3.7) 
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Somente o i)rimeho termo em (3.G) contribui para a evoluirão dinâmica de G. 

O termo corresi)ondente em (3.7) pode ser escrito como 

(f) , —£;1p.A(0),G| = .N.A(0), (3.8) N / couphng 

onde N é o operador atômico 

(p, G1 ■ (3.9) 

Combinando (3.7) e (3.8) obtemos 

jG{t) ^ jyC{t),G{t)] + eN.A{0, t) • (3.10) 

Nessa expressão, como dito anteriormente, jíodemos separar o campo eletro- 

magnético total corno a soma do campo livre com o cainiro irradiado pelo elétron. 

Diante disso, é 1’acil notar que se o operador N(í) não se reduz a zero ou a uma con- 

stante, como no caso em que G coincide, respectivamente, com r e p, imediatamente 

nos deparamos com um jnoblerna de ordenamento. Como N(í) e A(0,t) comutam, 

jrodemos escrever o seu produto em qualquer ordem. Genericamente podemos es- 

crever o último termo em (3.10) como 

eAN(í).A(0,í) -f e(l - A) A(0, í).N(t) , (3.11) 

com A arbitrário. Escrevendo A de acordo com (3.1) resulta 

'dG' 

dt coupling 

fdG\ 

. ^ V /sr ’ 

onde as duas taxas 

\ dt rf 
'(KT 

dt 

= cAN(í).A,,(0,l.) + c(l -A)A,.,(O,0.N(í) 

= eAN(t).A„(0,í) + e(l - A)A,,(0,í).N(í) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

dependem de A, pois A,f e Agr não comutam separadamente com N(t). Portanto, a 

separação (3.13) não é univocamente deíinida, como discutimos anteriormente. 

Esta indeterminação pode ser removida lembrando que G', sendo uin observável 

físico, deve ser representado por um operador Herndtiano, assim como a sua taxa 
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de variação. A filosofia é separar essa taxa (aii tliias taxas envolvcaulo A,f e As,-, 

respectivamente, que possuem separadamente uma interpretação física hem definida 

em termos das flutuações do reservoir e reação da radiação. Isto retiuer (|ue (3.13) e 

(3.14) tenham separadamente significado físico e, conseqiientemente, sejam Hermi- 

tianos. Esta condição determina A, que deve ser igual a 1/2. Assim, a separação de 

dG/dt é única e dada por 

Podemos tomar a média das taxas (3.15) e (3.16) num estado do campo. En- 

tretanto, ao efetuarmos, por exemplo, a média do produto eA,f(0, t).N(í), devemos 

lembrar que estes dois ojjeradores estão correlacionados, pois o operador N(í) de- 

pende do campo livre que perturbou sua evolução do instante inicial íq «dé t. Con- 

seqiientemente, antes de tomarmos a média nos campos devemos calcidar, até uma 

dada ordem em e, N(í) em função dos operadores atômicos e de campo não per- 

turbados. Em segunda ordem, quando inserimos a expressão perturbativa de N(í), 

contendo no máximo um operador de campo tomado num certo instante t' tal que 

to < t' < t, no produto eArf(0, t).N(t), e tomamos a média nos campos, obtemos 

médias num determinado instante (Arf(0,í)) que são iguais a zero e médias em dois 

instantes diferentes tais como 

No caso mais geral a taxa de variação de um observável físico G devido ao 

acoplamento com o campo pode semi)re ser escrito como 

onde Ai são operadores de campo e Ni operadores atômicos cpie comutam, mas não 

necessariamente Hermitianos. Neste caso, antes de substituirmos Ai por A^si 

a taxa total deve ser ex[)iessa em termos de quantidades físicas de campo e de 

partícula. 

(3,15) 

(3.10) 

(3.17) 
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Podemos extender o tiataiaeiito acima para iim sistema S interagindo com mn 

grande reservoir TZ, no sentido em qne TZ possui muitos grans de liberdade de forma 

qne o tempo de correlação entre os observáveis de TZ é muito curto, permitindo nni 

tratamento perturbativo do efeito do acoplamento S-TZ. Partindo da Hamiltoniaiia 

do sistema S-TZ, 

H = H, + Hr + V , (3.18) 

onde 

V =-Y.il,S, (3.19) 
í 

é a Hamiltoniana de interação, e R, e Si são observáveis Hermitianos de TZ e S, es- 

crevemos as equações de Heisenberg para os observáveis Ri do reservoir que aparecem 

em (3.19). A solução dessa equação pode ser escrita como a soma da parte livre Rn 

e da parte de fonte Ris devido à presença de S, 

R, = Rn + R,s • (3.20) 

Inserimos (3.20) no último termo da equação de Ileisenberg para um observável 

arbitrário G do sistema 

para identificarmos as contribuições das flutuações do reservoir e da autoreação. O 

problema da ordem entre os observáveis Ri e 

JV, = -i(G,S,| (3.22) 

no último termo de (3.21) pode ser resolvido através das mesmas considerações 

físicas cpie impõem a ordem completamente simétrica. Assim, 

(f ),, = 5 • 

(f) 
\ / sr I 

(3.23) 

(3.24) 

'(IG\ 
Corno 110 caso discutido anteriormente, para obtermos a média de ® 

(IG\ 
— j devemos efetuar um cálculo perturbativo, levando a médias de operadores 

V / «r 
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em dois instantes diferentes, as qnais podem ser expressas em termos de fnngões 

de correlação e susceptibilidades. A seguir vamos discutir o significado físico dessas 

funções estatísticas, qne estão associadas aos coeficientes da equação de evolução do 

operador densidade do sistema global. 

3.3 Funções de Correlação e Susceptibilidades 

Consideremos a Hamiltoniana do sistema global S+TZ, escrita na forma (3.3), onde 

//s é a Hamiltoniana de <S, Hn a Hamiltoniana do reservoir TZ e V a interação entre 

S e TZ. O operador densidade do sistema global obedece ã equação de evolução 

= (3.25) 

OU, na representação de interação com respeito a Hs+ Hn, 

= (3.26) 

p(í) =: gí(«a+//«)í/ftp(^)e-í("a ^ (3.27) 

H(f) = A-t-u H)tlh (3.28) 

Nas duas últimas equações escrevemos no lugar de Hg, antecipando o caso em 

que S = A é um átomo em interação com o campo eletromagnético que, por sua vez, 

pode ser considerado como um reservoir, pois se trata de um sistema com infinitos 

graus de liberdade. 

Seja 

ãnit) = TvAlAt) (3.29) 

o operador densidade de TZ obtido a partir de p{t) tomando-se o traço parcial sobre 

A. Como 'IZ é um reservoir, ãft(í) pode, em primeira aproximação, ser considerado 

constante na representação de interação: 

= <7/i(0) = Gii . (3.3U) 

Além disso, assumimos que o reservoir esteja num estado estacionário, ou seja, que 

o li comuta com Hr, 

Wr, íht] — 0 . (3.31) 
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Em outras palavras, or não possui elementos não diagonais entre autoestados de 

Hr com diferentes autovalores e, portanto, pode ser consideratlo como uma mistura 

estatística de a\itoestados |/í) de IIr, 

IIr\h) = E,\p), (3.32) 

com peso 

^R = Y.IhM>){li-\ ■ (3-33) 

Para o caso particular em cjue TZ está em equilíbrio termodinâmico, à temperatura 

T, é dado por 

_ cxp[£',./A;»T] 

E,.exp[E^/^BT] 

onde k[i é a constante de Boltzmann. 

(3,34) 

Corno vimos, podemos sem perda de generalidade tomar a interação V entre A 

e IZ como um produto de um observável /I de A com um ol)servável R de IZ, 

K = -AR , 

que, na representação de interação, fornece 

V{t) = -À{t)R{t) , 

(3.35) 

(3.36) 

com 

Ã{t) = ^ (3 3y) 

R{t) = ^ (3 3g^ 

pois os observáveis de A comutam com os de IZ. Assumiremos cpie o valor médio 

de R no estado aR é zero, ou seja, 

Tr[aRR] = Tr [a«ií(0] = 0 • (3.39) 

O valor médio de R{t) em gr é uma média num dado instante. Consideremos a 

média em dois instantes 

(3.40) 
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que iei)iesenta o valor médio num estado an de um produto de dois observáveis 

n{t') e R{t") tomados em dois instantes diferentes t' e t”. A função t") depende 

somente do intervalo t = t' — t"\ 

Tra [anR{i')R{t'') 

= Trji [cr/f7?(r)Í?(0)] = p(r) . (3.41) 

Substituindo a expressão (3.33) para na equação acima obtemos 

g{T) = TrJ2{PtÁF)iíWr)R{0)} 

/í 

= EErvl«,..l'V“"', (3.42) 
II 1/ 

onde 

R,,^ = {ii\R\i^) , 

= E^Jh . (3.43) 

A expressão (3.42) é uma superimsição de exi)oneuciais oscilando em diferentes 

fre(iiiências de Bolir de TZ. Como TZ é um reservoir, este possui um eiisemble 

de níveis de energia muito denso e, conseciüentemente, um es[)ectro quasi-contínuo 

de freíiüências de Bohr, de forma que as exponenciais em (3.42) interferem destruti- 

vamente quando r se torna suficientemente grande. Mais precisamente, assumimos 

que a função «/(r) tende rapidamente a zero quando r cresce, chamando de Tc a 

ordem de magnitude da largura em r de g{r). 

As hii)óteses feitas sobre 7Z equivalem a assumir que TZ está num um estado 

estacionário e exerce sobre A nma “força” flutuando em torno de um valor médio 

nulo com um tempo de correlação curto. 

A função ^(r) definida em (3.41) não é real, (unbora R seja Hermitiano, pois, em 

gíual, R{t) e R{0) não comutam. Para separar a parte real e a parte imaginária de 

(]{t) escrevemos 

»w = \{R{T)m + mà{T))^ + ã(u)/.|)„ , (3.44) 
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onde (,)^ indica a média sobre o reservoir no estado definido por aji. O {)rimeiro 

termo em (3.44) é uma função de correlação simétrica e o segundo está relacionado 

com a susceptibilidade linear do reservoir. 

A função de correlação simétrica do obervável Fi, 

Cr{t) = i(Ã(r)fi(0) + Ã(0)«(t))„ , (3.45) 

é real e tende à função de correlação ordinária no limite clássico. Essa função fornece 

uma descrição física da dinâmica das flutuações do observável R no estado un. Se 

R fosse uma função clássica aleatória de freqüência ojq, 

R{t) = + c.c. , (3.4G) 

e a amplitude i?o e a fase ip fossem variáveis aleatórias independentes, p sendo 

uniíbrmemente distribuída entre ü e 27t, então a função de correlação de R seria 

Cr(t) = + c.c. . (3.47) 

A expressão explícita para a função de correlação definida por (3.45) é dada pela 

parte real da expressão (3.42) para ^(r), 

Cr{t) = YIPr cos{uj,,^t) . (3.48) 
/i 

Esta função aparece na forma de uma soma de expressões do mesmo tipo que (3.47) 

corresiiondendo a diferentes freqiiências de Bohr envolvidas na evolução de R. 

A transformada de Fourier CrÍu)) de Ch{t) é definida por 

Ca{r) = duCn{u)e-^^^ , (3.49) 

sendo igual a 

CrÍu)) = '^p,,Y2tv\R„^\-[6{ui + + ô{uj - u^^)] . (3.50) 
R i' 

Uma outra função estatística, a susceiitibilidade linear, fornece a resposta do 

reservoir a uma perturbação externa. Se o reservoir está sujeito a uma perturbação 

V'(i) = -/iA(í) , (3.51) 
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ondo A(í) é uma função clássica, seu estado se toniará ligeiiameiite difeieiite do 

estado inicial estacionário on. Em teoria de i)erturba(;ão, podemos determinar a 

influência dessa perturbação sobre o valor médio de um observável, j)or exemplo, 

/?, cujo valor médio no estado estacionário inicial é considerado nnlo. Em i)iiineira 

ordem em A, o valor médio de R no instante t é 

/OO 
-t)cIt (3.52) 

-OO 

onde a susceptibilidade linear X/í('^) reservoir é dada por 

Xii{r) = j^0{t){[R{0),R{-t)])i^ . (3.53) 

O valor médio é tomado, como anteriormente, no estado de TZ e 0{t) é a função 

degrau. Comparando (3.53) com (3.44) resulta 

Xit{r) = j^0{T)hn (j{-t) , (3.54) 

ou, utilizando (3.42), 

Xr{t-) = . (3.55) 
/i // 

A transformada de Fourier de definida como em (3.49), é dada por 

Xit{í^) = x'r{^) + ix"ni^) , (3-56) 

onde 

fl 12 

Xr(^) = 12 + uj)- - o;)] . (3.58) 
^ fl 12 

Na expressão (3.57) V denota o valor principal. Essa expressão caracteriza a resposta 

em fase, enquanto que (3.58) a resposta em quadratura na freciüência ca. 

Na representação de Schrodinger, a equação rnaster que descreve a evolução do 

operador densidade expandido na f)ase de autoestados de Ha possui a estrutura do 

sistíüua de equações diferenciais lineai(!s (ver Apêndice' B) 

c,d 

+ ca 
+ v- 

— ca 
(3.57) 

(3.59) 
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cujos coeficientes são independentes do tempo. Nesta equaíjão, indica (pie a 

soma é restrita aos estados c, d, em decorrência da chamada ai)roximação secular 

\<^ab - ^cd\ < 1/Aí, com 

Tc <C Aí «: T[i , (3.60) 

sendo T/j o tempo de evolução de ã. 

No caso em que a freqüência de Bohr associada à coerência Oao entre dois autoes- 

tados distintos de A é não degenerada, o único termo secular é aquele que acopla 

Oab a si própria, de forma que a equação (3.59) se reduz a 

~T,^o.b — í^^ab^ab d" í^abab^ab ■ (3.61) 
dt 

O coeficiente Tlabab é dado por 

T^abab í^ab ^A aò (3.62) 

onde Aah e Pat, são quantidades reais, com 

A„6 — A(i A,, (3.63) 

A„ 
1 
jT’Y.v„'LTt, 

\{u,n\V\p,a)\^ 

^ E -P E - E - E 
(3.64) 

e uma expressão análoga para A(,. 

A quantidade h^ab representa um desvio, em segunda ordem em V, da freqüência 

üJab devido à interação entre A e 71. Na realidade, /iA„ em (3.64) c um desvio do 

estado ]/x, a) do sistema global A+TZ, ponderado pela probabilidade de ocupação 

do nível p do reservoir e somado sobre p e, portanto, jKxde ser considerado o desvio 

de energia médio do estado |a) de A. Por sua vez, a quantidade Pai, representa a 

taxa de amortecimento da coerência (t„6 clevido à interação entre A e 7Z. 

Em (3.64) o elemento de matriz {p, a\V\u, n) pode ser fatorado muna parte re- 

lativa a A e ontra relativa a 7Z: 

1 1 

aJfii/ + uj a 
(3.65) 
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A fração l/(o;^,/ + í^Jan) também pode ser reescrita como iim produto de funções 

relativas a cada um dos dois sistemas, 

V  
1 

d" ^an 

X 

+ 

\í 
du) X 

V  +V  
LJfiU + - LO^ 

[A5(o; + U>an) + (1 ~ A)(5(íJ — ü^aji)] + 

(v   h V '] [A(5(ü; + Lüfti,) + (1 — \)6{u — . 
A U>an + ^ ^an ~ / J 

(3.66) 

Substituindo (3.66) em (3.65) obtemos , para A = 1/2, 

A. = Aí + Aí , (3.C7) 

onde 

/. 1 flüj 
»AÍ = -5 -^Í<:a..W)C,M . (3.68) 

»AÍ = -1 . (3.69) 

As equações (3.68) e (3.69) correspondem ao ordenamento simétrico dos operadores 

dos sistemas A e TZ, como discutido anteriormente. Nas duas liltimas expressões 

CaüÍ^) e X4a(í^) são, respectivamente, a função de correlação simétrica e a susce- 

ptibilidade linear do observável A do sistema A no estado |a), dadas por expressões 

análogas a (3.50) e (3.56) e onde somente Pa = 1 é não nula. 

Nessas expressões Cfi{uj)du)/2'K representa a densidade espectral para as flu- 

tuações do observável R do reservoir no intervalo de freqüências doj. A quantidade 

X4a(c<;)Cfí(cj)da;/27r é a energia de polarização do sistema A no estado [a) pertur- 

bado por essas flutuações. Portanto, representa a energia de polarização de A 

no estado ]a) induzida pelas flutuações da variável R do reservoir. 

Em (3.69) os papéis de A e TZ estão invertidos. A" representa a energia de 

polarização do reservoir pelo sistema A. O movimento do observável /I no estado 

|a), caracterizado por C^a, perturba o equilíbrio do reservoir, e a interação de A 

com a polarização criada em TZ, proporcional a x'^, dá origem ao desvio de energia 

Esse desvio portanto representa o efeito de reação do reservoir sobre A. 
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Aplicações do Formalismo DDC 

4.1 O Desvio Lamb-Retherford e o Efeito AC Stark 

Neste capítulo será discutido o desvio Lanib induzido pela presença de íótoiis. 

Supoiihainos que vários íótous incidentes estejam iuicialmente presentes e consi- 

deremos os processos nos quais um átomo absorve um desses fótons e em seguida 

0 reemite (Figura 3o;) ou emite de maneira estimulada um tbton idêntico a um dos 

fótons incidentes e então o nurbsorve (Figura 3/?), retornando nesses dois casos a 

um estado atômico final |n) idêntico ao estado inicial. O estado intermediário \b) 

é arbitrário. As contribuições ])ara esses processos são provenientes do primeiro e 

segundo termos na Hamiltoniana de interação (3.6). 

Figm a Figura 3,d 

25 



Capítulo 4. Aplicãçõfís do Fí)nnãlisino DDC 26 

Ein muitos casos a amplitude de prol)abüidade do sistema permanecer uo mesmo 

estado [a; A^ke,outros fótous incidentes) após um intervalo de tempo T é, em boa 

aproximação, uma exponencial oscilatória e uma exponencial amortecida: 

onde U(T) é o operador evolução na representação de interação, entre o instante 

inicial ti = -T/2 e o instante final tj = T/2. Tal situação pode ocorrer nos casos 

em que a radiação incidente é monocromática porém de baixa intensidade, ou está 

suficienteniente longe da ressonância, ou ainda, ])ossui grande largura espectral. 

A taxa de amortecimento F do estado \tpi) re[)resenta a probabilidade por unidaile 

de tempo do sistema deixar o estado global |ç?,), absorvendo um fóton incidente ou 

emitindo de maneira estimulada um fóton idêntico a um dos fótoiis incidentes. Do 

ponto de vista do átomo, /lA pode ser considerado o desvio do estado |a) cansado 

pelos fótons incidentes. Tal efeito é às vezes chamado de “efeito Stark dinâmico”, 

ou AC Stark, em analogia ao efeito Stark ordinário, que está associado à energia 

de polarização do átomo num campo elétrico estático. No j)resente caso, a energia 

/lA pode ser considerada a energia de polarização do átomo num campo elétrico 

com freqüência diferente de zero, um campo ao cpial o átomo “responde” com sua 

polarizabilidade “dinâmica”. 

Do ponto de vista do campo de radiação, o camim espalhado pelo átomo sofre 

um desvio de fase em relação ao campo incidente, de forma que o campo total sofre 

uma variação tanto na sua amplitude (efeito devido a F) quanto na sua fase (efeito 

devido a A). Tal variação de fase, somada sobre todos os átomos de um meio, é a 

origem do índice de refração desse meio. A comi>aração entre as correções radiativas 

induzidas por um campo incidente e as correções radiativas esi)ontâueas permite 

identificarmos nestas últimas as contribuições da parte cpie pode ser atribuída às 

flutuações do vácuo, que têm a mesma forma das correções radiativas cpie Síuiaiu 

induzidas por um canq)o flutuante com densidade espectral huj/2 por modo, e da 

parte ciue i>ode ser atribuída à interação do elétron com S(m próprio caiu[)o (a reação 

da radiação). 
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Suponhaiiios então ciue A seja uiu átomo lixo na origem 0 de mn sistema de 

coordenadas e TZ nni cainju) de radiação homogêneo e isotrópico de amplo esi)Octro. 

O operador densidade da radiação é, de acordo com (3.33), mna mistura estatística 

de autoestados |rii .. .rif^...) de //«, representando iii fótons no modo l,...7ik fótons 

no modo k..., com um peso p{ui ... ...), 

ctr == ... n*,....) [ni ...Uk...) (ni . .. ?tA,.... | • (4.2) 
{«rl 

O número médio de fótons no modo k, 

= Y. ...Uk...) , 
{'ul 

(4.3) 

depende somente de podendo ser representado por {n{uk)), e está relacionado 

com a densidade de energia do campo de radiação 

u{uj) 
TT^C^ 

(4.4) 

Para simplificar o problema, vamos considerar mn modelo para o átomo qne consiste 

de nm único elétron rnovendo-se nnm potencial esfericamente simétrico em torno da 

origem, dentro de um volume de pequenas dimensões em comparação com os com- 

primentos de onda da radiação incidente. Assim, i)odemos fazer a aproximação de 

grandes comprimentos de onda para todos os modos considerados, cujas freqüências 

são inferiores à freqüência de corte u>m- Nesse caso, a Hamiltoniana do sistema 

global é dada por (3.3) e a Hamiltoniana de interação (3.6) entre o átomo e o campo 

reduz-se à expressão* 

j/=.4,(0) , (4.5) 

de acordo com (3.20). O acoi)laniento acima não possui a forma simples = —AR 

e sim de uma soma de acoplamentos desse gênero. Entretanto, como o sistema é 

isotrópico, a taxa de variação da matriz densidade <74 é uma soma das taxas que 

correspondem a cada uma das conq)onentes. 

*Na aproximação cie grandes comprimentos de onda o termo proporcional a A" dá origem a 

energia cinética vibracional do elétron na onda incidente. 
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As expressões (3.50) para Ch{lü) e (3.56) para Xu(cü) possuem a mesma forma 

S±((a) = Pu , (4.6) 

onde é uma função de uma dada paridade ± com respeito a + para 

Ce — para x. Utilizando uma notação mais precisa para (4.6), obtemos 

= X^p(ni,...,7i',...) X 
{■«'} 

X • '■''b-, • • ■ Mõ(0)l • • • ,rij + 1,. ■ + 
j 

+ \{...,nj,...\Aij{0)\...,nj - . (4.7) 

onde j reinesenta um dado modo (k,r) e 

' n 
(‘1.8) 

O elemento de matrix em (4.7) é igual a 

I ( . . . , íí j, . . . I Aij I . . . , Tlj i 1,...) I' — 

de modo cpie 

à 2 f ^1,1 
(4.9) 

sH^) = Y2 
h 

4[±(^u +1) + • (4.10) 
J 2eüíüjL^ 

A soma sobre os modos pode ser substituída por uma soma sobre as polarizações e 

uma integral em k^, cuja parte angular pode ser calculada explicitamente uma vez 

que (rij) depende somente de Uj, assim 

(^) = /(^^2n)2eoL^u}^ ^ e^[±(/i(cj') + 1) + {n{u'))]f^{u}',u>) 

hu)' 

X 

rí^M ^ / 

Jíi \(27r)^2eof'^, 

/ dü Y. e? 

[±(?i(oi') + 1) + {n{u}'))]f^{u)\uj) X 

eJ.k 

Usando 

Y. 1 - cos^((9), 
e±k 

(.1.11) 

(-1.12) 

^Note que |k| = k = uj/c 
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obtemos 

Sí' M = jí"*' ,Lj' liíní^^') + 1) + {"K))l/*(‘^'.‘^) O-W) 

Vale notar que considerando o produto de duas componentes diferentes do campo 

em (4.7), digamos x e y, a identidade (4.12) torna-se 

k k Ef^x^y 
^) 

eJ.k 
(4.14) 

portanto, devido à paridade do integrando, concluímos que tais contribuições são, 

de fato, nulas. 

Escolhendo i --- x em (4.13), obtemos as exi)ressões resultantes para a função de 

correlação e as susceptibilidades da componente x do campo; 

^ 1 
Cr^Íoj) =  ^ / duj'huj'{{n{u)')) -b 1/2) [ S{u)' — u) + ó{u)' + u)) ] 

Ó71£{)C Jq 

= _i^ri|a;|(n(|a;|) + l/2) (4.15) 

'■'xxf ^ _ 1 r 
67T%nc3 i) 

UJM 

xin^) = 
-1 

6tT£qC 
1 

GTreoc^ 

duj'(jj' V—^— 
iü— Lü ÜJ' + U> 

/ du'u' [ 5{lj' -f cu) — ò{(jj' — cu) ] 
Jo 

u>. 

(4.16) 

(4.17) 

As expressões para a função de correlação da variável atômica {epx/m) e a sus- 

ceptibilidade correspondente, quando o átomo se encontra no estado |a), são obtidas 

de forma análoga 

CZH = 

XTai^) = 

xr(^) = 

^\{a\px\b)\‘^n[ô{u>ai, + tu) -t- 6{uao - tu)] 

1 

tUaí) + tu 
V- 

^ab “■ 

Y ^^l(«bx|^)p7r[á(tUafc -l-tu) - S{Uab ~ tu)] . 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Para calcularmos o efeito das flutuações do campo de radiação sobre os níveis 

de energia a devemos calcular explicitamente a expressão (3.68) i)ara o acoplamento 

do átomo com as componentes /E(0) do potencial vetor. Utilizando as e.xpres.sões 

(4.15) e (4.19), obtemos 
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hAl! = 
67T‘^ei)’rn‘^c^ 

X^|(íí|p|í>)|''^x 
b 

r<^M 1 
X J (Iíü'lij'{n{u)') + -) 

O desvio do nível de energia devido às flutuações do campo aparece como nma soma 

do efeito dos fótons incidentes, proporcional a {n{u>)), e do efeito das flutuações 

do vácno A^'', proporcional a por modo”. Esta última pode ser manipnlada 

utilizando as relações 

V- 
1 

+ Üj' 
+ v- 

U)' 
(.1.21) 

r U ,U q= C.,, ll.í^ + O(^) 
JO U) Úl ÍjJç\ 

í Jq 

assim, ol)temos 

Uj' cU 

hAir = 

Uq 

p__i—^ 
u' + Lüq tCü — io' 

UJo 

= —2uo In 

■ 

UJq 

Yu K'í|PK^)r^ i-^ab) lll 

on ainda 

“ Gn^eorií^c 

fc Afv Oí / h \2/, u)M \ , ,e" nA,. 

|w„fc| ’ 

(A) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 
^ cK(P £q 

onde O; é constante de estrntnra fina e hcK é a energia de excitação média atômica. 

Este é o desvio Lamb-Retherford discutido no Capítulo 2 (seção 2.3) a menos de 

fatores multiplicativos referentes ao sistema de unidades. A presente abordagem 

mostra claramente sua origem física: as flutuações do vácuo do campo. A presença 

de h em (4.25) mostra o carater qnântico deste fenômeno, o mesmo para as flutuações 

que o causam. 

A parte proporcional a {n{uj')) corresi)onde a correções radiativas estimu- 

ladas, como mencionado na seção 2.4.2 do Capítnlo 2. Para efeito de simplicidade, 

vamos snpor que (ri(u;')) é apreciável somente em torno da freqüência lo^ suficien- 

temente próxima a Uab-, de forma que apenas um nível particular contribui para a 

soma sobre todos os níveis b de (4.21). O desvio correspondente do nível a vale 

hA I fr 
2 2u>ab<^l. 

^ / duj'{n{u')) . (4.2G) 
GTT‘^Eoín^C ' ■- ■ ■ ■ 

Esta quantidade pode ser expressa em função do valor quadrático médio do camj)o 

de radiação elétrico. De fato, {n{uj))duj está relacionado com a densidade de energia 
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no mosnio iutoivalo do tiwiüôncias ■u{uj)(Iuj através da ('(iiuu^ão (4.4) o a integral eni 

u)' de u{üj') é siinplesniente a d(nisidade de energia da radiagão 

I duj'u{u') = + c^D-) = £o(£^1) , (4.27) 

para um campo de radiação estacionário livre. Utilizando a relação 

(n|p|ò) = mu}ab{a\r\h) 

e a aproximação |íJuí| ~ ui, temos 

/lA'/'- = 
^ab 

- ^l) 
(El) 

(4.28) 

(4.29) 

Esta expressão, onde ai)arece a energia de polarização do átomo pelo campo elétrico, 

justifica o nome de efeito Stark dinâmico dado a A(/‘. 



Capítulo 5 

Implementação da Temperatura via Thermo Field 

Dynamics 

5.1 Introdução 

Nos dois capítulos precedentes, vimos (pie o formalismo DDC nos i)ermite tratar de 

forma mais simples e clara problemas associados processos radiativos, em particular 

aqueles envolvendo a interação entre o campo eletromagnético e nm átomo. 

No ecinilíhrio térmico, podemos implementar temperatura diretamente ao forma- 

lismo DDC usando o princípio de eqnipartição de energia. Isto é feito inserindo a 

distribuição de Bose-Einstein nas expressões envolvendo o nnmero médio de (pianta, 

{n). 

Ao invés disso, podemos estudar a teoria à temperatura finita utilizando o forma- 

lismo conhecido como Thermo Field Dynamics (TFD). A idéia centrai é obter, em 

princípio, as mesmas funções de correlação e susceptibilidades do formalismo DDC, 

porém incorporando a temperatura num estágio anterior. Para isto, desenvolveremos 

\nn estudo dos propagadores térmicos do campo eletromagnético. 

5.2 Funções de Correlação e Susceptibilidades em TFD 

No formalismo DDC tral)alhamos com as componentes esi)aciais do j^oteucial eletro- 

magnético e utilizamos a expansão 

.-i,(í) = /i<+>(í) + /i‘r'(o. (5.1) 

32 
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onde o A\ \t) são as componentes de freqnência positiva e negativa, deíinidas 

respcíctivamente como 

A*;\t) = e’(k) <4 -iWkí 

k,r 

-4V’W = E“1. e;(k)oít 
k,r 

com 

(5.2) 

(5.3) 

o , ■ (5.4) 
\2eoL^iüii J 

Em TFD dobramos o número de graus de liberdade dinâmicos inserindo o campo 

“tilde” conjugado de A i{t) [3] [16]. Chamando /I i{t) de </> j(í) e aplicando a notação 

de “dubleto térmico” [16] [17], obtemos 

h 
1/2 

«k 

ÍA{t) 
^ 4>i{í) ^ 

V <^ ‘( 0 / 

onde (“) denota transposto e 

= (<Ai(í), - 4>i(t) ) (5.5) 

k,r 

(5.6) 

4>.(í) = E“k<(k)(aíe'“-‘ + Si;te-‘"'-‘) 
k,r 

= .À7’(í)+■>*.■’(<). (5.7) 

Por construção [16] os dois campos, (j)i e são independentes e seus operadores 

satisíazeni ã álgebra 

[ «k> «k'^ ] = [ «íc. ] = <^k,k' Sr,s- (5.8) 

A “temperatura zero” o estado de vácuo é dado pelo produto direto |0)^ ® |0)^ = |0), 

de rnodo que, usando (5.8), obtemos as condições 

</>(+) |0) = 0, 

10) = 0. (5.9) 
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Com o intuito de eiicontrannos os “proi)agadoi(;s tóniiicos” associados às funções 

estatísticas do fonualismo DDC, cacidemos o comiitador 

[c^,(í')cí>,(nr = (5-10) 

onde p, = {1,2} e i,j — {x, y, z}. As componentes anti-diagonais desse comutador 

são identicamente nulas cpiando calculamos o valor esperado do mesmo no estado 

|0). A componente p — u = \ pode ser escrita como sendo 

A‘‘ = A'A <+> + A',‘ <-> (5.11) 

onde 

A'.;<-^>(l'-í”) A I 1, (5.12) 

A'A'-’(‘'-0 = 1A’(í'),A’(í")1- (5.13) 

Calculando esses comutadores exiilicitamente obtemos 

A‘C’(^) = E “k e;(k) e'(k) (5.14) 
k,r 

A «‘^’(t) = - E “k "'(k) e,'(k) (5.15) 
k,r 

onde T = t' — t" e (5.8) foi usado. De posse desses resultados, definimos dois 

funcionais: 

o (ret) (r) = 9(r)AV/+' 

= A^' ^ ij (ret) 

t] 

(+) 

(r) + fl(r)A‘'‘“'(T) 

(t) + A“ 

O 

(-) 
ij {ret) (O. (5.16) 

11 -ii(,)(r) AA'.;<-^>(t)-A'.''-'(t). 

A tranforinada de Foiirier de (5.16) é obtida utilizando a identidade 

(IX 

ii(-)i 

0^r) = ~ í6 
27TÍ J X — le 

-> 0. 

Assim, 

All (+) 
ij {ret) 

K,r 

= <(k) e;(k) e-“- iü — it 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 
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e, portanto, 

k,r 

Procedendo de forma análoga, obtemos 

= «k <(k) e;:(k) 

ca — cjk + i( 

—I 

u) -p ca^ "P ic 

Juntando (5.20) e (5.21) resulta 

A" (. j)(ca) = V e[(k) e’ (k) ■ , , 
K,7 

A transformada de Fourier para (5.17) é definida como 

‘^o(i)(^) = ^ / 

de onde segue que 

= ^ e-(k) e^(k) tt [ ci(ca + cak) + S{u) - cau) ]. 
k,r 

O procedimento adotado pode ser extendido à comijonente p = u 

resultado é 

(ret)H = J2 Oil e[(k) e;:(k) í ^ 
k,r ^ cak — ^e ca d“ cJk — Í£ 

(i)M = - «k e-(k) e;;(k) tt [ á(ca + cak) + á(ca - cak) ]. 
k,r 

Escrevendo (5.22) e (5.25) numa notação mais compacta obtemos 

A*^(,.et)(ca) = X] «^e’ (k) e^(k) |   J ' 
k,. t A-o — cak + Ao + cak + 

e, da mesma forma, escrevemos (5.24) e (5.2G) como 

«k e-(k) e^(k) tt T3[ c5(ca + cak) + c5(ca - cak) ], 

}■ 

k.r 

onde 

0 ^ 
A3 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

= 2. O 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

0 -1 
(5.29) 
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Em TFD, o i)iopagador à “temperatura zero” está relacionado àquele calculado no 

vácuo térmico através de uma transformação de Bogoliidrov [18], 

onde Bu,{/3) é dada por 

= (1 «k) 
1/2 

Ç - /k 
1 —a 5 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

Para o caso em cpie estamos interessados, ci = 1/2, /k = exp[—/iu;k/3] e 

1 1 
íik _ I çhuJy,D _ I (5.33) 

(ver Apêndice C). 

Calculando explicitarnente a componente p = iv = 1 de (5.30) encontramos 

= -iy' «k ^['(k) e”(k) | V—— + V—^— + 

+ z 7T [ á(o)k - Uj) - á(oik + az) ] (1 + 2n(a;k)) }, (5.34) 

e para (5.31) 

^ p ipi^) = Y1 (k) e([(k) 7T [ á(o; - azk) + S{lü + cuk) ] (1 + 2n(wk))- (5.35) 
k,r 

Neste momento, definimos as funções de correlação e susceptibilidade térmicas como 

sendo 

(5-30) 

xljM = (5-37) 

A susceptibilidade (5.37), jiode aimla ser escrita como 

A íj (^) X 'ijiyj) + 'i X lf{^) (5-38) 

onde 
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T ^ «k eí'(k) e;;(k) ( V—  + V—^ ) , (5.39) h V aik “ uj üJif^ + uj / 

Xif{^) = <(k) e^(k) 7T (1 + 2n(wk)) [ á(u;k + o;) - Í(í^k - w) ]. (5.40) 
k,r 

Escolhendo i = j = x e procedendo como no formalismo DDC, onde substituímos 

as somatórias sobre os modos por uma soma sobre as polarizações e uma integral 

em k, obtemos 

~ Srre Io ^3-S{u>'+ oj) 

1 

x'xxi^) 

3neoC^ 
1 r^M 

Q-KEqC? Jo 

h|u;|(n(lcj|) + 1/2) 

duj'uj'i V + V 
1 

W — üJ u' + üJ 

X XX — 6tí^~c^ Io (2?i(íi^0 4“ 4) [ 5{u}' + cj) — 5{u)' — u) ] 
Crreoc^ 

1 

37re:oC^ 
u (n(lo;l) + 1/2). 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 

Essas novas expressões para as funções de correlação e suceptibilidades podem 

agora ser diretamente implementados ao formalismo DDC*. Elas irão substituir as 

expressões (4.15), (4.16) e (4.17), respectivamente. 

A aplicação nos cálculos relativos ao devio Lamb-Retlierford e ao efeito AC Stark, 

continuam sendo idênticas àquelas desenvolvidas no Capítulo 4, pois as expressões 

lá utilizadas são iguais às obtidas no presente contexto. Entretanto, as expressões 

(4.17) e (5.43), diferem entre si por um fator aditivo proporcional ao número médio 

de quanta, (n(|a;|)). Essa questão será discutida com maior detalhe no próximo 

Capítulo. 

*Note que n(lw|) = (7i(|cj|)) = distribuição de Bose-Einstein. 



Capítulo 6 

Considerações Finais 

Ao longo do presente estudo pudemos constatar que o formalismo DDC, quando 

aplicado a problemas envolvendo a interação de um sistema microscópico A com 

um grande reservoir 7Z, possibilita remover a aparente indeterminação na separação 

das contribuições relativas à flutuação do vácuo e à reação da radiação. 

No Capítulo 4, aplicamos tal formalismo ao caso de um elétron atômico num 

campo de radiação e calculamos o desvio Lamb-Retherford e o efeito AC Stark. 

Vimos que, além dos resultados quantitativos, os quais puderam ser comparados 

com os resultados do Capítulo 2, obtivemos uma interpretação física clara quanto 

à origem de tais fenômenos: o desvio Lamb-Retherford está associado às flutuações 

do vácuo do campo de radiação, enquanto cjue o efeito AC Stark advém da presença 

dos fótons incidentes. 

Para tratarmos tais fenômenos quando o sistema se encontra em equilíbrio ter- 

modinâmico, no formalismo DDC substituímos o número médio de cpianta (n) que 

aparece na função estatística (4.15) pela distribuição de Bose Einstein. Entretanto, 

esse procedimento não leva em conta, considerações físicas essenciais como, por e- 

xemplo, o fato de que o estado de vácuo do sistema em equilibrio térmico deve ser 

modificado, como discutido na seção C.2 do Apêndice C. 

Nesse sentido, desenvolvemos um tratamento mais rigoroso no Capítulo 5 onde 

tais considerações foram levadas em conta, no contexto da TFD. Assim, recorrendo 

à técnicas da teoria quântica de campos, investigamos os propagadores térmicos 

associados ao campo eletromagnético e identificamos as funções estatísticas do for- 

malismo DDC. Em TED a temperatura já está presente nos autoestados do operador 

38 
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iiúmoio do campo. De fato, e.ste último iião obedece a mesma dinâmica do campo 

original e, nesse caso, o esi)aço de Fock dos estados assintótir.os do campo eletro- 

magnético deve ser construído le\'ando-se em conta as correlações entre o reservoir 

Em eletrodinâmica qnântica nos deparamos com situação semelliante. A cons- 

trução consistente dos autoestados de partícula deve levar em conta o potencial 

Coulombiano de longo alcance, que modifica a dinâmica desses estados na região 

assintôtica [20]. 

No equilíbrio termodinâmico, se confrontarmos os resultados do Capítulo 5 com 

aqueles obtidos no Cai)ítulo 4, vemos que apenas a parte dissipativa das suscepti- 

bilidades, i.e. as expressões (4.17) e (5.43), diferem entre si. Is.so não iu\'alida os 

resultados referentes ao desvio Lamb-Retherford e ao efeito AC Stark já calculados. 

No entanto, devemos lembrar que a função a i)artir da qual construímos as 

funções estatísticas, foi delinida em termos dos autoestados do campo livre, dando 

origem à expressão (4.17), a qual não depende do número médio de fótons. 

Essa diferença passa a desemi)enhar um papel físico importante se, por exemplo, 

estivermos interessados nas trocas de energia entre A e TZ. Para analisarmos essa 

cpiestão, consideremos a taxa de variação média da energia atômica ciuando o sistema 

se encontra inicialmente no estado a, 

onde Pa->6 representa a taxa de transição entre os níveis a e b produzida pela in- 

teração com o reservoir. Esta expressão pode ser escrita usando as funções es- 

tatísticas ol)tidas no Capítido 4, 

71 e o reservoir imagem 7?.[19]. 

(0.1) 

dt 
(//..i), = Q"’ + Q“' (G.2) 

onde 

(0.3) 

(6.4) 
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A expressão (6.3) está associada à absorção de energia pelo sistema microscópico 

quando este é perturbado pela flutuações do reservoir. ,]á (6.4) descreve o amorte- 

cimento do movimento atômico causado pelo reservoir. 

Utilizando as epressões (4.15), (4.20) e (6.3) e levando em conta a soma relativa 

às componentes x,y,z, colocamos na forma 

Qf = Qf'-' + (6.5) 

com 

Q"' Y:(Eü - E.)VZ{n{M)). 
b 

psp 
^ ab 

e onde 

è'” = ZiEo-EJ- , 
b ^ 

e'^\{a\p\b)\'^\u)au\ psp _ 
^ ab 

(0.6) 

(6.7) 

(0.8) 
^TTEotiní^C^ 

G a taxa de emissão espontânea relativa à transição entre os níveis a e b. 

Assim como uma perturbação aleatória clássica, as fhitnações do campo de ra- 

diação transferem as popidações do estado a para os níveis de maior ou menor energia 

b. De (6.6), vemos que o campo de radiação incidente contribui para o processo com 

um fator proporcional à (n(|o;,i(,|)) por modo, e de (6.7), vemos que as fintnações do 

vácuo contribuem com um fator proporcional a i/2. 

A quantidade Q", pode ser calculada da mesma forma a i)artir de (4.17), (4.18) 

e (6.4). Como resultado. 

-1 

' ^ ab 
= T.-\E,~E„\ 

b ^ 

Considerando < Ei, segue que |i?(, — Ea\ = (/?„ — Et,) e 

+ Qf- == 0. 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

No caso em que o sistema se encontra em equilíbrio termodinâmico à temperatura 

T, obteremos, a partir da substituição de (6.5) e (6.10) em (6.2), cpie 

# 0. (0.12) 
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Em contrapartida, se utilizarmos as expressões (5.41) e (5.43) ao invés de (4.15) e 

(4.17) obteremos, após algumas manipnhujões, 

éS' = + 1/2| (6.13) 
b 

e 

2í = - E(E„ - E.)r:;|(n(K6l)) + 1/21, (6.14) 
b 

de modo que 

= (0.15) 

Este resultado mostra que, no eqtiilíbrio termodinâmico à temperatura T, a estabi- 

lidade do sistema atômico é mantida, como deveriamos esperar. Note que se T = 0, 

esta estabilidade continua sendo mantida pois os efeitos da reação da radiação, 

(segundo termo de (G.14)), são cancelados i)elas flutuação do vácuo, (segundo 

termo de (6.13)). 

Diante desses resultados, concluímos que um tratamento mais cuidadoso, levando 

em conta as discussões anteriores é, de fato, necessário à temperatura finita. Neste 

sentido, dentre as perspectivas futuras, estão a contrução geral da equação master 

na base dos autoestados mistos da TFD e o estudo de outros fenômenos em óptica 

quântica. Um outro problema de interesse é o desvio dos níveis de Landau para um 

gás de elétrons em interação com um campo de radiação térmica, na presença de 

nm campo magnético. 



Apêndice A 

O Operador Densidade 

Quando efetuamos a quaiitização do campo eletromagnético iio gauge de Coulomb 

e obtemos uma representação apropriada para seus resi^ectivos operadores, vemos 

que seus autoestados podem tanto serem descritos através dos estados de número do 

oscilador harmônico quântico como através de estados coerentes, onde este último é 

contruído a partir de uma dada comlúnação linear dos estados de número [12], De 

fato, a necessidade de se introduzir os estados coerentes na descrição dos estados 

do campo eletromagnético advém da eficiência dos mesmos em gerarem resultados 

a[)roi)iiados, por exemplo, para o valor esperado do operador campo elétrico, o que 

não ocorre com a descrição em termos dos estados de número. 

Existem, porém, modos de excitação do campo eletromagnético que não são 

expressíveis em termos de uma dada superposição linear dos estados de número e 

seu tratamento requer uma generalização mais anq^la da teoria. Alguns paralelos 

podem ser traçados entre as descrições clássica e cpiântica de um feixe de luz. Assim, 

enquanto o campo elétrico de uma onda clássica estável é especificado por uma 

amplitude e fase bem definidas, o canqío elétrico de um feixe de luz oriundo de 

uma fonte caótica pod(! somente ser especificado em termos da probabilidade de se 

associar ao campo valores particulares da anq^litude e fa.se. Uma situação similar 

ocorre em mecânica quântica, onde a natureza caótica da fonte exclui a possibilidade 

de (pialquer predição determinista dos estados do campo e, assim, wSomente uma 

descrição i)robabilística torna-se possível. Quando tudo o (lue podemos especificar 

é um conjunto de probabilidades de que o campo seja encontrado num intervalo de 

estados, cada um corresi)ondendo a uma dada superposição dos estados de número. 
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0 estado do cami)o é diaiiiado de “iiiistura estatística”. 

O conceito de mistiua estatística é introduzido ein mecânica quântica através do 

operador densidade. No Cai)ítnlo 2 vimos qne, para o ca.so de um átomo de dois 

níveis, os elementos de matriz do operador densidade eram usados na derivação da 

equação ói^tica de Bloch. Portanto, é interessante revermos algumas propriedades 

gerais do operador densidade. 

Para que isto seja feito de forma clara e objetiva, consideremos [)rimeiramente 

um campo numa cavidade eletromagnética, na (pial a probabilidade de que o mesmo 

esteja num estado \R) seja dada por Pu, onde o índice R varre um conjunto de 

estados puros suficientes para descrevê-lo. Para um único modo do campo, o estado 

\R) pode ser tomado ou como o estado de número |'n), ou como o estado coerente 

[o;) ou, ainda, qualquer outro tipo de estado puro. Para o campo total da cavidade, 

o estado \R) deverá ser dado por todos os produtos possíveis de estados de modo 

único. Os estados descritos i>ela probabilidade P^ são uma mistura estatística e a 

magnitude de Pk i)ara um dado conjunto de estados i)uros contém toda informação 

disponível sobre o estado. 

Os resultados experimentais que podem ser ol)tidos ao traljalharmos com um 

feixe de luz dependem, em geral, das médias no ensemble de alguma quantidade 

observável. Por exemplo, no tratamento das flutuações no número de fótons é 

necessário conhecermos a média de tP tomada no ensemble. Seguindo essa liidia, 

consideremos um dado observável O, o qual é representado quanticamente por um 

operador O. Uma vez que o valor médio de um observável num estado puro |i?) é 

dado por {R.\0\R), introduz-se a média no ensemble para o caso de uma mistura 

estatística como sendo 

{Ô) = •£ p„{n\ô\iii (A.i) 
H 

onde P/f é uma dada distribuição estatística suposta normalizada, i.e., 

EOí = l. (A.2) 
R 

A eíluação (A.l) é a expressão básica ([ue nos permite fazer predições úteis jiara 

misturas estatísticas do campo. Entretanto, é conveniente expressarmos (.A..1) de 
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forma a facilitar sua utilização ao toiiiarmos médias em eusemhles. De (A.f) e 

utilizando a condição de completoza obtemos 

(Ô)=5:(S|/5Ó|S>. (A,3) 
s 

onde |5) representa iim conjunto completo de estados para o campo considerado e 

0 operador densidade p é definido como 

R 

O operador densidade contém exatamente as mesmas informações cpie Pf{, sendo que 

p é determinado quando Pu é esi)ecificada j)ara um dado conjunto de estados puros 

|/?). A vantagem de se trabalhar com o operador densidade reside na simplicidade 

em se obter valores médios de vários ol)serváveis. Vale também ressaltar que a 

expressão (A.4) é invariante por mudança de base, o (jue nos permite reescrever 

(A.3) como 

(Ô>=Tr(/iÓ). (A.5) 

Nesse contexto, um estado puro pode ser visto como um caso i)articular de uma 

mistura estatística na qual uma das probabilidades Pu é igual a unidade e todas as 

demais são zero. Assim, de (A.4), o operador densidade se torna 

p=|K)(K|. (A.6) 

Neste caso, o campo de radiação está exatamente em um estado puro particular |/?) 

e uma descrição estatística se torna redundante. Entretanto, o conceito de operador 

densidade permanece válido para estados puros e algumas de suas propriedades po- 

dem ser convenientemente ilustradas nesse limite. Uma dessas propriedades, válida 

somente para o operador densidade de estados puros, é 

i' " = />, (A.7) 

a qual é facilmente obtida a partir de (A.G). Dentre os possíveis estados de base \R) 

que constituem o operador densidade puro (A.6) estão os estados de número e os 

estados coerentes. Este último, porém, apresenta uma peculiaridade: a existência 
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de elementos não diagonais. Isto ocorre devido à propriedade de supercompleteza 

dos estados coerentes [21], 

A grande utilidade do operador densidade é evidenciado no tratamento de mis- 

turas estatísticas. Um exemplo disto stirge ao considerarmos as excitações térmicas 

de fótons em nm único modo de uma cavidade eletromagnética mantida à temper- 

atura T. A probabilidade de que n fótons sejam excitados é, para este caso, 

Pn = (1 - U)U^, (A.8) 

onde 

U = exp{-hu)/kiiT). (A.9) 

Assim, de acordo com (A.4), o operador densidade baseado nos estados de número 

será 

P = H^n|n)(n| 
n 

— {1 — cxp{ — hu)/ki{F)} y^cxp{—nhüü/k[jT)\n){'n\. (A.10) 
n 

Esta expressão pode ainda ser reescrita de forma alternativa, se o número médio de 

fótons termicamente excitados, n, for introduzido. De acordo com (A.5), 

n = (n) = Tr{pà^à). (A.11) 

Logo, de (A.10) e (A.11), obtemos 

Se considerarmos as excitações térmicas de todos os modos da cavidade, vemos que os 

estados de número, l(nk}), para a totalidade dos modos, serão formados através de 

produtos (diretos) dos estados de número dos modos individuais da cavidade. Como 

os diferentes modos do campo são independentes, o operador densidade associado 

ao campo total será dado pelo produto das contribuições dos diferentes modos. 

Portanto, o operador densidade, expresso em geral como 

{'ikl 

(.VI3) 



Apêndice A. O Opevndov Densidnde -16 

é obtido através do produto de fatores (nk)'‘*‘/(l + /ír)' para todos os modos, ou 

seja 

onde P{ni^} é chamada de gran-probabilidade. Nesta expressão, ;lk é o número médio 

de fótons excitados no modo k e o símbolo {rik} denota um conjunto de números 

( «kl) «k2> Gtc ) de fótons excitados em cada modo da cavidade. A soma em (1.13) 

leva em conta todos os possíveis conjuntos de números n^. A partir desse exemplo, 

concluímos (lue o operador densidade para o campo de radiação em uma cavidade 

térmica é obtido através de (A. 13) e (A. 14), sendo dado por 

(A.14) 

i{«k})({«k}in 
(«k)"'‘ 

(A.15) 

{“kl k (1 + «k)'+"'‘’ 

o qual satisfaz a condição de normalização 

T,(p) = 1. (A.16) 



Apêndice B 

A Equação Master 

Integrando a equação (3.26) entre t e t + At obtemos 

1 ft+At 
«í + A) = íi(í) + jr*'(1/(Í'),P(Í')I, (B.l) 

iterando mais nina vez 

1 /-í+At 
A«í) = dt'\v{t'),m\ + 

+ *' 1‘ (D.2) 

onde 

Ap{t) — p{t + At) - p{t). (B.3) 

O operador densidade reduzido do sistema A, olitido a partir do operador densidade 

p do sistema global A + IZ é, na representação de interação, 

õ{t) = Tvii p{t). (B.4) 

Assim, tomando o traço com respeito a TZ em (B.2), obtemos 

1 /-l+At 
Aíi{í) = dt’TrR[V{t'),f,(t')] + 

Sendo V suficientemente pequeno, e At suficientemente curto em comparação com 

o tempo de evolução Tn de ã, torna-se legítimo negligenciar a evolução de p entre t 

e í" no último termo de (B.5), logo podemos substituir p{t") i)or p{t'). Com isso, o 

lado direito de (B.5) passa a conter somente p{t), o qual pode ser expresso na forma 

p{t) = Tvii p{t) ® Tva p(í), (B.G) 
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onde já desprezamos a parte (jue descreve as correlações existentes entre A e JZ no 

tempo t. A condição de validade para está ai)roximação esta relacionada à condição 

At ^ Tc, a cpial, de fato, é assumida. 

A idéia principal está no fato de qne a correlação inicial entre A e dZ no tempo 

t desaparece após nm tempo Tc, o que implica muna pequena contribuição para a 

evolução de ã durante o intervalo [t,t + At], o qual é muito maior que t,,. De fato, 

novas correlações aparecem entre t e t + At, e estas sim serão responsáveis pela 

evolnção de à{t). Portanto, essa última aproximação é equivalente a escrevermos 

p(t) ~ ã(t) 0 aii. (B.7) 

onde nsamos (B.4), (3.29) e (3.30). Em síntese, introduzimos duas aproximações, 

uma baseada na condição At Tji, e a outra baseada na condição At Tc, o que 

implica na existência de dnas escalas de tempo diferentes 

Tc <C At < Ta- (B.8) 

Ao trocarmos p(t") e p{t') em (B.5) por (B.7) e dividirmos ambos os lados por At, 

obtemos 

Aã(t) 1 1 rt+^t rt' 

At 

A taxa de variação Aã(t)/At é chamada de taxa “coarse-grained”, pois pode ser 

considerada como sendo a média temporal de nma taxa instantânea, dã/dt, sobre 

nm intervalo At, i.e., 

 r-«'^ 

Aã(t) 1 

At 

O fato de que Aõ{t)/At depende somente do estado ã(t) do sistema A no tempo t 

significa que a evolução de A depende somente do instante presente e não do passado 

c, por isso, dizemos qne este é um “proces.so markoviano”. 

Devido às relações (3.36), (3.37) e (3.38), V{t') e V{t'') são, como ã®ã/>, produtos 

dos observáveis de AcTZo^ quais comutam entre si. Então, o traço sobre TZ de (B.9) 

leva em conta somente produtos da forma ã tt^ {f) Il{t") ou õ uR{t'')R{t'). Logo, (ica 

claro que a integral em (B.9) depende do reservoir somente através de médias em 

dois tempos, <7(r) on p(—r), onde r = t' — t". 
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Para tiiariiios proveito do fato de (pie í/(r) deeiesce ia])idaiueiite com r, é coii- 

veiiieiite cpie faç;amos uma mudança das variáveis de integração em (B.9) . De fato, 

trocamos 
rt + At rl' fAi í-t + At 
/ dt' / dt" =» / dr dt', (B.ll) 

Jt Jo j t + T 

onde uma faixa em que o integrando contribui pouco é desprezada. Como Af ^ Tc 

um erro desprezível é cometido ao trocarmos o limite superior da integral em r por 

oo e o limite inferior da integral em dt' é extendido para t. Por íirn, expandimos o 

comutador em (B.9), e usando (3.36) e (3.41), obtemos 

Aã{t) 

At 

1 1 rl+Al 
= 7) dr— / dt' X 

ri^ Jü At Jl 

X { (j{t) [ Ã{t')Ã{t' - T)ã{t) - Ã{t' - T)G{t)À{t') ] + 

+ <á-t) [ - t)ã(i') - Àit')a(t)À(t' - t) ] }. (B.12) 

Em seguida, efetuaremos a integração sobre í', porfnn antes devemos projetar a 

(xpiação optuatorial acima na base dos estados de energia de Sejam |n) e \b) 

autoestados de FI^ e {|d)) e {|n)} conjuntos completos de autoestados de FFa- 

Assim, 

com 

(n| 
Aâ{t) 

At 

^àab{t) 

At cd 
(BJ3) 

I fOO I rt + At 
'Fabcdij') ~ I ^ 

h Jo At Jt 

X I (j{r) hd Y. Ãn{t')Ãnc{t’ - r) - Àac{t' ~ T)Àub{t') 
l L íi 

+ 9{-r) âac Y - T)Ànb{t') - Àac{t')Àab{t' - t) 

+ 

. (B.14) 

A dependência temporal no integrando de (B.14) está somente nos elementos de 

matriz Aan, A^c{t — r), etc, na forma de exponeiiciais do tijiü exp(za;a,ií') ... . 

Portanto, cada um dos quatro termos de (B.14) variam como exp[i(aiafc - 

Por exemplo, a dependência em t' do ju imeiro termo em (B.14) é (levendo em conta 

dbd, então = to d) 

.Í(^u0-^cd)í' (B.15) 
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Coui isso calculamos a integral em (B.14) 

/í+Aí 
^ „ u,a)At], 

At 

onde 

f{X) = e iX/2 seii(A72) 

X/2 

(B.16) 

(B.17) 

Deste contexto, emergem três situações: Se \uJab — oj^u] ^ l/At então / ~ i, se 

\iüab — <^cd\ ^ 1/At então / ~ 0. Desta última, vemos que é legítimo ignorar o 

acoplamento entre Aã^b/At e ã^d- Finalmente, se |ca„(, — LOcd\ ~ 1/Aí e Tu > At 

segue cpie o acoplamento entre Aãab/At e ã^u tem um efeito fraco. Desconsidera- 

remos este efeito e reteremos somente os termos (pie acoplam Aãab/At a âcu para 

\^ab — <^cd\ 1/Aí, OU seja, consideramos apenas os “termos seculares” e para os 

quais / ~ 1. Diante dessa aproximação, e extendendo a prescrição acima para os 

demais termos, a equação master (B.13) torna-se 

Aã(í) 

Aí E 
C(l 

(set) 
^ubcd dcí/(í). (B.18) 

onde 

T^abcd — - r 
Jo 

0{r) 

+ 9Í-r) 

dr X 

Sbd E - ÃacÀdbe^^^“^ 

~ ÃacÀdbe^^^“^ 

+ 

(B.19) 

Voltando à representação de Sclirõdinger, escrevemos 

(^ab{t) àab{t)- (B.20) 

Derivando esta última e considerando dõab{t)/dt — Aã„b/Aí, obtemos 

^<7aí;(7 = -Í^abOab{t) + Tiabcd (^cd{t)- (B-21) 
cd 

Na representação de Sclirõdinger, a equação master exiiandida na base dos auto- 

valores de tem a estrutura de um sistema de equações diferenciais lineares 

com coeficientes independentes do tempo, ü primeiro termo de (B.21) descreve a 

evolução livre de encpianto o segundo termo descreve o efeito da interação com 

7^. 



Apêndice C 

Estados Puros e Mistos em TFD 

C.l A Representação de Número 

Quando tiabalhamos com problemas envolvendo osciladores harmônicos quânticos 

introduzimos os operadores a e os quais devem satisfazer 

[a, ft^] = 1. (C.l) 

A partir de a e contruímos os operadores associados aos observáveis físicos, por 

exemplo, posição e momento 

(1 = ^{(1 +(C-2) 

os quais satisfazem às relações canônicas de comutação 

[(l,p] = i. (C.4) 

Podemos também definir o operador número 

N = aUi, (C.5) 

cujos autovetores ortonormalizados serão aqui representados por |n)), de forma que 

N\n)) =n\n)), {{m\n)) = (C.G) 

Neste contexto, é possível mostrar (jue sendo o liermitiano conjugado de a, o 

autovalor n é não negativo e a|n)) e al|n)) são autovetores de N com autovakn' 
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n — 1 e rt+ 1, respectivanienle. Coin eleito, n, sendo não negativo, deve ter nin valor 

mínimo. Representando por |ü)) o autoestado associado a tal antovalor, segne (gie 

a|ü)) =0, (C.7) 

0 que implica em 

N\0)) =0. (C.S) 

Isto mostra que o autovalor de N no estado |0)) é zero, justificando assim nossa 

notação. Denominaresmos esse estado como estado de vácuo. Assim, um estado 

qualquer \n)) normalizado pode ser obtido atuando n vezes o operador sobre o 

estado de vácuo, 

1 
|n)) = -^(aOlO)}. 

vn! 
(C.9) 

Representaremos por 7i{a) o espaço vetorial formado por todas as superposições 

normalizáveis dos vetores de estado {|n))} : ?7(n) = {5Zc,i|/i)) : X)|c,i| < oo}. Esse 

espaço é conhecido como espaço de Fock e o conjunto {jn))} representa uma base 

de 'H(a). Como n é não negativo, está representação é também conhecida como 

representação de número. 

Introduzindo a notação 

A/l = A - (.4) (C.IO) 

onde (A) = (í|A|z) e jí) representa um vetor de estado qualquer de 'H(a), obtemos 

o princípio de incerteza 

(C.ll) 

Note que estamos usando h — 1. 

C.2 Estados Coerentes 

Na seção anterior introduzimos o estado de vácuo, |0)), associado ao operador a. 

Entretanto, quando estamos interessados em tratar fenômenos que estão no âmbito 

da eletrodinâmicaquântica (QED), nos deparamos com um sério problema a respeito 

da escolha do estado de vácuo. A existência de vários tipos diferentes de estados 
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de vácuo está ligada ao luiinero infinito de graus de liberdade utilizados para des- 

crever o cami)o de radiaí^ão. De lato, na QED, o campo de radia(,;ão é descrito por 

nm ensemble de ídtoiis, embora existam fenômenos onde encontramos não somente 

estados de íôtons mas também uma grande variedade de formas macroscópicas de 

radiação clássica. 

Para tratarmos situações como esta, poderiamos intnitivamente supor que os 

estados macroscópicos são formados através da condensação de muitos fótons. Isso 

sugere cpie tais estados não devem ser autoestados do operador N, mas sim estados 

cujo número de partícidas tenha grande incerteza. Um exemplo disso é encontrado 

na teoria do laser, onde os pacotes de onda, por terem uma fase bem definida, 

apresentam grande incerteza no número de partículas (pois A(f)An > 1/2). Em 

situações como esta, faz-.se necessário o uso de um outro estado de vácuo, onde 

muitos fótons são condensados, corresi)ondendo aos estados coerentes citados no 

Apêndice A. 

Veremos agora como representar um estado associarlo a uma radiação macroscó- 

pica a qual contém um grande número de íôtons, obtidos através de um mecanismo 

de condensação. Denotaremos este estado por |0). Obviamente, este não é o estado 

|0)) do operador a, pois n|0) não é zero. Entretanto, j)odemos introduzir um novo 

operador, a, o qual satisfaz o;|0) = 0 e [a, o;!] = 1. Assim, se encontrarmos tal 

operador, o estado [0) será seu estado de vácuo. 

Para encontrarmos um operador com essas características, façamos uma trans- 

lação no operador a, 

onde 0 é um c-número. Esta transfomação é chamada de translação bosõnica ou 

transformação de Bogoli\diov para os estados coerentes. O estado de vácuo associado 

ao operador a{0) será denotado por |0(í^)) 

Cl —^ — (i -j- 0, (C.12) 

«(fl)|0(9)> = 0. (CJ3) 

De (C.12), teremos 

a|0(»)) = -e|()(tf)>. (C.H) 
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O estado |O(0)) é chamado de estado coerente de a com aiitovalor —tl [21], 

Usando uma notação mais compacta, temos 

a(â) ^ [/,(0)aL/-^(d) (C.15) 

onde 

Uc(0) = exp[2Ge(^)] (C.16) 

e o gerador Gc(0) é dado por 

G,((?) =-'((tPa-f?a^). (C.17) 

Aplicando esta transformação ao estado |0), obtemos 

|O(0)) = í/e(6/)|ü)). (C.18) 

Expandindo C/c(él) chegamos a 

Uf(^) = exp exp(—6*a^)exp(0íí). (C.19) 

Com isso, (C.18) torna-se 

10(0)) - exp exp(-0at)|O)). (C.20) 

Esse resultado indica cpie o estado de vácuo |O(0)) é dado por uma superposição 

de estados contendo um grande número de quanta a, ilustrando assim, como se dá 

condensação de partículas a. 

Da mesma maneira cpie construímos os espaço de Fock, l-L^a), podemos construir 

o espaço li{9) atuando o operador cr sobre o estado 10(0)). Devemos notar cjue l~L[a) 

é equivalente à 'H{6) no sentido de que ciuakiuer vetor de 7^(n) é dado por uma 

superposição de vetores de 7^(0) e vice versa. De fato, obtemos urna parametrização 

do espaço 7^(0) onde, para dois valores diferentes quaisquer de 0, dois novos espaços, 

equivalentes entre si, são gerados. 

Neste contexto, devemos enfatizar (lue para os estados coerentes a relação de 

incerteza, (C.ll), fica 

((Ap)^)((Acy)‘^) 
1 

4 
(C.21) 
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C.S Estados Squeezed 

No caso om (lue a incerteza 

((M'} < ^ (C.22) 

ou 

((^íf> < (C.23) 

dizemos que a onda é uma onda comprimida ou “squeezed”. Nesta seção estu- 

daremos a estrutura de vácuo para os estados escpieezed de dois modos. Para isso 

deveiuos considerar dois conjuntos de operadores, a e ã, satisfazendo 

[n, n^] = [ã, ã^] = 1 (C.24) 

[«, n] = [a, n^] = 0. (C.25) 

Iiitroduziudo o gerador 

Gc{0) = i[nn — (C.26) 

e definindo Uu{0) = exp[it^(?fl], chegamos à transformação 

a{0) = ÜB{e)aUj,\0), (C.27) 

ã{9) = Ub{0)(iU-[,\0), (C.28) 

onde 0 é um parametro real. Expandindo Ub{0), encontramos 

a{6) = ca — dà\ (C.29) 

á{6) = cã — da\ (C.30) 

onde c e d são c-números dados por c — cosh 0 e d = senh 0, respectivamente. Esta 

transformação é chamada de transformação de Bogoliubov para os estados esqueezed 

de dois modos [22]. Note que 

= (C.31) 

Utilizando uma notação matricial para (C.29) e (C.30), obtemos 

a{0) 

ã^{0) 
(C.32) 
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[at, -ã]" = [cvt(0), -ã{0)]‘'D{0y>^ 

onde 

D{0) 

Podemos mostrar facilmente que 

c —d 

-d c 

B-ye) = r,B{0)r,, 

onde fazemos nso da matrize de Panli t^, 

( 

T-í, = 

V 

1 0 

0 -1 

Torna-se conveniente adotarmos a seguinte notação de dubleto, 

(P : — a, = ã\ 

= a^, — —ã, 

(x{0Y : a{ey = a(6), a(0Y = ã^O), 

ã{9y‘ : 0(0)^ = 0:^(0), ã{Oy — —ã, 

pois dessa forma as transformações (C.32) e (C.33) tornam-se 

= B-\ey^a{oy, 

n'' = ã{6YB{ep\ 

Denotaremos o vácuo de {a, ã) por |0)), e o de (a(d), «(íl)) por |O(0)). 

(C.18), 

on também 

|O(0)) = exp[—In cosh d]exp[—fí^n^ tanhí?]|0)). 

(C.33) 

(C.34) 

(C.35) 

(C.3G) 

(C.37) 

(C.38) 

(C.39) 

(C.40) 

(C.41) 

(C.42) 

Como em 

(C.43) 

(C.44) 

A relação acima indica qne em lO(tl)) o par {a, n) é condensado. O estado |0(6^)) 

é chamado de estado esqneezed de dois modos do par (n, ã). Podemos construir o 
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cspaí^o (Ic! Fock de (í/., ã) (denotado por 7í{aã)) atuando potêiuãas de (d e sobrc' 

|())), enquanto (pie o espacjo de Foek 7-í(0) é construído atuando ã^(d) sobre 

|0(d)). Como o vácuo |0(d)) é um estado que contém a condensação do par (a, n), 

então pode-se verificar que |0(d)) é invariaiite sob a troca de a por ã e vice versa. 

Esta troca é chamada, em TFD, de regra de conjugação de “tilde” [17]. 

Introduzindo os parâmetros número n = (0(d)|a^a|0(d)) e n = (O(61)|ã^ã|O(0)), 

vemos que n = n — cf. Logo, a matriz B depende do parâmetro número. 

C.4 Estados Mistos em TFD 

Pode ser mostrado que as transformações de Bogoliubov, (C.29) e (C.3Ü), geram 

ruído em estados puros, em particular nos estados esqueezed de dois modos. Isto 

nos deveria surpreender, pois usualmente esperaríamos o aparecimento de ruído 

somente em um estado misto (ou de mistura), como visto no Apêndice A. Nesta 

seção mostraremos como este ruído, criado pela transformação de Bogoliubov, pode 

ser expresso em termos de uma média estatística num estado misto. Com isso, 

completamos nosso oI)jetivo que é mostrar, de fato, (jue a transformação bosônica 

de Bogoliubov gera um ruído térmico. 

Com efeito, consideremos dois conjuntos de oi>eradores n e n, satisfazendo (C.24) 

e (C.25). Denotaremos os autovalores de aLt e (dci por m e m respectivamente. Esco- 

lhendo o autovetor |7n, rn) como uma base no espaço de Hilbert dos dois osciladores, 

segue que um estado puro nesse espaço dobrado é dado por 

OO 
[0) = Cl ^ p“|m, 7?i), (C.45) 

m=0 

CX9 

= ('2 ("b (C.4G) 
m=0 

onde a é uma constante real, e Ci e 02 são constantes de normalização tais que 

(0|ü) = 1. (C.47) 

O operador p é o operador densidade, definido aciui por 

P = í (C.48) 
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onde / é um c-númeio. Com isso, a condição de normalização (C.47) nos diz qne 

CiC2 = 1 - /• (C.49) 

Portanto, para um operador qualquer, digamos A, consistindo de a’s e at’s, segue 

que 

(0|/l(a,nt)l0) C1C2 f"'{m\A{n,a^)\m) 
m—O 

TrlpAja, rP)] 

Trp 
(C.50) 

onde usamos {m,l\A{a,a^)\m',1') = Siii{m\A{a,a^)[in'). O lado direito de (C.50) é 

média estatística de A com relação ao operador densidade p. 

A relação 

n = (0|a^n|0) 
00 

= C1C2 nif 
m=0 

f 

1-/ 
(C.51) 

nos permite relacionar / com o parâmetro número de partícula n. Neste sentido, 

encontramos uma igualdade entre o valor esperado no vácuo (um valor esperado 

num estado puro de um espaço dobrado) e a média estatística (valor esperado num 

estado misto) [3]. 

De acordo com (C.45) o vácuo |0) é uma superposição de pares de estado |m, m), 

com m = m'. Mais ainda, quando escolhemos a = 1/2 e Ci = C2, (0| torna-se o 

hermitiano conjugado de |0). Assim, o estado de vácuo em (C.45) está relacionado 

ao vácuo de (a, n), (jue é [O, Õ), através de uma transíbrmação de Bogoliuhov térmica 

onde ?i é dado por (C.51). Isto mostra que o estado puro com ruído considerado 

nesta seção é obtido através de uma transformação de Bogoliubov térmica. 

A expressão (C.51) mostra cjue o valor esperado no vácuo com / = exp[—/4o;] é 

idêntica à média térmica à temperatura T = 1//?. Note que estamos considerando 

unidades onde k^, a constante de Boltzmann, é igual à unidade. 



Apêndice D 

Relações Úteis entre Propagadores 

Com o intuito de complementarmos o Capítulo 5, mostraremos, neste Apêndice, 

algumas relações algébricas que podem ser estabelecidas entre propagadores. Uti- 

lizaremos, por simplicidade, um campo bosônico real e uão massivo. Porém, os 

resultados aqui obtidos se aplicam diretamente ao caso tratado luuiuele capítulo. 

Representaremos tal campo bosônico por 

onde estamos considerando x = 0, /i = c = 1 e |k| = 0;^ = Nesse contexto, 

tomamos o comutador (como em (5.10)) 

<Kt) = + '/'* ’(0 (D.l) 

com 

1/2 
(D.2) 

(D.3) 

Wí'),<A(í")l = A(í'-í"). (D.4) 

Fazendo t' — t" — r, obtemos 

A(r) = A^“''^(r) 4- A^ ^(r) (D.5) 

com 

(D.G) 

(D.7) 

59 
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onde já toinaiuos o limito lA —> oo, e usamos [ 0^,0^^ ] = ô'kk'- Comparando (D.6) 

e (D.7) vomos facilmente que AC)(t) = — AC)(—r). Portanto, essas expressões 

podem ser escritas como 

AW(t) = ^(A(r) + A,„(T)), (D.8) 

= -t(A(-T) + A(„(-r)), (DA) 

onde 

A(i)(r) = A(+)(r) - A(-^(r). (D.10) 

Podemos, ainda, escrever (D.8) como 

A<+>(t) = ^ I d^k[~27r,ô{kl - i^l)0{k„)\e---\ (D.U) 

onde d‘^k = dkdko, e a integração em ko é de —00 a 00. Logo, no espaço de 

freqüências 

AL*“^(a>) = —27T'íá(í^^ — ta^)0(a;), (D.12) 

onde substituímos ko por u. De forma análoga, 

= 2m5{uj‘^-Lül)e{-u) (D.13) 

Com esses dois resultados escrevemos (D.5) no espaço de freqüências 

A(o;) = —2tví5{u>‘^—uI){0{lj) — 0{—u)) (D.14) 

= —27TÍá(a;^ — o;k)sgn(cj), (D.15) 

onde sgn(o;) = 9{u) — 0{—uj), representa o sinal de uj. Analogamente, (D.10) será 

dado por 

A(i)(ca) = —2ttí5{üj'^ — ca^). (D.IC) 

Outras relações imi)ortautes levam em conta o proi)agador de Feynrnan: 

A/..(r) - 0(t)A(+)(t-) - f^(-r)A(-)(r). (D.17) 

Este propagador pode ser escrito de várias formas, em particular, 

Ai.(r) = A(,et)(r) - A(“)(r), 

Af(t) = A^+^(r) - A(„</„)(r), 

Ap{r) = Ã(r) + ^A(i)(r), 

(D.18) 

(D.19) 

(D.20) 
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onde 

A(,eí)(T) = 0{t)A{t), (D.21) 

A(adz;)(r) = -6»(-r)A(r), (D.22) 

= ^sgn(r)A(r), (D.23) 

que são, respectivamente, os propagadores retardado, avançado e a parte principal 

de A. No espaço de freqüências, o propagador em (D.20) é dado por 

Af{uj) = V^ +-Ap){uj), (D.24) 
ÜJ — Z 

Utilizando as expressões (D.10), (D.18) e (D.20) obtemos 

^(ret){l^) — V — 2 +-A(w). (D.25) 
ÜJ — Z 

Vale notar que os propagadores (D.16) e (D.25) são aqueles que investigamos, no 

Capítulo 5, no contexto da TFD. 
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