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RESUMO

Esse trabalho aborda os seguintes topicos em sistemas lineares de ordem fraciondria: anélise de
estabilidade, projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificagdo com condi-
coes iniciais ndo nulas. Os objetivos do primeiro topico foram: 01) Apresentar quatro critérios
de andlise de estabilidade para sistemas de ordem o € (0, 1) via LMIs (Linear Matrix Inequali-
ties), levando-se em conta que a regido de estabilidade desses sistemas contém setores no semi-
plano complexo direito. Um dos critérios € baseado em GLMIs (Generalized Linear Matrix
Inequalities) e fornece uma condi¢do necessdria e suficiente em LMIs para atestar a estabili-
dade assintdtica. Esse critério fundamenta parte das pesquisas existentes em sintese de controle
para sistemas fraciondrios; 02) Apresentar um critério de andlise de estabilidade para sistemas
de ordem « € (1,2) via LMIs, observando que sua regido de estabilidade € um setor no semi-
plano complexo esquerdo. Os objetivos do segundo tépico foram: 01) Apresentar resultados
de sintese de controle robusto por realimentacio de pseudo-estados via LMIs para sistemas de
ordem a € (0, 1), bem como uma proposta de controle robusto por realimenta¢do a-derivativa
via LMIs, utilizando o critério das GLMIs; 02) O mesmo para os sistemas de ordem ¢ € (1,2),
utilizando o critério pertinente. As propostas deste topico sdo corroboradas por exemplos nu-
méricos. O objetivo do proximo tépico foi propor um método de controle com realimentagdo de
saida para sistemas de ordem o € (0,2) via LMIs, lan¢ando-se mao das equagdes do sistema,
de um observador de pseudo-estados do tipo Luenberger, de uma malha externa e de dois leaky
integrators, a fim de fornecer uma descricdo aumentada em espago de pseudo-estados e uma
equacgdo adequada para a saida controlada do sistema. As LMIs calculam ganhos tais que os
autovalores dos blocos da matriz do sistema aumentado estejam localizados na regido de esta-
bilidade, incluindo alocacao regional dos autovalores. A andlise de robustez proposta contém
as matrizes incertas consideradas diretamente na matriz do sistema aumentado. O andlogo elé-
trico de ordem fraciondria de um modelo vigente para o sistema respiratério humano € utilizado
como aplicagdo, fornecendo adequadamente uma pressdo de ar de entrada capaz de gerar um
fluxo de ar de entrada em um perfil de tempo desejado, o que pode ser integrado, portanto, ao
projeto de um respirador mecanico. O proximo tépico propde um método para a obtencao de um
modelo com nimero reduzido de varidveis de pseudo-estados. A motivacdo elementar é reduzir
o tempo computacional. Em exemplos numéricos, a comparacdo das fungdes de transferéncia
e respostas no tempo mostram a efetividade da proposta. O tltimo tépico propde um método
de identificagcdo de fungdes de transferéncia fraciondrias com condicdes iniciais ndo nulas, des-
critas pela derivada de Caputo, com base em resultados estabelecidos para o caso de condigdes

iniciais nulas, generalizando-os. A efetividade € demonstrada em exemplos numéricos.

Palavras-chave: sistemas de ordem fraciondria; desigualdades matriciais lineares; controle
robusto; realimentacdo de saida; modelo reduzido de ordem fraciondria; identificacdo com con-

di¢des iniciais ndo nulas.



ABSTRACT

This work addresses the following topics in linear systems of fractional order: stability analy-
sis, robust controller designs, reduced model and identification with non-zero initial conditions.
The objectives of the first topic were: 01) Present four stability analysis criteria for systems
of order @ € (0,1) via LMIs (Linear Matrix Inequalities), taking into account that the stability
region of these systems contains sectors in the right complex half-plane. One of the criteria is
based on GLMIs (Generalized Linear Matrix Inequalities) and provides a necessary and suffi-
cient condition on LMIs to attest the asymptotic stability. This criterion underpins part of the
existing research on control synthesis for fractional systems; 02) Present a stability analysis cri-
terion for systems of order o € (1,2) via LMIs, noting that the stability region is a sector in the
left complex half-plane. The objectives of the second topic were: 01) Present synthesis results
of robust pseudo-state feedback control via LMIs for systems of order a € (0,1), as well as a
proposal for robust ¢-derivative feedback control via LMIs, using the GLMIs criteria; 02) The
same for systems with order & € (1,2), using the presented criteria. The proposals in this topic
are corroborated by numerical examples. The objective of the next topic was to propose a con-
trol method with output feedback for systems of order a € (0,2) via LMIs, based on the system
equations, a Luenberger type pseudo-state observer, an outer loop and two leaky integrators, in
order to provide an augmented description in pseudo-state space and a suitable equation for the
controlled output of the system. LMIs calculate gains such that the eigenvalues of the blocks
of the augmented system matrix are located in the stability region, including regional allocation
of the eigenvalues. The proposed robustness analysis contains the uncertain matrices synthe-
sized directly into the augmented system matrix. The fractional order electrical analogue of a
current model for the human respiratory system is used as an application, adequately providing
an inlet air pressure capable of generating an inlet airflow at a desired time profile, which can
be integrated, therefore, for the design of a mechanical respirator. The next topic proposes a
method for obtaining a model with a reduced number of pseudo-state variables. The elementary
motivation is to reduce computational time. In numerical examples, the comparison of trans-
fer functions and responses over time shows the effectiveness of the proposal. The last topic
proposes a method for identifying fractional transfer functions with non-zero initial conditions,
described by the Caputo derivative, based on results established for the case of zero initial con-

ditions, generalizing them. The effectiveness was demonstrated in numerical examples.

Keywords: fractional order systems; linear matrix inequalities; robust control; output feed-

back; reduced fractional order model; identification with nonzero initial conditions.
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1 INTRODUCAO

Desde as tultimas décadas, a comunidade cientifica constatou que o comportamento dina-
mico de muitos sistemas fisicos é precisamente descrito por equacdes diferenciais de ordem fra-
ciondria, de modo que a modelagem com os operadores do cdlculo fraciondrio se torna frequente
nas pesquisas em diversas dreas das ciéncias e engenharias, como, por exemplo, em condugdo
de calor (POVSTENKO, 2004, 2009; ABRO; GOMEZ-AGUILAR, 2021), ondas eletromag-
néticas (ENGHEIA, 1997; TARASOV, 2009; ROSALES et al., 2011; GOMEZ-AGUILAR et
al., 2016b; KACHHIA; ATANGANA, 2021), mecéanica dos fluidos (KULISH; LAGE, 2002;
JENA; CHAKRAVERTY, 2021), viscoelasticidade (BAGLEY; CALICO, 1991; ESPINDOLA;
NETO; LOPES, 2005; LORENZO et al., 2017), propagacao de ondas sonoras em materiais po-
rosos e rigidos (FELLAH; DEPOLLIER; FELLAH, 2002; ZHU et al., 2021), biomedicina (10-
NESCU; KEYSER, 2009), circuitos RLC (RADWAN; SALAMA, 2012; RADWAN; FOUDA,
2013; GOMEZ-AGUILAR et al., 2016a, 2017; ACAY; INC, 2021), osciladores (SAID et al.,
2017; ELWY et al., 2021), baterias (MU et al., 2017; LIU et al., 2022) e neur6nios (SHARMA
et al., 2020; MAO; HU, 2021). O célculo fraciondrio, ferramental matemético presente nessas
areas, pode ser estudado, por exemplo, em Oldham e Spanier (1974), Podlubny (1998), Kil-
bas, Srivastava e Trujillo (2006), West (2016), Yang (2019), Anastassiou (2020) e Anastassiou
(2021).

O controle de sistemas de ordem fracionaria € extensivamente considerado na literatura,
desde os conceitos elementares de analise de estabilidade (MATIGNON, 1996, 1998; LI; CHEN;
PODLUBNY, 2009; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010; YU et al., 2013; GUO; MA, 2016;
DUARTE-MERMOUD et al., 2015; DAI; CHEN, 2017), observabilidade e controlabilidade
(MATIGNON; D’ANDREA-NOVEL, 1996, 1997; BETTAYEB; DJENNOUNE, 2008; BA-
LACHANDRAN et al., 2013; AL-ZHOUR, 2022) até os conceitos mais elaborados, como
controle: proporcional - integral - derivativo (PODLUBNY; DORCAK; KOSTIAL, 1997; PO-
DLUBNY, 1999; PADULA; VISIOLI, 2011; DUMLU; ERENTURK, 2013; SHAH; AGASHE,
2016; SHENG; BAI; XIE, 2021), por modos deslizantes (EFE, 2008; YIN et al., 2017; RABAH;
LADACI, 2020), adaptativo (SHI et al., 2020) e backstepping (LIU et al., 2017, 2020).

Parte do controle moderno se estabelece com os problemas de otimizacio convexa caracte-
rizados por LMIs. A literatura contém condi¢des em LMIs para a estabilidade e estabiliza¢ao
robusta de sistemas de ordem o € (0, 1) com incertezas politépicas (KUZMINSKAS, 2018;
FARGES; SABATIER; MOZE, 2011), intervalares e politopicas (ADELIPOUR; ABOOEE,;
HAERI, 2015) e limitadas em norma (N’'DOYE et al., 2013; ZHANG:; LI, 2016), bem como
de sistemas de ordem o € (1,2) com incertezas politdpicas (FARGES; SABATIER; MOZE,
2011), intervalares (LU; CHEN, 2009) e limitadas em norma (N’ DOYE et al., 2013).

O critério mais difundido para atestar a estabilidade de sistemas fraciondrios lineares e

invariantes no tempo foi introduzido por Matignon e consiste em uma condi¢do necessdria e



15

suficiente, com base nas localiza¢Oes dos autovalores da matriz dindmica do sistema (MATIG-
NON, 1996). Conforme este critério, a regido de estabilidade € especificada através da ordem
o do sistema e é convexa para a € (1,2) e ndo convexa para o € (0,1). A partir desse re-
sultado, s@o obtidas em Sabatier, Moze e Farges (2010) condi¢des em LMIs baseadas em 4
critérios distintos, a fim de atestar a estabilidade de sistemas fraciondrios lineares invariantes
no tempo de ordem o € (0,1) (apesar da ndo convexidade da regido) e de ordem o € (1,2).
O estudo da estabilidade e estabilizacdo se desenvolve também através da extensdo do método
direto de Lyapunov para sistemas de ordem o € (0, 1), estabelecida em Li, Chen e Podlubny
(2009, 2010), segundo a qual a estabilidade assintética € verificada através da existéncia de uma
funcédo de Lyapunov V (x(t)) > 0, Vx(t) # 0, com x(¢) o vetor de pseudo-estados do sistema em
questdo, tal que “D*V (x(r)) < 0, Vx(¢) # 0. Esta metodologia, juntamente com o limitante su-
perior de D*V (x(t)), para V(x(¢)) = x(t)T Px(¢), P = PT > 0, (DUARTE-MERMOUD et al.,
2015), € utilizada, por exemplo, em Kuzminskas (2018) na deducdo de condi¢cdes em LMIs para
a estabilizacdo de sistemas lineares e ndo lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno.
Ademais, a extensdo do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem o € (1,2) é mais

recente e se encontra estabelecida em Guo e Ma (2016).

Na drea de identificac@o de sistemas fraciondrios, os seguintes resultados sdo destacados:
identificagdo dos parametros e expoentes fraciondrios da fun¢do de transferéncia através de
sinais modulados exponencialmente obtidos de uma entrada ao degrau (JACYNTHO et al.,
2015) ou de uma entrada arbitraria (GALVAO et al., 2020) com condi¢des iniciais nulas, e
identificacdo dos parametros da equacdo diferencial fraciondria, com condi¢des iniciais nao

nulas, através do uso de fung¢des block pulse (LU et al., 2020).

No interim, foi estabelecido na literatura o chamado modelo difusivo para descrever a na-
tureza fraciondria de sistemas dinadmicos (TRIGEASSOU et al., 2012b; TRIGEASSOU; MA-
AMRI; OUSTALOUP, 2013). Nessa abordagem, o sistema fracionario é convertido em um sis-
tema inteiro de dimensao infinita. Essa conversido nao decorre de uma aproximacao do sistema
fraciondrio por um sistema inteiro, mas da natureza inteira de dimensdo distribuida e infinita
do integrador fracionério (TRIGEASSOU et al., 2012a). Consideracdes acerca desse modelo e

como ele se relaciona com o ferramental aqui utilizado estao fora do escopo desse trabalho.

Os resultados propostos nesse trabalho sao assim chamados: ‘Controle robusto de siste-
mas de ordem «a € (0,1) (ou de sistemas de ordem o € (1,2)), realimentagdo a-derivativa’,
‘Controle de saida de sistemas de ordem v € (0,2) empregando um observador de pseudo-
estados’, ‘Modelo reduzido para sistemas de ordem « € (0,2)’ e ‘Identificagdo de fungdes de
transferéncia de ordem fraciondria e condi¢des iniciais ndo nulas usando sinais modulados ex-
ponencialmente’, contemplados nos Capitulos 3, 4, 5 e 6, respectivamente. O sistema fisico
utilizado para exemplificar as metodologias dos Capitulos 4 e 5 € o sistema respiratorio hu-
mano, através do anédlogo elétrico de um modelo vigente (IONESCU; MACHADO; KEYSER,
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2011). A natureza fraciondria das vias aéreas respiratorias e do pulmao decorre da presenca de
propriedades dicotOmicas e recursivas, que caracterizam uma estrutura fractal e conduzem natu-
ralmente ao modelo com operadores fraciondrios (IONESCU et al., 2009). Esse modelo utiliza
o CPE (‘Constant Phase Element’), também conhecido como capacitor de ordem fracionaria
(ELWAKIL, 2010). A impedéancia do CPE é Zcpg = 1/(s*C), com C a pseudo-capacitincia
(WESTERLUND; EKSTAM, 1994). A fase entre corrente e tensdo do elemento capacitivo
convencional de impedancia Z = 1/ (sC), com C a capacitancia em [F], é constante e igual a
—m/2. A fase do CPE é —a/2, a qual também € constante para um determinado valor de a,
sem introducdo de dependéncia com a frequéncia. Por esse motivo, o capacitor fraciondrio é

chamado de ‘Constant Phase Element’.

1.1 OBIJETIVOS
Os objetivos desta tese foram propor:

* LMIs para a estabilizagdo de sistemas de ordem o € (0,1) ou de ordem & € (1,2), via
realimentacdo ¢x-derivativa;

* Uma metodologia original de controle de saida para sistemas de ordem o € (0,2) via
LMIs, que inclui observador de pseudo-estados (MATIGNON; D’ANDREA-NOVEL,
1997; N'DOYE et al., 2009; LAN; HUANG; ZHOU, 2012; QIU; JI, 2017), ganho adici-
onal de malha externa e leaky integrators (WEITENBERG et al., 2018). Como aplicag¢ao
¢ utilizado um modelo vigente para o sistema respiratério humano;

* Um modelo com quantidade reduzida de varidveis de pseudo-estados para sistemas de
ordem a € (0,2), utilizando a fun¢do de transferéncia e propriedades do traco matricial.
Como aplicagao € utilizado um modelo vigente para o sistema respiratério humano;

* Uma metodologia de identificacdo dos coeficientes e expoentes de funcdes de transferén-
cia de ordem fraciondria, segundo a derivada de Caputo, baseada na metodologia aplicada

a condicdes iniciais nulas estabelecida em Galvao et al. (2020).
A contextualizagdo inicial envolve principalmente:

» Apresentacdo dos principais critérios traduzidos em LMIs vigentes na literatura para a
estabilidade e estabiliza¢do de sistemas de ordem o € (0,2);

» Apresentacdao do modelo vigente para o sistema respiratério humano.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

O Capitulo 2 apresenta as principais condi¢cdes em LMIs para a andlise de estabilidade de
sistemas de ordem a € (0,2). O Capitulo 3 apresenta resultados em LMIs para a estabilizagdo

de sistemas de ordem a € (0,2) via realimentacdo de pseudo-estados e propde resultados via
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realimentacdo a-derivativa. O Capitulo 4 propde um método de controle de saida para siste-
mas de ordem o € (0,2). O Capitulo 5 propde a identifica¢do de um modelo com quantidade
reduzida de varidveis de pseudo-estados e o Capitulo 6 a identificacdo de funcdes de transfe-
réncia fraciondrias com condic¢des iniciais ndo nulas. Em sequéncia as conclusdes da tese € um

apéndice sobre a simulacdo de sistemas de ordem fracionaria o > 0.
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7 CONCLUSOES

Essa tese compila quatro critérios para andlise de estabilidade por realimentacdo de pseudo-
estados de sistemas de ordem « € (0,2), via LMIs. Um dos critérios mais utilizados na literatura
para as propostas de sintese de controle é aquele que se baseia no conceito de regides LMIs ge-
neralizadas, aplicado a sistemas de ordem o € (0,1). Utilizando esse critério, uma proposta
para o controle via realimenta¢do a-derivativa de sistemas de ordem o € (0, 1) encontra-se no
Teorema 3.3. Além disso, o Teorema 3.5 traz a proposta para o controle via realimentacao
o-derivativa agora aplicada a sistemas de ordem « € (1,2). No Capitulo 4 é proposta uma
metodologia de controle de saida que inclui um observador de pseudo-estados do tipo Luenber-
ger, leaky integrators e uma malha externa, cuja eficicia € demonstrada através da aplicagcao
ao modelo do sistema respiratério humano, em que é fornecida uma pressao de ar capaz de
gerar um perfil desejado de vazdo de ar, o que pode pode ser integrado ao projeto de um res-
pirador mecanico. Além disso, através de uma abordagem em que as matrizes incertas sao
consideradas diretamente em uma matriz aumentada, o ganho do controlador demonstrou ser
robusto diante de variacOes considerdveis nos parametros. O modelo do sistema respiratorio
humano também demonstra, no Capitulo 5, a eficdcia da metodologia proposta de reducdo da
quantidade de varidveis de pseudo-estados de sistemas de ordem a € (0,2). Por fim, o Capi-
tulo 6 propde um método de identificacdo de fungdes de transferéncia de ordens fraciondrias
0>o0q >0 >--- > oy, com condicdes iniciais ndo nulas, utilizando sinais modulados expo-
nencialmente e formas de onda de entrada arbitrarias, como extensdo dos resultados aplicados
ao caso em que o sistema estd inicialmente em repouso, estabelecidos em Galvao et al. (2020).

A eficicia da identificag@o € demonstrada com exemplos numéricos de funcdes de transferéncia.

7.1 CONTRIBUICOES

Apresentacao e contextualizacao dos resultados fundamentais no &mbito da anélise e sin-

tese de sistemas de ordem fraciondria através de LMIs;

* Teoremas 3.3 e 3.5 para a estabilizagdo a-derivativa de sistemas de ordem o € (0,1) e

o € (1,2), respectivamente;

Capitulo 4: metodologia de controle de saida, com andlise de robustez;

Capitulo 5: metodologia de reducdo da quantidade de varidveis de pseudo-estados;

Capitulo 6: identificacdo de fungdes de transferéncia de ordens fraciondrias, com condi-

¢Oes iniciais ndo nulas.
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