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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da teoria do Calculo de Variacoes com
énfase na Equacao de Euler, que trata de uma condi¢ao necessaria para uma funcao
ser extremo de um funcional. Existe uma grande variedade de problemas, mas neste
trabalho trataremos de problemas com fronteiras fixas, tempo final livre, estado final
livre, funcional dependente de mais de uma funcao e problemas com alguns tipos de
restricoes. Dois problemas do Célculo de uma variavel e um exemplo de controle 6timo

sao estudados para ilustrar a aplicabilidade do Célculo Variacional.

Palavras-chave: Calculo de Variacoes, Equacao de Euler, Fronteiras Fixas, Problemas

com restrigoes.



Abstract

The main purpose of this work is the study of the theory of the Calculus of Varia-
tions, with emphasis on the Euler equation, that is a necessary condition for a function
to be an extreme of a functional. There are a large variety of problems but we will
consider the problem of fixed boundary, free final time, free final state, functionals
that contain several independent functions and problems with some constraints. Two
problems of the Calculus of one variable and an example of optimal control problem

are studied to illustrate the applicability of Variational Calculus.

Keywords: Calculus of Variations, Euler’s Equation, Fixed Boundary, Problems with

constraints.
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1 Introducao

Resolver um problema de otimizacao significa, como o préprio nome diz, buscar
o melhor resultado, de acordo com algum critério pré-estabelecido. Na Matematica
os problemas de otimizacao sao representados por problemas de maximos e minimos
sendo frequentes os termos: lucro méximo, custo minimo, tempo minimo, tamanho
6timo e caminho mais curto. Uma area da Matematica que é muito til na solucao de
problemas de otimizacao é o Calculo de Variagoes, que generaliza a teoria de maximos
e minimos do Calculo Diferencial para funcoes cujo dominio é constituido por um
conjunto de curvas admissiveis.

Pela lenda, a Rainha Dido de Cartago, foi aparentemente a primeira pessoa a atacar
brilhantemente um desses problemas. Foi prometido a Dido a extensao de terra que
ela pudesse cercar com o couro de um boi. Ela preparou uma extensa correia com o
couro do boi e cercou um terreno semi-circular, beirando o Mar Mediterraneo. Essa é
a lendaria historia da fundagao de Cartago contada por Virgilio (70 a.C.-19 a.C.) no
livro Eneida. Embora a historia do Calculo de Variagoes data da Grécia antiga, foi a
partir do século XVII, na Europa Ocidental, que um progresso substancial foi feito [1].

Em 1696 Isaac Newton (1642-1727) usou principios variacionais para determinar a
forma de um corpo que se move no ar, de modo que a resisténcia seja minima.

Os irmaos Jackes (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) sao frequentemente
considerados os inventores do Calculo de Variagoes |2]. Jean por ter proposto em 1696
o problema da braquistocrona (encontrar a curva que minimiza o tempo de queda de
um corpo, entre dois pontos num plano vertical, liberado de um ponto inicial e sujeito
apenas a forca da gravidade) e Jackes por propor e discutir o problema das figuras
isoperimétricas (caminhos planos fechados de uma dada espécie e perimetro fixo que
abarcam uma area méaxima). O problema de Dido é um problema isoperimétrico.

Por volta de 1700 a maior parte do Calculo que hoje se vé nos cursos de gradu-
acao ja fora estabelecida, juntamente com topicos mais avancados como o Céalculo de
Variagoes|3].

Lagrange (1736-1813) é em geral o mais notével matematico do século XVIII, sendo
somente Euler (1701-1783) um sério rival. A primeira e talvez maior contribuigao de
Lagrange para a Mateméatica foi em Calculo de Variacoes. Esse era um ramo novo

da Matematica, cujo nome se originou das notacoes usadas por Lagrange aproximada-
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mente a partir de 1760. Em 1755 Lagrange havia escrito a Euler sobre os métodos
gerais que tinha desenvolvido para tratar de problemas de isoperimetria e de mais
rapida queda, e Euler generosamente retardou a publicacao de um trabalho seu sobre
tema semelhante, a fim de que o autor mais jovem recebesse todo o crédito pelos novos
métodos que Euler considerava superiores [2].

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) também contribuiu para essa area e David Hilbert
(1862-1943) estudou Célculo de Variagoes de 1900 a 1905. Outros problemas especificos
foram resolvidos e uma teoria geral desenvolvida ao longo dos anos [3].

As primeiras aplicagoes de Céalculo de Variagdes em Economia surgiram no final
de 1920 e inicio de 1930 por Roos, Evans, Hotelling e Ramsey, com outras aplicacoes
publicadas mais tarde [4].

Uma nova era comegou no inicio de 1960 com grupos de economistas e cientistas
do gerenciamento interessados em certos problemas dinamicos. A Teoria do Controle
Otimo, desenvolvida na Riissia por Pontryagin e seus colaboradores no final de 1950
e publicada na lingua inglesa em 1962, ¢ uma generalizacao do Célculo de Variacoes,
que amplia a aplicabilidade matematica [4].

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados fundamentais da Teoria do CAal-
culo de Variagoes e aplicagcoes. Embora exista uma variedade grande de problemas, nos
restringiremos ao problema classico de fronteiras fixas, tempo final livre, estado final
livre, funcional dependente de mais de uma funcao e problemas com alguns tipos de res-
tricoes. Dentre as aplicagoes, apresentamos a obtencao do funcional a ser minimizado
assim como as condicoes necessarias de otimalidade para dois problemas classicos do
Calculo Variacional, o problema da superficie minima e o problema do comprimento
de arco minimo.

O trabalho esté estruturado da seguinte forma:
e Capitulo 1 - Um breve historico do desenvolvimento do Célculo Variacional.

e Capitulo 2 - Apresenta definicoes basicas do Célculo Variacional e resultados que
sao utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

e Capitulo 3 - Obtencao da Equacao de Euler, que se trata de uma importante
ferramenta na busca de extremos para um funcional, e estudo de condicoes adi-

cionais para alguns tipos de condic¢oes de contorno.

e Capitulo 4 - Sao apresentados dois Problemas Classicos do Calculo Variacional:
de superficies minimas e de comprimento de arco minimo. As condi¢Oes necessa-

rias para a existéncia de extremos desses dois problemas sao estabelecidas.

e Capitulo 5 - Sao expostos problemas variacionais com restricoes e um problema
de controle 6timo analisado através do Calculo Variacional.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes do Calculo

Variacional que serao utilizados durante o trabalho.

Definicao 2.1. A norma de uma funcao € uma regra de correspondéncia que associa
a cada fungio x € S, definida para t € [to,tf], um nidmero real, denotado por ||x||, e

que deve satisfazer as sequintes propriedades:
1. ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se e somente se z(t)=0 para todo t € [to,ts].
2. ||lax|| = |a|||z|| para todo o € R.
3.z +yll <zl + vl para quaisquer z,y € €.

Definicao 2.2. Um funcional J é uma regra de correspondéncia que associa a cada
funcao x em uma certa classe €2, um dnico nimero real. O conjunto ) é chamado
dominio de um funcional e o conjunto de numeros reais associados com as func¢oes em

Q ¢ chamado de conjunto imagem do funcional.

O dominio de um funcional ¢ uma classe de fun¢oes. Intuitivamente, pode-se dizer

que um funcional ¢ uma “funcao de uma funcao".

Definicao 2.3. J é um funcional linear se:
1. J(ax) = aJ(x), para todo z € Q e para todo o € R, tais que ax € Q.
2. J(x+y)=Jx)+ J(y), para todo x,y € Q ex+y € Q.

Definicao 2.4. Se z e z + dx sao funcgoes para os quais o funcional J estd definido,

entdo o incremento de J, denotado por AJ € dado por
AJ = J(z 4+ ox) — J(z),
onde dx € chamado de variacdo da funcao x.

O incremento AJ também pode ser denotado por AJ(z,dx) para enfatizar que

depende das funcoes = e dx.

19
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b
Exemplo 2.1. Seja o funcional J(z(t)) :/ z(t)x'(t)dt, definido em C'la,b]. Se

z(t) =t e z1(t) = t?, o incremento de J é dado por

AJ = J(z1(t)) — J(z(t)) = /01t22tdt - /Oltldt = /01 (2t — ¢)dt = 0.

Definicao 2.5. O incremento de um funcional pode ser escrito como
AJ(z,ox) = 0J(x,0x) + g(z,dx). ||ox] ,

sendo 0J linear em dx.

Se ll&hﬁnog(m, ox) =0 entao J € dito ser diferencidvel em x e §J € a variagao de J

calculada em x.

A variacao de um funcional desempenha o mesmo papel em determinar extremos
de funcionais que a diferencial de uma funcao desempenha em encontrar maximo e
minimo de fungoes.

A variacdo de um funcional J (6J) é a aproximacao linear para a diferenca no
funcional J causada pela comparacao de duas curvas. Se as curvas comparadas sao
proximas (||0z|| pequena), entdo a variacdo deveria ser uma boa aproximagao para o
incremento do funcional (AJ). No entanto, 6J pode ser uma aproximacao fraca para

AJ se as curvas comparadas forem distantes.

b
Exemplo 2.2. Considere o funcional J(z(t)) = / [x(t)fdt, definido em C|a, b].

O incremento de J é dado por

b b b b
AJ(2(t)) = / (w(t) + b2(t)) dt — / [o(t)]dt = / 2w (t)dx(t)dt + / (52(t))%dt.
a a a a (2'1)
O primeiro termo do segundo membro da equacdo (2.1) é linear em relacdo a dz(t),
para cada z(t) fixo.
Analisando o segundo termo, temos

/(6x(t))2dt:/ 6 (t) [P dt < [max \5x(t)|} /dt:(b—a) 152(8) ]| [52(0)]

a<t<b

onde |[0x(t)]| = ;rgl)z%)(b\ém(tﬂ
Se |6z (t)[] — 0 temos que (b — a) [|dz(t)|| — 0.
Assim, o incremento AJ é representado como um termo linear em dz e um termo

que é um infinitésimo comparado a dx(t). Entdo, J é diferenciavel em z e a variagdo
0J é dada por

6J (z(t)) = 2/bx(t)5g:(t)dt.
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Definicao 2.6. Um funcional J com dominio () tem um extremo relativo em x* se
existe um € > 0 tal que, para todas as funcoes x € Q que satisfagam ||z — z*|| < €, o
incremento de J tem o mesmo sinal.

Se AJ = J(x) — J(x*) > 0, x* € um minimo relativo; se AJ = J(x) — J(x*) <0,
x* € um mdzimo relativo.

Se a desigualdade é satisfeita para todo € positivo, entdo J(x*) é um minimo ou

mdzimo absoluto ou global.

A seguir, apresentaremos dois resultados que serao utilizados na busca de candidatos

a extremos de funcionais.

Lema 2.1. Lema Fundamental do Cdlculo de Variagoes

Se a funcgdo h(t) € continua em [ty ts] e

/ 7 )ty = 0

to
para toda fungdo 6x(t) continua no intervalo [to,tr], entao h(t) deve ser nula em todo

intervalo [to, tf].

Demonstragdo. Suponha que num ponto ¢ € (to,tf), h(t) # 0. Como a funcio h(t) é
continua, ela mantém seu sinal em uma certa vizinhanga de ¢ (t; < ¢ < t5) . Assim,
escolhendo uma fun¢io dz(t) que mantém seu sinal neste intervalo e se anula fora dele,

temos:

/ 7 (st = / * h(t)se(t)dt 4 0.

to t1
contradizendo a hipdtese.
Portanto, h(t) =0 Vt € [to, tf]. O

Teorema 2.1. Teorema Fundamental do Cdlculo de Variacoes
Seja © uma func¢ao em Q e J(x) um funcional diferencidvel em x. Suponha que
as funcgoes em ) nao sejam limitadas. Se x* € um extremo, a variacao de J deve se

anular em x*, isto €, 6J(x*,dx) = 0 para todo dx admissivel.

Demonstragao. : Por contradigao [5].
Vamos supor que z* é um extremal e §.J(z*, 0x) # 0. Mostraremos que 6J(z*, dx)

muda de sinal numa vizinhanca de x*.
AJ(x*, ox) = J(x* + o0x) — J(a*) = dJ (2", 0z) + g(z*, éx)||dz|],

onde g(x*,dx) — 0 quando |[ox| — 0.
Assim, existe uma vizinhanca ||dz|| < ¢ onde g(z*,dz)||0z| é pequena o suficiente
tal que 0.J domine a expressao para AJ.
Vamos considerar a variacao
dr = adz, (2.2)
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Figura 2.1: Extremo z* e vizinhanca.

onde a > 0 e [|adz|| < e.
Suponha que 0J(z*, dz) < 0, para dx dado por (2.2). Como dJ é linear temos:

0J(z*,0z) = 6J(z*, adZ) = a.0J (2", %) < 0. (2.3)

Assim os sinais de AJ e 0J sdo os mesmos para ||adZ|| < e e implicam que
AJ(x*, adz) < 0.

Considere, agora r = —adx, mostrada na figura 2.1.

Claramente [|adZ| < € — ||—adZ| < e. O sinal de AJ(z*, —adZ) ¢ o mesmo de
dJ(x*, —adT).

Novamente,

6J(x*, 6x) = 6J (2", —adT) = —a.0J (2", 07) 22) dJ(x*, —adz) > 0.

Logo se 0J(z*, dz) # 0, numa vizinhanca de z*, AJ(z*, adz) < 0 e AJ(z*, —adZ) > 0,
contradizendo que z* é extremo. Portanto, §J(z*,0x) = 0 para todo Jz. n



3 0O Calculo Variacional e a Equacao
de Euler

Problemas envolvendo a investigacao de maximo e minimo para funcionais sao ané-
logos a problemas que determinam o ponto que torna maximo ou minimo o valor de
uma funcao no Calculo de uma variavel. Esta comparacao nao serd explicita nesse
trabalho e pode ser encontrada em Elsgolts [5].

Neste capitulo é feita a deducao da equacao de Euler, que trata de uma importante
ferramenta na busca de extremos para um funcional. Satisfazer a equacao de Euler é

condicao necessaria para que uma funcao seja um extremo do funcional.

3.1 Problemas com fronteiras fixas e a equacao de
Euler

Considere x uma funcao de classe C''. Um problema classico do Calculo Variacional

consiste em encontrar a funcao x* candidata a extremo do funcional:

J(x) = / " g (t), (1), 1)t (3.1)

A notacdo J(x) significa que J é um funcional da fun¢do z. Consideraremos g
de classe C?, tg e ty fixos e x(tg) e x(ts) representados por xg e xy, respectivamente.
Curvas na classe 0, ou seja funcoes de classe C'! que também satisfacam as condicoes
de fronteiras, sao chamadas admissiveis.

O objetivo é encontrar as curvas admissiveis (se existir alguma) que sejam extremos
relativos de J(z). A busca comeca pelas curvas que satisfacam o Teorema Fundamental

do Célculo de Variagoes. Assim, tomando x em 2 temos:

23



24 O Célculo Variacional e a Equagao de Euler

AJ(x,ox) = J(x + o0x) — J(x)

ty

= /tf g(z(t) + dx(t), 2'(t) + 6’ (t), t)dt — / g(z(t),2'(t), t)dt

to to

= / ' lg(z(t) + 0x(t), ' (t) + 62/ (t), t) — g(x(t), 2/ (t), )] dt

to
A dependéncia em 2’ e dz’ nao estao indicadas em A.J porque z’ depende de z e
0x' de dx, onde

/ d / d
= E[x(t)} e dz'(t) = E[éx(t)]

Eventualmente, AJ serd expresso inteiramente em termos de x,x’,dx e o2’
Expandindo o integrando numa série de Taylor em torno do ponto (x(t),2'(t))

obtém-se:

AJ = /t:f {g(x(t),x’(t),t) + [%(x(t),x'(t),t)] Sx(t) + [%(x(t),x’(t),t)] 52/ (t)

+R(x(t), 2/ (t),t,6x(t), 62 (t)) — g(x(t),2'(t), 1) }dt.

-1l

n / 7 R(at), 2/ (1)1, 60(0), 62/ (1))

to

(x(t),2'(t), t)} dz(t) + {%(m(t), z'(t), t)} 62! (t)

SIS

onde R(z(t),z'(t),t,0x(t), 02’ (t)) denota o termo complementar na expansao de Taylor.
Vamos supor que as derivadas parciais de segunda ordem de g(m(t),m’(t),t) com
respeito a z(t) e 2/(t) sao limitadas (em valor absoluto) por uma constante M > 0.

Assim,

tr tr
/ |R(x(t),2'(t),t,0(t), 62/ (t)) | dt < 2]\/[/ 10z||* dt = 2M (t; — to) ||0z||
to to
ty
onde ||dz|| = ,max (|6z],]62']). Logo, / R(z(t),2'(t),t,0x(t), 02/ (t))dt ¢ um in-
0TSy t
finitésimo de segunda ordem com respeito a ||0x||. Desta forma o funcional J é dife-

renciavel em C'[a, ] e sua variagiao ¢ dada por

5.7 (x, ) = / N

to

{ {%(x(t), (1), t)} o (t) + [%(w), (1), t)] 53;/@)} dt.

t

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, dz(t) = / 02’ (s)ds + 0x(ty). Assim, es-
to

colhendo dx, 6z’ é unicamente determinado. Integrando por partes o termo envolvendo



Problemas com fronteiras fixas e a equacao de Euler

dz'(t) obtemos:

/Of 99 5 )t = 22 (a(t), (1) )52 (1) t: - /tof% {%(I(t),x’(t),t)} ().
(3.2)
Portanto,
dg : N
0J(x,0z) = %(I(t),x (t),t)0x(t) .
3.3

N /t:f {g_:gc(m)a (1), :f> - % [%(:c(t), (1), t)] } S (t)dt.

Como todas as curvas admissiveis devem passar pelos pontos x(ty) e x(tf) entao
dz(ty) = 0 = dx(ty). Assim,

5. (z,02) = /t {gi (e(t), 2/ (8).1) - [35 (z(t), x’(t),t)}}éx(t)dt

para toda curva admissivel.
Considere agora uma curva extremal z*. Aplicando o Teorema Fundamental do

Céalculo de Variagoes resulta que

dJ(x*, 6x) =0= /

to

{§§< (), (1), 1) — = [gﬁ (x*(t),:c*’@),t)]}M(t)dt_

Aplicando o Lema Fundamental do Calculo de Variacoes segue que a condicao

necessaria para x* ser um extremal de (3.1) é

0,570~ 51 | 55 @000, =0 (3.4

que é chamada equacao de Euler. Tal equacao ¢ em geral, uma equacao diferencial

nao linear que nao possui solucao analitica e necessita de um tratamento numérico.

Exemplo 3.1. Considere o funcional

= /01 {[#'(O)]" + 12ta(t) }dt

z(0) =0 e x(1) = 1. Neste caso, g(z(t),2/(t),t) = [z’(t)}2 + 12tx(t). Para buscarmos
os candidatos a extremo desse funcional, aplicamos a equacao de Euler:

%([m’(tﬂz T 12ta(t)) — & [ai ([x’(t)}2 + 12751’@))] =0

d
= 12t — p 22'(t)] =0 =12t — 22" (t) =0 = —6t + 2" (t) = 0
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Resolvendo a equacao diferencial:
2" (t) = 6t = 2/(t) = /6tdt =32+ C, = a(t) = / (3t* + Cy)dt = t* + Cit + Cs.

Para determinar as constantes de integragao sao usadas as condi¢oes de contorno,

2(0)=0=0"+C10+Cy=0= Cy =0,

r(1)=1=1+Cl=1=C=1-1=0.

Logo, z*(t) = t* é um candidato a extremo. A seguir, verificamos algebricamente,

que x* é um minimo local.

1 1
- / {[36]" + 1266° Yt = / 21¢4dt.
0 0
Em seguida, calcula-se J(z*(t) + dx(t)).

J(x*(t) + o (t / (3% + 62/(£))” + 120 (£ + (1)) Yt
1
= / {9t* + 6t762/ (t) + 62’ (t)* + 12t* + 12t0x(t) }dt
0

= J(x*(t)) + / 1 61202 (t)dt + / 153:/(t)2dt+ /0 1 12t6x(t)dt

0 0
Integrando por partes,

1 1 1
/ 6t%6x' (t)dt = 6t°6x(t)| — / 12t52(t)dt.
0 0 0

—_——
=0

Dali,

J(2*(t) + 6x(t)) = J(a*(t)) — /01 12t52(t)dt + /01 o' (t)2dt + /01 12t52(t)dt

Portanto, para qualquer dz(t), J(z* + dz(t)) > J(z*(t)), ou seja, z*(¢) ¢ um minimo

local.
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3.2 Problemas com fronteira movel

Entende-se por problemas com fronteira movel (ou livre) aqueles em que as condigoes
finais (iniciais) ou tempo final (inicial) ndo sdo fixas. Serdo considerados aqui apenas
problemas com x(tf) livre ou tempo final livre. Problemas com condices de fronteira
livre no tempo inicial podem ser tratados similarmente. Para um melhor entendimento
serd feito primeiro o caso tempo final especificado e z(ts) livre e em seguida quando

ambos sao livres.

3.2.1 Tempo final especificado e x(t;) livre

Considere o funcional

onde o, z(to) e t; sdo especificados e x(ts) é livre.
As curvas admissiveis comecam no mesmo ponto e terminam numa linha vertical.
A figura 3.1 mostra uma familia de curvas admissiveis para o problema com fronteiras

fixas em comparacao a curvas admissiveis para o caso abordado.

(a) (b)

Figura 3.1: (a) fronteiras fixas, (b) x(ty) livre.

Usando o mesmo raciocinio da se¢ao 3.1, segue que a variagao de J é dada por

(3.3), ou seja,

50, 62) = 2 alt), (1), )00t 5) — % (o), (1) )3t

i /t:f {g_:gc(m)a (), 1) - % [%(x(t), (1), t)} } S (t)dt.

Como dz(tg) = 0 e dz(ty) é arbitrario para toda curva admissivel, considerando

2* uma curva extremal para o funcional dado, pelo Teorema Fundamental do Célculo
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Variacional temos:

310", 62) = £ (2" (1), " 11), )5 (1

ty
+/to {%(x*(t),x*’(t},t) - d% %(x*(t),x*/(t),t)} } dx(t)dt = 0.
(3.5)
Um extremal para o problema com fronteira movel é também um extremal para
o problema com fronteira fixa com os mesmos pontos final e inicial e com o mesmo
funcional. Entao, independentemente das condicoes de fronteira, a equacao de Euler é

uma condicao necessaria e deve ser satisfeita, ou seja,

P (0.70.0 - | 55 0.070.0] =0

para todo t € [to,ts]. Assim, a equagdo (3.5) é reduzida a

{%<w*(tf>7$*/(tf)atf)} sx(ts) = 0.

Como z(ty) é livre dz(ts) é arbitrario, logo é necessario que
99 . "
5.7 (@ (t), 2" (tr) 8) = 0. (3.6)

Essa equacao é conhecida como condicao natural de contorno.

Exemplo 3.2. Considere o funcional

J(z(t)) = /01{[:p(t)]2 + [/ (1))}t (3.7)

x(0) = 1 e (1) arbitrario. Para analisarmos os candidatos a extremo deste funcional,
aplicamos a equacdo de Euler para g(z(t),2'(t),t) = [z(t)}2 + [:U’(t)}z

5o (@) + 0] - 5 |55 () + 0] =
= 2u(t) — % 207 ()] = 22(t) — 22" (t) = 0 (3.8)

Para resolver a equagao diferencial (3.8) deve-se resolver primeiramente a equagao

caracteristica associada,
2N 42=0= N =1= ==+l

Portanto, um candidato a extremo de J é x*(t) = cie’ + cae™".

Para determinar as constantes de integracao é usada a condicao inicial de contorno

2(0)=1=cie® + e’ =1 =1+ =1,
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e a condi¢do natural de contorno (3.9),

g

oo = (2*(1),2"(1),1) =0 = 22""(1) = 0 = 2¢c1e — 2c¢~ " =0, (3.9)
T

cg+c=1
2c1e — 2c0e ! =0
ol ¢ e ! e
cuja solucao é ¢; = e cy = .
e+e ! e+e !

que dao origem ao sistema,

et—l + el—t

e+e !
camente que x*(¢) ¢ um minimo local para (3.7).

= /01 {[=* ()] + [ ()]} .

Em seguida, calcula-se J(z*(t) + dz(t))

Logo, z*(t) = ¢ um candidato a extremo. A seguir, verificamos algebri-

J (2" (t) + dx(t /{ t)+ 0z (t)])” + [o¥(t) + o2/ (t)] " }dt
/ {[2*(1)]” + 20*(1)6a(t) + [02(t)]” + [ ()] + 227 (1) 62/ (t) + [62'(1)] }dt

t)) +2/0 {x*(t)5m(t)}dt+2/o {:E*/(t)(h:’(t)}dt—l—/o {[62(1)]" + [62/(1)] " }at

Integrando por partes,

/{w*’ t)ox' (¢ }dt—x t)ox(t

/{x*" t)0x(t) }dt

:3}‘*,(1)61’(12 2*'(0)62(0) /{x*" t)6x(t) }dt.

v~ N~

=0 (3.9) =0 z(0) é fixo
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Dai,
T (1) + 62(8)) = J(2*(£)) + 2 /O (e (O0a(®) )t — 2 /0 (o)t

+ /0 1 {62(t)? + 02/ (t)* }dt

THETY g (1) - 2 / {030 bt +2 / e et}
+ /01 {62(t)” + o2/ (t)" pdt

= J(z*(t)) —i—/o {62(t)* + 5x’(t)2}dt.

g

>0

Portanto, para qualquer 6z (t), J(z*+dz(t)) > J(z*(t)), ou seja, z*(t) € um minimo
local.

Condigoes suficientes para extremos de funcionais sdo encontradas em Elsgolts [5].

3.2.2 Tempo final e z(ts) livres

Counsidere o funcional:

J(x) = / " galt). /(). tydt,

to
onde ty e z(ty) = x¢ sdo especificados e t; e x(t;) sdo livres. A figura 3.2 compara um

extremal z* com uma curva admissivel x para este problema.

Figura 3.2: Extremo e uma curva admissivel para o problema com t; e z(ts) livres.
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Da figura 3.2 observamos que 6x(ty) = x(ty) — 2*(ty) € 0z = x(ty + 0ty) — x*(t5)
e que em geral, 0z(ty) # dxy.

Calculando o incremento, temos:

ty+oty ty
AJ:/ g(a:(t),x’(t),t)dt—/ g(z*(t), " (), t)dt.

to to
que pode ser escrito como:

tf+5tf

AJz/tf [g(x(t),x’(t),t)—g(x*(t),:c*’(t),t)]dﬂ/ g(x(t), o' (t), t)dt.

ty
Como dz(t) = x(t) — 2*(t) = x(t) = x*(t) + dz(t), substituindo no primeiro inte-

grando:

AJ = / gl (1) + Sa(t),a” (1) + 62’ (), 1) — gl (1), 2" (1), )t

to

+ / T ). (), Dt

ty
Expandindo g(x*(t) + dx(t), z*'(t) + 62/(t),t) em uma série de Taylor em torno de
(@™ (t), '(t)):

dg

g(@*(t) + dz(t), 2™ (t) + 62/ (1), t) = g(*(1), 2™ (1), t) + e

(z*(t), z(t), 1)z (2)

29 (20,7 (0),)50'60) + o(5a(0).52'().

onde o(dx(t),0x'(t)) denota os termos a partir da segunda ordem em (dx(t),0z'(t)). A
tr
seguir / o(0x(t), 02’ (t)) serd indicada por of-).

to
Substituindo o termo expandido no primeiro integrando,

AJ = /t:f { B—i(m*(t),x*’(t),t)] dx(t) + [%(m*(t),x*’(t),t)] 5x’(t)} dt,
s (3.10)
to(-) +/tff " ola(t), 2 (1), t)dt.

Na segunda integral, usando o Teorema do Valor Médio temos

tf+5tf
/ g(2(), (), 0)dt = gl,_, gm0y,
Ly

onde 0 < 0 < 1.
Da continuidade de g teremos gl,_, g5, = g(m(t),x’(t),t)}t:tf + ¢, onde € — 0
quando 0ty — 0 e dx(ty) — O.



32 O Célculo Variacional e a Equagao de Euler

ty4-oty
Assim / g(z(t),2'(t), t)dt = g(z(t),2'(t), 1) \t:tfétf + €d(ty).
ty
Integrando por partes o termo envolvendo dz’(t) em (3.10):

/: {% (z"(8), 2 (1), t)] 52/ (t)dt

_ %(x*(t),x*'@,t)ax(t) = /t f% [%(w*(t),x*’(t),t)] Ou(t)dt

to

00 o))t onte) — [ {%(m*(tw(w,tﬂ da(1)dt

to
Substituindo o termo expandido e a integral por partes em AJ, temos:

AJ = [%(I*(tf),l‘*l(tf)atf)] ox(ts) + [g(a(ts), 2'(ty), 1)) 0t

+ /t:f {g—i(x*(t),x*’(t), t) — % {%(x*(t),a:*'(t),t)} } Sx(t)dt + of-).

Expandindo g(z(ty),2'(ty),tr) = g(a*(ty) + dz(ts), z”(ty) + 62'(ty),ts) em uma
série de Taylor em torno de (z*(ts), 2" (ts)):

g(l’(tf),l’/(tf),tf) = g(m*(tf),x*/(tf),tf) + g—i(x*(tf),x*/(tf),tf)ézv(tf)

+%(I*(tf>7x*/(tf),tf)(Sx/(tf) + o).

O incremento A.J é calculado a fim de que seja encontrada a variacao d.JJ. Como d.J é
a parte linear de AJ, g(z(ty), 2'(ty), ;) sera aproximado linearmente por g(z*(ts), z*(ts), ty).
Substituindo em AJ,

AJ = [%(x*@f),x*'(tf),tf)] ou(ty) + [9(2" (t1), 2" (t), )] oty

[ dg d | dg
== (2*(t), ¥ (1), t) — — | == (2 (), 2™ (t), 1) | ¢ 0x(t)dt + o).
v [ G a0 - [ 55w 0.570.0)| st o)
Da figura 3.2 dz(ts) pode ser relacionado com 6ty e dxy por
5$f = 5$(tf) + x'(tf)étf.
Como a curva extremal x* ¢ também uma curva admissivel, temos

(51‘f = (S.I‘(tf) — x*’(tf)&f.

Substituindo na equacao e agrupando os termos , é obtida a variacao de J:
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dJ(z*, dx) = [%(m*(tf),x*’(tf),tf)] dxy

+{gw%w»fﬂw»w>—[3%@%wxf%wxwﬂafu»}5w (3.11)

+/t:f {g—i(x*(t),x*'(t),t) E % [%(m*(t),x*'(t),t)} } ox(t)dt.

Como argumentado na secao anterior, independentemente das condigoes de fron-

teira, a equacao de Euler deve ser satisfeita e portanto a integral se anula. Assim,

3J(z*,0z) = [%(.’ﬂ*(t}f),x*/(t‘f),tf)} dxy

(3.12)

ol t) = | G5 @ et t0)| o) f oty

Vimos que se z* é um extremo, d.J(z*,dx) = 0. Na pratica, existem muitas possi-
bilidades para t; e z(t;). No entanto, neste trabalho, serdo considerados apenas dois

Casos.

1. t; e z(ts) ndo sao relacionados, ou seja, 0t; e 0z sao independentes um do outro

(arbitrarios). Dessa forma, os coeficientes de dxs e dtf em (3.12) devem ser nulos,

ou seja,
99 (o (4.2 (1),17) =0 (3.13
g(@*(tg), " (ts), ty) — %(x*(tf>>x*/(tf)vtf> z*(ty) = 0. (3.14)
De (3.13) e (3.14) resulta,
g(z*(ts), 2 (tg), ts) = 0. (3.15)

Note que (3.13) foi a condi¢ao encontrada quando x(tf) estava livre e ¢ especifi-
cado. Se fosse considerado x(ty) especificado e ¢ livre (3.13) nao valeria, logo a

condi¢ao encontrada seria (3.14).

2. ty e z(ty) sdo relacionados. Por exemplo, o valor de = deve estar restrito a uma
curva 6(t) (veja figura 3.3), isto é,

x*(tf) = 9<tf). (316)
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Figura 3.3: t; e z(ty) livres e relacionados pela curva 6(t).

Da figura 3.3,
do a

—(t) = —.
i) = 5 J
A distancia a é uma aproximacao linear para dxy, que entao é relacionado com

oty por:

db

Substituindo em §.J(x*, éx), agrupando os termos semelhantes e considerando que
0ty € arbitrario tem-se:

%(ﬂf*(tf)>$*’(tf)>tf)] [%(tf) - x*'(tf)] +g(2*(ty), 2" (ty),t;) = 0. (3.17)

Essa equacao é chamada de condicao de transversalidade.

Em ambos os casos considerados, através da equacao de Euler encontra-se a solugao
x*(c1,c2,t) onde ¢; e ¢y 520 constantes de integracdo. As constantes ¢, ¢y e ty podem
ser determinadas através das equacoes (3.13) e (3.15) e z*(cq, ¢, to) = xo se z(tf) ety

nao sao relacionados. Se x(t) e t; sdo relacionados usamos as equacoes (3.16) e (3.17).

ty
Exemplo 3.3. Considere o funcional J(x) = / \/ 1+ ([E’(t))th que tem z(0) =2 e
0

termina na curva 0(t) = —4t + 5. Como o funcional dado depende somente de 2'(t), a
Equacao de Euler é dada por

d ¥ (t)
1+ (a*(1))”

cuja solugdo é z*(t) = c1t + 2. De 2*(0) = 2 temos ¢y = 2.



Funcionais envolvendo véarias fun¢oes independentes 35

Como ty e z(ts) sao relacionados, para determinar ¢; usamos a condigdo de transver-

salidade (3.17), que neste caso é dado por

.CIZ*/(tf) 4 ! 5
e U

Simplificando, temos 1 — 42 (t;) =0 — 2 (t;) = 1. Assim, ; =t ea*(t) =3t +2¢

candidato a extremo do funcional J.

3.3 Funcionais envolvendo varias funcoes independentes

Até agora os funcionais considerados dependiam apenas de uma funcao e sua
derivada. A discussao sera generalizada incluindo funcionais que dependam de vérias
funcoes independentes e suas derivadas. Esta secao é baseada nos resultados da secao

anterior. O objetivo é obter uma versdo matricial da equacdo (3.11).

3.3.1 Problemas com fronteiras fixas

Counsidere o funcional

J (21, 32, ..., 2y) :/fg(:cl(t),...xn(t),a:’l(t),...,x;(t),t)dt

to
sendo 1,%g,...,x, fungdes independentes de classe C' e g de classe C?; to e tf sao

especificados e as condicoes de contorno sao

T1(to) = T1; r1(ty) = 21,5
Tp(to) = Tng; Tn(ty) = Tn,-
Para encontrar uma condigao para que zj,x3,--- , 2z} seja um extremo para o fun-

cional, serd usado o Teorema Fundamental, e para isso é determinado o incremento.
ty
AJ = / {g(ml(t) + 021 (£), ooy (8) + 6 (2), 2 (1) + 621 (1), ..., 2, (£) + 0y, (¢), 1)
to
(1 (8), 1), (), ...,x;@),t)}dt

Expandindo g(z1(t) + 021 (2), ..., 2a(t) + 0z, (8), 24 () + 62 (D), ..., 2, () + 0l (), 1)
em uma série de Taylor em torno de (x1(t), ..., zn(t), 2} (¢), ..., 2}, (),
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B
+ 2 (b, oy 2 (), 25 (1), . 2 (£), £) 6 +
ox
ag ! / /
+3x’ (z1(t), .o ma (), 2 (D), ..., 2, (1), £) O,

:g(xl(t),...,xn(t),m'l(t),...,x;(t),t)+z8 i(xl(t),...,xn(t),x’l(t),...,x;(t),t)émi

+Z ( termos de ordem maior que um em &z;(t), 6z/(t)).
i=1

Substituindo no incremento,

ty n 89
2= | { (21(8)s s wa(0), 4 (0), ., (1), 1) O,
" - ox

+ Z ( termos de ordem maior que um em dz;(t), 025(t)) }dt

=1

A variagdo 0J ¢ determinada retendo-se apenas os termos lineares em dz; e 0z},
pois J é diferenciavel em x.
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ty n
7 = [ X 5 000,10 0. )0
to —1 axz
. 89 / / /
£ 3L (1) s (8), 24(0), 2 (1), )52
i=1 g
Integrando por partes os termos contendo oz,
" dg / / /
/ S 2L 18], 1), 240), o 1), )
to =1 i
. tf ag / / /
:Z/ (1 (8), o 20), 210 o, (), 1) S
i=1 v to i
~ {9y , : Y
_Z ax((xl(t)v an(t)vxl(t)v"'7xn(t)7t)5x1
i=1 ? to
“d[dg : :
_/ 7 {a (1 (t), oy (), 24 (1), ,:cn(t),t)} 5xi(t)dt}.
to i
Assim,
~ g : , Y
5J= o (t), 2 (1), ) (1), ooy (1), 1) O
i=1 ¢ to
Y ( 99 ,
[ (S0t 0,1)
to —1 (2
d | 9y : /
| S0, 0,50 0.0 | Yoo
Como as condigoes de fronteiras sdo fixas para toda funcao z;, dz;(tp) = 0 e

dz;(ty) =0, (¢ =1,...,n) e os termos fora da integral se anulam,

6J = /t:f { En: (gi (z1(2), .oy T (t), 2 (2), ..o @y (), 1)

=1

_% [ng; (ggl(t),...,xn(t),x;(t),...,x;(t),t)] )5@(15)}6515.

Em um extremal, 6J = 0, ou seja,

6] =0= /t:f {zn: (gi (25 (t), ..., 2l (b), 2 (1), ..o 2 (), 1)
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Como os dx;’s sao independentes, podemos entao fazer ox; = 0,1 =2,...,n, dx; #0

e dx; assume valores arbitrarios no intervalo (to,tr).

Y {99 / /
t() 81’1

4 [gjl (xf(t),...,x;(t),xf(t),...,x:‘L'(t),t)} }5x1(t)dt.

Aplicando o Lema Fundamental, o coeficiente de dx(¢) deve ser zero no intervalo
[to,ts]. Assim,

dg , . * *! *! d|dg, . * *! ®!
8—x1(ml(t), (), 2y (t), .2l (1)) — y {ax,l (2r(t), ...,k (t), 23 (), ..., 2" (t),t)} =0

Repetindo esse argumento para cada dz;, i = 1,...,n e t € [to, tf]

g . ., * *! */ 99 , . * *! */
9, (25 (@), ..., 2l (8), 7 (8), .o (), 8) — pr [a F(@1(8), 2 (1), 27 (1), 2, (t),t)] = 0.

Sao n equacoes de Euler para serem resolvidas, ou seja n equacoes diferenciais, em
geral nao lineares, ordinarias e dificeis de serem resolvidas analiticamente. A com-
plexidade aumenta devido ao fato de cada z] ter que satisfazer a todas as equagoes
simultaneamente.

Da forma como a teoria vem sido desenvolvida é muito trabalhoso escrever os ar-
gumentos das funcdes. E mais conveniente a partir daqui adotar notacio matricial. O
processo serd refeito usando matrizes e vetores.

O funcional a ser considerado é:

e as condicoes de contorno x(tg) = xg e x(ty) = ¢, sendo

z(t) =1 : e 2(t)=
Ty i
(t) —a(t)

O incremento torna-se

AJ = /{g t) +0x(t), o' (t) + 6’ (t), ) — g(x(t), 2/ (¢),t) }dt.

Apo6s a expansao de Taylor,

AJ = /t:f{ {%(m(t),x’(t),t)]Téx(t) + [%(x(t),x’(t),t)réx’(t)

+[ termos néo lineares em dxz(t) e 2/ (t)] }dt,
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com %(m(t),x’(t),t) = {%(m(t),x’(t),t),...,%(I(t),x'(t),t)} e, analogamente,

para (9_g” matrizes coluna n x 1.
x
Descartando os termos que nao sao lineares em dz(t) e dz/(t) e integrando por

partes, obtém-se a variacao.

0(a,00) = | 32 alts).),t7) | 9tts) — | 52 ot o't )| gt

+/t:f {g—i(x(t),x’(t),t) — % {%(m(t),x'(t),t)} }Téx(t)dt

0 é a matriz coluna n X 1 nula e a representacao matricial da equacao de Euler é:

Note que a equacao (3.4) é um caso particular da equacao de Euler na forma

matricial, sendo z um escalar.

Exemplo 3.4. Considere o funcional

™

J(x(t)) = /0 : {[x;(t)f e (0] + 2x1x2(t)}dt (3.18)

21(0) =0, 22(0) = 0, 1(5) = 1 e x2(5) = 1. Para analisarmos os candidatos a extremo
aplicamos a equacdo de Euler para z1 e 25 onde g(z(t), 2'(t),t) = [xl’(t)]Q + [/ (t)] g

2I1[E2(t>.

0

Oy

([, (1)) + [#5()]” + 2a129(1)) d { 0

~ 5t |3 (R O) + ) + 2x1x2<t>)] 0

= 2xo(t) — % 221" (t)] = 2x9(t) — 221" (t) = 0 = xo(t) — 2{(t) =0

([0 + 0] + 2m0ma0) - 5 { aig ([#50)]" + [z20]" + 2wz<t>>] =0

= 224 (t) — % 225/ (t)] = 221 (t) — 225" (t) = 0 = 21(t) — 25(t) =0

Agora resolve-se o sistema de equagoes diferenciais,
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Para resolver esta equacao diferencial deve-se primeiramente determinar a equacao

caracteristica associada,

M_1=0=)\=1=\=+1o0u )= +i.

Assim, z1*(t) = cre’ + coe™t + c3cost + cysent.

t

2" (t) = 2™ (t) = 12" = c1e’ + eyt — cycost — cysent.

Para determinar as constantes de integracao sao usadas as condicoes iniciais de

contorno

71(0) = 0 = c1€° + o€’ + 3 c08(0) + ¢4 sen(0) = 0 = ¢; + o + c3 = 0,
72(0) = 0 = ¢1€° + e — c3c08(0) — ¢ysen(0) =0 = ¢; + ¢ — c3 = 0,
21(3) =1=> cre? + e 2 +czcos(3) +aasen(3) =1=> cre? + e +oy =1,

2
)=1=cle? +e? —cs cos(3) —casen(3) =1 = cre? 4+ ez — ey =1,

que dao origem ao sistema:

cp+ca+e3=0
Cl—l-CQ—Cg:O
crez +cpe2 +ey=1

™ =_n
ez +cez —cy = 1.

1 —1
cuja solucao é c; = —, co = — —, c3=1c4 = 0.
€2 —e 2 €2 —e 2
el —et  senh(t
Logo, x1"(t) = 2™ (t) = = (W) que é um candidato a extremo de J

e% — e%ﬁ B Senh(i)

dado por (3.18).

3.3.2 Problemas com fronteiras moveis

Nesta secao serao tratados os problemas dependendo de n fungoes e suas derivadas
e que ndo possuem o tempo final t; ou z(ts) especificados. Para tanto, considere o
funcional,
ty
J(z) = / o(a(t), (), 1) dt
to
sendo z = (1, ..., z,,) fungdes independentes de classe C' e g de classe C?, z(ty) e to sao
dados, x(t;) e t; sdo livres. Neste caso, para encontrar uma condicdo a ser satisfeita
pelo extremo é realizado o mesmo processo da secao 3.2.2, mas usando vetores de
fungoes ao invés de fun¢oes. Tomando o incremento, integrando por partes o termo
envolvendo 6'(t), retendo os termos lineares em dx(t) e dz/(t) e relacionando dz(ty)

com dxy e dty por dx(ty) = dxy — x*(ty)dts € obtida a variacao:
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dJ(z",0x) = l%(az*(tf),x*'(tf),tf)l dxy

o et - | S )| e | o

+/t:f {%W(”’x*'(t“) - % [%(ﬂf*(t),x*%t),t)] }T&E(t)dt.
(3.19)

Como argumentado anteriormente, um extremo para o problema de fronteira fixa é

também um extremal para o problema com fronteiras moéveis, z* deve ser uma solucao
da equacao de Euler.

g—i(:c*(t),:c*’(t),t) — % {%(z*(t),x*’(t),t)} =0 (3.20)

A condicao procurada é dada por:

T
bata*d0) =0 = | 2 a(a7).007).09) | o2y

+ {g(flf*(tf)w*’(tf),tf) - {%(iﬂ*(tf),x*'(tf)?tf)} flf*'(tf)} ot .

(3.21)

As equagoes (3.20) e (3.21) sao centrais na busca de extremos, por resumirem as
condigbes necessarias que os extremos devem satisfazer. A equagao (3.20) é condigao
necessaria para todos os tipos de problema. Para encontrar condicoes de contorno além
das especificadas, sdo feitas substitui¢des adequadas ao problema na equagao (3.21).

Por exemplo, se z(ts) é livre e x; é dado, dx(tf) # 0 e oty = 0. Assim,

dg

[%(f@f%x*’@f),tf)] Falt) = 0= L (a(17), 2" (1), ) = 0.

Se x(ty) é dado, mas zs é livre, 0x(tf) = 0 e 6ty = 0. Entdo,

{g(x*(tf)ax*/(tf)7tf) - {%(x*(tf)vx*,@f)atf)} x*’<tf)} oty =0

= g(*(tg), "' (tg), ty) — [%(ﬁ@f)ax*/(tf)atf)} ' (ty) =0
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Exemplo 3.5. Considere o funcional

J(a(t)) = /0 L O] + [/ (0]? + 2ea(t) e (3.22)

11(0) = 0, 22(0) = 0, 21(3) livre e z2(5) = 1.
A equacao de Euler para esse problema é a mesma do exemplo 3.4, pois o funcional
¢ o mesmo. O que diferencia esse problema do anterior, é que neste caso, r1(%) ¢ livre.

Assim, o candidato a extremo é:

t

21" (t) = cre’ 4+ coe" + cycost 4+ eysent e xy*(t) = cre’ 4+ ot — c3cost — ¢y sent.

Para determinar as constantes de integracao sao usadas as condicoes iniciais de

contorno
21(0) = 0 = c1€° + coe® + 3 c08(0) + ¢cysen(0) = 0 = ¢; + o + ¢3 = 0,
72(0) = 0 = c1€° + e — c3c08(0) — ¢ysen(0) =0 = ¢; + g — c3 = 0,

exs(f)=1= c1e2 + ceT —cy cos(5) —cgsen(f) =1 = crez + e T —cy = 1.

E usada também a equacdo (3.21) que, devido as caracteristicas do problema, dé

origem a condigao:

a s ™
ag/ (m(g),x’(g),g) =0=2(cie? —ce™2 —¢3) =0
Ty

que juntas dao origem ao sistema:

c1+ca+e3=0
61+CQ—63:0

jus _n
crez +ce2 —cy = 1.

2(016% — e — 03) =0,
cuja solucao é ¢c; = co =c3=0e ¢y = —1.
Logo, x1"(t) = —x2"(t) = —sen(t) ¢ um candidato a extremo de (3.22).

Observamos assim que, se xl(g) é livre, o candidato a extremo do funcional nao é

o mesmo encontrado quando xl(g) ¢ fixo no exemplo 3.4.
A tabela 3.1 a seguir sintetiza as condig¢oes adicionais que devem ser satisfeitas
na busca de candidatos a extremos, para algumas condicoes sobre ty e x(ty) tratadas

neste capitulo.
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Problema Condicoes Adicionais
z(tr) et
( f) d *(to) = xo; x*(tf) = xy
especificados

z(ty) livre e
ts especificado

Qf* (to) = 29

9 /
(@ () (b)) = O

ty livre e
z(ts) especificado

r*(to) = wo; v*(ts) = 5

g(z*(ty), a(ty), ty) — [ 2% (x*(tf)aJf*'(tf)atf)]Tx*'(tf) =0

.Clﬁ*(to) = 29
ty e x(ty)
. ag * */ —
livres e —(x (tr),x (tf)atf) =0
. ox’ '
independentes
g(a*(ty),x*(ty),t;) =0
T (to) = X9
tre x(tf) x*(tf) = e(tf)
restritos

a curva 6(t)

Tabela 3.1: Condigoes Adicionais para algumas situacdes sobre t; e x(ty).

No capitulo seguinte abordaremos dois problemas classicos do Célculo Variacional.



4 Problemas Classicos do Calculo

Variacional - condicoes necessarias

Um dos problemas classicos mais famosos no Célculo Variacional é o Problema da
Braquistocrona, proposto por Jean Bernoulli, que desafiou os matematicos da época
(junho de 1696) com o seguinte antincio num jornal “Dados dois pontos P e Q em um
plano vertical e em desnivel (isto é, a reta que os contém nao estd na horizontal e nem
na vertical), qual é a curva que os liga de tal modo que uma particula partindo do
repouso do ponto mais alto P e deslizando sobre ela sem atrito, sob acao da gravidade,
gasta o menor tempo para atingir o ponto mais baixo Q7".

Essa curva, segundo sugestao de Leibniz, ficou conhecida por braquistocrona (do
grego braquis - que significa menor e cronos que significa tempo). O mesmo jornal de
maio de 1697 trazia artigos sobre o problema de seis dos mais renomados matematicos
da época: Jean Bernoulli, Jackes Bernoulli, Isaac Newton, Marqués de L’Hospital,
Gottfried Leibniz e Ehrenfried Tschirnhaus.

Os problemas classicos a serem tratados nesse capitulo serao: o problema da super-
ficie minima de revolucao e o problema do comprimento minimo de arco. Sera dada
atencao especial a estes problemas por ja serem conhecidos pelos alunos desde o Calculo
de uma variavel, quando dada uma funcido y = f(x), determina-se a expressao para
o calculo do comprimento de arco para = € [a,b] ou a area da superficie gerada pela
rotagao do grafico de f em torno do eixo x. Como nas referéncias bibliograficas consul-
tadas o funcional a ser minimizado ja é fornecido, apresentamos nesses dois problemas

a obtencao de cada funcional e as condicoes necessarias para otimalidade.

4.1 Superficie Minima de Revolucao

O problema de superficie minima consiste em encontrar uma curva com fronteiras

fixas, cuja rotagao em torno do eixo das abscissas gera uma superficie de drea minima.

45
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4.1.1 Funcional do Problema

Sabe-se da geometria que a area lateral de um tronco de cone circular reto, de
geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor 7, é igual a area do trapézio de

altura g, base maior 27 R e base menor 27r, ou seja,

area lateral do tronco = w(R + r)g.

Figura 4.1: Tronco de cone.

Sendo S o ponto médio do segmento P(@), a altura s indicada na figura 4.1 é dada
por:
R+r

§= 5 dai (R +r)g = 2msg.

Assim,

’érea lateral do tronco do cone = 27sg.

Usando a area lateral de um tronco de cone, vejamos como calcular a area da
superficie obtida pela rotagao, em torno do eixo t, do grafico de uma fungao z(t), com

derivada continua e x(t) > 0 no intervalo [to, tf].

Seja entdo, P :ty < t; <ty < .. <t, =ty uma particao de [a,b] e ¢; = 5

ponto médio do intervalo [t;_1,t;].

Figura 4.2: Tangente ao gréafico de x no ponto (¢;, z(c;)).
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Na figura 4.2, 2'(¢;) = tgay; o segmento M; 1 M; é tangente ao grafico de x no ponto
(ci,z(c;)). Entao,

At;

M M =—
1—1, 3 |COSO[Z|

= |sec | At; = \/1 + [2/(c))]* At

A area da superficie gerada pela rotagao, em torno do eixo ¢ do segmento M; M,

¢ a area da superficie lateral de um tronco de cone de geratriz M, 1, M;:
27TJ](CZ')Mi_1, Ml = 27TZE(CZ‘) 1+ [CII/(C%)]QAE

e se At; for suficientemente pequeno, esta area serd uma boa aproximacao para a area
da superficie gerada pela rotacao em torno do eixo ¢, do trecho do grafico entre as retas
t:ti_l et:tl

Como a funcdo 2z (t)1/1 + [2/(¢;)]* & continua em [to, t/], segue que:

n

ol S T2t/ 1+ ()] *At = / 2 (t)\/1 + [2/(t) dt

=1
Logo, a area da superficie obtida pela rotacao do grafico de x, em torno do eixo de

t é definida por:

A:/tf omx(t)\/ 1+ [2/(t)] dt.

to

4.1.2 Resolucao do Problema

Como visto anteriormente, a area de uma superficie de revolucao ¢ dada por:

A=2r /tfx(t) 1+ [2/(¢)]%dt.

to

Desta forma, o funcional do Problema da Superficie de Revolucao a ser minimizado

J(z) = / " oma(t)/1 4+ [ () dt. (4.1)

Neste caso g(z(t),2'(t),t) = 2mx(t)\/1+ [2/(t)]*.

didatos a extremo do funcional, aplicando a equacao de Euler, temos:

A fim de analisarmos os can-
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%(%x(t) 1+ [x’(t)]2> —% [%(%x(ﬂ 1+ [x/(t)f)] _0

= 2m\/ 1+ [&/(1)]” — 27

= 2my\/1 4 [2/(t)]" — 27

—_
+
5
—~
~
=
[\
—_
+
"
—~
~
Pt
no
I
(@]

= om\/1+ [z/(t)]* — 2n

o {1 + [P - x<§>x"<t>] » )
(1+2'(1))>

A equagdo (4.2) multiplicada por z/(t) pode ser escrita como:

Através da equacao de Euler, o candidato a extremo para o problema da superficie

minima é dado por:
t
) . (4.3)
1+ [2(1)]"

Outra forma de se abordar a equacao de Euler, é considerando-se que no Problema
da Superficie Minima de Revolugao, g depende apenas de x(t) e /(t). Assim, a equagao
de Euler
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0 d[o
%(z* (t),x*(t),t) — 7 [8_5’@* (t), 2" (t), t)] = 0, pode ser expandida do seguinte modo:

by g (@) Py By
Or Otdx’ Oxox \ dt o2 \ dt2 )
82

Como g = 2rx(t)y/1 + #'(t)* depende apenas de z(t) e de 2/ (), mg@(t), 2'(t)) = 0.

%g(:p(t),x'(t)) — ajaxlg(dt),:v’(t)) (é—f) — ai/zg(x(t),f(t)) (%) =0. (4.4)

Multiplicando (4.4) por Cfl—f :
Oy (dr\ _ Py (da\'_ o (dr) (da s
Oz \ dt Oxdz’ \ dt Ox2 \ dt dt? '
S d btraind & jl((w ‘() em (4.5) t
omando e subtraindo 7 ) 9 x(t), em (4.5) temos,
d , dx (0 , B
% (se0.00) - 5 (smatetna'®)) ) =o. (46)

Assim, se g depende somente de x(t) e 2/(t), a equagao de Euler se reduz a,

(a0 (0) - 5 (5Lole0.00) ) = C

Outros casos particulares sao discutidos em Elsgolts [5], como por exemplo g(x(t), t),
ou seja, g dependendo apenas de z(t) e t.

Logo, a equacao de Euler para o problema de superficie minima é dada por:

s, 2x(t)x'(t) 9 za'?
st/ 1+2'(t) —2'(t) | —F—= | =z(t)/1+2(t)" - —— =C\.
24/1+2/(t)° Vit

(t)
1+ a'(t)°

Apobs simplificacao:

Como esperado, a equagio (4.3) é a mesma que (4.7).

d
Para resolver a equacio diferencial (4.7) , é feita a substituigao d—f = senh(s). En-
tao, de (4.7), z(t) = C14/1 + senh(s)? = C cosh s e,

dx dx C senh(s)ds
") = — = dt = =
= =M= T T T senh(s)

:Cld52>t2018+02
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A superficie buscada é formada pela revolucao de uma curva, cuja equacao na forma

paramétrica é:
t= 018 + Cg

x = C] cosh s.

Eliminando o paramétro s é obtido:
t— C;
x = C cosh ( G 2). (4.8)

As curvas (4.8) sao conhecidas como uma familia de catenarias e sdo candidatas a

extremo do funcional (4.1); as superficies geradas por elas sdo os catenotides. Para

determinar C e (5 sao usadas as condic¢oes de contorno.

Figura 4.3: Familia de catenarias.

Condigoes suficientes para otimalidade de (4.8) podem ser encontradas em [5].

4.2 Problema do Comprimento de Arco

O Problema do comprimento de arco consiste em encontrar a equacao de uma curva

de classe C'' com comprimento minimo que conecta dois pontos distintos (fixos).

4.2.1 Funcional do Problema

Seja y = x(t) com derivada continua em [a,b] e seja P :a =1ty < t; <ty < ... <
t, = b uma particao de [a,b]. Indicando por L(P) o comprimento da poligonal de
vértices P, = (t;, z(t;)), i =1,2,...,n,

IEEDY V(=) + (ats) — 2t 1))’
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Figura 4.4: Parti¢do de [a,b].

Pelo Teorema do Valor Médio, para cada ¢, i = 1,2, ...n existe ¢;, t;_1 < ¢; < t;, tal
que
(L’(tl) — fL‘(ti_1> = ZL‘I(Ci)AtZ‘7 onde Atz = tz — ti—l-

Segue que

n

L(P) =) VAZ & (2(c)at)? = S\ /1+ (@(1)) At

i=1

Assim, tomando limite para maxAt; — 0, é possivel mostrar que L(P) tendera
b

para / 1+ (x’(t))zdt, (]6]). O comprimento do grafico de z(t) no intervalo [a, b] é

definido entio por

C= /b\/1+ (a/(1))dt.

4.2.2 Resolucao do Problema

Como visto na secao anterior, o funcional do problema do comprimento de arco a

J(z) = [ i @)

Neste caso g(z(t),2/(t),t) = /1+ (:c’(t))Q. A fim de analisarmos os candidatos a

extremo do funcional, aplicamos a equacao de Euler:

ser minimizado é,
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2 22/ (t) y
2"t/ 1+ (z/(t))” — 2/(t) =7 (1)
R 2\/1+ (2'(1)) 0
1+ («/(1))
o s @) =0 () = i+ G
1+ @)

Através da equacao de Euler, o candidato a extremo para o problema do compri-

mento de arco é dado por:

Do mesmo modo como realizado para o problema da superficie minima de revolucao

a equacao de Euler pode ser tratada, observando-se que neste caso g = 1/1 + (x’(t)Q)

62 / d2
depende somente de z/(t). A equagao de Euler reduzir-se-ia a 8g(’:§> <d_t:§) =0eo
x

candidato a extremo também é z(t) = Cit + Cs.

Exemplo 4.1. Qual a equacdo da curva que une o ponto z(0) = 1 a reta t = 5 com
comprimento minimo?

Como o problema a ser resolvido é de comprimento de curva, o funcional a ser

J(z) = /t 7 V1 (1) dt,

cujo candidato a extremo é dado por z*(t) = Cit + Cs.

minimizado é

Do enunciado do problema sao tiradas as condicoes iniciais de contorno: ty = 0,
x(tg) = 1, ty = 5 e x(ty) é livre, que serdo usadas pra determinar as constantes de

integracao C7 e (5.

z(0)=1=0+Cy=1=Cy=1.
Por z(5) ser livre é usada a condi¢do natural de contorno (3.6).
dg ' (ty)

—Z(x*(tp), " (ts),tf) =0 = ——L___ =
5 (& (tr), 27 (), 1) o
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Assim, o candidato a extremo para o problema de comprimento de arco é z*(t) = 1.
Vamos provar algebricamente que z* é de fato o minimo para o problema.

Temos que
ty ty ty
J(z) = / V14 (@) dt = J(a*) = / Vidt e J(z* + 6z) = / V1 + 62t
to to to

tr
Logo, / {\/1+5x’2—ﬁ}dt20:>J(x*—l—&v) > J(z%), Vou.
to S————

>V1
Portanto a equacao da curva que minimiza a distancia do ponto a reta é z*(¢t) = 1,

que ¢é o segmento de reta paralelo ao eixo z unindo o ponto a reta.

x(t)

Figura 4.5: Solucao para o exemplo 4.1.

A seguir, trataremos de alguns problemas variacionais que apresentam restri¢oes

sobre a funcao que é procurada como extremo de um funcional.



5 Problemas Variacionals com

restricoes

Problemas Variacionais com restri¢oes (vinculos) sdo problemas em que se procura
um extremo do funcional J, sendo que sao impostas certas condicoes que devem ser
satisfeitas pelo extremo. Tais condi¢oes sao chamadas de restricoes. Embora existam
varias formas de restrigdes, apresentaremos aqui trés casos: ¢(z,t) =0, p(z,2',t) =0

e isoperimétricas.

5.1 Restrigoes da forma ¢(x,t) =0

Vamos determinar um conjunto de condigoes necessirias para uma fungdo x* ser

extremo do funcional

J () :/fg(x(t),x/(t),t)dt,

to
onde x é um vetor de fung¢oes de dimensées (n +m) x 1, n,m > 1 que deve satisfazer
n restri¢oes da forma:
oi(z,t) =0 (i=1,2,...n).

A presenca dessas n restricoes significa que apenas m das n +m componentes de x
sao independentes.

Um método que poderia ser usado para encontrar o extremo desse funcional seria
resolver o sistema ¢;(x,t) = 0, (i = 1,2,...,n) para z, T, ..., x, (ou outras n fungoes
x;) e substituir no funcional J(x), obtendo um funcional J(Zy11, Tni2, ..., Tnim) que
depende de m funcoes independentes e entao pode ser resolvido pelos métodos desen-
volvidos anteriormente. As restri¢oes sao, geralmente, equagoes algébricas nao lineares,
que inviabilizam este método de resolucao. Usaremos entao o Método dos Multipli-
cadores de Lagrange, também conhecido como Método dos Coeficientes Indetermina-
dos, que oferece uma técnica mais eficiente para eliminar a dependéncia do funcional
J nas funcgoes xq, 9, ..., x,. Esse método consiste em construir a partir do problema,

um novo funcional, a ser inverstigado.
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/ folal ):t) + M) [r (2(t). 1) ] + Ao (t) [0 (2 (1), 1) ] + - .
(5.1)

2 (t) [on (2(t), )] }dt.

Podemos escrever (5.1) em notagao matricial:

J = /tof {g(az(t),x’(t),t) + X (t) [o(x(t), t)] }dt. (5.2)

Como as restrigdes devem ser satisfeitas para todo t € [to, t], os multiplicadores de
Lagrange \q, ..., \, sao funcdes de t. A variacdo do funcional J ¢ encontrada da mesma

forma que no capitulo 3, porém aplicando variacoes nas funcoes A também.

5.7 (2,8, ), 0)) :/to H%gx( (1), (t),t)+)\T(t)[gi( (),t)”éx(t)

+ Bi/ (z(¢), x'(t),t)} 5 (t) + [o" (2(t), t)}aA(t)}dt.

Integrando por partes o termo envolvendo dz’ obtemos:

5.7 (2,5, 0, 60) — / H%gx( (0), x’(t),t)Jr)\T(t){gi( o) t)]

d [@T

o (x(t),:c’(t),t)Héa:(t) - [cpT(x(t),t)}aA(t)}dt

ty

n {gf (2(t), 2/ (t), t)} ox(t)

to

Considerando primeiramente o caso em que z(ty) e z(ts) sao fixos. Pelo Teorema do
Calculo Variacional a variacao deve se anular no extremo, isto ¢, 6.J(z*,\) = 0. Além
disso, o extremal deve satisfazer as restricoes, gp(x*(t),t) =0, t € [to,tf]. Podemos
entao escolher n multiplicadores de Lagrange arbitrarios que anulam o coeficiente de
dz(t) no intervalo [tg, tf]. Restam (n+m)—n = m componentes que sao independentes.

Pelo Lema Fundamental,

gi( (), 2 (8), ) + {g—i(x*(t),t)} A (t) — —[aa;’( “(t), :c*'(t),t)} =0. (53)

Podemos definir o argumento da integral (5.2) como:

g=g(x(t),2'(t),t) + M ()[p(x(1),1)].
A equacao (5.3) é escrita como:

%(x*(t),x*'(t), X (t),t) — % {% (z*(t),2*'(t), )\*(t),t)} =0, (5.4)
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ou seja, podemos aplicar as equacgoes de Euler ao problema inicial,

J= / o 0, N (1), )t

to

obtendo n +m equacoes diferenciais de (5.4) e o conjunto de n restri¢oes. Ao todo,
temos 2n 4+ m equagdes para encontrarmos os n+m z*’s e os n X’s. Se z(ty) ou t; nao

forem fixos sao obtidas condicoes adicionais, analogamente aos capitulos anteriores.

5.2 Restricoes da forma o(x,2',t) =0

Vamos agora encontrar condi¢oes necesséarias para a funcao z* ser um extremo para

o funcional

e tal que tg, z(to), ty e x(ts) sao conhecidos.
Restricoes deste tipo representam as condicoes de estado em problemas de controle
6timo. Apenas m dos n + m componentes de x sao independentes por causa das n

restricoes. Usando o método de Lagrange, construimos o funcional aumentado:

7= [ a0, 0).8) + MO (0.0, 0] + 2al) [ea(al0).(0).6)] + ..

Fn () [n ((t), 2'(2), )] }dt.
(5.5)

Podemos escrever (5.5) em notagdo matricial:

J= /f ! {g(m(t),x’(t),t) FAT() [((t), (1), 1)] }dt. (5.6)

Se as restrigoes sao satisfeitas, J = .J para algum \(t). A variacdo de J é dada por:

5.7 (2,6, 0, 60) = / tf{ {%(m(t), (1), 1) + AT(t) B—i(x(t), 2 (b), t)] } 52 (t)

to

+

B0 0.0 £ 0 G0 0.0 [

+ [T (2(t), 2'(1), 1) | OA(2) }dt.
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Admitindo que as fronteiras sejam fixas, integrando por partes o termo envolvendo

0x' e considerando apenas os termos dentro da integral, obtemos

6J (2,8,\,0)\) = / f{ {88% (z(t),2'(t), ) + A (t) [g—i (x(t),:c’(t),t)-

to

& B‘i ((0) x'<t>7t)] +X ) {%(W% Z(0),8)| |9+

+[¢T(x@%aﬁ%w,ﬂ}5A@)}dt

Em um extremal, a variacao deve ser zero e as restricoes devem ser satisfeitas.

Usando o Lema Fundamental do Calculo Variacional, temos

% (z*(t), 2 (t),t) + {g—i (z*(t), 2" (1), t)] N (t)

(5.7)
—%{ gﬁ/ (z*(0), x*'(t),t)} + A1) {%(m*(t),m*'(t),t)} } = 0.
Como na secao anterior, se definirmos,
g =g(z(t),2'(t),t) + X" (1) [(a(t), 2' (1), 1)],
escrevemos (5.7) como:
%(m*(t),x*'(t), N (t),t) — % {%(m*(t),x*'(t), )\*(t),t)} = 0. (5.8)

Ou seja, podemos aplicar as equagoes de Euler ao problema inicial,

J:/fﬂﬂ@meXﬁMMt

to

Sao n+m equagoes diferenciais de (5.8) e o conjunto de n restri¢oes, ao todo 2n+m

equacgoes para encontrarmos os n +m x*’s e os n \’s.

5.3 Restricoes Isoperimétricas

As restricoes isoperimétricas sao da forma:
ty
/ ei(z(t),2'(t),t)dt = ¢ (i=1,..,7). (5.9)
to
As constantes ¢;’s sao dadas. Em problemas de controle estas restri¢oes costumam

representar o combustivel ou energia necessaria para a realizacao da tarefa requerida.

Vamos encontrar condi¢oes necessarias para x* ser um extremal do funcional:

ﬂ@:/“ﬂumy@@ﬁ (5.10)
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sujeito as restrigdes isoperimétricas (5.9).
Definindo uma nova variavel z;(t) escrevemos as restrigoes (5.9) como equagoes

diferenciais:

zi(t):/ i ((t), 2/ (1), ) dt (i=1,..7). (5.11)

to
Com a presenca das varidveis adicionais z;(t), surgem as condigdoes de contorno

zi(to) = 0 e z;(tf) = ¢;. Derivando (5.11) com relagao a t:

ou, em notacao vetorial,
2'(t) = e(x(t),2'(t),1). (5.12)

A equacio (5.12) é um conjunto de r restri¢oes na forma de equagoes diferenciais

que, como na secao anterior, serdo utilizadas na construcao da funcao aumentada

Gz (), 2'(t), M), 2'(t), t) = g(x(t), 2’ (), t) + AT (t) [e(z(t), 2/ (t),t) — 2'(t)]. (5.13)

De modo andlogo ao desenvolvimento feito para obtermos as equagoes (5.7), encon-

tramos um conjunto de n + m equagoes

9
ox

(2 (), 2™ (t), \*(¢), 2" (1), t) — % {% (z*(t), 2" (1), )\*(t),z*/(t),t)] =0, (5.14)

e um conjunto de r equagoes

99

5 (z* (), z (1), N*(t), 2" (1), 1)

_ 4|9
dt | 07

(a:*(t),x*’(t),A*(t),z*’(t),t)] =0. (5.15)

Substituindo (5.13) em (5.15) e fazendo os célculos, como g ndo depende de z,
0G/0z=0e 0g/0z = —X*(t). Assim (5.15) é simplificada por

A (1) = 0, (5.16)

implicando que os multiplicadores de Lagrange sao constantes.
Temos um total de (n + m + r) equagdes envolvendo (n + m + r + r) fungoes

(w*, \*, z*). As outras r equagOes necessarias para determinar as variaveis sao
27(t) = e(a*(t), ¥ (¢), 1) (5.17)

cujas solugoes devem satisfazer as condicoes de contorno 2*;(ty) =¢;, (i =1,...,7).
Em resumo, para um problema com restricoes isoperimétricas, as condi¢oes neces-

sarias sdo dadas pelas equagoes (5.14), (5.16) e (5.17).
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5.4 Exemplo: Um problema de controle 6timo

Vamos utilizar as técnicas do Célculo Variacional para encontrar condi¢oes neces-
sarias para um problema de controle 6timo. Para resolver um problema de controle

6timo devemos encontrar um controle admissivel u* que satisfaz o sistema de equacoes
2'(t) = a(z(t), u(t),t) (5.18)

e 0 extremo z* que minimiza o funcional

J(u) = h(z(ty), ty) + / fg(x(t),u(t),t)dt. (5.19)

to

Vamos assumir que as restri¢oes de estado (se¢do 5.2) e a regiao de controle nao sao
limitadas e que as condic¢bes iniciais x(ty) = z( e o tempo inicial ¢y sdo especificados.
A variavel x é um vetor n X 1 e u um vetor m x 1. Temos um problema envolvendo
n + m fungdes que devem satisfazer as n equagdes diferenciais (5.18). Os m controles
sao funcoes independentes.

A diferenca entre o funcional (5.19) e os funcionais abordados nas segoes anteriores
¢ o termo h(x(tf), tf). Assumindo que h é uma funcao diferenciavel, podemos escrever

h(a(ty), tf) = /t " (a0, 0)]dt + h((to) o). (5.20)

Substituindo (5.20) em (5.19), podemos reescrever o funcional como:

J(u) = /t ' {g(x(t),u(t),t) + %[h(x(i),t)}dt + h(m(to),tg). (5.21)

Como z(ty) e ty sdo fixos, a minimizacdo do funcional nao afeta h(z(to), ), pode-

mos considerar entao apenas o funcional:

ty
J(u) = / {g(x(t), u(t),t) + yr [h(z(t),t) }dt. (5.22)
to
Usando a Regra da Cadeia para derivacao,

J(u):/tf{g(x(t),u(t),t) + [% [h(m(t),t)} x'(t)+%(x(t),t)}dt. (5.23)

Usando multiplicadores de Lagrange, incluimos as restricoes no funcional e cons-
truimos o funcional aumentado:

J(u) = /t ' {g(x(t),u(t),t) + {% [h(a:(t),t)} ' (t) + %(l’(i),t)

(5.24)
A () [a(z(t), u(t), t) — 2'(1)] }dt.
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Definimos entao a funcao aumentada g como:

g(z(t), 2 (1), u(t), A1), t) = g(z(t), u(t), t) + {% [h(m(t),t)} ' (t)
(5.25)
oh T ,
+E(a:(t), )+ X () [a(z(t), u(t), t) — 2/ (t)],
e simplificamos o funcional (5.24) por:
J(u) :/tfg(m(t),:v'(t),u(t),)\(t),t)dt. (5.26)

Assumimos que t; pode ser fixo ou livre. Para determinar a variacao de J acrescen-
tamos as variagoes dx, dz’, du, I\ e dtys, pois g depende de z, 2, u, A e t, sendo que ts
pode ser livre. O célculo de §.J é feito como no capitulo 3. No extremal, o incremento

é zero.

670) =0 = [ 22 (a0 0 X 1), )|

+{g(x*<tf>,x*’(tf>,u*<tf>,A*(tmf)

—{%(Cﬂ*(m,x*’(w),u*(tf),A*(tf>,tf)} x*’(tf)}&f

+/: {{ [%(w*(t), ¥ (t), u*(t), A*(t),t)r (5.27)

_% {%(ﬂ(t), 2 (8),u* (£), \*(8), t)} T}éw(t)

_% (" (0,2 (1), (. N (0, 1) | Sult)

L
o 0,700 X (1)) M(t)}dt.

+

Vamos considerar os termos dentro da integral em (5.27) que envolvem a fungao h.
Como h depende apenas de z e de ¢, serdo considerados somente os termos de dg/0x
e os termos de 0g/0x’ ja que em (5.25) temos [0h/0x]" 2.

g H%(az*(?ﬁ),t)rm*’(t) + %(x*(t)i)r - %{% H%(w*(t»t): Tx*’(t)} }

que é equivalente a:

{%(m*(t),t)}x*/(t) + [;Z; (x*(t),t)] —%B—Z(fﬁ*@)»t):v
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ou, se aplicarmos a regra da cadeia para o 1ltimo termo,

@00+ [ 00 - [Geoolo - [Feo)

Assumindo que as segundas derivadas parciais sejam continuas, a ordem de dife-

renciacao pode ser trocada e os termos que envolvem h se anulam na integral, entao,
/ ’ @(x*(t) u*(t),t) T+A*T(t) @(x*(t) ut(t),t) | — i[— AT (@)] pox(t)
£ Ox ’ ’ Ox ’ ’ dt

B wwon] o2 o.0.0] o

e .00 @.1) 2 0] | onen
(5.28)

A integral (5.28) deve ser nula no extremo, independentemente das condigdes iniciais

de contorno. Como as restrigoes (5.18) devem ser satisfeitas pelo extremo, temos,
a*(t) = a(a*(t), u*(t), 1), (5.29)

e o coeficiente de JA(t) é zero em (5.28).
Os multiplicadores de Lagrange sao arbitrarios, entao podemos escolhé-los de forma
a anular o coeficiente de 0x(t) em (5.28), ou seja,

N (t) = — {%(m*(t),u*(t),t)] N(t) — %(w*(t), u(t),1). (5.30)

Restou apenas o termo referente a du(t). Como du(t) é arbitrario, seu coeficiente deve
ser nulo e portanto,

%(x*(t),u*(t),t) + {%(x*(t),u*(t),t)] A (t) = 0. (5.31)

No incremento (5.27), como a integral se anula, restaram apenas os termos fora da
integral. Usando (5.29) aplicada a t; e temos

st~ Nty b

T

+{§(x*(tf)7U*(tf)a tr) + %(x*(tf)a tr) + X (tg) [al2*(tp) u(tp), 1) }5tf =0.
(5.32)
As equagoes (5.29), (5.30), (5.31) e (5.32) compoem o conjunto de condi¢oes ne-
cessarias para o problema de controle 6timo. Essas equacoes sao formadas por um

conjunto de 2n equagoes diferenciais de primeira ordem (equagoes (5.29) e (5.30)).
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Para encontrar as 2n constantes de integrac¢ao, usamos as n equagdes z*(tg) = xg e 0
conjunto adicional de n ou n+1 equagoes (se ¢ nao ¢ conhecido, precisamos determiné-
lo e para isso (5.32) é incluida no conjunto). Além disso, tem-se um conjunto de m
funcoes algébricas que devem ser satisfeitas no intervalo [to, ] (equacdes (5.31)).

A seguir, reescrevemos o conjunto de condicoes necessarias utilizando a funcao H

conhecida como funcao Hamiltoniana, que é definida por:

H(2(t),u(t), \(t), ) = g(z(t), ut),t) + AT (t)[a(z(t), u(t),t)]. (5.33)

Usando esta notagao, escrevemos as condi¢oes necessarias como:

¥ (t) = %—i{(m*(t),u*(t), A (t),1), (5.34)

() = —%—Z(m*(t),u*(t}, A (1), 1), (5.35)

O (a0 0). X 0).1) = 0. (5360

%($*<tf),tf) — /\*(tf):| 5l’f -+ |:H(13*<tf), U*(tf), )\*(tf),tf) —+ %(m*(tf), tf)} 5tf =0
(5.37)

Vale a pena ressaltar que estas condigoes obtidas se referem ao problema de con-
trole 6timo classico dado pelas equagdes (5.18) e (5.19) onde os controles e os estados

admissiveis nao sao limitados. Vejamos um exemplo.

Exemplo 5.1. Um sistema de primeira ordem é descrito pela equacao de estado
() = x(t) +u(t). (5.38)

Encontre o controle que minimiza o funcional
T
J :/ [1,52%(t) + 0, 5u*(t)] dt. (5.39)
0

T ¢ fixo e x(T') ¢é livre.
Temos que H(x(t),u(t), A(t),t) = 1,522(t) + 0, 5u?(t) + Az (t) + Au(t).
Pela equacao (5.34),
¥ (t) = 2*(t) + u*(t). (5.40)

Por (5.35),
N(t) = =3x*(t) — \*(¢). (5.41)

Por (5.36),
W () + N (1) = 0. (5.42)
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E por (5.37), como ty =T ¢é fixo e x(ts) é livre,
N (T) = 0. (5.43)

Isolando u*(t) em (5.42) e substituindo em (5.40) podemos isolar A*(¢) para substituir

em (5.41). Temos a equacao diferencial de 2* ordem

—a*(t) + 42*(t) = 0,

% e ¢ e ¢y sdo constantes de integracao a

cuja solugao é dada por z*(t) = ce* + cpe™
serem determinadas.

Da equagao (5.41) temos \*(t) = —cie®* + 3cpe™ 2. Utilizando a equagao (5.42),
temos que o candidato a controle 6timo w*(t) é dado por u*(t) = cje* — 3cpe™ 2.

Utilizando (5.43) obtemos ¢, = c;e? /3 e substituindo em u*(t) resulta
U*(t) _ Cl(€2t . €(4T—2t))'

Se conhecidas as condicoes iniciais de contorno podemos determinar a constante de

integragao c.

Problemas de controle 6timo dados por (5.18) e (5.19) com limitac¢oes nas variaveis
de estado e/ou de controle sao muito comuns em engenharia, no controle de pragas, em
tratamento quimioterapico, etc ([7], [8] e [9]). Em [7] é apresentado um conjunto de
equacoes diferenciais ordinarias que descreve a interacao do sistema imunolégico com
o virus HIV quando um tratamento quimioterapico é introduzido. Com o objetivo de
minimizar o nimero de células tumorais e o custo do tratamento, resolve-se o problema
de controle 6timo, que representa o efeito da quimioterapia sobre a producao viral,
obtendo assim uma estratégia 6tima de tratamento.

O efeito de limitacoes nas variaveis de estado e/ou de controle nos levam & condigoes
necessarias diferentes das obtidas anteriormente. Assim, a generalizacao do Teorema
Fundamental nos leva ao Principio do Minimo de Pontryagin, que pode ser encontrado

em [1]| para maiores detalhes.



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho empenhamo-nos em apresentar resultados fundamentais da Teoria do
Céalculo de Variacoes e aplicacoes. FEmbora exista uma variedade grande de problemas,
nos restringimos ao problema classico de fronteiras fixas, tempo final livre, estado final
livre, funcional dependente de mais de uma funcao e problemas com alguns tipos de
restricoes.

Como optamos por estudar condi¢oes necessarias para extremos de funcionais,
procuramos mostrar algebricamente, em alguns exemplos, que o candidato a extremal
minimiza o funcional estudado. Condigoes suficientes para extremos de funcionais po-
dem ser encontradas em [5].

Resolver problemas do Célculo de uma variavel via Calculo de Variagoes, conferiu ao
trabalho um carater mais aplicado e o tornou mais prazeroso. A deducao das expressoes
dos funcionais de cada um dos problemas apresentados no capitulo 4 proporcionou uma
melhor compreensao deles, haja vista que na maioria das bibliografias, o funcional é
dado.

O estudo de um problema de Controle Otimo foi feito utilizando as técnicas do
Calculo de Variacoes, permitindo assim observar como essa teoria influenciou o desen-

volvimento da Teoria de Controle Otimo.
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A Anexo

A seguir, escrevemos algumas defini¢coes que foram omitidas no corpo do trabalho.

As definicoes foram escritas para duas variaveis e retiradas de [10].

Definicao A.1. Funcao de Classe C1.
of

Dizemos que f(x,y) € de classe C* no aberto A se —— e a—em’stirem e forem
Z Y
continuas em A.

Definicao A.2. Funcdo de Classe C?.
of of &*f *f 2*f

Dizemos que f(x,y) é de classe C* no aberto A se ——

oz’ Oy 0x2" Oy dxdy ‘

2

Oyox

existirem e forem continuas em A.

Definicao A.3. Formula de Taylor com resto de Lagrange.

Seja f(x,y) de classe C"*! no aberto A C R? e sejam (xo,y0) € A e (h, k) # (0,0)
tais que o segmento de extremidades (xo,y0) € (xo + h,yo + k) esteja contido em A.
Nestas condi¢coes

_ ~1[(r)_9of r—ppp
f(xo + hvy() + k) - f(x())yO) + ; rl |: < D ) ax,r._payp (x07y0)h k + E<h7 k)

onde o
1 < n+1 oL f
Eh k)= —— E = 4 (7 g)pmtiop)kr
( ) ) (Tl+1)' pard ( P > aanrlfpayp (.’BJ/)

para algum (:E,gj) interno ao segmento de extremidades (xo,yo) e (:1:0 + h,yo + k)

Definicao A.4. Mutliplicadores de Lagrange.

Seja f(x,y) diferencidvel no aberto A e seja B = {(z,y) € Alg(z,y) = 0}, onde g
¢ suposta de classe Ct em A, e Vg(x,y) #(0,0) para todo (z,y) € B. Uma condi¢ao
necessaria para que (xo, yo) € B seja extremante local de f em B € que exista um real
Ao tal que

V f(xo,90) = MVg(To, Yo)-
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