IFT Instituto de Fisica Teorica
Universidade Estadual Paulista

DISSERTACAO DE MESTRADO I[FT-D.002/17

Um estudo dos modelos BF de D =1+1 até D = 3+ 1 dimensoes via
Hamilton-Jacobi

Gabriel Brandao de Gracia

Orientador:

Prof. Dr. Bruto Mazx Pimentel Escobar

Fevereiro de 2017



Agradecimentos

Eu gostaria de agradecer primeiramente a Deus pela oportunidade de ter tido contato com
excelentes professores, colegas e amigos que muito me ensinaram ao longo do periodo do meu
mestrado. Agradeco também a toda minha familia, minha namorada e, principalmente, aos
meus pais pelo apoio incondicional durante estes anos de estudo.

Eu também devo agradecimentos ao meu orientador Prof. Dr. Bruto Max Pimentel
Escobar que me mostrou o prazer da boa e verdadeira leitura.

Agradeco a minha amiga Dra. Tatiana Ramos Cardoso por todo o apoio.

Agradeco ao Dr. Carlos Enrique Valcarcel Flores pelos ensinamentos sobre modelos
BF.

Agradego ao Cnpq (132619/2015-6) pelo apoio financeiro.

Finalmente, dedico esta dissertacao ao meu querido avo, falecido em julho de 2016, que
desde os tempos da minha infancia veio incentivando o meu contato com a ciéncia.

“ A unidade € a variedade, e a variedade na unidade € a lei suprema do universo.”

Isaac Newton



Resumo

Ao longo desta dissertagao desenvolvemos o formalismo de Hamilton-Jacobi para teorias de
campo para o caso de sistemas singulares e nao-singulares. Em seguida, aplicamos tal forma-
lismo nos modelos BF em D=1+4+1, D=2+1e D = 3+ 1 dimensoes a fim de caracterizar
os seus espacos de fase. Mostramos que a partir desse formalismo é possivel obter as simetrias
locais desses modelos assim como os seus respectivos geradores.
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Abstract

Throughout this dissertation we develop the Hamilton-Jacobi formalism for field theories in
the case of singular and non-singular systems. Next, apply such formalism on the BF models
inD=141,D=2+1eD =3+ 1 dimensions in order to characterize their phase spaces.
We show from this formalism, that is possible to find the local symmetries of those models as
well as their respective generators.
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Capitulo 1

Introducao

As chamadas teorias BF estao fortemente relacionadas a gravitagao [1], mais especificamente
a sua formulagao de Einsten-Cartan [2] . Essas teorias sdo invariantes por transformagoes gerais
de coordenadas e também pela agao de um grupo de simetria interno. As suas agoes sao inde-
pendentes da métrica do espago-tempo assim como as suas fungoes de correlacao quanticas [3].
Esses modelos sao classificados como topoldgicos do tipo de Schwarz [4]. Eles sdo compostos
pelos possiveis invariantes formados por uma 2-forma de curvatura F' = dA + A A A, dada em
funcao da 1-forma A, e uma D — 2 forma B. A fim de se prover uma interpretacao fisica para
tais teorias é preciso associar os seus campos a objetos geométricos como as D-adas e a co-
nexao de spin. Essa associacao varia para cada modelo e para cada dimensao espago-temporal
considerada.

As caracteristicas apresentadas pelos modelos BF os tornam bons candidatos para abordar
uma possivel quantizacao da gravitacao. Como a sua fisica nao depende da métrica do espaco-
tempo espera-se que a sua quantizacao seja mais simples do que a das teorias gravitacionais
que fazem uso desse objeto. Nesses modelos a estrutura do espago-tempo nao é assumida como
dada a priori, ela é gerada dinamicamente. Os resultados da formulagao métrica da gravitagao
sao recuperados quando trabalhamos no subconjunto das D-adas inversiveis, aquelas que sao
compativeis com uma determinada métrica. Nas teorias BF, assim como na formulacao de
Einsten-Cartan, as D-adas sao independentes da conexao de spin e tais quantidades se corre-
lacionam apenas nas suas configuracoes ditadas pelas equagoes de movimento na auséncia de
fontes de torcao. Porém, tendo em vista a quantizagao destas teorias, nada impede, a principio,
que esses objetos geométricos possuam flutuacoes quanticas independentes, uma situacao que
nao pode ser tao facilmente descrita por uma abordagem métrica da gravitacao. Desse modo,
as teorias BF foram usadas com sucesso no que diz respeito a quantizacao da gravitacao em
D =1+115] e D =241 dimensoes [6, 7|, porém ainda ndo ha uma teoria quantica consistente
para o caso de D = 3 + 1 dimensoes.

As equagoes de movimento da relatividade geral em D = 1 + 1 dimensoes possuem um
conteudo trivial. A razao disso se deve ao fato de que os objetos geométricos como o tensor
de curvatura de Riemann se tornam muito simples devido a baixa dimensionalidade. Assim,
para contornar tal dificuldade adiciona-se a teoria um campo escalar, conhecido como dilaton
¢ obtém-se a acao de Jackiw-Teitelboim (JT) [8]. O estudo dos modelos BF nessa dimensao
deve recuperar o conteido das equagoes de movimento do modelo de (JT) sendo que a sua
principal motivagao reside no fato de que a sua quantizacao pode servir de laboratério para a
quantizacao da gravidade em dimensoes mais altas. Em D = 2+ 1 dimensoes a geometria ainda
¢ bem mais simples que a do caso quadridimensional sendo que na auséncia de fontes acaba
por ser idéntica ao do caso bidimensional. Pode-se mostrar que o modelo BF reproduz a acao
da formulagao de Einstein-Cartan (A qual s6 existe para D > 2.) assim como as suas equagoes
de movimento. Quanto a sua quantizacao, podemos afirmar que ela é bem entendida e que ela



também foi estudada com o intuito de se ganhar experiéncia para uma futura abordagem em
quatro dimensoes.

O estudo da teoria BF em D = 3 4+ 1 dimensoes nao pode ser diretamente relacionado a
gravitacao. Isso se deve ao fato de que a gravitacao em dimensoes mais baixas nao possui graus
de liberdade assim como as teorias BF, as quais sao topoldgicas. Ja em D = 3+ 1 dimensoes a
gravitacao possui quatro graus de liberdade no seu espago de fase e portanto uma teoria pura-
mente topologica nao pode descreve-la. O modelo BF quadridimensional possui uma estrutura
altamente simétrica exibindo invariancia pelas transformacoes de gauge e de shift as quais serao
introduzidas mais adiante. Essas simetrias sao tais que todas as configuracoes de campo podes
ser alcancadas por elas, tornando a teoria ”puro gauge”o que implica na auséncia de graus de
liberdade. Assim, para descrever a gravitacao em termos de uma teoria BF é preciso adicionar
termos que violem parte destas simetrias de uma maneira tal que a teoria passe a propagar os
graus de liberdade pertinentes a gravitagao. Essa quebra de simetria pode ser feita através da
adicao de multiplicadores de Lagrange que impoem vinculos sobre o campo B ou entao através
da introducao de um termo que quebre explicitamente uma simetria interna pentadimensional,
o que leva aos modelos de Plebanski [9] e de Freidel-Starodubtsev [10], respectivamente.

Uma completa caracterizacao do espaco de fase das teorias BF pode ser um ponto de par-
tida interessante para o entendimento da quantizacao destes modelos. Atualmente, existe uma
ampla gama de trabalhos nos quais as suas estruturas canonicas sao analisadas, em geral em
termos do algoritmo de Dirac-Bergmann [11]. O intuito desta dissertagdo é fornecer uma ca-
racterizacao alternativa destes modelos ao abordar o seu espaco de fase através do formalismo
de Hamilton-Jacobi a la-Caratheddory. Acreditamos que esta abordagem alternativa se faz ne-
cessaria porque, como veremos em breve, ela se baseia em teoremas matematicos que garantem
a sua solidez e, além disso, é possivel obter os geradores das simetrias de gauge de um dado
modelo de uma maneira natural, que se origina da sua estrutura interna.

O formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) consiste basicamente no método das Lagrangianas
equivalentes de Caratheodory em calculo variacional [12]. Esse formalismo se caracteriza por
um conjunto de equacoes diferenciais de Hamilton-Jacobi, as chamadas Hamiltonianas. Ele
possui uma extensao para sistemas singulares, primeiramente introduzida em [13]. A evolugao
do sistema é obtida da diferencial fundamental a qual depende de parametros locais arbitrarios
e do tempo, os quais se relacionam com uma classe de Hamiltonianas chamadas de involutivas
e com a Hamiltoniana canonica, respectivamente [14, 15]. Esse procedimento é baseado nas
condicoes de integrabilidade de Frobenius. As transformacgoes canonicas sao obtidas ao se consi-
derar a dinamica dos campos gerada pelos parametros locais arbitrarios. As transformacoes de
gauge sao obtidas naturalmente deste procedimento ao se considerar o subconjunto das trasn-
formagoes canonicas que deixam a acao invariante. Nesse ponto ¢é interessante notar que no
caso do procedimento de Dirac conjectura-se que as transformacoes de gauge sao geradas pelos
vinculos primérios, por meio do algoritmo de Castellani [16], o que de fato ocorre em muitos
casos, porém existem contra-exemplos [17] que demonstram a sua falta de generalidade. Ja
no procedimento de Hamilton-Jacobi, como mencionado anteriormente, estes geradores surgem
naturalmente da estrutura interna da teoria. Esse formalismo nao se trata de um método de
consisténcia, ele é um formalismo propriamente dito, embasado no método de Caratheodory
das Lagrangianas equivalentes e do teorema de Frobenius. Alguns exemplos de aplicagoes do
formalismo estao no campo das teorias de gauge, como as teorias topologicamente massivas [18],
modelos gravitacionais [19] e no estudo dos modelos BF em D =141 e D =2+ 1 dimensoes
[20, 21]. Esse formalismo também foi estendido para sistemas Berezinianos [22].

O conteudo apresentado nessa dissertacao sera abordado da seguinte maneira: Primeira-
mente, no capitulo 2 vamos introduzir o formalismo de Hamilton-Jacobi voltado para teorias
de campo. De posse deste formalismo vamos aplica-lo nas teorias BEem D =1+1, D =2+1¢e
D = 3+1 dimensoes nos capitulos 3, 4 e 5, respectivamente. Cada um desses capitulos possuira



uma secao destinada a introducao e a motivacao ao estudo do modelo BF em questao. Quanto
ao modelo quadridimensional nos limitaremos a estudar a sua versao puramente topoldgica que
servirda como base a um futuro estudo dos modelos BF gravitacionais em D = 3+ 1 dimensoes.
No capitulo 6 finalmente concluimos. No que diz respeito as notagoes, as seguintes observacoes
serao pertinentes no momento da leitura desse trabalho:

Ao longo dessa dissertagao, sempre que forem apresentados funcionais como F*(z, B(x)) e
B*(z), estaremos implicitamente utilizando a defini¢do:

oF _/de oF(x) 0B*(x) 5960 (z — )

5B 0By) "~ 0By)

Sendo que D se refere a dimensao do espaco-tempo. Assim, sempre que os argumentos nao
forem mostrados explicitamente deve-se ler a expressao da maneira exposta acima. Em muitas
situagoes vamos trabalhar com funcionais tomados a tempos iguais. Neste caso, a definicao
deve ser modificada da seguinte maneira :

oF" _ p-1_ 0F*(x) , 0B*(x) _ sas(D-1)(,
5= P Sy s = ey
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Capitulo 2

Formalismo de Hamilton-Jacobi

O objetivo deste capitulo é o de construir o formalismo de Hamilton-Jacobi aplicado em
teorias de campo a partir da abordagem do problema variacional a la Carathéodory [1].

A construcao do formalismo se dara no contexto de teorias de campo cuja densidade La-
grangiana ! £ depende dos campos e de suas primeiras derivadas espaco-temporais, ou seja, ela
é da forma £ = L(z, ¢*(x), 0,0"(x)).

O funcional que representa a agao correspondente a densidade Lagrangiana £(z, ¢*(z), 0,¢%(z))
segue dado abaixo:

Alg) = / £z, ¢ (x), 8,6°(x))duw 2.1)

Em que dw = dx%' denota o elemento de volume espaco-temporal numa dimensao ar-
bitraria. Assumiremos que a acao acima é invariante pelo grupo de simetria correspondente a
métrica que adotarmos para o espaco-tempo.

As equacoes de movimento, as quais representam o conteudo fisico da teoria, sao obtidas a
partir do principio de Hamilton, ou seja, a partir da configuragao de campos que torna a acao
seja estaciondria. Assim, a sua primeira variacao induzida pela variacao dos campos dos quais
ela depende deve se anular 6 A = 0.

Desse modo, agoes definidas a menos de termos do tipo [0S = [ %dw em que S* depende
apenas das coordenadas do espago-tempo e dos campos S* = S¥(x, ¢*) dao origem ao mesmo
problema variacional se considerarmos que a variacao dos campos é nula nas fronteiras 02 da
regiao do espaco-tempo {2 em que a acao esta definida.

5Alg) = 5(A[¢] - / 55) _ 5(A[¢] - /a s, daQ) — 5Alg] (2.2)

Consideramos que na expressao acima [ 6.5, de acordo com o teorema de Gauss-Ostrogradski,
depende apenas do fluxo de S* na hipersuperficie representada pela fronteira 02 de €2, sendo
que 7, é o vetor unitdrio normal a esta hipersuperficie. Assim, uma variagio de A[@] com
relagdo aos campos ¢*(z) deve corresponder a variagao de A[¢] e isso se deve ao fato de que
estamos assumindo que a configuracao dos campos na fronteira 02 é fixa.

A fim de construirmos o formalismo de Hamilton-Jacobi pela abordagem de Carathéodory
precisamos fazer do uso do conceito de Lagrangianas equivalentes [2]:

as*

da

LA qual muitas vezes, por abuso de linguagem, chamaremos simplesmente de Lagrangiana.

L(z,¢"(x),0,0"(x)) = L(z,¢"(x), 00" (x)) + (2.3)




Para que £ descreva a mesma fisica que £ é preciso assumir que a variacao dos campos seja
nula na fronteira 02, o que limita nossa analise aos casos que €2 tenha fronteira fixa, ou seja,
51:“‘ s = 0 pois caso contrario teriamos 6({)“(3:)! a0 7 0 J& que os campos iriam variar devido a
uma mudanca correspondente de seu argumento.

De acordo com Carathéodory, a condi¢ao suficiente para que A[¢| seja estaciondria, assu-
mindo que 9,¢%(z) = B;(z, ¢*) seja a solugao do problema variacional, estd em encontrar uma
funcao S* tal que:

L(x,¢"(x),5,) =0 (2.4)

Sendo que L deve ser sempre maior que zero, quando calculado numa configuragao de
campos na vizinhanca ? daquela em que o problema variacional estd definido.
A afirmacao acima é equivalente a condi¢ao de extremizacao:

6L
000 |50

=0 (2.5)

2.1 A equacao de Hamilton-Jacobi

O formalismo de Hamilton-Jacobi pode ser construido a partir das condigoes impostas pela
abordagem de Carathéodory e consistird na obtencao das funcoes S*. Assim, de acordo com a
condicao de extremizacao, temos que:

6L oL o (dS“) (2.6)

<mwww;ﬂ:@w_@wdw

~ . . . " o i
A equacao acima pode ser reescrita se fizermos uso da igualdade % = % + %8,@“, do

fato de que para sistemas com fronteira fixa as derivadas espaco-temporais comutam com as
variagoes com relacgao aos campos e de que S* = SH(x, ¢*):

6L oL oS+
pu— pu— - 2'
00,0" 0 00,0%  o9° (27)
Ao usar esse resultado na equagao (2.4), temos:
- oSt oS+ oS+ oL
a — f— _— a = _— — a 2
L(l’, ¢ ('Z.)7 5) 0 C axu augb 5¢a E 81’” allgb 58M¢a ( 8)

Dessa maneira acabamos por obter a importante relagao que daré origem a chamada equagao
de Hamilton-Jacobi:

5" . oL
o~ L0 5

— (2.9)

2A vizinhanca da configuraciao de campos ¢%(z) é definida com relagio a uma outra configuracio q@“(m),
para z* pertencentes a variedade 2, da seguinte maneira: |¢*(z) — q@a(x)| < €*. Além disso, para todo z*
pentencente a § também devemos ter |0,¢%(x) — 8M(/;‘l(a:)| < 7;- Tanto € quanto v, representam um conjunto
de nimeros reais positivos e infinitesimais.



Nesse ponto serd importante fazer uma rapida digressao a respeito do papel que a funcao de
Weierstrass F,,, ainda a ser definida, representa no contexto do problema variacional estudado.
Consideremos a expansdo da Lagrangiana numa vizinhan¢a muito préxima (Consideraremos
que as configuragoes fisicas sdo obtidas do extremo da agao, nesse caso, o seu minimo.) da
configuragao da solucao do problema variacional:

5L 1 s ,
* )= ot - N 2.1

Em que 75 = 9,0 — 0,0".
A funcao de Weierstrass segue definida abaixo:

oL
E,=L"—L— Yo 2.11
60,¢% " (2.11)
Ao comparar as expressoes acima temos que:
1 &L
Ey=co— "2+ ... 2.12
25au¢a(say¢b7’ur>/l/ + ( )

Portanto, podemos concluir que se ¢*(x) é uma configuracao de minimo, correspondente ao
campo de velocidades 0,¢%(z) = B, temos que £y, > 0 e portanto det WE > 0, sendo que a
matriz W/ é dada pela expressao:

oo 5L

W, 50,0700, (2.13)
A matriz acima, chamada de Hessiana, esta relacionada a possibilidade de ocorréncia de
um isomorfismo no mapeamento entre o espaco tangente dos campos ¢® e as novas variaveis
canonicas que cobrem o espaco cotangente que sera definido por uma transformacao de Legen-
dre. Mais adiante veremos que se det W' # 0 esse mapeamento ¢ inversivel. A partir das
discussoes acima, podemos concluir que esta condi¢cao também esta relacionada a ocorréncia de

um extremo no problema variacional.
Apoés a conclusao dessa pequena digressao, retornaremos ao estudo da equagao dada abaixo:

oSk s
o LT Ou0

50,0% H. (2.14)
Na expressao acima definimos H,. como a versao covariante da Hamiltoniana canonica apli-
cada ao contexto das teorias de campo. Desse modo surge a necessidade de se obter um anélogo
das transformacoes de Legendre para o caso em que se trabalha com esse tipo de teoria.
Na mecanica cldssica o funcional de agio é do tipo A[q] = fttf L(t,q'(t),¢'(t))dt, sendo que
q'(t) sao as coordenadas generalizadas do espago de configuragao. Assim, quando variamos Alg]
e impomos que as equagoes de movimento sejam obedecidas, temos:

2 d[oL ; ;
0A = /t1 dta [8qi5q} = pidq'|t, — pidd’le, (2.15)



_ oL
= oi

A 1— forma p;0q*, de acordo com a teoria das transformacoes canonicas, é a funcao geratriz
das transformacoes de ponto no espaco de configuracao, sendo que p, o momento conjugado, é
o gerador das transformacoes canonicas no espaco das coordenadas.

O andlogo dessa situagdo em teoria de campos é dado pela expressao abaixo (Estamos

considerando que as equagoes de movimento estao sendo satisfeitas.):

Sendo que p;

d oL
6A = | dw— | —=——0¢" — T",62"° 2.16
/ dxr [(5@@“ ¢ A (2.16)
Na expressao acima, o tensor de energia momento é dado por T", = &;sﬁz)a Dpdp® — o 5L
Por analogia com a expressao obtida da mecanica cléssica inferimos que 551—%& gera trans-

formagoes nas “coordenadas generalizadas ” ¢®(x). O tensor de energia momento gera translagoes
nas coordenadas do espaco-tempo, do mesmo modo que a Hamiltoniana candnica, no contexto
da mecanica cléssica, gera translacoes no parametro temporal.

Essas analogias sugerem que o mapeamento dos campos tangentes 0,¢%(x) com as novas
variaveis canonicas que denotam os campos cotangentes, os momentos canonicos, deve ser de-
finido da seguinte maneira [3]:

i oL

6 (2) = 50,0 (2.17)

Podemos também concluir que deve haver uma forte analogia entre a Hamiltoniana canonica
covariante e o tensor de energia momento. A principio, somos levados a pensar em relaciona-la
com o trago desse tensor, porém tal associacao iria depender da dimensao do espago-tempo.
Para evitar essa situagdo acabamos por concluir que serd melhor associarmos H.(z) com uma
dada proje¢ao do tensor de energia momento ao longo de uma certa direcao pré-determinada do
espaco-tempo. Essa associacao quebraria a invariancia por reparametrizacoes da teoria, porém,
como veremos logo adiante, essa caracteristica sera bem vinda.

Apoés levar em conta as consideragoes anteriores, concluimos que a equacao de Hamilton-
Jacobi pode ser dada pela seguinte expressao:

OSH
— + 0,91t — L(x, 9", 0,0") =0 (2.18)

OxH

5SH oSk : 0
Em que 5 = 7f(z) e 527 pode ser deﬁfudo como m (x). ‘
Se for possivel expressar toda a equagao de Hamilton-Jacobi em termos dos momentos
_ S, : : = _ L _ =
Ty, = 54+, Ou seja, se pudermos inverter a relagao f; = oo = P (0,0%, x, ¢%), esta equacao

ird possuir apenas derivadas espaco-temporais parciais, assim como derivadas funcionais de S*.
Isso nos permitiria, em tese, obter tal funcao. Para isso, a condigao abaixo se faz necessaria:

Pt 5L
det | =det | ———— 0 2.19
‘ {mﬂbb} ‘ [muqsaéa,,qﬁb} 7 (2:19)
Como a matriz Hessiana é dada por W/ = (mgj—(sﬁaywv acabamos por concluir que para

encontrar S* é preciso que essa matriz nao seja singular. Assim, essa condicao estd relacionada
a inversibilidade do mapeamento entre os campos tangentes e as novas variaveis canonicas
cotangentes e, como visto anteriormente, ela também esta relacionada a obtencgao de extremos
do problema variacional.



Se a condicao de nao-singularidade da Hessiana for respeitada, a equacao de Hamilton-Jacobi

pode ser escrita apenas em termos de S*, das coordenadas do espaco-tempo e das coordenadas
3 a 3 a 4 a.
generalizadas ¢, pois 0,¢"serd expresso em termos de 7y:

as" oSk
— + Hc(l'a ¢ ) W

T )=0 (2.20)

A equagao acima é uma equagao diferencial funcional para S* que é em geral nao linear e
que ¢é de primeira ordem nas derivadas de S*. Para resolvermos a equacao para S* seria preciso
conhecer a Lagrangiana como funcao de 0,¢% = 6g(x, ¢*), porém ainda nao temos um meio
de se obter a configuracao de campos que minimiza o funcional de acao. No entanto, sabe-se
que equagoes diferenciais parciais de primeira ordem possuem sempre um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias (E.D.O) relacionado. Esse sistema pode ser encontrado pelo método das
caracteristicas desenvolvido primeiramente por Cauchy. Esse sistema de E.D.O nada mais é
que o equivalente para campos das equacoes de Hamilton, as quais nos permitem conhecer as
configuragoes fisicas do sistema.

2.2 Nulidade da Hamiltoniana covariante

Um dos problemas com os quais a formulacao Hamiltoniana covariante depara é o fato
de que para sistemas descritos por agoes invariantes por reparametrizagoes pode-se mostrar
que a funcao Hamiltoniana canonica se anula identicamente. Na realidade, a nulidade da
Hamiltoniana covariante é condicao necessaria e suficiente para que a acao seja invariante por
reparametrizacoes e sao justamente as teorias descritas por este tipo de agao que nos interessam
pois as teorias de campo relativisticas sao desse tipo.

A fim de se demonstrar a afirmacao acima, consideraremos a seguinte reparametrizacao
representada por uma transformacao de coordenadas ® | assim como sua matriz Jacobiana:

n
ot =zH(z") ; o, = % ; J =det {b"y (2.21)
T

Em que 7* denotam as coordenadas transformadas, que sao fungoes das coordenadas antigas,

e 0", é a matriz que relaciona as coordenadas z* e x*.

A acao se transforma da seguinte maneira sob reparametrizacoes*:

Alg) = / (6", 8,6 dw = / £(6%,20,6%) || duw (2.22)

Usamos o fato de que sob uma transformagao de coordenadas dw = |.J |~Ydw. A notagio 0,
significa 0, = a%.

3Neste ponto é importante frisar que essa transformacao de coordenadas ndo representa uma transformacio
de simetria do espago-tempo, trata-se apenas de uma maneira de renomear as d+1 coordenadas dos vetores. Um
exemplo no espaco Minkowiskiano quadri-dimensional seria assumir 2° = ¢ e & = 2 em que se fixa uma dada
parametrizagdo ou entdo podemos citar o uso de coordenadas do cone de luz z = (zg + z3), z— = (zg — z3),
T1, To as quais nao sao atingiveis por uma transformacao de Lorentz e se tratam de uma dada fixacao de
parametros. Vale dizer ainda que os indices vetoriais dos campos nao se transformam por reparametrizacoes
pois eles, por definicao, se transformam pelo grupo de simetria do espaco em que estdo definidos. Desse modo,
a transformacao ligada a reparametrizacdo age somente nos seus argumentos.

4Estamos considerando uma Lagrangiana explicitamente independente dos parametros.
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Para que a agao seja invariante por reparametrizacoes, € preciso que a Lagrangiana obedeca
a relacgao:

L(6",20,6%) = L(6", 0,6")|]] (2.23)

Ao variar o lado esquerdo da equagao acima com relagao a matriz b7, temos:

OL(¢",b,0,0") 6L Ib], b — oL
ob, ¢ b, 50,00

0,0" (2.24)

~ . 8b’Y _ v S
Na expressao acima usamos o = OOk,

Ao variar o lado direito da equagao (2.23), pode-se mostrar que:

I(L(¢", 9u9")| 1)
oby,

oJl _
ab, N

= L(6%,0,0") F = L(6°, D)5 (2.25)

A partir do resultado acima e de (2.24) aplicado na equagao (2.23), mostramos que a
condicao necessaria para que a ac¢ao seja invariante por reparametrizagoes é que o seu ten-
sor de energia momento se anule:

5L
300"

By " — 61 L =0 (2.26)

A partir dessa informacao podemos concluir que a Hamiltoniana canonica covariante também
deve ser identicamente nula. Pode-se mostrar que a expressao acima também ¢é uma condicao
suficiente para que haja invariancia por reparametrizagoes.

Existem diferentes maneiras de se contornar a dificuldade apresentada acima. Aquelas que
pretendem manter uma abordagem covariante fazem uso de condigoes que acabam por descar-
tar aplicacoes de interesse fisico.

Assim, a melhor alternativa para resolugao desta dificuldade estd em quebrar essa invariancia
por reparametrizacoes. Dessa maneira, fazeremos uma decomposicao d + 1 do espago-tempo,
em que d designa as coordenadas espacias, de modo que o espago-tempo sera foliado em hiper-
superficies que sao ortogonais ao eixo temporal. O simples uso dessa foliagao ja deixa implicita
a escolha de uma parametrizacao particular o que claramente quebra a invariancia por repara-
metrizagoes da teoria.

Essas sao as chamadas hipersuperficies de Cauchy que sao ortogonais ao eixo temporal em
cada ponto e nunca se interceptam ° . A evolucdao dinamica do sistema se caracteriza pela
evolugdo de uma dessas hipersuperficies em um tempo t = 0, X(z,t = 0) para outra num
tempo t qualquer ¥(z,t). A evolugdo temporal dessas hipersuperficies é ditada pela Hamilto-
niana canonica:

H:/Hcda (2.27)
s

Na expressao acima temos uma integracao nas coordenadas espaciais da superficie ¥(x,t =
to) num dado tempo fixo.

5Veremos mais adiante que esta caracterisitica estd relacionada & integrabilidade do sistema a qual sers
verificada via teorema de Frobenius.
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Essa expressao quebra parte da covariancia inicial da teoria porém continua sendo invariante
pelo subgrupo das transformagoes espago-temporais que deixam Y(x,t) invariante, como por
exemplo, rotagoes e translagoes espaciais. A densidade de Hamiltoniana H,. que figura acima
é obtida de uma projecao do tensor de energia-momento ao longo de um vetor unitario V¢
tangente ao eixo temporal:

oL
ay/B — a _ .0 a
VeV Ta/g = H = 50 ¢a30¢ 7Ta80¢ - L (228)
Uma condicao de fronteira adequada ao presente caso e que passaremos a utilizar é a de que
os campos devem se anular na fronteira 9%, que se encontra no infinito espacial, da superficie

de Cauchy:

lim ¢%(x) = (2.29)

r—0%

A condicao acima é bem razoavel haja vista que estamos interessados em campos que repre-
sentem uma configuracao centrada numa certa regiao de interesse e que tenha os seus efeitos
diminuidos drasticamente para distancias muito maiores do que aquelas tipicas do problema
fisico em que estao envolvidos.

2.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi parametrizado

Agora procederemos com a decomposi¢ao d + 1 aplicada aos resultados obtidos anterior-
mente. A acao equivalente A[¢] possui a forma:

“w 0
—/%dw— /ﬁdw (2.30)

Na expressao acima foi usado que [( [y leil do)dt, de acordo com o teorema de Gauss-

Ostrogadski, estd na fronteira 0% e se anula devido a imposi¢ao das condigoes de fronteira
(2.29).
Dessa maneira, definindo S° = S temos que:

L=L-— (2.31)

A projegao no eixo temporal da condigao de que L(x, ¢, BZ) representa um extremo de
L, que é oriunda de uma das condigoes obtidas da abordagem de Carathéodory do problema
variacional, vem dada abaixo:

5L oL o [0S 58S oL 5S

—0= + 0" } = — 2.32
P 5000 80" { +O0f 5¢b | 6000 89" (2:32)

Para deduzir a expressao acima usamos que 4 ds = —|— Dop® 2 550 € que S = S(¢* ).

Dessa expressao, concluimos que :
oL 58S

= - 2.33
Po = Sodi = 560 (2.33)

Em que p, = 70.
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A segunda condicao oriunda da abordagem de Carathéodory do problema variacional implica
no resultado abaixo:

; ds os 8. ., 0S )
Aoy 05T a T o e T T T e (2.34)

Na tltima igualdade usamos p, = %.

A expressao acima representa a equagao de Hamilton-Jacobi. Se a matriz Hessiana projetada
no eixo temporal W% = W, ¢ for ndo singular, as velocidades 9y¢* poderdo ser escritas como
fungoes dos momentos Jy¢® = n*(p*, ¢*) e obteremos uma equacao diferencial funcional que
relaciona S e ¢*. Assim, a equacao de Hamilton-Jacobi no formalismo parametrizado segue

dada abaixo:

0S

=+ (paaow — L(6" (0" ¢a)) 0> B =p+He =0 (2:35)

Em que pr = % € %c = (paao¢a - £(¢a>77a(pa7 ¢a)) :

2.4 Equacoes caracteristicas

Conforme haviamos comentado, a equagao de Hamilton-Jacobi, ¢ uma equacao diferencial
funcional parcial, nao-linear e de primeira ordem nas derivadas. Nao temos garantia de que
podemos sempre encontrar uma solucao para essa equacao, mas se caso isso for possivel, ob-
terfamos informagoes a respeito dos momentos p, = 5‘%, porém ainda desconheceriamos a
configuragao fisica dos campos, aquela que extremiza a acao. Como as equagoes parciais de
primeira ordem possuem sempre um sistema de E.D.O’s relacionado pelo método das carac-
teristicas, desenvolvido por Cauchy, mostraremos que esse sistema, para modelos com Hessiana
nao-singular, corresponde justamente as equacoes de Hamilton, as quais permitem a obtencao
de ¢%(x). Além dessas equagoes, acabamos por obter também uma equagao para a fungao S.
Tais equacoes aliadas as condigoes relacionadas a abordagem de Carathéodory do problema
variacional formam o chamado quadro completo de Carathéodory.

A fim de obtermos as equacoes caracteristicas variaremos a equacao de Hamilton-Jacobi
(H-J) @y com relagdo ao momento canonico p,:

00y OH. o

5pa - 6pa - 5pa (ao¢apa - E(qsa’ﬂa)) = a0@2511 (236)

Da expressao acima acabamos por recuperar uma das equacoes de Hamilton na sua versao
para campos:

OH.
op®

= 80¢a (237)

6 Apenas a sua projecio no eixo temporal nos interessa pois ao quebrar a invaridncia por reparametrizacoes
da teoria acabamos por trabalhar apenas com os momentos 70 = p,. Assim, WY nos informa a respeito da
inversibilidade da transformada de Legendre nao covariante que estd relacionada ao mapeamento entre p, e

a()d)w
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Para obter as demais equacoes caracteristicas tomaremos a derivada total de p, com relagao
ao tempo:

0P

ao¢b 5¢b

dp,  Op, »0Pa O (55) +80¢b5pa _Opy (2.38)

at ot + 0’5 Y R AT Spb e

Em que p; = ‘95

Um resultado utll pode ser obtido ao variar a equacao de H-J com relagao aos campos ¢® :

0P + &5]% i &5]%
0¢*  Opy 0™ Opy 09"

—0 (2.39)

d ~ .
Ao inserirmos as informagoes 5 = g% + O’ 3{;‘; e ‘;I;O = 1 na equacao acima, obtemos:

dp, 0P 0pa 0P 0
Pa _ 0+6’0¢bp 0 9P

dt 5 6¢b  Opy 000

(2.40)

Para prosseguir no desenvolvimento dessa equagao usamos a primeira equacgao caracteristica
b_ 0He _ 6% £
Oo® 5- = 50 € o fato de que:

0Pa . %S . opy

= = 2.41
0pb  0prigb S ( )
Assim, ao utilizar esse resultado na expressao (2.40) obtemos a equagao:
0Pg OH.
Oopa = — = — 2.42
(V% 5o 5o ( )

Essa é mais uma das equagoes de Hamilton em sua versao para campos.
Quando tomamos a derivada total de S = S(z,¢*) com relagdo ao tempo chegamos na
expressao:

as 08 08
- = — a 2.4
7= ot s = 0~ e (2.43)
Para obter o resultado acima usamos que 85 =—-H.ep, = 55;.
Desse modo, temos que:
dS(z) = / [8o¢apa - ’H] dt (2.44)

Essa expressd@o nos mostra que o funcional S(x) possui a mesma diferencial que a agao
Alg]. Isso indica que a diferenga entre tais funcionais deve estar relacionada com as diferentes
condigoes iniciais que podem ser adotadas a fim de se proceder com a integracao.
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Assim, ao integrar o funcional S(x) no tempo e com relacao as varidveis da hipersuperficie
de Cauchy, temos:

S = /Z (¢"pa)|,_ydo + /0 t { /E (000 Py — He)do | dt (2.45)

Esta escolha de condigoes iniciais esta relacionada ao fato de que uma maneira alternativa
para se obter o formalismo de Hamilton-Jacobi se d4 ao considerar S como uma fungao geradora,
do tipo F,, de uma transformacao canonica que leve a uma Hamiltoniana transformada nula
[4]. Essa transformagao candnica é tal que as varidveis do espago de fase transformadas sao
constantes e portanto podem ser associadas aquelas das condic¢oes iniciais, ou seja, quando ¢t = 0
na hipersuperficie de Cauchy .

2.5 Consideracoes sobre integrabilidade

Os resultados obtidos até agora dependem de um teorema que garanta a existéncia de uma
configuracao de campos ¢ e de funcoes S tais que:

08
Yol
O nosso objetivo é desenvolver uma condigao necessaria para a equagao acima ser valida

e em seguida argumentar que ela também é suficiente. Para tal vamos supor que ¢ e p,
dependam de n parametros u® 7 em que n denota a quantidade de campos ¢® :

Pa (2.46)

¢a = (ba(xu’ub) y Do = pa(xlua ub) (247)

Admitiremos também a condicao:

0P
det { B0

} £0 (2.48)

Se ¢ for uma configuragao que extremiza a agao, a equacao (2.46) é valida.
Como S = S(z#, ¢p*(x*,u")), temos:

05  0S a¢b  o¢h

= = 2.49
dus o ous Vs (249)
Ao derivar parcialmente a equacdo acima com relacio a u®, obtemos:
0?8 Op. 09° 0?¢°
= . 2.50
utoub  Qub Ju tp uoub (2:50)

Na expressao acima assumimos que os campos possuem, no minimo, até as segundas deri-
vadas nao-nulas com relagao a u®.
Como o lado esquerdo da equagao acima é simétrico com relacao a troca dos indices a e b o

7A fim de tornar essa demonstracio a mais abrangente possivel tomaremos, no final dos célculos, o limite no
qual esses parametros sao nulos.
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lado direito também deve ser. Por isso é necessario que a parte antissimétrica do lado direito
da equacao acima se anule. Caso o parénteses de Lagrange, definido logo abaixo, seja nulo, essa
condicao sera satisfeita:

d¢° Op.  0¢° apc} _0 (251)

a ,b] — .
'} = [&La oub  Jub due

Agora vamos mostrar que essa também é uma condicao suficiente para que existam funcoes

S tais que p, = %. A equagao acima pode ser reescrita como:

o [ 9\ 0 [ 06
u, u?) = {w (pc 83) - (pc aibﬂ ~0 (2.52)

Desse modo é preciso que haja uma funcao o(z*, u®) tal que:

0¢¢  do

Pedua = Sua (2:53)

De acordo com a equagao (2.48), podemos escrever u® = u®(z#, ¢*). Por isso, temos que
ozt u(x*, ¢)). Assim, ao derivar parcialmente com relagao a u®, obtemos:

oo do O
Yo _ 0 04" (2.54)
dus 5@t due

Ao comparar esse resultado com as expressoes anteriormente obtidas temos que p, = 6(2‘;,

sendo que o(zH u®(x*,¢*)) é uma fungdo do mesmo tipo que S(x,¢) o que significa que a
nulidade dos parénteses de Lagrange também é condicao suficiente para a integrabilidade do
sistema. Além disso, estamos em condicoes de calcularmos a expressao abaixo:

d oo | dp. d (o0  O0H. O [ do o b
E{p‘l_wa}‘ dt _E(w)‘ 50 E(«w) so500 07 (2:55)

Na expressao acima assumimos que p, obedece as equagoes canonicas.

A equacao acima pode ser reescrita, ao fazermos uso do fato de que derivadas espaciais e
derivadas funcionais com relacao aos campos comutam no caso em que consideramos fronteiras
fixas, como:

OH., O [ do 520 0H. o ([0S oo
== = - . — A, Hc ’ a7 N 2.
0= 55+ 5il55) * s = s o e 550) (2:50)
Para obter o resultado acima usamos p, = 55(;1 e que Jy¢” é obtido das equagoes de Hamilton.
Além disso, fizemos &‘;a ('HC) = ‘Zf; + 5;12;;51) ‘(ng. A solucao para a equacao acima é:

oS oo

- oz, 0%, —)=F 2.57

S+ Mol 0" 22 = Fla) (257)

Em que F(x) é uma fungao arbitraria que s6 depende dos parametros, no caso, o espago-
tempo.
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Sem perda de generalidade podemos tomar F'(x) = 0 e obter a equagao de Hamilton-Jacobi
para o caso em que o(z, %) faz o papel de S. Além disso, no final de nossos célculos eliminamos
a dependéncia dos campos com relacao aos parametros u® a qual foi usada apenas como um
artificio de demonstragao. Como a equacao de H-J pode ser obtida a partir da nulidade dos
parénteses de Lagrange podemos concluir, sob um ponto de vista alternativo, que essa condicao
é suficiente para termos p, = %, pois se a equagao de H-J é valida essa tltima relacao também
o é.

2.6 Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas sin-
gulares

Os sistemas ditos singulares sao aqueles para os quais a matriz Hessiana tem determinante
nulo detWW = 0. Isso significa que parte das velocidades Jy¢® nao poderao ser expressas em
funcao dos momentos canonicos. A principio poderiamos pensar que o procedimento anterior
se tornaria invalido nessa circunstancia haja vista que o método que desenvolvemos depende da
existéncia de uma Hamiltoniana H,. que dependa apenas dos momentos canonicos e dos campos
¢®. No entanto, vamos mostrar que o quadro completo de Carathéodory ainda pode ser obtido
nesse caso [5, 6].

O fato de ser possivel generalizar o formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singu-
lares é de grande importancia fisica pois as teorias de gauge, as quais descrevem a fisica do
modelo padrao, sao um caso especial de sistemas vinculados. Por exemplo, as Lagrangianas
que possuem uma determinada quantidade de campos sendo que nem todos eles possuem de-
rivadas temporais acabam por exibir singularidade (determinante nulo.) na matriz Hessiana
W = % devido ao fato de que havera uma quantidade de linhas ou colunas com todos os
elementos nulos. Podemos citar como exemplo a Lagrangiana que descreve o eletromagnetismo:

1
L= F"Fu s Fu=0,A, - 0,4, (2.58)

ny s

Em que temos a liberdade de gauge na defini¢do do potencial vetor A,(xz) = A,(z) + 0,A(x).
Na Lagrangiana acima nao temos termos do tipo dyA4y e por isso a Hessiana deste sistema

¢ singular, detW = 0. E interessante notar que existe um modelo, topolégico no sentido de

que nao possui graus de liberdade locais, em analogia com parte dos modelos BF que vamos

estudar mais adiante, que exibe simetria de gauge e também possui as caracteristicas que

estamos discutindo:

L= %(@B“)Q (2.59)

Esse modelo é invariante pela transformacao de simetria de gauge B, — B, 4+ 0", (z).
Em que I'py(2) ¢ uma dada fungao tensorial arbitrdria e [ ,| denotam antissimetrizagao [7].

Notamos da expressao acima que £ nao exibe derivadas temporais do tipo dyB; sendo que 1
denota um indice espacial. Isso indica que detWW = 0 pois a sua matriz Hessiana possuira parte
de suas linhas ou colunas com todos os elementos nulos.

Para prosseguirmos no estudo de sistemas singulares vamos supor que temos uma matriz
Hessiana composta por uma sub-matriz p X p inversivel e uma outra sub-matriz » X r nao
inversivel, sendo que r + p = n é o total de campos presentes na Lagrangiana. Dessa maneira,
as derivadas temporais de um certo conjunto dos campos ¢* poderao ser expressas em termos
dos momentos canonicos sendo que isso nao sera possivel para o conjunto restante. A matriz
Hessiana, nesse caso, seria da forma:
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Sendo que ha r autovalores nulos e p nao nulos.

Os momentos inversiveis e seus campos conjugados serao denotados por um indice “linha”p,s
/ ~ . , . .
e ¢, com a = 1,...,p enquanto que os momentos nao inversiveis e seus campos conjugados
serao denotados por p., ¢*, com z = 1,...,r. Assim, as velocidades inversiveis sao da forma:

ot = B (x, %, par) (2.61)

Por outro lado, os momentos nao inversiveis sao dados pela expressao abaixo:

oL /

Pz = (580<bz = _Hz<x>¢aapa) (262)

As relagoes de vinculo serao denotadas por:

As relacoes de vinculo ®, serao chamadas de Hamiltonianas. A motivacao para essa nomen-
clatura se deve ao fato de que assim como a Hamiltoniana canonica gera evolugoes parametri-
zadas pelo tempo, os vinculos @, como veremos mais adiante, geram evolugoes parametrizadas
por fungoes locais arbitrarias, sendo que as transformagoes de gauge sao casos particulares desse
tipo de evolugao.

Podemos mostrar que a Hamiltoniana canonica, que figura na equacao de Hamilton-Jacobi,
nao depende das velocidades nao-inversiveis:

OH.

S 5L
000d* 6000

Do9*
O resultado acima indica que a Hamiltoniana candnica é bem definida na regiao em que

esses vinculos sao satisfeitos. Sera conveniente unificar a notagao usada para definir a equacao
de Hamilton-Jacobi com aquela usada para se definir os vinculos:

(pzaocbz + ParOod® — 5) =D- ¢ =0 (2.64)

Oy =pa+Ho; a=0,1,....7 (2.65)

Como p, = 5‘% as equagoes acima sao um sistema de equacoes diferenciais parciais de pri-
meira ordem em derivadas de S e serao chamadas de equagoes de Hamilton-Jacobi.

Estamos usando implicitamente a definigao ¢* = (t, ).
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2.7 Equacoes caracteristicas para o caso de sistemas sin-
gulares

Para que possamos encontrar as equacoes caracteristicas relacionadas as ®, equacoes de
Hamilton-Jacobi, variaremos ®, primeiramente com relagao aos momentos inversiveis p,:

6@0 6 a a 5 a a - o 6%2
(')‘pal - 6pa’ (pt + pa’ao(b - Hz(ﬂj? ¢ 7pa/)ao(b E(x, Qb ; /8 )) - 80(25 6pa, (266)
Agora usaremos o fato de que ¢° =t e portanto dy¢" = 1 na equacao acima:
(l/ 5(b0 57_[2 2z 5@0[
oo = o 5pa/ = o (2.67)

De acordo com a definicao dada para as derivadas funcionais usadas nesse capitulo, temos
a primeira das equagoes caracteristicas:

i [ DRe) [ M)
o6 () = [ doy = W00(0) = [ dny e s y) (2.68)

Para o caso particular em que a matriz Hessiana nao tem nenhum autovetor nulo ¢, = 0,9 t
e a equacdo acima se reduz as equacoes de Hamilton para ¢ conforme visto anteriormente
para sistemas nao-singulares. Dessa maneira, fica claro o porqué da nomenclatura “Hamilto-
nianas” para designar as relagoes de vinculo que surgem na definicao dos momentos canonicos.
Assim como a Hamiltoniana canénica gera evolucoes nos campos ¢% que sdao parametrizadas
pelo tempo, as demais Hamiltonianas geram evolugoes parametrizadas pelas fungoes ¢*(x).

E interessante notar que os campos ¢% (x) fazem o papel, na relacdo acima, das varidveis
dependentes enquanto que o tempo e os ¢* assumem o papel de parametros, ou seja, a partir
dos célculos que faremos adiante veremos que de fato as variaveis (¢“/, por) formam o espaco de
fase reduzido dos sistemas singulares.

A segunda equagao caracteristica é obtida ao tomar a variagdo de p,(x) com relagdo as
variaveis canonicas das quais ele depende:

_ [ g | 0Py sy OPaY) s a s g [OPY W) sy OPa(y)
son(e) = [ doy | 2250 ) 22| = [ o | St )+ e <y>( |
2.69

0pa — 528 — Opy [ _ pa
5t 5padgp’ dg@ dgpe dga”
A equacao acima pode ser reescrita por meio do uso da primeira equagao caracteristica que

substituird a expressio de 6¢" (y):

_ [ 4o [P0 W) 0Pa(2) < 1o b 0Pa(y) <
o) = [ o, | ([ .S )) 60 )+ S aoe)| (20

Para que possamos reescrever essa equacao de uma forma mais conveniente fazeremos uma
rapida digressao a fim de obtermos um resultado que nos serd tutil:

Em que usamos

e de modo andlogo
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0=

0o (y) 6. (y) opy (2)  0Pa(y) dps(2)]  6Paly) | Ops(y) o [9%aly) opy (2)
56°() +/ o {m(z) 56°(z) | dpalz) 00°(x)]  0¢n(x) *wa(w)*/ a [

Na expressao acima usamos que ¢, = 0 e que como P, ¢ linear nos momentos pg temos
6Paly) _ §BSd(, _
Ao inserir o resultado acima na equagao (2.69) concluimos que:

onute) == [ o oo o (2.72)

Essa ¢ mais uma das equacoes caracteristicas. E f4cil notar que quando o sistema é nao-
singular, ¢* = §°° t e as equacoes de Hamilton usuais sao recuperadas. Para o caso singular
temos também evolugoes relacionadas a parametros locais. Veremos ao longo dessa dissertacao
que as evolucoes paramétricas locais estao fortemente relacionadas a liberdade de gauge que
ocorre em determinadas teorias de campo.

A tltima das equagoes caracteristicas ¢ aquela que define S = [ do,.S(z):

4SS o 65 o . a’ . a
58 = / do, [W(w (y)+ 5 ¢a(y)5¢ (y)] = / do, [pa/(y)5¢ (y) —Ha(y)oo (y)] (2.73)

Em que usamos p(y) = 25 ¢ pa(y) = 52255 = —Hay).

A equacao acima pode ser reescrita como:

08 = / doy [paf(y)aocb“’(y) - ’Ha(y)aocb“(y)] dt (2.74)

Ao integrarmos essa expressao no tempo, temos:

S = /E (Pat") |,y + /0 t /Z [m&y)am“/(y) —Ha(y)00¢“(y)] dw (2.75)

Ao comparar A = [ Ldw com S vemos que A se torna uma solucao da equagao de Hamilton-
Jacobi (Com outras condigoes iniciais.) se:

L = pa(y)000" (y)—Ha () 000"(y) = P (¥)008” (y)+p: ()06 () —Ha (¥)00¢™ (y)—p-(¥)0od* ()

(2.76)

8Nesta expressdo surge uma delta de Dirac espacial pois como as integracdes na expressio de interesse sao
feitas apenas sobre as coordenadas espaciais, temos que os argumentos, que de maneira geral denotamos por y
e z, estao sob tempos iguais.
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A expressao acima pode ser reescrita como:

L = par(y)908” (y) + p-(¥)0d*(y) — He — (’Hz(y) + pz(y)) dd*(y) =

P ()00 ()49 (4) 0" () — (mwzamw) — padod™(y)— (chzamy))

Ao menos nesse ponto podemos notar uma certa analogia com o formalismo de Dirac [8] no
qual se define uma Hamiltoniana primaria da forma:

H, = H.+ P, A*(y) (2.78)

Em que &, designa apenas vinculos primérios (oriundos da definigao dos momentos canonicos.)
e A*(y) é um dado conjunto de multiplicadores de Lagrange que fazem um papel anédlogo aos
campos Jyd* ().

2.8 Parénteses de Poisson e espaco de fase

Consideraremos o espaco de fase como sendo representado pelas variaveis canonicas rela-
cionadas ao setor nao-singular da matriz Hessiana ¢4 = (¢%,py). Como essas variaveis sio
funcoes de ¢, temos que qualquer observavel F' no espacgo de fase deve depender das variaveis
canonicas e dos parametros locais:

F=F(¢", pa, 0%, 2) (2.79)
A variagao desse observavel vem dada abaixo:
OF (z) F(z) OF (z)

0F(z) = /day {W&?a (y) + m5pa/(y) + w&ﬁa@)} (2.80)

4 . ~ , . . ~
Podemos escrever 6¢® (y) e dpa (y) por meio das equagoes caracteristicas. Assim, a expressao
acima assume a forma;

_ o do | S (@) 0%a(2)  0F(x) 0®a(2)] s o _OF(@) .
ore) = [ [amto. S S}~ Sy s ]2+ [ dovsgaioer sy

Devemos lembrar que esta implicito que hé soma sobre os indices repetidos.
A equacgao acima sugere que podemos definir os parénteses de Poisson como:

(2.82)

6A(z) 6B(y)  6A(z) dB(y) ]
00" (2) opar(2)  Opw(z) 6 (2)
Os parénteses de Poisson acima possuem de fato as caracteristicas necessarias de antissime-

tria, satisfazer a identidade de Jacobi e a bilinearidade.
Dessa maneira, podemos escrever:

(A@). B} = | da{
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IF(x)
6¢°(y)
Agora vamos generalizar os resultados acima de modo a estendermos o nosso espaco de fase

para incluir p, e ¢*. Esse generalizagao é conveniente pois poderemos exprimir os resultados
de uma maneira ainda mais compacta. Entao, reescreveremos a equagao acima como:

o) = [ o, | (F @) 0} + 3o 0000 (2.83)

B > do 0F(z) 6®alz)  OF(x) 0Pa(2)] ¢ 0
()= [ [ doyd { {wa/(y) S () 0w (y) W@W W)+

{5F(x) 09%(z)  OF(x) 5P <Z>]5¢“(y>}

66°(y) ops(y)  Ipsly) 66°(y) (2.84)

Usamos o fato de que F' nao depende dos p, e de que ‘f;%g)) =08 0@ (2 —y) (quando z e y
estdo em tempos iguais.).

Pela analise da expressao acima fica claro que estamos lidando com um paréntese de Poisson
definido no espago de fase estendido e’ = (¢, p;) sendo quei = 0,1, ..., ..., 7+p. Isso nos permite
escrever as equacoes caracteristicas de forma compacta:

5F(r) = / doy (F(z), Ba(y)}56° (y) (2.85)

Essa expressao serd chamada de diferencial fundamental. A forma explicita dos parénteses de
Poisson definidos no espaco de fase extendido segue dada abaixo:

OF(2)0G(2) _0F(x) 6G(2)] . _ .
= [ S5 ~ i) 5ey) O

O Parénteses de Poisson definidos acima possuem todas as caracteristicas relevantes, anterior-
mente mencionadas, de antissimetria, bilinearidade e de obedecer a identidade de Jacobi.

A partir da expressao da diferencial fundamental notamos claramente que a evolucao de
qualquer observavel no espaco de fase é parametrizada pelo tempo e pelos parametros locais
¢, e que P, sao os geradores dessas evolugoes.

Os parénteses de Poisson fundamentais sao ® (Note que o indice i designa todo o espago de
fase extendido.):

{¢'(x), ¢’ ()} = 0 (2.86)
{pi(z),p;(y)} = 0

{¢'(@).pi(y)} = 00z —y)

9Como a definicio de parénteses de Poisson leva em conta apenas uma integracio espacial, os argumentos
das varidveis em questao sdo tomadas sob tempos iguais e por isso a diferenciacao funcional leva a ocorréncia
de deltas de Dirac espaciais.

22



2.9 Uma abordagem geométrica do formalismo de Hamilton-
Jacobi

A partir da abordagem de Carathéodory do problema variacional foi possivel obter a equagao
de Hamilton-Jacobi, além de suas equacoes caracteristicas para sistemas nao-singulares. Para o
caso de sistemas cuja matriz Hessiana é singular também foi possivel obter o quadro completo
de Carathéodory assim como o espaco de fase estendido das variaveis canonicas.

Dessa maneira, apenas nos resta avaliar sob quais condigoes as evolucoes paramétricas dos
observaveis do espaco de fase, as quais representam todas as informacoes fisicas de um dado
sistema, sdao integraveis. Vamos mostrar que ao escrever as equacoes canonicas em termos de!®
« vetores que possuem uma quantidade de componentes iguais a dimensao do espaco de fase
estendido estaremos em posicao de utilizar o teorema de Frobenius a fim de obter as condigoes
necessarias e suficientes para que o nosso sistema fisico seja integravel.

Definiremos um conjunto de o campos vetoriais de 2n + 2 componentes!®:

Xofo) = [ dr (o) s (28)

Em que e/ = (¢',p;) com I =0,....2n+2 e i = 0,...,n . Temos que x. é definido como

Xa(z,y) = {e' (), Pa(2)}.
Para um dado observéavel F(¢%, p,, »*) no espago de fase, temos:

IF(z)

_ 1 _ I
XQ(ZL‘)F(Z) - /dO'yXa<CC,y)5€I(y) — /do-y{6 <y>aq)a(x)}561(y) (288)
Como podemos considerar F' = F(e'), concluimos que { F(2), ®,(2)} = [ do,{'(y), Pu(z) gg((z))
Assim, a variacdo dF'(z) pode ser escrita como [1, 3]:
5 () = [ doyo ) XawF(2) (2.89)
Desse modo, acabamos por notar que as equacoes caracteristicas e as equacoes de Hamilton-
Jacobi podem ser postas, respectivamente, na forma:
oS oS
X2 = 0 2.90
a¢a + a0¢a ( )
de! (2) I
= Xu(y)e' (x
56°(y) (y)e (x)

b, = X,S=Xpi=0

Como temos a relagao X! p; = 0, os vetores X, devem ser ortogonais ao momento e por-
tanto tangentes a familia de hipersuperficies S haja vista que p;, = ngi' Para que o sistema
seja integravel, de acordo com o teorema de Frobenius [9], esses vetores devem formar um
conjunto completo de campos vetoriais Hamiltonianos linearmente independentes, ou seja, eles

devem formar uma base completa para uma dada subvariedade de S. Se essa condicao for

10 o fndice que designa as equagoes de H-J.
Hp 41 é a soma da quantidade de campos d)al e ¢% que definem nosso espaco de configuracao
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satisfeita, o teorema de Frobenius garante que as subvariedades do espaco de fase, oriundas
das solugoes da equagao de (HJ), geradas por tais vetores, as quais sdo parametrizadas pelas
variaveis independentes, nunca se interceptam, o que garante a integrabilidade 2 do sistema.
Essas subvariedades, que sao cruzadas pela congruéncia de curvas oriundas das solugoes das
equagoes caracteristicas, sao chamadas de distribuigdes A(¢*(¢*), ¢*). Uma maneira alterna-
tiva de se abordar a questao da integrabilidade do sistema se d& ao considerarmos que quando
transportamos um vetor de base ao longo dos demais, a sua variacao, que pode ser expressa
por sua derivada de Lie, nao pode admitir componentes ortogonais a subvariedade do espago
de fase em questao para que os elementos da distribuicao nao se interceptem. Essa condicao,
que ¢é equivalente a da busca por um conjunto completo de vetores X, pode ser escrita como:

Lx, X0 = [Xa, Xs] = CL5X, (2.91)

8

Estamos utilizando a defini¢do X, = [ do,X.(x). A expressao [A, B] denota o comutador,
que nesse caso chamaremos de colchetes de Lie, entre as variaveis A e B. O termo C’;’ﬁ, para
o caso em que X, formam uma &lgebra de Lie sobre a operacao de anticomutacgao, designara
as constantes de estrutura. No caso mais geral, admite-se que C’gﬂ pode depender da posigao
no espago-tempo . Da expressao acima lé-se que o comutador de dois vetores definidos sobre a
distribuicao A também deve ser proporcional a uma combinacao linear de vetores tangentes a
ela.

As condicoes de Frobenius possuem consequéncias diretas sobre as funcoes @, que geram as
evolugoes no espago de fase. Para entender tais conquéncias vamos atuar com este comutador
sobre um observavel F' do espaco de fase:

(KXo X5 F(2) = {{F(2), 95}a} — ({F(2), 20} 05} (2.92)

Estamos usando a defini¢do @, = [ do,®,(y) e {, } designam parénteses de Poisson (PP).

Neste ponto vamos fazer uso de uma das propriedade dos parénteses de Poisson que € o fato
de que eles obedecem a identidade de Jacobi 3. Assim, a expressao acima pode ser reescrita
de uma maneira mais interessante:

[Xa, Xp] F(2) = {{®a, Ps}, F(2)} (2.93)

Desse modo, a condicao [XQ,XB] = C’gﬁ)(7 implica no fato de que os vinculos devem
obedecer a algebra:

[®0, @5} = 0, (2.9

As condigoes acima sao muito importantes e significam que num dado sistema integravel os
vinculos devem formar uma algebra de Lie. Isso indica que a sua evolugao paramétrica é dada
por:

0P (1) = /day{%(fv),%(y)}wﬁ(y) = Cop®,(2)d¢" (x) = 0 (2.95)

12 As condicdes de integrabilidade do sistema podem ser obtidas, por uma abordagem algébrica, através dos
parénteses de Lagrange.
13Para todo X, Y, Z os (PP) obedecem {X,{Y,Z}} +{V,{Z,X}} +{Z,{X,Y}} =0
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Os vinculos que obedecem as condigoes acima sao chamados de involutivos enquanto que
aqueles que nao as obedecem sao chamados de nao-involutivos.

Podemos concluir que as condigoes de integrabilidade implicam no fato de que os vinculos de-
vem ser mantidos inalterados ao longo dos fluxos Hamiltonianos gerados por ®,. Essa afirmacao
possui um paralelo com a condi¢ao de consisténcia oriunda do formalismo de Dirac-Bergmann
no qual se conjectura que os vinculos, por consisténcia fisica, devem se manter constantes du-
rante a evolucao temporal. A diferenca entre as duas abordagens é que no formalismo aqui
construido, a condigao {®,,Ps} = CZBCIJ7 nao ¢ obtida através de uma conjectura de con-
sisténcia fisica mas a partir de um teorema matematico de integrabilidade. Além disso, essa
condicao garante nao s6 a invariancia temporal das Hamiltonianas &, como também a sua
constancia ao longo das trajetorias no espaco de fase que sao parametrizadas pelas fungoes
locais ¢*(z).

2.10 A obtencao dos parénteses de Poisson generaliza-
dos

As condicoes de integrabilidade obtidas anteriormente nem sempre serao respeitadas. Nesta
subsecao pretendemos mostrar como se deve proceder em tais situagoes. Suponhamos que esta-
mos analisando via formalismo de Hamilton-Jacobi um determinado modelo para uma teoria de
campos. Em um dado estagio é possivel que deparemos com um certo conjunto de Hamiltonia-
nas (vinculos). Para prosseguirmos com a andlise devemos investigar a sua integrabilidade. Em
geral, a condigao de integrabilidade nao serd identicamente satisfeita e vamos precisar adicionar
mais Hamiltonianas ao sistema de modo que no final de contas teremos em maos um conjunto
de Hamiltonianas totalmente integraveis.

Vamos supor que estamos fazendo uma andlise canonica de um determinado sistema e que
num dado estagio tenhamos definido uma Hamiltoniana canoénica e um conjunto de Hamilto-
nianas ®.. Isso significa que estamos trabalhando com a diferencial fundamental:

SF(x) = / do. [{F(w)cpo(z)}dt 4 {F(x), ®.(2)}0t°(2) (2.96)

Em que §t*(z) designam os parametros locais arbitrdrios relacionados a evolu¢ao de um
dado observavel F(z) gerada por ®,.

Como visto anteriormente, a condicao de consisténcia sobre os vinculos ®,, oriunda do
teorema de Frobenius, é a de que a sua evolugao paramétrica no espago de fase seja nula ou
entao proporcional a uma combinacao linear de outras Hamiltonianas. Desse modo, devemos
analisar:

0Py(x) = /doz [{@y(x), Do(2)}dt + {@y(x), :(2) 10t (2) + {®y(x), Da(2)}ot*(2)| #0 (2.97)

Estamos considerando # 0 como significando que a evolucdo de ®;(x) nao atende aos re-
quisitos de integrabilidade.

Da expressao acima veremos mais adiante que sera 1til introduzir um abuso de linguagem
com relagao a terminologia Hamiltonianas involutivas para as Hamiltonianas ¢, cujo parénteses
de Poisson com qualquer outra Hamiltoniana, que nao seja a canonica, seja nula ou represente
uma combinacao linear das demais Hamiltonianas. As Hamiltonianas que serao chamadas de
nao-involutivas serao entao definidas como aquelas cujos parénteses de Poisson com as demais
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nao seja uma combinacao linear de Hamiltonianas. Assim, vamos fixar que o indice Z, presente
na equacao acima, designa este segundo tipo de Hamiltoniana enquanto que o indice A designa
o primeiro tipo.

Ao definirmos a matriz de vinculos M,.(x,z) = {®;(z), P:(2)}, a qual é ndo nula (pois é
construida a partir de Hamiltonianas que sao nao-involutivas.) e inversivel, podemos mostrar
que os parametros §t*(z), ligados as Hamiltonianas nao-involutivas, nao sao linearmente in-
dependentes caso impormos que elas obedecam as condicoes de integrabilidade. Assim, para
que uma dada Hamiltoniana nao-involutiva seja constante ao longo dos fluxos Hamiltonianos,
acabamos por gerar vinculos entre os parametros de evolucao do sistema:

5t (y) = — / do,do, [M—l(x, y)] K {{@d(:v), Bo(2) vt + {Ds(x), @A(z)}étA} (2.98)

Em que [M_l(m, y)] é definida como:

oy — 2)07 = / do, {Ml(a:,y)} [M(:U,z)ry (2.99)

za

Assim, para que possamos escrever a diferencial fundamental apenas em termos de parametros
linearmente independentes vamos expressar a dependeéncia de 5t*(y) com relagio aos parametros
dt e t*, que denotaremos por §t* (Com A = 0,1, ..., A), por meio do uso dos parénteses de Pois-
son generalizados (PPG).

57(0) = [ do.| (70, 04000} [ ddon (P, 0} )| (a0, 240w ) |07

Esta equacao sugere a definicao de parénteses de Poisson generalizados (PPG) que vem
dada abaixo:

(F@). B = ((F0). B}~ [ dogdon{F(@), 200} M o] (@t B0}

(2.101)

E importante frisar que esses parénteses de Poisson generalizados obedecem a todas as
identidades que caracterizam os parénteses de Poisson. Além disso, temos que pela defini¢ao
da matriz M,,(x, z) e pela equagao (2.98), os parénteses de Poisson generalizados em que uma
Hamiltoniana nao-involutiva esteja presente é identicamente nulo:

{F(z),®a(2)} =0 (2.102)

A partir dessa consideracao podemos concluir que o papel das Hamiltonianas nao-involutivas
é apenas o de reduzir o espago de fase através da defini¢ao dos (PPG). Assim, caso um dado
sistema possua Hamiltonianas nao-involutivas ele s6 serd integravel numa sub-variedade do
espaco de fase gerada pelos PPG's.
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Dessa maneira, podemos escrever a diferencial fundamental nessa subvariedade integravel
como:

SF(z) = / do, [{F(m), Do)V dt + {F(x), ®a(2) )6t (2) (2.103)

Em que A é um indice que designa Hamiltonianas involutivas. Portanto, sao as Hamiltonianas
involutivas que de fato geram as evolugoes paramétricas no espaco de fase.

De acordo com esta ultima expressao obtida para a diferencial fundamental, a condicao de
que uma dada Hamiltoniana seja integravel, implica que ela seja involutiva, propriamente dita,
sob os parénteses de Poisson generalizados:

3By =0 {@4,0,)" =C8 0, (2.104)

Nesse ponto estamos em condigoes de fornecer uma metodologia para o estudo de teorias de
campo através do formalismo de Hamilton-Jacobi (H-J). Primeiramente definimos as variaveis
do espaco de fase através de uma transformacao de Legendre. A partir dessa transformacao, em
geral, acabamos por obter Hamiltonianas que surgem da definicdo dos momentos canonicos. De
posse destas quantidades, podemos definir uma diferencial fundamental. Novamente fazeremos
uso da conceito de involutividade dentro do contexto do abuso de linguagem adotado anteri-
ormente. Assim, se estivermos de posse de Hamiltonianas nao-involutivas devemos construir
um PPG para que possamos trabalhar numa regiao do espaco de fase em que o sistema seja
integravel.

Devemos testar a integrabilidade das demais Hamiltonianas agora por meio da diferencial
fundamental redefinida por meio dos PPG. Ao impormos que elas sao constantes ao longo dos
fluxos Hamiltonianos podemos obter duas situacoes: Ou esta condigao serd identicamente sa-
tisfeita ou entao, serd preciso adotar novas Hamiltonianas que decorrem de tal imposicao. De
posse desse novo conjunto de vinculos, redefinimos a diferencial fundamental adicionando a ela
novos vinculos ou redefinindo novamente os parénteses de Poisson. Em seguida repetimos o
processo anteriormente descrito até que estejamos de posse de um conjunto de Hamiltonianas
que obedecam as condigoes de integrabilidade identicamente sem a necessidade de imposicao
de novas Hamiltonianas ou do uso de novos PPG.

2.11 Transformacoes canonicas e simetrias

Para que possamos introduzir sucintamente o que ha de essencial no que diz respeito ao
tema das transformacoes canonicas é preciso definir primeiramente a 2-forma simplética'4:

w= /dam&b“(x) A dpa () (2.105)

Emqued=ded® =0.

Podemos entender essa 2-forma simplética como mapas antissimétricos e bilineares que
relacionam um par de campos vetoriais que habitam o espaco de fase y(z,€') a uma dada
fun¢ao nao-nula F [10]:

) )

: SF:XXxY s<YwX>=wX.Y): X=X"— Y =Y — 2.106
WX XX X ,W w(X,Y); Se(a) 5 () (2.106)

140 termo simplético designa a qualidade relacionada a esta forma de ser ndo-degenerada, o que significa que
seu determinate é nao-nulo.
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Na expressao acima o simbolo <, > designa o produto escalar definido no espaco de fase e
os vetores X sao expressos como X = X' 5 ( 7 A forma w é simplética, ou nao-degenerada, se

w(X,Y) =0apenas se X =0 ouY = 0. Os campos vetoriais pertencem ao espago tangente ao
espago de fase TQ e a 1-forma gerada pela aplicagio'® wX =< w, X >= w(X, *) , estd definida
no espaco dual a T'Q que denotaremos por T*Q.

O simbolo A, que foi introduzido acima, é usado na definicao de produto exterior. A quan-
tidade w, que é independente das coordenadas, nao-degenerada e fechada dw = 0 , junto com a
operacao de contracao que definiremos logo a seguir, pode ser usada para se obter a diferencial
de qualquer funcao do espaco de fase e também os parénteses de Poisson. Dessa maneira, todo
o conteudo fisico do espaco de fase estd contido nesta quantidade e nesta operacao.

Assim, uma transformacao canonica deve preservar a 2-forma simplética para que os parénteses
de Poisson entre as novas variaveis canonicas seja o mesmo daquele entre as variaveis antigas pois
isso significa que as equagoes de Hamilton manterao sua forma nesse novo sistema de varidveis.
Se estas transformacoes forem tais que a sua contrapartida no espaco de configuracao deixe a
Lagrangiana invariante, podemos afirmar que essa transformacao canonica representa também
uma transformagao de simetria.

A operagao de contracao é definida da seguinte maneira. Consideremos o campo vetorial
dado abaixo [3]:

_ , 0Fy) 6 [, OF(y ¢
Ko = (/ ous o sy s 5<6pb<w>>> (2.107)

Em que F' é um observavel do espaco de fase.
Através desse campo vetorial podemos definir a atuagao do operador de contracao ix,.:

0F(y)

. = P
5pa(l') ) XF(Spa( )—

6¢°(x)

A atuacao desse operador na 2-forma simplética segue dada abaixo:

ix, 00%(x) = (2.108)

iow = ix, / dox(5¢“(:v)/\5pa(:c)) (2.100)

F() )
[ (22D o)+ 2D 5im0)) = ot

Do resultado acima notamos a importante propriedade, anteriormente citada, de que a
operacao de contracao unida a definicao da 2-forma simplética nos permite obter a diferencial
de qualquer func@o no espaco de fase. Agora vamos mostrar que o parénteses de Poisson,
no qual as equacoes de Hamilton estao codificadas, podem ser recuperados a partir da forma
simplética e da operacao de contracao:

. . OF(y) . OF
X X pyW = /dax(apa((gzxc(z)épa(x) + 5. ((y))zxg< 00 )) (2.110)

[ OFW) 0G() | 6F(y) 0G()\ _ .
-/ dm( o055 5o 5 <>) (6. Fl)}

15Consideramos que o produto escalar entre uma 2-forma e um vetor se d4 com relacdo a uma das entradas
de w e que seu resultado é uma 1-forma.
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Quanto a forma simplética, podemos escrever:

oL 5L

—52£ Yo 50"
(s )56 ) 60460

Ao levarmos em conta a definicao da matriz Hessiana notamos que apenas no caso de siste-
mas nao-singulares teremos uma forma simplética nao-degenerada. Assim, é preciso definirmos
uma forma simplética que leve em conta os vinculos da teoria para podermos aplicar os con-
ceitos desenvolvidos acima, por exemplo, no contexto das teorias de gauge. Para isso vamos
lancar mao da equagao (2.73) que define a 1-forma canodnica:

0=05= / doy [paf(y)&b“'(y) - Ha(y)5¢“(y)] (2.112)

Uma boa definicao para uma forma simplética no contexto de sistemas vinculados segue
abaixo:

= —df = /dcry (5@5“/ () A\ Opar () + 6Haly) A 5¢a(y)) (2.113)

A expressao acima designa a forma simplética no contexto de sistemas vinculados. Podemos
notar que o primeiro termo ¢é analogo a defini¢ao inicial que usamos de w com a diferenca de que
ela esta definida apenas sobre as varidaveis canonicas dependentes, que estao ligadas ao setor
inversivel da matriz Hessiana. Ja o segundo termo traz consigo informacgoes sobre os vinculos
do sistema haja vista que ®, = p, + Ha.

Mostraremos que se os vinculos obedecem as condigoes de integrabilidade, o segundo termo
de w nao contribui. Para isso precisamos calcular 0 H,(x):

3Ho(0) = [ do,(00(e) = polo) 050V ) = [ 52000

. o 5H/3(ZE) 8 . o (52L(t) 8
- [ gy 0 W) = /4 VsanP@iem) Y

Na expressao acima temos que L(t) = [ do,L(y) e além disso, usamos o fato de que o parénteses
de Poisson entre vinculos é uma combinacao linear de vinculos, caso as condicoes de integrabi-
lidade forem obedecidas.

De posse deste resultado podemos expressar o segundo termo de w como:

a 0> L(t)
/d0w57-[a(w) Ao (w) = /dgwday(moqbﬁ(w)&gb“(y)

O resultado acima se anula pois temos a contragao de um objeto simétrico em « e S com
um outro objeto que é antissimétrico com relagao a estes indices. Portanto:

5% (y) A 6™ (w) =0 (2.115)

w=—df = / do, (5¢“’(y) A 5pa/(y)> (2.116)
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Apoés a obtencao do resultado acima, esse parece ser o momento certo para se fazer uma
digressao a respeito dos operadores que representam uma transformacgao canonica dentro do for-
malismo de Hamilton-Jacobi. Em seguida mostraremos que esta transformacao deixa a forma
simplética invariante e que portanto ela é de fato canonica.

Pretendemos mostrar que o operador que gera evolugoes paramétricas nos campos é, na
verdade, um operador que representa uma transformacao canonica caso as condigoes de inte-
grabilidade forem obedecidas. Assim, de acordo com a equagao (2.89), temos:

0F (y, 6", da) = F(y, 0", do + 005,) = F(y, 0", ¢a) = X[F(y, ", ¢a)] (2.117)

Na expressio acima temos que X[F] = [ do, X, (x)Fd¢*(z).
De acordo com o resultado acima podemos escrever:

F(y, 0" ¢a +06,) = gF(y) = 1+ X[F(y)] (2.118)

O nosso objetivo é mostrar que g = 1 + X[ | representa uma transformagao canonica, caso
X, () obedega as condigoes de integrabilidade. Para isso, serd util definirmos X[ | = X, *[]d¢*.
Assim, supondo d¢® infinitesimal, avaliaremos como duas dessas transformacoes se compoem:

gf = (1 + X0 %50 (1 + X5 % 66°) = 1 + X % (6¢° + 66%) + O(¢0) (2.119)

Na expressao acima, para obter a segunda identidade, renomeamos os indices a.

Da expressao acima concluimos que a aplicacao de duas destas transformacoes paramétricas
também ¢é uma transformacao porém com um novo parametro que nada mais é que a soma dos
parametros anteriores, caso os termos de segunda ordem forem despreziveis.

As definicoes anteriores parecem sugerir a existéncia de uma inversa, porém, para tal, é
preciso que gg~! = g7'g = I. Essas expressoes seguem abaixo [11]:

997 = (14 Xo % 60%)(1 — X5 % 0¢°) = 1 — 66%  66°  Xo X (2.120)

979 = (1= Xgx607) (14 X 56%) = 1 = 56" 06"+ XX, (2.121)

A operacao inversa existe apenas se as condigoes de integrabilidade forem satisfeitas pois
nesse caso gg~ ! = g~ 1g = I. Assim, como uma transformacao canonica possui sempre uma in-
versa, a Unica maneira de se relacionar a transformagao acima com uma transformacao canonica
¢ se as condigoes de integrabilidade forem satisfeitas. Isso nao parece ser uma limitagao signi-
ficativa haja vista que de acordo com discussoes anteriores acabamos por concluir que apenas
as Hamiltonianas involutivas estao relacionadas aos fluxos Hamiltonianos dos observaveis do
espaco de fase. Ao considerar as propriedades que provamos para as transformacoes geradas
por g, podemos concluir que elas formam um grupo.

Para que possamos analisar qual o efeito de uma transformacao geral no espaco de fase
sobre a 2- forma simplética w vamos fixar a notagao:

/

{g@%@@n=ww@wzﬁw—w(_% g)
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Sendo que £¥(z) = (¢%(x),pa(x)) representa o espaco de fase reduzido e a 2- forma
simplética w pode ser escrita como:

/

w= /daydaz £ (y) waw (7, 2) €¥(2) (2.122)
Desse modo, sob uma transformacao geral das coordenadas do espaco de fase dada por
g = gi/k,sk/, a matriz wy; se transforma da seguinte maneira:

’

Wrryr = gjkfwj'z‘/gilzf
A partir da expressao acima podemos concluir que a 2- forma simplética w se transforma
como gwg ', sendo que ¢ representa a matriz de transformacao das coordenadas do espaco de
fase. Como toda a fisica do espaco de fase, diferencial de observaveis, parénteses de Poisson,
etc, esta contida em w, impoe-se que uma transformacao canonica é um subconjunto das trans-
formacoes ¢ que deixam essa forma invariante gwg~! = w. Isso significa, que no caso de uma

transformacao canonica, a 2 -forma simplética mantém a estrutura que possuia nas coordenadas
. I , T~
antigas ¢% , p também nas coordenadas novas ¢% , pu:

w= /daxé(b“, () A opa (z) = /dax&;ﬁ“/ () A\ 0pa ()
Assim, para analisarmos se a transformacao g = (14 X, * d¢*) é de fato canonica, devemos
verificar se ela preserva w:
gwgt = (1+ X, %66 w(l — Xz % 5¢°) = w + X, % 0¢%wXg * 6¢° (2.123)
O ultimo termo da expressao a direita pode ser melhor analisado como:
0b, .., 0P,

X #0¢°wX 500" = §¢*5¢° (W&pa +
“ Pa’

m)xg — [ douda, 3% (21567 ()0 (0). 250}
(2.124)

Como estamos assumindo que as condicoes de integrabilidade sao satisfeitas, temos que w é
preservado pelas transformagoes g que, como vimos, possuem todas as caracteristicas de uma
transformacao canonica.

Ao consultarmos a definicao de X, (z) e da diferencial fundamental, notamos que se esta-
mos considerando Hamiltonianas involutivas, com a informagcao a respeito das nao-involutivas
devidamente codificada nos PPG, podemos concluir que os fluxos Hamiltonianos gerados pela
diferencial fundamental sao transformagoes canonicas. E interessante notar que dentre estes
fluxos estamos também considerando a evolugao temporal, ou seja, ela pode ser entendida como
uma transformacao canonica. As chamadas transformacoes de gauge representam um subcon-
junto das transformagoes canonicas parametrizadas por fungoes locais arbitrarias e que nao
estao relacionadas a evolugao temporal. Elas se caracterizam como as transformagoes a ponto
fixo, que nao agem sob os argumentos espaco-temporais dos campos, agindo apenas em suas
formas funcionais.

O subconjunto das transformacoes canonicas que correspondem as transformagoes de gauge
sao aquelas parametrizadas por fungoes locais arbitrarias e que apresentam uma interdependeéncia
entre tais parametros imposta pela condigao:
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5,L =0 (2.125)

Em que ¢, denota a variacao da Lagrangiana induzida por variacoes correspondentes dos
seus campos que se dao através de transformacoes canonicas a tempo fixo.
Assim, o gerador das transformacoes de gauge possui a forma:

o) = ©o(a)3 (@) g+ 8,6°(0) = [ {6 (2), G (2]}

Na expressao acima Gquge(r) = . (2)5t*(z)] 5. r—o Significa que os parametros locais estao
L=
relacionados pela condigao imposta pela equagao (2.125).
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Capitulo 3

Modelo BF em D=1+1 dimensoes

Até os dias de hoje nao foi encontrada uma teoria quantica consistente para a gravitacao em
D = 3+ 1 dimensoes. Esse fato acaba por motivar o estudo da gravitacao em dimensoes mais
baixas [1] j& que nelas os objetos geométricos usados para descrever a teoria se simplificam e
dessa maneira espera-se que seja possivel entender melhor a sua quantizacao [2].

Esse estudo serve como um bom laboratério para uma futura abordagem da gravitacao em
quatro dimensoes. Um exemplo interessante de uma aplicagao desse tipo de procedimento é a
analise feita por Schwinger da eletrodinamica quantica em D = 1 4 1 dimensoes.

O modelo de Jackiw-Teitelboim (JT) [3] foi criado como uma abordagem alternativa ao
modelo de Einstein-Hilbert para que se pudesse fazer um estudo da gravitacao em D = 1 +
1 dimensoes. O tensor de Riemann bidimensional é escrito em fungao do escalar de Ricci,
numa forma compativel com um espaco maximalmente simétrico caso o escalar de Ricci seja
constante!:

R
Ryuwga = 5 (9up9va = Gupya) (3.1)

A identidade acima implica em que as equacoes de Einstein sejam identicamente nulas:

R R R
G = Ry — g#WE = 9#1/5 - QWE =0 (3.2)

Desse modo, o modelo de Jackiw-Teitelboim foi criado justamente para que o problema da
gravitagao bidimensional fosse superado. A sua acao segue dada abaixo:

S = /de\/gqﬁ(R — k) (3.3)

A variacao da acao com relacao ao campo escalar auxiliar ¢, conhecido como dilaton, leva
a equacao:

R=k (3.4)

A equacao acima expressa o fato de que estamos escolhendo uma geometria compativel com
um escalar de Ricci bidimensional constante e igual a curvatura Gaussiana que nesse caso esta
sendo representada por uma espécie de constante cosmoldgica. A equacao de movimento para
o dilaton é dada pela seguinte expressao:

1 guv denota a métrica do espago-tempo
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k
v,u,vyg25 - §g/ﬂ/¢ =0 (35)

As caracteristicas desse modelo acabaram por inspirar uma teoria de gauge nao abeliana e
topolégica, o modelo BF bidimensional, que assim como o modelo de (JT), é descrito por um
campo escalar a multiplicar uma curvatura. Esse modelo é descrito pela seguinte acao [4]:

S— tr/(B/\F) (3.6)

As suas equacoes de movimento sao mostradas abaixo:

F=0: DB=0 (3.7)

Na expressao acima, a qual é descrita num espaco-tempo bidimensional, B = B*J, é uma
O-formae F = DA =dA+ANA = %Fﬁydx“ A dz’J, é a 2-forma de curvatura ? escrita em
termos de uma conexao de gauge dada por A = Afdz"J, que é uma l-forma. Os operadores
J¢ sao os geradores, na representacao adjunta, de um grupo de gauge GG ainda a se determinar.

Ao investigar a forma da acado e as definicoes dos seus campos podemos concluir que ela é

invariante pela seguinte transformacao de simetria de gauge:

JA=De ; 0B=|B,¢ (3.8)

Nessa expressao, o parametro de simetria € é uma 0O-forma.

Algumas caracteristicas relevantes desse modelo sao a sua invariancia por transformacoes
gerais de coordenadas e o fato dele nao depender da métrica. Essa independéncia da métrica
nos leva a esperar que a quantizacao da gravitacao em D = 1+ 1 dimensdes via modelo BF [2]
seja mais simples que aquela feita em termos do modelo de (JT).

Para que possamos contrair indices internos (relacionados a proje¢ao sobre os geradores
do grupo G.) é preciso escolher um grupo cuja métrica de Killing correspondente seja nao
degenerada, ou seja, que admita inversa. O grupo I.SO(1, 1), o grupo de Poincaré bidimensional,
nao pode ser usado nesse caso devido a essa condigao. Desse modo consideraremos um grupo
gerado pela deformagao dessa édlgebra, com J, = (P, Pi, A):

N,P/]=¢;,"P;, [P,Pjl=keyA ; I,J=0,1 (3.9)

Em que P, sdo os geradores de translagoes e A é o gerador das transformacoes de isometria
do grupo de de-Sitter ou anti de-Sitter a depender do sinal de k. E interessante notar que,
nesse caso, o grupo de simetria interna coincide com aquele do espaco-tempo pois para o caso
em que o escalar de curvatura é uma constante, o grupo de simetria é a versao bidimensional
do de de-Sitter (ou anti de-Sitter.).

A métrica de Killing é obtida a partir do traco dos geradores tomado na representacao
adjunta [5]:

knis 0
gabztr(Jan):< o 1) (3.10)

2Fﬁu = 0,A) — 0, A7, + f“bcAa#Abl, em que f%° ¢ a constante de estrutura do grupo interno.
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Temos que 77 é dado por diag(c?,+). Se k > 0 e 0 = 1 podemos redefinir as bases do
espago interno de modo a obtermos o grupo SO(3) e se fixarmos o = i, temos o grupo SO(1,2)
de de-Sitter (ou anti de-Sitter para k < 0.).

A algebra do grupo pode ser posta na forma:

[Jay Jb] = fab ch - EabdgdCJca (311)

1 m
ab = §fad fbmd

Agora, para que possamos fazer uma conexao com o modelo de Jackiw-Teitelboim assumi-
mos que B é um campo auxiliar e que o campo A é dado pela expansao:

A=ePl+wA (3.12)

Sendo que e! é diada e w estd relacionado com a conexao de spin que em D = 1 + 1 tem
apenas uma componente independente w;; = €75 w.

A equacao F' = 0 oriunda da minimizacao da acao do modelo BF bidimensional pode ser
escrita como:

1 1 1
F = dA+ANA=de' P+ dwA + 561 Ae’[Pp, Py) + 561 A w[Pr, A] + 7@ A e’ [A, Py
1
= (dw + §kE]J61 AN e YA+ (de! —we'” Ney)Pr =0 (3.13)

O termo proporcional a P! estd relacionado a nulidade da torcdo, o que garante que a
conexao de spin pode ser escrita em termos das diadas, e o proporcional a A é a equacao de
movimento de (JT), R = k.

1
R+ ck(ehe, —eyep) | dat Adx” (3.14)

1
dw—|—§keuel/\e‘]:dw+keg/\el = o 5

(87 v H

Nessa expressao estamos implicitamente trabalhando no subconjunto de solugoes no qual as
diadas sao inversiveis, sendo que tal subconjunto corresponde a espacos nos quais se pode
definir uma métrica.

Como a condigdo de torgao nula é imposta a priori em (JT) enquanto que no contexto
do modelo BF ela pode ser deduzida, temos que esse modelo é uma abordagem alternativa
daquele, sendo que a sua equivaléncia se da apenas no nivel das equacoes de movimento, ou
seja, classicamente. Isso pode ser inferido pelo fato de que a acao do modelo BF bidimensional
escrita em termos dos objetos geométricos (diadas e conexao de spin.) nao reproduz a agao de
(JT), o que parece impedir que esses modelos sejam equivalentes quanticamente. Para levar
a cabo um possivel processo de quantizacao ¢é preciso, antes de mais nada, conhecer bem o
espaco de fase reduzido de uma dada teoria. Assim, nosso proximo passo sera a caracterizacao
do espaco de fase do modelo BF em D =1+ 1 dimensoes através do formalismo de Hamilton-
Jacobi a la Carathéodory [6, 7, 8].

[Nz

1
R 01 + ik(e

el — eleg)] = —R+k=0 (3.15)
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3.1 Analise do modelo BF em D = 141 dimensoes através
do formalismo de Hamilton-Jacobi

O estudo do modelo BF através do formalismo de Hamilton-Jacobi [9] representa uma boa
maneira de se caracterizar o seu espaco de fase pois esse formalismo se baseia numa estrutura
matemadtica sélida gerada pelas contribuigoes de Carathéodory e Frobenius [6, 10]. Quanto aos
geradores de simetria, eles surgem naturalmente da estrutura interna da teoria sem que haja a
necessidade de se apelar para conjecturas e algoritmos complementares.

Para iniciarmos a anélise via formalismo de Hamilton-Jacobi do modelo BF em D =1+ 1
dimensoes sera 1til considerar a sua acao dada explicitamente em termos das componentes dos
campos:

1
S =tr / BAF = Str(Joy) / &’z B F;, = / d*r B, <00A°; — 0,48 + fbcaAgA;) (3.16)

Ao variar a acao com relagao aos campos, obtemos:
68 = / d*x {6Ba (80A‘{—81A3+ be“AgAg) — (BOBd+ fdb“AgBa) S A%+ (ale+ fdcaAgBa) 5Ag}

(3.17)

Para deduzir a expressao da variacao da acao foi necessario fazer integragoes por partes e
usar o fato de que a constante de estrutura do grupo relacionado a simetria interna dos campos é
antissimétrica em seus dois primeiros indices. Ao impor que a variacao da acao é nula, obtemos
as equagoes de movimento:

<80A$ — 0LAC + fbgAgAf;) =0; (80Bd+ fdb“AgBa) =0; <ale+ fdc“A‘{Ba> =0(3.18)

Essas equacoes podem ser reescritas ao se fazer uso da definicao de derivada covariante, a

qual é dada pela expressao D, 0% = 0,05 + f“bcAZ ¢. Dessa maneira, temos:

(8014(11 - 81A8 + fb(?AgAi) =0 ; D()Bd =0 3 Dle =0 (319)

Os momentos canonicos podem ser calculados a partir da densidade Lagrangiana
L = B,(0gA} — 1 AL + f,2A5A¢) do modelo BF:

C

oL oL
a:—: N /J':—: 1'“
11 TENA 0; 5604 5" B, (3.20)

Notamos que a estrutura dessa densidade de Lagrangiana ¢ tal que a definicao dos momentos
canonicos nos permite obter duas Hamiltonianas (vinculos). O procedimento relacionado ao
formalismo de Hamilton-Jacobi consiste na classificacao das Hamiltonianas em involutivas ou
nao involutivas, na redefinicao dos parénteses de Poisson e finalmente no teste de integrabilidade
das Hamiltonianas involutivas [7, 8]. Se elas forem integraveis o processo termina, ja em caso
contrario, as condigdes de integrabilidade (IC) irao definir novos vinculos e todo o processo
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recomega até que as (IC) de todas as Hamiltonianas involutivas sejam satisfeitas.
A densidade Hamiltoniana do modelo BF possui a forma:

H = mhOyAl+11"B,—L = B, (81Ag— fbgAgAg) = (—6lBaA3—( fbcaAgBa) Ab = —ALD\ B,
(3.21)

Na segunda igualdade da expressao acima foi feita uma integracao por partes apesar do fato
de que nao héa integral alguma. Claramente trata-se de um abuso de notacao e fica subtendido
que como a Hamiltoniana é a integral volumétrica dessa expressao, sempre podemos defini-la,
a menos de termos de superficie.

Agora definiremos as Hamiltonianas e os parametros associados a elas. Assim, temos:

H =14+H=0=2"=t; Hy,=m =0 Af = \j (3.22)

l =T =B, =0 A=)\ H =1,=0 - B, =¢,

A primeira das Hamiltonianas definidas esta relacionada a equagao de Hamilton-Jacobi pois

= % sendo que as demais entram na definicao dos momentos canonicos. Para prosseguirmos

com essa andlise fixaremos os parénteses de Poisson fundamentais:

{AL(@), 7 ()} = 050,0(x —y) 5 {Bal2), I(y)} = 60(z — ) (3.23)

De acordo com a definicao das Hamiltonianas e dos parénteses de Poisson fundamentais
podemos notar que as Hamiltonianas (estamos nos referindo aquelas obtidas na definigdo dos
momentos candnicos.) que possuem parénteses de poisson nao nulos entre si sdo H, (’a) e H {(a):

{H{(a)a Héb)} = {Wi — By, I} = —525(55 ) (3.24)

As Hamiltonianas acima sao nao involutivas e por isso vao entrar na definicao dos parénteses
de Poisson generalizados (PPG), reduzindo o espago de fase do sistema. J4 a Hamiltoniana
H(’)(a) se caracteriza como involutiva sendo que a sua integrabilidade vai ser testada por meio do
uso da diferencial fundamental que sera calculada no espaco de fase reduzido gerado pelos PPG.
A fim de obter os PPG definiremos uma matriz da forma M"™ = {h", h*} em que h! = Hig e

n=H (n)- Os elementos de matriz ndo nulos sdo dados por M 0l — 1o,

MIO — {(71'1

a

= B,), 1"} = —8,0(z — ) (3.25)

Em termos matriciais podemos escrever M"® como:

] (R BETO R TRl (A I CED

De posse da matriz inversa (M¥ );bl podemos definir os parénteses de Poisson generalizados
que sao denotados pela expressao abaixo:

{F(2),Gy)} = {F(2),G(y)} - /dzdw{F(m%h?(Z)}(M“);bl(z,w){h?-(w)aG(y)} (3.27)
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E facil notar que os PPG {Af(z), m) (y)}* serdo iguais aqueles definidos inicialmente. Isso
se deve ao fato de que {7”(z),h*} = 0 (Desse modo, os parénteses de Poisson generalizados
em que 7/ (z) figura serdo idénticos aqueles da defini¢ao inicial.). Os parénteses de Poisson
generalizados {B,(x), I1°(y)}* serdo nulos:

{Ba(), 1(y)}" = {Ba(2), ()} — /dzdw{Ba(ﬂf% he (M) (z, w) {hg (w), T(y) }

5 —y) — /dw d=(585(x — 2))0uy8(= — w)(=1)6"5(w — y)(=1) = 0

(3.28)
Os parénteses de Poisson generalizados {Af, (), By(y)}* sao calculados abaixo:
{AL(2), Bo(y)}" = {AL(x), Bo(y)} — /dzdw{AZ(l’)a he (M) 2 (2, w){hg (w), By}
_ / dzcdwdss(x — 2)8,0%8(x — w)d(w — y) = 5L626(x — y) (3.29)

Em que By(r) faz o papel do momento candnico m}(z).

Os parénteses de Poisson generalizados {Af,(z),I1;(y)}* sao nulos devido ao fato de que
AZ(x) e IT,(x) possuem paréntese de Poisson nao nulo apenas com o vinculo h', o que implica
que o termo extra presente na definicao dos PPG sera nulo pois My, = 0.

A diferencial fundamental é definida de acordo com a expressao abaixo:

AF(z) = / dy | {F(2), 1)y dt + {F(x),ﬁg}*d/\a] (3.30)

Em que A\, é um parametro local arbitrario.
Agora chega o momento propicio para analisarmos a integrabilidade da Hamiltoniana invo-
lutiva H.%(x) = n(z):

_ / dy{m0(2), Ao(y) D1 Ba(y) }*dt = Dy Ba(x)dt = 0

(3.31)

dH,(x) = / dy [{HZLO(I)aH(y)}*dHOdAa

Na expressao acima estamos impondo a condicao de integrabilidade sobre o vinculo H ;O(x) e
esse procedimento d& origem a uma nova Hamiltoniana C,(x) = D B,(z). Através da defini¢ao
de D; e dos PPG nao nulos, podemos concluir que os vinculos H.°(z) e Cy(z) = D1 B,(x) estdo
em involugao. Assim, nao é necessario definir novos parénteses de Poissons e o passo seguinte
serd o teste das condigoes de integrabilidade sobre a Hamiltoniana C,(z). Para procedermos
dessa maneira, serd util, antes de mais nada, considerarmos o fato de que os seus PPG’s formam
uma algebra de Lie com a mesma constante de estrutura f%¢ que a do grupo interno:

{Ca(x)v Cb<y>}* = 6(55 - y)fabccc(x> (332)

Assim, as condigoes de integrabilidade podem ser obtidas ao usarmos a dlgebra de Cy(x).
Para tal, serd importante notarmos que podemos escrever a densidade de Hamiltoniana H(z)
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como H(x) = —Al(x)Dy1Ba(x) = —Ag(x)Cy(x). Assim, a diferencial fundamental de C,(z)
pode ser escrita como:

4, (z) = / dy {Cul), A(y)Cy(y) bt

{Oa(x)v%(y)}dt'l'{Ca(z)ﬂrg(y)}d)\b(y)] = —/dy

= [ ) A() (3.33)

A expressao acima nos permite concluir que as condigoes de integrabilidade foram satisfeitas
pois dC,(x) é uma combinagao linear de Hamiltonianas.

3.2 Equacoes caracteristicas do modelo BF bidimensio-
nal

Nessa secao temos como objetivo estudar as equacgoes caracteristicas do modelo BF bidimen-
sional. Para isso redefiniremos a diferencial fundamental devido ao surgimento da Hamiltoniana
Cu(x). Como se trata de uma Hamiltoniana involutiva ndo havera necessidade de se redefinir
novamente os parénteses de Poisson, porém a definicao da diferencial fundamental devera levar
em conta a evolugao ao longo do parametro arbitrario dw® gerada por tal Hamiltoniana. Desse
modo, a diferencial fundamental de um observavel arbitrario do espacgo de fase assume a forma:

df (z) = /dy [{f(w)» H(y)}dt+ {f (@), mo(y)}dr + {f(2), Ca(y)}*dwa] (3.34)

As equacoes caracteristicas do modelo BF sao obtidas ao considerar a diferencial fundamen-
tal das varidveis canonicas. Comecemos entao pelo campo Af(x):

dA? () = /dy
yp

A forma da Hamiltoniana usada nessa expressao foi obtida através de integracoes por partes
da definicao original. Elas sao equivalentes a menos de uma quantidade que dard origem a um
termo de superficie. Assim, ao fazer uso da definicao dos PPG, a diferencial de AZ(x) vem dada
abaixo:

{A5 (@), H(y) Y dt + { A} (), mo(y)} dNy + {Af (), Ca(y)}*dwa]

{AL(2), (D1Ao(y)) Ba(y) Y dt + { A} (), m( (y) }dA + { AL (), Dle(y)}*dwb(y)]

(3.35)

dA%(x) = 0, | D Aj(x)dt — Dydw®| + 6,d\" (3.36)

Agora vamos analisar a diferencial fundamental do campo B, (z):

40



aB,(a) = [ dy

= AS() foau BY(x)dt 4 for B*(x)dw® (3.37)

{Ba(w), H(y)} dt + {Ba(x), m) ()} dA’ + { Ba(), Cb(y)}*dwb]

Ao considerar a definicdo dos PPG nao ¢é dificil concluir que dIl,(z) = 0. Quanto aos
momentos candnicos 7#(x), temos:

drj(x) = / dy [{Wéf(m), H(y)} dt + {mti(x), m) (y) } dN’ + {74 (2), Cb(y)}*dw”]
= 04D By(z)dt — 8} f,.*By() (Ag(a:)dt - dwc) (3.38)

A diferencial fundamental dos campos canonicos nos permite avaliar a sua evolucao através
dos diferentes parametros relacionados as diferentes Hamiltonianas que geram essas evolugoes.
A transformacao dos campos com relacao ao tempo acaba por nos fornecer a sua dinamica
e deve, portanto, ser equivalente as equagoes de movimento obtidas via equagoes de Euler-
Lagrange. Ja as evolugoes com relacao aos parametros locais arbitrarios estao ligadas as trans-
formagoes canonicas do sistema. Quando se impoe que a Lagrangiana ou a a¢ao sejam invari-
antes por essas transformacoes, acabamos por vincular os seus parametros de modo que esse
subconjunto de transformagoes definird as simetrias do modelo em questao.

3.3 Equacoes de movimento via Hamilton-Jacobi

As equagoes de movimento relacionadas ao modelo BF podem ser obtidas ao se considerar
a variagao dos campos canonicos apenas com relacao ao parametro temporal, ou seja, com
os demais parametros fixados como sendo nulos. Assim, a evolugao temporal de B,(x) com
dw® = dX\° = 0, é dada pela expressao:

0By — £.,FASBy, = 0 = 8B, + f,,"ASBy — DyB, = 0 (3.39)

Essa expressao recupera uma das equagoes de movimento de B®. Agora, avaliaremos a

evolucio temporal da componente do momento canonico 7°(x):

Oomd(x) = Dy By(z) — D1 Bu(z) =0 (3.40)

Na expressdo acima usamos o fato de que 72(x) = 0 e assim acabamos por obter a parte
espacial das equagoes de movimento de B®. Quanto a evolugdo temporal do campo A,(z),

temos:

A, (x) = 0, D1 Af(x) (3.41)

A componente 0 dessa equagao nos fornece dyAg(x) = 0 o que se reflete no fato de que o

momento candnico 70(x) é nulo. Essa equagao significa que o campo Ay faz o papel de um
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multiplicador de Lagrange. Quando se considera a componente espacial da referida equacao,
temos:

80A1a(a:) = DIAOa(SC) — 0= 80A1a(:1:) — 8114@0(37) + fabCAll)AO C(l’) (342)

Essa ¢ mais uma das equacoes de Fuler-Lagrange e dessa maneira mostramos que elas
também podem ser obtidas pelo formalismo de Hamilton-Jacobi.

3.4 Transformacoes canonicas e simetrias da acao

Na secao anterior as equacoes de movimento foram calculadas ao considerar apenas a
evolucao temporal dos campos. Ja nessa secao, consideraremos apenas a evolugao dos cam-
pos com relagao aos parametros locais arbitrarios o que claramente deve estar ligado as trans-
formagcoes canonicas do modelo. Para que uma transformacao canonica represente uma simetria
do modelo BF é preciso que a variagdo da Lagrangiana (ou pelo menos da agdo.) seja nula
quando se considera a variagao dos seus campos induzidas por essas transformacoes. Esse re-
quisito de invariancia nos permitird obter vinculos entre os parametros da transformacao sendo
que a partir desse ponto sera possivel obter os geradores das transformacoes de gauge do mo-
delo.

As variacoes dos campos induzidas pela variacao dos parametros arbitrarios sao dadas
abaixo?:

SAL = 0,6\ — 0, Dy0w" (3.43)

6B, = f,°0u’B, (3.44)

Para que possamos identificar o conjunto de transformacoes que deixam a Lagrangiana do
modelo BF invariante, precisamos primeiro determinar como ela varia com relagao a uma dada
transformacao arbitraria dos seus campos :

5L = 6B (F)+ BY(0y0AL — 9,64° + £,6A° PAL + f,cA° b5 AL) (3.45)

= 6B“(F™) + B,DydA} — B,D,5 Al

Na expressao acima usamos que Fy; o = OpA1 o — 1A o+ [, A% A, 1. Quando substituimos
0l a 0 a 0a ab “10“*c

na expressao da variagao da Lagrangiana a forma explicita das variagoes dos campos Aj e B?,

obtemos:

6L = f,0w’B(Fg) + B, (3.46)

DQ( - Dléw“) — Dlé)\a

Para isolar um conjunto de transformacoes que represente uma simetria do modelo, fixa-
remos os parametros da seguinte maneira dw® = —e® e A = Dpe®. Assim, a variacao da
Lagrangiana assume a forma:

3Vamos trocar a notacio da(x) (em que a(x) é um dado pardmetro arbitrdrio.) por da(z) que é mais
comumente usada no contexto do estudo de simetrias de gauge
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6L = —f,°€B(F) + B, (3.47)

(D()DlEa) — (DlD()Ea)

A expressao de 0L nos remete ao fato de que o comutador de derivadas covariantes na
representacao adjunta é dado por (D, Dylpe = — fapcF dW. Dessa maneira, na expressao da
variacao da lagrangiana temos um termo da forma [( Do D1€*)— (D1 Doe®)] B, que pode ser escrito
como [D((]“C)Dfx) _ Dgac)Décx)]ExBa = — faaa P € B sendo que Dy (gp)€” = (O10az + fop A 0cr )€™

Assim, a variacao da acao pode ser posta na forma:

6L = —f, € BES + fo. €" B Fy, =0 (3.48)

Na expressao acima foi feito uso da antissimetria das constantes de estrutura. Agora, de
posse desses resultados, podemos escrever a transformagao de simetria dos campos que deixam
a lagrangiana invariante como:

JA% = 00Doc" + 01 Dye" = D,c” (3.49)

6B, = —f, B’ (3.50)

O gerador das transformagoes de gauge é tal que podemos escrever as variagoes (de simetria)
dos campos canénicos como JAG(z) = {Af(z),G} e 0Ba(z) = {Ba(r),G}. A expressio do
gerador segue abaixo:

G = /dy [Hc?(y)Doe“(y) - Ca(y)G“(y)] (3.51)

A variacao do campo A/’j(a:) ¢ dada por:

5K (1) = {A(z), G} = / dy

fo

Para deduzir a expressao acima fizemos uma integragao por partes com relacao a derivada
covariante D;. Concluimos por esse resultado que, ao menos para o campo Aﬁ(x), G cumpre o
papel de um gerador das transformacoes de simetria.

A variacao do campo B* vem dada pela expressao:

{A5(@), Hy(y)} ) Doe” (y) — {A}(2), —Ca(y)}*éa(y)] =

{AZ(x),wg(y)}*)Doe“(y)—{Aﬁ(x), —DlBa}*e“(y)] = 52D06k(33)+5;D16k(x) = D,c"(z)

(3.52)

OB (x) = {B(z),G}" = /dy

fo

{B(x), Hy(y)} Doe" (y) — {B* (=), —Ca(y)}*ea(y)] =

{B(x), o (y)}*) Doe* (y) —{ B (), — <OlBa(y)+fabcA‘{(y)Bc(y)) }*6“(31)] = —f9"Be.(z)ea ()
(3.53)
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Esses resultados demonstram que de fato G' é o gerador das transformacoes de simetria do
modelo BF. A expressao desse gerador foi obtida naturalmente dentro do contexto do forma-
lismo de Hamilton-Jacobi sem que tenha sido necessario o uso de nenhum algoritmo como, por
exemplo, o de Castelani [11] (presente no contexto do formalismo de Dirac [12].). Também nao
usamos a conjectura de que os vinculos de primeira classe (equivalentes, na nossa terminologia,
as Hamiltonianas involutivas.) geram transformages de gauge. Em nosso desenvolvimento
tais vinculos surgem naturalmente na definicao da diferencial fundamental e portanto geram
transformacoes canonicas que, no presente caso, possuem um subgrupo relacionado as trans-
formacoes de gauge.

Quanto aos graus de liberdade propagados por este modelo podemos afirmar que a sua con-
tagem ¢ feita da seguinte maneira: De infcio tinhamos 18 graus de liberdade { A}, my;, B, 11}
Ao construir os parénteses de Poisson generalizados notamos que os momentos I1* sao elimina-
dos da dinamica e B* pode ser associado a 7{. Desse modo, o espaco de fase reduzido passa
a ter 12 graus de liberdade. Além disso, temos 6 Hamiltonianas involutivas ( Que estao re-
lacionadas & seis parametros arbitrérios da teoria.). Para se ter uma dinamica univocamente
determinada é preciso adicionar mais seis Hamiltonianas (fixadoras de gauge.) de modo que o
sistema se torne nao-involutivo e nao haja mais liberdade local na teoria. Logo, a existéncia
de uma certa quantidade de Hamiltonianas involutivas implica na necessidade de se vincular o
dobro dessa quantidade de graus de liberdade. Isso significa que, neste caso, no final de contas,
temos 0 graus de liberdade.
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Capitulo 4

Modelo BF em D=2+41 dimensoes

A gravitacado em D = 2 + 1 dimensoes ainda é bem mais simples em termos geométricos
e também com rela¢do a sua quantizagao [1] do que a gravitagdo em D = 3 4+ 1 dimensoes.
Num espago-tempo tridimensional temos de fato zero graus de liberdade propagantes pois a
sua contagem formal em D dimensoes é dada pela expressao w. Desse modo, suas solugoes
podem ser alcancadas pelas transformacoes de gauge dos objetos geométricos usados para se
descrever a fisica. Essas caracteristicas nos induzem a pensar que essa teoria deve possuir algum
paralelo com um dado tipo de modelo topoldgico. Na realidade tanto o modelo BF quanto o
de Chern-Simons [2] possuem forte relagdo com a gravitagao tridimensional sendo que nessa
dissertagao optaremos por abordar apenas o primeiro modelo.

Uma peculiaridade interessante da gravitacao em D = 2 4+ 1 dimensoes é o fato de que o
tensor de Riemann pode ser escrito em funcao do tensor de Einstein:

R;woeﬁ = guﬁf(G;wz) - guocf(Guﬁ) + guocf(Guﬁ> - guﬁf(GVa) (41)

Em que f(Gya) = Gua + %Rgm sendo que G, = R,q — %ng é o tensor de Einstein.

Assim como no caso bidimensional, em D = 2 + 1 dimensoes também podemos notar uma
simplificacao dos objetos geométricos relacionados a gravitacao. O tensor de Riemann pode
ser expresso em termos de outros objetos geométricos como o tensor e o escalar de Ricci. Nas
regioes do espago-tempo em que nao ha fontes de energia-matéria o tensor de Einstein se anula
e o tensor de Riemann se simplifica ainda mais assumindo a mesma forma que ele possui em
D =1+ 1 dimensoes a qual, para R constante, ¢ a de um espaco maximalmente simétrico.
Essa simplicidade motiva o estudo da gravitacao em D = 2 + 1 dimensoes como uma maneira
de ganhar experiéncia para um melhor entendimento de sua versao em D = 3 + 1 dimensoes.

Para dimensoes maiores que D = 1 + 1, a acao de Einstein-Hilbert pode ser escrita na
formulacao de Cartan como sendo proporcional a [3]:

S—tr/e/\e.../\e/\R (4.2)
Em que temos D —2 “D —adas” e R® = %RW adzt Adx” (a, b sao indices internos.) denota

a 2-forma de curvatura.
Essa expressao nos convida a pensar num modelo BF tridimensional da forma:

S—tr /(B A F) (4.3)

Na expressdo acima F = DA =dA+ANA=1LF Azt Adz”J, é uma 2-forma de curvatura
Em que F¢ = 0,A% — §,A% 4+ %A, A, construida a partir da conexdao A = A%dz"J,
v niy p 1 M
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e B = Bjdxz"J, é, agora, uma 1-forma, que diferentemente do caso bidimensional (Em que

B era uma 0-forma.), ndo se trata de um campo auxiliar arbitrario e sim da triada e. E
importante notar que a associa¢ao da 1-forma B a uma triada e (com a escolha de um grupo
de gauge adequado.) nao é uma relagao de vinculo pois ambos objetos dispoem das mesmas
caracteristicas e graus de liberdade. Vale dizer que em D = 3 + 1 dimensoes associa-se uma 2-
forma B ao produto exterior das tetradas e Ae sendo que essa associacao caracteriza um vinculo
que, no caso do modelo de Plebanski [4], é implementado na agdo através de multiplicadores
de Lagrange. A acao do modelo BF em D = 2 4 1 dimensoes podemos adicionar mais um
invariante tr(B A B A B) que estard relacionado a constante cosmoldgica:

Sztr/(B/\F+k¢B/\B/\B) (4.4)

Em que k£ é uma constante ainda a ser fixada.

A agao acima é invariante por dois grupos de simetria distintos. Uma simetria de gauge que
deixa a Lagrangiana invariante e uma simetria chamada de shift que é uma simetria da agao
no caso em que os termos de fronteira podem ser descartados.

A transformacao relacionada a simetria de gauge da agao é dada por:

JA=De ; 6B=|B,¢ (4.5)

Em que o parametro local € é uma 0-forma.
A transformacao de shift que deixa a acao invariante tem a forma:

dB=Dn ; 0A=3k[B,n| (4.6)

Na expressao acima 7, o parametro local de simetria, é também uma 0-forma.
Para que possamos associar a acao do modelo BF com a de Einstein-Cartan sera preciso
fazer:

A = wydx"J, (4.7)
Em que wy, é o dual da conexao de spin wy = %e“bcw(bc)u ( Sendo que Wpe) € a conexao de

spin.). O operador J, é o gerador na representagdo adjunta de um grupo interno G ainda a se
determinar.
A 2-forma de curvatura pode ser escrita em termos de wj; como:
R = e dw, + w* A w” (4.8)
A 2-forma de curvatura F° se relaciona com R® através da relacao de dualidade
Fe — 1 6abc Ry
) be-

1 1
Fe = EEQbCRbc = dw*” + ieabcwb A We (49)

Para que essa associagao entre os campos do modelo BF e os objetos geométricos da gra-
vitacao seja verdadeira, precisamos de um grupo interno G com constante de estrutura dada

por fabc = €abe-
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Uma boa escolha seria o grupo SO(1,2) [5]:

[Ja, Jb] = faved€ (4.10)

Sendo que a métrica de Kiliing [5] é dada por tr(J,J,) = 37a em que 14 = diag(—, +, +).

A agao escrita em termos desses objetos geométricos assume a forma:

S = tr/(B ANF+kBABAB) = /(eabcea A Ry + ke™eq A ey A ee) (4.11)

Da expressao acima podemos concluir que de fato a acao do modelo BF ¢é proporcional a
de Einstein-Cartan no caso em que existe a presenca de constante cosmologica que é dada por
A = -3k.

As equagoes de movimento do modelo BF sao obtidas ao variar a acao com relacao aos
campos dos quais ela depende:

DB=0 ; F+3kBAB=0 (4.12)

Ao lancar mao da interpretagao geométrica temos que a primeira equacao se refere a condicao
de torcao nula, o que vincula a conexao de spin e as triadas. Ja a segunda equacao esta
relacionada com a interagao entre a curvatura e um termo de constante cosmoldgica.

As consideragoes acima nos permitem concluir que a formulagao de Einstein-Cartan e o seu
equivalente em termos do modelo BF sao uma generalizacao da teoria gravitacional na qual
a condicao de torcao nula nao é imposta a priori e sim deduzida e nao hé necessidade de se
trabalhar com a métrica como entidade fundamental.

Como o modelo BF em D = 2+ 1 dimensoes é equivalente a formulacao de Einstein-Cartan
para a gravitacao em D = 2 + 1 a sua quantizacao pode nos fornecer informacoes importantes
a respeito da quantizacao da gravidade e para levar adiante um processo desse tipo é necessario
que se conheca bem o espago de fase da teoria. Para esse fim, embora ja existam aplicagoes
[6] do procedimento de Dirac [7] para o modelo BF tridimensional, nosso préximo passo serd
analisar esse modelo a partir do formalismo de Hamilton-Jacobi que possui uma sélida base
matemadtica [8, 9].

4.1 Analise do modelo BF em D = 2+1 dimensoes através
do formalismo de Hamilton-Jacobi

A agao que descreve o modelo BF em D = 2 + 1 dimensoes é dada, explicitamente em
termos de suas componentes, pela expressao abaixo [10]:

S:/tr

]' vV raoc 1 v a A a C
+ S ktr(Jata) / Pz [ Bl By Bye = / dwge (Baqu -3 fachﬂBzBu)

BANF+kBA(BADB)

1
— §tr(Jan) [ / d’x e’ BiF,

(4.13)
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Em que FY, = 0,A% — 9,A% + f*, AYAS e k= —A/3.

bet My
Agora, a fim de obter as equagoes de movimento, vamos variar a agdo com relacao ao campo

Af(r) e em seguida, com relagio a B, (). Desse modo, ao variar com relagao ao campo Aj (),
temos:

bet i

1 1
58 = / @25 BondF, = / d*2 5™ B ((%6/1‘; — 0,0A% + [ 0AAC + f4 A 5,45)

1
- / d*2 e Ba (DudAl‘i - D,,(SA;;) - / B D, Bood AL = 0
(4.14)

Para obter a expressao acima fizemos uso do fato de que é possivel fazer integragoes por
partes com D,, pelo mesmo procedimento utilizado com &,. Assim, a equacao de movimento é
expressa por:

€ D, Bao(z) =0 (4.15)

Quando variamos a acao com relagao ao campo B,,, obtemos:

aps

1 v a A a c A a c A a c
0S = /dSZEéEMA/ <5BauFryy - gfabc(;BMBsB,/ - gfach,u(SB:/By - gfach;LBgaBy)

1
— / d3m§e’”” (F;,, —A fa,,cBing> 6By =0
Portanto, a equacao de movimento segue dada abaixo:
1 pyv a a b pc
3¢ F,—Af.B B, | =0 (4.16)

A partir da densidade de lagrangiana cuja integral da origem a acao do modelo BF tridi-
mensional, podemos calcular os momentos canonicos:

9} AvEe B,
= ‘Cb _ e - 8) _ 1By T = —a.ﬁb =0 (4.17)
DAL OAD B},

E ficil notar que os momentos canonicos relacionados ao campo By (), II4 = 0 sdo nulos.
Entao, de posse desses momentos canonicos podemos definir a densidade de Hamiltoniana
canonica:

. 1 ... .
H = eZOJBbié?oAg’. L= —560”B0a(Fj‘§ — Af® ,,CB;?B;) — (9, B, A% + fabcAgA;Bg)
(4.18)

O resultado acima pode ser reescrito em termos da definicao de derivada covariante:
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1
H - OW/ (D Ba)AaO + BaO_ F

2( o — Af4.BYBY) (4.19)

be™y

Dessa maneira, podemos definir as Hamiltonianas primarias e associa-las com um determi-
nado parametro de evolucao:

=H4+r=0—=t; A=n=0-X; Al=7! —Bp=0— )\ (4.20)

2 _ 2 — 2. pu— T — "
A =1, +Bu=0—=X; B)=1l, =0— €]
_ 98
Em que 7-[_ 8t . . . . . . ~ . .
Para podermos classificar as Hamiltonianas acima como involutivas ou nao involutivas vamos
primeiramente definir os parénteses de Poisson fundamentais:

{A(2), ()} = 030,0°(x — y) s {B(2), 1T (y)} = 6;,0%(x — ) (4.21)

A partir da definicao dos parénteses de Poisson concluimos que B;O e que A;O sao as unicas
Hamiltonianas que possuem parénteses de Poisson nulo com todas as demais e portanto sao
involutivas. Ja as demais Hamiltonianas vao fazer parte da construcao dos parénteses de Poisson
generalizados (PPG). Para tal vamos definir as hamiltonianas nao involutivas como:

RO = Al hl = A2 h2 = B! e h? = B?. A matriz gerada por tais Hamiltonianas ¢ dada
por:

0 0 0 —1

1J I J 2 0O 0 1 0
Mab (;E,y) = {ha(x)a hb (y)} = 5ab5 (SL’ - y) 0 -1 0 0 (422)

1 0 0 0

A matriz acima é facilmente calculada ao se levar em conta os parénteses de Poisson das
Hamiltonianas definidas anteriormente. Agora, para definir os PPG calcularemos a inversa
dessa matriz, a qual é expressa por:

0 0 0 1

IJ -1 20 0O 0 -1 0
[Mab (13, y)] - 5ab6 ($ y) O 1 O 0 (423)

-1 0 0 O

Os parénteses de Poisson generalizados sao definidos pela expressao abaixo [11, 12]:

{f(@),9()}" = {f(=),9(y)} - /dzdw{f(iv%hl“(Z)}[Miz;](%%U)]_l{h‘]b(w),g(y)} (4.24)

Podemos notar imediatamente que {A%(x), 7} (y)} = {A%(x), 7} (y)}* pois {h}, 7]} é sempre
nulo, assim, todo PPG em que 7° ﬁgura mantém sua deﬁnlgao orlglnal De modo anélogo,
{Bga( ), HOb( )} = {Boa(7), HOb(y)} pois {Boa, hi} = 0 0 que nos leva a concluir que os PPG
em que o campo By, estd presente sao os mesmos da definicao original. Quanto a sua parte
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espacial, temos que {B;,, P }* = 0.

Para calcular os PPG {A%(x), BY(y)}* podemos notar de antemao que {A§(z), B} (y)}* =0
pois {Af(z), he(2)} = 0.

Seguem abaixo os demais PPG referentes as componentes nao nulas que ainda nao foram
consideradas:

{AZ(]:)? lej(y)}* = 60uu6ab52(13 - y) (425)

O PPG acima nos permite concluir que P* = %EO‘“"BQ possui PPG equivalentes aos da parte
espacial do momento canonico 7w

Os demais PPG sao identicamente nulos. Assim, como estamos de posse de todos os PPG
e sabemos quais sao as Hamiltonianas involutivas podemos definir a diferencial fundamental:

df (z) = / 2

A partir da definicao acima podemos calcular as condi¢oes de integrabilidade para as Ha-
miltonianas involutivas. Comecemos por 7°(z):

y [ {f (@), H'(y)}dt + {f (), 73 (y)} s + {f (), TTa(y)}"deg (4.26)

dndla) = [ @ylrla) B @Y= [ &y DB ) Re) Anly) it (427
= /deeowD,yBﬁ(y)(V(x — Y)0ac dt = €D, B,,(z) dt =0
Para impormos a integrabilidade da Hamiltoniana 72(x) fomos a definir uma nova Hamil-

toniana da forma C,(x) = €D, B,,(x).
Agora, testaremos a integrabilidade da Hamiltoniana I19(z):

o) = [ Py ) = [ |- ), B 3 (R 2B B Uﬂws
= [ &) = 8= sy (Fl) - AFBBW) ) | a6
= % [eOW <Fa7,,(:v) — AfabuBg(x)B;‘(a:))] deg =0 (4.28)

As condigoes de integrabilidade da Hamiltoniana I12(z) levam a defini¢do da nova Hamilto-

niana D, (z) = 37 (Faw(m) - AfabuB,l;(m)BE(x)).

Agora, podemos analisar os PPG entre essas novas novas Hamiltonianas a fim de classifica-
las como involutivas ou nao involutivas. Assim, para as Hamiltonianas C,(z), temos:

{Ca(2), Co(y)}* = fapeC(2)0% (x — y) (4.29)

Os PPG entre as Hamiltonianas D(z) seguem abaixo:

{D*(), D"(y)}* =0 (4.30)
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Agora nos resta obter os seguintes PPG entre as Hamiltonianas C,(z) e Dy(y):

{Cul2), Dy(y)}* = fabeD(2)0%(z — y) (4.31)

Como conhecemos a algebra das Hamiltonianas C,(x) e D,(z), estamos aptos a fazer os
seus testes de integrabilidade, ja utilizando a diferencial fundamental redefinida que leva em
contas as Hamiltonianas C,(z) e D,(z):

dCo(x) = /de {Cal), H'(y)} dt + {Ca(), ma(y) }*dAG + {Ca(2), T (y) } " deg+

{Cal(@), Cy(y)}*dws +{Ca(@), Dy()} dws | = —Ag(2)"(2) fo Ce(w) — By fare D* ()

+ fanC(z)dwh + fo D' (x)dw
(4.32)

Para deduzir o resultado acima fizemos uso dos PPG {C, (), A%(z)}* = 0 = {C,(z), BY(x)}*
e da algebra definida pelos PPG das Hamiltonianas. Além disso levamos em conta que a
Hamiltoniana canonica pode ser reescrita como H(y) = —A8(y)Cy(y) — Byo(y) D°(y). A partir do
resultado que obtivemos podemos concluir que as condicoes de integrabilidade serao satisfeitas
pois temos uma combinacao linear de Hamiltonianas.

Agora vamos testar as condigoes de integrabilidade para D,(x):

dDqo(z) = /dzy [{Da(x), H'(y)}dt + {Da(x), ma(y)}"dAG + {Da(), 1T (y) }"deg+

{Da(x), Co(y)} dwy + {Da(x), Dy(w)} dws | = By(x) fare A C°(x) + Ag(w) fupe D(2)

— AfunCH(z)dwh — fopeD°()dw}
(4.33)

Novamente podemos concluir que as condigoes de integrabilidade sao satisfeitas pois o re-
sultado acima é, novamente, uma combinacao linear de Hamiltonianas. Ao fazermos uso dos
PPG concluimos imediatamente que as Hamiltonianas C,(x), D,(z), 72(z) e IT1*(z) estao em
involugao. O préximo passo é obter as equacoes caracteristicas de onde podemos obter as
equagoes de movimento e os geradores das tranformacoes de simetria.

4.2 Equacoes caracteristicas do modelo BF tridimensio-
nal

Para obter as equagoes caracteristicas do modelo BF em D = 2 + 1 dimensoes precisamos
primeiramente, redefinir a diferencial fundamental de maneira a levar em conta as Hamiltoni-
anas involutivas C,(x) e D,(x) as quais geram transformacoes parametrizadas pelas fungoes
arbitrarias dw?(x) e dw®(x) respectivamente. A diferencial fundamental redefinida assume a
forma:
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df (x) = / dy [{f(x), H(y)}dt+{f(x), m)(y)} dwg + {f (), M (y) } dwi + {f (), C*(y)}"dw;

+{f (), Db(y)}*dwi’] (4.34)

Agora podemos obter as equagoes caracteristicas. Comegaremos pela equagao referente ao
campo Af(z):

dAL(r) = /dy {AL (), H(y)} dt + { Ay (), m)(y)}*dwg + {A}(2), T (y) } " dwy

+ {4} (2), C(y)} dwy + {A5(x), D (y)} dwg | = €7D, Ay (y)6eopdt

— €Y(D.ydwy2 ) €0, 8° + 66 dwig + Buo(x)A f*, Bl (x)dt — Af*Bildwys
(4.35)

Ao usarmos a identidade €"”¢g,, = 67 podemos expressar o resultado acima como:

a _ <0 a 1
A (x) = 8duwg + 8,

(D A% (x) + A f* B () Byo(2))dt — D;(dwy) — A fadef(x)dwbg,] (4.36)

As equagoes caracterfsticas para o campo By () sao dadas abaixo:

dB(x) = / dy | {(B2(x), H(y)} di + {B2(x), 7d(y)} duct + {B(x), T(y)}* duc’

+H{B(2), C"(y)} dwyy+{ B} (x), Db(y)}*dwz?] = ,dwi(z)+0,

<DZ-B§(J;)— f"“bdAg(x)Bdi(x)> dt

- f"“deﬁ(m)dwgb(w) — Didwg(az)]
(4.37)

As equagdes caracteristicas para os momentos candnicos I1#(z) sdo dadas por:

dIly (z) = /d2y {I13(2), = Buo(y) D" (y)}"dt = 64 Da(x) dt (4.38)

O resultado acima ¢é bem simples devido ao fato de que I1#(z) possui PPG nao nulos apenas
com Bo,(x).
Agora vamos calcular as equagoes caracteristicas relacionadas a 7/ (x):
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dmy () = /dy [{Wﬁ(x),ﬂ(y)}*dt +{mh (@), m ()} dwy + {7 (x), T (y) }* dwy

+{m(2), C*(y)} dway + {7} (fv),Db(y)}*dwsb] =" |04 Dy By () — 8 (D, Bj ()

— [ By, (z)A)(x)) | dt + eowfadedV(x)dwbgéﬁ + M D, dws, (4.39)

4.3 Equacoes de movimento do modelo BF tridimensi-
onal

Para obtermos as equagoes de movimento do modelo BF em D = 2 4+ 1 dimensoes conside-
raremos apenas evolugoes parametrizadas pelo tempo:

OoAL(x) = TLDAY(E) + AS*uBY(r) Bl()) (4.40)

WB(x) = 8,(DiBj(x) — [*,uA(2) B () (4.41)

Notamos imediatamente que Aj(x) ndo possui evolugao temporal e portanto trata-se de um
campo auxiliar. Quanto as componentes espaciais, concluimos que:

OoAf (v) = DiAj(x) + Af* 4By () B (x) — — (F&(fv) — Af* By (2) B (96)) =0 (442

As equagoes de movimento acima sao equivalentes as equagoes de Euler-Lagrange para Aj.
A andlise da componente temporal da equacao de movimento do campo BZ(I’) nos fornece

a informagao de que By,(x) nao possui evolucao temporal e é, portanto, um campo auxiliar.
As equagoes de movimento relacionadas as componentes espaciais sao dadas abaixo:

OBl () = 0;B3(x) + f*,, A (x)BS(x) — f*? Agy(2) Bas(2) — D;iB§(x) — DyBi(z) = 0 (4.43)

A equacao de movimento acima é de fato compativel com as equacoes de Euler-Lagrange
para Bj;(z). Desse modo, o fato de as equagoes de movimento poderem ser reobtidas através das
equacoes caracteristicas, as quais por sua vez estao relacionadas ao formalismo de Hamilton-
Jacobi, serve como um teste de consisténcia dos calculos que foram feitos até agora.

4.4 Transformacoes candnicas e simetrias da acao

As equacgoes caracteristicas estao relacionadas com as diferentes possiveis evolugoes dos
campos parametrizadas pelo tempo e pelos demais parametros locais arbitrarios. As equagoes
de movimento sao obtidas quando se considera a evolugao parametrizada pelo tempo. Desse
modo, as evolugoes parametrizadas pelos parametros arbitrarios estao relacionadas com as
transformacoes candnicas. Ao adotar uma notacao padrao que é mais comumente usada no
contexto do estudo das simetrias de gauge, temos:
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0AL(r) = 525108 — Di(6ws) — Af®, B (z)ow} (4.44)

6B, (z) = (52611}‘11(95)—#(5;

— [P Bl(x)6w; () — Diéwg(x)] (4.45)

O nosso objetivo é encontrar, dentre todas as transformacoes canonicas possiveis, aquele
conjunto que deixa a Lagrangiana invariante. Para isso vamos obter a forma da variacao da
Lagrangiana e substituir as variagoes dos campos pelas expressoes dadas acima:

1 ..
(SE = §€OCHV <FEV - Afa bCBZBli) 5Bo¢a + EaMVBZDV(SAaa _ EOZ]

1

5&? (5wa1 + fachg(Sw;)

1 .
+ quDj (DO(chﬂ + (510()&)] - §Afabc€01]

B! B¢ (&u? + [ ntZ}éw?)] (4.46)

A expressao acima possui variacoes escritas em termos de 4 parametros arbitrarios. Uma
maneira de resolver o problema de se encontrar a solugao para 0L = 0 seria ao considerar
casos particulares em que determinados parametros sao fixados como sendo nulos. Uma boa
escolha para a fixacao dos parametros ¢ dw§ = 0 pois para obter 0L = 0 teremos que impor
que os termos remanescentes entre parénteses se anulem o que nos fornece imediatamente os
vinculos entre os parametros que caracterizam o subespaco das transformagoes canonicas que
representam uma transformacao de simetria de gauge (Para o caso particular em que dw§ = 0.).
Desse modo, de acordo com essa fixagao de parametros, temos:

1
oL = 60” —F;-(; (5wa1+fab0885w§) +B;~1Dj (Doéwag—i‘éwoa)

1 .
__Aacmj
9 9 Jabe€

B!BS (&Uil—i-fa ntgéw?)]

(4.47)

Da expressao acima concluimos que a solucao para 0L = 0 corresponde a fazer dwgy, =
—Dodwag € 0wy = — f*,.Biows. Para esse conjunto de transformagoes de simetria as variagoes
dos campos podem ser escritas como:

6A(z) = O)owi — Di(6ws) = —Dydwa, (4.48)

§Bl(z) = 525wg(a;)+5;[—fadb33(x)5w2b(x)]:—fachgmg (4.49)

Podemos concluir, a partir da expressao da diferencial fundamental e dos vinculos obtidos
entre os parametros, que o gerador das transformagoes de gauge é dado por:

Goauge — / [ngpo B f, BE — | xad?e (4.50)
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— a
Em que w§ = —x“.
Agora, vamos analisar o caso em que dw§ = 0. A variacao da Lagrangiana assume a seguinte
forma:

1 |1
0L = e | S Fgbwa + BiD;ow) + FiyDidws | — Afusee® | 5 BYBiows — B B; Do

— Afure€” | — BOD; (Bgawg) + B{'D (Bj?&;g)] (4.51)

Devemos mencionar que esse segundo conjunto de transformacgoes de simetria corresponde
a uma invariancia da agao (a chamada simetria de shift.) e nao da Lagrangiana, por isso é
permitido fazer integracoes por partes convenientes na expressao acima, O que nos permite
reescrever 05 como:

55 = / d%{eo”

— DyB? (5w§B§)

1
~B!BSow{ + BfD;Blow§

1
§F’i‘;(5wa1 + B?Djéwa(] - DiF(glj(Swtﬁ 2

- AfabCEOij

} (4.52)

Para simplificarmos ainda mais o resultado usaremos a identidade de Bianchi e#*” D,Fj; =0
que ¢ equivalente a relagio —e"D;Ff; = —1e%DyF%. Além disso, a menos de termos de
superficie, temos que —€” fope[Do Bf (BYowS)] = 5€ fape BY B Dodws. Assim, §S assume a forma:

5S:/d3${60ij

2

1 .
~Fp (Doéwj + 5wi) - D;B} (5w2 - Afab0385w§)]

y 1
— YA fope QB;IB? <D0(5w§ + 5w§>] } (4.53)
Da expressao acima concluimos que 05 = 0 corresponde a fixar dw] = —Dydws e dw,y =

A fape BSOwS. As variagoes dos campos parametrizadas pelos parametros acima sao dadas por:

0Bi(x) = 8w — 6 Didw§ = —60 Doduws§ — &' Didwi = —D,duws (4.54)

5AZ($) = 625w8(x) — 5;Afachf(x)(5wb3(x) = AfachZ(x)5w§ (4.55)

Podemos obter a forma do gerador dessas transformacoes quando consideramos a diferen-
cial fundamental escrita em termos dos parametros que estao vinculados de acordo com os
desenvolvimentos anteriores. Assim, quando fazemos n* = —w$, obtemos:

Ghift = / dy [ — 7% (y)Af, ™ Bom(y) + %(x) Do — D*(x) | 61p() (4.56)
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Por meio do formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) mostramos que é possivel obter os gerado-
res relacionados as duas transformacoes de simetria do modelo BF' tridimensional, as de gauge
e as de shift. Elas surgem naturalmente dentro do contexto do formalismo de (HJ), como um
subconjunto das transformacoes canonicas, as quais sao geradas pelas Hamiltonianas involuti-
vas dentro da estrutura da diferencial fundamental que fornece toda a evolugao paramétrica do
sistema.

Quanto aos graus de liberdade sabemos que o espaco de fase reduzido gerado pelos PPG
é dado por {Af, Bf, 7, By, 11§}, ou seja 24 graus de liberdade (Jd estamos usando o fato de
que B¢ é equivalente a 7f.). Como temos ao todo 12 Hamiltonianas, e estas sdo do tipo invo-
lutivas (Sob os PPG.), podemos concluir que no final de contas teremos 0 graus de liberdade
propagados por esse modelo.
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Capitulo 5

Modelo BF em D=3-+1 dimensoes

O modelo BF em D = 3 4+ 1 dimensoes é uma extensao natural dos modelos BF que
estudamos em dimensoes mais baixas. A sua a¢ao segue dada pela expressao [1]:

S:tr/(B/\F—gB/\B) (5.1)

Em que B = %Bﬁidw“ A dz¥ My é uma 2-forma assim como a curvatura de gauge F =
dA+ ANA = Fdet A de” My sendo que A = Al/da# My é uma 1-forma e M, sao os
geradores de um grupo interno G, na representacao adjunta, ainda a se determinar.

As equagbes de movimento seguem abaixo:

F=8B ; DB=0 (5.2)

Em que DB =dB + AN B.

Assim como em D = 2+1 dimensoes, acao ¢ invariante por dois grupos de simetria distintos.
O grupo relacionado a simetria de gauge e a simetria de shift em sua versao quadridimensional.
As transformacoes de gauge pelas quais a acao é invariante sao mostradas abaixo:

JA=De ; 0B=[B,¢ (5.3)

Em que € é uma O-forma.
As transformacoes relacionadas a simetria de shift s@o as seguintes:

0A =p0n 0B = Dn (5.4)

Em que 1 é uma 1-forma.

Quando analisamos o modelo BF em D = 2 4+ 1 dimensoes comentamos que esse modelo
possui uma grande analogia com a formulac¢do de Einstein-Cartan [2] para a relatividade geral
S = f (e Ae... Ne A R) sendo que nessa dimensao a relagao entre esses modelos se dd sem que
seja necessario fixar vinculos extras na acao. Isso faz sentido pois tanto o modelo BF, que é
topoldgico, quanto a gravitacao em D = 2 4+ 1 dimensoes possuem a mesma quantidade de
graus de liberdade locais, que no caso é zero.

Em D = 3+ 1 dimensoes a situacao ¢é diferente pois o modelo BF, por ser topolégico, nao
possui graus de liberdade locais [3] ao passo que a gravitacao é descrita por quatro graus de
liberdade no espaco de fase. A auséncia de graus de liberdade locais do modelo BF esta re-
fletida no fato de que as solugoes de suas equacoes de movimento podem ser alcangadas pelas
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transformacoes de simetria dos seus campos. Assim, uma possivel correspondéncia entre esse
modelo e a gravitacao s seria possivel se adicionassemos a sua agao um termo que quebrasse
parte dessa simetria e que permitisse, desse modo, a propagacao dos graus de liberdade perti-
nentes para que essa correspondéncia ocorra.

A relagao com a formulagao de Einstein-Cartan da gravitacao se daria, a principio, através
da seguinte identificacao B = e Ae. Como Bﬁi possui 36 componentes independentes (Estamos
supondo, no momento, um grupo interno de isometria quadridimensional.) enquanto que e,ﬂ
possui 16, essa identificacao so serd possivel se vincularmos o campo B de modo a forcar tal
correspondéncia. O modelo de Plebanski [4] se baseia nessa idéia e para tal ele adiciona o
seguinte termo de multiplicador de Lagrange na agao tr [(®'/5LB;; A Bk) em que ®/7KE ¢
uma O-forma com as seguintes propriedades em seus indices internos ®//5L = UKL gendo
que os colchetes designam antissimetria. Além disso, temos que @752 = 0. Tais propriedades
asseguram que este campo possui 20 componentes independentes gerando assim 20 vinculos
sobre B o que possibilita a identificacdo do modelo BF com a gravitacao (No presente caso
com constante cosmoldgica.) na formulagao de Einstein-Cartan. Devemos notar que a adi¢ao
desse termo quebra parte da simetria original do modelo BF e esse fato esta de acordo com as
observagoes que fizemos no paragrafo anterior.

Um outro modo de se relacionar a gravitagao com o modelo BF em D = 3 + 1 dimensoes
¢ através do uso de um grupo de gauge interno relacionado a uma isometria pentadimensional
e um termo de quebra de simetria que permitisse apenas uma simetria residual relacionado
a um subgrupo quadridimensional em que F% com a,b = 0...3 estaria relacionado com a 2-
forma de curvatura de Riemann e F'** estaria relacionado & torcao. Para 3 = 0 abordarfamos
a idéia original de Mac-Dowell [5] enquanto que para § # 0 terfamos o modelo de Freidel-
Starodubtsev [6] no qual, além do termo de Einstein-Cartan, sua interpretagao em termos dos
objetos geométricos levaria a termos extras na agao que nao contribuem para as equacoes de
movimento (Na auséncia de fontes.) porém possuem relevancia quando se consideram efeitos
quanticos.

Nessa se¢ao consideraremos o estudo do modelo BF sem esses termos extras relacionados
a uma quebra de simetria pois o seu conhecimento nos ajudard a entender qual o efeito que a
adigao desses termos geraria na sua estrutura canodnica altamente simétrica [7]. Embora o seu
estudo ja tenha sido feito [3] via procedimento de Dirac [8], acreditamos que uma abordagem
via formalismo de Hamilton-Jacobi pode fornecer uma caracterizacao alternativa do espaco de
fase do sistema com vantagem no que se refere ao tratamento das suas simetrias.

Para prosseguirmos com a andalise vamos escolher trabalhar com um grupo de simetria in-

terna do tipo SO(n*,n~) com n™ 4+ n~ = 4 que satisfaz a algebra:
[Myy, M) = nip Mg — nix Myr + i Mrp — nyoMix = 2f 0 Mun (5.5)
Emque M;; = —Mjre fUKLMN sdo as constantes de estrutura do grupo e ny; = diag(n™,n™)

é a métrica do espacgo interno. As constantes de estrutura do grupo sao dadas explicitamente
por:

1
i = —§(UH<A94LN + s AP — i A — nie ATY) (5.6)

Em que AYN = 2(6M16) — o2167).
De maneira mais especifica vamos fazer uso do grupo SO(n) com n;; = diag(—o?,—1,—1, —1).
Portanto, o = 1 nos leva ao grupo SO(4) e 0 = i nos leva ao grupo SO(1, 3).

A métrica de Killing do grupo é dada pela expressao [9]:

Kijkr =tr(MiyMgr) = M0k — MixnLy) (5.7)
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5.1 Analise do modelo BF em D = 341 dimensoes através
do formalismo de Hamilton-Jacobi
Para que possamos proceder com a andlise do modelo BF via formalismo de Hamilton-Jacobi

[10] sera mais pratico trabalhar com componentes. Assim, a Lagrangiana do modelo pode ser
escrita como:

g

1 1
L=tr (B/\F—gB/\B) — " K (Bﬁf/LFié —gBiiBfﬂL) = e <BUWF£ —5 BB
(5.8)
As equagoes de Euler-Lagrange sao as seguintes:
0 = e (F;g - 535) (5.9)
0 = ¢D,B (5.10)
A definicao de derivada covariante segue dada abaixo:
D0 = 0,05 + [l v AL 0N (5.11)

Os momentos canonicos 77, e I} conjugados a A7 e B, respectivamente, sao dados pelas
expressoes:

oL

1= = =B, 5.12

TS g@eAl) T T 12
oL

e - 7=

Iy = 5@B7]) 0 (5.13)

Os momentos canénicos nao dependem de nenhuma das velocidades GyAl” e dyB/;. Por-
tanto, eles sao vinculos da teoria. A partir do uso da definicao desses momentos podemos obter
a Hamiltoniana canonica:

HO = _GOMVW <DMB£ZA0[J + Bé/{wa[J — ﬁBél{Byw[J) (514)

Agora definiremos m = 0yS em que S é a acao do modelo BF em D = 3 4+ 1 dimensoes.
Essa definicao nos permite escrever todas as equagoes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi
na mesma forma [11, 12]:

H = 7+H=0 (5.15)
A?J = W?J = (5.16)
Ab = g eOkaﬂB?f =0 (5.17)
BY = 1Y =0 (5.18)
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A primeira Hamiltoniana é associada ao parametro ¢t = xy enquanto que as demais sao
relacionadas a parametros locais que, a principio, sao arbitrarios. Os indices latinos mintsculos
denotam coordenadas espaciais.

Para que possamos caracterizar as Hamiltonianas como involutivas ou nao-involutivas é
preciso, antes de mais nada, definir os parénteses de Poisson fundamentais da teoria:

{4 (@), 7L ()} = 608 %6 (x —y) (5.19)

{Bi (), (1)} = A%AR 8 (@ —y) (5.20)

A diferencial fundamental fornece a evolucao de qualquer funcao do espaco de fase em
termos do tempo e dos parametros locais:

@ = | ({f<x>,%<y>}dt+{f<x>, ’fJ(y)}dA,ﬂj(y)+{f(:v),B%(y)}dﬁ,ﬁi(y))dgy
(5.21)

As Hamiltonianas que possuem parénteses de Poisson nulos (Ou uma combinagao linear das
outras.) consigo préprias e com as demais sao chamadas de involutivas. As suas condiges de
integrabilidade nao geram relacoes entre os parametros de evolucao da teoria. Em particular,
as Hamiltonianas involutivas sio AY, ,BY%.

As demais Hamiltonianas serao usadas para se definir os parénteses de Poisson generalizados,
0s quais sao obtidos a partir da inversa da matriz M., (z,y) = {h%;(x),hb (y)}, em que a
e b sao indices que correm de 1 a 6 e serao usados para se contar o niumero de Hamiltonianas
nao involutivas. Quanto as quantidades hf;, elas sao definidas como:

12 31 7713 — 122 L7723 — 23 . 1 23 _ 14 . _2 13 _ 15 . 3 12 _ 16
U =hyys Uy =hyys Uiy = hyys mp—2Br = hyy s 71,4281 = hyy s m,—2B1 = hy,

(5.22)
Assim, a matriz M, (z,y) possui a forma:
O 0 0 0 0 2
O 0 0 0 -2 0
a 0O 0 0 2 0 O
MIL?KL(xa y) = AIIJ(L(;?)(:U - y) 0 0 =2 0 0 0 (523)
0O 2 0 0 0 O
-2 0 0 0 0 O
A matriz inversa é dada abaixo:
0O 0 0 0 0 -1
0O 0 0 0 1 0
_ ab 1 0O 0 0 -1 0 O
[M 1<x7y)]]JKL = éAIIJ(Lés(I - y) 0 0 1 0 0 0 (524)
0O -1 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O

Os parénteses de Poisson generalizados sao definidos como:
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{f(2), 9(w)}" ={f(x),9(y)} - /{f(l’),hi"(Z)}[M_l(zww)]ﬁm{hiﬁ(w%g(y)}dgz d*w(5.25)

Os parénteses de Poisson fundamentais generalizados da teoria sao listados abaixo:

{Aij(x)a Biram) (y)}* = %53(1' - y)AI}QLenlm (5.26)
{A(2), 7 ()Y = {A(2), 7, (y)} (5.27)
{Byi (), L ()} = {Bgi (), 15, (y)} (5.28)

Em termos dos parénteses de Poisson fundamentais generalizados, a diferencial fundamental
assume a forma:

uw) = [ ({f(xw@)}*dt L), A ()Y AN () + (), BY ()} Bl <y>)d3y
(5.29)

Agora precisamos obter as condigoes de integrabilidade de A%,(y) e BY%(y). Ao impor
dAY;(y) =0 e dBY(y) = 0 precisamos introduzir as novas Hamiltonianas:

MpyBY = ¢V (5.30)

Okt (Féf] —53{5) = Dk (5.31)

A Hamiltoniana canonica pode ser escrita como uma combinagao linear das Hamiltonianas
acima:

Ho = —AYCry — BYDE, (5.32)

As condigoes de integrabilidade sao satisfeitas pelo conjunto de Hamiltonianas A%, B%,
C17 DK Além disso, temos as relacoes:

{C(@), C" )y = [y OV ()0 (@ — y) (5.33)
{Di (@), D ()} = 0 (5.34)
{C(@), D)y = fR6pDR (2)0 (x — y) (5.35)

Devemos observar que as Hamiltonianas acima obedecem a relacao de redutibilidade em
primeiro estdgio [13], fato que é importante para que se possa fazer a correta contagem dos
graus de liberdade da teoria:

DD = pct’ (5.36)
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Como os parénteses de Poisson fundamentais generalizados das Hamiltonianas formam uma
algebra, concluimos que elas sao involutivas e que nao ha mais Hamiltonianas extras na teoria.
E importante frisar que no formalismo de Hamilton-Jacobi nao ha nenhum tratamento especial
para vinculos que obedecem relagoes como as que foram mostradas acima [14]. O procedimento
continua o mesmo, porém o conhecimento das relagoes de redutibilidade é essencial no que se
refere a contagem de graus de liberdade.

5.2 Equacoes caracteristicas do modelo BF quadridi-
mensional

A diferencial fundamental nos permite definir a evolucao de qualquer funcao do espaco de
fase como funcao do tempo e dos demais parametros locais. As equagdes caracteristicas sao
aquelas que governam a evolucao das variaveis canonicas do espaco de fase. Assim, antes de
fazer isso, vamos renomear as Hamiltonianas e os seus parametros relacionados:

0 _ 40
Hiy = A —wi
ko a0k k
Hi; = By = Al
Kk k
My = Dy — Xiy

0o
H[J = CVIJ — EI1J

A forma final da diferencial fundamental vem dada abaixo:

df () =/<{f(x),7i(y)}*dt+{f(x)vH?J(y)}*dwU(y)+{f($)’H’fJ(y)}*dA£J(y)

) 1A+ (), H}%}*deu) dy
(5.37)

Agora, usaremos a diferencial fundamental para obter as equacoes caracteristicas:

dA] = 55{ {DuAéJ + BBéMJ} dt — D,de"’ — def;]} + opduw'’
(5.38)

dB,, = [ Gpdercn By +(Dudx,,! — Dindx,”) + (D By — Do Boy,)dt — 17 G p Ay By dt

(5.39)

dBgil = d\y!
(5.40)
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5T = oD, 0 — U B ) — MN2DBY — FVG B, 07 A, i

(5.41)
dﬂ'OIJ — EOZmnDlBT{;]ndt

(5.42)
dH/ﬂ/IJ — A“]ZO{EOICU |:_F;§J o BBIIJJ:| dt}

(5.43)

5.3 Equacoes de movimento do modelo BF quadridimen-
sional

A forma final da diferencial fundamental, como ja mencionado, é dada em termos dos
parametros independentes. Portanto, como ¢ é um parametro independente ndés podemos
analisar a evolucao temporal das varidveis canonicas independentemente das transformagoes
associadas aos parametros arbitrarios locais:

B AL = 5 {DMA{)J T ﬁng}

(5.44)

1J _ Amn 1J 1J IJKM 40 oP
aOBuV _A;U/[(DmBOn _DnBOm)_ OPAKMan]
(5.45)
A partir das equacoes acima concluimos que A}” e B! nao possuem dinamica e pode ser

entendidos como multiplicadores de Lagrange, como podemos inferir da forma da Hamiltoniana
canbnica em termos das demais Hamiltonianas.). A primeira equagdo nos permite recuperar

as componentes y v =i j da equacao de Euler-Lagrange e/*? | F O{é — 53(% = 0. A segunda

equagao nos fornece as componentes y = k de e#***D,Bl] = 0.
A evolugao temporal dos momenta sao mostradas abaixo:

ao'n'kl‘] = —EOkln(ZDnBélJ - fKé/;)JBanPA(}(L) (546)
aOﬂ_OIJ — 6OlTrz’rLDlBTIn{n (547)
Bl — Auzoeokij <FZ§J — ﬁBiIJJ) (5.48)
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A evolucao temporal de 7%/ é compativel com a definicio dos momentos canoénicos. A

evolugao temporal de 79, é dada pela Hamiltoniana H}?, deixando 7?; indeterminado assim
como sua varidvel conjugada A%;. A evolugdo temporal de I1%¥, é nula o que estd de acordo
com o fato de que II% ndo é mais uma varidvel canonica quando se considera o espaco de fase
reduzido gerado pelos Parénteses de Poisson generalizados. A evolugao temporal de T1% ¢ igual
a Hamiltoniana H, e desse modo indeterminada, assim como sua varidvel conjugada Bl

5.4 Transformacoes canonicas e simetrias da acao

As transformacgoes canonicas da teoria sao obtidas ao fixar dt = 0 e considerar a evolugao
descrita pelos parametros locais arbitrarios.

dAl) = 6!'| — D,de" — x| + 60dw™’

o
(5.49)
dBy, = [ Opdexm By, 4 (Dndxy! — Dindx;,”)
(5.50)
O gerador dessas transformagoes podem ser obtidas da diferencial fundamental:
G = [ |0 ) + M ()N ) + Mt + Hidens|
(5.51)
Assim, temos que:
IJ __ 1J can *
dA;L - {A“ 7G } ) (552)
IJ __ 1J can *
dB,, ={B,,,G“"} (5.53)

Para obter o conjunto de transformagoes candnicas que deixam a Lagrangiana invariante
precisamos calcular a sua variacao 0L induzida pelas transformacgoes canonicas dos campos e,
em seguida, impor 6L = 0. Esse procedimento acaba por gerar vinculos entre os parametros
locais do sistema e assim somos levados a obter o subconjunto de transformacoes canonicas que
representam as simetrias da teoria.

Antes de prosseguir, mudaremos nossa notagao para:

SAL =o' — Duse™ — BoxL| + ohsw"”

o

(5.54)

SBY = [ pdexm By 4+ (Dndxh! — Dindxh?)
(5.55)
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A variacao da Lagrangiana segue abaixo:
oL = EOkij(sBﬁLFK[/ij + 2€OkijB&PDi5Aopj + EijOk(sB%NFMNOk‘F

IO BMN (D05AkMN - Dk5AOMN) — (5BIJOI§BZ‘I]‘J + BIJOk:(SBinJ)
(5.56)

Ao substituir as variacoes dos campos na expressao da variacao da Lagrangiana acima,
obtemos:

oL = eokij{5/\£/[NFijMN + 2Bé\gNDi |: — Dj55MN — 55XMN]} +

( — fMN%I;BOPz‘j(SERS + 2Dj5Xz‘MN) Fou + Bijnn Do [ — Do — 55X£4N}

-8 [MWB{JJ + ( — f17OF BT +2D;6x ! J) BOW} } (5.57)
Ao usar a identidade Urs[D,,, D,)|G" = — fopps" UG, F(F, a expressao acima pode ser

reescrita como:
0L = EOW{ (Fé‘] - 5ij]> (5)\li + fIJOPMNB(())kP(SfMN)

+ BZIJJ (fIJRSOP(gﬁRSFOI,;] — DoDk(5€[J — Dk(SCUIJ — 6D05X[J) + 2FOI];]DJ(5X“'J} (558)

Uma boa abordagem para resolver 0L = 0 se da ao considerar casos especiais nos quais
fixamos alguns parametros como sendo nulos. O conjunto de transformagoes de gauge pode

ser obtido ao fixar §x1’ como sendo nulo e em seguida fixar N = — fITESOP By, no Seop e
dw!) = —Dyoel’.
§A) = —D,ée"’ (5.59)
5Bl = —f"hsopBirdc?t (5.60)

O gerador das transformagoes de gauge pode ser obtido da diferencial fundamental com os
parametros fixados da maneira prescrita acima. Ele é dado por:

GI*MI¢ = / [— ’H%(y)Do - ’ng(y) OESIJB(iS(y) + HIIIS 55“@) d3y (5.61)

A fim de obter as transformacoes de shift é conveniente reescrever 65, apds integragoes por
partes e uso da identidade de Bianchi, como:

69



68 = / Ok { — BBijkr (cng@ + Dodxr X + fK{;SMNBﬁS(SeMN) +

B}/ ( frorSf oS FL —DODkéau—Dkéwu> +FS (Mk rs+frsriop B 09T +Dodx RS) }d3y

(5.62)

Ao fixar 6e!’ =0 e AL = (Dpoxl’ — Dooxt!), a variagao da agdo §S assume a forma:
69 = / eOkij{ — BBijkr Dioxe ™ — BgPDkéwop) }d3y (5.63)
Podemos resolver §S = 0 ao fixar dw™” = —B5x{". Portanto, as transformagoes de shift

sao dadas por:
o 1J
0A = —Box, (5.64)
SBl = (Duox),” — Duox.’) (5.65)
O gerador das transformacoes de shift possui a forma:

= [ s+ MO0 - Do) + W] ey (500

Dessa maneira, obtivemos através do formalismo de Hamilton-Jacobi, o conjunto completo
de transformacoes de simetria do modelo BF em D = 3 + 1, as transformacoes de gauge e as
de shift, assim como os seus respectivos geradores.

Quanto a contagem de graus de liberdade temos, sob os PPG, as 84 variaveis canodnicas
{Al, Bl 77 11§} (Sendo que a informacao de que Bjj é equivalente & 7/’ ja estd sendo
utilizada.). Quantos aos vinculos no espago de fase reduzido, sdo 42, todos involutivos, e
seguem dados por {DU7 7/ 1% 17} Nao estamos levando em consideracio o vinculo C!7
pois ele pode ser escrito em termos de D¥’. Esta relacio de redutibilidade, apesar de nao
mudar em nada o procedimento de Hamilton-Jacobi, é de suma importancia no que se refere a
obtengao da dimensao do espago de fase. Como para cada vinculo involutivo devemos retirar 2

graus de liberdade do sistema, temos um espacgo de fase adimensional.
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Capitulo 6

Conclusao

Ao longo dessa dissertacao abordamos primeiramente a construcao do formalismo de Hamilton-
Jacobi em sua versao para campos. Ele é baseado na abordagem de Carathéodory das Lagran-
gianas equivalentes e nas condigoes de integrabilidade oriundas do teorema de Frobenius. Esse
formalismo ja foi usado com sucesso para fins de caracterizacao do espaco de fase de uma boa
quantidade de teorias de gauge. Portanto, a segunda parte desse trabalho foi voltada a sua
aplicacao nos modelos BF em D=1+1, D=2+1e D = 3+ 1 dimensdes.

Os modelos BF possuem um espaco de fase com uma estrutura altamente simétrica e com
uma estrutura de vinculos nao trivial. Em cada um dos modelos analisados o seu conjunto
total de Hamiltonianas possuia algumas do tipo involutivo e também do tipo nao-involutivo o
levou a necessidade de se obter parénteses de Poisson generalizados que reduzissem o espago
de fase do sistema. Em cada um dos capitulos nos preocupamos em ressaltar a relacao entre o
modelo estudado com alguma abordagem da gravitacao. As suas transformacoes de simetria,
que podem ser relacionadas as transformacoes dos campos induzidas por difeomorfismos, assim
como os seus geradores foram obtidas para cada um dos modelos estudados. O fato dos mo-
delos BF nao possuirem graus de liberdade também foi refletido em suas respectivas andlises
via formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ). Também foi possivel constatar que as suas estruturas
canonicas, de D =141 a D = 3 + 1 dimensoes, sao muito parecidas.

Uma perspectiva futura para o trabalho desenvolvido ao longo do periodo do mestrado seria
considerar aplicacoes do formalismo de HJ nos modelos de Plebanski e de Freidel-Starodubtsev,
os quais de fato descrevem a gravitagao em D = 3 + 1 dimensoes. O tipo de varidvel utili-
zada no contexto dos modelos BF, as tetradas e a conexao de spin, sao compativeis com uma
extensao supersimétrica desses modelos. Assim, como o formalismo de HJ possui uma versao
para tratamento de sistemas Berezinianos, acreditamos que ele também seja uma ferramenta
interessante no que se refere ao estudo do espaco de fase dessas extensoes.

Ao estar de posse da estrutura canonica desses modelos, o préximo passo seria abordar a
sua quantizagao. Esse é mais uma de nossas perspectivas futuras e pretendemos atingi-la por
meio do desenvolvimento de uma extensao quantica do formalismo de HJ, idéia que é embasada
pelas boas propriedades de sua versao classica.
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