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RESUMO

Tem-se como objetivo estudar a relacdo da equacao de Fokker-Planck mapeada em
uma equacao tipo Schrodinger e assim usar supersimetria para resolucéo de alguns
potenciais polinomiais encontrando sua distribuicdo de probabilidade P(x,t) e o tempo
de passagem entre barreiras de potenciais e a partir destes dados compreender
melhor o sistema fisico proposto.

Palavras-chave: Equacédo de Fokker-Planck. Distribuicdo de Probabilidades. Tempo
de Passagem.



ABSTRACT

The objective of this work is to study the relationship Fokker-Planck equation a
Schrédinger-type equation . Thus, it is used supersymmetry for is to solve some
polynomial potential in order to find the probability distribution, P (x, t), and the passage
time between barriers of potential. These data prit us a better understand of the

proposed physical system.

Keywords: Fokker-Planck Equation, Probability Distribution, Passage Time.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A equacao de Fokker-Planck (EFP) assim intitulada por Adriaan Fokker (fisico e
musico neerlandés) e Max Planck (fisico alem&o), foi inicialmente aplicada ao
movimento Browniano. Este movimento consiste na agitacdo aleatdria de particulas
em suspensdo em um meio fluido. O primeiro cientista a estudar o fenbmeno, em
1827, foi o0 botanico escocés Robert Brown. Esta equacéo pode ser obtida da equagao
de Langevin (fisico francés) e fornece a probabilidade de encontrar determinada
particula em uma posicdo x em um tempo t [1]. H& outras aplica¢bes da equacéo de
Fokker-Planck descritas na literatura, por exemplo, estudos de tensor de atrito
molecular para movimentos rotacionais e translacionais de particulas Brownianas
proximas a superficies, analise do comportamento de ions grandes ou pesados em
fluidos submetidos a campo elétrico e enovelamento de proteinas [2-5]. A EFP
unidimensional, & dada:

I 92 P(xt)
2 0x?

__0P(xY)

0
— 2 [f(). P(x, )] = 2522 (1.1)

sendo que P(x,t) € a distribuicho de probabilidade, f(x) € a forga quando Xx
representar a velocidade, I' é a constante relacionada com o coeficiente de difuséo.
A parte espacial pode ser mapeada em uma equacao tipo Schrodinger:

T 0%y,
D20 | ety (x) = —Anpn(0), (1.2)

sendo que A,, sao os autovalores de energia e Vef é o potencial efetivo. A solucéo
da equacéao de Fokker-Planck pode ser escrita como um somatorio de fungées, assim
se obtém a distribuicdo de probabilidade de determinada particula em uma posicao X,
a parte temporal quando o potencial efetivo Vef ndo depende explicitamente do tempo,
€ descrita por uma exponencial, e a solugéo geral do problema € a multiplicacéo de
ambas as solucdes:

P(x,t) = P(x) T(¢) (1.3)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Adriaan_Fokker
https://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsico
https://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%BAsico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pa%C3%ADses_Baixos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Max_Planck
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Seguido este procedimento, pode-se notar que a equagao de Fokker-Planck pode
ser relacionada com a equacdo de Schrddinger, porém suas constantes nao
necessariamente precisam ter as mesmas dimensoes, e a consequéncia disto € que
a solucdo da EFP pode ser obtida de uma equacao tipo Schrodinger. Assim, obtém-
se a distribuicdo de probabilidade P(x,t) como solucéo.

Na natureza existem particulas conhecidas como elétrons, prétons, néutrons, pions,
fétons, muons, entre outras e tais particulas podem ser divididas em férmions e
bosons. Os férmions como, por exemplo, o elétron, tém algumas caracteristicas como:
dois férmions ndo podem ocupar o mesmo estado, que é o principio de exclusédo
proposto pelo fisico austriaco Pauli, ttém spins com valores semi-inteiros, anticomutam
entre si, e etc. J4 os bdsons, como por exemplo, o féton, ndo estao sujeitos a principios
de exclusédo para ocupar estados e assim podem gerar condensados, tém spins com
valores inteiros, comutam entre si. No contexto da fisica de particulas e campos
floresce o conceito da supersimetria, que busca relacionar particulas que obedecem
a estatistica de Bose-Einstein (bosons) e particulas que obedecem a estatistica de
Fermi-Dirac (férmions). A juncdo da teoria supersimétrica com a teoria quantica gerou
a mecanica quantica supersimétrica [6], teoria proposta pelo fisico e matematico
estadunidense Edward Witten [7], com intuito de se compreender melhor a quebra
dindmica de supersimetria proposta para entendimento da natureza. Uma aplicacao
dessa propriedade em mecénica quantica é resolver problemas usando o método de
fatorizacdo, que consiste em usar operadores de criagdo e destruicdo, aqui
representados, respectivamente, como A*e A",

Muitas transformacg@es ocorridas na fisica no século XX, levaram a formulacdo da
fisica quantica, em especial em dezembro de 1900, quando Max Planck, fisico
alemao, tentou explicar o espectro de radiacdo do corpo negro, introduzindo uma
constante, conhecida hoje como constante de Planck. O corpo negro pode ser
representado por um orificio aberto em um corpo oco, onde toda radiacdo incidente
no mesmo € absorvida, nenhuma radiacdo é refletida quando este se encontra em
baixas temperaturas, sua densidade espectral de energia independe de
caracteristicas particulares, dependendo apenas da frequéncia da radiacdo e da
temperatura [8]. Max Planck, considerado pai da fisica quantica, na tentativa de
explicar os resultados obtidos primeiramente por Gustav Kirchhoff em 1860, no seu
estudo sobre a espectroscopia dos gases e também os estudos experimentais de
Lummer & Pringsheim e de Rubens & Kurlbaum, pesquisadores do Physikalisch
Technische Reichsanstalt (Instituto Alemao), propde a quantizacao da energia [8]. Os
novos conceitos da fisica desenvolvidos de estudos de grandes cientistas como Lise
Meitner (fisica austriaca), Maria GoOppert-Mayer (fisica alemd@), Emmy Noether
(matematica alemd), Erwin Schrédinger (fisico austriaco), Werner Heisenberg (fisico
aleméao), Niels Bohr (fisico dinamarqués), entre outras pessoas, tém como escopo
estudar sistemas microscopicos como, por exemplo, molecular, atdmico e subatémico,
onde os formalismos classicos ndo se aplicam mais, fazendo-se necesséario novas
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consideracOes e conceitos, formalizando assim uma nova teoria conhecida como
fisica moderna, precisamente fisica quantica.

Em mecanica quantica,y é a funcdo de onda de um sistema e [?| descreve a
probabilidade de encontrar a particula em uma determinada regido, ou seja, sua
densidade de probabilidade. Algumas vezes as particulas tem comportamento
corpuscular e outros ondulatorio, esta caracteristica € conhecida como dualidade
onda-particula. Esta funcdo de onda é a solucao para a equacédo de Schrédinger, que
€ umas das equacdes mais importantes desta teoria [9], representada logo abaixo:

Hy =EY, (1.4)

onde H é o hamiltoniano e E a energia do problema.

Com estas teorias, pode-se resolver os potenciais polinomiais propostos neste
trabalho, calcular o tempo de passagem, chamado também de tempo caracteristico
(tc), de uma barreira de um minimo de potencial para outro através das probabilidades
totais em funcéo do tempo. Em um potencial biestavel, como barreira de potencial em
x=0 a populacdo em torno do minimo é obtida fazendo suas integrais em torno de
cada minimo, sendo a integral de um lado nomeada por N1 e do outro por N2. Para
este fim, fez-se o uso das seguintes expressoes:

Ny (®) = [ P(x, t)dx, (1.5)
Np(t) = [J” P(x,)dx . (1.6)

O tempo caracteristico do problema esta relacionado com a diferenca das integrais
(1.5) e (1.6).

Mas por que usar mecanica quantica supersimétrica (MQS)? A motivacao para usar
mecanica quantica supersimétrica € que em mecanica quéantica ha solucbes da
equacao de Schrodinger para os problemas como o &tomo de hidrogénio, oscilador
harmoénico, potencial escada, po¢o de potencial finito, poco de potencial infinito entre
outros, mas ha aqueles que ndo se consegue resolucdo com o0s métodos
tradicionalmente usados, entdo invocando a MQS com suas técnicas de solucéo de
equacOes diferenciais, torna a trazer esperanca de solugcédo de outros potenciais que
descrevem seus respectivos sistemas que descrevem a natureza. Pode-se estudar o
sistema com energia potencial polinomial de ordem 4, que tém dois minimos em sua
representacao grafica, lancando mao da mecéanica quantica supersimétrica e estender
a aplicacdo do método para potencial onde ha 3 minimos, como acontece no potencial
polinomial de ordem 6. Considerando que esses potenciais possam descrever algum
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sistema, por exemplo, o processo de folding de uma proteina, pode-se considerar o
potencial de ordem quatro, com dois minimos, como o processo de enovelamento de
uma determinada proteina, e o potencial de ordem seis que tém trés minimos, pode-
se considerar que tal processo proteico tem um estado intermediério, e assim aplicar
o0 método de resolucéo para o potencial sem estado intermediéario e estendé-lo para o
segundo potencial, dito com estado intermediario. Também, pode-se obter o tempo
caracteristico (tc), que é o tempo que o sistema gasta para atravessar a barreira de
energia do problema, e assim questionar o quanto um estado intermediario pode
interferir ou ndo no tempo caracteristico do processo estudado.
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CAPITULO 2

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

A equacao de Langevin em uma variavel pode ser escrita [10]:

dx

2= f@) +4, 21)

sendo que x € uma coordenada generalizada que pode ser a posi¢cao ou velocidade,
por exemplo, se x for a velocidade f(x) representa a forca e {(t) descreve o ruido
estocastico. Admite-se que este ruido tém as seguintes propriedades:

<Y()y>=0 e (2.2)

<YOYt) >=Ts(t—t), (2.3)

ou seja, {(t) e {(t") ndo dependem uma da outra para t=t' e em média, tem valor nulo,
e I' € uma constante relacionada com o coeficiente de difusédo.

Como P(x,t) € a distribuicdo de probabilidade e W(x,t + At|x’,t) a probabilidade de
transicdo entre os estados [1], estas transicbes sédo causadas pela ocorréncia de
eventos, tal que:

P(x,t + At) = W(x t + At|x’,t)P(x,t)dx’. (2.4)

Considerando transicdes entre estados proximos Ax = x —x’ — 0, para se obter a
EFP, pode-se expandir W(x,t + At|x’,t)P(x’,t) em série de Taylor até segunda ordem.
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W(x t + At|x,)P(x,t) = W(x + Ax, t + At|x, t)P(x,t) —
Ax [(W(x,t + Atlx,©) P(x D) + W(x,t + Atlx, (P(x, t))’] +

A (Wt + Atlx )P0 + Wt + Atlx, (PG t) +
Wt + Atlx,t) (P(x 1) + Wkt + Atlx, t)(p(x,t))”], (2.5)

esta equacéo pode ser reescrita:

Wt + At|x’,)P(x,t) = W(x + Ax, t + At|x, t)P(x,t) —
Ax [:—x (W(x+ Ax,t + Atlx, ) P(x,t) + W(x+ Ax,t + At]x, t)i(P(x, t))] +
aw(x + Ax, t + Atx, t) 6P(Xt)

Ax? 2W(X + Ax, t + At)x,t)
T[ 0x? P( t) +2 dx ox
W(x+Axt + Atlx, )2 PO, (2.6)

Substituindo esta expansao na equacao (2.4) e integrando em d(Ax), pode-se obter:

P(x,t + At) = [ (W(x + Ax, t + At|x, )P(x,t) — Ax [i (W(x +Ax t + Atlx, ) P(x,0) +

azw(x + Ax, t + Atx, t)

e P(x,t) +

W(x + Ax,t + Atlx, t)—(P(x t))]

aw(x + Ax, t + Atx, t) aP(xt)
0x

92 P(x t)

2 + W(X +Ax t + Atlx, t) 13d(Ax). 2.7)

Com as definicdes anteriores pode-se reescrever a equacao (2.7) como:

aP(x 1 62<Ax >
2

+ - <A 2>M. (2.8)

6<Ax>

P(x,t + At) — P(x,t) = — P(x,t) +

0<Ax?> 6P(x t)
0x 0x

P(x,t)— < Ax >

Lancando mé&o das equacdes (2.2) e (2.3) propostas no inicio, como as propriedades
do ruido, pode-se escrever < Ax > e < Ax? > da seguinte maneira:

t+At

<dx>=f)At+ [T <) >dt' = f(x)At e (2.9)
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t+At t+Atft+At

< Ax? >= [f(x)]?At? + 2f(x)At f <{(t) >dt +f dt'dt < {(t)(t) > =
[fGO12At2 + [ at' [7 deT (' — 1. (2.10)

A mudanca dos limites de integracao da funcéo delta de Dirac para o periodo de - «©
a «, pode ser feita uma vez que a funcdo decresce rapidamente para outros valores
de t e esta concentrada em t'= t. Assim:

AL

<Ax? >=[f()]PA* + T [, = [f(x)]?4t?* + I'At. (2.11)

Com estes resultados substituidos na equacéo (2.8), alcangou-se:

aP(x t) 1 02%[f(x)]?At%+T At

P(x,t + At) = P(x,t) = = 2L po 1) — fa)at 22 R P(x,t) +
2 2
a[f(x) s; +rAt] apa(z,t) %[[f(x)]zﬂtz 4 rAt] 92 P(xt). 2.12)

Dividindo-se ambos os lados por At e considerando o limite de At — 0, a equacgao
(2.12) pode ser reescrita:

aP(x,t) F62P(xt) i)
ot 2 0x2

5= (). P(x, )] (2.13)

A equacao acima é conhecida como equacao de Fokker e Planck que descreve a
evolucao temporal da probabilidade P(x,t).
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CAPITULO 3

METODO DE SOLUCAO

A solucéo da equacédo de Fokker-Planck se d4 em duas etapas, a primeira consiste
em encontrar a solucao estaciondria e a outra a solu¢do dependente do tempo.

Solucéo Estacionéaria

Equacéao de Fokker Planck, obtida anteriormente (2.13):

r 9%2p(xt) 0
2 0x2 ax

[f (x). P(x, £)]. (3.1)

0
E P(X' t) -

Esta equacdo pode ser reescrita em termos da corrente de probabilidade J (x,t).
Assim, tem-se uma equacéao de continuidade:

d d
EP(X,'E) = —al (X, t) . (32)

Pode-se integrar esta equacdo em relacao a x, supondo que tenha valor definido em
um intervalo [al,a2]:

% ;12 P(x,t) dx = —[] (a2,t) =] (al,t) ]. (3.3)

O lado esquerdo € nulo, pois a densidade de probabilidade deve estar normalizada
em qualquer tempo, ou seja, pode-se escrever as condi¢cdes de contorno:

J @z =] (@@Lt (3.4)

No regime estacionario o sistema tem propriedades que ndo variam com o tempo,
neste caso, a distribuicdo de probabilidade independe de t implicando também que a
corrente de probabilidade independente do tempo. Pode-se também inferir que como
o lado esquerdo da equacdo (3.2) se anula, a corrente de probabilidade né&o
dependente também de X, assim tera o mesmo valor para qualquer x. Condi¢des de
contorno sé&o conjuntos de restricdes sobre um sistema usadas para regularizar seu
comportamento em determinado dominio. Aqui se faz uso da denominada condicéo
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de contorno refletora, como dito anteriormente, a corrente de probabilidade se anula
para qualquer instante, ou seja, ] (a2,t) =] (al,t)=0. Uma vez que a corrente se anula
nos extremos do intervalo, também se anula em todo o intervalo. Entdo:

HXO————P@)fﬂ@PQQ—O (3.5)

A equacéo (3.5), € uma equacéo diferencial de primeira ordem e pode ser resolvida
pelo método de separacéo de varidveis, na qual isola-se a derivada em relacéo a x:

P(x) = —f(x) (3.6)

P(x) 6x

ou ainda escrevendo em termos da funcéo logaritmo natural In e considerando que a
forca generalizada f(x) esta relacionada com um potencial generalizado V(x), tem-se:

Zin[P(0)] =2[- V). (3.7)

Integrando ambos os lados, tem-se:

In[P(x)] = —ZFV(x) + constante. (3.8)
Assim, a solucéo para a equacao independente do tempo, é dada:

P(x) = exp [—ZFV(x) + constante] = Kexp [—ZFV(x)], (3.9)

gue representa a solucdo para o caso estacionario, sendo que K € a constante de
normalizac&o.
Solugéao Temporal

Para obter a evolucdo temporal da distribuicdo de probabilidade, resolve-se a
equacao Fokker-Planck em uma variavel em sua forma completa:
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oP(xt)
at

r o%p(xt) 0
—2 2R — [ (). P(x, D). (3.10)

Uma maneira de obter a solucédo é escrever a equacéo (3.10) em termo do operador
de evolucdo temporal w que age sobre funcbes Z(x). Operadores sdo entidades
matematicas que atuam em fun¢fes. No presente caso, tem-se:

D = wP(x, 1), (3.11)

E+ pode-se escrever o operador w atuando na fungéao Z(x) como :

r a2
2 0x2

WZ()=5 5 2(0) = 5 [ (). 2], (312)

para tais funcdes Z(x) em que o operador w atua é valido a seguinte propriedade:
a2
Js wi(x) dx = 0. (3.13)

Pode-se inferir por esta propriedade que a distribuicdo de probabilidade P(x,t) esta
normalizada para qualquer valor de tempo maior que zero, desde que esteja
normalizada em t = 0. Da equacéo (3.11), pode-se obter a seguinte propriedade que
satisfaz a distribuicdo de probabilidade estacionéria P(x,0):

wP(x,0)=0. (3.14)

Utilizando o operador w, pode-se escrever a equacao de Fokker e Planck da seguinte
maneira:

P(x,t)=P(x,0)e. (3.15)
Supondo que w tem autovalores discretos, ou seja:
WZn(X):/\nZn(X), (316)

sendo que Zn(x) sé@o as autofuncgdes e /\, sdo os autovalores do operador w. P(x, 0)
admite a expansao:
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P(x,0) =Y " [anZy(x)]. (3.17)

Substituindo a equacao (3.17) na equacédo (3.15), tem -se a solucdo da equacéo de
Fokker Planck (3.10), proposta inicialmente:

P = Y [anZn(0)] €™ = agZo(x) €M+ Y " [a,Z,(x)]e' . (3.18)

Observando as equacdes (3.14) e (3.16), pode-se inferir que o primeiro autovalor Ao
da equacédo (3.18) é nulo. Se o primeiro autovalor é nulo os outros autovalores A,
devem ser negativos, pois para tempos grandes, por exemplo, t — <, a distribuicédo
de probabilidade P(x,t), torna-se a solugéo estacionaria P(x) = Z,(x) que corresponde
ao estado fundamental da equacéo (3.17), uma vez que a, = 1. Para enfatizar o fato
dos autovalores serem negativos, adotou-se a notacéo A, = —| A, |, assim sendo, tem-
se a distribuicdo de probabilidade dependente do tempo:

PX.)= Y. [anZn(x)]e (3.19)
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CAPITULO 4

ASSOCIACAO DA EQUACAO DE FOKKER-PLANCK A EQUACAO DE
SCHRODINGER

A equacéao de Fokker-Planck, pode ser escrita como:

apa():t) = LppP(x,t), (4.1)

sendo que Lgp € 0 operador Fokker —Planck. Uma vez que o lado esquerdo da
equacdao independe do tempo. Este operador age sobre funcdes ¢(x) e € dado por:

r a2

Lepp(x) = = F()P(x) + 22— p(x). (4.2)

Supdbe-se que o operador Lgp tenha espectro discreto, sua correspondente equacao
€ dada da seguinte forma:

Lppdn(x) = Ay d1(%). (4.3)

sendo que para este operador Lgp, ¢, (x) sd0 as autofuncdes e A,, s&o os autovalores.
O operador Lppndo € hermitiano (operador linear), sendo assim, faz-se uma
transformacao sobre o operador de Fokker-Planck para obter um operador hermitiano
L.

Lrp[$oCOYn (9]
Lipy (x) = =2 (4.4)

0 novo operador L tem como autofuncdes 1y, (x), escritas como:
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d)n(X)
Yn(X) =0 (4.5)

Usando a definicdo do espectro discreto de Lpp conjuntamente com as autofuncoes
de ¥, (x) a equacdo (4.4) pode ser reescrita:

Lpp[o()PYn(x)] _ Lrp dn(X) _ Ap dn(x) _
Lnl0 =0 = e et L) (4.6)

Assim, da relag&o anterior, pode-se inferir que Lgp € L tém 0s mesmos autovalores.
Pode-se encontrar a forma matematica do operador L utilizando a definicdo dada na
equacdao (4.2) de Lgp e substituindo na equacao (4.4) :

L (%) = 22 (= 2 (f (0P () + 5 30 10 GO (), 4.7)

pode-se aplicar a regra do produto na primeira derivada e a segunda derivada da
equacao (4.7), abrir em duas de primeira ordem e dividir ambos os termos por ¥, (x)
obter:

Lipn () = (—tha(x) =f () —LEL20L () — F(x) L, () +

Yo (%)
T2 0P 0Yn(® | *Pn(x) | Yn(x) 9*Po(x)
2 Tax ox T oar T gt ox2 I (4.8)

Lembrando que pode escrever P(x)= 1,°(x) 2 (%) = [P(X)]¥?, aplicar o logaritmo
em ambos os lados e deriva-los em relacdo a x, e obter:

2 In[ Yo (]} = 3 {n[PGOT}, (4.9)

fazendo-se uso da equacao (3.6) do capitulo 3, pode-se reescrever a equacao (4.9):
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2 n[ oG]y = 2. (4.10)

Reescrevendo a equacéao (4.8), tem-se:

Lpn() = (~Pn () =) = FOOPn(0 L — F0) Z4h () + = [2 L 20

ox

*Pn(x) | Yn(x) 9%ho(®)
a2 T oo axz (4.11)
2
Escrevendo o termo wl(x)a ;p;z(x) usando a equacao (4.10), tem-se:
0
1 %) _ 1 fx) _ [f(X) 19f(x)
Po(x) 0x2 _wo(x)ax{ Yolx )} t T o (4.12)

Substituindo equacéo (4.10) na equacéao (4.11) e utilizando a equacéao (4.12), pode-
se obter a equacéo do operador hermitiano da EFP:

1 [fx)]*  af(x) T 3%Yn(x)
Lpn(x) = =3 (e — L0, () + S 200, (4.13)

das relacbes acima pode-se notar a semelhanca dos seguintes operadores:

L= —Vef+ ;ﬁ’ (414)
hZ 62

O primeiro operador é hermitiano, obtido a partir da EFP e o segundo é o operador
hamiltoniano da equacdo de Schrodinger, ambos séo similares com rearranjo de

. r h2 .. ~
constantes, considerando 5 =5 € 0s potenciais Vef - V, as duas equacdes se
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identificam formalmente. A equacao tipo Schrédinger para o problema analisado, pode
ser descrita:

F 02 1pn x)
2

+ Ve f lpn(X) - _Anlpn(x) (4-16)

onde Vef é o potencial efetivo, I' constante relacionada com o coeficiente de difusao.
As solugdes encontradas na mecanica quantica podem ser mapeadas aos processos
estocésticos devido a similaridade das equacdes que descreve 0s sistemas, vistas
anteriormente. Encontradas as energias e autovalores da equacéo tipo Schrodinger,
pode-se escrever a distribuicdo de probabilidade P(x,t), pela transformacéo dada na
equacéao (4.5), a solucdo da equacao de Fokker-Planck usando as autofuncfes do
operador hermitiano sdo obtidas por:

P(x,1)= 10 (x) Tz anin (x) e =11, (4.17)

Para encontrar as constantes a,, da equagéo (4.17),multiplica-se ambos os lados da

equacao (4.17) por prméxi e integra em relagédo a x, considera t=0 para tirar a parte
temporal.

Ym(®) o P Pm(x)
f P( t) Yo%) dx= f—oo ZTI:O anlpo(X)llJn(X) Yo () dX' (418)

reescrevendo a equacgao acima:

J12 Pt = 0) T2 dx= B0 ap [ Y (0Pm () dx. (4.19)

Considera-se a propriedade de ortogonalidade, isto é:

f_+:,° Y)Y (x) dx=1,sen=m (4.20)
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[0, (0P (x) dx =0, se n#m, (4.21)

Entdo, os coeficientes sdo dados por:

an, = [T7P(x,t = 0) 1f’p“f‘))d (4.22)

Usando como condicao inicial P(x,t = 0)= &(x —x,), pode-se escrever:

an = 17 8(x —x0) L1 dx (4.23)

pela propriedade da funcéo delta, os coeficientes a,, sdo dados por:

ERNED
I = Poleo)’ (4.24)

Assim, a solucédo geral da equacéo de Fokker-Planck com a condicao inicial P(x,t=0)=
0(x —x,) substituindo a equacéao (4.24) na equacao (4.17) sera:

PO)=E20 T Y (xo)hn () €1 (4.25)
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CAPITULO 5

FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA

Inicialmente, admite que a energia livre [f(x)] do problema que se quer resolver é
conhecida. Porém na equacao tipo Schrodinger, usa-se o potencial efetivo [Vef (X)], a
equacao que relaciona a energia livre com o potencial efetivo, ja escrevendo as
constantes de forma conveniente, é dada [1]:

veico=5 {5 (-%2) - 8 () )

onde D :% € a constante de difusdo e B = 1/KT sendo k a constante de Boltzmann e

T a temperatura. Tendo o potencial efetivo, pode o substituir na equagéo tipo
Schrédinger a ser resolvida:

_ d?y(x) | Vef(x)

P2+ 2 () = — T (). (5.2)

Pela mecénica quantica supersimétrica pode resolver a equacéao diferencial acima.
Usando esta abordagem a solucdo pode ser obtida estado por estado através do
método de hierarquia de hamiltonianos, deve-se lembrar que ndo sédo todos os
hamiltonianos que podem ser fatorizados e este método pode ser aplicado a um
conjunto restrito de sistemas fisicos.

Usando mecéanica quantica supersimétrica, ha dois operadores Q e Q* que obedecem

a relacdo de anticomutagéao [6]:
{QQ1=Q Q"+ Q" Q= Hss, (5.3)
{Q.Q}={Q".Q"} =0. (5.4)

Essas relacbes sdo parte de uma algebra que expressa o carater bosénico e
fermiénico com rela¢cdes comutativas e anticomutativas. Considerando 0s seguintes
operadores para desenvolvimento desta algebra supersimétrica:

Q=(. 3 e =0 4 55)
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e assim, pode-se escrever o hamiltoniano supersimétrico como:

AA H0 (5.6)

0
Hss= =
==Co  aat) =0 p-

sendo que A*e A" sdo chamados de operadores bosonicos para casos gerais, € 0
hamiltoniano supersimétrico pode ser escrito em termos de dois hamiltonianos H* e H-
, conhecidos como companheiros supersimétricos. Fazendo-se uso das relacdes
anteriores pode construir novos Hamiltonianos supersimetrizados, fatorizando-os para
determinar seu superpotencial e, consequentemente, seus operadores bosénicos com
relacBes simples entre suas autofuncdes e autovalores. Com este formalismo pode
desenvolver um método para resolver a equacao de Schrodinger. Através da inversao
desses operadores bosoOnicos se tem o companheiro supersimétrico e por essa
abordagem a solucéo pode ser obtida estado por estado através do método conhecido
como hierarquia de Hamiltonianos [14]. Assim, considera-se um hamiltoniano original
de partida para um problema unidimensional:

Hy= -2 4y (5.7)

2m dx?

Na sequéncia, considerou-se A = 2m = 1 por simplificacdo. Admitindo-se que esse
hamiltoniano pode ser escrito em termos dos operadores bosénicos:

d — d
A1+ = _a + Wl(X) e A1 = a + I/VI(X)7 (58)

o primeiro hamiltoniano companheiro supersimétrico construido com os operadores
bosbnicos acima é:

Hy . =Hy— Eo(l) = A" AT, (5.9)

pode-se notar que o superpotencial W, deve obedecer a equac¢ao nao linear proposta
pelo conde italiano Jacopo Riccati, conhecida como equacao de Riccati [11], exposta
logo abaixo:

Wyt —w, + E,%Y =V (). (5.10)
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Para obter a funcdo de onda do estado fundamental [,] se aplica o operador bosdnico
de destruicdo nesta funcdo de onda, o resultado deve ser igual a zero, ou seja

Ay Y, = 0. Assim sendo, a equacao para encontrar a funcéo de onda é:

o™ o« exp[—f Wy (x)dx], (5.11)

o companheiro supersimetrico de H; , € obtido invertendo os operadores bosonicos e
este tem o autovalor de energia igual ao primeiro estado excitado de Hy  :

__ @ — A At
Hy- ==+ V() = A A7, (5.12)

ou, em termos de novos operadores, supondo que o hamiltoniano H; _ possa ser
fatorizado por novos operadores bosonicos :

H2'+ = Hl,— - EO(Z) = A2+A2_, (513)

e 0s operadores bosonicos sao dados em termo do novo superpotencial W,:

+ d - d
AZ = - a + Wz(X) e Az = E + Wz(X), (514)
esse novo superpotencial W, satisfaz a seguinte equacao de Riccati:

W,2 — W, + Ey® =V, (x), (5.15)

e 0 companheiro supersimétrico de H, é obtido invertendo os operadores bosénicos:

__@ At
Hz‘_ —_ _ﬁ‘l' Vg(x) —_ AZ AZ . (516)
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Em geral, V5(x) ndo é igual a V,(x) que também ndo é igual ao potencial original. Se
H,_ puder ser fatorizado por novos operadores A;* e A;~ a hierarquia pode ser
continuada e assim se obtém:

H3’_+_ == HZ,— - EO(S) = A3+A3_, (517)

e é possivel continuar a construcéo da hierarquia de hamiltonianos e se pode observar
a relacéo entre os espectros e autofuncdes de cada hamiltoniano, pois todos estéao
relacionados pela simetria:

En(3) = En+1(2) = En+2(1) € (5.18)
PPy P P A7 AP, P (5.19)

Quando se faz uma nova fatorizacdo é subtraida uma constante, esta que é a
diferenca de energia entre o estado fundamental do hamiltoniano fatorizado e o estado
fundamental de seu companheiro supersimétrico. Observando as fun¢des de onda,
guando se aplica os operadores bosénicos pode recuperar as funcées de onda dos
hamiltonianos anteriores, assim pode fazer as relacdes acima expostas. O processo
de fatorizacao para formar a hierarquia de hamiltonianos pode ser feito n vezes, se 0s
hamiltonianos descritos em cada fase puderem ser fatorizados, gerando uma familia
de hamiltonianos descritos pela supersimetria:

H, = A, A, + E,™, (5.20)

e 0s operadores boso6nicos descritos em termos dos superpotenciais W, (x), podem
ser generalizados:

d - d
A, = ——tWh® e A, =_—+ WX (5.21)

Cada superpotencial proposto gera a funcédo de onda de cada estado fundamental:

1,00(") (x) o exp[—[ W, (x)dx]. (5.22)
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Para obter as funcdes de onda dos niveis de energia do problema proposto
inicialmente, faz-se necessario a aplicacdo dos operadores bosbnicos quantas vezes
for necessario, como ilustrada na figura 5.1:

Figura 5.1: Funcdes de onda dos niveis de energia do problema original.

W,
lff'il - A1+1P[}2
%b'zl - A1+A2+¢03
1}"31 = A1+A2+*’43+¢'n4
Wit = A AT AT A o

I;b_';l - A1+A2+A3+A4+A5+¢06

1)()_“1 = A1+A2+A3+A4+A5+ ......... An_'_tp[}

Fonte: Feita pela autora.

Assim, esse método permite encontrar os autovalores e as autofun¢des do problema
inicial que se quer estudar, ou seja, com a familia de hamiltonianos encontrados pode
encontrar a energia e suas funcdes de onda. Desta forma, tem-se toda a superfamilia
construida através do método inicialmente proposto. Um esquema do método descrito
agui é representado na figura (5.2).
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Figura 5.2- Representacdo do método de hierarquia de hamiltonianos com o0s
autovalores e suas respectivas autofungoes.

E_--} — E]-.—- :EJ-;-:Ei-In

P, a A, P, oAy, PP aA ¢
EW=E®=E! e
W, aAp P oAy
EX=E" ———
P, Ve ¢
E
H +E! H,+E" H +E® H,+E™® ..

Fonte: SUPERSIMETRIA APLICADA A MECANICA QUANTICA, 2009.

Por vezes, ndo se consegue formar toda a familia de hamiltonianos, por exemplo,
consegue apenas o primeiro hamiltoniano e com ele sua funcéo de onda e energia do
estado fundamental. Os potenciais que exibem tal caracteristica sdo conhecidos como
potenciais parcialmente sollaveis, e 0s préximos estados excitados tém que ser obtidos
por métodos aproximativos, dentre estes, h4d o método variacional. Este método é
muito utilizado em fisica gerando solucdes aproximadas em problemas que néo se
consegue obter uma solucdo analitica ou uma solucdo fechada [6]. Em termos do
formalismo, ele consiste em propor um superpotencial gerando uma funcéo teste cujo
potencial € parecido com o potencial efetivo. Pode-se minimizar o valor médio do
hamiltoniano em funcdo de um ou mais parametro escolhido (parametros
variacionais), quanto melhor a funcdo teste proposta melhor é o resultado da
minimizacdo. Leva-se em conta o principio variacional [12] que prediz que o autovalor
obtido néo teré valor menor do que o verdadeiro, no melhor caso podem ter valor igual.
Eis o método descrito matematicamente:

< Y, 0 H,(x)

< , 5.23
J G0 dx (5.23)
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sendo que En é valor da energia do estado enumerado em questéo (n), ¥, representa
a funcéo teste proposta com o parametro p, esta autofuncédo vem do método proposto
anteriormente e H € o operador hamiltoniano do problema que se quer resolver.
Muitas vezes o processo de minimizacdo tem que ser feito numericamente, como no
caso estudado aqui. Um software usado para esse fim € o Wolfram Mathematica,
assim se obtém os parametros sugeridos no superpotencial e sua respectiva energia.
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CAPITULO 6

POTENCIAL BIESTAVEL SIMETRICO

Incialmente, estudou-se o problema fisico cuja energia livre é dada [13]:

f(x)= a x*+ ¢ x?, (6.1)

sendo que a e ¢ sao constantes.
A energia livre é representada no grafico mostrado na figura (6.1), com a=0,25 e c= -
0,5.

FIGURA 6.1: Representacdo da energia livre f(x) versus x do potencial biestavel

simétrico.

0.6 i

0.41 1

fix

0.0

- 0.2F 1

Fonte: Elaborada pela autora.

Substitui-se esta energia livre, equacao (6.1) na equacéo abaixo:
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Vef(x) = {% (- 62—3))2 —B (6222’”)}' 6.2)

e assim se obtém o potencial efetivo do problema:

vef(x) _ 2 2.6 4 2_%ay. 2 €
— =p {4a x® + 4acx* + (c B)x /3}' (6.3)

Substituindo o potencial efetivo acima no hamiltoniano original tem:

d? Vef(x)
Ho=—gat™ =

_a 2 2,6 4 2_%ay 2 ¢
=t B {4a x° + 4acx* + (c B)x B}' (6.4)

A equacéo acima é considerada uma equacao tipo Schrodinger e faz o uso do método
de hierarquia de hamiltoniano para sua solucdo, H, pode ser fatorizado em termos

dos operadores bosénicos W1 e se tem o companheiro supersimétrico de H :

Hy+ = Hy — Eo(l) = A1+A1_’ (6.5)

e os operadores bosoénicos sao dados por:
+ d - d
Al = - a + Wl(X) e Al = E + Wl(X). (66)

Substituindo H, e os operadores bosbnicos na equacao (6.5), tem-se:

d2

6a c
H — 2
1,+ dx2

+ B2 {4a2x® + dacx* + (% - 92 — E} —E,® =a,%A,, (6.7)

e assim tem a equacgao:

az 243246 + 4acx* 2_%ay 2
——z 1 B 4ax® + 4acx” + (c —?)x -

dZ ,
%} —E® = -+ W (@) - Wy (x). (6.8)

Como solucéo da equacéao (6.8), sugere o superpotencial W; (x) na forma:
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W, (x)= 2Bax3 + Bcx, (6.9)

fazendo a derivada primeira e elevando ao quadrado W;(x), pode substituir na
equacdao (6.8) para ver se tal superpotencial sugerido a satisfaz, e assim se obtém o

primeiro valor de energia:
E,™M =o. (6.10)

Para o estado fundamental a solugdo é analitica ou exata, o superpotencial gera a

funcdo de onda do estado fundamental:

1,[)0(1) « exp[—f W, (x) dx] « exp [—%(ax4 + CXZ)]. (6.11)

Continuando a hierarquia de hamiltonianos, o companheiro supersimetrico de H, , é

obtido invertendo os operadores bosonicos:
Hl,— = Al_A1+, (612)
Ou pode escrevé-lo em termos de novos operadores:

H2,+ = Hl,— - EO(Z) = A2+A2_, (613)

sendo que os operadores bosbnicos sdo escritos em termos do novo superpotencial

W, (x) sugerido:

d — d
A" = ——tWo(X) e Ay =+ Wo(X). (6.14)

substituindo estes operadores bosonicos na equacgéo (6.13) e igualando a equacéo

(6.12), tem-se a nova equacao de Riccati:
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dZ
T dx?

. d2 .
+ WA () + Wy () + B = ==+ W7 (x) = W, (%) + Eo @, (6.15)

substituindo o superpotencial sugerido, a equagéo acima pode ser reescrita:

B2 {4a2X6 + dacx* + (c® — 6Fa)x2 — CE} = —:—; + W, (x) — W, (x) + E, @ . (6.16)

Neste caso ndo se pode achar a solugdo para a equacgao (6.16) e sugere um

superpotencial aproximado como:
Wy (%)= a;x3 + ¢1x, (6.17)

O superpotencial gera a funcao de onda:

o o< exp[—[ W, (x)dx] o exp [—(ajlx4 + %xz)]- (6.18)

()

Aplica-se o operador bosénico 4, em ,**’ e se obtém a funcdo de onda do primeiro

estado excitado 1/)1(1). Como a equacao (6.16) ndo tem solucéo direta tem que usar o
método variacional para encontrar 0s parametros variacionais a; € c¢; do

superpotencial W,(x) sugerido e também para encontrar o valor da energia El(l).
Continuando a hierarquia de hamiltonianos, o companheiro supersimétrico de H, , é
obtido invertendo seus operadores bosénicos:

sz_ = AZ_A2+, (619)
Ou pode escrevé-lo em termos de novos operadores:
H3,+ == sz_ - Eo(g) == A3+A3—, (620)

sendo que os operadores bosbnicos séo escritos em termos do novo superpotencial

W5(x) sugerido:
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+ d - d
A3 = - E + W3(X) e A3 = a + W3(X). (621)

substituindo estes operadores bos6nicos na equacao (6.20) e igualando a equacao
(6.19), tem-se a nova equacao de Riccati:

dZ , d2 .
_ﬁ + sz(x) + WZ (.X) + EO(Z) = _@ + W32(X) - W3 (x) + EO(3) f (622)
substituindo o superpotencial ja encontrado, a equacao acima pode ser reescrita:
(@33 + )2 + (3 + %) + Eg® = W32 (x) — W5 (x) + E,© (6.23)

neste caso também nado se pode achar a solugédo para a equacao (6.23) e sugere 0

superpotencial com a forma:
W3(x)= a,x3 + ¢,x, (6.24)

o superpotencial gera a funcéo de onda:

$o® o< exp[—f W5(0dx] o exp [~ (2 x* + L) (6:25)

Pode-se usar um software para encontrar a energia e 0s parametros variacionais e
assim obter Ez(l), a, , c, e continuar a hierarquia aproximada de hamiltonianos.
Fazendo o mesmo que anteriormente, o companheiro supersimétrico de H; , € obtido
invertendo os operadores bosonicos e gera H; _ ou pode escrevé-lo em termos de
novos operadores gerando H,, € assim se encontra uma nova equacgao de Riccati
que gera um novo superpotencial W,(x), e para encontrar os parametros variacionais
e as energias subsequentes usou o método variacional. Os valores encontrados para

a energia e 0s parametros a; e c¢; seguem na tabela (6.1).



40

Tabela 6.1: Valores minimizados de a,, c, € autovalores de energia obtidos através
do formalismo supersimétrico e Método Variacional.

n Energia (E,,) an Cn
1 0,8178 0,1978 1,1899

2 3,5816 0,1643 1,5707

3 6,9930 0,1457 1,8395

4 10,8858 0,1333 2,0527

5 15,1708 0,1241 2,232

Fonte: Elaborada pela autora.

As funcdes de onda e energias encontradas anteriormente foram substituidas na

equacao de Fokker-Planck para obter a distribuicdo de probabilidade P(x,t):

PO = 225 5 [ (xo)un ()] €001 (6.26)

O gréfico apresentado na figura (6.2) expressa P(x,t) encontrado para este problema,
0 truncamento da série ocorreu para n=5 equacao (6.26), pois nao se notou diferenca
significativa na curva de distribuicdo de probabilidades usando mais termos na série.
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Figura 6.2: Representacdo da distribuicdo de probabilidade P(x,t) versus x para o

potencial polinomial de ordem quatro para alguns tempos t em unidades de tempo.

P x,t

Fonte: Elaborada pela autora.

Contemplando o grafico da figura (6.2), pode-se inferir que a curva de distribuicdo
de probabilidade se apresenta concentrada na regido do primeiro minimo do potencial
para pequenos valores de tempo. Isso ocorre como consequéncia direta da condicao
inicial utilizada P(x,t=0) = & (X- Xo), para xo = —1, passando-se o tempo, a curva que
representa a distribuicdo de probabilidade torna dividida entre os dois minimos da
distribuicdo e para valores de tempo maiores que 10, as curvas da distribuicdo de
probabilidade apresentada, coincidem chegando no estado estacionario.
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CAPITULO 7

POTENCIAL POLINOMIAL DE ORDEM 6

Dando continuidade aos estudos, propfe-se o problema cuja a energia livre € dada
por:

f(x)= a x®+bx*+ cx?, (7.1)

onde a, b e ¢ sdo constantes. A curva da energia livre em funcéo de x é representada
no gréfico (7.1), com a=0,01, b=-0,28 e c=1,75.

Figura 7.1: Representacdo da energia livre f(x) versus x para equacao (7.1) com a=0,01, b=-0,28 e
c=1,75.

fix

Fonte: Elaborada pela autora.

Substitui-se esta energia livre na equacao abaixo:

vere 5 {5 (-%52) -8 ()} 72)
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e assim se obtém o potencial efetivo do problema:

ver@ _ 1

—2c — 2 _ 4410 _ 3 _ 5Y2
> 2{ 2c — 12bx* — 30ax +2( 2cx — 4bx® — 6ax>) } (7.3)

Substituindo o potencial efetivo na equagdo do hamiltoniano original tem:

I R VP P
Hy = dx2+ T dx2+2{ 2c —12bx 30ax +2( 2cx — 4bx

6ax>)?}. (7.4)

A equacéo acima é considerada uma equacao tipo Schrodinger e faz o uso do método
de hierarquia de hamiltoniano para sua solucdo, H, pode ser fatorizado em termos

dos operadores bosénicos W1 e se tem o companheiro supersimétrico de H :

Hy+=Hy— Eo(l) = A1+A1_’ (7.5)

e os operadores bosbénicos sédo dados por :
da - d
At = ——tWiX) e 4 =+ Wi (). (7.6)

Substituindo H, e os operadores bosonicos na equacéo (7.5), tem-se:

2
Hy, = —=+ {2 — 12bx? — 30ax* + 5 (—2cx — 4bx® — 6ax%)?} = A,* A, (7.7)
e assim, tem-se a equacao:
%{—ZC — 12bx? — 30ax* + % (—2cx — 4bx3 — 6ax5)2} — E,VY = w,%(x) — W, (%),
(7.8)

como solucéo da equacéao (7.8), sugere-se o superpotencial W, (x) na forma:

W, (x)= 3ax>+2bx3 + cx, (7.9)
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fazendo a primeira derivada e elevando ao quadrado W;(x), pode-se substituir na
equacao (7.8) para ver se tal superpotencial sugerido a satisfaz, e assim obtém o

primeiro valor de energia:
E,™M =o0. (7.10)
O superpotencial gera a funcao de onda do estado fundamental:

o™ o exp[—J Wy (x)dx] o exp [— (%ax6 + %X‘l + Exz)]. (7.11)

Continuando a hierarquia de hamiltonianos, o companheiro supersimetrico de H, , é

obtido invertendo os operadores boso6nicos:
Hy_=A, A", (7.12)
Ou pode escrevé-lo em termos de novos operadores:

H2,+ = 1,— — EO(Z) = A2+A2_, (713)

sendo que os operadores bos6nicos sédo escritos em termos do novo superpotencial

W, (x) sugerido:

d - d
A" = ——+Wy(x) e A =+ W), (7.14)

substituindo estes operadores bosoénicos na equacao (7.13) e igualando a equacédo

(7.12), tem-se a equacgéao de Riccati associada ao problema:
dZ . d2 .
—SHEWPE) F W () + B = - S+ W) - W, (1) + B (7.15)

substituindo o superpotencial ja encontrado, a equacao acima pode ser reescrita:
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(3ax® + 2bx3® + cx)? + (3ax® + 2bx3 + cx) = W,2(x) — W, (x) + E,®,  (7.16)

Neste caso ndo se pode achar a solugcdo para a equacdo (7.16) e sugere o

superpotencial na seguinte forma:
Wy (%)= a;x° + bix3 + %, (7.17)
o superpotencial sugerido gera a funcéo de onda:

Wo® o exp[—J W, (x)dx] o« exp [—(%X6 + %X‘l + Cz—lxz)]. (7.18)

Aplica-se o operador bosonico 4, em 11;0(2) e se obtém a funcdo de onda do primeiro

estado excitado lpl(l). Como a equacao (7.16) ndo tem solucéo exata tem que usar o
método variacional para encontrar o parametro variacional c¢;, pois a;e b; foram
fixados, do superpotencial W, (x) sugerido e também para encontrar o valor da energia

E,W.

Continuando a hierarquia de hamiltonianos, o companheiro supersimétrico de H, . €

obtido invertendo seus operadores bosénicos:

sz_ = AZ_A2+, (719)
Ou pode escrevé-lo em termos de novos operadores:

H3,+ == HZ,— - EO(S) == A3+A3_, (720)

sendo que os operadores bosonicos séo escritos em termos do novo superpotencial
W5 (x) sugerido:

d — d
At = ——+Ws(x) e A57 =—+ Ws(x). (7.21)

substituindo estes operadores bosoénicos na equacao (7.20) e igualando a equacgéo
(7.19), tem-se a nova equacao de Riccati:
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dZ
T dx?

. 2 .
+ W2 () + Wy (1) + E® = =5+ WaP(0) — W () + E,® (7.22)
substituindo o superpotencial ja encontrado, a equagado acima pode ser reescrita:

(x5 + byx3 4+ ;%)% + (x5 + bix3 + %) + EgP = W2 (x) — W5 (x) + E,®.
(7.23)

Neste caso, ndo se pode achar a solucdo para a equacao (7.23) e sugere 0

superpotencial com a forma:
W5 (x)= a,x® + byx3 + cyx, (7.24)

0 superpotencial gera a fungéo de onda:

o™ o exp[—f W3(x)dx] o« exp [—(%X6 + szX4 + %XZ)]. (7.25)

Pode-se fazer uso de um software para encontrar os autovalores e o parametro
variacional (c,), ja que os parametros a,, € b,, séo fixos.

E assim tem Ez(l), ¢, , continuando a hierarquia de hamiltonianos, fazendo o mesmo
que anteriormente, o companheiro supersimétrico de Hz, € obtido invertendo os
operadores boso6nicos gerando H;_ ou pode escrevé-lo em termos de novos
operadores, gerando H, ,. Assim, encontrou-se uma nova equacéo de Riccati para a
qual é proposto um novo superpotencial W,(x). Para encontrar os parametros
variacionais e as energias subsequentes foi lancado mao do método variacional. Os
valores encontrados para 0s paradmetros e as energias para cada estado s&o

apresentados na tabela (7.1).



47

Tabela 7.1: Valores dos parametros a,, b,,, ¢, € autovalores de energia obtidos atraves

do formalismo supersimétrico e Método Variacional.

n Energia (E,) a, b, Cn
1 4,0371 0,03 -0,56 2,44
2 8,1891 0,03 -0,56 2,35
3 12,0892 0,03 -0,56 2,33
4 15,962 0,03 -0,56 2,33
5 19,8323 0,03 -0,56 2,33

Fonte: Elaborada pela autora.

As funcdes de onda e energias encontradas anteriormente foram substituidas na

equacao de Fokker-Planck para obter a distribuicdo de probabilidade P(x,t):

PO = 20 3 [ (xo)n ()] e~ (7.28)

O grafico mostrado na figura (7.2) expressa P(x,t) encontrado para este problema, o
truncamento da série ocorreu para n=5, pois ndo se notou diferenca na curva de
distribuicdo de probabilidades para mais termos da série. No gréfico de P(x,t) é
apresentado o resultado para 0s cinco primeiros termos da série, para cinco tempos
diferentes.



48

Figura 7.2: Representacdo da distribuicdo de probabilidade P(x,t) versus x para o potencial polinomial
de ordem seis para alguns tempos fixos em unidades de tempo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando a figura (7.2), pode-se inferir que a curva de distribuicdo de probabilidade
se apresenta concentrada na regido do primeiro minimo do potencial para pequenos
valores de tempo. Isso ocorre como consequéncia direta da condi¢ao inicial utilizada
P(x,t=0) = & (Xx— Xo), para xo = —3,9, passando-se 0 tempo, mesmo com variagao
pequena a curva que representa a distribuicdo de probabilidade torna-se dividida entre
os dois minimos da distribuicdo e para valores de tempo maiores que 10, as curvas
da distribuicdo de probabilidade apresentadas coincidem chegando no estado
estacionario.
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CAPITULO 8

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados o0s resultados numéricos para 0s tempos
caracteristicos obtidos da equacéo de Fokker-Planck através da solucdo da equacéo
tipo Schrédinger para os potencias polinomiais de ordem 4 e de ordem 6. Neste
sentido, as integrais da distribuicdo de probabilidade para encontrar as probabilidades
totais em funcédo do tempo do lado esquerdo N1 e do lado direito N2 foram calculadas.
Desta forma, é possivel observar a evolugédo temporal do sistema:

Ny () = [, Px, t)dx (8.1)
e
Ny(t) = [, P(x, t)dx (8.2)

O tempo caracteristico tc do sistema para que este alcance o equilibrio, € dado quando
metade do sistema esta antes da barreira de energia e a outra metade esta depois da
barreira central de energia, este € o tempo necessario para o sistema atingir o estado
de equilibrio. Espera-se uma distribuicdo final com essas caracteristicas pois 0s
sistemas sao descritos por potenciais biestaveis simétricos, onde no estado
estacionario a curva da distribuicdo de probabilidade P(x,t) esta igualmente distribuida
entre 0s minimos mais profundos do potencial. Com o estudo do tempo caracteristico
tc, pode-se observar a evolucdo temporal dos sistemas para diferentes valores da
condicao inicial xo. Agora, pode-se calcular os resultados para os potenciais indicados
a sequir, cujas probabilidades foram encontradas no capitulo anterior.

Potencial Biestavel Simétrico

A primeira energia livre encontrada corresponde a:

f(x)= a x*+ ¢ x?, (8.3)

e o potencial efetivo do problema é dado por:
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vef(x) _ o 2.6 4 2_%ay 2 _ €
— =p {4(1 x® + 4acx* + (c B)x ﬁ}- (8.4)

Representando o potencial acima graficamente tem a curva mostrada na figura (8.1):

Figura 8.1: Representacéo do potencial efetivo do potencial biestavel simétrico.

20 - .
15 - B
X
qaf;' 10 + E
> i
5, |
o, _
| | | |
2 1 0 1 2
X

Fonte: Elaborada pela autora.

O gréfico mostrado na figura (8.1) representa o potencial efetivo, que € o potencial
usado na equacéo tipo Schrodinger. Neste caso, a forma do potencial efetivo € bem
parecida com a forma da energia livre, representada na figura 8.1.

Para melhor compreenséo do problema, pode-se obter o grafico da populacéo total
na regido de cada minimo em funcéo do tempo fazendo a integral das probabilidades
totais, como descrito nas equacoes (8.1) e (8.2). Observa-se a evolucao temporal das
probabilidades totais e o comportamento do sistema desde o inicio, no qual toda a
populacdo esta concentrada no ponto xo até o estado estacionario, em que as
probabilidades sdo iguais nos dois minimos do potencial. Na figura (8.2) é
representado o grafico de AN (t) em funcdo do tempo.
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Figura 8.2: Figura que representa a populacdo AN(t) versus o tempo do potencial
biestavel simétrico.

0 2 4 6 8 10
Fonte: elaborada pela autora.

Pode- se também obter as curvas das probabilidades totais em fung&o do tempo, N1

e Nz individualmente, como mostrado na figura (8.3):

Figura 8.3: Figura que representa as probabilidades N1(t) e N2(t) versus o tempo do

potencial biestavel simétrico.

N1

Fonte: Elaborada pela autora.
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Uma maneira de se obter um tempo caracteristico do sistema € ajustar

exponencialmente a curva da Figura 8.2, AN(t) = N;(t) — N,(t) = Aexp [— &] Porém,

como h& problemas relacionados ao truncamento da série para tempos menores que
0,7 u.t. (sendo u.t. unidade de tempo), o ajuste da Figura 8.2 para uma exponencial
foi realizado a partir desse valor de tempo e obteve o valor de 1,23 u.t..

Potencial Polinomial de Ordem 6

Considerando a energia livre como sendo dada por:

f(x)= a x®+ b x*+c x?, (8.5)

e o potencial efetivo do problema é escrito como:

VefD(x) = %{—Zc — 12bx? — 30ax* + % (—2cx — 4bx® — 6ax®)?}. (8.6)

Esse potencial é representado na figura (8.4) para a=0,01 , b=-0,28 , c=1,75.

Figura 8.4: Representagéo do potencial efetivo polinomial de ordem 6 versus x.

20’ T
T |

10/

Vef x
(J.l T T T
>

- 10} Y | ‘ Y,

Fonte: Elaborada pela autora.

Como anteriormente, para melhor compreender o problema, foi construido o gréfico
da populacéo total na regido de cada minimo em funcao do tempo fazendo a integral
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das probabilidades totais, como descrito nas equacoes (8.1) e (8.2). Nota-se o
comportamento do sistema desde o inicio e a evolugao temporal das probabilidades
totais, onde toda a populacéo esta concentrada no ponto xo até o estado estacionario,
as probabilidades s&o iguais nos dois minimos do potencial. Tem-se na figura (8.5) a
representacdo gréafica de AN(t) em fungéo do tempo:

Figura 8.5: Figura que representa a populacdo AN(t) versus o tempo para o potencial

polinomial de ordem 6.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Pode- se também obter as curvas das probabilidades totais em func¢éo do tempo, N1

e Nz individualmente, figura (8.6):
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Figura 8.6: Figura que representa as probabilidades N1(t) e N2(t) versus o tempo do

potencial polinomial de ordem 6.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Uma maneira de se obter um tempo caracteristico do sistema € ajustar
exponencialmente a curva da figura 8.5, AN(t) = N;(t) — N,(t) = Aexp [— tt—c]

Porém, ha dificuldades para valores de tempos pequenos, este ajuste da figura 8.6
para uma exponencial acaba sendo feito apenas para t>0,9 u.t.. e se obteve o valor
de 0,24 u.t..

Analise dos Resultados

Para analisar a distribuicdo da probabilidade do sistema através da evolugéo
temporal, considera-se a condicao inicial (xo) em um ponto negativo, ou seja, o sistema
se encontra inicialmente do lado esquerdo da barreira central do potencial. Pelas
figuras 8.1 e 8.5, pode-se observar o processo de transicdo entre 0s minimos do
potencial para os casos estudados. Para tempos pequenos, a distribuicdo de
probabilidade se aproxima da funcdo delta de Dirac, cuja expansdo € uma série
infinita. Como a série P(x,t) necessita de truncamento, isto acaba gerando erros
numericos, e assim, os resultados obtidos indicam que para tempos muito pequenos
h& necessidade de um numero maior de termos na seérie. Neste sentido, fixa-se o
namero de termos na expansao e o valor do tempo foi diminuido até que os resultados
ficassem inconsistentes, por exemplo, com o aparecimento de valores negativos para
a probabilidade. Cada sistema tem seu tempo minimo, por exemplo, nas Figuras 6.2
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e 7.2 estdo representadas as curvas da distribuicdo comecando com um tempo
minimo, que foi t=0,7 e t=0,9, respectivamente, para os sistemas. No estado
estacionario dessas figuras, a populacdo se encontra concentrada na regido dos
minimos de potencial.
Em estudos como da referéncia [2], os resultados revelaram que o tamanho da
barreira de energia influencia no tempo minimo e no tempo do estado estacionario.
Quanto menor o tamanho da barreira de energia, os tempos de transicoes também
sdo menores. O tempo de transicdo relaciona o tempo que o sistema leva para
atravessar a barreira de energia central até que a probabilidade se distribui igualmente
entre os dois minimos de maior profundidade, ou seja, atinge o estado estacionario.
Neste caso, para o sistema representado pelo potencial polinomial de ordem 4, o

tc=1,23 u.t. e para o sistema representado pelo potencial polinomial de ordem 6 o
tc=0,24 u.t..
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CAPITULO 9

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Como inicialmente proposto, pode-se resolver alguns problemas descritos por
potenciais polinomiais usando supersimetria, através do método de hierarquia de
hamiltonianos. Assim, pode-se obter as funcdes de onda e energia para cada nivel
construido, mesmo que de forma aproximada, pois ambos 0s potenciais sao ditos
potenciais parcialmente sollveis, ou seja, ndo é possivel encontrar todos seus
autoestados e autoenergias de forma analitica e se faz necesséario usar métodos
aproximativos, no caso foi usado o método variacional. Com estas grandezas, pode-
se encontrar a distribuicdo de probabilidade do problema P(x,t) que delas depende, e
obter assim a solugéo para a equacao de Fokker-Planck que pode ser reescrita como
uma equacao tipo Schrdodinger.

Mesmo que esses problemas sejam classicos, foi possivel mapear a equacao de
Fokker-Planck em uma equacéo tipo Schroédinger. Pode-se, entdo, observar que o
método de solugdo pode ser estendido de um potencial (energia livre) com dois
minimos para um potencial com trés minimos.

Encontrada a distribuicdo de probabilidade dos sistemas, calculou-se o tempo de
passagem (tc) entre os minimos dos potenciais propostos.

Uma possivel aplicacdo para essas funcdes de potencial € relacionar o potencial
biestavel simétrico (de grau 4) com o processo de enovelamento de uma proteina que
nao tem estado intermediario e o potencial de grau seis, representaria este processo
com um estado intermediario. Assim, pode-se comparar o tempo de passagem de
ambos o0s sistemas através das barreiras e indicar o quanto este estado intermediario
pode interferir ou ndo no tempo, e para isso € preciso fazer os devidos ajustes na
forma do potencial, para que ambos tenham o0 mesmo tamanho, e outros ajustes que

sejam necessarios para esta comparacdo como sugerido no artigo da referéncia [14].
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