RESSALVA

Atendendo solicitacao do(a) autor(a), o texto

completo desta dissertagdo sera disponibilizado
somente a partir de 22/08/2018.



vy UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

A
u nesp ¥ 40LI0 DE MESQUITA FILHO”

Campus de S5do José do Rio Preto

Denis Fernandes da Silva

Equacgoes Diferenciais Abstratas do tipo Neutro com
Retardo Dependendo do Estado

Sao José do Rio Preto

2017






Denis Fernandes da Silva

Equacgoes Diferenciais Abstratas do tipo Neutro com Retardo Dependendo do

Estado

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica, junto ao
Programa de Pés-Graduacao em Matematica, do Instituto
de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Jdlio de Mesquita Filho”, Campus de

Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CAPES.

Orientadora: Prof*. Dr?. Andréa Cristina Prokopczyk Arita
Coorientadora: Prof*. Dr?®.  Michelle Fernanda Pierri

Hernandez

Sao José do Rio Preto

2017



Silva, Denis Fernandes da.

Equagdes diferenciais abstratas do tipo neutro com retardo
dependendo do estado / Denis Fernandes da Silva. -- Sao José do Rio
Preto, 2017

131 f. il

Orientador: Andréa Cristina Prokopczyk Arita

Coorientador: Michelle Fernanda Pierri Hernandez

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Matematica. 2. Equagdes diferenciais - Equagdes com retardamento.
3. Semigrupos. 4. Cauchy, Problemas de. 1. Universidade Estadual
Paulista "Julio de Mesquita Filho". Instituto de Biociéncias, Letras e
Ciéncias Exatas. II. Titulo.
CDU -517.91

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sdo José do Rio Preto




Denis Fernandes da Silva

Equacgoes Diferenciais Abstratas do tipo Neutro com Retardo Dependendo do

Estado

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica, junto ao
Programa de Pés-Graduacao em Matematica, do Instituto
de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”, Campus de

Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CAPES.

Comissao Examinadora

Prof*. Dr?. Andréa Cristina Prokopczyk Arita
UNESP - Sao José do Rio Preto

Orientadora

Prof*. Dr?. Katia Andreia Gongalves de Azevedo
USP - Ribeirao Preto

Prof. Dr. Sérgio Leandro Nascimento Neves

UNESP - Sao José do Rio Preto

Sao José do Rio Preto

22 de Fevereiro de 2017






Resumo

Neste trabalho estudamos inicialmente algumas generalidades da teoria de semigrupos de
operadores lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente continuos e dos semigrupos
analiticos. Em seguida, com base no estudo da teoria de semigupos, estudamos a existéncia e
unicidade de solucGes fracas e estritas para equagtes diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

%(u(t) + G(t7 um(t,ut))) = Au(t) + F(t7 UOQ(t,ut))7 te [07 a]v (1)

up = ¢ € C([=p, 0]; X), (2)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores
lineares limitados (7°(t)):>0 em um espaco de Banach (X, || - ||) e F(-), G(-) e oi(+), i=1,2, s@o
fungoes apropriadas. Finalizamos com algumas aplicagoes dos resultados obtidos para o problema
(1)-(2).

E importante observar que os resultados deste trabalho envolvendo o estudo do problema (1)-(2)

sao inéditos e serao submetidos para publicagao brevemente.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais do tipo Neutro. Equacgoes Diferenciais com Retardo.

Retardo Dependendo do Estado.






Abstract

In this work we initially study some generalities of the semigroups theory, especially of the
strongly continuous semigroups and of the analytic semigroups. Next, we study the existence
and uniqueness of mild and strict solutions for abstract neutral differential equations with state

dependent delay of the form

d
&(u(t) + Gt Ugy(tug)) = Ault) + F(t Ugyt ), €€ 0,a], (3)

ug = @€ Bx=C([-p,0]; X), (4)

where A : D(A) C X — X is the generator of an analytic semigroup of bounded linear operators
(T'(t))t>0 on a Banach space (X, || - ||) and F(-), G(-),04(:), i = 1,2, are suitable functions. We
finish with some applications of the results for the problem (3)-(4).

It is important to note that the results of this work involving the study of the problem (3)-(4)

are unpublished and will be submitted to publication soon.

Keywords: Neutral Differential Equations. Delay Differential Equations. State Dependent

Delay.
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Introducao

Neste trabalho de dissertacao de mestrado temos um interesse especial no estudo da existéncia
e unicidade de solugoes fracas e estritas para equagoes diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

%(u(t) + G(t7 ucn(t,ut))) = Au(t) + F(ta uag(t,ut))v le [07 a]’ (5)

uyg = (,OEBX:C([—]?,O];X), (6)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores lineares
limitados (T'(t))s>0 sobre um espaco de Banach (X, || - ||), us : [—p,0] — X é a histéria do estado
no tempo ¢ (ut(0) = u(t + ) para 6 € [—p,0]) e F (), G(-),0i(-), i = 1,2, sao funcdes apropriadas.

A literatura sobre equacées diferenciais abstratas do tipo neutro é extensa e considera diferentes
problemas sobre existéncia e propriedades qualitativas de solucoes. Em particualar, muitos dos

modelos diferenciais do tipo neutro considerados podem ser representados na forma abstrata

d

%(u(t) + f(t7ut)) = Au(t) + g(t, Ut, (ut)/)7 te [07 a]? (7)

w = eNChB, (8)

onde A : D(A) C X — X é um operador linear nao limitado (usualmente, um operador quase
setorial), (X,| - ||) é um espago de Banach, B é o espago das histérias, Q C B é aberto, uy : J C
(—00,0] = X denota a histéria do estado no tempo ¢, (u;)’ representa a derivada da fungao ¢ — u,
e f:[0,a] x Q2 — X, g:[0,a] x Q2 x B — X sao fungoes apropriadas.

Além disso, com relagao a este tipo de equacao, os trabalhos presentes na literatura matematica
sao bem variados. Para o caso em que f = 0, dentre alguns trabalhos relevantes citamos os livros

por Hale & Lunel [14], Wu [47] e Hino, Murakami & Naito [27], o cldssico artigo por Travis & Webb



[42] e as referéncias nesses trabalhos. Para equagdes abstratas do tipo neutro citamos os trabalhos
pioneiros de Hale [15] e de Herndndez e seus colaboradores [22, 24, 26].

E importante ressaltar que o sistema (7)-(8) ndo é apenas um problema abstrato. Equacoes
diferenciais abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) aparecem, por exemplo, em teorias
desenvolvidas pelos pesquisadores Gurtin & Pipkin [13] e Nunziato [34] para a descrigao da condugao
de calor em materiais com memoria amortecida. Na teoria de condugao de calor se supoe, de uma
maneira geral, que a energia e o fluxo de calor dependem linearmente da temperatura u(-) e do
gradiente Vu(-). Nessas condigoes, a cldssica equagao do calor descreve de maneira satisfatéria a
evolucao da temperatura em diferentes tipos de materiais. No entanto, a situacao é diferente em
materiais com memoria amortecida. Nesse tipo de material, a energia interna do material e o fluxo
de calor sao funcionais de u(-) o do gradiente de u(-), respectivamente. Um modelo amplamente

aceito para descrever o fluxo de calor em materiais com memoéria amortecida é o sistema diferencial

a4 [Cou(t, ) + /_ ; Kt — syu(s, x)ds]

= cAu(t,z) + /_t Ky(t — s)Au(s, x)ds, 9)

u(t,y) = 0, t>0, ye o, (10)

onde (t,z) € (—o0,a] x 2, @ C R™ é um aberto limitado e com fronteira regular, u(¢, ) representa a
temperatura em x no tempo ¢, K; : R — R, i = 1, 2, sao fungoes apropriadas e ¢y, ¢ sdo constantes
positivas com significado fisico. Note que se supomos que a soluc¢do seja conhecida em (—o0, 0],
podemos transformar o sistema acima numa equacao diferencial neutra do tipo (7)-(8).

Equagoes abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) também podem ser obtidas a partir de
algumas equacoes diferenciais ordindrias do tipo neutro que surgem na teoria de dinamica de
populagoes, veja por exemplo [9, 10]. Se em [9, 10] considerarmos a tendéncia natural de grupos
bioldgicos migrarem de regides de alta densidade populacional & areas de menor densidade, podemos

obter equactes neutras da forma

u'(t,€) = Au(t, §) + g(t u(t,§),u/(t — 7, 6)),

as quais podem ser representadas na forma abstrata (7)-(8).
O estudo de sistemas do tipo neutro da forma (7)-(8) é recente e envolve dificuldades técnicas

importantes (especialmente nos casos em que o termo wuj aparece explicitamente). Por exemplo,



no caso em que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores lineares (7'(t))¢>0 €
natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um conceito de solucao fraca

apropriado. Para esse tipo de problema a solugao fraca é a solucao da equagao integral
t
u(t) = TOWO)+ F0.9) - Fls.u) ~ [ AT(t =) f(s,u.)ds
0
t
+/ T(t—s)g(s,us,ul)ds. (11)
0

Note que para o estudo da existéncia de solucoes fracas via teoria de ponto fixo é necessério trabalhar
em espagos de fungoes continuamente diferencidveis, o que é um problema dificil no contexto da
teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de Cp-semigrupos que, em geral, a fungao
t — AT (t—s) nao estd bem definida. Mais ainda, é interessante notar que ¢ — AT(t—s) é integravel
em [0,¢) na topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presenca
do termo fg AT (t—s)f(s,us)ds na férmula (11) cria uma grande dificuldade, a qual esté relacionada
com a integrabilidade da funcao s — AT(t — s)f(s,us) em [0,1].

Por outro lado, equagbes diferenciais funcionais com retardo dependendo do estado tém sido
estudadas intensamente nas ultimas décadas e a literatura relacionada a esse tipo de equagoes estd

concentrada em problemas que podem ser descritos na forma

u'(t) = Au(t) + F(t,u(t), uo@u), teI0a, (12)

u = @eQcCB=C(-r0;X), (13)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lineares,
(X, ][ - Il) é um espaco de Banach, F'(t,u(t), g (t,4,)) ¢ uma expressao envolvendo a condigao inicial e
o estado, u; : [—r,0] — X denota a histéria de u(-) no tempo ¢ € [0,a] e o(-) é uma funcao definida
em [0,a] x B e com valores em [0, a].

Equacgoes diferenciais com retardo dependendo do estado aparecem em diversos problemas
aplicados e existe uma extensa lista de artigos publicados em revistas altamente conceituadas.

A literatura sobre equacoes diferenciais ordindrias com valores em espacos de dimensdo finita
e com retardo dependendo do estado é extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre
outros . No entanto, sdo poucos os trabalhos (relevantes) sobre equagoes diferenciais parciais com
retardo dependendo do estado e sobre equagoes diferenciais abstratas (equagbes onde A é nao

limitado) com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que tém limitado o



desenvolvimento dessa parte da teoria estd o fato que, em geral, a fungao u — F(-,u("), tg(.4.)),
onde F'(-,u(:), ug(.u))(t) = F(t,u(t), us(tu,)), nao é do tipo Lipschitz em espagos usuais, como o
espago de fungdes continuas C([—r,b]; X), o que implica, em muitos casos, que o problema (12)-
(13) ndo é bem posto. Em relagdo a isto, observe que mesmo no caso em que as fungoes F :
[0,a] x X x B— X e 0:[0,a] x B— [0,a] sejam do tipo Lipschitz, uma estimativa usual do termo
| F(t,0(t), Vo(t,0,)) — F(t,ult), Ug(,u,)) || depende necessariamente de estimativas da forma
oy | ulo(t, ue) +6) —v(o(t,v) +0) |,

onde os termos o(t,u;) e o(t,v;) podem nao ter nenhuma relacao entre si.

No caso de equacgoes diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado e X
é um espaco de dimensao finita, o problema descrito acima pode ser contornado estudando o
problema em espagos de fungoes continuamente diferencidveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma
estratégia se torna dificil quando estudamos equacgoes diferenciais parciais ou no caso em que A nao
é limitado. Essa dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador
nao limitado seja, em grande parte, limitada a alguns modelos diferenciais onde F'(-) é uma funcao
muito “particular”.

Para o estudo sobre equacgoes diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0
em (5)-(6) nés citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Mais ainda, é importante citar os recentes artigos
por Hernéndez, Pierri & Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais
apresentam importantes avancos no bom desenvolvimento deste tipo de problema.

Neste trabalho de dissertagdo nés damos continuidade ao estudo desenvolvido em [25] sobre
existéncia e unicidade de solucGes para equacgoOes diferenciais abstratas com retardo dependendo do
estado. Em [25] os autores estudam o problema abstrato u'(t) = Au(t) + F(t, Uy(tu,)), uo = ©-
Como j4 foi observado, este tipo de problema nao é bem posto no espago usual C([—p, 0]; X), pois
aplicagdes como u — F(t, Uq(,4,)) ndo sdo Lipschitz de C([—p,b]; X) em C([0,b]; X). No entanto,

quando as funcoes envolvidas sao Lispchitz, estimativas da forma
|| F(tauo(t,ut)> - F(tavo(t,vt)) ||
< Lr(l+ [log,(—pox) 0o, 0pxBxr) 1| 4= loq—pp:x) (14)

(onde Lp é a constante de Lipschitz de F(-)) sdo possiveis. Usando estimativas deste tipo e o

principio de contragao, em [25] os autores provam alguns resultados sobre existéncia e unicidade



para o problema (5)-(6) com G = 0, bem como resultados para que este problema seja bem posto.
Os resultados em [25] sdo provados trabalhando sobre espacos de fungoes Lipschitz e de classe C?,
o que é uma abordagem nao trivial na teoria de equacgoes diferenciais abstratas. No nosso estudo
usamos algumas das ideias em [25] para abordar o problema diferencial abstrato do tipo neutro
com retardo dependendo do estado (5)-(6), obtendo nossos resultados ao trabalhar em espacos de
fungoes Lipschitz. Além desta dificuldade, tivemos que lidar com o fato que fungoes da forma

s+ AT (t — s)G (S, Uy, (s,u,)) N3O 530, em geral, integraveis se A é um operador ndo limitado.

E claro que, para o estudo descrito acima é necessdrio um conhecimento razodvel da teoria de
semigrupos de operadres lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente continuos e
analiticos, bem como suas aplicacoes em equagoes diferenciais abstratas. Dessa forma, este trabalho
foi iniciado com o estudo da teoria de semigrupos e posteriormente abordamos o estudo sobre a

existéncia e unicidade de solugdes para o problema abstrato (5)-(6).

Para expor o desenvolvimento do nosso estudo dividimos este trabalho em 3 capitulos. A seguir

descrevemos, brevemente, esses capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos parte do estudo realizado sobre a teoria de semigrupos. Nesse
capitulo introduzimos o conceito de semigrupos de operadores lineares limitados em espacos de
Banach e estudamos algumas generalidades dos semigrupos fortemente continuos (Cp-semigrupos)
e dos semigrupos analiticos. Em particular, estudamos o conceito e algumas propriedades dos
Ch-semigrupos compactos, os quais sao importantes em muitas aplicagoes e também para os nossos
estudos sobre equacoes diferenciais neutras. Além disso, incluimos brevemente a definicdo e alguns
resultados importantes dos Cp-semigrupos diferencidveis e apresentamos uma classe de operadores
lineares que sdo geradores infinitesimais de Cy-semigrupos. Dentre os principais resultados sobre
os semigrupos analiticos, destacamos os conceitos de extensao de Cp-semigrupos a semigrupos
analiticos e geragdo de semigrupos analiticos por operadores lineares setoriais. Além disso,
considerando um operador A tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico,
definimos as poténcias fracionérias de A e estudamos algumas de suas propriedades. Finalizamos
esse capitulo definindo e estudando os espagos Dj(a,00), 0 < a < 1, chamados de espacos
intermediarios entre D(A) e X, onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

No Capitulo 2 aplicamos, inicialmente, a teoria de Cp-semigrupos no estudo dos problemas de

Cauchy abstrato: homogéneo dZ—(tt) = Au(t); nao homogéneo dq;(tt) = Au(t) + f(t) e semilinear




dq;(tt) + Au(t) = f(t,u(t)). Especificamente, para o problema homogéneo, definimos o conceito de

solucdo e vimos que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(¢))¢>0 se, e somente se, 0
problema é bem posto num sentido apropriado. Para os problemas nao homogéneo e semilinear,
definimos os conceitos de solugoes fracas e classicas, vimos que toda solucao cldssica é uma solucao
fraca e estudamos um resultado em que impomos condig¢oes sobre f e sobre a condicao inicial para
que uma solucao fraca seja uma solucao classica. Finalizamos o capitulo com um breve estudo
sobre existéncia de solucao cldssica para o problema semilinear para o caso onde —A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico e f é localmente Holder-continua num sentido apropriado.

No Capitulo 3 desenvolvemos o estudo sobre a existéncia e unicidade de solugao para a equagao
diferencial abstrata do tipo neutro (5)-(6). Especificamente, iniciamos nosso estudo definindo os
conceitos de solugoes fraca e estrita para (5)-(6). Em seguida, supondo a existéncia de espagos de
Banach (W1, || - lw,) = (Z, || - llz) = (Wa, || - llws) = (X, [ - ||) tais que T(-) € L([0, a]; L(W2, Z))
e AT(-) € LY([0,a]; L(W1, Z)) e certas condicdes de Lipschitz sobre as fungdes F, G, ¢ e o (onde, por
simplicidade, supomos o = 01 = 02), mostramos, através do principio de contragdo de Banach, o
nosso primeiro resultado de existéncia e unicidade de solugao fraca para o problema (5)-(6) (Teorema
3.11). Assumindo agora que 0 € p(A); que (—A)? : D(—A)? ¢ X — X (0 < 3 < 1) é a poténcia j-
fraciondria de A; que X := D(—A)” (munido com a norma do grifico || = ||s=| (—A)’z ||) e certas
condi¢oes de Lipschitz sobre as funcoes F', G, ¢ e 0 em espacos da forma X5, mostramos mais alguns
resultados sobre existéncia de solucoes fracas e estritas para (5)-(6). Outro resultado importante
desse capitulo é a Proposicao 3.16 em que consideramos o caso o1(t,%) = t, para toda ¢ € By.
Supondo, resumidamente, que (7'(t))s>0 ¢ um semigrupo compacto, F' € C([0, a] x Uxp,; X3,), p €
C"([—p,0]; X3,) e T(-)(¢(0) +G(0,¢)) € C(]0,b]; Xp,) paral > B > B2 > B3>0, y1,72 € (0,1),
e usando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes, provamos nesta proposi¢ao a
existéncia de uma solugdo fraca u € C“([—p,b]; Xp,), onde o = min{yi,v2,1 + 3 — P2, B2 — 1},
para o problema (5)-(6). Neste capitulo apresentamos também alguns resultados de existéncia e
unicidade de solugoes Lipschitz para (5)-(6) e finalizamos apresentando alguns exemplos em que
aplicamos nossos resultados de exiténcia e unicidade de solugoes. E importante observar que os

resultados desse capitulo sao inéditos e serao submetidos para publicagao brevemente.
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