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Profa. Dra. Andréa Cristina Prokopczyk Arita

UNESP - São José do Rio Preto
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Resumo

Neste trabalho estudamos inicialmente algumas generalidades da teoria de semigrupos de

operadores lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente cont́ınuos e dos semigrupos

anaĺıticos. Em seguida, com base no estudo da teoria de semigupos, estudamos a existência e

unicidade de soluções fracas e estritas para equações diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (1)

u0 = ϕ ∈ C([−p, 0];X), (2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico de operadores

lineares limitados (T (t))t≥0 em um espaço de Banach (X, ‖ · ‖) e F (·), G(·) e σi(·), i=1,2, são

funções apropriadas. Finalizamos com algumas aplicações dos resultados obtidos para o problema

(1)-(2).

É importante observar que os resultados deste trabalho envolvendo o estudo do problema (1)-(2)

são inéditos e serão submetidos para publicação brevemente.

Palavras-chave: Equações Diferenciais do tipo Neutro. Equações Diferenciais com Retardo.

Retardo Dependendo do Estado.





Abstract

In this work we initially study some generalities of the semigroups theory, especially of the

strongly continuous semigroups and of the analytic semigroups. Next, we study the existence

and uniqueness of mild and strict solutions for abstract neutral differential equations with state

dependent delay of the form

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (3)

u0 = ϕ ∈ BX = C([−p, 0];X), (4)

where A : D(A) ⊂ X → X is the generator of an analytic semigroup of bounded linear operators

(T (t))t≥0 on a Banach space (X, ‖ · ‖) and F (·), G(·), σi(·), i = 1, 2, are suitable functions. We

finish with some applications of the results for the problem (3)-(4).

It is important to note that the results of this work involving the study of the problem (3)-(4)

are unpublished and will be submitted to publication soon.

Keywords: Neutral Differential Equations. Delay Differential Equations. State Dependent

Delay.
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Introdução

Neste trabalho de dissertação de mestrado temos um interesse especial no estudo da existência

e unicidade de soluções fracas e estritas para equações diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (5)

u0 = ϕ ∈ BX = C([−p, 0];X), (6)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico de operadores lineares

limitados (T (t))t≥0 sobre um espaço de Banach (X, ‖ · ‖), ut : [−p, 0] → X é a história do estado

no tempo t (ut(θ) = u(t+ θ) para θ ∈ [−p, 0]) e F (·), G(·), σi(·), i = 1, 2, são funções apropriadas.

A literatura sobre equações diferenciais abstratas do tipo neutro é extensa e considera diferentes

problemas sobre existência e propriedades qualitativas de soluções. Em particualar, muitos dos

modelos diferenciais do tipo neutro considerados podem ser representados na forma abstrata

d

dt
(u(t) + f(t, ut)) = Au(t) + g(t, ut, (ut)

′), t ∈ [0, a], (7)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B, (8)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear não limitado (usualmente, um operador quase

setorial), (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, B é o espaço das histórias, Ω ⊂ B é aberto, ut : J ⊂

(−∞, 0]→ X denota a história do estado no tempo t, (ut)
′ representa a derivada da função t 7→ ut

e f : [0, a]× Ω→ X, g : [0, a]× Ω× B → X são funções apropriadas.

Além disso, com relação a este tipo de equação, os trabalhos presentes na literatura matemática

são bem variados. Para o caso em que f ≡ 0, dentre alguns trabalhos relevantes citamos os livros

por Hale & Lunel [14], Wu [47] e Hino, Murakami & Naito [27], o clássico artigo por Travis & Webb



2

[42] e as referências nesses trabalhos. Para equações abstratas do tipo neutro citamos os trabalhos

pioneiros de Hale [15] e de Hernández e seus colaboradores [22, 24, 26].

É importante ressaltar que o sistema (7)-(8) não é apenas um problema abstrato. Equações

diferenciais abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) aparecem, por exemplo, em teorias

desenvolvidas pelos pesquisadores Gurtin & Pipkin [13] e Nunziato [34] para a descrição da condução

de calor em materiais com memória amortecida. Na teoria de condução de calor se supõe, de uma

maneira geral, que a energia e o fluxo de calor dependem linearmente da temperatura u(·) e do

gradiente ∇u(·). Nessas condições, a clássica equação do calor descreve de maneira satisfatória a

evolução da temperatura em diferentes tipos de materiais. No entanto, a situação é diferente em

materiais com memória amortecida. Nesse tipo de material, a energia interna do material e o fluxo

de calor são funcionais de u(·) o do gradiente de u(·), respectivamente. Um modelo amplamente

aceito para descrever o fluxo de calor em materiais com memória amortecida é o sistema diferencial

d

dt

[
c0u(t, x) +

∫ t

−∞
K1(t− s)u(s, x)ds

]
= c14u(t, x) +

∫ t

−∞
K2(t− s)4u(s, x)ds, (9)

u(t, y) = 0, t ≥ 0, y ∈ ∂Ω, (10)

onde (t, x) ∈ (−∞, a]×Ω, Ω ⊂ Rn é um aberto limitado e com fronteira regular, u(t, x) representa a

temperatura em x no tempo t, Ki : R→ R, i = 1, 2, são funções apropriadas e c0, c1 são constantes

positivas com significado f́ısico. Note que se supomos que a solução seja conhecida em (−∞, 0],

podemos transformar o sistema acima numa equação diferencial neutra do tipo (7)-(8).

Equações abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) também podem ser obtidas a partir de

algumas equações diferenciais ordinárias do tipo neutro que surgem na teoria de dinâmica de

populações, veja por exemplo [9, 10]. Se em [9, 10] considerarmos a tendência natural de grupos

biológicos migrarem de regiões de alta densidade populacional à áreas de menor densidade, podemos

obter equações neutras da forma

u′(t, ξ) = ∆u(t, ξ) + g(t, u(t, ξ), u′(t− r, ξ)),

as quais podem ser representadas na forma abstrata (7)-(8).

O estudo de sistemas do tipo neutro da forma (7)-(8) é recente e envolve dificuldades técnicas

importantes (especialmente nos casos em que o termo u′t aparece explicitamente). Por exemplo,



3

no caso em que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares (T (t))t≥0 é

natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um conceito de solução fraca

apropriado. Para esse tipo de problema a solução fraca é a solução da equação integral

u(t) = T (t)[ϕ(0) + f(0, ϕ)]− f(s, us)−
∫ t

0
AT (t− s)f(s, us)ds

+

∫ t

0
T (t− s)g(s, us, u

′
s)ds. (11)

Note que para o estudo da existência de soluções fracas via teoria de ponto fixo é necessário trabalhar

em espaços de funções continuamente diferenciáveis, o que é um problema dif́ıcil no contexto da

teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de C0-semigrupos que, em geral, a função

t 7→ AT (t−s) não está bem definida. Mais ainda, é interessante notar que t 7→ AT (t−s) é integrável

em [0, t) na topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presença

do termo
∫ t

0 AT (t−s)f(s, us)ds na fórmula (11) cria uma grande dificuldade, a qual está relacionada

com a integrabilidade da função s 7→ AT (t− s)f(s, us) em [0, t].

Por outro lado, equações diferenciais funcionais com retardo dependendo do estado têm sido

estudadas intensamente nas últimas décadas e a literatura relacionada a esse tipo de equações está

concentrada em problemas que podem ser descritos na forma

u′(t) = Au(t) + F (t, u(t), uσ(t,ut)), t ∈ [0, a], (12)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B = C([−r, 0];X), (13)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares,

(X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, F (t, u(t), uσ(t,ut)) é uma expressão envolvendo a condição inicial e

o estado, ut : [−r, 0]→ X denota a história de u(·) no tempo t ∈ [0, a] e σ(·) é uma função definida

em [0, a]× B e com valores em [0, a].

Equações diferenciais com retardo dependendo do estado aparecem em diversos problemas

aplicados e existe uma extensa lista de artigos publicados em revistas altamente conceituadas.

A literatura sobre equações diferenciais ordinárias com valores em espaços de dimensão finita

e com retardo dependendo do estado é extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre

outros . No entanto, são poucos os trabalhos (relevantes) sobre equações diferenciais parciais com

retardo dependendo do estado e sobre equações diferenciais abstratas (equações onde A é não

limitado) com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que têm limitado o
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desenvolvimento dessa parte da teoria está o fato que, em geral, a função u 7→ F (·, u(·), uσ(·,u·)),

onde F (·, u(·), uσ(·,u·))(t) = F (t, u(t), uσ(t,ut)), não é do tipo Lipschitz em espaços usuais, como o

espaço de funções cont́ınuas C([−r, b];X), o que implica, em muitos casos, que o problema (12)-

(13) não é bem posto. Em relação a isto, observe que mesmo no caso em que as funções F :

[0, a]×X ×B → X e σ : [0, a]×B → [0, a] sejam do tipo Lipschitz, uma estimativa usual do termo

‖ F (t, v(t), vσ(t,vt))− F (t, u(t), uσ(t,ut)) ‖ depende necessariamente de estimativas da forma

sup
θ∈[−r,0]

‖ u(σ(t, ut) + θ)− v(σ(t, vt) + θ) ‖,

onde os termos σ(t, ut) e σ(t, vt) podem não ter nenhuma relação entre si.

No caso de equações diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado e X

é um espaço de dimensão finita, o problema descrito acima pode ser contornado estudando o

problema em espaços de funções continuamente diferenciáveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma

estratégia se torna dif́ıcil quando estudamos equações diferenciais parciais ou no caso em que A não

é limitado. Essa dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador

não limitado seja, em grande parte, limitada a alguns modelos diferenciais onde F (·) é uma função

muito “particular”.

Para o estudo sobre equações diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0

em (5)-(6) nós citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Mais ainda, é importante citar os recentes artigos

por Hernández, Pierri & Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais

apresentam importantes avanços no bom desenvolvimento deste tipo de problema.

Neste trabalho de dissertação nós damos continuidade ao estudo desenvolvido em [25] sobre

existência e unicidade de soluções para equações diferenciais abstratas com retardo dependendo do

estado. Em [25] os autores estudam o problema abstrato u′(t) = Au(t) + F (t, uσ(t,ut)), u0 = ϕ.

Como já foi observado, este tipo de problema não é bem posto no espaço usual C([−p, 0];X), pois

aplicações como u → F (t, uσ(t,ut)) não são Lipschitz de C([−p, b];X) em C([0, b];X). No entanto,

quando as funções envolvidas são Lispchitz, estimativas da forma

‖ F (t, uσ(t,ut))− F (t, vσ(t,vt)) ‖

≤ LF (1 + [v]CLip([−p,b];X)[σ]CLip([0,b]×BX ;R)) ‖ u− v ‖C([−p,b];X), (14)

(onde LF é a constante de Lipschitz de F (·)) são posśıveis. Usando estimativas deste tipo e o

prinćıpio de contração, em [25] os autores provam alguns resultados sobre existência e unicidade
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para o problema (5)-(6) com G = 0, bem como resultados para que este problema seja bem posto.

Os resultados em [25] são provados trabalhando sobre espaços de funções Lipschitz e de classe C1,

o que é uma abordagem não trivial na teoria de equações diferenciais abstratas. No nosso estudo

usamos algumas das ideias em [25] para abordar o problema diferencial abstrato do tipo neutro

com retardo dependendo do estado (5)-(6), obtendo nossos resultados ao trabalhar em espaços de

funções Lipschitz. Além desta dificuldade, tivemos que lidar com o fato que funções da forma

s 7→ AT (t− s)G(s, uσ1(s,us)) não são, em geral, integráveis se A é um operador não limitado.

É claro que, para o estudo descrito acima é necessário um conhecimento razoável da teoria de

semigrupos de operadres lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente cont́ınuos e

anaĺıticos, bem como suas aplicações em equações diferenciais abstratas. Dessa forma, este trabalho

foi iniciado com o estudo da teoria de semigrupos e posteriormente abordamos o estudo sobre a

existência e unicidade de soluções para o problema abstrato (5)-(6).

Para expor o desenvolvimento do nosso estudo dividimos este trabalho em 3 caṕıtulos. A seguir

descrevemos, brevemente, esses caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1 apresentamos parte do estudo realizado sobre a teoria de semigrupos. Nesse

caṕıtulo introduzimos o conceito de semigrupos de operadores lineares limitados em espaços de

Banach e estudamos algumas generalidades dos semigrupos fortemente cont́ınuos (C0-semigrupos)

e dos semigrupos anaĺıticos. Em particular, estudamos o conceito e algumas propriedades dos

C0-semigrupos compactos, os quais são importantes em muitas aplicações e também para os nossos

estudos sobre equações diferenciais neutras. Além disso, inclúımos brevemente a definição e alguns

resultados importantes dos C0-semigrupos diferenciáveis e apresentamos uma classe de operadores

lineares que são geradores infinitesimais de C0-semigrupos. Dentre os principais resultados sobre

os semigrupos anaĺıticos, destacamos os conceitos de extensão de C0-semigrupos a semigrupos

anaĺıticos e geração de semigrupos anaĺıticos por operadores lineares setoriais. Além disso,

considerando um operador A tal que −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico,

definimos as potências fracionárias de A e estudamos algumas de suas propriedades. Finalizamos

esse caṕıtulo definindo e estudando os espaços DA(α,∞), 0 < α < 1, chamados de espaços

intermediários entre D(A) e X, onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico.

No Caṕıtulo 2 aplicamos, inicialmente, a teoria de C0-semigrupos no estudo dos problemas de

Cauchy abstrato: homogêneo du(t)
dt = Au(t); não homogêneo du(t)

dt = Au(t) + f(t) e semilinear
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du(t)
dt + Au(t) = f(t, u(t)). Especificamente, para o problema homogêneo, definimos o conceito de

solução e vimos que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 se, e somente se, o

problema é bem posto num sentido apropriado. Para os problemas não homogêneo e semilinear,

definimos os conceitos de soluções fracas e clássicas, vimos que toda solução clássica é uma solução

fraca e estudamos um resultado em que impomos condições sobre f e sobre a condição inicial para

que uma solução fraca seja uma solução clássica. Finalizamos o caṕıtulo com um breve estudo

sobre existência de solução clássica para o problema semilinear para o caso onde −A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico e f é localmente Hölder-cont́ınua num sentido apropriado.

No Caṕıtulo 3 desenvolvemos o estudo sobre a existência e unicidade de solução para a equação

diferencial abstrata do tipo neutro (5)-(6). Especificamente, iniciamos nosso estudo definindo os

conceitos de soluções fraca e estrita para (5)-(6). Em seguida, supondo a existência de espaços de

Banach (W1, ‖ · ‖W1) ↪→ (Z, ‖ · ‖Z) ↪→ (W2, ‖ · ‖W2) ↪→ (X, ‖ · ‖) tais que T (·) ∈ L1([0, a];L(W2, Z))

e AT (·) ∈ L1([0, a];L(W1, Z)) e certas condições de Lipschitz sobre as funções F , G, ϕ e σ (onde, por

simplicidade, supomos σ = σ1 = σ2), mostramos, através do prinćıpio de contração de Banach, o

nosso primeiro resultado de existência e unicidade de solução fraca para o problema (5)-(6) (Teorema

3.11). Assumindo agora que 0 ∈ ρ(A); que (−A)β : D(−A)β ⊂ X → X (0 ≤ β ≤ 1) é a potência β-

fracionária de A; que Xβ := D(−A)β (munido com a norma do gráfico ‖ x ‖β=‖ (−A)βx ‖) e certas

condições de Lipschitz sobre as funções F , G, ϕ e σ em espaços da forma Xβ, mostramos mais alguns

resultados sobre existência de soluções fracas e estritas para (5)-(6). Outro resultado importante

desse caṕıtulo é a Proposição 3.16 em que consideramos o caso σ1(t, ψ) = t, para toda ψ ∈ BZ .

Supondo, resumidamente, que (T (t))t≥0 é um semigrupo compacto, F ∈ C([0, a]× UXβ2 ;Xβ3), ϕ ∈

Cγ1([−p, 0];Xβ2) e T (·)(ϕ(0)+G(0, ϕ)) ∈ Cγ2([0, b];Xβ2) para 1 ≥ β1 > β2 ≥ β3 ≥ 0, γ1, γ2 ∈ (0, 1),

e usando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes, provamos nesta proposição a

existência de uma solução fraca u ∈ Cα([−p, b];Xβ2), onde α = min{γ1, γ2, 1 + β3 − β2, β2 − β1},

para o problema (5)-(6). Neste caṕıtulo apresentamos também alguns resultados de existência e

unicidade de soluções Lipschitz para (5)-(6) e finalizamos apresentando alguns exemplos em que

aplicamos nossos resultados de exitência e unicidade de soluções. É importante observar que os

resultados desse caṕıtulo são inéditos e serão submetidos para publicação brevemente.
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[1] Adimy, M., Khalil, E. A class of linear partial neutral functional differential equations

with nondense domain. J. Differential Equations 147 (1998) 2, 285-332.

[2] Aiello, W. G., Freedman, H. I., Wu, J. Analysis of a model representing stage-structured

population growth with state-dependent time delay. SIAM J. Appl. Math. 52 (1992), no.

3, 855-869.

[3] Andrade, F. G. Controlabilidade para sistemas de equações diferenciais. Dissertação de

Mestrado- IBILCE/UNESP, São José do Rio Preto. 2014.
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