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Resumo

Métodos de Runge-Kutta para problemas de controle 6timo continuo
sao estudados seguindo os trabalhos de Hager [11], [15] e [17]. O problema de
controle 6timo é discretizado transformando-se num problema de programacao
matematica. Um estudo sobre as condigoes necessarias de otimalidade para a
solugao do problema e conexoes com o problema adjunto é realizado para obtencao
das condigoes de ordem na discretizagao.

Estuda-se também a convergéncia da solugao do problema discretizado
para a solugao 6tima do problema continuo (ver Hager [17]). Nesta andlise Hager
obtém uma cota para o erro entre a solugao numeérica e a solucao continua o qual
depende do tamanho do passo. Por fim, o trabalho apresenta alguns exemplos

com o intuito de ilustrar a teoria apresentada.

Palavras-chave: = métodos de Runge-Kutta, controle o6timo continuo,

programagcao matematica, analise de erro.
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Abstract

Runge-Kutta methods for continuous optimal control problems are
studied following the papers of Hager [11], [15] and [17]. The control problem
is discretized and transformed into a mathematical programming problem. A
study about necessary conditions of optimality for the solution of the problem
and connections with an adjoint problem are done to provide order conditions for
the method of discretization.

It is also studied the convergence of the optimal solution of the
discrete problem for the solution of the continuous time control problem (see
Hager [17]). In this convergence analysis Hager obtains an error bound
comparing the numerical and the continuous solution. The error bound is
dependent of the size of the step of the method. Finally, some examples are

presented aiming at illustrating the discussed theory.

Keywords: Runge-Kutta methods, continuous optimal control, mathematical

programming, analysis of error.
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Introducao

O estudo de problemas de controle 6timo comecou por volta de 1956 por
Pontryagin, Bellman, Boltyanskii entre outros. A solucao destes problemas
proporcionou grande avancgo em diversas areas, como engenharia, biologia, ciéncias
economicas (ver [4], [18], [24] e [26] por exemplo).

Problemas de controle étimo continuo sao encontrados em [12], [21], [22] e
[23]. Estes problemas podem ser de dificil solugao e neste trabalho mostramos que
uma solucao aproximada pode ser obtida por meio da discretizacao do
problema. Realizamos a discretizacao utilizando o método de Runge-Kutta para
problemas de controle 6timo. Este método difere do método de Runge-Kutta para
equacoes diferenciais ordinarias, e uma hipdsete fundamental para a obtencao
das condicoes de ordem na discretizacao de Runge-Kutta para problemas de
controle 6timo sao os coeficientes b;, 1 < i < s, positivos. Outras duas hipoteses
necessarias para a obtencao das condicoes de ordem na discretizacao para
problemas de controle 6timo sao: Suavidade e Coercividade. Estudamos cada
uma destas duas hipdteses posteriormente.

Assim, com o problema discretizado temos um novo problema a
ser resolvido, isto é, um problema de programacao matematica. No Capitulo
3 mostramos o teorema que garante a convergéncia da solugao do problema
discretizado para a solu¢do 6tima do problema continuo conforme [17]. Neste
capitulo também estabelecemos uma cota para o erro entre a solucao discreta e
a soluc@o 6tima continua o qual depende do tamanho do passo (ver [17]).

Para facilitar o entendimento deste trabalho fizemos dois apéndices. No
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primeiro abordamos problemas de controle 6timo continuo. Apresentamos o
Teorema de Pontryagin (ver [21], [22]) e um exemplo. Para o segundo apéndice,
apresentamos o problema de controle 6timo discreto e enunciamos o Teorema de
Bellman, a qual pode ser encontrado em [7]. Os capitulos estao organizados da
seguinte maneira.

No Capitulo 1 apresentamos varias definigoes, teoremas e conceitos que
sao utilizados no decorrer do trabalho. Dentre os conceitos mais importantes,
expomos o conceito sobre fungoes mensuraveis, discretizacao de equacgoes
diferenciais, teoria dos multiplicadores de Lagrange e por fim, o Teorema da
Fungao Implicita, da Funcao Inversa, e o Teorema do Ponto Fixo. Estes resulta-
dos nao foram apresentados de forma rigorosa e um estudo mais completo pode ser
obtido nas seguintes referéncias: [3], [5], [12], [19], [20] e [25].

O Capitulo 2 é o mais extenso do trabalho. Neste foi realizada uma
abordagem do problema no caso continuo e discreto para que pudéssemos
realizar a analise de erro no Capitulo 3. Primeiramente apresentamos o problema
de controle 6timo continuo e em seguida fizemos a discretizacao do problema
utilizando o método de Runge-Kutta. Entao obtemos as condig¢oes necessarias de
otimalidade para a solucao do problema discretizado de duas formas utilizando a
teoria dos multiplicadores de Lagrange.

Neste capitulo também estabelecemos as Propriedades de Unicidade do
Estado, Controle e Co-estado segundo [17] além de algumas equivaléncias de
equacoes. Precisamente mostramos a equivaléncia entre duas equacoes do
sistema original e adjunto (ou co-estado). Para finalizar o capitulo mostramos as
condicoes de ordem na discretizacao de Runge-Kutta para problemas de controle
6timo. Na obtencao destas condigoes usamos as duas formas que representam as
condicoes necessarias de otimalidade e o sistema adjunto transformado.

No Capitulo 3 fizemos o estudo da andlise de erro. Ele foi dividido em
duas secoes onde na primeira mostramos alguns resultados a serem utilizados na

demonstracao do Teorema Principal, teorema este que nos mostra a convergéncia
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da solugao do problema discretizado para a solugao 6tima do problema continuo.
Estes resultados podem ser obtidos em [11] e [15], e para uma abordagem mais
completa, devemos estudar [8], [9], [10], [14] e [16]. Na segunda segao, basica-
mente, demonstramos o Teorema Principal seguindo a idéia de [17].

No dltimo capitulo desta dissertacao resolvemos alguns exemplos
para enfatizar a teoria apresentada nos capitulos anteriores. Os problemas
estudados possuem funcional quadratico e estao sujeitos a um sistema dinamico
linear com uma condigao inicial. Problemas com estas caracteristicas podem
ser encontrados por exemplo em [21] e [22]. Para a solucao destes problemas,
primeiramente vamos discretizé-los usando um método de Runge-Kutta (ver [6]),

e em seguida usamos o Programa Duali (ver [1] e [2]).



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

O trabalho a ser apresentado nos capitulos posteriores exige o conhecimento de
alguns conceitos. Estes conceitos serao importantes para o entendimento do
trabalho e assim fazemos uma rapida abordagem das definicoes e resultados uti-
lizados. Apresentamos as definicbes consideradas essenciais e o enunciado dos
teoremas cujas demonstragoes podem ser facilmente encontradas na literatura.
Alguns dos livros usados neste capitulo sao [3], [5], [20] e [25]. A ordem em
que as defini¢oes e resultados foram inseridos no texto seguem de acordo com a
evolucao do trabalho. Primeiramente vamos expor o conceito relacionado com

fungoes. Assim, seguem as defini¢oes de espago e fungoes mensuraveis.

Definicao 1.1. Dizemos que uma colecao G de subconjuntos de um conjunto X

¢ uma topologia em X se G possui as sequintes propriedades:
i)leGeXeg;
ii) SeV; € G parai=1,2,...,n, entio ViNVonN...NV, €G;

iii) Se {V,} € uma colecao arbitrdria de membros de G (finita, enumerdvel ou

nao-enumerdvel), entao |J,V, € G.

Definicao 1.2. Se G ¢ uma topologia em X, entio X é chamado de espaco

topoldgico.
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Definicao 1.3. Dizemos que uma colecao M de subconjuntos de um conjunto X

é uma o-algebra em X se M possui as sequintes propriedades:
i) X e M;
it) Se A € M, entio A° € M, onde A° € o complemento de A relativo a X;

iwi) Se A=~ An, e se A, € M paran=1,2,..., entao A € M.
Um exemplo de o-algebra é o conjunto das partes de um conjunto A.

Definicao 1.4. Se M ¢ uma o-dlgebra em X, entao X € chamado um espaco

mensurdvel, e os membros de M sao chamados de conjuntos mensurdveis em X.

Definicao 1.5. Se X ¢é um espaco mensurdvel, Y € um espago topoldgico, e
f € uma transformagio de X a'Y, entao f € funcio mensurdvel se f~1(V) é um

conjunto mensurdvel em X para todo conjunto aberto V em Y.

Definicao 1.6. Uma medida p é uma func¢dao definida sobre a o-dlgebra M e

cuja imagem pertence a [0,00] tal que satisfaz as sequintes propriedades:

1) (@) =0;
ii) p(A) > 0 para todo A € M;

ii1) Se Ay, Ag, ... € uma seqiiéncia disjunta de conjuntos em M, entdo

Definicao 1.7. Dizemos que uma funcao f € somdvel se f € mensurdvel, nao

negativa e se [ fdu < oo.

Defini¢ao 1.8. (Espagos L?)
Seja X um espaco de medida com medida positiva p e seja 1 < p < o0.

Definimos LP(X,du) como sendo a sequinte classe de fungoes mensurdveis:

LP(X,du) ={f: X — C tal que f é mensurdvel e | f [P € somdvel }.
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Defini¢ao 1.9. (Norma de funcoes de classe LP)

Para cada funcao f € LP(X) definimos a norma por

0= ([ 15 u(dfv))l/p-

Defini¢ao 1.10. (Espagos L™®)
O conjunto L* denota o espago usual de fun¢oes mensurdveis a Lebesgue

que sao essencialmente limitadas, ou seja,

L>*(X): = {f: X — C tal que f € mensurdvel e existe uma constante

k tal que |f(z)| < k para quase todo x € X}.

Defini¢ao 1.11. (Norma de fungoes de classe L*)

Para cada funcao f € L>®(X) definimos a norma por

| f o= inf{K :| f(x) | < K para quase todo x € X}.

Antes de definirmos os espagos WP vamos introduzir alguns conceitos
necessarios para esta definicao. Note que, a partir deste momento, X C IR".
1

Uma distribui¢ao 7' é um funcional linear continuo em D(X)!, isto é,

para T : D(X) — C tal que f, f1, fo € D(X) e g € C, temos

T(fi+fo) =T(fi) +T(f2) e T(Bf)=BT(f)

Seja T em D'(X), o espaco dual de D(X), e seja ay, ag, . .., ay, inteiros
nao negativos. Definimos a distribuicao (0/0z1)** ... (9/0xy,)*™ T, denotada por

DT, para cada f € D(X), como

(D°T)(f) = (=) T(D*f),

onde

m
lal = a
i=1

ID(X) representa o espago das fungoes teste, ver [19] p. 128.
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olel f

= (e5] (%) :
Oxlt 0x5?...0xom

Doy

Definigao 1.12. (Espagos W™?)
Definimos o conjunto W™P, 1 <p < o0, da sequinte maneira:
Wme(X) = {f: X —C tal que f e D*f estio em LP(X)
para 1 <|a| < m}.
Assim, o conjunto W™P denota o espago de Sobolev consistindo das fungoes

vetoriais cuja a-ésima derivada pertence a LP para todo 0 < |a| < m.

Agora apresentamos outros dois conceitos: conjuntos convexos e

fechados.

Definicao 1.13. Dizemos que um conjunto X C IR™ é convexo se possui a

sequinte propriedade geométrica. Para qualquer x,y € X e 0 <t <1, o ponto
z=0—-t)z+ty

também pertence a X. Como t percorre o intervalo [0,1], podemos visualizar z

como um segmento de reta que liga x ay em R".

Definicao 1.14. Dado x € IR" e r > 0, definimos a bola fechada de centro x e

Taio0 T por
By(z) ={ye R":[|y —z[|<r}.

Definicao 1.15. Um conjunto X C IR"™ € aberto se para todo ponto p € X existe
r >0 tal que B.(p) C X.

Definicao 1.16. Um conjunto X C IR™ é chamado fechado se o seu

complementar IR™ — X for um conjunto aberto.

O IR™ é fechado e aberto. Para visualizarmos tal afirmacgao, basta

notarmos que o conjunto vazio pode ser tomado como aberto ou fechado.
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Discretizacao de Equacoes Diferenciais

Neste momento apresentamos uma nocao sobre a discretizacao de
equacgoes diferenciais usando a classe de métodos de Runge-Kutta explicito.
Consideramos o vetor x;_; como uma aproximagao para o vetor x(ty_;), onde

x satisfaz o sistema de equagoes diferenciais

e a aproximagao xy de x(tx) é obtida calculando, para i =1,2,...,s,
Fi = f(y:), (1.1)
onde y1, 4o, . .., ys sao dados por
Yi = Tp—1 +hzaiij, (1.2)
j<i

e assim calculamos

Tp = Tp_1+ th]F’]

j=1
Segue de (1.1) que Fi, Fy, ..., F; sdo aproximagoes para z'(t) em um
tempo t. Os valores yi,ys, . . ., ys dados por (1.2) representam aproximagdes para

os valores de z(t) em um determinado tempo t. O inteiro s é o numero de
estagios do método e os numeros ag;, asi, ass, . .., as s—1, 01, ..., bs sao constantes
que caracterizam a forma de um método de Runge-Kutta.

Os coeficientes do método de Runge-Kutta podem ser escritos na forma
matricial. Nesta forma, os nimeros ¢y, ¢s, ..., cs sao definidos por ¢; = ijl g
para i = 1,2,...,s. A forma matricial geral para métodos de Runge-Kutta é

visualizada como
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¢ |air G2 ... Qig
Co | Q21 Q22 ... Qg
Cs | Qs1  Gs2 ... Usgs

by by ... b

A titulo de ilustracao de um método de Runge-Kutta na forma matricial,
tomamos um método particular de quarta ordem com quatro estdgios. Assim, a

forma matricial do método é dada por

0 0 0 0 0
1/211/2 0 0 0
/2] 0 1/2 0 0 (1.3)
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

A seguir estabelecemos o seguinte teorema (ver [5], p. 177). Este resul-

tado nos auxilia na demonstracao do Teorema 2.1.

Teorema 1.1. Para um método de Runge-Kutta de quarta ordem com quatro

estagios, temos cy =1 e
D biay = b;(1 =),
para j =2,3 e 4.

A definicao de norma para espaco discreto é analogo ao espago continuo.
Em particular, para uma seqiiéncia zg, z1, . . ., 2y cujo i-ésimo elemento é um vetor

z; € IR™, as normas discretas LP e L™ sao as seguintes:

N 5
= = (Zhw) |
7=0
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| 2 ||lLe= sup |zl
0<i<N

A Teoria dos Multiplicadores de Lagrange

Apresentamos um dos pontos principais deste capitulo: a teoria dos mul-
tiplicadores de Lagrange. Esta teoria nos ajuda tanto na obtencao da solugao
do problema de controle étimo continuo quanto discreto (ver [3] e [17]). Aqui,
fazemos uma abordagem resumida desta teoria mostrando o teorema de
Lagrange que fornece condigoes necessarias de otimalidade para um problema
de programacao nao linear.

Consideramos o problema com restricoes de igualdade da forma

minimizar f(x) (1.4)
sujeito a Fi(x) =0, i=1,...,m,
onde f : R" — IR, F; : R" — IR, 1 = 1,...,m, sao fungoes continuamente

diferenciaveis.

A solugao étima do problema (1.4) satisfaz a seguinte condi¢ao necesséria.

Teorema 1.2. Seja x* um minimo local de (1.4), e suponha que 0s funcionais

F,,i=1,...,m, sdo continuamente diferencidveis em uma vizinhanc¢a de x*, e
V Fi(z"),...,V F,(z*) sao linearmente independentes. Entdo existem nimeros
A, ...y Am, nao todos nulos, tais que

V(") + f: ANV Ei(z") = 0.
i=1
Os numeros Ay, ..., A\ sao chamados multiplicadores de Lagrange.
Definimos a funcao Lagrangiana £ : IR"*™ — IR por
L) = f2)+ 3 N Fla).
i=1

Entao, considerando as hipdteses do Teorema 1.2 juntamente com a equacao

F(2*) = 0, podemos escrever as condigoes de otimalidade como

10
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V. L(z", ) =0, V)L(z",\) =0,
que representam as condigoes de Lagrange.

Depois de apresentado uma série de resultados que serao utilizados
posteriormente, neste momento vamos abordar especificamente alguns resulta-
dos a serem utilizados no Capitulo 3. Comecemos com a definicao de funcao

Lipschitziana.

Definicao 1.17. Dado X C IR™, uma aplicacao f : X — IR" diz-se Lipschitziana

se existir uma constante k > 0 tal que
[ f@)—fWlI<klle—yl, VaoyeX
Notemos que toda aplicacao Lipschitziana é uma aplicacao continua.

Definicao 1.18. Se f : IRP — IRP € r vezes continuamente diferencidvel

(f €C"), f ébijetora e f~1 € C", entao dizemos que f é um CT-difeomorfismo.

Teorema 1.3 (Funcao Implicita). Seja X < R"™P, X aberto, e

f:X — IRP € C". Se em um ponto (xg,yo) € X a matriz

O f;
a <x07 yO)
Y i,j€{1,2,....,p}

for inversivel, entao existem conjuntos abertos V. C IR™ e W C IRP tais que

VxWcX e h:V-We(lC",
satisfazendo h(xzg) = yo €

f(:l,’, h(*r)) = f(‘anyO)v VzeV

Teorema 1.4 (Fungao Inversa). Seja X C IR" aberto e f : X — IR" € C7,
r>1. Sexy € X € tal que a derivada da funcao f em xq for inversivel, entao

existe V. C X aberto tal que zo € V e

fiy : V= f(V) €éum C7 difeomorfismo.

11
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Definicao 1.19. Um espaco métrico é um conjunto X no qual a métrica d é

definida satisfazendo as sequintes propriedades:

a) 0 <d(z,y) < oo para todo z,y € X;
b) d(z,y) =0 se e somente se v =y;
¢) d(z,y)
)

d) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo z,y,z € X.

d(y,x) para todo x,y € X;

Teorema 1.5 (Ponto Fixo). Seja (X,d) um espago métrico completo®
e g: X — X Lipschitziana com 0 < k < 1. Entao existe um unico ponto

fizxo para g, isto €, existe um unico ponto v € X tal que g(x) = x.

Definigao 1.20. Seja z : IR — IR e z € C?. Definimos série de Taylor para a

fungao z(t) em torno de t = ty, com resto na forma integral, como
!/ ]' N/
2(ter1) = z(tg) +h2'(ty) + 3 h= 2" (tg) + ...

/ S (9 — 290 )

123

(1.5)

I 1
+ =R 20 () 4 ———
j! (&) (j—1)!

Nesta definicao fizemos a expansao de Taylor de ordem j—1, e somamos

|
¢ subtraimos o termo — h’ 20) ().
J!

2Toda seqiiéncia de Cauchy é convergente em X.

12
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O Problema de Controle Otimo
Continuo, sua Discretizacao e

Estudo do Problema

Neste capitulo estudamos relagoes entre o problema de controle étimo continuo
e discreto, com uma énfase maior no estudo do problema discreto. Realizamos
também uma abordagem para a obtencao das condigoes de ordem na discretizagao

usando o método de Runge-Kutta.

2.1 O Problema de Controle Otimo Continuo

Os problemas de controle 6timo podem ser formulados de diversas maneiras. Uma
delas seria o problema com um funcional a ser minimizado com tempo, condicoes
iniciais e finais fixados. Em outra, podemos fornecer somente as condic¢oes iniciais
e finais, deixando assim o tempo livre. Em alguns problemas, podemos ter como
condicao final uma funcao a ser alcancada. Podemos pensar ainda no problema
em que temos apenas a condicao inicial e tempo fixados. Desta forma, temos as
mais variadas situagoes de problemas de controle 6timo continuo a ser estudado.

Muitos destes problemas podem ser resolvidos usando o Teorema do Principio do

13
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Maximo de Pontryagin, dado no Apéndice A.

Neste secao, vamos abordar a classe de problemas de controle 6timo
continuo em que temos um funcional a ser minimizado sujeito a uma equacao
diferencial com condicao inicial e tempo fixados. Mais precisamente, temos o

seguinte problema a ser analisado:
minimizar C(z(1)) (2.1)

sujeito a  2'(t) = f(x(t), u(t)),
2(0) =a, z€ W™, ue L™,

onde z(t) € IR", u(t) € U para quase todo t € [0, 1], U = IR™ fechado e convexo,
f:R"x R™ — IR" e C': IR™ — IR. Notemos que x € Wh* e assim, f € L™,
A forma do funcional C(z(1)) é a forma dada por Mayer. Esta forma

pode ser substituida por

/0 fol(t), u(t)) dt

que ¢é a forma dada por Lagrange, ou ainda por

/0 fol(t), u(t)) dt + C((1)),

a qual representa a forma do funcional dado por Bolza. E interessante notar que
todas estas formas sao equivalentes no sentido em que elas podem ser transfor-
madas uma nas outras conforme [7], p. 115.

Como citado anteriormente, o problema (2.1) representa uma classe de
problemas de controle 6timo continuo. Uma questao que aparece é que este
problema pode ser de dificil resolu¢ao ou nem sempre ser resolvido usando, por
exemplo, o Teorema de Pontryagin (ver [23], por exemplo). Assim, devemos
conseguir uma outra maneira de abordar este tipo de problema de controle 6timo.
Uma vez que a solugao exata nem sempre pode ser obtida, o mais conveniente
seria procurar uma solucao aproximada para o problema. Seguimos esta idéia

usando os artigos [11], [15] e [17].
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Capitulo 2. O Problema de Controle Otimo Continuo

Olhando para o Apéndice A, as condic¢oes de otimalidade para o problema

continuo podem ser reescritas como

() = =Va H(x(t), $(1), u(t)), (1) = VC(x(1)), (2.2)
Vu H(z(t), u(t), (1)) = 0,

para todo ¢ € [0, 1].

A funcao Hamiltoniana neste caso é definida por

H(x(t), (), u(t)) = o(t) f(x(t), u(t), $(t) € R". (2.3)

Na obtencao deste resultado é usada a hipdtese conhecida como
Suavidade. Esta hip6tese nos fornece a regularidade da funcao f! e da solucao do
problema no sentido delas serem fungoes suaves, nao possuirem descontinuidades;
mais precisamente, f e a solucao sao fungoes ‘bem comportadas’. Uma outra
caracteristica desta hipotese é que ela nos fornece a existéncia dos multiplicadores

de Lagrange (ver [12], p. 78).

Suavidade: Para algum inteiro k > 2, o problema (2.1) tem uma solugao
local (z*,u*) que pertence a W™ x W+r~h<  Existe um conjunto aberto
QC R*"x R™ep > 0 tal que B,(z*(t),u*(t)) C Q para todo t € [0,1], as
primeiras « derivadas de f sao Lipschitzianas em (), e as xk primeiras derivadas

de C sao Lipschitzianas em B,(z*(1)).

Uma vez que a solu¢do de (2.1) ndo é obtida facilmente, devemos
procurar uma solucao aproximada. Esta solucao aproximada é obtida fazendo

a discretizacao do problema (2.1) usando um método numérico.

LA funcdo f rege o sistema dindmico.
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Capitulo 2. A Discretizacao do Problema

2.2 A Discretizacao do Problema

Métodos numéricos surgiram com a necessidade de resolver equagoes diferenciais
ordindrias, uma vez que as integrais podiam ser de dificil solugao. Neste trabalho
usamos a discretizacao dada por Runge-Kutta, método de facil implementacao e
assim muito conveniente depois do grande avanco dos computadores.

O método de Runge-Kutta foi originalmente proposto por Runge em 1895
e as primeiras contribuigoes foram feitas por Heun (1900) e Kutta (1901). Este
método estende a idéia do método de Euler que representa a aproximacao da
integral de uma funcao por um quadrado?. No caso do método de Runge-Kutta
de segunda ordem com dois estagios, a aproximagao da area desta funcao seria
dada por um trapézio e a medida que particionamos o intervalo em que a funcao
estd definida, a precisao do calculo da area também aumenta como pode ser
observado em seus respectivos métodos dado em [6]. Sendo assim, percebemos
que a medida em que a ordem e estagio do método aumenta, a precisao da
aproximacao da area da funcao que estd sendo discretizada também aumenta
(novamente estamos supondo que este raciocinio é aplicado a cada partigdo do
intervalo e assim, quanto menor o tamanho da parti¢ao, melhor a aproximagao).
Observamos que métodos com ordens e estdagios muito altos sao complexos de
obté-los e exigem grande esfor¢o computacional segundo [5], p. 129.

A teoria encontrada na literatura para problemas de controle 6timo
garante que os resultados valham para até quatro estagios e quarta ordem, apesar
de ser possivel estendé-los para ordem e estdgios maiores conforme [17]. Neste
momento é importante notar que a ordem de convergéncia difere de equagoes
diferenciais para problemas de controle 6timo, fato que sera discutido posterior-
mente na Secgao 2.6.

Antes de iniciarmos a discretizacdo do problema de controle 6timo

2Estamos supondo a particio do intervalo em que a funcio estd definida, e assim a precisdo

do célculo da area aumenta.
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Capitulo 2. A Discretizacao do Problema

continuo, mostramos uma segunda hipdtese que é necessaria no decorrer do tra-
balho. Ela também é importante na analise do problema, mais precisamente na
analise de erro que representa um dos pontos principais deste trabalho. Esta
hipotese é chamada de Coercividade e nos fornece dependéncia Lipschitizana da

solugdo conforme as referéncias [8], [9] e [14].
Coercividade: Existe uma constante a > 0 tal que
B(x,u) > allul|3. para todo (z,u) € M,
onde

M = {(z,u):x e W2 ve L? 2 = Az + Bu, z(0) =0,
u(t) € U — U para quase todo t € [0,1]}.

A forma B dada na condicao de Coercividade acima é definida por

B == (2"(1)Va(l) + (z,Qz) + (u, Ru) + 2(z, Su))

N | =

onde (.,.) denota o produto interno usual em L? e as matrizes V,Q,R e S
sao dadas por
V=VC(z"(1), Qt) = Vae H(w(t)),
R(t) = Vi, Hw*(t)) e S(t) = Vuu H(w* (1)),

para w* = (x*,1* u*). As matrizes A(t) e B(t) sdo definidas por
A(t) = Vo f(z7(t),u"(t)), e B(t) = Vy f(z*(t), u"(t)).

Apresentado as hipdteses de Suavidade e Coercividade, estamos aptos a
discretizar o problema de controle 6timo continuo e conseqiientemente partir para
a busca de condigoes necessarias de otimalidade. Como exposto anteriormente,
a discretizagao serd feita usando um método de Runge-Kutta explicito. Assim,
a forma discreta para a equacao diferencial dada em (2.1) usando um método

de discretizacao de Runge-Kutta com s estdgios, coeficientes a;; e b;, e com

h=1/N para N € IN, é
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Capitulo 2. A Discretizacao do Problema

S
), = Z bi f(Yis uki), (2.4)
i=1
onde
S
yi:xk+hzaijf<yjaukj)a i=1,...s. (2.5)
j=1
No método de discretizacao de Runge-Kutta apresentado, note que cada
y; depende de k para 0 < k < N —1. Logo, poderiamos substituir y; por yx; para
0 <k < N —1, mas vamos seguir a literatura usual em andlise numérica.
Nas equacgoes acima y; e uy; representam as variaveis intermediarias de
estado e de controle no intervalo de tempo [tg,txy1]. O valor de zy, representa a
aproximacao para x(t;), onde ty = kh, e zj, representa a diferenga dividida dada

por

Tpr1 — Tk

h

Como as equagoes (2.4) e (2.5) representam a discretizagao da equagao

/
l’k:

diferencial do problema de controle 6timo continuo (2.1), segue que o problema

de controle 6timo discreto é

minimizar C(zy) (2.6)

s
sujeito a x;g = Z bz f(yza uki)a Zo = a,
=1

i =xk+hya fly ),

j=1
parauy €U, 1<i<s, 0<kE<N-1.

O funcional do problema discretizado estd na forma de Mayer, e as-
sim nao foi preciso fazer a discretizagao. Se o funcional estivesse na forma

de Bolza ou Lagrange, poderiamos equivalentemente transforma-lo na forma de
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Capitulo 2. Condigoes Necessarias de Otimalidade

Mayer, ou entao discretizarmos o funcional da mesma forma que é feito a dis-
cretizagao para equacoes diferenciais. No Capitulo 4, onde fazemos algumas ilus-
tragoes numéricas, a discretizacao do funcional nos exemplos apresentados estao

de acordo com a discretizacao de equagoes diferenciais.

2.3 Condicoes Necessarias de Otimalidade

Nesta secao vamos obter as condig¢oes necessarias de otimalidade para o problema
(2.6) de duas maneiras. Na primeira, obtemos as condigoes necessarias usando
apenas um multiplicador de Lagrange para o problema. Na segunda, obtemos as
condicoes necessarias de otimalidade usando um multiplicador de Lagrange para

a equacao (2.4) e outro multiplicador para a equagao (2.5).

2.3.1 Obtencao das Condicoes Necessarias de Otimalidade
do Problema (2.6) Usando um Multiplicador de
Lagrange

O problema (2.6) pode ser resolvido usando a teoria dos multiplicadores de

Lagrange. No Capitulo 4, fazemos uma outra abordagem do problema (2.6).

Neste, os exemplos ilustrativos sdo formas particulares do problema (2.6) e serdo

resolvidos usando programacao dinamica, a qual nao é necessario diferenciabili-

dade da fungao f com relagao ao estado (ver [7], p. 217).

Voltando nossa atencao para a solugao de (2.6), definimos primeiramente

a funcao f": R" x IR*™ — IR™ por
fi(ww) = b flyie, ), ).
i=1
A forma f" pode ser reescrita de uma forma simplificada, isto é,

fh(x7u> - Zbe(ylaul)v
=1
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Capitulo 2. Condigoes Necessarias de Otimalidade

onde y; é dada em (2.5) e u = (ug,usg,...,us) € IR*™. Visualizamos o valor
de controle discreto u; € IR™, para 1 < j < se 0 < k < N — 1, como uma
aproximagcao do valor de controle continuo u(ty), para t; = kh. A Hamiltoniana

discreta correspondente H" : IR" x IR" x IR*™ — IR é definida por
O problema (2.6) pode ser escrito na forma

minimizar C(zy)

sujeito A Tpyl = Tk + hz bZ f(l’k + hz Qi f(yj, ukj), ukl)
=1

j=1
To = a,
paraug; € U, 1<i<s, 0<k<N—1, ouainda
minimizar C(zy)
sujeito a g =a

w=wo+h Y by flxo+ Y aif(y; o), uo)
i=1 =1

Ty =21 + hzbi flzy + hz ai; f(y;, u15), u;)
i1

Jj=1

Ty = Tp-1+h Z bi f(xp-1+h Z @ij f(Yjs uk-1,5)s Ug—1,i)
i=1

J=1

TN =2ITN-1+ hz b flan_1+h Z aij f(yj,un—-1;), un—1,i)

i=1 j=1
para ug; € U, 1 <1 <s.
Introduzimos os multiplicadores de Lagrange g, 1, ...,%y e a funcao
Lagrangiana
L(Uo, Uy ooy UN—1,T0, L1y -+ TN, Y0, UV, -+ o, UN).

Assim, temos
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Capitulo 2. Condigoes Necessarias de Otimalidade

L = C(IN> + Qﬂo(& — ZE()) + 7701 <I0 + hz bl f(l’o + h Z az’jf(yja qu), qu‘)
=1

j=1

- 961) + 12 (Il + hzbif(951 + hzaijf(yjaulj)7 u;) — $2> +..
i—1 j=1

+ e (%—1 + B b flae + b aif (Y, k1), uko1:) — $k> + ...

i=1 j=1

+ Yy <$N_1 + hz b f(xn_1+ hz aijf(yjyuN—l,j)a UN—l,i) — IEN) )

i=1 j=1
ou resumidamente
N—-1 s s
L=Clxn)+ > trn (xk; + By b flor Y aif (s, ug), uk) — $k+1)
k=0 i=1 j=1
com
o = Q.
Agora aplicamos as condigoes de Lagrange. Antes, notemos que
x(1) = xn, onde x(1) corresponde ao tempo final continuo e xy ao discreto.

Abaixo, temos as derivadas de £ com relagao a u, e assim

0=1vY1h Z bi Vg, f(xo + hz aij [ (Y5, ;) voi)
i=1

j=1
0=1ahY bV, flz1+h Y aif(y;,w;), wi)
i=1 j=1
S s (27)
0=1vYrh Z bi Vg1, f(@e—1 +h Z aij f(yj, uk—1, ), Uk—1,:)
i=1

J=1

0=tynhY biVay,, flava+0> aif(y,un-1;), un-1,1)
=1

j=1
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As derivadas de £ com relacao a x sao dadas por

0= 15+ Z bi Vo [ (20 + hzaijf(yja Uoj), Uoi)
i=1 j=1

0=ty + x> bV, flana+hY ayf(y,m ;) ti)
i=1 =1 . (2.8)

0=y s +Un D b Vay  flany+h ) ayf(y;un-r,;y), un-1,:)

i=1 j=1
0= 206
TN

Por fim, as derivadas de £ com relagao a v sao dadas por

O0=a—x

0= Zo + hz bl f(ﬂ?(] + h Z aijf(yj; UO]'), Uoi) — X
i=1 j=1

0=+ hz bi f(z1+ hzaijf(yja uij), ui;) — o . (2.9
i=1 j=1

O=on_1+ hz b flxn_1+h Z ai; f(y;, un—1,5), Un—1,;) — TN

i=1 j=1

A expressao dada em (2.7) pode ser reescrita como

aualfm =0= @/)kth Vi flxr +h;awf Yy Uk—1.5)s Uk—1.7)
N ~ .
para k = 1,..., N. Usando a definicio de Hamiltoniana discreta H", isto ¢é,
H"(z,4,u) = ¢ f"(z,u) Zb £ (i, wi),
temos
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0 = ¢ph Z bi Vi, [(@e—1+h Z @i [ (Yj, ub-1,5), Uk-1,1)

i=1 j=1
= Vu_., <”¢k Z b; f(xp—1+h Z aii [ (Y5, uk—1,5), Uku))
i=1 j=1

= v“k—l,i Hh(xk—la U, uk—l), k=1,...,N.
Portanto, obtemos
Vu, Hh(mkvwkﬁ-lvuk) =0,

parak=0,...,N — 1.

Podemos reescrever (2.8) como
wé = —1/}1 Z b; V$0f<l’(] + hz aijf(Qj? U’Oj)7 uOi)
i=1 j=1

Yy_1 = —UN sz‘ Van  flon_1 + hzaijf(yjauN—l,j)7 UN-_1,7)

_ 0C(a(1)

0mN

(N
ou ainda
Y= —tker D bV flae+hY aif(y,ur), )
i=1 Jj=1

parak=0,..., N—1, e
_ 0C(z(1))

(91:N

YN

Rearranjando as expressoes acima obtemos

,l/};g = _vxk Hh(xk,wk+1,'l,tk>
parak=0,..., N—1, e
_ 0C(=(1))

(91:N

YN
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Reescrevendo (2.9) obtemos

Top—=a

1,'6 = Z blf(flfo + hz az‘jf(yja qu)a UOi)
i=1 Jj=1

T = Y bif(anoa+ Y aif(ysunoa), un-1,i)
=1

=1

ou

S S

/
T =Y biflwr+ 0 aif(y), k), uk)

i=1 j=1
para k =0,...,N — 1, com xg = a. Logo, a expressao acima pode ser reescrita
como

vy = [ (e, un),

parak=0,...,N—1exy=a.

Portanto, depois de realizado todos os calculos anteriores obtemos as

condicoes de otimalidade de primeira ordem para problemas de controle 6timo

discreto. Resumidamente, as condig¢oes de otimalidade sao dadas por

para k=0,...

x;f = fh(mlmuk)? To = a, (210)

1/}2: = _v$ Hh(xkawk—i-lauk% €

90 (2(1)) (2.11)
Yy = B
TN
Vo, H" (21, Y1, ug) = 0, (2.12)
—levyr e R
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2.3.2 Obtencao das Condicoes Necessarias de Otimalidade
do Problema (2.6) Usando um Multiplicador de
Lagrange para a Equacao (2.4) e Outro Multipli-
cador para a Equagao (2.5)

Visando o estudo do problema para a analise de erro, vamos reescrever de uma

outra maneira as condigoes de otimalidade (2.10), (2.11) e (2.12). Para isso vamos

supor que um multiplicador A; é introduzido para a i-ésima equagao intermedidria

(2.5) além do multiplicador ¢4 para a equagao (2.4). Precisamente, o problema

(2.6) possui a seguinte forma

minimizar C(z(1))

sujeito a zg=a

T1 =2+ hz bi f (yi, uo;)

i=1

ry =ano1+h > bif (v un-1,)

i=1

i = wk+h Y ay f(y;, )

J=1

Yo = xp + 0 Y ag f(y;, )

j=1
para uy; € U, 0 < k< N —1.

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange g,%1,...,%Nn €
A1, Ag, ..., A, a funcao Lagrangiana é dada por
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L = C(z(1)) +vola — x0) + 1 (xg—i-thif(yi,uOi)—xl) +...

i=1

+ wk (xkl + thif(yi,uk,Li) — ka) + ...

i=1

=1

+ YN <£EN—1 +h Z bif (Yis un—1,i) — ZEN>

-+ )\1 (mk—i-hZalj f(yj,ukj) —y1> + ...

J=1

+ A (ffk: +hY - ag fys ) —ys> :

j=1
para 0 < k < N — 1.

Aplicamos as condigoes de Lagrange para =, y e u. A aplicacao da
condicao de Lagrange com relacao aos multiplicadores nos fornece a equacao
diferencial do sistema (2.1) discretizada. A derivada da Lagrangiana £ com

relagao a x fornece

oL
— =0=—Yg+ V1 + A1+ Ao+ ...+ A
8330
oL
=0= Yy +Un+ AN F A+ A
Oxrn_4
oL 0C0(x(1))
Do 0T Tomy WY

ou reescrevendo de uma forma mais compacta,

D A=tk — P,
i=1
parak=0,....N—1,¢e
_ 9C(x(1))

(91:N

YN
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As derivadas da Lagrangiana com relacao a y sao dadas por

oL
T =0=Yp1 h01Vy, fyr,up) — M+ A h annVy, fyr, we)
1
+ Aeh anVy, f(y,ue) + .o+ Ash aaVy, f(yn, up)
oL
8—yg = 0= thVyQ f(?/27 Ukz) — X+ ANh Cl12vy2 f(y2, uk2)
+ Aah a2V, f(Y2, uk2) + ...+ Ash a2V, f(Ya, tk)
oL
By =0=1r1 hbsvys f(ysw ukS) —Ast+tAh alsvys f(y37 ukS)

+ AhassVy, f(Ys,urs) + ...+ Ash assVy, [(Ys, Uks)

notando que k varia de 0 até N — 1. Podemos reescrever 0L /0y, como

0= hbiutr Vi, fyr,uen) — M +h Zail Ai Vi f(y1, up),

i=1

ou ainda

h <b1 Yry1 + Z a1 /\i> Vo [y, ur) = Al
i=1

para 0 < k < N — 1. De modo andlogo, podemos escrever OL/0ys, . ..,0L/Jys

obtendo

h (bz VYry1 + Z @2 >\i> Vs f(y2, ur2) = Ao
i—1

h <bs 77Dk—&—1 + Z Ajg Az) vys f(y87 uks) = )\57
i=1
para 0 < k < N — 1. De modo geral, temos

h (bj Vi1 + Z aij )\i) Yy, [y, urg) = A
=1

paral <j<s,e0<kE<N-1.
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A derivada da Lagrangiana £ com relacdo a wu sera feito passo a
passo. Assim, primeiramente tomamos a derivada da Lagrangiana para k = 0 e
1 =7 =1, ou seja, up;. Em seguida, tomamos wugy, que corresponde a k = 0 e
i = j = 2 na funcao Lagrangiana. Seguimos esta idéia para k = 0 e i, j variando
de 1 a s. Conseqiientemente, devemos tomar k£ = 1 e novamente percorrer ¢, j de
1 a s. Continuamos este procedimento para valores de k variando de 0 a N — 1,

observando as variagoes de 1, j. Portanto,

oL
. 0=11hb1 Vg, f(y1,u01) + M h a1V, f(y1,uor)
01
+ Aoh anVi, f(y1,u0) + ...+ Ash a1 Vg, f(y1,u01)
oL

aqu =0= 2[)1 thVuUQ f(y2> u02) + >\1 h a12vu02 f(y27 U()Q) . (213)

+ Ao h axVi, (Yo, u2) + ...+ Ash axoVag, [(y2, u2)

oL

ou =0 =11 hb;Vy,, f(ys, tos) + A1 h @15V, f(Ys, tos)
Os
+ )\2 h astuoS f(y57 uOs) + ...+ )\s h assvuos f(y37 uOs)
Derivamos agora a Lagrangiana com respeito a uy; = uyj, ¢, = 1,..., s (notemos

que 7 e j possuem a mesma variagao). Logo,

oL
o = 0=1n hblvuu f(yhun) + M h a11Vauy, f(ybull)
11
+ XohanVi, fy,un) + ...+ Ash aaVay, f(yr,u11)
: (2.14)
oL
aul =0= 1/)2 hbsvul5 f<y57 uls) + )\1 h alsvul5 f(y57 uls)

+ )\2 h a23vu1s f(ysa uls) +...+ )\s h assvuls f(ysa uls)

Como exposto anteriormente, devemos seguir o raciocinio aplicado acima até
un—1,; paral <1i,j <s. Paratal valor da Lagrangiana, ou seja, para 0L/0un_1 ;,

temos
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0 = Unhb0iVay [y, un—1,1) + M h anVy,, [y, un—1,1)
+ ...+ )\s h aslvuzval f(yl’ UN—I,I)

. (2.15)
0 = YnhbsVauy_,, fys,un—1,s) + A h a1sVuy_, fys,un-1,s)
+ ...+ >\s h aSSVUN—l,s f(ysa uN—ls)
Reescrevendo (2.13) obtemos
oL -
=0=nh b i1 A o1 )
Do (1/11 1+;a1 > Voo, [ (Y1, uor)
oL .
Do =0=nh (1/11 by + ; Q2 )\i> Vg, f (12, Uo2) ' (2.16)
oL :
8U03 =0=nh (djl bs + ; Ais >\1> VUOS f(y87 uUS)
De (2.14), temos
oL .
=0=nh b i1 A w11 )
Dus <¢2 1+;a1 > Vg, f(y1,u11)
(2.17)
oL .
8’&15 =0="~n <¢2 bs + ; Qg )\z> Vms f(y87 uls)
Por dltimo, (2.15) nos fornece
oL .
Dum =0=nh <77Z}N by + ; a; )\i> Vuy 11 fyr,un-1,1)
(2.18)
oL .
=0=nh bs 18 )\z UN -1 $ —L,s
T (1/11\7 +;CL ) Vg1 fUs,un-1,5)

A equagao (2.16) pode ser visualizada como

oL

aU()j

=0=~h (1#1 bj -+ Zaij )\1> VUO]' f(yj7u0j)7
=1
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para 1 < j < s. De modo andlogo, (2.17) e (2.18) assim como as equagoes

intermediarias podem ser visualizadas na forma

oL 5
0 =0=h <¢2bj+zaij /\i) Vu, f (Y5, w1 )
ulj =1
. (2.19)
oL s
3UN71,]- =0=h (@DN bj + ; Q5 )\z) qu_l,j f<yj>uN71,j)

para 1 < j < s. Podemos entao reescrever estas equagoes em uma tnica forma

Cco1mo

0=nh <¢]€+1 bj + Z A5 >\z> Vukj f(yj’ ukj)’
i=1

para0<k<N-1lel<j<s.
Portanto, as condi¢oes de otimalidade usando a teoria de Lagrange para

o problema (2.6) é dada da seguinte maneira:

_ Ny 90((1)
Yk — Y1 = ;A v =g = (2.20)
h (bj Vet + Y ai /\z‘) Vil (W, urg) = Aj, (2.21)
=1

(bj wk—l—l + Z CLij >\z> Vuf(y], ukj) = 0, (222)
i=1

onde 1 <j<s5,e0<k<N-—1.

2.4 O Sistema Adjunto Transformado

Nesta secao vamos obter o sistema adjunto transformado. Suponhamos que os

valores dos b; sao todos positivos e assim definimos as varidveis y; como
Xi =kt Y A 1< < (2.23)
el
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Capitulo 2. O Sistema Adjunto Transformado

Usando a definigao de y; na equacao (2.21), obtemos

hb; x5V f(y;,ung) = A;. (2.24)

Logo, usando as equagoes (2.20), (2.21) e (2.22), temos que o sistema adjunto

transformado é dado da seguinte maneira:

@Dk = ¢k+1 + hz b; Xivyf(yia uki)a ¢N = VC@N), (2'25>
i=1
*bia;
Xi =Urp1 +h Y XVl (Y5 ), (2.26)
j=1 '

onde1 <i<seO0<k<N-1.
Abaixo, mostramos uma proposicao que nos fornece a relagao das

equagoes (2.20)-(2.22) com as equagoes (2.25)-(2.27).

Proposicao 2.1. Se b; > 0 para cada j, entdo o sistema de primeira ordem
(2.20)-(2.22) e o sistema transformado de primeira ordem (2.25)-(2.27) sao
equivalentes, isto €, se Ay, ..., \s satisfazem (2.20)-(2.22), entio (2.25)-(2.27)
valem para x; definida em (2.23).  Reciprocamente, se Xi,...,Xs satisfaz

(2.25)-(2.27), entao (2.20)-(2.22) valem para \; definida em (2.24).

Demonstragao. (=) Por hipétese temos que b; > 0 e assim, pela defini¢ao de y;,
temos (2.24).
Estamos interessados em obter (2.25). Fazendo o somatério de 1 a s para

j em (2.24), e utilizando (2.20) obtemos

R XV f (W ug) = Y A =tk — Grp,
Jj=1 j=1
onde implica

VU = V1 + hz bi X3V f (45, uks)-

J=1
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Para obtermos (2.26), primeiramente multiplicamos a equagao (2.24) por
aj;/b; e assim

aj»

hajix;Vyf(y; urg) = b‘z Aj-
J

Somando a equagao acima de 1 a s para j, e utilizando (2.23), temos

S S a .
P RIDESY f)\j = Xj — Vk+1,
J=1 j=1 7
que pode ser facilmente escrita na forma (2.26).
Colocando b; em evidéncia em (2.22), temos

S aZ
bj (@Z)k—i-l + Z b_]/\z) VUf(ij ukj) = 0.

i=1 7
Usando a definicao de x; segue que
b X;Vauf (s, urs) = 0,

e pelo fato de b; ser positivo, obtemos (2.27).

(<) Para obtermos (2.20), basta fazermos a soma de 1 a s sobre j em
(2.24) e substituirmos em (2.25). Conseqiientemente temos (2.20).

Para verificarmos (2.21), substituimos y; definido em (2.23) na equacao
(2.24).

Para estabelecermos (2.22) devemos substituir (2.23) em (2.27). Logo

S az )
(d’kﬂ + Z b—J)\z> Vuf (yj, ukj) = 0.
i=1 7
Multiplicando a equagao acima por b;, temos
<bj Ve + Y aij)‘i) Vauf (s, urg) = 0,
i=1
concluindo a demonstracao. O

Uma hipdtese fundamental nesta proposicao é o fato de tomarmos os
valores dos b; todos positivos. Caso tivéssemos algum valor de b; igual a zero,

terfamos que estudar a convergéncia do método de Runge-Kutta de acordo com
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o artigo [11]. Neste trabalho, Dontchev e Hager mostram que é possivel obter
convergéncia de segunda ordem para problemas de controle étimo por meio de
uma reducao adequada da dimensao do espaco de controle. Se esta reducgao da
dimensao do espago de controle nao é feita, nao ha convergéncia conforme o

exemplo abaixo (ver [11], p. 203).
Exemplo 2.1. Considere o sistema

2 (t) = %x(t) Fult)

z(0) =1
Minimaize o funcional dado por
1 [
J = 5/ u(t)? + 2z(t)%dt.
0

A discretizacao de Runge-Kutta com dois estigios no ponto médio para

este problema € dada por
p N1
. 2 2
m1n§ kX;uH% +2xk+%

h (1
sujeito a Tyl = T + 5 (§xk + Uk)

1
Tpp1 = + h (5%% + Uk+;> , To = L.

Usando programacao dinamica para resolver o problema discretizado de acordo

com o Apéndice B, temos no tempo final
Para o periodo N —1, usando a equacao de Bellman dada no Apéndice B, obtemos
* h 2 2
Jy_{znoa} = max{i Uy_1 Tt th_% +0}.

Devemos reescrever x Usando as equacoes dadas pelo sistema, temos

2
1.
N—3

— A E ?
Ty = fl?N—1+§ o TN-1FUN-1

A 5 LA
= 1+§+1_6 Tno1+ h—l—z IN-1UN-1+ 4 -t
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Portanto, temos que minimizar a sequinte fun¢ao:

, h h*  h?
mulngo(u) = §uf\,7% + (h + 5 + 1_6) TN

h3 h3
+ <h2 + Z) TN_1UN_1 T (Z) u?\/—l'

Tomando a derivada de p(u) com rela¢ao a uy_1, temos

h3 h3
ZZEN_l + E UN_1 + h2 IN—1 = 0.

Melhorando a expressao acima obtemos

L N __(AtD
B Un—-1 = 1 ITN-1 UnN-1 = oh IN—-1-

Tomando a derivada de p(u) com relag¢io a Uy 1, obtemos
huy 1 =0 = uy 1 =0.

O mesmo raciocinio se aplica para todos os outros periodos, e sempre
vamos obter os mesmos valores para os controles, ou seja, o controle em cada
periodo serd igual aos controles un_1 e Uy 1. Logo, substituindo os valores do
controle na equagao estado, seque que Tyl = 0 e xky1 = x para todo k variando
de 0 a N—1. Usando a condi¢ao inicial xg = 1, temos que xy € constante e igual
a 1. Portanto, usando os valores para estado e controle encontrados acima em
cada periodo k, temos que zero é um ponto de minimo para a funcao custo. Como
h << 0, seqgue que os controles vao oscilar entre 0 e —h/2. Consegiientemente,
a solugao obtida nao converge para a solucao do problema que € dada por

. 2e3t + e3 . et — e
5 (t) = (5 Lo 2+ e u'(t)= 2—e3t/2 2t

2.5 Propriedades de Unicidade e Equivaléncia

de Equacoes

Antes de introduzirmos as Propriedades de Unicidade de Estado, Co-estado e

Controle, além de uma abordagem da equivaléncia de equacoes, fazemos algumas
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observagoes.

De (2.25) segue que
Yrer =k —h Y by x; Vo f (Y5, k). (2.28)
j=1
Substituindo a equagao acima em (2.26) obtemos

i b(ll
Xi=te—hY {bj - %} X Vyf (Y5, uks),
j=1 ’

que pode ser escrita como

Xi =k —h Z aij Xj Vyf (Y5, urj), (2.29)
=1
onde
G = by — bf% (2.30)

2.5.1 Propriedades de Unicidade do Estado, Co-estado e

Controle

Nesta sub-secao mostramos trés propriedades que garantem a Unicidade do
Estado, Co-estado e Controle. As demonstracoes das Propriedades de Unicidade
do Estado e Co-estado podem ser obtidas usando a hipétese de Suavidade e [5],
p. 160. J4& a demonstragao da Propriedade de Unicidade do Controle pode ser
obtida usando a hipdtese de Suavidade e [13]. A primeira propriedade a ser

apresentada é a Propriedade de Unicidade do Estado.

Propriedade 2.1 (Unicidade do Estado). Euxiste constantes positivas
v, B < p tais que se h < v e (z,u;) € Bg(a*(t),u*(t)) para algum t € [0,1],

7=1,...,5, 0 sistema de equagoes

yi=x+hy aifly,u), 1<i<s, (2.31)

J=1
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tem uma unica solu¢io y; € B,(z*(t),u*(t)), 1 < ¢ < s. Se y(x,u) denota a
solugio de (2.31) associada com (z,u) € IR™ x IR*™, entdao y(x,u) € Kk vezes

continuamente diferencidvel em x e u.

A Propriedade de Unicidade do Estado sera usada na proposicao
apresentada na proxima sub-secdo. A Propriedade de Unicidade do Controle
apresentada abaixo nos auxiliard no Capitulo 3, onde abordamos a analise de
erro para problemas de controle 6timo. Esta propriedade nos diz que se tiver-
mos (z, ) suficientemente préximo de (x*(tx), ¥*(tx)), entao existe um ponto de

minimo local u = u(z, ) da Hamiltoniana.

Propriedade 2.2 (Unicidade do Controle). Eziste constantes positivas
B e o, ambas menores que p, tais que se (x,v) € Bg(a*(t),v*(t)) para algum
t €10,1], o problema

min  H(x,¢,u) (2.32)

u € By (u*(t))
tem uma unica solugao denotada por u(x,) que depende continuamente de x e
Y e é Lipschitziana em x e 1. Além disso, como U = IR™ seque do Teorema da

Fungao Implicita que u(z,v) é Kk —1 vezes continuamente diferencidvel em x e u.

Se uj,; ¢ uma solugao para (2.32) associada com = = y} e 1 = xJ, para
uy; € U, temos

Definimos a funcao ¢ da seguinte maneira:

Ay x) = =Vy H(y, x, )y, € B

Para finalizar as Propriedades de Unicidade, apresentamos a
Propriedade de Co-estado (ou adjunta). FEsta é andloga a Propriedade de
Unicidade do Estado.

Propriedade 2.3 (Unicidade do Co-estado). FEzxiste constantes positivas
v, B < p tais que se h < v e (z,v) € Bg(a*(t),u*(t)) para algum t € [0,1],

o sistema de equagoes
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yi =z +hY ai [y, %), (2.34)
=1

Xi =1+ ai; oy, x,), (2.35)
j=1

tem uma unica solucao (y;,x;) € By(x*(t),v*(t)), 1 < i < 5. As funcoes f e
¢ sao Lipschitzianas na Bg(xz*(t),*(t)) para cada t € [0,1]. Além disso, como
U = IR™ segque do Teorema da Func¢ao Implicita que f e ¢ sao k — 1 wvezes

continuamente diferencidvel em Bg(x*(t),¢V*(t)).

2.5.2 A Equivaléncia do Sistema Original e Adjunto

Comecemos com uma proposicao.

Proposicao 2.2. Suponhamos que
(.Tk,U]q) S B/B(x*(tk)7U*(tk>>7 1< .] < S,

e para y = y(xg,ug), seja M a matriz s X s cujo bloco (i,j) é a matriz
ai; Vyf(y;,ug;) com dimensao n x n. Se h € suficientemente pequeno de
modo que I — hM € inversivel, entao eziste uma solu¢ao xi, ..., xs para (2.29),

e temos

Ve Hh(fﬂm Yry1, Uk) = Z b; Xi Vyf(Qi; ukz) = Z b; Vy H(yi, X uki)> (2-36)
i=1

i=1

Vi, H (@1, Yrs1, ur) = by x5 Vo f (Ui, tng) = by Vo H(yz, X, ung)- - (2.37)
Demonstracao. Primeiramente vamos estabelecer a seguinte identidade:
R C (I —hM)™ =\ (2.38)

onde C' e A\, matrizes 1 X s, serao especificadas posteriormente.
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A equagao (2.21), variando ¢, pode ser escrita como

hay; Vyf(y;, ue;)

hag; Vo f (Y, ury)
hbj Vrr Vi f(y;,uks) + (A, Agy oo A) N ST = ;.

hag; Vy f(y;, ur;)

Observando a equacao acima, podemos escreve-la em notacao matricial

para j variando de 1 a s. Logo, obtemos

habgq (bl Vyf(yla Um), by Vyf(y27 Ukz), oy bs vyf(ysa Uks) )1X5

b Do) e e, Tl )
hax V U oo hass Vi f(Ys, Uks
+ ()\17 )‘27 SRR As>1><3 2t 'yf(yl kl) 2 yf(y k )
hasl v'yf(yly Ukl) e hass Vyf(ys7 uks)

SXS

= ()\17)\27"-7)\s>1><57

com cada \; sendo uma matriz 1 X n. A expressao acima pode ser escrita na

forma

B C+hAM = ), (2.39)

onde C' é a matriz 1 X s representada por

(171 Vyf(yl,um), by Vyf(ym uk2)7 . b Vyf(ys, Uks) ) )

a matriz M é representada por

a1 Vyf(y, um) a2 Vyf(yo,ure) .. a1s Vyf(Ys, tks)
Q21 Vyf(yb Ukl) 22 Vyf(!/m Uk2) ce. Qg vyf(!/s; Uks)
Qs1 vyf(yla Um) Q52 Vyf(yz, UkQ) s Qg Vyf(ys, Uks)

e o vetor \ é

(A, A2y ooy Ag).
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Podemos representar (2.39) como

Wb C = A(I — h M),

onde [ é a matriz identidade n x n. Usando a hipotese de I —h M ser inversivel,

obtemos a identidade desejada.

A equagao (2.31), onde y(z,u), pode ser escrita como

y1=x+ hay f(y1,u) +has f(y2,u2) + ...+ hags f(ys, us)
Yo = + hagy f(y1,u1) + hase f(yz, u2) + ... + hass f(ys, us) (2.40)

Ys :.Z'+ha31 f(ylyul) +hG32f(y27U2) +~--+hassf(y87us)

Agora fazemos a derivada de (2.40) com relacdo a z e u, notando mais
uma vez que y depende destas varidveis. Assim, para y = (y1,¥2,...,Ys), O

Jacobiano com relacao a x é estabelecido da seguinte maneira:

I hay Vyf(yr, ) Vayr .. haws Vi f (s, tgs) Vi Ys
I h a1 vyf(yl: ukl) vz vy h A2g Vyf(y87 Uks) v;r Ys
Vay = + . .
I hasi Vyf(yi,un) Vatnr .. hass Vyf (Ys, tks) Vi Ys
I ai vyf(yla ukl) co. Qg Vyf(y57 uks) VJ? Y1
B I h 21 Vyf(yla ukl) cee Qag Vyf(?/w uks) Va2
I as1 vyf(yla uk;l) s Qgg vyf(ys’ Uks) v;t Ys

Esta expressao pode ser escrita na forma compacta

Vey=D+hMV,y,

onde

Vet = (Voys, Vot -, Vays) .
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Aqui D! representa a transposta da matriz D, e cada componente I de D tem

dimensao n x n. Manipulando algebricamente a expressao acima obtemos

Vey=({I—-hM)"D. (2.41)

Denotamos f(y1,ux1) por fi, f(y2, ure) por fo e assim conseqiientemente

até f(ys,urs). Fazendo o Jacobiano de (2.40) com relacio a wu, para
u = (uq,Us, ..., us), obtemos
ai (vulfl + Vyfl vul ?/1) e Qg (vusfs + vyfs vus ys>
asr (Vi i + ViV ) oo ass (Vo fs + Vi fs Vi, ys)
Ag1 (vulfl + vyfl vul yl) <o Qgg (vusfs + vyfs vus ys>
ai Vul f(yl» ukl) e Qg stf(yS’ uk’s)
a91 Vy, , U coo Qs Va, f(Ys, Uks
_ 3 21 .f(yl kl) 2 .f(y k ) (2'42>
Ags1 v?uf(ylu ukl) oo Qgg vusf<ysa uks)
ail Vyf<y1, Ug1) ... G1s vyf(y57 Uks) Vo U1
Lo Q21 Vyf(%; ukl) <o Q2s Vyf(957 Uks) Vs Y2
as1 vyf(yla ukl) s Qs vyf(l/m uks) vus Ys

Representando V, y por

(vul Y1, vug Ya,. .-, vﬂs Ys )t

e observando que

ai Vul f1 .. Qg Vusfs air ... Qg Vul f1
az1 Vo, fi .. ags Vu, fs . 21 ... Q25 Vo, fo

. . - . . . )
ags1 vu1fl co. Qgg vusfs Ag1 ... UOgg vus fs

podemos representar (2.42) na forma
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ou ainda

(I-hM)V,y=hAV,f,

onde A e V, f sao dados por

ai;y ... Qg Vul f1
21 ... Qg Vuz f2

e )
As1 ... Qg V. fs

respectivamente. Da tltima equacgao segue que
Vey=h(I—-hM) AV, f. (2.43)

Agora estamos aptos a continuar a demonstracao, isto é, verificar (2.36)
e (2.37).
Usando a equagao (2.11), (2.41) e (2.38) temos

Vo H" (2, Yps1,un) = U Z b Vy [y, uki) Vo yi
=1

= U1 CVey = e C(I —hM)™'D (2.44)
A 1 o
h h ; A

Pela Proposigao 2.1, segue que se (2.21) tem uma tnica solugao, entao

(2.26) também possui uma tnica solucdo. A solugao para (2.21) é dada por
hbi Xi Vy f (Yi, uki) = Ai,

e assim basta substituirmos a equagdo acima em (2.44) e temos (2.36),
concluindo a primeira parte da demonstracao.

Para verificarmos (2.37), devemos usar (2.12), (2.43) e (2.38). Logo,
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Vo, H' (@, Y1, ue) = Yo (ijuf(yjaukj) + >0V f (Y ukg) Va yj)

Jj=1

= Uiy (b Vo fys,urs) + CVyuy)
= Yrp1 (O T +hC (I —=hM)TA) VY, f(ys, urs)

= Y105V (5, urg) + AN AV (15, ukg)
= <¢k+1 b+ N %‘) YV [ (Y5, ;)
=1
= bix; Vu f(y;, uks)
= b; Vi H(yj, X5, urj),
obtendo a equagao (2.37).

Desta forma, concluimos a demonstracao. O

Agora analisamos a equivaléncia de duas equacgoes. Primeiramente
mostramos que (2.25) implica em (2.11), e em seguida que (2.27) implica em

(2.12). Logo, dada a equagao (2.25) e usando a Proposicao 2.2, segue que

Y = Y1+ h Z bi Xi Vy [ (i, trs)

=1

= e+ Y bV H(yi, X, i)

i=1
= Yrpr +h Vo H (2, g, we),
e assim obtemos
U = = Vo H" (g1, wp).
Para mostrarmos que (2.27) implica em (2.12), vamos usar a equagao

(2.37) da Proposigao 2.2. Assim, como b; > 0, de (2.27) obtemos
0 = bixi Vu [(Yi, uri)

= b; Vi H(yi, Xi, Ugi)
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ou seja, (2.27) implica em (2.12).

Quando o controle estd em funcao de y; e xj, isto é, ug; = u(y;, x;),
podemos expressar a discretizacao (2.4) e (2.5) juntamente com as equagoes do
sistema adjunto transformado, que corresponde a (2.28) e (2.29). Sendo assim,

estas equagoes dependem das mesmas incognitas e temos

v = 245 by fn)s 2(0) =a. (2.45)
im1
Y = 0k + 03 b0l X)), by = VC(rx), (2.46)
io1
Yi =$k+hilaij F(5x3); (2.47)
p
Xi =Yk +h i aij (Yj> X;); (2.48)

onde a;; estd definido em (2.30). A fungdo ¢ nas equagoes acima esta em funcao
de y e x, e conseqliientemente a Hamiltoniana depende destas variaveis.

Como citado anteriormente, y = y(x, u). Temos também que u = u(x, 1))
e assim podemos denotar f(z,u(z,®)) por f(x,v). Assim, para u = u(z,), o
método (2.45)-(2.48) pode ser visualizado como um problema de valor inicial e

final. Logo, estas equacoes representam a discretizagao do problema
a'(t) = f(z(t),¥(t), z(0)=aq, (2.49)
P'(t) = ¢(x(t),v(t), »(1) =VC(x(1)). (2.50)

As equagoes (2.49) e (2.50) podem ser obtidas observando a equagao
(2.2), onde é extraido o valor de u na ultima equacdo em termos de = e 9, e

substituido nas outras duas equagcoes.
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2.6 Meétodos de Runge-Kutta para Problemas
de Controle Otimo

Nesta secao abordamos as discretizacoes de Runge-Kutta tanto para equacoes
diferenciais quanto para problemas de controle 6timo. Estas discretizacoes se

restringirao até quarta ordem.

Tabela 2.1: Ordem do método de discretizagao para equagoes diferenciais.

j=1

Ordem| Condicies (ci =3 ay, di=Y0, biaij>

1 Zf:l bi=1

2 25:1 di = 1/2

3 Do cidi =1/6, 37 bic; =1/3

Y b = 1/4, 357 biciage; = 1/8, 300 dic; = 1/12,
zf,jZl diaijcj = 1/24

A Tabela 2.1 mostra a ordem de precisao de um método de Runge-Kutta
para equacoes diferenciais. Nesta tabela, para obtermos a discretizacao de ordem
1 para equagoes diferenciais, temos que a condi¢ao Y ;_, b; = 1 deve ser satisfeita.
Para obtermos ordem 2 na discretizacao, as condigoes Y ., b; =1ed> ;  d; =1/2
devem ser satisfeitas, onde d; esta definido na tabela; assim segue o raciocinio até

ordem 4.
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Estamos interessados em obter uma tabela andloga a Tabela 2.1, porém
para problemas de controle 6timo. FEsta necessidade surge pelo fato dos
coeficientes a;; e a;; serem diferentes, isto observando as equagoes (2.34) e (2.35).
Como conseqiiéncia nao é possivel usar a teoria desenvolvida por Butcher para
o problema (2.45)-(2.48) diretamente. Assim, fazemos uma abordagem andloga
para problemas de controle 6timo seguindo Hager [17].

A discretizagao das equagoes diferenciais (2.49) e (2.50) pode ser dada
pelas equagoes (2.45)-(2.48). Para obtermos uma tabela que represente as
condicoes de ordem na discretizacao para problemas de controle 6timo,
expandimos em série de Taylor as equagbes (2.49) e (2.50) de duas maneiras
seguindo [5] p. 158, e [5] p. 162. Em seguida, igualamos os termos destas

expansoes para as respectivas poténcias de h.

2.6.1 Condicoes de Ordem na Discretizacao para Proble-

mas de Controle Otimo

Seja z e g dados por

x f
g:
(G ¢

w
I
o

Com esta notagao, podemos representar as equagoes (2.49) e (2.50) da seguinte
forma: 2z’ = g. Seguindo a primeira expansao, a série de Taylor até quarta ordem
é dada por

1 1 1
2than) = 2(0) +hg+ 50 g+ 0 (d"g" +9'9' 9) + 5 W
- (2.51)

g3 + 3gllgg/g +g/ g// 92 + (g/)gg)kz(tk),w(tk)) + O(h5)

"

(g

Como pode ser observado, g e todas as suas derivadas sao calculadas em
(x(tx), ¥(tr)). Observemos também que g é uma fun¢do vetorial e assim sua

derivada corresponde a matriz Jacobiana. Logo, ¢’'¢g é a matriz Jacobiana
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aplicada a um vetor que nos fornece um vetor. Esta mesma anélise segue para
todos os outros operadores.

Agora fazemos a segunda expansao da série de Taylor. Note que para
determinados valores de xy e 1y, as equagdes (2.47) e (2.48) estao em fungao de
h, e assim podemos denotar as solucoes y; e x; como fungoes de h, ou seja, y;(h)
e xi(h). Substituindo os valores y;(h) e x;(h) em (2.45) e (2.46), os valores x4
e Pr41 serao denotados por xy1(h) e Ygi1(h).

Definimos o vetor ((h) com 2n (s + 1) componentes (cada componente

Gi(h), para 1 <1i < s+ 1, possui dimensao 2n) como

am = " ) icics e = |
Xi(h) 7/Jk+1(h)

Definimos também G; como

aij f(G;)
Gi(O)=| 5 , 1<i<s+1,
> i 6(()
j=1
e fixamos
Ust1,j = Gog1,5 = b, 1 < j <os. (2.52)

Com estas defini¢oes, podemos representar as equagoes (2.45)-(2.48) como

¢(h) = ¢(0) + hG(¢(h)), (2.53)
onde
GO = " )= 1i<sin
(o

Finalmente, expandindo ((h) em série de Taylor em torno de h = 0 obtemos

1 1 1
C(h) = C(0)+hG+=h*(2G'G)+=h*(3G"G*+6G"'G'G) + — h*
2 6 24 (2.54)

(4G///G3+24G//GG/G+12G/G//G2+24(G/)3G) )—{—O<h5).

leco
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Definimos

éizzaij7 I<i<s+1,
j=1
e de (2.52), segue que

S
Csy1 = Csp1 = E b;.
i=1

Na Tabela 2.1 temos ¢; = ijl a;j, e da forma que definimos ¢;, podemos escrever

G; como
Cif
G; = = ¢; fo + G o, (2.55)
Ci ¢
onde
f 0
fo= e Qg =
0 ¢

A seguir, vamos igualar os termos das poténcias de h nas expansoes de
Taylor (2.51) e (2.54).

Por convengao, temos z; = ((0). Obtemos a condigao de primeira ordem
se tivermos os termos das equagoes (2.51) e (2.54) iguais para h. Para i = s+ 1,

de (2.55) segue que

Gop1 = Zbi (fo+ o) = Zbig-
=1 =1

Por outro lado, g = z’. Assim, a condicao de primeira ordem é dada por

i b= 1. (2.56)
=1

Para obtermos esta condi¢ao olhamos somente para o termo ¢ = s + 1,
pois para 0 < ¢ < s ocorre um absurdo na obtencao das condigoes de ordem na
discretizacao.

Para a obtencao da condicao de ordem 2 novamente olhamos para o
termo i = s+ 1. A derivada de G4y é dada por (Gs11); = b; ¢’. Desejamos que
os termos de (2.51) e (2.54) sejam iguais, para h?. Logo,
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s

GG = ) (Giy)iGi

i=1

= Z bi g’ (ci fo+ Ci o).
i=1
Por outro lado, para o termo em funcao de h?, segue de (2.51) que

1 1

59/9 = §gl(fo+¢0)-

Neste momento surge a condicao de ordem 2, dada por

i=1 i=1

A condicao

- 1
; =5 (2.57)

pode ser facilmente visualizada como

i 1
dl' = = 2
; 5 (2.58)

onde d; foi definido na Tabela 2.1. Usando as condigoes (2.56) e (2.58), obtemos

~ 1

Para verificarmos tal afirmacao basta notarmos que
> bib; —bja;; “biaj; d;
¢, = 2 I - B iy 2.59
‘ Zl b ; (259

e assim que

S

=1

Portanto, as condigbes de segunda ordem podem ser resumidas em (2.58).
Consideramos a obtenc¢ao das condigoes de terceira ordem. Pela equacgao
(2.55) segue que

0G;
9¢;0Ck

=0, paratodo j # k.
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Este resultado segue apenas observando as estruturas de (j e (; em G;. A primeira

derivada de GG pode ser vista como
(G9)j = aij fo + @i &
Logo, temos

1 GG =) big (ay; fo + ai; ) (¢; fo + € o).

i, j=1

Para i = s+ 1, a segunda derivada de G4, pode ser vista como

s

" _§ : o

s+1 — bzg .
i=1

Aplicando a derivada acima em G? obtemos
LG = GGG = Z bi 9" (¢i fo + Ci ¢o)”
i=1

= Z big"(c; f§ +2¢cici fodo + E 7).
i=1
Podemos escrever ¢'¢’g da seguinte maneira:

999 =49 (fo+ ¢0) (o + o).
De modo andlogo, ¢”g¢? pode ser visto como
"2 N 2 _ N 2 2
99 =9"(fo+d0)" =9"(fo +2fodo+ ¢p)-
Agora estamos aptos a encontrar as condigbes de terceira ordem.

Observando as expressoes acima e o primeiro termo em (2.51) e (2.54) para h?,

obtemos

=1 =1 =1

a qual representam condigdes de terceira ordem. Para o segundo termo de (2.51)
e (2.54) em fungao de h3, depois de obtida a igualdade dos mesmos, as condicoes
que surgem sao
1 s s s s
5= Z b aijcj = Z bja;jc; = Z b;a;jc; = Z b; a;; c;. (2.61)
i j=1 i j=1 i j=1 i\ j=1
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Nosso objetivo neste instante é simplificar as condigoes apresentadas em
(2.60) e (2.61). Pela equagao (2.60), segue a primeira condigao:
1 S
5= > bic (2.62)
i=1
Segue da segunda igualdade em (2.60) e (2.59) que

S

i=1 i=1 ! i=1

i=1

Usando a equagao (2.57) obtemos

- 1
> adi= -, (2.63)
=1 6

a qual representa a segunda condicao para obtermos convergéncia de terceira
ordem para problemas de controle timo. Segue da tultima igualdade em (2.60) e

de (2.59) que

1 S S d 2 S S S d2
SOLES Y (R RIS RLEI W 2
i=1 i=1 ! i=1 i=1 i=1 "
o que implica
S
aZ 1
=+ =—. 2.64
2573 (264
A equagao (2.60) nos forneceu trés condi¢oes para obtermos convergéncia
de terceira ordem. Mostramos que as condigoes apresentadas em (2.61) sdo obti-
das usando as condigoes (2.62)-(2.64) encontradas anteriormente, e assim temos
somente trés condigoes a serem satisfeitas para obtermos convergéncia de terceira
ordem usando o método de Runge-Kutta.
A primeira igualdade de (2.61) pode ser escrita como
S S
Z bl CLij Cj = Zd] Cj,
i, j=1 j=1
e usando a condigao (2.63), encontramos

: 1
Z biaijcj = 6

i,7=1
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Para a segunda igualdade em (2.61), usando (2.59) e (2.64), temos
2, 7=1 7j=1
A terceira igualdade de (2.61) pode ser escrita, usando (2.30), (2.57) e (2.62),

CcOo1mo

s ) s b(lz s
Z bz aij Cj = Z bl <b] — Jb»] ) Cj = Z (bz bj Cj — bj CL]'Z' Cj)

i,5=1 i j—l

Para a tltima igualdade de (2.61), temos

ibiaijéj = Zb ( Z) (1—%>=i(1—0j)(bj—dj)

i,j=1 i,5=1 J=1
S S S 1
= Zb] —Zdj —ijCj—f‘Zdej = 6
j=1 j=1 j=1 j=1

Portanto, até este momento analisamos as condicoes de terceira ordem

para problemas de controle 6timo usando o método de Runge-Kutta.

Para encontrarmos as condigoes de quarta ordem, devemos seguir o
mesmo raciocinio utilizado anteriormente.  Existem &8 condigoes a serem
satisfeitas para obtermos convergéncia de quarta ordem. Estas condigbes sao
obtidas igualando os coeficientes de quarta ordem em h de (2.51) e (2.54). A
verificagao destas condigoes pode ser encontrada em [17]. Assim, na Tabela 2.2
temos as condicoes de ordem de discretizagao para problemas de controle 6timo.

Para finalizarmos o Capitulo 2, vamos mostrar um teorema que relaciona

as Tabelas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.1. Todo método de Runge-Kutta explicito com quatro estdgios e
b; > 0 para todo i que satisfaz as condicoes da Tabela 2.1, também satisfaz todas

as condicoes da Tabela 2.2.
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Tabela 2.2: Ordem do método de discretizagao para controle 6timo.

Jj=1

Ordem| Condigoes (ci =3y, di=>"0 biaij)

1 Dl bi=1

2 ijl di = 1/2

3 ijl blc? = 1/37 Zf:l Cidi = 1/67 Zf:l dzz

b =1/3

Do dici =1/12, 370 diagd; /b = 1/8

41 b = /4, L A6 = 1/4, 370 biciagd; /by = 5/24,
D1 Gdi b =1/12, 370 o diage; = 1/24, 370 . bicsaiie; = 1/8,

Demonstracao. O Teorema 1.1 nos diz que
D biay; = bi(1—¢j)

para j = 2,3 e 4, e assim

dj = bj (1 —¢;) para cada j.

Logo,

o que implica

Zs: bjCj = %
j=1

(2.65)

(2.66)

Usando (2.65) e (2.66) além das condigoes da Tabela 2.1, segue facilmente que
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[

S
=1

a qual é uma condicao de terceira ordem da Tabela 2.2.

d= 1
i3

S

Para obtermos a expressao dada por Y ., d?/b? = 1/4 na Tabela 2.2,

devemos notar que d; = b; (1 — ¢;) e assim
& =0b(1-3c;+3c—¢)).

()

Logo,

id?/b? = ibi -3 ibici +3 ibicz?
i1 i—1 i=1 i=1

: 3 1 1
— bicd =1—=-+4+1—-="=
; € s T 1T

As outras condigoes de quarta ordem da Tabela 2.2 sao facilmente obtidas

fazendo uso das equagdes (2.65) e (2.66), além das condi¢oes da Tabela 2.1. [
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Capitulo 3

Analise de Erro

O Capitulo 3 apresenta a andlise de erro, considerada um dos pontos principais
do trabalho. Dividimos este capitulo em duas partes. Na primeira vamos expor
os resultados que sao necessarios para a demonstracao do Teorema Principal. Na

segunda, enunciamos o Teorema Principal e fazemos a sua demonstracao.

3.1 Resultados Necessarios na Analise de Erro

Comecemos esta secao introduzindo alguns conceitos. Assim, definimos o médulo

da média de suavidade 7 de v no intervalo [0, 1] como
1
T(v; h) :/ w(v,[0,1];¢, h) dt,
0
onde v : [0,1] = R™ e w(v, [0, 1];¢, h) é dado por
h h
w(v,[0,1];¢,h) = supq |v(s1) — v(s2)| : $1,80 € [t — o t+ 5] N[0,1]}. (3.1)

Definimos w = (x, 1, u), onde
r=(a,r1,%,...,2N), T € R",

Y = (Yo, V1,2, ..., ¥N), Y € R",

U = (U,(),Ul, s auN—1)7 Uy € U.
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A seguir fazemos um importante teorema que nos auxiliard no Teorema
Principal. O espaco X é o espaco discreto L> com as normas definidas de acordo

com o Capitulo 1.

Teorema 3.1. Seja X um espagco de Banach, Y um espaco vetorial normado
com norma ||.||. Seja F: X — 2Y, L : X — Y operadores lineares limitados, e
seja T : X — Y com T continuamente diferencidvel a Frechét em B.(w*) para
algum dado w* € X er > 0, onde B,(w*) é a bola com centro em w* e raio r.
Suponha que as sequintes condigcoes sao validas para algum 6 € Y e escalares e,

Aeo>0:

(P1) T(w*)+ 6 € F(w*);

(P2) |IVT (w) — L|| < € para todo w € B.(w*);

(P3) A transformagio (F — L)™' possui como imagens conjuntos unitdrios
(fungdo wusual) e é Lipschitziana em B,(m*), com ©* = (T — L)(w*) e
constante de Lipschitz \.

Seed<lere<o, |d]| <o, e
0] < (T =Xe)r /A,

entdo existe um unico w € B, (w*) tal que T (w) € F(w). Além do mais, temos a
estimativa

A
1—)Xe

lw —w*[| <

19]]- (3.2)

Demonstracao. Fazendo a expansao de Taylor de primeira ordem de 7 — £ em

torno de w*, com resto na forma integral, obtemos

7T (w) — L(w) =T (w*) — L(w") +/ (VT (sw+(1—=s)w*)—L)ds (w—w").

0

Assim, usando (P2) temos

HTW%%WM—ﬂHSHA(VTSW+O—®wﬂ—QdﬂHw—WH

1
< / eds r= er,
0
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para todo wy, wy € B,.(w*).
Definimos ®(w) = (F — L)"(7T (w) — L(w)). Pela hipdtese (P3) e por
(3.3), para todo wy, wy € B,(w*), obtemos
[ ®(wi) — @(ws) || = [ (F=L)"(T = L)(wr) — (F = L)"H(T = L)(w2) ||
< AT = L) (wr) = (T = £)(w2) ||
< Aefwr—we .
Como Ae < 1, & é uma contracao na B, (w*).

Como ||0|| < o, concluimos que

(T — L)(w") + 6 € By(r").
De (P1) segue que
T(w*) + 0 € F(w"),
o que implica
T(w") = L(w") + 6 € F(w") — L(w").
Segue de (P3) que
w' = (F— L) (T - L£)(w") +6]. (3.4)

Agora, de (P3) e (3.3) temos

[o(w) —w*| = |(F = L) (T = L)(w)] = (F = L) [(T = L)(w") + ]|
< AMUT = £)(w) = (T = £)(w") + 4
< AT = £)(w) = (T = L)(w)[[ + [l
< Alellw —wr|[ +lo])
< Aler+l]),

para todo w € B,(w*). Podemos ver facilmente que a condigao A ||d]|/(1—€e ) <r
é equivalente a A (e + ||d]]) < r, e assim

| (w) —w <7

Como @ : B,(w*) — B,(w*) e ® é uma contracao em B, (w*), segue pelo

Principio da Contracao que existe um dnico ponto fixo w € B,(w*). Assim,

56



Capitulo 3. Resultados Necessarios na Analise de Erro

[®(w) — w?|| = [lw — w?

A
para este ponto fixo, e temos o resultado desejado escolhendo r = T—ex o). O
—€

Observagao 3.1. No Teorema 3.1, como ®(w) = w, seque que
w=o(w) = (F = L) (T (w) - L(w)).

Isto implica em
e assim

Definimos a transformacao 7 como

h, — ™ (o, wk)

U + Vo H'(2h, Ypsr, ur)

T(x,¢,u) = : (3.5)
vui Hh(xkaqpkdrlauk’)a 1 SZ S S
wN — VC(%N)
para 0 < k < N — 1, e a transformacao F ¢ escrita como
Fa,v,u) = (0,0,0,0)" (3.6)

O espaco ), associado com as quatro componentes de 7, é o espaco
L' x L' x L>* x IR™. O ponto w* é a seqiiéncia com elementos
* * * *
Wy = ('rlw wkv uk)7

onde x; = x*(t), ¥i = ¥*(tx), e up = u(yf, x;). Observemos que para k = N,
a componente uy de wy devera ser removida, e que y; e x; sao as solugoes das
equagoes (2.34) e (2.35) correspondendo a x = x*(tg) e ¥ = ¥*(ty).

O operador 7 em (3.5) pode ser visualizado como
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Tp — Z bi f(yi, uri)
i=1
Ui+ Crer D bi Vo f (Y )
=1

Ve > bi Vaf (i uni)
i=1

¥y — VC(zn)
para 0 < k < N — 1.

Vamos linearizar o operador 7 em torno de w*, calcular todas as variaveis
em cada intervalo, e desprezar os termos que tendem a zero quando h = 0. Logo,

a linearizagao da primeira componente de (3.7) é dada por

= > bif (g wn) = 2 = > 0V f(7 ui) Ve y; v
1=1

i=1
=1

para f(y;,uy;) = 0. Notemos que V,y; = I+ O(h) por (2.31). A linearizagao

da segunda componente de (3.7) é dada por

@% + Vpt1 Zbi Vy f(yiauki) = ¢Zl +¢Z+1 Zbi Vy f(yf,u};»)

=1 =1

+ Vp Z bi (Vyy f(U7' k) Ve ui i + Viu FU7 5 ) uri ) -

i=1

Para a terceira componente de (3.7), temos

Vr+1 Z bi Vuf (i, uri) = Vi Z bi Vauf (47, wki)
=1 =1

 Vhr D0 (Vau (7 65) Ve yi Vo (97 11) i)
i=1
A tltima componente de (3.7) é dada por

vy — VC(zy) = py — VO(zy) —V?C(ay) zn.
_/_/

=0

58



Capitulo 3. Resultados Necessarios na Analise de Erro

Definimos as matrizes Ay = V, f(y5,us;), Br = Vo f(yf,ug,), Qr =
Vi H(Y; Vi1 W)y Sk = Vi HY7 i wi) e B = Vau H(Y; Vg uly)-
Assim, podemos escrever a matriz linearizada £ em uma forma mais compacta

co1mo

Ty — Zbi [ A yi + By ugi |
i=1

v+ bi [ Vi1 Ak + Qr i + Sk g |
L(x* " u*) = ; (3.8)

sz’ [y Be + Skyi + Ri ki |

=1

~V2C(zy) N

para 0 < k < N — 1.
Definimos a condi¢ao de Coercividade Discreta da seguinte maneira:

existe uma constante @ > 0 independente de h tal que

B"(z,u) > a |jul|?. paratodo (z,u) € M", (3.9)
onde
1 N-1 s
B"(x,u) = 3 (xﬁ\,VxN +h <x2Qkxk + 2 Spup b+ szumekum>> ;
k=0 i=1
¢

M" ={(z,u) s 2} = (Ary + Brue) b, 2(0) =0, wx €U - U }.

As formas Ay, B, Qk, Sk e Ry foram definidas anteriormente e V- = V C(z7%,).
Uma abordagem mais completa sobre este assunto pode ser encontrada em [9] e

[11], inclusive o Teorema 3.2 abaixo com a devida demonstragao.

Teorema 3.2. Suponhamos que as condicoes de Suavidade e Coercividade do

Capitulo 2 sao vdlidas, e além disso que
> bhi=1.
i=1
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Entao para todo h suficientemente pequeno existe uma constante & > 0 satis-
fazendo (8.9) para todo h < h. Temos também que a transformagio (F — L)~}
com F e L definidos em (3.6) e (3.8) é Lipschitziana com uma constante de

Lipschitz \ independente de h para h < h.

O Teorema 3.3 também serd usado na demonstracao do Teorema

Principal na préxima segao, e sua demonstragao pode ser encontrada em [11].

Teorema 3.3. Se as hipdteses do Teorema 3.2 sdao vdlidas, entdo existe h e
r >0 com a propriedade que qualquer w" satisfazendo T (w") € F(w"), com F e

L definidos em (3.6) e (3.8), é um ponto de minimo local estrito' de (2.6) quando

|w" — w*||pe < 7 e h < h.

3.2 O Teorema Principal

Agora apresentamos o Teorema Principal. Este teorema nos mostra que a solucao
do problema de controle 6timo continuo esté préxima da solugao do problema de
controle 6timo discreto. Em outras palavras, a solugao do problema discretizado

converge para a solucao 6tima do problema continuo.

Teorema 3.4 (Principal). Suponhamos que as condi¢oes de Suavidade e
Coercividade do Capitulo 2 sao validas, b; > 0 para cada i, o método de Runge-
Kutta € de ordem k para o problema de controle otimo, U = IR™. FEntao para
todo h suficientemente pequeno, existe um ponto de minimo local (x,u") para o
problema de controle étimo discreto (2.6) e uma varidvel adjunta associada "

satisfazendo (2.11) e (2.12) tal que

h % h _ )% h hY __ %
max |af —a"(t)| + | =0 (k) |+ lu(eh vl) — (8 |

(3.10)
< ch T (u*(“_l);2h) +0(h)],

!Entendemos por ponto de minimo local estrito um ponto que minimiza localmente o

problema e nao existe um outro ponto de minimo na vizinhanga.
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onde u(xt, Y) minimiza a Hamiltoniana (2.8) com x = x), e ) =y, ec >0 €

uma constante.

Demonstracdo. A demonstracao utilizara o Teorema 3.1, e entao devemos analisar

as hipdteses (P1), (P2) e (P3).

Andlise de (P1).

Para o estudo da primeira hipdétese do Teorema 3.1 devemos estimar a
distancia entre 7 (w*) e F(w*), onde F(w*) estd definido em (3.6). Logo, estimar
esta diferenca corresponde a estimar somente ||7 (w*)].

Agora estimamos a distancia das duas primeiras componentes de (3.5) a

zero. De acordo com a Secao 2.6, definimos

z* x*(tx)
(G P (tr)
e a ultima componente do vetor ¢ como

Cra(h) =z 4+ Y big(y; (h), x; (), (3.11)

i=1
onde yi(h) e x;(h) sdo definidos como em (2.47) e (2.48).
Com as defini¢coes expostas anteriormente, usando as definicoes de g e
¢ nas Secoes 2.5 e 2.6, e a equagao (2.36) da Proposigao 2.2, temos a seguinte

igualdade:

!

zy, — My, up)
ﬁl + vx Hh(xltawlt—i-lauZ)

Voltando nossa atengao para as expansoes de Taylor (2.51) e (2.54) realizadas na

- % ( i1 — G (R) ) :

Segao 2.6, considerando o resto destas expansoes na forma integral como em (1.5)

e além disso que todas as condicoes da Tabela 2.2 sao satisfeitas, segue que

lkt+1
ot = Ga < e (|| [ 200 - = @wa |
t
' (3.12)

h
; H / g:i?@)—c:i?(oth).
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Capitulo 3. O Teorema Principal

Pretendemos majorar cada um dos termos da integral da equacao (3.12).
No primeiro termo da integral suponhamos que z* ) € L>. Pela regra da cadeia,
Suavidade e Propriedade de Unicidade de Co-estado, a k-ésima derivada de z*

pode ser vista como
() = F(t)w (1) + H(t),

onde F' e H sao Lipschitzianas. Como F' é Lipschitziana, segue que F' ¢ limitada
localmente; temos também que u* 1) possui variacdo limitada. Assim, usando

(3.1), para cada t € [ty, tg41], temos

|2 0(t) — 2O (te) | = | F(t)w "D (t) + H(t) — F(ty) w* D (t) — H(ti)

+ F(tp)ur"D(t) — F(ty) u 5D(t) |

IN

[[F(t) = F(ty)JuD(t) | (3.13)
+ [ F () [ur D () — w7V () ]|+ [ H () — H(t) |

< ce(h+w(u ™D [t tepa];t,2h)).
No Capitulo 1 apresentamos a definicio de norma discreta L'. Aplicando esta

norma para o primeiro termo de (3.12) e usando a equagao (3.13), obtemos

tk+1 N-— tk+1
H/ (2" 0(t) = 2t Z ‘/ 2 O(8) — 270 (1) dt
ti 1 ke tr
N-1 tk+1
< ) h/ — 20 (t,) | dt
k=0
N-—1 that
< h/ h+w *(5_1)7 [tkvtk+1]’t72h)>dt
k=0
tet1
S ch N_tO +Z/ [tkatk-H] t Qh)dt
< ch(h+71(u"V:2h)).
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Capitulo 3. O Teorema Principal

Vamos majorar o segundo termo da equacao (3.12). A k-ésima derivada

de ¢},, com relacao a h, obtida derivando (3.11), pode ser expressada como

CW((n) = kG () + hGUL(C ().

Usando o fato de G4, ser Lipschitziana até x — 1, obtemos
1) = R0 = [RGELV(C D) + h G (¢ () — kGELV(C(0)) |
< K|GEIV(C () = GULV(CH0) |+ R | G (¢ (R)) |

< re|¢(h) = ¢ (0) [+ O(h).

Segue da equagao (2.53) que

e assim

[ (h) = ¢C0) | < O(h).

Logo, usando a defini¢io de norma ||.||; em L'([0,1]) para o segundo termo de

(3.12), segue que

‘ ‘ / Cerl s+1

Portanto, temos que

h
< [1ee - Qo <o)
1 0

2 = G (W) [ < ek (ch (h+ m(w* *D520)) + O(h%)) .
Assim, estimando a norma dos dois primeiros termos de ||7 (w*)||, obtemos

— (@ up) 'I _ % H o — () H

Ur 4 Vo H (23,9710, up)
< ch"? [c(h—kT(u*(“_l);Qh)) +O(h) ]

< ch [ r(u "D 2h) + O(h) ] .
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Capitulo 3. O Teorema Principal

A peniltima componente de (3.5) tende a zero por (2.37) e (2.33).
Observando a equagao dada em (2.2), a tultima componente de (3.5) também
tende a zero.

Conseqiientemente, obtemos
|7 (w)|| < ch™t [T(u*(”_l);Qh) +O0(h)]. (3.14)

Andlise de (P2).
Agora devemos estimar a distancia || V7 (w)— L || para todo w € B,.(w*).

Antes, porém, vamos obter V7 (w). A primeira componente de V7T é dada por

- Z bi Vy f (Y, uki) Vo yi — Z bi Vau f(Yi, i),
i—1 i—1

onde V,y; = I + O(h) por (2.31). A segunda componente de V7 pode ser

visualizada como

Yrt1 Z bi (vyy f(yz‘a ukz) Ve + Vyu f(yia u;ﬂ)) .

i=1
A andlise da terceira componente segue o mesmo raciocinio. Para a quarta
componente temos —V 2C(zy) Zy.

Agora estamos aptos a estimar (P2). Estimar a distancia da primeira

componente de V7T e L é equivalente a estimar os termos

| Vy P i une) = Vy f(yiwia) e |V f(ys uni) = Va (Y75 ) |-

Logo, como a k-ésima derivada de f é Lipschitziana e usando a equagao (2.31),

obtemos
| Vy flyiuk) = Vo fyiu) [ < e [(yi —v7) + (ue — uy) ]
< e [(zn—af) + (we — ui;) + O(h) ]

< c[flw=w|+O(h)].
De modo andlogo analisa-se | V., f(yi, uk) — Vo f(y5, ui;) |-
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Capitulo 3. O Teorema Principal

Para estimar a diferenca entre as segundas componentes de V7 e L,

basta estimar

| Vyy f Wi uni) = Vg f(45 wra) | e | Vyu f (i uri) = Vi f (07 ua) |,
pois 7 (w*) é limitada conforme Anélise de (P1). Logo, obtemos

| Vyy [y une) = Vi S5 ui) | < e [(yi —y7) + (urs — ;)|

< clllw—w|+0Mm)].

De maneira andloga estima-se | V., f(yi, uri) — Vo f(Y5, ur;) |-
A terceira componente de V7 e L também segue a mesma andlise.

Para a quarta componente, temos
IV2C(ay) = VC(ay) | < cllay — oy || < cflw —w”.

Com estes célculos obtemos uma estimativa para |V7(w) — L].

Precisamente, obtemos

VT (w) = L] < e(lw —w™ |+ O(h)).

Andlise de (P3).
Pelo Teorema 3.2 temos que a transformagao (F — £)~! é Lipschitziana

com a constante de Lipschitz A independente de h para h suficientemente pequeno.

Agora vamos verificar as trés hipdteses do Teorema 3.1, e assim concluir
a demonstracdo. Para verificar (P1), tomamos A [|0]|/(1 — eA) < r, h menor se

necessario e por [11] p. 211, o residual em (3.14) é limitado por

ch*t [ (u* (=1 9p) + OR)] < [|6]] <@ —eX)r/A,
para h < h. Note que, se necessario, de [10] p. 180, podemos tomar

18] = en=" [r(u*"=D;20) + O(R)]

e assim h = h.
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Capitulo 3. O Teorema Principal

Para a hipdtese (P2), escolha e suficientemente pequeno tal que e\ < 1.

Tome um 7 pequeno e h menor se necessario e assim
c(r+0(h)) <g,

onde ¢ é a constante aparecendo na anélise de (P2).

Para a hipétese (P3), seja \ suficientemente grande e h suficientemente
pequeno de modo que a constante de Lipschitz de £7! é menor que \ para todo
h < h.

Como as hipdteses do Teorema 3.1 sao satisfeitas, concluimos que para
cada h < h, existe w" = (2, ¢", u") € B, (w*) tal que 7 (w") = 0 e a estimativa
(3.2) vale, a qual estabelece os limitantes para as varidveis de estado, co-estado e
controle em (3.10).

h

Finalmente, pelo Teorema 3.3, (2", u") é um ponto de minimo local

estrito em (2.6) para h suficientemente pequeno, ou seja, podemos obter

lw" —w*] <

_ k—1 * (k—1).
< 2l = et [r(ut 7 2m) + O(h)],

concluindo a demonstragao. O
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Capitulo 4

Exemplos Numéricos

Neste capitulo fazemos alguns exemplos onde ilustramos a teoria apresentada
nos capitulos anteriores. Na realidade, resolvemos problemas de controle 6timo
discreto utilizando o Programa Duali que pode ser obtido gratuitamente na pagina

de internet http:// www.eco.utexas.edu/faculty/Kendrick , acesso em 23 jul. 2004.

4.1 O Programa Duali

Nesta se¢ao indroduzimos alguns comentdrios sobre o Programa Duali (ver [1]
e [2], por exemplo). Precisamente, vamos salientar os comandos usados para
resolver problemas de controle étimo discreto com funcional quadrético e restrito

a um sistema dinamico linear com uma condigao inicial.

4.1.1 Alguns Comandos do Programa

O Programa Duali pode ser usado para resolver problemas como o apresentado
no Apéndice B. O funcionamento deste programa para os problemas que esta-
mos interessados é simples e fazemos uma rapida abordagem com o objetivo de
esclarecer algumas etapas para a criacao de um modelo. No programa, caso nao

seja feito comentarios em algumas janelas ou parte delas nas etapas apresentadas
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Capitulo 4. O Programa Duali

abaixo sobre a criagao de um modelo, subintende-se que as formas especificadas
intrinsecamente pelo programa ¢é auto-suficiente para a solucao do problema.

Abrindo o Programa Duali devemos ir no menu arquivo, e selecionarmos a
opcao novo arquivo. Neste momento abrird uma janela onde devemos atribuir um
nome para o modelo que esta sendo introduzido. Confirmando a primeira janela,
abrird uma outra a qual devemos selecionar modelo deterministico, e na préxima
janela devemos introduzir a quantidade de variaveis de estado e de controle, além
da quantidade de periodos. Na nossa abordagem o ideal é que a quantidade de
periodos seja suficientemente grande devido ao tamanho do passo h. Na tultima
janela devemos selecionar somente forma quadrdtica.

Podemos descrever o problema que estamos introduzindo selecionando
o0 menu especificacao e em seguida, o icone descri¢cao. No menu dados devemos
introduzir as matrizes A e B que representam as matrizes obtidas pela
discretizacao da equacao diferencial dada pelo problema, além de fornecer a
condi¢ao inicial. Também neste menu devemos introduzir a matriz W referente
a discretizacao do funcional.

Preenchida todas estas etapas estamos aptos a resolver o problema.
Devemos entao selecionar o menu resolu¢ao e em seguida, o icone QL P. Os graficos
que representam a solucao do problema tanto com relagao ao estado quanto ao
controle podem ser obtidos selecionando o menu resultados.

Agora apresentamos algumas observagoes sobre o Programa Duali.

Observacao 4.1. No Programa Duali, como estamos trabalhando com o modelo
deterministico, nao € necessdrio introduzirmos os valores de estado e de controle

desejados.

Observagao 4.2. O Programa Duali utiliza programacdao dinamica em tempo
discreto, uma técnica muito conveniente para implementacdo computacional

devido sua estrutura recursiva.

Observacgao 4.3. Pode-se atribuir nomes as varidveis de estado e de controle,
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além de nomear cada periodo. Para isto, basta selecionar o menu dados e em

sequida o icone abreviagoes.

Observagao 4.4. A matrizW que representa o funcional discretizado geralmente
fica proposto na forma constante, assim como as matrizes A e B representando

a discretizacao da equacgao diferencial.

Observagao 4.5. Antes de resolvermos o problema, o programa deve ser salvo.
Um outro fator importante a ser considerado € a quantidade de casas decimais na
solucao do problema. Para a introducao de casas decimais, devemos selecionar o

menu preferéncias e depois, o icone resultados.

4.2 Exemplos

Apresentamos a seguir alguns exemplos. Os exemplos serao resolvidos
discretizando o problema continuo pelo método de Runge-Kutta para problemas
de controle 6timo, e posteriormente devemos usar o Programa Duali da maneira
que foi exposto anteriormente para obtermos a solucao do problema.

Os exemplos foram discretizados usando o método dado em (1.3), método
que satisfaz as condigoes do Teorema 2.1 e portanto é um método com quatro
estdgios e quarta ordem para problemas de controle 6timo. Nestes exemplos,
em cada intervalo da particao tomamos somente um valor de controle, ou seja,
uy representa a aproximacao do controle continuo wu(ty) para t, = kh; supo-
mos isto independente do método ser de quarta ordem com quatro estagios. Na
discretizacao tomamos N = 140 o que implica A = 0,0071. Note que o tamanho
do passo h desempenha um papel importante em relacao a convergéncia, assim

como a regularidade da funcao e ordem do método usado na discretizacao.

Exemplo 4.1. Considere o sistema

$/1:$2+U
’ )
Ty = —T1 + 2T
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com condigoes iniciais £1(0) = 2 e 22(0) = 1. O funcional a ser minimizado é
dado por

1 1
J:—/ x5+ u? dt.
2 Jo

Solucao 4.1. Usando a abordagem descrita nos capitulos anteriores, primeira-
mente discretizamos o exemplo pelo método de Runge-Kutta (1.3). Logo, o

problema discretizado € dado por

o h
min J = 3 ; Ty + up (4.1)

sujeito a T = Axg + Bug,

onde

T 1 1 0,0071 0,0071
Ty = , A= e B= ,
Tk, 2 —0,0071 1,0143 0
e as condigoes iniciais sio dadas por x11(0) =2 e x12(0) = 1.

De acordo com o Apéndice B e utilizando o Programa Duali, obtemos a

sequinte solugao grdfica para o problemas:

2.781 estado x1 1.000 estado x2
x1 x2

2.586 0.727

2.391 0.453

2.195 0.180

2 T 0 T

1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 110 130 1 10 20 30 40 50 60 70 &0 90 110 130

Opt Opt

Figura 4.1: O gréfico representa o Figura 4.2: O gréfico representa o
estado x1 para o Exemplo 4.1. estado xo para o Exemplo 4.1.
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0.420 controle u

0.315

0.210

0.105

T
0

1 10 20 30 40 50 6O 70 &0 90 110 130
Opt

Figura 4.3: O gréfico representa o controle u para o Exemplo 4.1.

Além dos grdficos que correspondem a solucdo do problema, o Programa
Duali também nos fornece os valores que a solu¢ao assume em cada ponto de
malha, ou seja, em cada ponto da particao. O valor aproximado do funcional que

minimiza o problema é 0,2952.

Exemplo 4.2. Minimize o funcional

1/t 1
J:§/o 2m§+§u2dt

x| = g
’ Y
Ty = —X1+u

com condigoes iniciais x1(0) = 2 e x2(0) = 0.

sujeito ao sistema

Solugao 4.2. A solucao deste exemplo seque as mesmas diretrizes do exemplo

anterior. O problema discretizado possui a forma
h 1
mmJ2522x21+§u§ (4.2)
k=1

sugeito a TR = Axg + Bug,
onde

Ti1 1 0,0071 0
T = s A= e B=
Tp, 2 —0,0071 1 0,0071

)
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e as condigoes iniciais sao x11(0) =2 e x12(0) = 0. Usamos o Programa Duali

para obter a solu¢ao grdfica que é dada a sequir:

2.000 estado x1 0.000 estado x2
x1 x2
1.659 -0.544
1.318 -1.087
0.973 -1.631
0.63# T 2174 T
1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 110 130 1 10 20 30 40 50 6O 70 &0 90 110 130
Opt Opt
Figura 4.4: O gréfico representa o Figura 4.5: O gréfico representa o
estado x; do Exemplo 4.2. estado x2 do Exemplo 4.2.
controle u
0.000
u
-0.574
1.148
1.722
2.2 T
1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 110 130

opt

Figura 4.6: O grafico representa o controle u para o Exemplo 4.2.

Portanto, obtemos a solucdo do problema de controle étimo continuo
através da discretiza¢ao do problema utilizando o método de Runge-Kutta (1.3),

e usando o Programa Duali. O wvalor aprozimado que minimiza o funcional do

problema é 2,6243.

No Capitulo 2 analisamos o Exemplo 2.1 e a solucao discreta nao
convergia para a solugao continua (6tima). Neste capitulo fazemos a discretizacao
de Runge-Kutta de quarta ordem para o Exemplo 2.1, e uma solucao aproximada

serd encontrada.
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Usando a discretizacao de Runge-Kutta de quarta ordem, o Exemplo 2.1

discretizado pode ser visto como
n N
minJ = 5 ; 227 4 uj (4.3)

sujeito a  xr11 = 1,0035 x5 + 0,0071 wy,

com a condigao inicial dada por x1(0) = 1.
Resolvendo o problema (4.3) utilizando o Programa Duali e comparando
a solucao do problema discretizado com a solucao do problema continuo para o

estado x, obtemos o seguinte gréfico:

Figura 4.7: O grafico representa o estado x para o Exemplo 2.1.

Abaixo temos o grafico correspondendo ao controle discreto e continuo.
Note que a solucao continua para o problema é apresentada no Capitulo 2.

0r controle
u

0zt
04F
0BF

08k

0 D.‘1 D.‘Z Dl3 D.‘ii DIS DIE D.‘? DIS DIQ "i
Figura 4.8: O grafico representa o controle u para o Exemplo 2.1.

73



Capitulo 4. Exemplos

Tabela 4.1: Anélise de erro com relacao ao controle u para o Exemplo 2.1.

Tempo u*(t) Up Erro
0.2 12252 | -1,2234 | 0,0018
0,4 -0,8332 -0,8334 0,0002
0,6 -0,5168 -0,5175 0,0007
0,8 -0,2472 -0,2477 0,0005

0,9928 -0,0088 -0,0087 0,0001

Portanto, podemos inferir que a solucao do problema discretizado

converge para a solucao otima do problema continuo. A Tabela 4.1 ilustra tais

fatos. Nesta tabela, o tempo continuo t = 0, 2 corresponde ao tempo discreto tog,

o tempo continuo £ = 0,4 corresponde ao tempo discreto 55, € assim conseqiien-

temente até o tempo t = 0,9928 que corresponde a t139. O valor aproximado do

funcional que minimiza o problema ¢é 0,8611, e o valor do funcional com relagao

a solugao 6tima continua é 0, 8642.
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O Problema de Controle Otimo

Em problemas de controle 6timo continuo estamos interessados em minimizar ou

maximizar um funcional regido pela seguinte equagao diferencial
o' = f(z,u), (A1)

onde z(t) denota o estado e u(t) o controle em um tempo ¢t. O vetor estado
r € IR" e u € U, onde tomamos U C IR™ e as equagdes dadas em (A.1) sao
chamadas de equagoes estado do sistema. A funcao f é definida continuamente
diferenciavel em relacao a cada varidavel para todo x e u. Estas suposicoes sao
necessarias para garantir a unicidade da solugao continua das equacoes de estado
satisfazendo z(ty) = a.

Assim, em nosso problema temos que minimizar uma funcao custo que

pode ser escrita na forma

t1
7= [ e
to

de modo a satisfazer a condigao inicial x(ty) = a e a condigao final z(t;) = b,
juntamente com o sistema (A.1). Naturalmente existem controles u, e dentre
estes estamos procurando o que minimiza J. Tal controle é chamado controle
6timo e o denotamos por u*.

Precisamos de uma condicao necessaria para podermos distinguir este
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controle dos demais. Antes de obtermos tal condicao, vamos fazer algumas
consideracoes. Primeiramente, definimos controle admissivel como sendo o
controle que é limitado e continuo por partes'. A seguir, vamos restringir nossa

equacao diferencial ao caso em que ela é dada somente por
/ / /
vy = fo(w1,20,u), 27 = fi(z1,22,u) e x4 = fo(x, T2, u).

Uma outra consideracao sobre o Teorema do Principio do Méaximo de
Pontryagin a qual apresentamos abaixo, é que ele pode ser aplicado para
problemas formulados de maneira diferente da apresentada acima. Feito estas
consideragoes, vamos apresentar o teorema provado por L. A. Pontryagin (ver

[22], por exemplo).

Teorema A.1 (Pontryagin). Seja u*(t) wm controle admissivel com a
correspondente trajetoria x*(t) que transfere o sistema de x(ty) no tempot =ty a
x(t1) em algum tempo t1, nao especificado. Entao para que u* e x* sejam dtimos

¢ necessario que exista uma funcao escalar

H(z,,u) =g folx,u) + 1 fi(z,u) + ¥ fo(x,u)
e um vetor nao trivial ¥ = (g, Y1, 109)" satisfazendo

H
W = —gw, i=0,1,2, (A.2)

tais que

(1) para todo t em ty < t < t;, H é mazrimizada em relagio a u em
u = u*(t).

(11)) H(z*,¢v*u*) =0 ey <0 emt =t, onde *(t) é a solugio de
(A.2) para u = u*(t).

Além disso, temos H(x*(t),v*(t),u*(t)) = constante e assim H = 0 e

Yo < 0 em cada ponto da trajetoria otima.

LA descontinuidade neste caso é de primeiro tipo, ou seja, um salto.
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No exemplo apresentado abaixo, é importante notarmos o uso da funcao
Hamiltoniana e das equagoes de co-estado, que juntas desempenham papel

fundamental na obtencao da solucao.

Exemplo A.1. Consideramos o sistema linear

t' = Az + Bu, (A.3)
onde
a b ) 1
A= ., B= e =
c d m To

Suponhamos que o sistema (A.3) € controldvel de um dado ponto inicial x(ty) = x°

a um ponto final z(t;) = x' por um controle admissivel com |u| < 1. O objetivo

¢ encontrar um controle dtimo u*(t) de modo que o funcional

t1
J:/ 1dt
to

Solugao A.1. Aplicamos o Teorema de Pontryagin. Segque que 1y < 0 e con-

seja minimizado.

seqiientemente tomamos 1y = —1. O sistema (A.3) pode ser escrito na forma

x] = axy + bxry + lu

xh = cxy + dxs + mu

para fi(x,u) = axy + bxy + lu e folz,u) = cxy + dre + mu. Logo,

H = —14 v (azxy+ bxe + lu) + g (cxy + dxs + mu)

= —1+4+ ¢ (axy + bxo) + Vo (cxy + dxg) + (Ith1 + mahs) u.

Pelas equacoes de co-estado temos

.ol OH

vy = T —athy —cihy, Py = T Ory —btpy — d s,

Estamos interessados em maximizar H com relagao a u. Notando que

H € uma funcao linear com relagio a u e usando o fato de |u| < 1, para
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maximizarmos H precisamos tomar w = 1 ou u = —1, dependendo do sinal
do coeficiente Iy + mapy. Desta maneira os unicos controles que transferem o

sistema do estado inicial ao estado final minimizando o funcional sao da forma

u* = sinal(ly +maby),
que sao constantes por partes com descontinuidades nos zeros de
S =11(t) + mp(t).

Na verdade, estes controles ficam alternando de 1 para —1 ou vice-versa quando
S = 0. Nos intervalos de tempo entre dois zeros de S o controle é constante.

Entao as equagoes de estado (A.3) podem ser escritas como
¥ = Ax + Bu*, onde u* =1 ou u* = —1,

com uma singularidade isolada quando u* =1 em

ari+bra+1=0

) (A.4)
cri+dra+m=0
e outra singularidade isolada quando u* = —1 em
ar1+bxy—101=0
b (A.5)

cx1+dx2—m:0

Acima, consideramos o fato do determinante do sistema ser diferente de zero, ou
seja, ad —bc # 0.

Para concluirmos o exemplo basta analisarmos estes sistemas no plano.
Esta andlise nos dias atuais ¢ bem conhecida e nos fornece o comportamento do
sistema. Na verdade, devemos olhar para os autovalores do sistema que temos
suas trajetorias. O comportamento do sistema (A.4) é andlogo ao comportamento
do sistema x' = Ax, que possui uma singularidade na origem. A diferenca € que
em (A.4) e (A.5) por exemplo, temos o retrato de fases transladado para —1 e 1,

respectivamente.
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Apeéendice B
Programacao Dinamica

Problemas de controle 6timo discreto representam uma importante classe de
problemas de controle. Tais problemas podem ser resolvidos usando programagao
dinamica, método proposto por Bellman em 1957. Deste entao, existem
problemas formulados na forma discreta em diversas areas e conseqiientemente
pode-se usar programacao dinamica para resolvé-los. Neste apéndice fazemos
um breve estudo desta teoria com o intuito de fornecer ao leitor uma idéia
sobre a abordagem destes problemas, e na dissertacao os problemas discretos
sao aproximacoes dos problemas continuos.

No problema de controle 6timo discreto abaixo, notemos que nao sera
exigido nenhuma condicao de diferenciabilidade com relagao ao estado x. Este

problema pode ser encontrado em [7].
Problema B.1. Dado um sistema dinamico discreto na forma
w(k+1) = f(x(k), u(k), k)

com condicao tnicial xo, temos que encontrar para cada k um controle admissivel
u(k) de modo que o funcional seja maximizado. Precisamente, temos o sequinte

problema:

max J =S F(z(k),ulk), k) + C(z(1)) (B.1)
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sujeito a x(k+ 1) = f(x(k),u(k), k)
z(0) =a, ueU,
para k=0,... N —1.
A seqiiéncia de controles u*(k) serd chamada de controle dtimo assim

como a seqiéncia de estados x*(k) serd chamada de trajetdria dtima para o

problema.

No problema acima, a funcao f é definida por

f:R"x R"x{0,...,N -1} - R",

onde z € IR", u € U para U C IR™. O dominio e contra-dominio das fungoes F

e C do funcional sao

F:R"xR"x{0,...,N—-1} - R,

C:R"— R.

Agora que especificamos o problema de controle &timo discreto,
apresentamos o método de programagao dinamica dado por Bellman e que pode

ser encontrado em [7].

Teorema B.1 (Bellman). Seja J*(xo) o valor étimo do funcional objetivo do
problema (B.1). Entao
S (o) = Jg(20),

onde a fungao J; é dada pelo iltimo passo do sequinte algoritmo, que comega no

final do tempo (discretizado) e vai até o inicio do tempo. Temos

In{z(N)} = Cz(N)),

e para cada k € {N —1,N —2,...,1,0},

Jilw(R)} = max {F(x(k), u(k), k) + Jea {f(2(k), u(k), k) }
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que sao as equagoes de Bellman para o problema (B.1). Além do mais, se
u*(k) maximiza a expressio situada a direita da equagao de Bellman em fung¢do
de x(k) para cada k € {0,1,...,N —1}, entdo a seqiiéncia de controles u*(k) € o

controle otimo para o problema.

Exemplo B.1. Considere as equacoes do sistema dinamico discreto para x

representando a varidavel de estado e u a varidvel de controle:
z(0) =1
x(1) = 32(0) + u(0)
x(2) = z(1) 4+ 2u(1)

Encontre o minimo do funcional dado por

u(g{iﬂl) J = (u(0) — 2)* + (u(1) — 4)* + z(2). (B.2)

Solucao B.1. A solucdo deste exemplo basea-se no Teorema de Bellman apre-
sentado acima. Note que temos apenas trés periodos, e comecamos nossa andlise
no tempo final voltando para o tempo inicial. Assim, no tempo final temos x(2)

dado e consegiientemente

Jo{z(2)} = C(2(2)) = x(2). (B.3)
No periodo 2 temos x(1) dado. Logo, usando a equagao de Bellman para

este periodo vamos obter
T eV} = min{(u(1) = 4+ J5{a(1) + 2u() 1,
e usando a equagao (B.3) obtemos

Ji{r()} = min{(u(1) - 4)* + (1) + 2u(1)}. (B.4)
Portanto, temos que resolver o sequinte problema de programacao matemdtica:
m&n o(u) = (u—4)* +z + 2u.
Impondo as condi¢oes de otimalidade, ou seja, derivando a funcdo p, obtemos

Pduw)=0=2wu-4)+2=0= u=23,
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"' =2>0,

onde esta ultima condicao nos fornece condicao de minimo. Entdao obtemos

u*(1) = 3 e substituindo em (B.4),

Ji{z(1)} =2z(1) + 7. (B.5)

Na andalise do periodo 1, temos x(0) = 1 dado, e a equacao de Bellman

para este periodo é
Ti{a(0)} = min{(u(0) — 27 + J; {3 + u(0)}}
e usando a equagao (B.5) obtemos
Ji{x(0)} = %x)l{(um) — 2% +3+u(0) + 7} (B.6)
Resolvendo o problema de programac¢ao matemdtica
min ¢(u) = (u — 2)* +u+ 10

de maneira andloga ao periodo 2, obtemos u*(0) = 3/2 e pela equagio (B.6)
obtemos

T {x(0)} = 47/4. (B.7)

Depois de realizarmos todos estes calculos, temos a solugao otima para
o problema de controle otimo discreto utilizando programacao dinamica, cujos

valores sao

z"(0) =1, u*(0) =3/2, 2"(1) =9/2, v (1) =3 e z"(2) = 21/2.
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Conclusao

Os problemas de controle 6timo continuo nem sempre podem ser resolvidos
diretamente utilizando a teoria de condicoes necessarias a otimalidade, por
exemplo, do tipo Principio do Maximo de Pontryagin. Dai, recorremos ao uso de
algoritmos numéricos para encontrarmos uma solugao aproximada. Para procu-
rar uma solucao aproximada, a idéia é transformar o problema de controle 6timo
em um problema de dimensao finita, conhecido como problema de programacao
matematica. Isto foi realizado via discretizagao de Runge-Kutta, baseando-se nos
trabalhos de Hager [11], [15] e [17].

A construgao dos métodos de Runge-Kutta para problemas de
controle 6timo segue a sistematica de obtencao destes para equacgoes diferenciais
ordinarias. Entretanto, as condicoes de ordem mna discretizacao, como
observamos na Secao 2.6, sao diferentes para os problemas de controle. Neste
caso existem mais condigoes a serem satisfeitas para obtermos convergéncia de
ordem 3 ou 4.

A convergéncia da solucao discreta para a solucao 46tima continua
depende das hipoteses de Suavidade e Coercividade. Também é necessario que
os coeficientes b;, 1 < 1 < s, do método de Runge-Kutta sejam positivos. Na
demonstracao obtém-se uma cota superior para o erro dependente do passo h.

Os resultados apresentados neste trabalho com relacao a discretizacao
de Runge-Kutta para problemas de controle 6timo deteve-se até ordem 4, como
pode ser observado na Tabela 2.2. Para estudos futuros, poderiamos pensar na

obtencao de condigoes de ordem de discretizacao maiores utilizando o método de
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Concluséao

Runge-Kutta. Um outro estudo interessante seria o enfraquecimento da hipotese
de Suavidade do Teorema Principal.

A elaboracao desta dissertacao proporcionou, além do estudo em teoria de
controle, um estudo em andlise numérica, programagao nao linear e
programacao dinamica. Durante a elaboracao do texto, todas estas teorias se
inter-relacionaram fornecendo um grande amadurecimento matematico e uma
visao geral de como as teorias de diversas areas podem ser usadas para a solugao

de um tnico problema.
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