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RESUMO

Neste trabalho estudaremos as topologias m-adicas. Para isto, relembraremos alguns conceitos
vistos na Algebra e Topologia que nos ajudariio a avangar nos nossos estudos.

Palavras—chave: Algebra. Topologia. Comutativa. Algébrica.



ABSTRACT

In this work we will study the m-adic topologies. For this, we will remember some concepts
seen in Algebra and topoloy that will help us to advance in our studies.

Keywords: Algebra. Topology. Commutative. Algebraic.
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1 INTRODUCAO

Os estudos sobre as topologias m-ddicas surgiram como consequéncia dos estudos de
espagos topoldgicos que tinham uma estrutura de grupo, anel ou médulo, conhecidos como
grupo, anel ou médulo topoldgico.

Diante disso, destacamos a importancia deste trabalho pela conexio que faz entre a Algebra
e a Topologia.

No primeiro capitulo veremos alguns resultados importantes sobre as topologias m-ddicas
e suas filtragdes. Temos que [1] serd a principal referéncia deste capitulo.

Na sequéncia, de maneira andloga a topologia, estudaremos os completamentos de grupos,
anéis e modulos. A principio veremos o completamento de grupos filtrados para estendermos
de maneira natural para anéis e médulos. Usaremos [2] como a principal referéncia.

No terceiro capitulo estudaremos as séries formais e restritas e, como isso, poderemos
ver que existe uma espécie de algoritmo da divis@o quando o anel é completo pela topologia
m-ddica. A principal referéncia serd [3].

No quarto capitulo estudaremos mais a fundo os completamentos de médulos finitamente
gerados. Temos que [3] e [2] serdo as referéncias mais utilizadas.

Por fim, no quinto capitulo buscaremos uma relagdo entre a dimensao de um anel noetheriano
e a dimensdo de seu completamento. Inicialmente veremos para os anéis noetherianos locais.
Depois estenderemos para quaisquer anéis noetherianos. Teremos que [2] serd a principal

referéncia.



2 A TOPOLOGIA M-ADICA

No comeco deste capitulo definiremos grupos topoldgicos e veremos alguns resultados
fundamentais. Entre os mais importantes podemos destacar: lema 2.4 e o teorema 2.8.

Na sequéncia definiremos anéis e médulos topoldgicos. A partir disso apresentaremos a
topologia m-adica e provaremos alguns resultados. Dentre os mais relevantes podemos citar:
teoremas 2.21 e 2.23, lema 2.22 e a proposi¢ao 2.26.

Finalizaremos definindo o que é um anel de Zariski.

2.1 Compatibilidades das estruturas algébricas e topolégicas em um conjunto

Todos os anéis serdo considerados como comutativo com identidade multiplicativa repre-
sentada por 1. Se ¢ : A — B € um homomorfismo de anel, assumimos que a imagem da
identidade de A através de ¢ € a identidade de B. No caso de A ser um subanel de B entdo

iremos supor que a identidade de A também ¢ a identidade de B.

Definicao 2.1. Seja (G, +) um grupo abeliano que ao mesmo tempo possui uma estrutura de
espago topolégico, ndao necessariamente Hausdorff. Suponhamos que as estruturas algébricas

e topologicas acima sdo compativeis no seguinte sentido: as aplicagoes

f: GxG — G
(x,y) F— x+y

{g:G—)G

X FH— —X

sdo continuas. Dessa forma, dizemos que G é um grupo topolégico (com respeito as duas

estruturas acima,).

Observe que a aplicacdo

ff . GxG — G
(x,y) +— x-y

também é continua pois f’(x,y) =idg(x) + g(y).

Proposicao 2.2. Sejam G um grupo topologico e a € G. Entdo a translacdo T, definida por

T,(x) = x + a é continua e a translacdo T-, é a aplicagdo inversa.

Demonstragdo. Para todo aberto V C G, com x +y € V, existe um aberto W ¢ G X G, pela
continuidade de f, tal que (x,y) € We f(W) c V. Fixando y = a temos que f(x,a) =T,(x) é
continua.

Pelo fatode T, o T_, = ldg e T-, o T, = Id teremos que T—, = Ta_l. O



Assim, T, ¢ um homeomorfismo de G para G e existe uma bijecdo do conjunto de todas as
vizinhangas do elemento neutro aditivo de G (geralmente representado por 0) para o conjunto
de todas as vizinhancas de a (U +— U +a). Portanto, a topologia de G € unicamente determinado
pelas vizinhancas de 0 em G.

Podemos observar que todo subgrupo aberto H de G ¢é fechado, pois o conjunto comple-

mentarde Hem G é | J a+ H etodoa+ H =T,(H) é aberto.
a¢H
Dessa forma, temos que G /H é um grupo topolégico quando tomamos a topologia discreta.

Proposicao 2.3. Sejam G um grupo topolégico, A C G e B um subgrupo de G. Se B é aberto,
entdo A + B também é.

Demonstragdo. Segue pelo fatode A+ B = |J (a+ B). O

acA

Lema 2.4. Seja H a intersecdo de todas as vizinhangas do elemento neutro do grupo topolégico

G, denotado por 0. Entdo:
(i) H é subgrupo de G;
(ii) H é o fecho de {0}.

Demonstragdo. (i) Segue pela continuidade das operacdes de grupo. Temos que H # 0
pois 0 € H. Escreva Ng(0) como o conjunto das vizinhangas de 0. Como x — —x €
um homeomorfismo, para cada vizinhanga U € Ng(0) teremos que —U € Ng(0). Assim
V=UNn-U¢€ Ng(0)e -V =V. Sex € He U € Ng(0), entdo podemos encontrar o
subconjunto V € Ng(0) tal que V = =V. Entdox € V = -V, logo —x € V C U. Como U ¢é
arbitrario, entao —x € H.

Como f : G XG — G é continua e (0,0) — 0 para qualquer U € Ng(0) existe uma
vizinhanga W de (0,0) em G X G que a aplicacdo adicao leva até U. Pela defini¢ao de topologia
produto, existem Vi,V, € Ng(0) tal que V; x V, € W. Se tomarmos V = V| NV, entdo
V+V C U. Suponhamos x,y € He U € Ng(0). Assim, existe V € Ng(0) talque V+V C U
ex,yeVeentiox+y e U. Como U € arbitrario entdiox + y € H.

Para (ii) teremos que:

xeH@0ex+UparatodavizinhangaUdeO@xEm.

Relembraremos uma definicdo vista na topologia.

Definicao 2.5. Uma aplicacdo f : X — Y entre dois espagos topolégicos é dita aberta se, para
qualquer aberto U de X, f(U) é aberto emY.
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Proposicao 2.6. A aplicacdo natural p : G — G/H, onde H é o subgrupo do Lema 1.4, é

aberta.

Demonstragdo. Seja U um subconjunto aberto de G. Pela proposicdo 2.3 temos que p(U) =
U + H € aberto. m|

A préxima proposicao apresenta uma condicdo para que um espaco topoldgico seja Haus-
dorfl.

Proposicao 2.7. Se um espago topologico X é Hausdorff se, e somente se, a imagem da
aplicagao
{A C X — XxX

x — (x,x)

é fechada em X x X.

Demonstragdo. Seja (x,y) € X X X tal que x # y. Pelo fato de X ser Hausdorff temos
que existem abertos disjuntos U, V contendo x, y respectivamente. Assim, (x,y) € U XV C
(X X X)—A(X). Logo (X x X) — A(X) € aberto, isto é, A(X) é fechado.

Reciprocamente, se W := (X x X) —A(X) é aberto entdo, para x, y € X distintos, (x,y) € W
estd contido num aberto bédsico U X V C W para os abertos U,V de X. Entdo U,V sdo abertos

de X contendo x, y respectivamente e eles sdao disjuntos pois U X V € subconjunto de W. O

Seja H um subgrupo de um grupo topolégico G. O seguinte teorema nos mostra quando
G /H é Hausdorff.

Teorema 2.8. As seguintes afirmacoes sdao equivalentes:
i) G/H é Hausdorff;
ii) H é fechado em G.

Demonstragdo. Suponha que G/H seja Hausdorff. Assim, conjuntos unitdrios sdo fechados
em G /H. Em particular, 0 = H é fechado em G/H.

Finalmente, suponhamos que H seja fechado em G. Para mostrar que G/H é Hausdorff
vimos anteriormente que basta mostrar que a imagem da aplicagdo A : G/H — G/H X G/H é
fechadaem G/H X G/H.

Temosque U := (G/HXG/H)—im(A) = {(p(g),p(g’)) : g —g ¢ H} éoseucomplementar.
Sejag = (p,p) : G xG — G/H x G/H, que é aberta pois p é aberta. Assim, ¢'(U) =
{(g,8) e GXG:g' —g¢H} ¢éaberto pois a aplicacdo f' : G X G — G, vista no comego do
capitulo, é continua e ¢~ (U) = f'~1(G — H). Como g é sobrejetiva entdo U = g o g~ (U) é
aberto. O
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Corolario 2.9. O grupo topologico G é Hausdorff se, e somente se, H = {0}, onde H é a

subgrupo formado pela intersecdo de todas as vizinhangas do elemento neutro de G.

Demonstragcdo. Se H = {0} entdo G é Hausdorff. A reciproca € trivial. O

2.2 A topologia m-adica

Definicao 2.10. Se A é um anel e um grupo topolégico com respeito a adi¢do, dizemos que A

é um anel topologico se a aplicagdo

h @ AXA — A
(x,y) +— x-y

é continua.

Seja m um ideal de A, que usaremos a notagdo m < A, consideramos em A a topologia
definida tomando o conjunto de todas as poténcias m", para n > 0, como um sistema funda-
mental de vizinhancas de 0. E ficil verificar que com essa topologia A é um anel topolégico.
Chamamos essa topologia de fopologia m-adica, ou simplesmente m-topologia e dizemos que

A é um anel m-ddico ou m-anel.

Proposicao 2.11. Num anel noetheriano A todo ideal I contém uma poténcia do seu radical

VL.

Demonstragdo. Sua prova pode ser vista em [2], capitulo 7. O

Assim um mt-anel noetheriano A pode ser um m’-anel com m # m’. Basta tomarmos

m = +ym.

Definicao 2.12. Seja M um A-médulo, onde A é um anel topolégico e M um grupo topolégico.

Dizemos que M é um modulo topologico se a aplicacdo

W . AxM — M
(a,x) +— a-x

é continua.

Sejam < A. A m-topologia em M € definida tomando a m-topologia em A e a topologia
dada por todos os submédulos m"M, n > 0, de M.

Se A € um anel topoldgico tal que o sistema fundamental de vizinhangas de 0 € dada por
ideais, dizemos que a topologia em A € uma fopologia linear. Portanto a m-topologia € um

exemplo de topologia linear.
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Definicao 2.13. Seja M um A-médulo. A cadeia
M=MyoMyD>---DM,D---,

onde M, sdo submodulos de M é chamada uma filtragdo de M.

Uma filtrag@o € associada de forma natural com uma topologia em M, basta tomarmos {M,, }

como um sistema fundamental de vizinhangas de 0.

Definicao 2.14. Sejam (M,) uma filtracdo de M e m < A tais que a seguinte condigcdo é

verificada:
mM, C M,,1, para todo n > 0;
ou consequentemente,
m'M,, C M,,;, para todo n,i > 0.

Entdao chamamos (M,,) de uma m-filtracdo.

Definicao 2.15. Dizemos que a m-filtracdo (M,,) é estavel se existe ng > 0 tal que as seguintes

condicoes equivalentes sdo verificadas:
i) Myy1 =mM,, paran > ny;

ii) M, =m"""M,, paran > ny;

iii) Myrq =mIM,, paran > ny, q. > 0

A filtragdo (m"M), que define a topologia m-ddica em M, é um exemplo de m-filtracdo

estdvel. O proximo lema mostra que qualquer m-filtracdo estavel de M define a m-topologia.

Lema 2.16. Se (M,), (M,) sdo wm-filtracoes estdveis de M entdo existe ny tal que
Myin, € M) e M,

ning C Mu, para todo n > 0. Consequentemente, todas as m-filtragoes

estaveis determinam a mesma topologia em M.

Demonstragao. E suficiente tomar M; =m"M. Como mM, C M, para todo n, teremos que
m'M C M,. Além disso, mM,, = M, para todo n > ng, consequentemente M,,, = m"M,, C

m'M =M,. ]

Definicao 2.17. Se A é um anel e (A,),>0 € uma familia de subgrupos, com relacdo a adi¢do, de

A, tal que A = EB ApeAnA, C Apsn, param,n > 0, entdo é A é chamado de anel graduado.
n=0

Observacao 2.18. Note que Ap é um subanel de A e cada A, € um Ap-mddulo.
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Definicao 2.19. Se A é um anel graduado, um A-médulo graduado é um A-modulo M junto
com uma familia (M,,),>o de subgrupos de M tal que M = @ M, e AyM, C M,,,, para todo

n=0
m,n > 0. Um elemento x € M ¢é dito homogéneo de grau n se x € M,

Proposicao 2.20. Se A é um anel graduado noetheriano entdo A é noetheriano e A é finitamente

gerado como Ag-dlgebra.

Demonstragcdo. Temos que Ag = A/ @ A,. Logo, Ag € noetheriano. Facilmente podemos

n>0
ver que @ A, € um ideal de A e com isso é gerado por {xi,...,xs}, onde x; € A, para
n>0
1 <i<s. Seja A" a Ap-dlgebra gerada por {x,...,xs}. Por indugdo sobre n, mostraremos

que A, € A* para todo n > 0. Isto é verdade paran = 0. Sejamn > O0ey € A, C P A,.
n>0

N

Assim, y = }} a;x;, onde a; € A,_(;). Pela hipétese de indugdo, cada a; € um polindmio em
i=1

x;, para 1 < i < s, com coeficientes em Ag. O mesmo acontece com y. Logo, A, C A* para

todo n. Portanto, A = A*. m]

Sejam A um anel e m < A. Podemos formar o anel graduado A’ = @ m”, com a
n>0
multiplicacdo definida como para polindmios, que é isomorfo a ), m"X" c A[X], onde X
n>0
¢ uma indeterminada. Com isso, A’ € uma A-dlgebra gerada por mX, com x ¢ A’, e A’ é

Noetheriano quando A for. Similarmente se M € um A-médulo e (M,,) € uma m-filtragdo de M,

entdo M’ = €p M,, é um A’-médulo graduado. Com essa notag@o teremos o seguinte resultado.
n>0

Teorema 2.21. Sejam A um anel noetheriano, m < A, M um A-médulo finitamente gerado e

(M,,) uma m-filtracdo de M. Entdo as seguintes condicées sdo equivalentes:
i) A filtracdo (M,) é m-estdvel;

ii) M’ é um A’-modulo finitamente gerado.

n
Demonstracdo. Como cada M,, é finitamente gerado entdo Q, = EB M,, também é. Considere
r=0
M, definido por:

M, =My®+---+e&M,omM,---dm'M, ® ...
Pelo fato de Q, ser finitamente gerado como A-mddulo teremos que M, € finitamente
gerado como A’-médulo. Assim, { M, },>o forma uma cadeia crescente, cuja unido € M’. Como

A’ é noetheriano, entdo M’ é um A’-mdédulo finitamente gerado se, e somente se, a cadeia é

estaciondria, ou seja, M’ = M,’lo, para algum ngy > 0. m|

Pelo Teorema 2.21 chegamos ao seguinte resultado que € uma ferramenta muito ttil na

teoria.
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Lema 2.22. (Lema de Artin-Rees) Sejam A um anel Noetheriano, m < A, M um A-modulo

finitamente gerado, (M,) uma m-filtracdo estavel de M e N um submédulo de M. Entdo:
i) (M, N N) é uma m-filtracdo estavel de N;

ii) Existe um inteiro ng tal que
(M"M)NN=m""((m"M)NN),

para todo n > 0;

iii) Existe ng > 0 tal que as filtracoes (M"'N) e ((m"M) NN) satisfazem as condigées do Lema
2.16; em particular a m-topologia de N coincide com a topologia induzida em N pela

m-topologia de M.

Demonstragdo. Como A é noetheriano entdo N e cada (M, N N) sao A-médulos finitamente ge-
rados. Além disso (M, N N) ¢é um m-filtragio pois m(M, N N) C
(mM,) N (mN) C M,y; N (M)N e define um submédulo graduado N’ = M, N N do

n>0
médulo graduado M’ = P M,. Assim M’ é um A’-médulo finitamente gerado e como A’ é
n>0
noetheriano entdao N’ € um A’-médulo finitamente gerado. Logo o primeiro item segue pelo

Teorema 2.21. Além disso, se aplicarmos o primeiro item a filtragdo (m"M) de M chegamos

ao segundo item. Por fim teremos que o terceiro item segue pelo segundo e pelo lema 2.16. O

Agora iremos revisar algumas defini¢des bdsicas: um anel A € local (respec. semi local)
se tem somente um ideal maximal (respec. um nuimero finito de ideais maximais). Usamos a
notagdo (A, m) para indicar que A é um anel local com ideal maximal m. A interse¢do de todos
os ideais maximais do anel A € o ideal de Jacobson de A e € denotado por J(A).

Teremos x € J(A) se, e somente se, todo elemento do conjunto 1 —xA € inversivel. A prova

€ encontrada em [2], capitulo 1.

Teorema 2.23. (Teorema da intersecdo de Krull) Sejam A um anel noetheriano,
m < A, M um A-modulo finitamente gerado e N = () m"M. Entdo x € N se, e somente
n=0
se, existe m € m tal que (1 —m)x = 0. Em particular, teremos N = {0}, se pelo uma das
seguintes hipoteses forem verificadas:
i) mcJ(A);

ii) A éum anel local;

iii) A é um dominio de integridade.
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Demonstragcdo. Se x = mx, com m € m, teremos x = m"x para todo n > 0, entdo x € N.
Reciprocamente, se x € N, Ax estd contida em toda vizinhanca de 0 em M, entdo ndo ha outro
conjunto aberto além dele mesmo pela topologia induzida, que € a m-topologia de Ax; mx é
aberto nessa topologia, entdo mx = Ax e mx = x para algum m € m.

Provaremos agora os trés itens. Se m C J(A) entdo 1 — m € inversivel e com isso x = 0. De
forma andloga provamos o segundo item. Se A for dominio entdo 1 —m = 0 ou x = 0. Pelo fato

de m ser um ideal préprio temos que x = 0 como queriamos. O

Proposiciio 2.24. Se N é um submédulo do médulo M entdo o fecho de N é dado por N =
N (N + M,,), onde (M,) é uma filtracdo de M.

n=0

Demonstracdo. Sejax € M. Assim, x ¢ N se alguma vizinhanca de x é disjunta de N, ou seja,
(x+M,)NN =0, paraalgumn > 0. Sex € N+ M,, paratodon > 0, entdo x = y+z, onde que
yeNeze M, Comissoy=x—-z¢€ (x+M,)NN. Reciprocamente, se y € (x + M,) N N,

para todo n > 0, entdo para algum z € M), teremos que y = x — z. Logox =y + z. m|

O seguinte resultado é uma extensao do coroldrio 2.9 para o caso de médulos topolégicos.

Corolario 2.25. Um modulo topoléogico M é Hausdorf se, e somente se, (| M, = {0}, onde

n=0
(M),) é uma filtracdo do modulo M.

Demonstragdo. Suponhamos que () M, = {0}. Pela proposi¢do anterior, (| M, = {0}.
n=0 n=0
Assim, pontos sao fechados e com isso a topologia é Hausdorff. O

Por fim, finalizaremos o capitulo com uma importante proposi¢ao que nos ajuda a definir

um anel de Zariski.

Proposicao 2.26. Sejam A um anel noetheriano e m < A. As seguintes condigoes sdo equiva-

lentes:
i) mcJ(A);
ii) Todo A-médulo finitamente gerado é Hausdorff para a m-topologia;

iii) Se M um A-modulo finitamente gerado qualquer, todo submodulo de M é fechado para a

m-topologia de M
iv) Todo ideal maximal de A é fechado para a m-topologia.

Demonstragcdo. Mostraremos que i) = ii). Suponhamos que m C J(A) e M é um A-médulo
finitamente gerado. Sejax € M e m € m tais que (1 —m)x = 0. Assim, x = 0 pois (1 —m) é

inversivel em A. Portanto, M é Hausdorff pelo coroldrio anterior.
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Provaremos ii) = iii). Suponhamos que vale i7). Seja M um A-mddulo finitamente gerado,
N um submédulo de M. Entdo M /N é Hausdorft pela topologia m-ddica. Portanto, N é fechado
em M.

Esta claro que iii) = iv). Demonstraremos que iv) = i). De iv) temos que para todo
ideal maximal m’ de A o A-médulo A/m’ é Hausdorff pela topologia m-ddica. Isso implica
m(A/m’) # A/m’, caso contrdrio, a topologia m-adica de A/m’ seria a topologia menos fina
e A/ seria reduzido a 0, isso seria um absurdo, pois A/m’ é corpo. A imagem candnica de
m em A/m’ é portanto um ideal distinto de A/m’, logo serd 0. Consequentemente, m C nt'.
Como m’ € arbitrario entdo m C J(A). O

Definicao 2.27. Um anel topologico noetheriano é dito um anel de Zariski se é um anel m-ddico

para algum m satisfazendo as condicoes equivalentes da proposigcdo anterior.

Exemplo 2.28. Se (A, m) é um anel noetheriano local teremos que m = J(A), entdo (A, I) é
um anel de Zariski para qualquer ideal préprio 7 de A.

Proposicio 2.29. Sejam A um anel noetheriano, m < A e S = 1 + m. Assim, S™'A é um anel

de Zariski pela (S~'m)-topologia.

Demonstragéo. Todo elemento de 1+ S~'m é da forma
I+(x/(1+x)=(+x+x")/(1+x)

ondex,x” € m. Comisso, 1+(x/(1+x") éinversivel em S~ A. Isso provaque S~'m c J(S~'A).

Como S~ A é noetheriano entdo é um anel de Zariski. O

Observacao 2.30. A defini¢do de anel de Zariski serd importante para um resultado que veremos

no capitulo 4.
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3 COMPLETAMENTO DE GRUPOS FILTRADOS, ANEIS E MODULOS

Este capitulo tem como objetivo principal definir e estudar os completamentos de grupos,
anéis e médulos filtrados.

Inicialmente definiremos o que € um completamento para um grupo filtrado e veremos
alguns resultados.

Na sequéncia vamos estender a definicdo de completamento para anéis e moédulos filtrados
e apresentaremos os m-completamentos.

Entre os resultados mais relevantes podemos citar: proposi¢des 3.9, 3.13, 3.15, 3.21, 3.24
e 3.29.

3.1 Completamento de grupos filtrados

Sejam (G, +) um grupo abeliano filtrado, isto é, G € tomado como um Z-médulo e (G,)

uma filtracdo. Dessa forma temos as seguintes defini¢oes.

Definicao 3.1. Sejam (xi), (yx) duas sequéncias em G. Definimos a soma de sequéncias por

(xx) + (yk) = (xk + yi)-

Observacao 3.2. A sequéncia (—xg) € o inverso aditivo de (x;), ou seja (—xi) = —(xx). Segue
pelo fato de (xz) + (—xi) = (0).

Definicao 3.3. Uma sequéncia de Cauchy em G é definida como a sequéncia (xy) em G tal

que, para todo G,, existe um inteiro s(G,) com a propriedade de que

Xk = Xky € Gn’ Vkl’ kZ > S(Gn)

Definicao 3.4. Seja (xi) uma sequéncia em G. Dizemos que L é o limite da sequéncia se, e

somente se,
Y G, A ko € Ntal que k > ko implica (x; — L) € G,,.

Denotamos o limite de uma sequéncia (xi) por klim Xk-
—00

Duas sequéncias sdo equivalentes se (x;) — (yx) — O.

Representamos por (x) a sequéncia constante (x,x,...), onde x € G.

Definicao 3.5. Um grupo filtrado G é dito completo se é Hausdorf{f e toda sequéncia de Cauchy

em G converge para um ponto de G.



18

Sejam G o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em G e N o conjunto das sequéncias

cujo limite € 0. Assim, temos os seguintes resultados.

Proposicao 3.6. Se (x;), (yx) € G entdo:
i) (xk +yk) €G;
i) (—xx) €G.

Demonstragdo. Provaremos o primeiro item. Sejam G, G, tais que G, + G, € G,. Como
(xk), (yk) s@o de Cauchy entdo existem nimeros s(G,,) e s'(G,,) tais que xi, — Xk, € Gy,
para todos ki, ky > s(G,), € Yk, — Yk, € G, para todo ki, ky > s'(G,,). Logo, para todo
ki, k2 > max{s(Gm),s'(Gm)}, temos que (xi, +yk,) = (Xk, + Yi,) = (Xk; = Xky) + (Vky = Vo) €
G, + G, C Gy, Como G, é arbitrario entdo (xi + yi) € de Cauchy.

Pelo fato de (x;) ser Cauchy entdo, para um G, existe um nimero s(G,) € N tal que
ki, ka2 > s(G,) implicaxi, —xi, € G,. Como (=xg,) — (=xk,) = —(Xk, —Xk,) = Xk, =Xk, € Gp,

para todo k1, k, > s(G,), entdo, por G, ser arbitrario, (—x;) é de Cauchy. O

Como consequéncia da proposi¢cao anterior temos que:
Proposicao 3.7. O conjunto G é um grupo abeliano e N é subgrupo de G.

Demonstragdo. Se (xy), (vx) e (zx) € G entdo, pelas definicdes de grupo, podemos verificar

que

((xx) + (i) + (zi) = () + () + (20)
Tomando (0) como a sequéncia onde todos elementos sdo iguais a 0 temos que
(xk) +(0) = (xx + 0) = (xg).
De acordo com a observagao 3.2, a sequéncia (—xj) representa o oposto de (xy) pois
(xk) + (=x) = (xx — xx) = (0).
Por fim, G € abeliano pelo fato de que (xg) + (vx) = (xx + yx) = (Vi +x1) = (Vi) + (xp).

Sem grandes dificuldades podemos verificar que N € subgrupo de G. O

Dessa forma, podemos ver que a construcao do grupo quociente G = G /N éfeitade maneira

andloga a constru¢do dos nimeros reais atrdves dos nimero racionais.

Definicao 3.8. O grupo G ¢ chamado de completamento de G.
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Proposicao 3.9. A aplicacdo

f G — G
-
¢ um homomorfismo de grupos, onde (x’\) representa a classe da sequéncia constante (x), e
ker f = ﬁ Gj.
n=0
Demonstragcdo. Temos que f é um homomorfismo bem definido pois f(0) = (0) e

Flx+y)=(x+y)=@)+ () =fx)+f().
Se x € ker f, ou seja, (x) = (0), entdo klim (x) = (0) = 0. Assim, temos que para cada
G, C G existe s(G,) tal que se k > s(G,) entdo x € G,,. Como x ndo depende de k entdo

x € () G,. A reciproca é trivial. O
n=0

Observacao 3.10. Note que a aplicacdo f geralmente ndo € injetora. Com isso, pelo corolério
2.9, temos que f € injetora se, e somente se, G for Hausdorff. Consequentemente, f ¢ um

isomorfismo se, e somente se, G é completo.

Podemos tomar a topologia quociente em G. Assim, Para cada G, definimos

—_—

G, C G como sendo 0 conjunto
G, = {x e G: Y(x) € x,3r e N,Vk > r,x; € G,}.
Claramente (/?71 € um subgrupo de Ge 5,; C (/}; Portanto, ((,?:,) € uma filtracdo de Ge
consequentemente teremos o seguinte resultado.
Proposicao 3.11. A aplicacdo f : G — G, vista na proposicdo 3.9, é continua.

Demonstragdo. Sejax € G e considere um aberto bésico f(x)+G,. Seu € G, entdo existe um
G, tal que u + G, C G,. Comisso, se (y;) € equivalente a (u) entdo eventualmente teremos
que yx —u € G, ou seja, yi estd eventualmente em u + G,,, € G,. Isso mostra que f(u) € (’77,

Assim, segue que f(x +G,) C f(x)+ G,. Portanto, f € continua. O

Mostraremos que o completamento de um grupo filtrado pode ser obtido através de limites

1INVersos.

Definicao 3.12. Uma familia (A,, f,) de grupos abelianos A, e homomorfismo de grupos

Jn i Aps1 — A, € chamada de sistema inverso e tem um limite inverso 1<ln A, = B definido por

B ={(a,) € [1Ay: fulans1) = ay, Vn}

Um sistema inverso onde todo f, é sobrejetivo é chamado de sistema sobrejetivo. Temos que

B ¢ claramente um subgrupo de || A, e para qualquer n, existe um homomorfismo canénico

gn: B — A, tal que f, o gni1 = gn.
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Se G é um grupo filtrado e (G ;) € uma filtracdo, entdo temos os sistemas inversos (G /G, f;)
e, para n fixo, (G, /G n+i» fn+i) Onde f, € fr4i S0 as aplicagdes canOnicas. Sejam G = m G/G,
e G, = liLnG" /Gnsi. E ficil ver que (6:1) € uma filtracdo de G. Note que existe um
homomorfismo g : G — G definido por f(x) = (xg,x1,...), onde x; é a classe de x € G

moédulo G;.

Proposicao 3.13. Existe um isomorfismo de grupos u : G — G tal que u(é;) = 6:, para

qualquern =0,1,....

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em G. Para qualquer r existe um n tal que
Xp = Xptl = Xp42 = ... mod G,. Denote por &, a classe desses x,;, parai =0, 1,.... Assim,
temos a sequéncia & = (&, &1, ... ) que € um elemento de G. Isso nos d4 um homomorfismo
de grupo G — G, cujo kernel é N. Logo, encontramos o homomorfismo injetivo u : G - G.

Seja & = (&) € Gex, <G tal que &, = x, + G,,. Podemos ver que (x,) é uma sequéncia
de Cauchy em G e que ¢ € a imagem por u da classe (x,). Logo u € um isomorfismo. De forma

similar provamos a segunda parte da proposicao. O

Para demonstrarmos a préxima proposicao precisaremos do seguinte resultado cujo prova

se encontra em [2], capitulo 2.

Proposicao 3.14. (Lema da Serpente) Seja

0 » M —— M —— M” > 0

T

0 » NN — N —— N’ > 0

um diagrama comutativo de A-modulos e homomorfismos. Entdo existe a sequéncia exata

0 —— ker(f") —— ker(f) ——> ker(f") 3

_ _ 5
[% coker(f) —“ coker(f) — coker(f”) —— 0,

onde i,V sdo restricoes de u, v, u’,v' sdo induzidas por u’,v' e § é o mapa de fronteira.

Em [2], capitulo 10 temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.15. Sejam {A,, f,}, {Bn, f,} e {Cn, [’} sistemas inversos. Suponha que o

diagrama abaixo seja comutativo com linhas exatas

Un+1

0 — An+l — Bn+l & Cn+1 — 0

\Lg"*'l \Le;wl i ;z/+l

Un Vn
> Cu

~
e

Entdo a sequéncia
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0 —1limA, —» limB, — limC,
— — —
é exata. Além disso, se {A,} é um sistema sobrejetivo entdo
0—>1limA, »1limB, - 1limC, — 0
— — —
é exata.

Demonstragdo. Seja A = [] A, e defina d® : A — A por d*(a,) = an — fur1(anse1). Logo
n=1
kerd4 = @An. Similarmente podemos definir B, dB,C e d€. Assim, teremos o diagrama

comutativo
0 S A > B > C > 0
e e
0 S A > B > C > 0

e a sequéncia exata
0 — ker(d?) — ker(d?) — ker(d€) — coker(d?) — coker(d®) — coker(d®) — 0.

Para finalizar a demonstracdo devemos provar que se {A,} é sobrejetivo entdo d4 também
é sobrejetivo. Isto é claro pois para mostrarmos a sobrejetividade de d4 devemos resolver

indutivamente as equagoes

Xn — fn+1 (xn+l) =dy

onde x,, € A,,. O

Corolario 3.16. Seja

0 » G —— G —— G” > 0

uma sequéncia exata de grupos.
Considere uma filtracio (G,) em G. Dessa forma, (G,) induz as filtracées
(G'Nu"(Gp)) e (v(G,)) em G" e G” respectivamente. Assim,

0 — imG'/G' Nu'(Gy) s G > lim G”/v(G,) — 0
¢é exata.

Demonstragao. Temos que
0 — G'/G' nuY(G,) — G/G, — G"/v(G,) —=> 0

¢ exata, para todo n, e {G”/v(G,), f,’} é um sistema sobrejetivo, onde f," : G” /v(Gpy1) —

G” /v(G,) é a aplicacdo natural. Logo, basta aplicarmos a proposicao anterior. O
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Corolario 3.17. Sejam G um grupo abeliano, (G,) uma filtracdo e (G/G,) os respectivos

grupos quociente. Assim, G / @ = G/Gy.
Demonstragdo. Como G /G, € discreto entdo G/G, = G/G,. Com isso, temos que:

0— G, — G — G/G, — 0

e, consequentemente, G / é:, = G/G,. O

—_

Observacao 3.18. Aplicando o limite inverso em {6 / an} e {G/G,} obtemos que G = G.

Assim, pela observagao 3.10, teremos que Gé completo pela topologia dada pela filtragao 6;

3.2 Completamento de anéis e médulos filtrados

Os resultados anteriores podem ser estendidos para anéis e modulos filtrados. Listamos

alguns resultados.

Se A € um anel m-ddico, o completamento de A é chamado o m-completamento de A e é

denotado por (A, m) ou A.

Proposicao 3.19. Se (xx), (yr) sdo sequéncias de Cauchy em A entdo (xi)(yr) = (xkyx)

também é de Cauchy.

Demonstragdo. Como (x;) é de Cauchy entdo, para qualquer m”, existe um s(m”") tal que
ki,ky > s(m") implica x;, — xx, € m". Analogamente, temos que existe s’(m”) tal que
ki,ky > s’(m") implica yi, — yx, € m". Tomando k' = max{s(m"),s’(m")} temos que
X, +m" =xp, +m" e yi, +m" =y, +m", para ki, ky > k'. Logo xi, yi, + m" = xp, Yk, + M.
Portanto, xx, yk, — Xk, Yk, € M’ como queriamos. m]

Dessa forma A é um anel comutativo com unidade (1).

Para cada m”" < A temos m” definido por
m = {x e A: V(xx) € x,3r € N tal que Vk > r,x; € m"}

Claramente m” < A e m"*! € m". Portanto, (m") é uma filtracdo de A

Existem os sistemas inversos (A/m", f,) e, para n fixo, (m"/m"™, f,.;) onde que f, € f,.i
sdo as aplicagcOes naturais. Assim, A = lin A/m" é um anel e m* = gn m*/m"* é um ideal de

A Logo m” é uma filtracdo de A

A seguinte proposi¢ao € uma extensdo da proposi¢do 3.13.

Proposicio 3.20. Existe um isomorfismo de anéis v : A — A tal que v(m*) = m™.

Demonstracdo. A demonstragdo € similar a da proposicao 3.13. m|
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Como consequéncia da proposi¢@o anterior temos que:

Proposicao 3.21. A aplicacao definida por

{f:A—>Z

a — (a)

¢ um homomorfismo continuo de anéis, onde (a) representa a classe da sequéncia constante
[ee]

(a), eker f = (| m".
n=0

Demonstragcdao. Temos que f € um homomorfismo de grupos. Assim, de acordo com a propo-
o0

sicdo 3.9, ker f = () m". A aplicacdo é um homomorfismo de anéis, pois f(xy) = f(x)f(y).
n=0
Provaremos a continuidade. Para x € m” temos f(x) representado em @A /m" por

(x + m™) € {ilnm”/m””, parai = 1,2,.... Com isso, f(m") C m". Logo, para quaisquer
y € A e aberto bdsico f(y) +m" temos que f(y +m") C f(y) +m™. O

Se M é um A-md6dulo entdo o m-completamento de M serd denotado por m ou M.

Proposicao 3.22. O completamento M do A-médulo M é um A-médulo.

Demonstragdo. Para (x; + m*) € A e (my + m*M) € M definimos o produto como (xj +
k kagy — k _

m*)(my + m*M) = (xgmy + m*M). Note que Xp1Mpe1 — XiMg = Xiat (Mpr — mg) + (Xgq1 —

Xp)my € Xee1 MM + mFmy, € mFM. Dessa forma o produto estd em M. Se substituirmos xj

por x;( € x; + mX entdo temos (x}( — xx)my € m*M. De maneira aniloga podemos substuir n1y

por m)_ € my + m* M. Portanto, a multiplicagéio estd bem definida. O

Considere uma filtracao (M,) de M, onde que M, = m"M, entdo temos o conjunto ZT/I\H

definido por
M, = {m € M :¥(my) € m,3r € N tal que Yk > r,my € M}

Claramente ]T/[\,, sio submédulos de M e 1\71;; - ZT/I\,Z
Temos que M = @M/Mn é um A-médulo e ZVI; = @MdM,m é um submoédulo de M.
Logo, (M,,) é um filtracdo de M.

Proposicao 3.23. Existe um isomorfismo de A-médulos v’ - M — M tal que u’(]T/I\n) = M,.

Demonstragdo. A demonstracao € similar a vista na proposicao 3.13. O
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Proposicao 3.24. A aplicacao definida por

f:M—>M
m — (m)

¢ um homomorfismo continuo de A-modulos, onde (m) representa a classe da sequéncia

(o]
constante (m), e ker f = () m"M.
n=0

Demonstracdao. Temos que f € um homomorfismo de grupos. Assim, de acordo com a

proposicdo 3.9, ker f = () m"M. A aplicagdo é um homomorfismo de A-mddulos, pois
n=0

flax+y)=af(x)+ f(y),paraa € Aex,y € M. A continuidade segue de maneira andloga

ao que vimos para anéis. m|

Proposicao 3.25. Seja A um anel, M um A-médulo, m<A e A o seu m-completamento. Assim,
A2 = (A)2
Demonstracdo. Considere as aplicagdes

u : Mx{0} — M?
(m,0) +— (m,0)

{u: M2 s {O)xM

(my,mz) +—  (0,my)

Assim, a seguinte sequéncia € exata

0 —> Mx{0} 4> M?* 23 {0} xM — 0.

Para todo n,

0 —— (M x{0})/(m"M x {0}) —— M?/(m"M)?> —— ({0} x M)/ ({0} x m"M) —> 0

¢é exata. Tomando os limites inversos, obtemos:

0 — Ax{0] —> A2 — {0} xA —> 0

Portanto, A2 = (A)? como queriamos. O

Como consequéncia do resultado anterior, teremos que An = (Z)”.
Podemos estender o coroldrio 3.17 médulos filtrados.
Proposicao 3.26. Sejam A um anel, m < A, M um A-médulo filtrado e (m" M) uma filtracdo.

Assim, M /m"M = M /m"M para todo n. Em particular, m"M /m™ M = m"M /m"™M, para
i=1,2,....
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Demonstragcdo. A demonstragdo € similar a do corolério 3.17. O

Andlogo ao que vimos na observagdo 3.10, podemos concluir que M é completo pela

topologia dada pela filtragio m" M.

Se A € um anel filtrado e m < A entdo podemos tomar a filtracdo (m”) e com isso definir

o anel graduado Gry(A) = P m”"/m™!. Além disso, se M é um A-médulo e (m”M) é uma
n=0

filtragdo de M entdo temos 0 Gry (A)-médulo graduado Grn(M) =  m"M/ miM.
n=0
Proposicao 3.27. Sejam A um anel noetheriano e m < A. Assim, o anel graduado Gry(A) é

noetheriano.

Demonstragdo. Temos que m < A € finitamente gerado, pois A € noetheriano. Sejam xy, . .., X
os geradores de m e X; a imagem de x; em m/m?. Assim, pela proposicio 2.20, Gry(A) =
(A/m)[x7,...,Xs]. Como A/m é noetheriano, Gry,(A) também ¢é noetheriano pelo teorema
da base de Hilbert. O

Proposicao 3.28. Existem isomorfismos naturais dos anéis graduados Gry(A) e Gr(;\\) =

P m’ /w1 e um isomorfismo natural dos Gry(A)-médulos graduados Gry(M) e Gr(ﬂ ) =
n=0

B m M jm M.

n=0

Demonstragdo. Segue pela proposigao 3.26. O

Na proxima proposi¢do veremos que a sobrejetividade de um homomorfismo se conserva

quando estendemos para os seus completamentos.

Proposicao 3.29. Sejam A um anel m-adico, M,N dois A-modulos e f : M — N um homo-
morfismo. Assim, f induz um homomorfismo continuo f: M — N de A-médulos. Além disso,

se f é sobrejetiva entdo f também serd.

Demonstragdo. Seja f (my + m*M) = (f(my) + m*N). Claramente é um elemento de N pois

f(migr) = f(mp) = f(mpsr —my) € f(mFM) = m*N. Note que se m), — my € m*M entdo

f(m)) € f(my) + m*N. Logo a aplicacio esta bem definida.
Temos que fé um homomorfismo de A-médulos pois para (m)_+ mEM), (my +mEM) € M

F(my+ml) +mEM) = F(my + m*M) + F(m, + m* M)
e para (x; + mk) € A
Flremy +mEM) = (xp f (mg) + mEN) = (g +mb) £ (my +mk M)

A continuidade de fsegue pelo fato de f (n?]l\/[ ) = mEN. A sobrejetividade segue pela

maneira que f foi definida. O
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O préximo teorema nos dd uma condi¢do para que o completamento M de um A-mddulo

M seja completo pela m-topologia.

Teorema 3.30. Sejam A um anel, m < A finitamente gerado e M um A-modulo. Assim,
i) O m-completamento Mé completo pela m-topologia;
i) m"M = kerg = m"M, onde g: M — M /m*"M é aplicacdo natural, para todo n > 1.

Demonstragcdo. Como m é finitamente entdo m” também € finitamente gerado. Seja {xy,...,x,}

um conjunto gerador de m". Aplicando a proposi¢ao 3.29 ao homomorfismo sobrejetivo

f M — m'M

(my,...,m;) +— xymp+---+x.m,.

obtemos 0 homomorfismo sobrejetivo f . M" — m"M tal que

im(f) = m'M = li;nm”M/m’"M =kerg.

mzn
Por outro lado, a imagem/d\e M"™ — M é m"M. Logo, M/m”ﬂ =~ M/m"M. Tomando os

limites inversos obtemos (1\2 ) = M, ou seja, Mé completo pela m-topologia. O

Corolario 3.31. Sejam A um anel, m < A finitamente gerado e A o seu m-completamento.

Entdo m" = ()" = m"A, para todo inteiro n > 0.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior temos que m" = m"A. Em particular, temos que m =
mA. Logo,
(m)" = m"A.

Portanto, m” = ()" = m"A. o
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4 ANEIS DAS SERIES FORMALIS E RESTRITAS

O objetivo principal deste capitulo € estudar o conjunto das séries formais e restritas definidas
sobre um anel. Inicialmente veremos as defini¢des e as propriedades basicas. Dos resultados
mais importantes podemos citar: O teorema de base de Hilbert para séries de poténcias, o

teorema de preparacdo, o lema de Hensel e o algoritmo da divisao para séries formais.

Definicao 4.1. Chamamos por anel das séries de poténcias formais sobre o anel A na indeter-

minada X o conjunto A[X] formado pelas séries f = ¥, a;X', onde a; € A. Definimos adigdo
i=0

e multiplicagdo de f = ¥, a; X', g = Y, b;X' € A[X] por:
i=0 i=0
i) f+g= Z()(ai +bi)X';
1=

i) f-g= 2 Cka, onde cy = ), (l,'bj.
k=0 i+j=k

Facilmente podemos verificar que A[X] é um anel comutativo com unidade 1.

[(S¢]
Seja f = 2 a; X' uma série de poténcias ndo nula. O menor inteiro i tal que a; é ndo nulo
i=0
€ chamado de ordem de f e é denotado por o(f). Assumimos que a ordem do elemento O serd

+00.

Definicao 4.2. Sejam A um anel e A[ X\, - , X,,] 0 anel dos polinémios em n indeterminadas
sobre A. Uma série de poténcias formal em n indeterminadas sobre A é uma sequéncia infinita
f=(fo, fi,..., f4»...) de polindmios homogéneos f, € A[X1,---,X,], cada polinémio f,
ou é nulo ou é de grau q. Definimos adicdo e multiplicacdo de duas séries de poténcias

f=0Uofisoo s fgr--.) eg=1(80,81,...,8q,--.) da seguinte maneira:
i) f+g=(fo+8g0 fi+tg ...fqg+8&qg---);

i) f-g=C(ho,hi,....,hg,...), onde hg= 3. fi-g;.
i+j=q
Dessa forma, a defini¢éio 4.2 é uma generalizacdo da definicdo 4.1. E facil ver que com essas
definicdes de adicdo e multiplicagdo o conjunto de todas as séries de poténcias formais em n

indeterminadas sobre A € um anel comutativo com unidade. Esse anel, sera chamado de anel

das séries de poténcias formais em n indeterminadas sobre A. Denotaremos por A[ X1, . . ., X,].
Note que, se h € A[X),...,X,] entdo h pode ser visto como uma série de poténcias
formais na indeterminada X, com coeficientes noanel A[ X, ..., X,_1],istoé, A[ X1, ..., X,] =

AlX1, ..o, Xu1 [ Xn]-

O elemento nulo de A[Xj, ..., X,] serd a sequéncia (0,0,...,0) e (1,0,...,0) é a identi-

dade multiplicativa.
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De maneira andloga ao que vimos para A [X |, podemos definirordemde f = (fo, fi,.... fg, - .-
€ A[Xi, ..., X,]] como sendo o menor inteiro g tal que fq € ndo nulo. Denotamos a ordem de
f poro(f).

Proposicio 4.3. Se f e g sdo séries de poténcias em A[Xj, .. ., X,| entdo:

i) o(f +g) 2 min{o(f),0(g)};
i) o(f-g) > o(f)+o(g).

Além disso, se A é um dominio de integridade entdo A[X, ..., X,] também é um dominio de
integridade e o(f - g) = o(f) + 0(g).

Seja (Xi,...,Xy) < A[X),...,X,]. Afirmamos que o anel das séries de poténcias em
n indeterminadas munido com a (Xi, ..., X,)-topologia é completo. De fato, se (g,) € uma
sequéncia de Cauchy em A[X, ..., X,,], a série

go+(g1—80)+ -+ (gnr1 —8gu) +--- € A[X1,..., Xy]

é o limite de (g,).

Para qualquer ¢ € N, o ideal (Xy,..., X,)? é formado pelas séries de poténcias que tem
ordem maior ou igual a g. Assim, () (Xi,...,X,)? =0. Logo, A[Xi, ..., X,] é Hausdorff e
g=1
completo.

Com isso podemos enunciar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 4.4. O anel A[Xy, ..., X,] é completo quando tomamos a (X, . . ., X,)-topologia.

Observacaod4.5. Sejam A’ = A[Xy,..., X, I = (X1,..., X)), M, =A"/I",p € A[ X1, ..., X,]
e fu(p+I") = p+I"~! paran = 1,2, .... Umelemento de M,, é representado por um polindmio
p de grau até n — 1. A imagem de p em I"~! é representada pelo mesmo polindémio excluindo

os termos de grau n — 1. Dessa forma A/ pode ser identificado como o anel A[X], ..., X,].

O préximo teorema corresponde ao teorema da base de Hilbert para o caso de séries de

poténcias.
Teorema 4.6. Se A é noetheriano, entdo A[X] também é noetheriano.

Demonstragdo. Seja I < A[X]. Para qualquer inteiro ¢ > 0 denote por L,(J3) o conjunto de
elementos de A formado por 0 e os coeficientes de X7 em todos os elementos de I que t€ém

ordem g. Assim, L,(3J) é um ideal em A e os ideais L, () formam uma cadeia crescente

Lo(3) S Li(I) S~ CLy(I) C---.
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[0¢]
Comisso L(J) = U L4 (S3). Como A énoetheriano, L(3J3) é finitamente geradopor {ay, ..., a,}.
q=0
Tomamos em J uma série F;(X) onde o termo inicial tem a; como coeficiente, para 1 < i < r.

Denote por d o maior inteiro entre as ordens das séries F;(X).

Paratodo j < d,seja{bji,...,bj,(;)} um conjunto em A que gera o ideal L;(J) € G ji, (X)
uma série de poténcia em J cujo termo inicial € b X/, paral < k; < n(j). Provaremos que
o ideal J € gerado pelas séries F;(X), G, (X), para 1l <i <rel < k; < n(j). Paraisso

precisamos de dois passos:

i) Seja I’ o ideal gerado pelos elementos G jx;(X). Temos que I’ C J. Afirmamos que
todo elemento P(X) de I que tém ordem j < d é congruente médulo I’ com um elemento de

3 que tem ordem maior ou igual a j + 1. De fato, o coeficiente ¢ do termo inicial cX/ de P(X)
n(j) n(j)

pode ser escrito da forma ¢ = . c;bjk;, ck; € A. Logo, P(X) — 2 ¢k, G jk;(X) € de ordem
kj=1 k=1

maior ou igual a j + 1. Segue por sucessivas aplicacdes deste resultado que todo elemento de

ordem j < d de J € congruente médulo I’ a um elemento de J de ordem maior ou igual a d.

Resta mostrarmos que qualquer elemento de ordem maior ou igual a d em J é gerado pelas
séries Fi(X), G, (X),paral <i <rel <k; <n(j). Provaremos que este elemento estd no
ideal (F1(X), ..., F.(X))

ii) Seja P(X) um elemento de J tal que o(P) = s > d e ¢X® seu termo inicial. Assim
r r

¢ = ) cia;,parac; € A. Logo P(X) — 2, ciXS“’(Fi)Fi(X) é um elemento de I de ordem maior
i=1 i=1

ou igual a s + 1. Por sucessivas aplica¢des deste resultado, encontramos as sequéncias (c;y),

comi=1,2,...,r,n=s,5+1,... e cis = c;, de elemento de A tal que, para todo n, a série de

poténcias
(S e o)
P(X) - _Zl((Z cijX/77))Fi(X)
= j=s

de ordem maior do que n. Como o expoente j — o(F;) tende ao infinito se j — oo, cada soma

infinita Y, ¢;; X/ —o(Fi) representa um elemento s;(X) de A[X]. Como a ordem da série de
J=s

.
poténcias P(X) — 3, s;(X)F;(X) é maior do que n para todo n entdo essa série serd igual ao 0
i=1

de A[X]. Portanto, P(X) = i si(X)F;(X). m|
i=1

Corolario 4.7. O anel das séries de poténcias em n indeterminadas A[Xj, . . ., X,] sobre um
anel noetheriano A é noetheriano.

Demonstragdo. A provasegue pelo teorema anterior fazendo aindugao sobre n, pois A[ X, . . ., X,]
:A[[Xl,...,Xn_l]][[Xn]]. O
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O anel das séries de poténcias formais € muito importante para estudarmos completamen-
tos. Na préxima proposi¢do veremos uma importante propriedade. Daremos uma ideia da

demonstracdo. Para maiores detalhes veja [4], capitulo 17.

Proposicao 4.8. Seja A um anel m-ddicoem = (ay, ..., a,). Assim, se Aéo m-completamento
de A entio A = AlXy, ..., X,]/n% onden* éo (Xi,...,X,)-fecho em A[X, ..., X,] do ideal
n= (Xl —al,...,Xn—an).

Demonstragdo. Considere a aplicacao

{QS CA[XL.. X)) — A

Xl' > a;

onde 1 < i < n. Assim, temos que ¢ é um homomorfismo e ker¢ > (X; — a;). Logo,

n C ker¢. Temos que se f = (fo, f1,...) € ker¢ se, e somente se, f(aj,...,a,) =
(folai,...,an), fiay,...,ay),...) = 0. Suponhamos que f seja de ordem r. Assim,
f(ay,...,a,) = 0 implica que f,(aj,...,a,) € m*L ou seja, seus coeficientes estdo em
n. O

Se A ¢é noetheriano entdo A[X),...,X,] é um anel de Zariski, pois todo
A[Xi, ..., X,]-médulo finitamente é Hausdorff para a (X, ..., X,)-topologia, consequéncia
do teorema 4.6 e da proposicao 2.26. Assim, todo ideal é fechado em A[X|, ..., X,]. Portanto,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.9. Se A é um anel noetheriano e m = (ay, . .., a,) é um ideal finitamente gerado
de A tal que A é Hausdorff  para a m-topologia entao
A= A[[Xl,. . .,Xn]]/(Xl —ap, ..., X, —ay).

Seja  (A,m) um anel local. Dizemos que a série f = § a; X’
€ A[X] é regular se algum coeficiente a; é inversivel. Caso f sejaregulare s é o menorl_i(r)lteiro
tal que a, é inversivel, dizemos que f é regular de ordem s. Se p = ag+a X+ - -+aj_1 X1+ Xk
€ o polindmio monico de grau k e a; € m, para0 < i < k — 1, dizemos que p é um polinémio

distinto de grau k.

Proposi¢ao 4.10. Se f = (fo, fi,..., fy,...) € uma série de poténcia entdo f é inversivel em

A[Xy, ..., X,] se, e somente se, o elemento fy de A for inversivel em A.

Demonstragdo. Se fg =1, com g = (80,81,.-.,8¢>---) € A[X1,...,X,], entdo fogo =1
e fo € inversivel em A. Reciprocamente, se fy € inversivel em A entdo podemos encontrar
80.81,---,8q>---,onde g, € igual a 0 ou € de grau g, tal que gofo = 1, g1 fo+gof1 =0, ---,
gqfo+8q-1fi+ - +80fy =0, --. De fato, temos que go = fo‘1 assim g, = —fo‘l(gq_lfl +
-+ +80fy). Se considerarmos g = (g0, &1, - - .,&g; - - - ) €ntdo, pela defini¢do 4.2, fg = 1. Isso

completa a prova. m|
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Dessa forma os elementos inversiveis de A[X] sdo os regulares de ordem 0.

A préxima proposi¢do serd necessdria para demonstrarmos o Teorema de Preparacgao.

Proposicao 4.11. Sejam (A, m) um anel local completo e f € A[X] regular de ordem s.
Considere M o A-médulo gerado por {1, X, ..., X* '}, Entdo A[X] = M P A[X]f.

Demonstragdo. Dividimos esta demonstracdo em duas partes.
i) Mostraremos que M () A[X] f = {0}. Considere a igualdede
o0
(Zob,X’)f =ro+rn X+ -+ I’S_1XS_1.
i=
Mostraremos que b;, € consequentemente r;, € igual a zero para todo i, 0 que vai provar
também que f nao € um divisor de zero. Como A € Hausdorff, € suficiente mostrar que b; € m”
paratodosi > 0en > 0. E 6bvio para n = 0. Provaremos por uma dupla indugfio: Assumimos
que b; € m"~! paratodoie b; € m" parai < k e mostra que isso implica que by € m". Para

[o¢]
isso, considere f = 3 a; X' e compare os coeficientes X*** da igualdade. Assim, teremos
i=0

(boassk + -+ br—1ag41) + bras + (brs1as-1 + -+ + brasag) =0

Os termos do primeiro paréntese pertencem a m” pois b; € m” parai < k. No segundo

n=leq; em, parai < s— 1. Portanto, bypa; € m" e como

paréntese temos que os termos b; € m
a, é invertivel em A entdo b, € m”.

i) Mostraremos que A[X]f + M = A[X]. Temos que
g = as + as+1X + aS+2X2 + ...

¢ um elemento inversivel de A[X]. Assim, f — X’g = ap + a1 X + --- + a;_1 X*"1. Logo,
fg ' =X =(f-X%g)g™! = —h, onde que os coeficientes de / pertencem a m. Seja r um
elemento de A[X]. Por indugdo sobre n definiremos uma sequéncia (g"™) de elementos de

A[X]: Tomamos ¢'* como a tnica série que satisfaz

r=Xq"9 (mod M) (4.1)

(n)

Escrevemos h = Y, hiX' e ¢/ = 3 qf”) X!, temos que q; ~ serd definido por:
i=0

i=0

i+s

(n) _ (n=1)
q;" = Z hjqifs—j (4.2)
=0

Segue da equacdo (3.2) que

X*q™ = hg" Y (mod M) (4.3)

(n)

Fazendo a indugéo sobre n da equag@o (3.2) temos que g, € m" para todos i e n. Como A

€ completo segue que a série
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converge para um elemento g de A[X]. Pelas equagdes (3.1) e (3.3)

XGqO+¢gV+ g™ =r+h(gQ + gD+ gD (Mod M) (4.4)

Como M ¢ fechado podemos aplica o limite para n tendendo ao infinito para a igualdade
(3.4). Com isso, r = (X* — h)g (Mod M). Portanto, podemos concluir que r € fg~lg+ M C
A[X]f+ M. O

Teorema 4.12. (Teorema de Preparacdo) Sejam (A, m) um anel local completo e f € A[X]
regular de ordem s. Entdo existem tinicos u € A[X] inversivel e F € A[X] distinto de grau s

tais que f = uF.

Demonstragdo. Queremos encontrar um polindmio distinto da forma F' = X* + G, onde G =
go+ - +g1X*7!, tal que f = uF com u € A[X] inversivel. Assim F = u~'f. Logo,
X* =u~' f — G. De acordo com a proposicdo anterior temos a unicidade de G e u~!. Portanto,

F e u serao Unicos. O

Definicao 4.13. Sejam A um anel e my, my, ..., m,, ... uma familia de seus ideais. Considere

a topologia T dada pela filtracdo
mp, my Ny, My NMmM NmMs,....

(o]

Dizemos que uma serie de poténcia formal f = Y, a;X' € A[X] é restrita, com respeito a 1, se
i=0

lim a, = 0. Essa definicdo pode ser estendida para o caso de n indeterminadas: uma série

n—oo

f=Xai,. i,X|' - X, é chamada de restrita se lim a;, = 0 para min(iy, . ..,i,) — oo.

..... in

E facil ver que o conjunto das séries de poténcias restritas é um subanel de AlXy, ..., X,

Denotamos este anel por A{Xy, ..., X,}.

Chamamos por M;,i € N, o ideal das séries restritas de A{X1, ..., X, }, onde os coeficientes

estdo em m;.

Observacao 4.14. O produto de uma série restrita por uma série formal ndo € necessariamente

restrita. De fato, considere A = Q, f = Y (1/i)X' € Q{X}eg = Y jX/ € Q[X]. Pela
i=1 j=0

definicio de produto temos que fg = Y cxX¥ onde ¢x = 3 (1/i)(j) > 0, com i # 0.
k=0

i+j=k
Portanto, ). ¢ X k ndo é restrita.
k=0
Seja o a topologia linear de A{X\,..., X, } dada por ideais M;(Xy,...,X,)", m € N.

Assim temos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 4.15. O anel A{X\, ..., X,} é completo com respeito a o-topologia.

Demonstracdo. O anel das séries restritas ¢ Hausdorff, pela o--topologia, pois temos que:
N Mi(Xy,....,X,)" =0
i,neN

Seja (fn), fn € A{X1,...,X,} paratodo n > 0, uma sequéncia de Cauchy. Considere a série

f=h+-fo+ -+ —fo)+...

ela € restrita pois lim f — f, = 0. Assim, a série (f,,) converge para f. Isso mostra que
n—00
A{Xy,...,X,} é completo. O

Definicao 4.16. Seja A um anel topologico. Dizemos que a € A é nilpotente topologicamente

se lim a" =0.

n—0oo0

Teorema 4.17. (Hensel) Sejam A um anel completo com respeito a uma topologia linear, m< A
fechado cujos elementos sdo nilpotente topologicamente, B = A /m o anel quociente topologico
ey : A{X} — B{X} a aplicacdo natural. Tomando f € A{X}, p € B[X] e g € B{X}
tais que: Y (f) = pg, p é monico e p, g sdo coprimos em B[X]. Entdo existem p € A[X],
q € A{X} tais que f = pq, p é monico, y(p) = p e Y(p) = G. Além disso, p e q sdo

unicamente determinados e coprimos em A{X}. Se f é um polindomio entdo q também sera.

Demonstracdo. A prova € dividida em quatro etapas, cada uma com afirmagdes mais gerais.
Nas trés primeiras, assumimos que A € discreto. Para mais detalhes veja [3], capitulo 3, secdo
4.

No primeiro caso consideramos que m”> = {0}. Na sequéncia veremos o caso mais geral,
isto €, existe algum n > 2 tal que m” = {0}. Isso é provado por inducdo sobre n. No terceiro

caso assumimos que A € discreto pela m-topologia. Por fim, veremos o caso geral. O

O préximo resultado € uma versdao do Teorema de Preparagdo para séries de poténcias

restritas cuja prova essencialmente usa o teorema anterior.

Teorema 4.18. Sejam A, m e B como na hipétese do teorema anterior e f € A{X} tal que
W (f) é monico de grau n. Assim, existe um uinico par (p, u) formado por um polinémio monico

p € A{X} eu € A{X} inversivel tal que
J=pu
onde p é de grau n.

Demonstragcdo. Em B{X?},
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De acordo com o Teorema 4.17, existe um unico par (p,u) formado por um polindmio
unitdrio p e uma série restrita u tal que f = pu, p = f e it = 1.

Como & = 1 entdio o termo constante de u pertence a 1 + m. Assim, u serd inversivel em
A{X}.

Além disso p é um polindmio unitdrio de mesmo grau do que p = f. Assim, garantimos a
existéncia de u e p.

Suponhamos f = gv onde que g € um polindmio mdnico em A{X} e v é uma série restrita

inversivel. Da igualdade f = g - ¥ temos que ¥ = 1 pois v é inversivel em A{X}. Assim, f = ¢

com isso podemos concluir que p = g e u = v, de acordo com a unicidade do par (p, u). |
Corolario 4.19. Sejam A um anel que satisfaca as hipoteses do Teorema4.17 e f € A{X1, ..., X,}
tal que Y (f) = p éménicode graunem B{X, ..., X,—1}[X,]. Assim existe um tinico par (p, u)

formado por um polinémio p monico de grau n em A{X1, ..., X—1}[Xn] eu € A{Xy,..., Xy}

inversivel tal que f = p - u.

Demonstragcdo. A demonstragdo pode ser vista em [5]. O

Na sequéncia demonstraremos uma versdo do algoritmo da divisdo para séries restritas.

Para isso precisaremos do seguinte resultado encontrado em [6], capitulo 1, se¢ao 17.

Teorema 4.20. Sejam A um anel com identidade, A[X] o anel dos polinémios sobre A na
indeterminada X e f(X),g(X) € A[X] com graus m, n respectivamente. Considere k =
max{m —n+ 1,0} e a o coeficiente do termo de maior grau de g. Assim, existem os polinémios
q(X) e r(X) tais que

a* f(X) = q(X)g(X) +r(X)

onde degr(X) < nour é o polinomio nulo. Além disso, se a ndo é divisor de zero em A entdo

q(X) e r(X) sdo unicamente determinados.

Demonstragdo. Se m < nentdao k = 0 e com isso podemos tomar g(x) = 0er(x) = f(x). Para
m > n—1temos k = m —n — 1. Provaremos a primeira parte por inducdo sobre m. Observe
que € vélido quando m = n — 1. Logo m > n. Assim af(x) — bx™"g(x) tem grau menor ou
igual am — 1, onde que b € o coeficiente lider de f. Pela hip6tese de inducao temos que existem

polindmios ¢ (x) e ri(x) tais que
alm=D=m (a f(x) = bx g (x)) = q1(X)g(X) +r1(X)

onde degr;(X) < n ou ry € o polindmio nulo.

Com isso temos que g(x) = ba™ "x" " + q1(X) e r(X) = ri(X).

Suponhamos que a nio seja um divisor de zero e que a*f = ¢’g + 1/, onde degr < n.
Assim, (¢ —q¢')g =r"—r. Se g —q' # 0 entdo deg(q — ¢’)g > 0. Logo chegariamos a um

absurdo pois deg(r’ — r) < n. Portanto, g = ¢’ er’ =r. O
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Assim temos ferramentas necessdrias para demontrar o seguinte teorema.

Teorema 4.21. Sejam A um anel completo com respeito a topologia linear e p € A[ X ] ménico
de grau n. Para todo f € A{X} existe um tinico par (q,r) formado por g € A{X}er € A[X],
onde degr < n, tal que f =gp +r.

Demonstragdo. Sejam {m;},i € I, um sistema fundamental de vizinhangas de 0 para a topologia
de A e M; o sistema de ideais das séries restritas a coeficientes de m; que definem em A{X} a

o-topologia. Considere os homomorfismos

{wi L A(X) — (A/m)[X]

Cl,'Xl > din

parai = 1,2,..., onde a; € a classe de a; médulo m;. Denotamos por f; a imagem pela
aplicacdo y; da série f € A{X}. Assim, aimagem p; do polindmio p é um polindmio unitario
de grau nem (A/m;)[X].

De acordo com Teorema anterior, existem polindmios ¢V e r?, onde degr® < n, tal que

fi=pig" +r?

Seja a,p € I, a < B. Considere 0 homomorfismo .5 : (A/mg)[X] — (A/m,)[X] tal
que Yap(q®?) = ¢ e Yop(r®) = r@).

Como A{X} = @(A /m;)[ X] entdo existe uma série g e um polindmio r de grau até n — 1
tais que g = gn gVer= lln r(_ Pela unicidade de ¢ e ) temos que f é escrito de maneira

Unica como f = pg +r. O

Corolario 4.22. Seja A um anel que satisfaca as hipoteses do Teorema 4.17 e g € A{X} tal
que Y (g) é um polinémio ménico de grau n. Para todo f € A{X} existe um tinico par (q,r)

formado por g € A{X} er € A[X], onde degr < n, tal que f = qg +r.

Demonstracdo. Pelo Teorema 4.18 temos que existe um polindmio monico p de grau n e uma
série restrita inversivel u tal que g = pu. Seja u’ o inverso de u. Se g e r sdo a série restrita
e o polindmio de grau menor ou igual a n — 1 que satisfazem a igualdade f = gp + r entdo

f = (qu’)g + r e esta decomposicdo € tnica. O
O corolério pode ser estendido para n indeterminadas.

Corolario 4.23. Sejam A um anel que satisfaca as hipoteses do Teorema 4.17 e g uma série
restrita tal que a sua imagem g € B{X1, ..., X,—1}[ Xy], pela aplicacdo natural, é um polinémio
monico em X,, de grau n. Assim, para toda série f € A{Xi, ..., X,} existe um tinico par (q,r)
formado por uma série g € A{X1, ..., X,—1} e um polinomio r € A{X1, ..., X,—1}[X,], onde
degr < m, tal que f = gq +r.
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5 COMPLETAMENTO DE MODULOS FINITAMENTE GERADOS E
PROPRIEDADES NOETHERIANAS

Na primeira se¢do veremos o caso dos completamentos de médulos finitamente gerados.
No Teorema 5.1 podemos encontrar uma forma de interpretar o completamento de um médulo
finitamente gerado. Veremos que se existe uma sequéncia exata de A-mdédulos finitamente
gerados, onde que A € noetheriano, entdo os seus m-completamentos formam uma sequéncia
exata. No teorema 5.11 veremos que o m-completamento de um anel é um anel de Zariski.
Definiremos médulos planos e veremos uma proposi¢ao que vai nos ajudar a caracterizar esse
tipo de médulo. Na sequéncia definiremos mdédulos fielmente planos. Por fim, veremos o
Teorema de planitude, que € o resultado mais relevante deste capitulo.

Na segunda secao mostraremos que as propriedades noetherianas sdo preservadas pelos

m-completamentos. Entre os principais resultados vale destacar: teorema 5.25 e 5.27.

5.1 Completamento de médulo finitamente gerados

Teorema 5.1. Sejam A um anel, m < A, M um A-modulo finitamente gerado e (M,) uma
filtragdo de M dada por M,, = W"M. Se f : M — Méa aplicacdo natural, entdo, para todo
nez,

M, ="M = m' f(M)
em particular M é um A-médulo finitamente gerado.

Demonstracdo. Claramente m” f(M) C m"M C M,. De acordo com a hipétese temos que
existe um homomorfismo sobrejetivo u : L — M, onde L = (A)/ e j é finito. Dessa forma
podemos tomar uma filtragdo (L,) dada pelo produto cartesiano L, = (m")/.

Considere a aplicacdo natural v : L — Le (ei)1<i<; a base candnica de L. Para cada

elemento ), a;v(e;) pertencer a L, € necessdrio e suficiente que a; € m”, para todo i. Logo,
1<i<;

L, = miv(L). Temos que u € um homomorfismo continuo pois u(L,) = M,. De acordo com a
proposi¢ao 3.29 temos que i : L — M é um homomorfismo sobrejetivo e continuo. Como L,
¢ um aberto de L entdo i#(L,) é um aberto de M mas @(L,) = m'@(v(L)) = m" f(M). Logo,
mif (M) = M,. Portanto, M, :T’n\"l\//i:n?f(M). O

Corolario 5.2. Sobre as condicbes do teorema anterior, se A é completo entdo M também é

completo.

Demonstragcdo. Como a aplica¢io natural i : A — Aé sobrejetora entdo M= f(M). i
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Sejam A um anel, m < A, M um A-mddulo, A:M os m-completamentos de A e M respec-

tivamente e f : M — M a aplicacao natural. Dessa forma a aplicacdo A-bilinear

a : AXM — M
(a,x) +— af(x)
se estende a aplicagcdo
ay : AQM — M
a®x +— af(x)

Com isso temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.3. Se M é um A-modulo finitamente gerado, entdo a aplicacdo ayy : ASM — M

é sobrejetora.

Demonstragdo. Facilmente podemos ver que im(ay) = A f(M). Pelo teorema 5.1 temos que
M=A f(M). Portanto, @y, € sobrejetora. O

Teorema 5.4. Seja m um ideal de um anel noetheriano A. Se

0—s M Ly m s M —>0

¢ uma sequéncia exata de A-modulos finitamente gerados, entdo a sequéncia de seus m-

completamentos

também é exata.

Demonstragcdo. A m-topologia de M induz a m-topologia de M’ pelo lema 2.22. A afirmagao

é consequéncia do coroldrio 3.16 e da proposi¢ao 3.29. O

Definicao 5.5. Un A-médulo M é dito livre se possui uma base.

Observacao 5.6. Seja M um A-mddulo finitamente gerado. Assim, podemos considerar o

conjunto {xi,...,x,} como gerador de M. Com isso podemos definir a seguinte aplicacio
sobrejetora
a A" — M
(ay,...,an) +— ajxyp+---+ayx,

e comisso (A" /kera) = M. Logo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5.7. Seja M um A-médulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A. Assim,

existem os A-modulos L e N, onde L é livre, tais que a sequéncia
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O->N—>L—->M-—>0

é exata.

Para provar uma das proposicdes precisamos do seguinte resultado cuja prova se encontra

em [2], capitulo 2.

Proposicao 5.8. Sejam

M —L o 8

> M” > 0

~

uma sequéncia exata de A-modulos e E um A-modulo qualquer. Entdo a sequéncia

1g®f,

EoM 2N EeoM L% Eeo M’ —3 0

onde que 1 representa a aplicac¢do identidade em E, é exata.

Teorema 5.9. Se M é um modulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A, m<A, Ae M
os m-completamentos de A e M respectivamente, entdo a aplicacao natural apy : AQA M — M
é um isomorfismo.

Demonstragdo. Como M ¢€ finitamente gerado entdo temos a seguinte sequéncia exata

0 LIy SR AR V) > 0,

onde L é um A-mddulo livre e N um A-mdédulo finitamente gerado pois A € noetheriano. O
seguinte diagrama

1®u 1®v

A4 N —2 A@sL -2 Agua M — 0

icm iaL laM

—~ —~ = —~
v

N £ SN L S M 5 0

¢ comutativo. Pelo coroldrio 5.3 temos que ay € @y sdo sobrejetoras. Como L = A" entdo
A®L=1L (veja a proposi¢do 3.25). De acordo com o Lema da serpente, temos a sequéncia

exata

ker(a;) ——> ker(ap;) —— coker(ay).

Como a7, € injetora e ay € sobrejetora entdo ker @y, = 0. Portanto, @y, € uma bijecao. O

Proposicao 5.10. Sejam A um anel noetheriano, m < A, M um A-modulo finitamente gerado

e N,N’ submodulos de M. Considere a aplicacdo natural f : M — M. Assim, temos que
i) N+N' =N+N’;

ii) Se a e b sdo ideais de A e ¢ = ab, entdo ¢ = ab.
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Demonstracdo. Pelo teorema 5.9, temos que AN=NeA®N =N Logo, a primeira
igualdade estd provada pois N+N = A® (N+N') = A@N+A®N = N+N'. Por fim,
comod=Af(a),b=Af(b) eT=AFf(c) entdo

T=Af(ab) = Af(a)f(b) = ab.

Portanto, a proposi¢ao estd provada. O

Teorema 5.11. Sejam A um anel noetheriano, m < A, A o seu m-completamentoe f : A — A

a aplicac¢do natural. Entdo:

i) Paratodo x € m, lim x" = 0;

n—0o00

i) A é um anel de Zariski;

iii) A aplicacdoy : {n € Q(A) : m C n} — Q(K) dada por n — Xf(n) =M é uma bijecdo e

m’ — f1(m’) é a inversa.

Demonstragdo. Temos que m/m" = m/ m” para qualquer n. Logo, x + mié nilpotente. Assim,
pela proposi¢do 3.21, lim x" € (Ym”" = Zf(ﬂ m") =0.
n—oo
Dessa forma,

lm (1 -x)(1+x+---+x") = lim (1 - x"*1) =1,
n—oo n— o0

Logo, (1 — x) € inversivel em Aemm c J(Z). Com isso, pela proposicdo 2.26, A é um anel de
Zariski.

A terceira afirmacdo segue pelo fato que o homomorfismo f; : A/m — A /m é uma bijecio
e it C J(A). O

Corolario 5.12. Seja (A, m) um anel local noetheriano. Assim, o m-completamento de A é um

anel local com ideal maximal m.

Demonstragdo. Temos que A/f = A/m é corpo. Logo, it é um ideal maximal de A. Como

mcJ (Z) entdo m € o tinico ideal maximal. O
Relembraremos algumas defini¢des fundamentais para darmos seguimento a este capitulo.
Definicao 5.13. Um A-modulo E é dito plano se para qualquer sequéncia exata
M —- M — M
de A-médulos, a correspondente sequéncia

EeoM - EQM —- EQM”

é exata.



40

A préxima proposicdo € importante para caracterizarmos médulos planos.

Proposicao 5.14. Sejam A um anel e E um A-modulo. Entdo as seguintes condigcoes sdo

equivalentes:
i) E é plano;

ii) Para qualquer sequéncia exata 0 —- M’ — M — M” — 0 teremos que a sequéncia

O—-EQM - EQ®M — EQ® M’ — 0 também serd exata;

iii) Para qualquer homomorfismo injetivo f : M’ — M, de A-modulo finitamente gerados, o
homomorfismo 1 ® f: EQ M’ — E ® M ¢ injetivo.

Demonstragdo. i) < ii) Basta dividirmos a sequéncia exata longa em sequéncias exatas curtas.

ii) & iii) Segue pela proposi¢ao 5.8. O

Definicao 5.15. Sejam A, B anéis, onde que B é um A-modulo. Se a estrutura de B como
A-modulo for compativel com a estrutura de B como anel, dizemos que B é uma A-dlgebra,

isto é,
i) 14b = b, onde que 14 é a unidade multiplicativa de A e b € B;

ii) a(xy) = (ax)y, paraax € Aex,y € B.

Exemplo 5.16. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Sea € A e b € B entdo definimos

o produto
ab = f(a)b.

Essa defini¢do d4 uma estrutura de A-mddulo para B. Sem grandes dificuldades, podemos ver

que B é uma A-dlgebra.

Exemplo 5.17. Podemos dar uma estrutura de A-algebra para A. Basta tomarmos a aplicacao

natural f : A — A e definirmos a multiplicacao
ax = f(a)x

paraa € Aex € A.

Proposicao 5.18. Seja B uma A-dlgebra plana e f : A — B a aplicacdo que torna B uma

A-dlgebra. As seguintes condicoes sdo equivalentes:

i) f~Y(f(a)B) = a, para todo a < A;
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ii) spec(B) — spec(A) é sobrejetiva;

iii) Para todo m € Q(A) teremos que f(m)B # B;

iv) Se M é um A-modulo ndo nulo, entdo B ®4 M # 0;

v) Para todo A-modulo M a aplicacdo x — 1 Q@ x definida de M para B @4 M é injetiva.

Demonstracdo. i) = ii): Temos que f* : Spec(B) — Spec(A) é dada por p — f~!(p). Com
isso, f*(f(p)B) = p, para todo p € Spec(A). Logo, f* € sobrejetora.

ii) = iii): Sejam € Q(A). Se f*(n) = mentdao f(m) C n. Assim, f(m)B C n. No caso
de f(m)B = B, temos que f*(n) = f*(B) =1 # m. Assim, f(m)B # B.

iii) = iv): Suponhamos que iv) é falsa. Seja M um A-médulo ndo nulo tal que B&®s M = 0.
Como B é plano, a inclusdao M’ — M induz a aplicagao injetora B ®4 M’ — B ®4 M. Assim,
B ®4 M’ = 0 para todo submédulo M’ de M. Em particular isto vale para o submédulo (x),
onde x € M. Temos que (x) = A/a. Como 0 =B ®4 (x) & By (A/a) = B/aB = B/f(a)B.
Dessa forma f(a)B = B. Se m 2 a é um ideal maximal de A entdo B = f(m)B. Logo, iii) ndo
vale.

iv) = v): Suponhamos que v) é falsa. Seja M um A-mddulo tal que a aplicagcdo natural
M — B ®4 M nao € injetiva. Assim, existe um elemento ndo nulox € M tal que 1 ® x = 0 em
B®4 M. Por B ser plano, a inclusdo (x) — M induz uma aplicagdo injetiva B®4 (x) — By M
mas a imagem dessa aplicacio € B ®4 (x) = 0. Logo, B®4 (x) = 0 e iv também € falsa.

v) = i): Sempretemos a C f~!(f(a)B). Suponhaque existaa<Atalquea € f~!(f(a)B).
Assim, o submédulo f~!(f(a)B)/ade A/aénionulo. Como B®,4 (A/a) = B/aB = B/f(a)B
entdo a aplicacdo natural A/a — B ®4 A/a é igual a aplicacdo A/a — Bf(a)/B, induzida por
f, cujo kernel é £~!(f(a)B)/a. O

Definicao 5.19. O anel B que satisfaz uma das condigoes equivalentes da proposicdo 5.18 é

dito fielmente plano.
Agora veremos o Teorema de planitude.

Teorema 5.20. Sejam A um anel m-ddico noetheriano e A o seu completamento. Entdo:
i) A éum A-modulo plano;
ii) A é fielmente plano se, e somente se, A é um anel de Zariski.

Demonstragdo. Para provar i) usaremos a terceira condi¢@o da proposi¢ao 5.14. Seja f : M' —
M um homomorfismo injetivo de A-mddulos finitamente gerados. Dessa forma, pelo teorema

5.4, 0 homomorfismo f M — Mé injetivo. O diagrama
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—~

A®AM’&A\®AM

iaM/ \LCYM
[Ny
é comutativo. Como @y € @) sdo isomorfismos entdo 1 ® f € injetivo. Logo, Aé plano.
Seja A fielmente plano. Assim, para qualquer A-mdédulo M finitamente gerado, a aplicagcao
natural f : M — Mé injetiva. Em particular, isso € verdade para M = A/m’, onde que m’ < A
¢ maximal. Logo,
ker(f) = () m"(A/m’) =0.
n>0
Sem € m’ entdo m + m’ = A. Com isso, existem x € me y € m’ tais que x + y = 1. Dessa
forma x +m’ € inversivel. Assim, m"(A/m’) = A/m’, paratodo n, o que implicaker f = A/m’.
Com isso, chegariamos a um absurdo. Dessa forma, teremos m C m’. Como m’ € arbitrario
entdo o anel é de Zariski.
Reciprocamente, seja A € de Zariski, com a topologia dada por a ¢ J(A) e m um ideal
maximal. Como a C m entdo a igualdade vista acima é verdadeira e a aplicacdo natural
fiA/m— A /m é injetora. Consequentemente, Nt # A. Portanto, pela proposicdo 5.18, Aé

fielmente plano. O

Para demonstrar o préximo teorema precisaremos do resultado encontrado em [2], capitulo

Proposicao 5.21. Sejam M um A-modulo finitamente gerado, m < A tal que mM = M. Assim,
existe x =1+ y, onde y € m, tal que xM = 0.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.22. Sejam A um anel noetheriano, m < A, M um A-modulo finitamente gerado e
M o seu m-completamento. Assim, o niicleo E = ﬁ m"M da aplicacdo natural f : M — Mé
formado pelos elementos x € M que sdo anuladogngor algum elemento do conjunto 1 +m.

Demonstracdo. Como E € a intersecao de todas as vizinhancgas de 0 em M entdo a topologia
induzida em E € a trivial, ou seja, E € a unica vizinhanca de 0. Pelo lema 2.22, a topologia
induzida em E coincide com a m-topologia. Com isso mE = E. Pelo fato de M ser finitamente
gerado e A ser noetheriano temos que E ¢ finitamente gerado. De acordo com a proposicao
5.21 temos que (1 —y)E = 0 para algum y € m. A reciproca é 6bvia, pois se (1 —y)x = 0 entdo

x=yx=yx>=---€ (| m'M.
n=1



43

Corolario 5.23. Sejam A um dominio noetheriano e m um ideal proprio de A. Assim, () m" =
n=1
0.

Demonstracdo. O conjunto 1 + m ndo possui divisores de zero. O

Corolario 5.24. Sejam A um anel noetheriano, m < A contido em J(A) e M um A-modulo

finitamente gerado. Assim, a m-topologia de M é Hausdorff, ou seja, () m" = 0.

n=1

Demonstragdo. Vimos anteriormente que todo elemento de 1 +m € inversivel em A. O

5.2 Propriedades noetherianas

Teorema 5.25. Se A é um anel noetheriano e m < A entdo o m-completamento A de A também

é noetheriano.

Demonstracdo. Seja m gerado pelos elementos ay,...,a, € A. De acordo com a proposicao
4.9 temos que A = AlXy, ... X))/ (X1 —ay,..., Xy —ay). Como o anel A[X),...,X,] é
noetheriano, pelo corolario 4.6, entdo o teorema estd provado. O

Sejam G um grupo e (G,) uma filtracdo de G. Definimos
Gr,(G) =G,/Gp1,paran € Z,
e a partir disso

Gr(G) = P Gra(G).

nez

O grupo comutativo Gr(G) é chamado de grupo graduado associado com o grupo filtrado G.

Lema 5.26. Sejam G,G’ grupos filtrados, ¢ : G — G’ um homomorfismo tal que $(G,) C G/,
Gr(¢): Gr(G) > Gr(G) e : G — G as aplicacoes naturais induzidas por ¢. Entdo:

i) Se Gr(¢) é injetora, entdo ¢ é injetora;
ii) Se Gr(¢) é sobrejetora, entdo 5 é sobrejetora.

Demonstragdo. Considere o diagrama comutativo

0 —— Gu/Gpot — G/Gpat —2—3 G/G, — 0

iGrn(@ lanﬂ la,,

0 — GG, — G'/G"., —"3 6')G,, — 0

n+l n+l

pelo Lema da Serpente temos que
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0 —— > ker(Gr,(¢)) —— ker(a,+1) — ker(a,) j

[—> coker(Gr,(¢)) —— coker(a,+;) — coker(a,,) ————> 0

Por indug@o sobre n, ker(a,) = 0, quando Gr(¢) € injetora, e coker(a,) = 0, quando Gr(¢)
¢é sobrejetora. Além disso, se Gr(¢) € sobrejetora entdo ker(a,+;) — ker(a,) é sobrejetora.
Tomando os limites inversos dos sistemas inversos (G/G, f,) e (G'/G,, f,) e aplicando a

proposi¢ao 3.15 concluimos a prova do Lema. O

Teorema 5.27. Sejam A um anel, m < A tal que A é completo pela m-topologia, M um A-
modulo, (M,)) uma m-filtracdo de M que induz sobre M uma topologia Hausdorff. Se Gr(M)

é finitamente gerado, entdo M ¢é finitamente gerado.

Demonstragdo. Escolha um conjunto finito que gera Gr(M) e divida-os em suas componentes

homogéneas &; de grau n(i), ou seja, & = x; + My(;)+1 # 0, onde que x; € M,,(;y, paral <i <r.
r

Seja F' 0 A-médulo com a m-filtragdo estdvel dada por Fi = m*"). Tome F = @D F; e
i=1

(ei)1<i<r a base candnica de F. Assim, podemos definir a aplicacdo

{¢:F—>M

e > X

e com isso teremos o homomorfismo de Gr(A)-médulos Gr(¢) : Gr(F) — Gr(M). Por
construgdo este homomorfismo € sobrejetor. Logo, pelo lema 5.26, 5 ¢ sobrejetor. Considere

o diagrama
F—Lsum
b
~ ¢~
F—M
Pelo fato de F ser livie e A = A temos que @ € um isomorfismo. Como M é Hausdorff
entdo, pela proposi¢do 3.24, 5 € injetiva. A sobrejetividade de (Z implica que ¢ € sobrejetivo.

Portanto, x1, ..., x, gera M como um A-mddulo. O

Corolario 5.28. Com as hipoteses do teorema 5.27, se Gr (M) é um Gr(A)-médulo noetheriano

entdo:
i) M é noetheriano como A-modulo;

ii) M é noetheriano como A-modulo.
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Demonstragdo. Provaremos o primeiro item. Mostraremos que todo submédulo M’ de M é
finitamente gerado. Seja M, = M’ N M, uma m-filtracdio de M’. Da inclusio M, — M,
podemos definir o homomorfismo injetivo M, /M, , — M,/ My.,. Logo, temos que Gr(M’)
¢ submddulo de Gr(M). Pelo fato de Gr(M) ser noetheriano entdo Gr(M’) é finitamente

gerado. Temos que M’ é Hausdorff pois (\ M, € M, = 0. Portanto, pelo teorema 5.27, M’ é

finitamente gerado. O

Pelo item anterior, temos que M € noetheriano, ou seja todos os seus submoddulos sdo
finitamente gerados. Com isso, pelo teorema 5.1, temos que todos os submddulos de M sao
finitamente gerados. Portanto, M € noetheriano.

A seguinte proposi¢do nos dé as condigdes para que a reciproca do teorema 5.27 seja vélida.

Proposicao 5.29. Se M é um A-mddulo finitamente gerado e (M) é uma m-filtracdo estdvel
de M, entdo Gr(M) é finitamente gerado sobre Gr(A).

Demonstragdo. Existe um inteiro ng tal que M., = m"M,, para todo r > 0, logo Gr(M) é
gerado por @ Gr,(M). Cada Gr,(M) = M,/ M, é noetheriano ¢ com isso ¢ um (A/m)-

n<ngo
médulo finitamente gerado. Assim, € Gr,(M), como A/m-médulo, é gerado por um nimero
n<ngo
finito de elementos. Portanto, Gr(M) € finitamente gerado como um Gr(A)-médulo. O
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6 DIMENSOES DOS COMPLETAMENTOS DE ANEIS NOETHERIANOS

O objetivo principal deste capitulo € determinar a dimensao do m-completamento de um anel
noetheriano A. Paraisso, definiremos e estudaremos as séries de Poincaré. Como consequéncia
disso teremos o teorema de dimensao cujo resultado € importante para calcularmos a dimensao
do completamento de um anel noetheriano local. Na sequéncia veremos uma propriedade sobre
a dimensdo do completamento de um anel noetheriano. Por fim, finalizaremos definindo o que
€ um anel regular local. Entre os outros resultados relevantes podemos destacar: Os teoremas
6.11 e 6.43, as proposicdes 6.27, 6.45 e 6.46 e o coroldrio 6.39.

Relembraremos a defini¢do de dimensao para um anel comutativo A.

Definicao 6.1. Seja A um anel comutativo. Dados py, P1,...,Pn € Spec(A) tais que py &
P1 & - & Py, 0 niimero de inclusoes é chamada de comprimento da cadeia e a dimensdo de

A sera definida como

dim(A) := sup{n : 3pg, P1, ..., P, € Spec(A), tais que po & P1 & -+ & Pn}-

Exemplo 6.2. Se K é um corpo, o tnico ideal primo é {0}. Logo dim(K) = 0.
Exemplo 6.3. Em Z s6 temos (0) & (p), onde p € Z é primo. Dessa forma, dim(Z) = 1.

Exemplo 6.4. Temos que os ideais de Z[ X | sao da forma (n, f),onde f € Z[X] en € Z. Assim,
(0) c (p) c (p, f), para p primo, € a cadeia de maior comprimento. Logo, dim(Z) = 2.

Exemplo 6.5. Se A é dominio, entdo dim(A[Xy,...,X,,...]) = o, pois (X;) C (X}, X3) C

Definicao 6.6. A altura de p € SpecA, denotada por h(p), é definida como

h(p) :=sup{n : Ipo, P1, ..., Pu_1 € Spec(A), tais que po S P1 & -+ & Pu-1 & P},

onde n representa o comprimento da cadeia. Se a é um ideal qualquer de A, entdo podemos

definir a altura como h(a) = min h(p), onde a C p.

Como consequéncia da definicdo anterior temos que dim(A) = sup £(m), param € Q(A).

Uma cadeia de submddulos de um A-médulo M € a sequéncia (M;), 1 < i < n, de

submodulos de M tais que
M=My2M 2--2M,={0}.

O comprimento desta cadeia € definida como o niimero de inclusdes. Uma série de composicdo
de M € uma cadeia maximal, isto €, ndo possivel inserir um outro submddulo a cadeia de
modo que ela continue estritamente decrescente. Equivalentemente podemos dizer que cada

quociente M;_;/M; é simples, ou seja, ndo possui submdédulos além dos triviais.
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Proposicao 6.7. Suponha que M tenha uma série de composicdo de comprimento n. Entdo
toda série de composicdo de M tem comprimento n e toda cadeia em M pode ser estendida

para ter comprimento n.

Demonstragdo. Seja [(M) o menor comprimento de uma série de composi¢do do médulo M.

i) Provaremos que se N C M entdo [(N) < [(M). Considere (M;) uma série de composi¢io
de M de comprimento minimo e N; = N N M; submédulos de N. Como N;_;/N; C M;_/M,;
e M;_1/M; é simples entdo N;_1/N; = M;_1/M; ou N;_; = N;. Assim, removendo os termos
repetidos, temos uma série de composi¢do de N tal que [(N) < [(M). Se [(N) =I(M) =n
entdo N;_1/N; = M;_/M;, parai =1,2,...,n. Comisso M;_; = N;_j,parai =1,2,...,n,0u
seja, M = N.

if) Afirmamos que toda cadeia em M tem comprimento menor ou igual a [(M). De fato,
considere a cadeia M = My D My D --- D My = {0} cujo comprimento é k. Pela primeiro
item, temos que [(M) > (M) > --- > [(My) = 0. Logo, (M) > k.

iii) Tome uma série de composi¢do de M. Se ela tem comprimento k entdo, pelo segundo
item, k < [(M). Logo, pela forma como /(M) foi definido, k = [(M). Assim, todas as séries
de composicao tem o mesmo comprimento. Por dltimo, considere uma cadeia qualquer de M.
Se o seu comprimento é /(M) entdo ela € uma série de composicdo, caso contrdrio, a cadeia
nao € maximal, ou seja, podemos inserir novos termos tais que o seu novo comprimento seja
I(M). O

Logo, toda série de composicdo de M tem o mesmo comprimento /(M), chamado de

comprimento de M.

Definicao 6.8. Sejam C o conjunto de todos os A-médulos e A : C — Z uma fungdo. Dizemos

que A é aditiva se, para todo sequéncia exata curta
O-M —->M-—->M'—>0,
onde que todos os termos pertencem a C, a igualdade
AM) =A(M") + A(M")

for verificada.

Proposicao 6.9. O comprimento (M) é uma func¢do aditiva na classe de todos os A-modulos

de comprimento finito.

Demonstragdo. Mostraremos que se

0 > M —— M —— M” > 0




€ uma sequéncia exata, entdo [(M) = [(M') + [(M").

Tome a imagem sobre u de uma série de composi¢do de M’ e a imagem inversa sobre v de

uma série de composi¢do de M”. Dessa forma, se juntarmos essas cadeias temos uma série de

composi¢do em M. Logo, chegamos ao resultado.
Mais geralmente temos que:

Proposicao 6.10. Seja
O-M -M,—---—>M,—0
uma sequéncia exata de A-moédulos com comprimento finito. Assim,
(M) = 1(M>) +---+ (-1)""'1(M,) = 0.

Demonstragdo. Tomaremos n = 4. Para demonstrar de maneira geral o raciocinio € andlogo.

Seja

0—>M1 /M2

uma sequéncia exata.

Podemos encontrar as sequéncias exatas curtas,
0 > M, > M, > coker(f) —— 0
onde coker( f) = M, /im(f) = M, /ker(g) = im(g), e

0 —— im(g) > M3 > My —— 0

Aplicando a proposi¢ao anterior teremos que
[(My) — [(M2) + [(coker(f)) —1(im(g)) +[(M3) — [(M4) =0
Consequentemente
[(My) = 1(M2) +1(M3) — [(M4) =0
como queriamos.

(o)

Considere o anel graduado A = P A, tal que A é noetheriano e A ¢ artiniano. Pela
n=0
proposi¢do 2.20, Ap € noetheriano e A € gerado, como Ap-algebra, pelos elementos homogéneos
[ee]
X1,...,X; de graus ki, ..., k, respectivamente. Suponha que M = P M, é um A-médulo
n=0

graduado finitamente gerado. Assim, cada M,, € um Ap-mddulo finitamente gerado. Pelo fato

de Ag ser artiniano, teremos que [(M,,) é finito e com isso podemos definir a série
[S¢]
Pi(M,t) =3 [(M,)t".
n=0

Esta série € conhecida como série de Poincaré de M.
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Teorema 6.11. A série de Poincaré de M é uma fungdo racional da forma
Pi(M,1) = f(l)/_ljl(l — k)

onde f(t) € Z[t] e s é o niimero de geradores homogéneos do ideal P A,.
n>0

Demonstragcdo. Provaremos por inducdo sobre s. Se s = 0 entdo A = Ag e cada M,, € um

A-submédulo de M. Como M ¢é finitamente gerado entdo M, = {0} paran > n'.

P (M,1) = X [(My)t" € Z[1].
n=0
Suponhamos que s > 1 e o teorema € verdadeiro para s — 1. A aplicagdo M — M dada pela

Assim,

multiplicacdo por x; € A € um homomorfismo de A-mddulos. Sejam K = @ K,eL = @ L,
n=0 n=0
o kernel e o cokernel dessa aplicagdo. Dessa forma, K e L sdo A-mddulos finitamente gerados,

pois K é submo6dulo de M e L ¢ um mdédulo quociente de M. Logo, para cada n > 0, temos a

sequéncia exata
0—->Kyx, > My, >M,—>L,—0
onde K,,_x, = M,,_x, = {0} paran < k,. Consequentemente, temos
[(Kn-r,) = 1(Mp—k,) + 1 (My) = (L) =0
Multiplicando por #"* obtemos
UKk )1 = LMy )" + L(M)" = [(Ly)1" = 0

Somando para todo os n
Pi(K,0)i*% — Py(M, t)t* + Py(M,t) — Py(L,t) = 0. (6.1)

Logo,
Pi(L,t) — Pi(K, t)t*s
(1-1%)
Facilmente podemos ver que x; anula os elementos de K e L. Com isso, K e L sdo mddulos

PZ(M,I) =

graduado sobre o anel graduado A = A/(x;) cujo ideal D An/(x;) é gerado por X7, ... Xs_].

n>0

N
Portanto, P;(L, 1) e P;(K,t) sdo funcdes racionais com denominador [](1 — £5). O
i=1

Proposicao 6.12. Seja d(M) a ordem do polo de P;(M,t) emt = 1. Assim,
d(M) <,
onde que s é o niimero de geradores homogéneos do ideal @ A,.

n>0

Demonstragdo. Temos que

y 1 -t i 1 1
1m — 1m = —,
N A A I I ERRRE S L N
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Logo, lin}(l —1)’P;(M,t) < oo. O
r—

Para provarmos o préximo teorema precisaremos provar a seguinte proposicao.

Proposicao 6.13. A igualdade

1 io: (n+d_1)t"

(1-nd 5 !
é valida.

Demonstracdo. Sabemos que (1 —¢)~! = ¥ #". Derivando d — 1 vezes obtemos
n=0

=D =09= 3 n(n=1)...(n—d+2)m4+,
n=0

Portanto
(1-07"= % () =X (55"
n=0 n=
como queriamos. m|
Teorema 6.14. Suponha que k; = 1, parai = 1,2,...,s. Assim, [(M,) é um polinémio de grau

d(M) — 1 para n suficientemente grande.

Demonstragdo. Pelo teorema 6.11

f(@)
(1=

onde f(t) € Z[t]. Pela definicdo de d(M) temos que f (1) = (1 — )" ¢Mg(r) e g(1) # 0.

Com isso,

%o: I(M,)t" =
n=0

L — § ("Z?[E/]A;Iz;l)g(t)tn

S 1(My)i" =
nz::0 ( ) (1 _t)d(M) n=0

m
Suponha que g(¢) = Y, axt*. Assim,
k=0
[o¢] m oo
n _ n+d(M)—1\ .n+k
ngol(Mn)t - kgongoak( aM)-1 )

Quando n > m temos

m
(M) = % ax(" ).

No caso n < m tomamos a soma sobre 0 < k < n. Portanto, /(M,,) € um polindmio em n

de grau d(M) — 1 com coeficiente lider

1 m g(1)

2 = T = )]

e 70



51

Se trocarmos x; € A, visto no teorema 6.11, por um x € Ay que ndo € divisor de zero em

M, ou seja, xm # 0 para todo m € M, entdo a aplicagdo

B M — M
m +— mx
€ um homomorfismo tal que ker 8 = {0}. De acordo com a equagao 6.1, vista no teorema 6.11,

podemos concluir que
d(L)y=d(M) - 1.
Dessa forma, podemos concluir que:

Proposicao 6.15. Se x € Ay ndo é um divisor de zero em M, entdo d(M [xM) = d(M) — 1.

Exemplo 6.16. Seja B = Ag[xy,...,xs] tal que Ap é um anel artiniano. Tome A, como o

mi

Ap-mobdulo livre gerado pelos mondmios x,

S
.--xy, onde Y. m; = n. Com isso, existem
i=1

(St’zl) mondmios. Considere o anel graduado A = P A,. Logo, Pi(A,1) = X (A" =
' n=0 n=0

Y, (**"")¢". Portanto, pela proposigdo 6.13, Pi(A, 1) = (1-1)s
n=0 i

Definicao 6.17. A funcdo de Hilbert de M é a fungdo polinomial
hy (n) = (M)

para n suficientemente grande.

Lema 6.18. Para cada n considere a soma finita g(n) = [(Mp) +--- + [(M,_1). Assim, g(n) é

um polinémio de grau d(M) para n suficientemente grande.

Demonstragao. Para m > mg temos que

I(Mm) = hM(m) =co+cym+---+ Cd(M)—lmd(M)_l

Logo

) =%, () + &

paran > mg e k constante. Em [8], podemos ver a Faulhaber’s formula que nos ajuda a concluir

d(M)-1

n—1
que ) m € um polindmio em n de grau d(M). Portanto, o lema estd provado. O

m=0

Definicao 6.19. O ideal proprio q de A é dito primario se vale a seguinte condi¢cdo:
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xy € q implica que x € q ou y" € q, para algum n > 0.

Em outras palavras, q é primdrio se, e somente se, todo divisor de zero em A/ q é nilpotente. Sem

grandes dificuldades, podemos verificar que \[q é primo. Se p = \/q entdo q é dito p-primdrio.

Exemplo 6.20. Em Z, (0), (p"), onde p € primo, sao ideais primdrios.

Proposicao 6.21. Sejam A um anel noetheriano, m < A maximal e q < A qualquer. Assim, q é

m-primdrio se, e somente se, m" C q C m para algum n > 0.

Demonstragdo. Pela proposi¢do 2.11 segue que m” € q € m para algum n > 0. Reciproca-
mente, se tomarmos os radicais teremos que m = ym” C 4/q € ym = nt. m|

Proposicao 6.22. Sejam (A, m) um anel noetheriano local e ¢ < A. Assim, q é m-primdrio se,

e somente se, todo p € Spec(A) tal que q C p é maximal.

Demonstracdo. Suponhamos que ¢ seja m-primdrio. Temos que m” C q C p. Pelo fato de p
ser primo temos que m C p. Portanto, p € maximal.

Reciprocamente, como +/q € primo entdo, por hipdtese, 4/q = m, ou seja, q € m-primdrio. O

Em [2], capitulo 8 temos o seguinte resultado.

Teorema 6.23. Um anel A é artiniano se, e somente se, A é noetheriano e
dim(A) = 0.

Proposicao 6.24. Seja A um anel noetheriano. Assim, A é artiniano se, e somente se, todo

ideal primo de A é maximal.

Demonstragdo. Suponhamos que A seja artiniano. Dado p € Spec(A) temos que A/p é

dominio. Se 0 # x € A/p entdo existe a cadeia decrescente
X)>EH>E)>....
Como A/p também € artiniano, entdo existe n € N tal que
(x") = (™ =.. ..

Logo, x" = bx"*!, para b € A/p. Com isso, bx = 1, ou seja, x possui inverso em A/p. Assim,
p é maximal pois A/p é corpo.
Reciprocamente, como todo ideal primo de A € maximal entdo ndo existe uma inclusao

P & q, tais que p, g € Spec(A). Portanto, dim(A) = 0 e A € artiniano, pelo teorema 6.23. O

Dessa forma, podemos concluir que:



53

Proposicao 6.25. Sejam (A, m) um anel noetheriano local e q um ideal m-primdrio. Assim,

A/q é artiniano.

Demonstragdo. Pela proposicdo 6.22, temos que todo ideal primo de A/q é maximal. Assim,

pela proposicao 6.24, A/q € artiniano. O

Relembraremos uma definico vista na Algebra Comutativa.
Definicao 6.26. Sejam A um anel e M um A-méodulo. O conjunto
ann(M) ={a € A:am=0,Vm e M}.

é chamado de anulador do modulo M.

Proposicao 6.27. Sejam (A, m) um anel noetheriano local, q um ideal m-primdrio, M um
A-modulo finitamente gerado e (M,) uma filtracdo g-estavel de M. Entdo cada MM, tem
comprimento finito e para n suficientemente grande o seu comprimento é um polindomio em n
de grau d(M).

Demonstracdo. Sejam Gr(A) = ®q"/q"*!, Gr(M) = ®M,/M,,1 e Go(A) = A/q artiniano
local. Assim, G(A) é noetheriano e G(M) é um G (A)-médulo graduado finitamente gerado.
Cada G,(M) = M, /M, é um A-mdbdulo noetheriano tal que g C ann(G,(M)), logo € um
A/q-médulo noetheriano, e com isso tem um comprimento finito, pois A/q € artiniano.

Considere a sequéncia exata

0 —— Mn—l/Mn — M/Mn — M/Mn—l — 0.

Assim, [((M,—/M,) = I(M/M,) — (M /M,_,). Logo, [(M/M,) = ni(l)l(Mj/MjH) = g(n).
j:
O

Para n suficientemente grande, o polindmio g(n) correspondente a filtracdo (q"M) é deno-

tado por x ! (n).
Proposicao 6.28. Dados quaisquer ideal m-primdrio q e filtracdo q-estavel (M,,), os polindmios
gn)=Il(M/M,) e )(g/l (n) =1(M/q"M) tém o mesmo grau e coeficiente lider.
Demonstragdo. Pelo fato de (M),) ser g-estavel teremos que existe ng tal que
q""M C My, = "My, € q"M.
Isso implica que
xd(n+no) > g(n+no) > x (n).

Mas )(é” (n+ngy) e )(é” (n) sdo polindbmios em n com mesmo grau e coeficiente lider. Logo,

g(n+ngp) e, consequentemente, g(n) também tem o mesmo grau e coeficiente lider. O
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Seja (A, m) um anel noetheriano local e g um ideal m-primério. A série de Poincaré do

anel graduado associado Gr(A) = P q"/ q"*! é dada por
n=0

PUGK(A).0) = 3 1 /a1

Se xiy,...,xs geram q entdo x; + q° tem grau 1, para 1 < i < s, e geram Gr(A) como
A/q-dlgebra. Pelo teorema 6.11 temos que

f(1)
(1-1)%

Y1 /g =
n=0

onde que f(t) € Z[t]. De acordo com teorema 6.14, [(q"/¢"*!) é um polinémio em n de grau
d(A) — 1, para n suficientemente grande.
Seja 6(A) o menor niimero dos geradores de um ideal m-primdrio de A. Nosso objetivo é

provar que
5(A) = d(A) = dim A.
Para isso, provaremos que 6(A) < dim A < d(A) < §(A).

Tomando s = §(A) temos que:
Proposicao 6.29. d(A) < 6(A).

Para provarmos que dim A < d(A) precisaremos de alguns resultados.

Proposicao 6.30. Sejam (A, m) um anel noetheriano local, q um ideal m-primdrio, M um
A-modulo finitamente gerado, x € A tal que xm # 0, para todom € M, e M’ = M /xM. Assim,

se deg )(Q’I > 0, entdo
deg ¥} < deg x - 1.

Demonstracdo. Seja N = xM. Assim, N = M como A-mddulos. Tome a filtracdo N, =

NN q"M. Com isso, teremos as sequéncias exatas
0 — N/Ny, —> M/q"M —— M'/q"M" —— 0.
Logo, se g(n) = [(N/N,), temos que
g(n) = x4 (n) + x¥'(n) =0,
para n suficientemente grande. Pelo lema 2.22, (N,) é uma q-filtracdo estavel de N. Como

N = M entio, de acordo com a proposi¢ao 6.28, g(n) e )(g” (n) tem o mesmo coeficiente lider.

Portanto, a proposi¢ao estd provada. O

Corolario 6.31. Se A é um anel noetheriano local e x € A ndo é um divisor de zero em A entdo

d(A/(x)) < d(A) - 1.
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Demonstragdo. Basta tomarmos M = A e aplicarmos a proposicao anterior. O

Relembraremos o Lema de Nakayama.

Lema 6.32. (Lema de Nakayama) Sejam M um A-modulo finitamente gerado e a < A contido
em J(A). Entdo aM = M implica M = Q.

Demonstragdo. A prova pode ser encontrada em [2], capitulo 2. O

Corolario 6.33. Sejam M um A-maodulo finitamente gerado, N um submodulo de M e a C J(A)
um ideal. Se M = aM + N entdo M = N.

Demonstragdo. Aplique o lema 6.32 em M /N. Observe que a(M/N) = (aM + N)/N. O
Dessa forma podemos demonstrar que:
Proposicao 6.34. dim A < d(A).

Demonstragdo. Provaremos por inducdo sobre d(A). Se d(A) = 0 entdo [(A/m™) é constante

para n suficientemente grande. Assim, m”" = m"*!

e com isso, pelo lema 6.32, m"” = 0. Logo,
A € artiniano e dim A = 0.

Suponha que d(A) > 0 e considere a cadeia de ideais primos em A

PpoC P C---C P

Sejam x € p; tal que x ¢ pg, A’ = A/pp e x” aimagem de x em A’. Comisso,x #0e A" é

um dominio de integridade. Logo, pelo corolério anterior, temos que
d(A’/(x") <d(A") - 1.

Se m’ € o ideal maximal de A’, A’/m’ é aimagem de ¢ : A/m" — A’/m’". Dessa forma,
[(A/m™) > [(A’/m"™) ed(A) > d(A”). Consequentemente

d(A’/(x") < d(A) - 1.

Assim, pela hipétese de indugdo, o comprimento de qualquer cadeia de ideais primos em
A’/(x") é menor do que ou igual ad — 1. A imagemde p; C --- C p, em A’/(x") forma uma
cadeia de comprimento r — 1. Logo, r — 1 < d(A) — 1 e consequentemente r < d(A). Portanto,
dimA < d(A). O

Proposicao 6.35. Sejam A um anel, py, ..., P, ideais primos de A e a = | p;. Assim, a = p;
i=1
para algum i.
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Demonstragdo. Provaremos por indugdo sobre n da seguinte forma: Se a # p;, paral <i < n,
entdo a # Lnj p;.

Clararrtlzlnte ¢ verdade paran = 1. Sen > 1 e € védlido para n — 1 entdo para cada i existe
x; € atal que x; ¢ p; quando i # j. Se para algum i tivermos x; ¢ p; entdo a prova estd
completa. Caso contrdrio, teremos x; € p; para todo i. Considere o elemento

Y= 2 XXy X1 X * X
i=1

n
Assim, y € ae y ¢ p;. Portanto, a # | p;. O
i=1

Definicao 6.36. Sejam A um anel, I < A e p < A primo. O ideal p é dito minimal primo de J

se ndo existe py < A primo tal que I C p; & p.

Proposicao 6.37. Seja (A, m) um anel noetheriano local com dimensdo d. Assim, existe um

ideal m-primdrio em A gerado por d elementos x1, . . ., X4 e, consequentemente, 6(A) < dim A.

Demonstragcdo. Encontraremos xi, . . .,x; indutivamente de modo que todo ideal primo con-
tendo (xi,...,x;) tem comprimento maior do que ou igual a i, para cada i. Suponhai > 0 e
X1,...,X;-1 satisfazendo essa condi¢do. Sejam p;, 1 < j < s, os ideais minimais primos de
(xl, ..., Xx;—1) tal que h(p]) =i—1. Comoi~-1<d=dimA = h(m) entdo m # p; para todo

j. De acordo com, , m # U p;. Sejam x; € m, tal que x; ¢ U p; € g < A primo que contém
J=1 J=1
(x1,...,x;). Assim, q contém algum ideal minimal primo p de (x1,...,x;-1). Se p = p;, para

algum j, entdo teremos que x; € qe x; ¢ p. Logo, p C qe h(q) > i. Se p # p;, para todo j,
entdo h(p) > i e comisso A(q) > i. Dessa forma, todo ideal primo contendo (x,...,x;) tem

altura maior do que ou igual a i.

Considere entdo (xp,...,xq). Se p J A € primo e contém (x1,...,xg) entdo h(p) > d
Logo, p = m e com isso o ideal (xp,...,xs) € m-primdrio, pois 4/(x1,...,Xz) = M. O

Dessa forma podemos concluir que:

Teorema 6.38. (Teorema de Dimensdo) Para qualquer anel noetheriano local (A, m) temos
que dim(A) = d(A) = 6(A).

Demonstragdo. Segue pelas proposicoes 6.29, 6.34 e 6.37. O

Corolario 6.39. Se (A, m) é um anel noetheriano local e A é o seu m-completamento entdo
dim A = dim A.

Demonstragdo. Pelo coroldrio 3.31 podemos concluir que A/m" = Z/ﬁi". Logo, yA(n) =
XA (n). O
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Definicao 6.40. Seja A um anel noetheriano local. Se x1, x3, . . . , x4 geram um ideal m-primdrio

e dim(A) = d, entdo {x1,x2,...,xq} é chamado de um sistema de pardmetros de A.

Os préximos resultados sdo uteis para encontrarmos algumas propriedades de dimensao

para m-completamentos de um anel A noetheriano.

Lema 6.41. Se S C A é multiplicativamente fechado entdo dim(S~'A) < dim(A). Além disso,
se p € Spec(A), entdo dim(Ap) = h(p) < dim(A).

Demonstracdo. Segue imediatamente pela correspondéncia bijetiva entre os ideais primos de

S~'A e o ideais primos de A tais que a intersecdo com S é vazia. O

Proposicao 6.42. Sejam A um anel noetheriano, m < A, A o seu m-completamento, n < A
maximal e t = f~1(n) 9 A maximal (veja o teorema 5.11). Assim, o w'-completamento de A

e o m”-completamento de Ay sdo isomorfos, onde que m’ 4 A, e m” < A, sdo maximais.

Demonstragdo. Veja em [1], capitulo 6. O

Seja Ao m-completamento de A. Suponhamos que m C J(A). Assim, existe uma bijecdo
entre o conjunto dos 1 < A maximais e o conjunto dos r < A maximais (veja teorema 5.11).
Com isso, pelo lema 6.41, h(n) = dim(;fn) e h(r) = dim(A,). Pela proposicdo anterior, os
completamentos dos anéis locais A, e Zn sdo isomorfos. De acordo com o corolario 6.39, temos
que eles tem a mesma dimensdo. Dessa forma, segue que #(1n) = A(r) e consequentemente
dim(A) = dim(A).

Se m ndo estd contido em J(A) entdo a afirmacdo anterior ndo € necessariamente verdadeira.
Neste caso temos a bijecdo entre os ideais maximais de A e 0s ideais maximais de A que contém
m. Assim, segue que dim(g) = sup h(n), onde que n < A € maximal e contém m. Logo, temos
que dim(A) < dim(A).

Dessa forma podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 6.43. Sejam A um anel noetheriano, m<A e Ao m-completamento. Assim, dim(g) <
dim(A) e a igualdade é verdadeira quando m C J(A).

Definicao 6.44. Seja (A, m) um anel noetheriano local. Um sistema de pardmetros de A é dito
regular se gera o ideal maximal m. Se A tem um sistema de pardmetros regular entdo A é um

anel regular local.

Proposicao 6.45. Suponha que A é um anel noetheriano local e dim A = d. Entdo as seguintes

afirmacoes sdo equivalentes:

i) Grip(A) = (A/m)[t1,...,t4];
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i) dimy m/m? = d;
iii) m é gerado por d elementos;
iv) A é um anel regular local.

Demonstragdo. Claramente (i) = (ii) e (iii) & (iv) segue pela defini¢ao de anel regular
local.

Provaremos que (ii) = (iii). Sejam x; € m, 1 <i < d, cuja imagem em m/m? forma uma
base. Considere a o ideal gerado por x;. Assim, teremos a aplica¢do natural f : a — m/m?.
Como m/m? = a/m? = (a +m)/m? entdo a + m?> = m. Logo, pelo corolario 6.33, a = m.

Mostraremos que (iii) = (i). Suponha que xi,...,x; geram m, ou seja, formam um

sistema de parametros. Dessa forma, teremos o epimorfismo

t; — X;

{as L (A/m)[ty, .. tg] — Gra(A)

Se ¢ ndo é um isomorfismo entao existe um elemento nao nulo g € ker ¢. Assim,

d(Grm(A)) < d((A/m)[ty, ..., 14]/(8))

pois Gry(A) = (A/m)[ty,...,t4]/ker . Como (A/m)[ty,...,t;] € um dominio entdo, pela
proposicao 6.15,

d((A/m)[ry,....1al/(g)) = d((A/m)[11, ..., 14]) = 1

Pelo exemplo 6.16 temos que d((A/m)[ty,...,t4]) = d. De acordo com teorema 6.38,
d(Grin(A)) = d. Assim,

d=d(Grm(A)) <d((A/m)[11,....14]/(g)) =d - 1.

Com isso chegariamos a uma contradi¢ao. Portanto, ¢ € um isomorfismo. O

Proposicao 6.46. Seja A um anel noetheriano local. Assim, A é regular se, e somente se, A é

regular.

Demonstragcdo. De acordo com o coroldrio 5.12 e os teoremas 5.25 e 6.43 teremos que (Z, m)
¢ um anel noetheriano local com a mesma dimensdo de A. Pela proposi¢cao 3.28 e corolario

3.31 podemos concluir que Gry,(A) = Grﬁ(;&\) e o resultado estd provado. O
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