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RESUMO

Esta tese aborda a analise o e projeto de controle de uma dassstemas chaveados afins
que nao apresentam entrada de controle. Os principaiogp@tados sdo a otimizacdo da
resposta transitéria do ponto de vista da reducao de uneiddidesempenho quadratico (custo
garantido), controle robusto com relacdo a incertezasygaracas e limitagdo do valor maximo
aceitavel de variaveis de estado. Como ndo ha entrada delegatestabilizacdo, bem como a
resposta transitoria destes sistemas dependem exclasit@no chaveamento adequado entre
0s subsistemas, de acordo com uma regra de chaveamentm, Assialmente, este trabalho
apresenta uma explicagdo sobre as caracteristicas damassthaveados afins. Em seguida,
sdo propostas regras de chaveamento com o intuito de melhatresempenho transitorio.
Mais especificamente, é proposto 0 emprego de candidatag;acfule Lyapunov polinomi-
ais multivariadas (polinbmios em fungéo de mais de umawal)igsendo utilizada a teoria de
decomposicdo em soma de quadrados (do inglés, of squares SOS) para a descricao das
restricbes dos problemas. A utilizacdo deste tipo de fudgibyapunov é proposta a fim de
flexibilizar as superficies de deslizamento criadas pelgeas de chaveamento. As principais
contribuigBes deste tdpico sdo condi¢cdes que assegurabiligside assintotica ou estabilidade
exponencial e custo garantido e que sdo baseados na geaxgialde condigdes ndo polinomi-
ais, assim, podem fornecer melhor factibilidade e otimpaémetros de performance. Com
relacéo ao controle robusto, é apresentada uma revisé® coinio as incertezas paramétricas
afetam o ponto de equilibrio desejado e sobre como trabalhiesiores lidaram com as in-
certezas. No presente trabalho, foram propostos novosnbesr que asseguram estabilidade
assintdtica considerando as incertezas paramétricasvar&éedes na entrada ndo controlada.
Estes teoremas se baseiam na representacdo padréo dasistaveados afins considerada
neste trabalho, em incertezas paramétricas politopicas @esigualdades matriciais lineares
(do inglés,Linear Matrix Inequalities- LMIs). Outra contribuicéo foi o estabelecimento de
condicdes suficientes e de leis de controle para limitar orvedtremo atingido por variaveis
de estado. Ao final de cada um dos topicos citados, foranzaelals simulacdes de conver-
sores eletronicos de poténcia CC-CC com o objetivo de variGademonstrar o desempenho
das técnicas de controle propostas. Os resultados de giieglaomputacionais confirmam as
proposicdes teoricas.

Palavras-chave: sistemas chaveados afins; soma de quadrados (SOS); funtdamlenov
polinomial multivariada; controle robusto; limitacdo demiaveis de estado; desigualdades
matriciais lineares (LMIs).



ABSTRACT

This thesis addresses the analisys and control design ftasa of switched affine systems
which do not present a control input. The main topics covaredhe optimization of transient
response by reducing a quadratic performance index (gig@rtost), robust control regar-
ding parameter uncertainties and limitation of extremeeptable values for state variables.
Since there is no control input, the stabilization, as wsltlge transient response of the sys-
tems depend only on proper switching among subsystemsyviodpswitching rules. Hence,
initially, this work presents an explanation of the chagastics of switched affine systems.
Later, switching rules are proposed to improve transienfopmance. Specifically, it is pro-
posed the use of multivariate polynomial (a polynomial inrenthan one variable) Lyapunov
candidate functions by applying the sum of squares (SOS®)dpasition theory to describe the
problems constraints. The application of this kind of Lyapwucandidate functions is proposed
to make the sliding surfaces created by the switching ruleserfiexible, leading to improved
performance. The main contributions on this topic are thearregarding asymptotic stability
or exponential stability and guaranteed cost which are rgdéimations of non-polynomial ones
and, hence, can provide better feasibility and performgacameters. Regarding robust con-
trol, it is presented a review on how parametric uncertagiffect the set of equilibrium points
and on how previous research dealt with uncertainties. Téwk Weads to new theorems that
assure asymptotic robust stability regarding parameteeniinties and even input variations.
These theorems rely on the default representation of sedtelffine system considered in this
thesis, on parametric polytopic uncertainties and on Liméatrix Inequalities (LMIs) condi-
tions. Another contribution was to establish sufficientaitions and control laws to limit the
extreme value reached by state variables. At the end of ddblk aforementioned topics, com-
putational simulations of DC-DC power electronics coreertwere performed to display the
performance of the proposed control techniques. The gesaitfirm the theoretical proposals.

Keywords: switched affine systems; sum of squares (SOS); multivapialighomial Lya-
punov function; robust control; state variables limitatibinear Matrix Inequalities (LMIs); .
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1 INTRODUCAO

E notorio que & medida que o conhecimento matematico e dsaéaigébricas tém evo-
luido, a representacédo matematica de fendbmenos e sistisinas fem se tornado mais precisa,
permitindo ao projetista uma maior capacidade de analstarag nestes sistemas. Um exemplo
€ a representacao de sistemas que apresentam mais de umenmukragcao, ou seja, depen-
dendo do modo em que um destes sistemas se encontra, seuteongmo sera descrito por
diferentes conjuntos de equacdes.

Tais sistemas séo descritos como sistemas hibridos enzbibé2003), sendo caracteri-
zados por uma interacao entre dindmicas continuas no temipdmicas discretas no tempo,
havendo, normalmente, inter-relacdes entre estas din@nttxemplos de sistemas que podem
ser descritos como hibridos séo: sistemas de refrigerag@atios em termostatos, crescimento
e divisdo de células bioldgicas, operacéo de servidoregees ide computadores, veiculos su-
jeitos a troca de marchas, dentre outros.

As possibilidades de estudo dos sistemas hibridos sdo sinipggquisas no campo da ci-
éncia da computacgdo costumam concentrar seu estudo naichndistreta, que normalmente
€ mais complexa nos sistemas tratados neste caso (LIBERZ@IS). Ja em se tratando da
area de controle de sistemas, costuma-se dar mais atend@@ascas continuas no tempo,
sendo a dinamica discreta no tempo tratada como simpletosweé® comutacéo entre as dina-
micas continuas no tempo. Nestas situagfes, 0s sistemassémente denominados sistemas
chaveados (LIBERZON, 2003; WICKS; PELETIES; DECARLO, 1998CKS; PELETIES;
DECARLO, 1994), assim como ocorrera neste trabalho. Neste, diz-se que o sistema é
composto por diversos subsistemas continuos no tempoucadam sua caracteristica dina-
mica, havendo, portanto, o chaveamento entre os subsstema

Nas ultimas décadas, tem-se notado interesse no estudsieteas chaveados, ja havendo
literatura significativa abordando o estudo da estabiédadontrole de sistemas lineares chave-
ados (LIBERZON; MORSE, 1999; BOLZERN; SPINELLI, 2004; GEREBL; COLANERI,
2006; ZHAI et al., 2018; HUANG; ZHAI; LI, 2017; LIN; ANTSAKLS, 2009; ZHAI; LIN;
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ANTSAKLIS, 2003; DEAECTO; GEROMEL; DAAFOUZ, 2011; MAINARDJUNIOR et al.,
2015). Este estudo permitiu, também, o desenvolvimentadasiécnicas de controle, cha-
madas de controle chaveado, que tém ganhado notoriedadetestesido de controle robusto
(SOUZA et al., 2013; SOUZA, 2013; SOUZA et al., 2014b; ALVBSak, 2016; CARNIATO
etal., 2018).

No controle chaveado, apesar de o sistema tratado ndo sssaeamente chaveado, s&o
projetados varios controladores para 0 mesmo sistema aio&montinuo no tempo. Apenas
um controlador permanece ativo a cada instante, sendo atagéouentre estes definida por
uma regra de chaveamento. Desta forma, o sistema em mal@fepassa a ser um sistema
chaveado. Importantes resultados foram obtidos com o usmwtoole chaveado, principal-
mente no que se refere ao controle de sistemas sujeitosreeraeparamétricas (DEAECTO,;
GEROMEL; DAAFOUZ, 2011; SOUZA et al., 2013; ALVES et al., Z)1 Ha também es-
tudos que aplicam o controle chaveado a sistemas que, ena iiadinta, jA sdo considerados
chaveados (CARNIATO et al., 2018).

Outra abordagem para o controle de sistemas chaveadosaélaasmplesmente na criacao
de uma regra de chaveamento que estabilize o sistema. Estiagbm é bastante util em
casos em que os sistemas tratados ndo apresentam entram@ardee WICKS; PELETIES;
DECARLO, 1998; GEROMEL; COLANERI, 2006).

Ha também estudos relacionados a sistemas chaveados &indaapresentam entrada de
controle (BOLZERN; SPINELLI, 2004; DEAECTO et al., 2010; BBIMURA et al., 2013;
MAINARDI JUNIOR, 2013). Esta classe de sistemas é partioogate Gtil na descricdo de
conversores eletrénicos de poténcia, nos quais o contajlesee do ponto de operacéao é feito
exclusivamente por meio do chaveamento adequado entrésistaimas.

Tradicionalmente, os conversores eletrénicos sdo mookelaelo modelo de valores mé-
dios, fazendo as devidas considerac¢des para a analise ukenpscsinais (ERICKSON; MAK-
SIMOVIC, 2007, Cap. 7). Normalmente, a modelagem é feitaodm# a considerar a razao
ciclica, equivalente aos coeficientes da combinacdo caremtxe os subsistemas, como varia-
vel de entrada e 0o modelo resultante € de uma Unica entrada énica saida (do inglésingle
input single output SISO), ao qual s&o aplicadas técnicas de controle classico

Com o desenvolvimento do controle moderno, a representig@onversores em espaco
de estados ja é usual, contudo, ndo padronizada. Algurahabconsideram o modelo médio,
tratando a razéo ciclica como sendo constante e tendo cdrad@a@ tensdo de alimentacdo do
circuito (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2007). Outros trabalhospmo (GULDEMIR, 2011),
consideram o chaveamento entre subsistemas e ainda tratméaciclica como entrada de



1 INTRODUCAO 13

controle, contudo, dependendo do conversor modelado,sestéana pode se tornar bilinear
(SHARIATMADAR; JAFARIAN, 2017).

Na modelagem como sistema chaveado afim, normalmente n@osde&ra que haja uma
entrada de controle, em vez disto, o sistema deve ser cattrappenas pelo chaveamento ade-
quado entre subsistemas. Neste caso, 0s sistemas chaafiadgzassam a se enquadrar na
categoria que muitos autores chamam de sistemas de estvatidvel (PANCHADE; CHILE;
PATRE, 2013) e permitem a utilizagdo de uma técnica de denthbmmada de modos deslizan-
tes. Esta técnica tem como principal vantagem o fato de astsplo sistema controlado ser
independente de determinados parametros, o que confereobngtez intrinseca ao sistema
de controle (PANCHADE; CHILE; PATRE, 2013; SHTESSEL et aD14), o que tem levado
a sua aplicacao no acionamento eletrénico de motores (DFFE¥MAR; KUMAR; RIVERA,
2016). Por outro lado, devido a auséncia de entrada de temna® caracteristicas dindmicas
do sistema ficam restritas a combinag¢des das caractesisiisasubsistemas, havendo, natu-
ralmente, limitacdes em sua performance. Dadas estaadidas, o presente trabalho explora
trés aspectos no controle desta classe de sistemas: fl@aghib das condi¢cdes para o controle
de sistemas chaveados afins, permitindo a criacao de regE@sadeamento que levem a su-
perficies de deslizamento otimizadas; controle robustsiderando incertezas paramétricas
politépicas; e limitacdo da amplitude admitida para vasigide estado.

A seguir, o Capitulo 2 descreve brevemente as principagtaisticas dos sistemas cha-
veados afins e apresenta teoremas ja conhecidos na literafierentes ao controle destes siste-
mas, enquanto no Capitulo 3, séo propostos teoremas que fezso de matrizes polinomiais
multivariadas para a formacéo das func¢des de Lyapunov a fifiexibilizar as restrices do
problema de controle, flexibilizar as superficies de dasiignto e permitir a obtencédo de melhor
desempenho transitorio. Simulacfes sdo realizadas comagtelonde conversor eletronico de
poténcia CC-CC, expondo os ganhos de performance obtidos.

O Capitulo 4 aborda o controle robusto de sistemas chavesdhes tema ainda pouco
explorado na literatura. Considerando-se que 0 sistenas@ia incertezas parametricas po-
litépicas, é estabelecida uma parametrizacdo do pontoulBbemp desejado e sdo propostos
teoremas para o controle robusto com a garantia de um liritarperior para 0 mesmo in-
dice de desempenho utilizado nos Capitulos 2 e 3. Simula@esealizadas para diferentes
sistemas, mostrando a versatilidade dos teoremas preposto

O Capitulo 5 deste trabalho explora a limitacédo do valor #dmpara variaveis de estado,
sendo analisadas condi¢fes suficientes para que sejagdossiringir o valor extremo de uma
variavel de estado durante um transitorio. Sao propostgagele chaveamento e leis de con-
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trole para cada uma das condi¢des. Em seguida, propde-smremia com uma lei de controle
gue generaliza as anteriores e é capaz de maximizar a regigandicdes iniciais para a qual
a limitacdo é garantida. Neste capitulo, também é analisadoaso particular de limitacao,
comum nos conversores eletrénicos CC-CC, o modo de condeg&ontinuo. Novamente, sdo
realizadas simula¢cdes com um modelo de conversor CC-Cifaiha® cada uma das analises e
meétodos propostos.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes do tabglerspectivas de desenvolvi-
mento de estudos futuros.

Ao longo deste trabalho, seréo adotadas as seguintes estgig@ra matrizes reais, 0 Sim-
bolo (’) indica o seu transpostg, representa b-€simo elemento do veter o conjunto com-
posto pelosN primeiros inteiros positivos, ou sejél,2,---,N}, é denotado poKy; R™™,
R" e R™*" representam os conjuntos das matrizes ecormm elementos reais, dos vetores
coluna comn x 1 elementos reais e dos vetores linha comrielementos reais, respectiva-
mente; 0 conjunto de todos os vetores= [A(l),)\(z),~-~ ,)\(N)]' tais queAj) > 0,i € Ky e
Aw) +Ap) +-+An) =1 é denotado poAn e denominado simplex unitario; a combina-
¢ao convexa de um conjunto de matriZd4;, Mo, --- My} € denotado po, = ZiNzl)‘(i)Mi'
sendaA € Ay; o trago de uma matrilZl € denotado por TM); M >0(M <0O,M > 0eM < 0)
indica que a matriM é positiva definida (negativa definida, positiva semi-ddéire negativa
semi-definida). O simbol@ representa o produto de Kronecker entre duas matrizesrtaanéi
sbes arbitrarias).
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2 SISTEMAS CHAVEADOS AFINS

A classe de sistemas analisada neste trabalho é desciita:aba

{ X= AU(X)X+ Ba(x)Wa x(0) = xo, 1)
y:CU(X)X7
AO’(X) € {Al7 "'7AN}7 (2)
Box) € {B1, ---sBn}, 3)
Ca(x) € {Cl, ...,CN}, (4)

sendo que (X) representa a regra de chaveameNtg,N* corresponde ao nimero de subsiste-
masx(t) € R", y(t) e RP ew(t) € RY. Por simplificagdo, nas representagdes futuras, quando a
regra de chaveamento(x) for utilizada como indice das matrizes do sistema, ser&septada
apenas comod™.

Considera-se qud;, B; e C; séo invariantes no tempo. Assim, cada subsistema € descrito

por:
Xx=Ax+Bw x(0)=
{ Ax+Bw,  x(0) = Xo, )
y = GCiX,
sendo
icKy : Kn={1,2,..N}. (6)

Por serem sistemas afins, c#®eja Hurwitz, cada sistema tera um anico ponto de equili-
brio e este sera globalmente assintoticamente estaveiu@nrseB; # 0, este ponto de equili-
brio ndo sera a origem do espaco de estados, de forma queutmilstesma pode ter um ponto
de equilibrio diferente.

O fato de os subsistemas ndo compartilharem um mesmo poatudiorio torna possivel
gue, mesmo sem uma entrada de controle (uma vez que as sBifize Ky, sdo conside-
radas constantesvgt) é uma entrada externa ndo ajustavel), o ponto de equilibréistema
chaveado equivalente possa ser escolhido dentre um corgenpossiveis pontos de equili-
brio. Conjunto este que é conexo com infinitos elementosngoese restringe aos pontos de
equilibrio de cada subsistema, mas os engloba.
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Por outro lado, a auséncia da entrada de controle e os dspontos de equilibrio trazem
algumas limitacdes ao desempenho dinamico, bem como maidreuldades de projeto de
técnicas de controle, como sera discutido ao longo do trabalém disso, para a permanéncia
em qualquer ponto de equilibrio desejado que seja difedmtgualquer um dos pontos de
equilibrio dos subsistemas, o sistema deve permanecerrestante chaveamento.

2.1 Anadlise das Caracteristicas dos Sistemas Chaveados Afin

Sabe-se que cada subsistema (5) tem seu ponto de equitibréspecifico, dado por:

Xi = —A Bjw. (7)

A partir do chaveamento adequado entre os subsistemass&glague 0 sistema tenha
comportamento equivalente ao de um sistema descrito pelhicagcédo convexa dos subsiste-
mas:

{ X=AX+Byw,  x(0) =Xo, ®)

y=Cyx,
sendo que os coeficientes da combinagdo convexa sdo rapdesepelo vetod, pertencente

ao simplex unitario

N
e {A =A@y Agp A €RY A =0, 20 = } ?
i=

assim,

N
(A)HB)\,C)\):_;A(i)(AivBiaci)- (10)

Portanto, existe um conjunto de pontos de equilibrio atiigido sistema convexg; € R",
dado por:
Xr={%eR" : x=-AByw, A e}, (11)

e € possivel atingir qualquer um dos pontos de equilibricathjuato por meio do ajuste ade-
quado dos coeficientes da combinagéo convexa.

Neste trabalho, sera considerado o ponto de equilibrigatise

X = —A)TrlBArW, (12)
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que é atingivel com uma combinacéo convexa espedificassim, tem-se:

N
(AxBy,,Cy,) = _Zi)\r(i) (A,B;,Ci). (13)

Além disso, a ndo ser que seja especificado o contrario, sesiderado que nenhum dos
coeficientes da combinacao convexa € nulo, ou seja, o poraqudiébrio desejado é diferente

do ponto de equilibrio de qualquer um dos subsistemas. Betderacdo seré feita para que
sempre haja a necessidade do chaveamento.

Para se manter no ponto de equilibrio desejado, o sistemeadia em questdo deve
manter-se em constante chaveamento, uma vez que a derivacdod de estadox], neste
ponto, é diferente de zero para qualquer um dos subsistemas.

Considerando a caracteristica dindmica dos sistemasress#o para o vetor de estado em
funcdo do tempo pode ser deduzida aplicando-se a translardealaplace a expresséo para
em (5) para matrized; e B; constantes:

sX(s) —x(0) = AX (s) +s 1Bw,
(sl—A)X (s) = s 1Bw+x(0),
X (s) = (s(sl—A)) " Biw+ (sl — A) "1x(0). (14)
Aplicando-se a transformada de Laplace inversa, tem-se que
X(t) = /0t MBw dt+ Mix(0),
X(t) = (A{leAitBiw> ’;Jre"\"tx(O),
x(t) = At Bw— A IBiw+ Nx(0). (15)

Uma condic&o necessaria para que um determinado estad@a considerado um ponto de
equilibrio do sistema chaveado afim (1) € que nele haja umaicagéo convexa das derivadas
dos vetores de estado de cada subsistema que seja nulaa,quasa) < Ay definido em (9):

N
Z)\(I)X' =0=AX% +B,w. (16)
i=

Além disso, para que este ponto seja estavel, € necesséreomatrizA, seja Hurwitz, isto é,
todos os seus autovalores devem ter parte real negativa.

Para ilustrar estes conceitos, na Figura 1 é apresentadano gk fase de um sistema
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chaveado afim com duas variaveis de estado, composto posumsstemas, ambos estaveis.
Nela, as linhas tracejadas em azul e em vermelho mostrapgatesamente, as trajetorias dos
subsistemas 1 e 2. Nota-se que as trajetérias convergeno garato de equilibrio de seu
respectivo subsistenta; ), indicado por um asterisco. A linha tracejada em verde septa 0
conjunto de todos os possiveis pontos de equilibrio dons#stg, ), definido em (11). Nota-se
que, apesar de ser possivel modelar um sistema equivaleotetdnacao dos subsistemas (8),

0 ponto de equilibrio corresponder{te) ndo é necessariamente a combinagéo convexa dos
pontos de equilibrio dos subsistemas.

Figura 1 - Plano de fase de um sistema chaveado afim.
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Com relacéo a estabilizacdo dos sistemas tratados, Badz8pinelli (2004) apresenta-
ram condi¢cfes necessarias (para o caso de dois subsiseesHg)ientes para a estabilidade
de sistemas chaveados afins continuos no tempo. Tais ceadig@sideram uma funcéo de
Lyapunov da forma

V(@) =&M)PE(), 17)
sendo
&= (X=X), (18)
conforme descrito na definigdo e teorema que seguem:

Definigédo 1. (BOLZERN; SPINELLI, 2004) O ponto de equilibrio chavedgde- (x—x ) =0
de um sistema chaveado af{t) € quadraticamente estavel se, e somente se, existirem uma
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matriz P= P’ > 0 e uma constante > 0 tais que, para a fungdo quadratica(¢) = &'P¢&
tem-se

V(E) < —€&'E (19)

ao longo de todas as trajetérias do sistema.

Teorema 1. (BOLZERN; SPINELLI, 2004) O sistema chaveado dficcom entrada w cons-
tante é quadraticamente estabilizavel para o ponto de diaridldesejado xse, e somente se,
existir Ay € Ay tal que A, € Hurwitze B = —A) X;.

Demonstracdo.Veja (BOLZERN; SPINELLI, 2004) para detalhes.

Ainda em Bolzern e Spinelli (2004), € proposta a regra deedraento

o (&) =argmin(Vi(£)), (20)

ieKn

sendoV, a derivada, para cada subsistema, da fungdo de Lyapunovrdadt) P& (t). Tal
regra, para as condi¢bes do Teorema 1, torna o sistema e assintoticamente estavel
para o ponto de equilibrig.

Em Deaecto et al. (2010) e Mainardi Junior (2013), sdo ptagaggras de chaveamento
baseadas em func¢des de Lyapunov do tipo (17) que garantetabdidade assintética do sis-
tema e consideram a otimizag&o da seguinte funcdo custo:

(o]

J= /0 (y—Co%)'(y—CoX)dt = /0 (X—%)' Qo (X—x )dt, 21)
sendoQg = C4'Cy > 0 para todao € Ky. Séo elas:

Teorema 2. (DEAECTO et al., 2010) Considere o sistema chaveado @fjrmom entrada w
constante e a matriz Q= C}\rCAr > 0 e seja o0 ponto de equilibrig x x, dado. Se existirem
Ar € AN € uma matriz simétrica positiva definidadPR™" tais que

A, P+PA +Q) <O, (22)

AArXr+B)\rWZ07 (23)

entdo, a estratégia de chaveamento

0 (x) =argmin¢ "(Qi€ +2P(Ax+Biw)), (24)
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sendoé = x— X, torna o ponto de equilibrio globalmente assintoticamegsvel e o custo
garantido

3= [ = Cox) (y~Cox )t < (0 x) P10~ %) (25)

mantém-se.

Demonstracdo.Veja (DEAECTO et al., 2010) para detalhes.
U

Nota-se que, no Teorema 2, o limitante superior do custo épriprvalor da funcéo de
Lyapunov para a condi¢éo inicial do sistema. Ent&o, par@dezir o custo garantido para
qualquer condicgéo inicial, deve-se reduzir, de forma gerahlor da funcéo de Lyapunov. Isto
é alcancado ao se reduzir o traco da m&ritevando em consideracdo que esta matriz deve
ser positiva definida). Portanto, o Teorema 2 permite a fagéo do seguinte problema de
otimizacdo (DEAECTO et al., 2010):

inf {Tr(P): AyP+PA, +Q, <0, A €AN}. (26)
P>0
Esta mesma forma de otimizacdo pode ser aplicada a todosrest#s seguintes que estabele-
cem a fungéo de Lyapunov na condic¢é&o inicial como limitanpeesior para custo.

Teorema 3. (DEAECTO et al., 2010) Considere o sistema chaveado @fjraom entrada w
constante e a matriz Q= C/C; > 0 e seja o ponto de equilibrio xc x; dado. Se existirem
Ar € AN € uma matriz simétrica positiva definidadPR™" tais que

AP+PA+Q <0, 27)

A)\rXr -+ B)\rW = 0, (28)

entdo, a estratégia de chaveamento

o (x) = argmin &'(2P(Ax + Bjw)) (29)

ieKy

sendoé = x— X, torna o ponto de equilibrio globalmente assintoticamerstvel e o custo
garantido

J:/O (y—Cox ) (Y= Cox )dt < (Xo—X)'P(Xo— %) (30)
mantém-se.

Demonstracdo.Veja (DEAECTO et al., 2010) para detalhes.
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O Teorema 3 permite a formulagéo do seguinte problema dézeiido (DEAECTO et al.,
2010):
Fi>r>|f0{Tr(P) :AP+PA+Q <0, ieKy}. (31)

Teorema 4. (MAINARDI JUNIOR, 2013) Considere o sistema chaveado @fjroom entrada
w constante para todo* 0 e sejam o ponto de equilibrig ¥ x; e y > 0 dados. Se existirem
Ar € AN, matrizes simétricas;Z R™" e uma matriz simétrica positiva definidadPR™" tais

que
Z—Q; >0, (32)

Zi —2yP >0, (33)

AP+PA +Z <0, (34)

A\ X% +Byw=0, (35)

sendo Q= C/C; > 0 para todo i€ Ky, entdo a regra de chaveamen(@g) torna o ponto de
equilibrio % globalmente exponencialmente estavel com taxa de dedaimmenor ou igual a
y € 0 custo garantid¢25) mantém-se.

Demonstracdo.Veja (MAINARDI JUNIOR, 2013, Cap. 4) para detalhes.
O

O Teorema 4 permite a formulacdo do seguinte problema dézeijdo (MAINARDI JUNIOR,
2013):
Fi)nfO {Tr(P):(32)—(34), ie€Kn}. (36)
>

O custo (21) representa a integral no tempo da soma dos glasditas erros das variaveis
de saida com relacdo aos seus valores no ponto de equititznice € comumente chamado de
energia do sinal de saida do sistema (TOSCANO, 2013), assimnimiza¢gdo custo obtido
durante um transitorio implica que a saida do sistema deasssntar mais rapidamente e com
menos oscilagdes (SILVA et al., 2020; DEAECTO et al., 201D¢vido a caracteristica cha-
veada do sistema, este € um problema de dificil solugdo (MHAEet al., 2010). Contudo,
pode-se chegar a solugbes sub-6timas baseadas em cornditibgzRAINA; PAPACHRIS-
TODOULOU; WU, 2004), (HUANG, 1999, Cap. 4). Isto é feito dstecendo-se um limitante
superior para o custo, como em (25). Este limitante é codbex@mmo custo garantido (COU-
TINHO; TROFINO; FU, 2002).
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3 APLICACAO DE FUNCOES DE LYAPUNOV POLINOMIAIS EM SISTEMAS
CHAVEADOS AFINS

Os sistemas tratados neste trabalho ndo apresentam uradaed& controle. Portanto,
como ja discutido, a estabilizacdo do sistema em um detaduoiponto de equilibrio desejado
(x;) depende exclusivamente do chaveamento entre os subasst@unsiderando que um de-
terminado ponto de equilibrio desejaxiondo corresponde ao ponto de equilibrio de nenhum
dos subsistemas, ha uma Unica trajetéria de cada subsigtenpassa por este ponto. Portanto,
X pode ser atingido por qualquer uma destas trajetérias Goa@icdes iniciais muito especi-
ficas). Caso contrario, a trajetoria que levara o sistemaatople equilibrio desejado devera
surgir a partir da combinag&o dos campos vetoriais

fi (X) = Aix+Bjw (37)

de cada subsistema e, ao chegar no ponto de equilibrio, airtagéb convexa, deve ser
tal que satisfaca a (16). No caso de um sistema chaveado gficor(ttolado por uma regra
de chaveamento do tipo (20), esta trajetdria sera criadarpgla de chaveamento e tera as
caracteristicas de uma superficie de deslizam@&pttal quex, € S

Considerando a necessidade da condi¢éo de convergénaia plarcondicdo de desliza-
mento de uma superficie de deslizame(tg,) (SHARIATMADAR; JAFARIAN, 2017), o
sistema sempre chegara ao ponto de equilibrio percorresdpexficie de deslizamento. A
Unica excecdo, ja citada anteriormente, ocorre quandoade@#ticial estq sobre a Unica tra-
jetéria de um dos subsistemas que cruza o ponto de equikpriBortanto, pode-se afirmar
gue o desempenho transitorio dos sistemas tratados estandé@nte associado a superficie de
deslizamento criada pela lei de chaveamento utilizada s specificamente, o desempenho
esta associado ao formato da superficie de deslizamen&pagede estados.

E possivel realizar o controle de sistemas chaveados afiraguins deslizantes e, inclu-
sive projetar superficies de deslizamento 6timas do pamtasia do tempo de convergéncia,
contudo, mesmo para sistemas relativamente simples a exigigdle do equacionamento de
tal trajetoria € muito grande, podendo inviabilizar o pil@SHARIATMADAR; JAFARIAN,
2017). Alem disso, esta metodologia de controle, no cassidtmmas chaveados afins, difi-
culta, ou inviabiliza a adig&o de restricdes, como custaniéels de regido de operacao, o que
nao ocorre no caso do projeto de fungdes de chaveamento der LM
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Por este motivo, considerando regras de chaveamento lagseadfuncdes de Lyapunov,
€ pertinente buscar candidatas a funcdo de Lyapunov conessdas mais complexas a fim
de permitir maior flexibilidade no formato das superficiesdéslizamento criadas. Para tanto,
serdo utilizadas candidatas a funcao Lyapunov baseadas#inas polinomiais multivariadas
P (&), uma vez que candidatas a func¢éo de Lyapunov mais complexgaseths apenas quadra-
ticas podem relaxar as condi¢des de projeto e proporcignanelhor desempenho do sistema
controlado (RAMOS, 2018). Com base nas pesquisas reatizsda autor, ndo foram encon-
trados outros estudos em que se aplicam func¢des de Lyapofinerpiais para o controle de

sistemas chaveados afins.

3.1 Soma de Quadrados

Um formato conveniente para candidatas a funcdes de Lyapuacs complexas do que
as apenas quadraticas é o polinomial multivariado, em qige eél@mento da matrR deixa de
ser formado apenas por constantes para ser composto potagsade polindmios emc R".
Assim, pode-se obter funcdes bastante complexas, mas quacsi#nente diferenciaveis, e
existem métodos numéricos recentemente explorados palisaare garantir a positividade da
funcdo. Nesta secdo sera feita uma introducao a utilizag@ocadrized? polinomiais.

3.1.1 Decomposi¢cdo em soma de quadrados

Uma das condigdes necessarias para que uma determinada furgsa ser considerada
uma candidata a funcéo de Lyapunov € que esta seja posifimedde Quando a candidata a
funcio de Lyapunov é do tipdPx, sua positividade depende apenas da positividade da matriz
P, cuja forma de verificacdo é relativamente simples. Conteiose tratando de candidatas a
fungéo de Lyapunov polinomiais, esta andlise € um probleastahte complexo.

Uma maneira de se reduzir a complexidade da verificacdo davpzde global de uma
fung&o polinomial multivariada é por meio da decomposig&osema de quadrados (do in-
glés,sum of squares SOS), uma vez que a programacao semidefinida pode lidéméeadie
com polinébmios deste subconjunto (SOS). Em contrapantidénémios descritos pela soma
de quadrados s&o um subconjunto das fun¢des polinomiats/assemidefinidas (RAMOS,
2018). Mesmo assim, experimentos numéricos indicam quieeedta entre estes conjuntos €
pequena (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004; PARRILO;WRMFELS, 2003).
Antes de um maior detalhnamento, algumas definicdes seréseapiadas.

Definicdo 2. (PRAJIJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Um mondmio depdadds



3.1 Soma de Quadrados 24

x € R" é uma funcéo da forma@sxfzz)...xfg), sendoBi, B, ..., By inteiros ndo negativos.

Definicdo 3. (PARRILO, 2000) Um polindmio multivariad@ (x) é uma combinagéo linear
finita de mondmios:

F(X) = %cﬁxﬁ = %cﬁxﬁ) . .xﬁj), CgeN (38)

sendo que a soma é sobre um numero finito de n-uplkag B, ..., Bn) € N en € o conjunto
de coeficientesg

Das Defini¢des 2 e 3, tem-se que o grau de um mondié (efinido como:
n
d=> B, (39)
2

e o grau de um polinbmio, bem como o grau de uma matriz polialpdio maior grau dentre
os graus de seus mondmios (FRIEDLAND; MELMAN, 2020).

SendaZ (x),x € R", um polinémio multivariado positivo semidefinido:
F (X(l), ey X(n)) >0, VX(]_), -0y X(n) € R, (40)

entdo uma condicao suficiente para que esta funcdo seja gatvaepara qualquer valor de
x € R" é dada pela existéncia da decomposicdo em soma de quadPAiRRILO, 2000, Cap.
4):
Fx) =S f2(x). (41)
.Z |

Uma das maneiras de se realizar a decomposi¢cdo em soma dadpsadjue também é
chamada em alguns trabalhos de método da "matriz de GrarRRRL, 2000), consiste em
expressar um polinbmi& (x) na forma:

7 (x) =2(x)' Qz(x), (42)

sendoz(x) um vetor de mondmios das variaveis do veteQ uma matriz constante. Se nesta
representacaq for positiva semidefinida, enta® (x) também o sera. Portanto, o problema de
verificacdo da positividade de uma fungéo é convertido nailema de andlise da positividade
da matriz constant®, que é mais simples computacionalmente. Devido ao fato daras/eis

zj) (mondmios enx) nao serem necessariamente independentes entre si, pedeliierentes
matrizesQ que satisfacam (42), inclusive matrizes que ndo séo pasisgmidefinidas. Este
fato traz conservadorismo a metodologia, por isso, pardiapdp das solu¢cdes encontradas,
ainda devem ser aplicadas técnicas como a decomposi¢aotevalates para matrizes reais
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simétricas (PARRILO, 2000; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; \W2004).

Neste trabalho, serdo utilizadas fungoes polinomiais dado
XF (X)X, (43)

sendo que a propria matriz(x) € polinomial. Neste caso, diferentemente da situacaoepres
tada em (42), ndo é possivel analisar diretamente a pdsitigida matrif (x), ja que esta ndo
€ uma matriz constante. Portanto, para viabilizar o pracdesdeterminacdo da positividade
de uma funcao polinomial da forma (43), Prajna, Papacluastiou e Wu (2004) propuseram
uma metodologia baseada em um vetor de mondémioslependente das variaveis do vetor

Esta metodologia utiliza o produto de Kronecker, que é delmpor® e é um opera-
dor entre duas matrizes de dimensdes arbitrarias, redolem um bloco matricial (RAMOS,

2018). A titulo de exemplo, considere as matrigesR (™"

, formada pelos elementag,, €
B e R(P*9, formada pelos elementdp. O produto de Kronecker entre estas duas matrizes,

C=A®B, CeRMP*N9 ¢ dado por:

apbir  apbp - @by - oo ambir abi - aibyg
apbpr  apbpy oo agibpg oo oo ambor @by - ainbyg
aibpr anbpy - abpg -0 --- ambpr abpr - @bpg
c=| = L N PR CY)
amb11 ambiz -+ @mibig - -0 amibir @mnbiz -+ @mnbig
amib21 amiboo --- amibag - o0 @mnb2r @mnbzz c-- @mnbag
_amlbpl amibpz -+ ambpg -0 -+ @mnbpr ambpz - amnbpq_

Proposicéao 1.(PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Suponha que € dadangn

triz polinomial F(x) € R™*™ simétrica de grad dependente deR", ou seja, cada um de
seus elementos corresponde a um polindmixf de grau ndo maior quéd. Alem disso, seja
z(x) € R"™ um vetor coluna cujos elementos séo todos monémios em x eam@o maior que

d. Considere as seguintes condi¢des:

1. F (x) > Oparatodo xc R";
2. U'F(x)u é um SOS, sendo quec R™;

3. Existe uma matriz positiva semidefinida S tal glie (x)v = (v ®2(x))'S(L ®z(X)),
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em quex denota o produto de Kronecker.

Entdo,l1 «<2e2< 3.

Demonstragdo.1 < 2: sendou’F (x)u uma soma de quadrados, isto implica qué& (x)u >0
paratodo(u, x) € R™*", que é equivalente a x) > 0, ¥x € R".

2 < 3. esta equivaléncia segue como um caso especigl2)e O vetor de mondémios pode
ser escolhido da forméu ®z(x)), devido ao resultado em Reznick et al. (1978), que caraeteri
0s mondmios que podem aparecer na forma quadrgti@a Os detalhes serdo omitidos por
estarem fora do escopo do trabalho.

t

De acordo com a condi¢ao 3 da Proposicao 1, fungdes polimopuoaitivas semidefinidas
da forma (43) podem ser reescritas na forma (42), o que topnaldema mais simples, sendo
necessaria apenas a analise da positividade de uma matstaoteS € R(""™)* (VM) - a5sim
como se faz a analise da positividade da m&rjzara fungdes da forma (42).

Portanto, se for possivel determinar matrizes polinonkigig € R"" e e (x) € R™", x €
R", £(x) >0, V X, x# 0, tais que~ (x) — £ (x) > 0 para todo # 0, entdoF (x) > 0 para todo
x # 0. Uma revisao e explicagdo mais detalhada da teoria de g@sigAo em soma de qua-
drados e sua forma de aplicagdo em leis de controle via LMtaden Ramos (2018).

3.2 Regras de Chaveamento Utilizando Func¢des de Lyapunov lifmmiais Multivariadas

Considerando que neste trabalho as func¢des de Lyapunay egpéessas em funcéo da
variavel £, dada a existéncia de uma matriz polinon®4k ), entdo sua derivada no tempo
(P(&)) € dada por:

o) - DS

= [ 9P(§);

k;( L E(k))
= [ 9P(§)
21( 230

senddk o indice que representeaésima linha do vetor de estado

(AoX+ BUW)(k)> ; (45)

Para melhor apresentacdo do equacionamento, as segané®is sao definidas:
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_ < (9P avim
ml_é(‘?f(k) (A'XJFBIW)(k)), o
- ( 9P(¢)
0 = (A , 47
Cn () o

Deve-se observar que o indice do subsisteim@ ;) acompanha as variaveis definidas
acima. Além disso, nota-se q@& = Q; + R;.

A seguir, € proposta a primeira contribuicdo deste trahathbeorema 5, que aborda o
mesmo problema do Teorema 2, porém que utiliza uma fun¢do/aeubhov baseada numa
matriz polinomial multivariada a fim de flexibilizar as pdskdades de superficies de desliza-
mento, o que pode trazer melhor desempenho transitériasiemss chaveados afins.

Teorema 5. Considere o sistema chaveado affijicom entrada w constante, a matriz Q¢ ) >
0<c R™"e avariavell =x—x, e seja o ponto de equilibrig x x; dado. Se existiremy € Ay
e uma matriz simétrica polinomial multivariada®) € R™" tais que:

v'(P(§)—€(§))v € SOS (49)
—U' (A)'P(E)+P(E) Ay, +Q5 +Qx (§)+£(&)) v é SOS (50)
A)\rXr -|-B)\rW: 0, (51)

entdo a estratégia de chaveamento

o (X) = argmin
(X) gmin

(2&'P(&) (Ax+Biw) +&" (Pi+Qi)€) , (52)

torna o ponto de equilibriopxglobalmente assintoticamente estavel e o custo garantido

- " E'Qq (£) Edt < £ (0)'P(E(0) € (0) (53)

mantém-se, considerando-se que& R" é um vetor de monémios independente do vetor de
estadoé, e (&) > 0paraé # 0.

Demonstragado. Para esta demonstragao, lembre-se que, B, e G, sé&o estabelecidos em
(13)e’B,,, Q) R, e Q, séo dados por:

N

(B QP55 Q0) = 5 Ay (B, 21,94, Q). (54)

i=1
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Considerando a candidata a fungéo de Lyapundéy= &'P (&) & e (1), tem-se que

V(&) = 28'P(£) & +E'PoE, (55)

V (&) = 2E'P(&) (AoX+BoW) + &P, (56)

adicionando-se e subtraindo-§&Q, (&) &,

V (&) = 2E'P(E) (AoX+BoW) + & (Bg) & +E'Qu(E) E —E'Qu()E, (57)

V (&) =2E'P(&) (AoX+BoW) +& (Bo +Qu(&)) & —E'Qa(8)E. (58)

Pela regra de chaveamen(b2):

V(&) = min (28'P(&) (Ax+Biw) + &' (PBi +Qi(§)) &) —&'Qu (&) & (59)

icKn
V(€) < 28'P(&) (A x+By W) + & (B, + Q. (€)) E —E'Qu(§) € (60)
V(&) <28'P(&) (Ay, (E+%) +BpW) +& (Qp, + 9, +Q, (§)) E —E'Qu(8) € (61)
V(&) <28'P(E) (A& +AyX +ByW) +& (Q), +R), +Q,(8)) E—E'Qu(E)E.  (62)
Pela condicad51), tem-se dé€62) que:

V(&) <2E'P(E)AYE+E (Q) + Q) (8) E—E'Q(8)E, (63)

V(&) <& (A/PE)+P(E)AL) E+E (Qr, +Q,(6) E—E'Q(E)E,  (64)
V(&) <& (AP(E)+P(E) Ay, +Qp, +Qx (8)) § —E'Qu(é) €. (65)

Agora, considerando que a restric§0) é satisfeita, tem-se que
V(E) <-EQu(§)E,  VE#£O (66)

Portanto, esta garantida a estabilidade assintética. Fimante, integrando ambos os lados de
(66), tem-se:

[ VE@di< - [TeQu(@) gt
0 Oo0
VEO| <~ [ €Qu(&)&at
V(& () =V (€ (0) < - [ EQo(&) &t (67)
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Considerando que o sistema é assintoticamente estayél,%)) = 0, entdo

JA " EQu(£)Edt <V (£(0)),
1= /0 " E'Qu(£)&dt < £(0) P(E (0))£(0). (68)

Portanto, esta garantido o cus{3).

O Teorema 5 permite a formulagao do seguinte problema dézaigao:

it {THP(£): AP(E) +PE)A Q4 (6) <0 A A} (69)

Corolario 1. Sempre que o Teorema 2 for factivel, entdo o Teorema 5 tamdr@nfiestivel e
fornecera um custo garantido menor ou igual ao fornecidogelorema 2.

Demonstracdo. A candidata a funcdo de Lyapunov quadrati&#®é é dada na formg42),
entdo, sempre que P for positiva definida, esta funcéo sef@ soma de quadrados. Isto
significa que a candidata a funcéo de Lyapunov quadratid&zatia no Teorema 2 € um caso
particular da candidata a funcéo de Lyapunov polinomial tivakiada utilizada no Teorema
5. Assim, a prova esta concluida.

g

Dentre as condi¢cBes do Teorema 5, é necessario que haja unmpobnomial multivari-
adaP (&) tal que a fungdo de Lyapunov baseada nesta matriz garartebdidade de um ponto
de equilibrio especificOx ). Esta condigédo flexibiliza a escolha da matrR (€ ), e leva a um
menor custo garantido e, consequentemente, a um desemmpetinar, contudo, a regra de
chaveamento proposta (52) so a garante estabilizacdotdmaipara o pontg.. Ha sistemas
em que é desejavel que se possa variar o ponto de referémri@ste motivo, € interessante
gue se tenha uma regra de chaveamento que possa ser apliqpaaguer ponto de equilibrio
desejaddx,; ) sem a necessidade de se calcular uma nova ni¥téiz. Esta regra é proposta no
Teorema 6, que pode ser considerado como uma generalizad@oema 3.

Teorema 6. Considere o sistema chaveado afifr) com entrada w constante, as matrizes
Qi (&) >0 R™" e avariavelE = x—x; e seja o ponto de equilibrig x x; dado. Se existirem
Ar € AN € uma matriz simétrica polinomial multivariada &) € R™" tais que:

v'(P(&§)—¢€(§))v € SOs (70)
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— U (A'P(E)+P(E)A+Qi+Qi(§)+e(§))v é SOS (71)
para todo i€ Ky,

AArXr+B)\rWZ07 (72)

entdo a estratégia de chaveamento

o (x) =argmin (28'P(&) (Aix +Biw) + {'Ri&) (73)

ieKn

torna o ponto de equilibrioxglobalmente assintoticamente estavel e o custo garaiffidp
mantém-se, considerando-se que& R" é um vetor de monémios independente do vetor de
estadoé, eg(&) > 0paraé #0.

Demonstragdo.Considerando a candidata a fung&o de Lyapund¢ V= &'P (&) & e (1), tem-

se que
V(&) =2E'P(&) (AoX+Bow) + "B é, (74)
V(&) = 28'P(§) (As (£ +%) +BoW) + & (0 +Ro) &, (75)
V(&) = 28'P(E) (Ac +AgX: +BoW) + &' (Qg +Ro) &, (76)
V(&) = 28'P(£) Ag€ +2&'P(&) (AgXr +BoW) + &' (Qg +Ro) &, (77)

V(&) =& (As'P(E)+P(E)Ag) & +28'P(&) (Aok +BoW) + &' (Q5 +Rs) &,  (78)
V (&) = 2E'P(&) (AoX +BoW) + E'Rg& + &' (A'P(E) +P(E)As +Qg) E. (79)

Pela Regra de chaveamer(i3).

V(&) = min (28'P(&) (A +Biw) + E'Ri &) + & (As'P(E) +P(§)As+Q0) E,  (80)

ieKn
V(&) < (28'P(&) (Ay % +By W) +E'Ry &) + & (AP(E)+P(E)Ac+Q0) &, (81)
Pela condicaq72), tem-se d¢81) que:
V(&) <& (ASP(E)+P(E)As+Q0) €. (82)
Agora, considerando que a condigao restrigdd) se mantém,
V(§) <—EQu(§)E,  VEHO. (83)

Portanto, est4 garantida a estabilidade assintética. Fadmea integracdo de ambos os lados
de(83), tem-se:

/“’v(g () dt < —/ws’Qc;(f)Edt,
0 0
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VE@[ <~ [ Ea@ed

V() =V (£ (0) < - [ "&Qe (§)gat. 84)
considerando que o sistema ¢ assintoticamente estav&(sy)) = 0, ent&o
| EQu@)gdt<v o),
3= [T eQu(e)gdt< £(0/P(£(0) € (0). (85)

Portanto, esta garantido o cus{63).

O Teorema 6 permite a formulacao do seguinte problema dézaigao:

it {TH(P(£)) AP(E) +POA+QI(§) <0, TeKn}. (86)

Note que o Corolario 1 também se aplica ao par de Teoremas 3 € 6.

3.2.1 Estabilidade Exponencial

Em se tratando de controle de sistemas, outro importardenedro de desempenho é a taxa
de decaimento. Este parametro € bastante abordado ntuliéeea quando se trata de controle
via LMI, uma referéncia importante é (BOYD et al., 1994). @om funcdo de Lyapunov
classica é quadratica, corwo= &'P&, a taxa de decaimento do sistema é considerada metade
da taxa de decaimento da funcdo de Lyapunov. Entdo, parastemsi linear

E=AZ, (87)

considera-se que este sistema € exponencialmente essd@dbpas as trajetorias, com taxa
de decaimento maior ou igualaseV (x(t)) <V (x(0))e~?*, o que é equivalente & condic&o
LMI (BOYD et al., 1994, Cap. 5):

AP+ PA+2yP < 0. (88)

Contudo, no caso de uma candidata a funcdo de Lyapunov polhse qualquer um de
seus mondémios for de grau maior que zero, esta funcao teragiar que 2. Assim, a condicado
(88) ndo sera adequada para garantir a estabilidade expahg® um sistema. Portanto, este
trabalho propde um lema para garantir estabilidade exmiaete sistemas considerando as
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fungdes de Lyapunov polinomiais multivariadas. Aléem diggopde-se um teorema para tratar
especificamente do caso de sistemas chaveados afins.

Lema 1. Dado um sistema linea87), comé € R" e Ac R™" e considerando a candidata
a fungdo de Lyapunov polinomial multivariada§) = &'P(&) &, este sistema € globalmente
exponencialmente estavel com taxa de decaimento maiouabagy, y € R, se

— U (AP(&)+P(E)A+2yP(E)+Q+T +¢€(&))v é SOS (89)
se mantém, em que
2 (apE)
2 (opE)

Demonstracdo. Para garantir estabilidade exponencial, é necessario géraum limitante
superior para a parte real dos autovalores da matriz do sigte Isto serd feito considerando
uma matriz Ax € R™" tal que:

Aex =A+ W, (92)

Qex =2+7T, (93)

sendo que £ R™" é a matriz identidade. Se a matriz do sistems Aor assintoticamente

estavel, entdo a parte real de todos os autovalores de A serongue—Yy. Considerando a

derivada da candidata a funcdo de Lyapunov polinomial mattada para um sistema com
matriz Aex, tem-se, pard = O:

Vas(&) = 28'P(&) Aex& +&'Qexé <0, (94)

Vas(§) = 28'P(&) (A+ V) E+E (Q+T)E <0, (95)
Vas(&E) = 28'P(E)AE +E'0E +2yE'P(§)E+ETE <0, (96)
Vas(&) =V (&) +2yE'P(§)E+ETE <. (97)

A condicaa(97) é equivalente #89), assim, a prova estd completa.
O

Baseado no Lema 1, o Teorema 7 é proposto considerando asamesndi¢cdes do Teo-
rema 4 e garantindo estabilidade exponencial para os sistehaveados afins abordados.
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Teorema 7. Considere o sistema chaveado afifr) com entrada w constante, as matrizes
Qi(§) > 0 R™" e a variavel = x— x e sejam o ponto de equilibrig x x; € 0 esca-
lar y > 0 € R dados. Se existireth, € Ay € uma matriz simétrica polinomial multivariada
P(&) e R™" tais que:

v (P(§)—€(&))v é SOS (98)
— U (A'P(E)+P(E)A+Qi+Qi(§) +£(§))u é SOS (99)
e
—U' (A'P(E) +P(E)A+2yP(§) +Qi+T +€(&)1)v é SOS (100)
paratodo i€ Ky, e
Ay X 4By w=0, (101)

entdo, a estratégia de chaveame(8) torna o ponto de equilibriopglobalmente exponenci-
almente estavel com taxa de decaimento maior ou igyad a custo garantid¢63) se mantém,
considerando-se que € R" é um vetor de mondmios independentes do vetor de egtaglo

e(&)>0paraé #0.
Demonstracdo. Seguindo os mesmos passos da prova do Teorema(B8Bté considerando
(101) tem-se que:

V(&) <& (A'P(&)+P(§)As+Q0) E. (102)
Considerando que a restricd09) se mantém, tem-se que

V(&)< —E'Qu(E)E,  VE#O. (103)

Assim, a estabilidade assintGtica é garantida. Além dissosiderandq103) e seguindo 0s
passos d€67) e (68), o custo(53) é garantido.

Para garantir a estabilidade exponencial, os tern2y® (&) e " sdo adicionados &102)
V(E)+&'(2yP(8)+T) & < &'(A'P(&)+P(E)As+Q0+2yP(&)+T) €. (104)
Considerando-se qud 00)se mantém, tem-se
V(+E(2yP(E)+T)E <0, VEHO, (105)

Entdo,de acordo com o Lema 1, a estabilidade exponencial,taga de decaimento maior ou
igual ay, esta garantida. A prova esta completa.
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O Teorema 7 permite a formulacdo do seguinte problema dézaigao:

oD {Tr(P(€)): (99)— (200} i € K} (106)

Note que o Corolario 1 também se aplica ao par de Teoremas 4 e 7.

3.2.2 Custo Garantido
A seguir, séo propostos dois lemas que irdo fundamentariaeda relagéo entre fungdes
de Lyapunov polinomiais multivariadas e o custo garanti®).(

Antes da proposta dos lemas, serdo apresentados exempistsudara de fungdes quadra-
ticas da forma&’'Qé&, como a funcio de Lyapunov quadratica, e fungées polinsrdaiforma
&'2(&)¢&, senda2(&) uma matriz polinomial multivariada, a fim de facilitar a éxptdo dos
lemas. Para estes exemplos, considere o VetiR", qualquer matriz constante (simétrica)
positiva definidaQ € R"*" e qualquer matriz polinomial multivariada (simétrica) itiva defi-
nida2(&) € R™", em gque cada termo da matriz € composto por um polinémio vatikido
de grau 20, m € N*, Especificamente, sera considerado qee2 em= 1 ou seja, cada termo
da matriz2 (&) corresponde a um polinémio efnde grau n&o maior que 2. Assim, tem-se:

§'Q¢ = F(l)] [qll qlz] F(l)] = 0118 ) + 20128 (1) (2) + U228 - (107)
$2] [z 22| [$2

Jaafuncad’2(&)é&, de acordo com a Proposicéo 1, tem a seguinte estrutura:

§'2(8)& = (E®z(8))'S(E0z(8)). (108)

Sendom =1, os possiveis monomios de grau ndo maior que 1 com as varfayee ¢ )
estdo presentes no vei(€) € R>:

2(8) = [E1) &2 K. (109)

e o produto de Kronecker entre os vetaest é dado por:
/
E02(8) = &) Enép Sk Enéa & Skl - (110)

A partir de (110), nota-se que a funcao (108) tem a seguibtgtesa:
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5(21) S11 S12 S13 S14 S15 Si16 5(21)

$wé) S12 S22 23 S24 S5 26 $wé)

Sk S13 S23 S33 S34 S5 S36 Sk 7 (111)
$)é(2) S1a Spa Ssa 4 Sus Sa6 | | €2

&) SI5 S5 S35 45 S5 Ss6 &
| Sk | | S16 S26 Ss6 46 Ss6 Se6 | | Sk

sendo que a matriz constante positiva defirBésta representada por todos os seus elementos.
Fazendo a multiplicacdo, chega-se a:

E,Q(E>Ezsllf +25125 162 +2k5135 +2514E 162 +25155 f +2k5165 1€2)
+ 228 (1) E(3) + 238 (1) € (2) + 2504E () E () + 2Kp5E(1) € + 2k6E (1) € )
+ 25338 ) + 2ksa€ (1) € (2) + 2ksas& (1) €3 + 2K°Sa6E (1) € 2) + S48 3)E )
+ 25456 (1 E )+ 2ksu6 (1 E -I-%sf +2k556f(2)+k 5665(2), (112)

&' 2(8) & =suéfy + (2s12+ 2s14) 5(31) &(2) + (S15+ Sp2+ Sp4) 5(2)5(2) + 2k81353
1 (2Ksig+ 2keps + 2ksaa) €5 &) + 2KPsaa ) + 2KPsasE 1) E(2) + KPS66E
+ (2ksp6+ 2ksas + 2ksup) (1) &%) + 2kS56E D) + (S15+ Spa+Sua) €3y €D

+ (2ksps + 2sus) E(1) € ) + S55E () (113)
A representacgéo dos coeficientes pode ser simplificada cbhanoca

§'2(8)& =C1&() +Ca&( &2 +CaE (1) €y +Ca€ ) + 58 €2 + Ge&h) T €2
+C885) +Co(1)€ (3 + C108 %) + €118 () Efy) + Cr2€ 1) €% + C13é ) (114)

A partir deste exemplo, pode-se escrever a representanacatjeada destas funcdes, para
quaisquer valores dee m.

A fungdoé&’Qé pode ser representada como:

011 -+ Qin
&Qg=¢ | . 1 ]E&E= Q115( +2012§(1)§(2) + - +0|nnf (115)
Qin - Onn

enquanto a funcdo baseada na matriz polino®ig ) pode ser representada como:

§'2(8)& = Silf(zﬁzm + 28125(252m715( + -+ Snny) (nny) E(2J§2m7 (116)
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sendo a matrisgeneralizada dada por:

S11 1 Si(nny)
so| o s 1)

Sinny) T S(nny)(nmy)

Observa-se que a funcao (116) sempre sera um polinbmio denggigor que o grau 2,
da funcado (115), ja qum € N*. Estas representacdes serdo utilizadas na demonstragéo do
préximos teoremas.

nxn

Lema 2. Dados o vetoé € R", qualquer matriz constante positiva definidas@®"™" e qual-

quer matriz polinomial multivariada positiva definida(&) € R"*" de grau2m, me N*, entéo

. ?Qﬁﬁ)_m
i (Frae) = =

Demonstragdo.A funcdoé’Qé tem a estruturg115), o que corresponde a um polinémio em

h& pontosf € R" tais que

& de ordem 2. Ja a funcédd'.2(&) &, de acordo com a Proposicéo 1, tem a estrut(tae6),
que, por sua vez, corresponde a um polindmio multivariadd ete grau(2+ 2m).

O fato de o grau do polinbmio no numerador @4.8) ser maior que o grau do polindmio
em seu denominador ja sugere que o limite calculado tendendirdato quando o tender a
infinito. Resta provar que isto ocorre para quaisquer masipositivas definidas Q£(¢).

Para auxiliar na explicacao, sera definida uma casca esé&écentrada na origem, cujo
raio corresponde d & || e uma reta qualquer, que passe pela origem do espaco vetAsgalm,
o limite (118)sera calculado em um ponto de interseccao da reta com a ca$éaca quando
seu raio tender a infinito. Sabe-se que o conjud®definido como:

¢:={ R |§]=r}. (119)

Qualquer ponto desta casca esférica pode ser interceptadorpa reta que passa pela origem.
Tal reta pode ser descrita por um conjunto de equacdes pararag (uma para cada dimensao
do espaco vetorial). Portanto, qualquer ponto sobre estapede ser descrito por um vetér
exemplificado a seguir para=+ 3:

) )
EI = E(Z) = af(l) = aE(l) y (120)
§(3) = bé) b (1)

sendo a e b coeficientes escalares reais. Isto significa gue,qualquer pontd; sobre esta
reta, as equacded 15)e (116)podem ser representadas em funcéo de uma Unica vaiggyel
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Para o calculo do limite eniL18), a frac&o polinomial pode ser descrita como:

(Sllf(zf)rzm + 28125(252”]715 2 1+ Snny)(nny) E(Znﬁm)

lim
Chlf(zl) +2012§(1)¢(2) + -+ anf(zn)

€]l

(121)

Considerando que sobre qualquer reta que passa pela origempie havera pelo menos uma
variavel ;) nao nula paras # 0, qualquer ponto sobre esta reta pode ser descrito em fungéo
de &), como no exempl@20) Desta maneira, os polindmios §&21) podem ser reescritos

como.
(GG g e eomy &
im (i (i) (i) (122)
2 9
E(i)—>°° klf(l)
2m-1
i (izi)_clf(%;“Jcmf(i;” +"'+02m+1> 123)
4 2 K '
&iy—eo E(I) 1

Lembrando que a matrig(&) é de grau2m , entdo ha pelo menos uma reta descrita pelo
vetor | para a qual o coeficienteyde (123)nao € nulo. Além disso, considerando que ambas
as funcoe€’' Q¢ e &' 2(&) & séo positivas definidas, q&23)tem-se:

(‘71555"+02’55§"1+---+c2m+1>
= 00
k1 ’

lim
i)y

(124)

Isto significa que sempre que o raio deou |||, tende a infinito, ha uma regiéo para a
qual o limite(118)também tende a infinito. A prova esta completa.

t

Lema 3. Dados o veto€ < R", qualquer matriz constante positiva definidac@®"" e qual-
quer matriz polinomial multivariada positiva definida(&) € R"™" de grau2m, me N*, que
ndo contenha mondémios de grau zero, entdo ha pantoR" tais que

(€8 N _
us"nnlo (W) - (125)

Demonstragdo.A fungdoé’QéE tem a estrutura descrita eif115), o que corresponde a um
polinémio emé de grau 2. J& a funcédd’.2(&) &, de acordo com a Proposicéo 1, tem a estru-
tura descrita en{116), que, por sua vez, corresponde a um polindmioéede grau(2+ 2m).
Observa-se que, neste lema, o vetor de mononiids z&o possui monémios de ordem zero.
Portanto, qualquer monémio da funcao expressa&hé)tera ordem maior que 2.

Desta forma, para o célculo do limite descrito €f?5) e considerand@l115)e (116) a
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fracao polinomial multivariada pode ser reescrita em funci uma Unica variavej;, como:

jim Quié3) + 20128 (1)§(2) + - + Ay -
[€]]—0 Sllg(ZJZm + 25125(21';2”1_16(2) RS Stniny) (nny) f(ZnJ)er
2
lim 2+2m 2+2i(ri€§i) 2+2 (127)
2

i (i) k1

lim | = - (128)
§i—0 <E(2i) le(zi)m+ sz(zi;nfl I 02m1§(2i)>

: Ky

lim = 00, (129)
&i)—0 (le(zig“ + & Com 18 )

Isto significa que sempre que o raio deou || ||, tende a zero, h4 uma regido para a qual
o limite (125)tende a infinito. A prova esta completa.

g

Se no Teorema 5 a matr@g, (&), associada ao custo (53), for considerada constante para
que se possa garantir o custo da forma (25), eQ#(¢ ) = Q,, e a condi¢éo (50) implica em

/ / / = 0P
v (Q)\r) LU (A)\r P(E)+P(E)AAr + <k§1f(k) (A)\rf)(k)>> v, VE 7£ 07 (130)

sendo que a soma matricial a direita da desigualdade em ¢@B@sponde a uma matriz poli-
nomial tal qual? (&) do Lema 3, com a diferenga de ser negativa definida. Portzomalui-se
que a condicao (50) do Teorema 5 implica em

v (Qy) U
—U' (A),/P(E)+P(E)A), +Qy,) U

<1,VEAO. (131)

Contudo, o Lema 3 mostra que, quard| — 0, a condigdo (131) ndo pode ser satisfeita a
ndo ser que os polindmios &) contenham mondmios de ordem zero, ou sejaPei)
deve haver uma componente correspondente a uma matriacteidt Se for este o caso, a
matrizP (&) tratada neste capitulo pode ser descrita como uma somalerdrmatriZ® apenas
com mondmios de ordem zero (constante) e uma matriz poladamiltivariada?? (&) com
monomios de ordem maior ou igual a 2 e ndo maior que 2

Analisando a condic¢ao (49) do Teorema 5 sob o ponto de vista@lmas 2 e 3, observa-se
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que:
. E’PE+E’3”(E)E)_ . (E'Pf)
| = | 2
u‘Tio( H LN (132)
. f’Pf-l—f'@(f)f)_ . <f'3”(f)f)
| = | 227 ). 133
|f'|r3w< H oM Tz (133)

Portanto, lembrando-se que esta sendo considerad®(@yeossui mondmios de ordem zero,
para que a condicdo (49) seja satisfeita, € necessario glusaasomponentes citadas sejam
positivas definidas, ou seja:

&'PE>0, vé#£0 (134)

§7(&)E>0, VEHO. (135)

Da mesma forma, a andlise da condicdo (50) leva a conclus@eaissidade das duas
condicOes abaixo:
&' (A,\r’P+ PA, +Q) )& <0 (136)

E' (A 2(E)+2(E)A, +Qy,)E <O (137)

Considerando que as condig0es (134) e (136) sdo as mesmasréoa 2 e considerando
(135), conclui-se que o custo garantido fornecido pelodmar5 pode ser decomposto como:

£(0)'P(£(0))¢(0) = £(0)'P&(0) +£(0)2(£(0))£(0) (138)

e serd sempre maior ou igual ao custo garantido obtido pel@ife 2. Esta mesma concluséo
pode ser estendida aos Teoremas 6 e 7.

A imposicdo do custo garantido (25) relacionado a matrizt@meQ, leva severas restri-
cOes aos Teoremas 5, 6 e 7, uma vez que, simplesmente pargjapessivel a factibilidade,
tais teoremas ficam limitados a terem custo garantido maidgwal ao custo obtido pelos
Teoremas 2, 3 e 4, respectivamente.

Andlises feitas adiante, durante os exemplos, mostramgjliea@emas 5, 6 e 7 permitem,
sim, maior flexibilidade nas superficies de deslizamenitdes, o0 que se reflete em melhor
desempenho transitério. Contudo, conforme analise aciéase consegue reduzir o limitante
superior para o custo nas condi¢des de (25) utilizando &sdé Lyapunov polinomiais mul-
tivariadas. Para fins de comparagao entre teoremas qudizgnuiile matrize® constantes e
teoremas que se utilizam de matrizes polinonf?di&) quanto a um limitante superior de custo,
€ proposta uma nova formulacdo de custo garantido que paisageadida, mesmo que apenas
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dentro de determinada regido de condicdes iniciais, pooambtipos de teoremas.

Enquanto o custo garantido discutido até o momento (25) €dasno quadrado das va-
riveis de saida, 0 custo proposto serd baseado na quagta dak variaveis de saida. Tal
formulacao € obtida ao se multiplicar a matfizle saida por uma matriz diagonal polinomial
multivariada# (¢ ), representada abaixo:

(&)= . . (139)

Portanto, pode-se definir uma nova mat#iz¢ ):
2(8) = (§)CCH(Z), (140

sendog € R, uma constante Gtil para o ajuste da regido de condi¢cbeaimidtntdo, o novo
custo proposto, denominado custo, passa a ser dado por:

/ 0

s=[

7= [TerErcen @

7= [TenEron@ea

s=ot[eo@ea (141)

| ex@x-cr@x)cr@x-cr@xd,
(x=x)'

CH (&) (CH (&) (x—x)dt,

o

Observa-se que o custo garantigopode ter um limitante superior determinado pela com-
ponente de mondmios de ordem 2 da m&®{Z). Para explorar a vantagem de monémios de
maior ordem, podem ser propostos custos baseados em mgiir@omiaisz (&) de ordem
maior.

Como ja demonstrado pelo Lema 3, mesmo que seja utilizadanatre 2;(¢) no lugar
da matrizQ;, os Teoremas 2, 3 e 4 (considerando que 0s subsistemas stf@i® sempre
respeitardo as condigdes:

&'(#),P+PA, +Qy,) € <O, (142)

¢'(AP+PA+Q)& <0, (143)
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¢'(AP+PA+Z)& <0, (144)

derivadas das condi¢Bes (22), (27) e (34), respectivamjmentauma regido limitadéd) em
torno do ponto de equilibrio desejaf® = 0). Assim, o custo garantidgZ pode ser aplicado
a estes teoremas dentro da reqi@o.

Para a comparacao de teoremas que se utilizam de uma Patiin teoremas que se uti-
lizam de uma matriz polinomial multivariad® &), seré determinada uma regido de condigdes
iniciais= C @ para a qual os Teoremas 2, 3 e 4 atendam ao cisto

Lema 4. Seja uma matriz de saida constante e diagonal®P*", uma matriz constante po-
sitiva definida Q= C'C, uma matriz polinomial multivariada positiva definida(&) € R™",
como definida er(il40), e o vetor de estadd c R", entdo a condicéo

' >¢&'2(8)¢ (145)
é satisfeita para qualquef € =, senda= uma regido poliedral retangular definida por:
= ={&) eR": & < (V) ', i€Kn). (146)
Demonstracdo.Como Q e2(&) sdo matrizes diagonais, segue que
&'QE = qu&fy) +ae2é ) + -+ annd
= iiq“ f(zi) (147)

§'2(8)¢ = ¢Q1lfé) + ¢QZZE(42) +eet ¢anf(dﬁ),
= .Zl‘PQii &) (148)
Pode-se notar que
0ai €l <wiél) . &) < (VB) i€k, (149)

assim, para qualquer pontd € =, qualquer variavel de estado tem seu valor menor ou igual a
(\/?ﬁ)_l. Isto significa que

E'Q¢ = Zlq,, >Zl¢q,, =&'9(&8)E, VEez=. (150)

A prova esta concluida.



3.3 Exemplos 42

Considerando que a condigéo (145) se mantém, as condigéds (143) e (144) também
se mantém dentro da regi&o Isto significa que, dentro da regi&oo custo garantido (53) se
mantém tanto para os Teoremas 2, 3 e 4 quanto para os Teorgfnag 5

3.3 Exemplos

Um dos exemplos mais pertinentes de sistemas chaveadosafinss conversores ele-
trénicos, nos quais interruptores semicondutores fazeamatacao entre os subsistemas. Na
sequéncia, serdo tratados exemplos da aplicacao dos ssopeopostos em algumas topologias
de conversores eletronicos de poténcia.

Nas simulacdes desenvolvidas, alguns dos parametrosaohadi serdo os custdg21)
e 7 (53). Como nos sistemas chaveados afins tratados nestihtrald® ha uma entrada de
controle nem um distarbio, os custos citados nao relaciananergia dos sinais das saidas com
a energia do sinal de uma entrada ou de um disturbio, comoseadtecustd.,, por exemplo.
Tais custos dizem respeito apenas a energia dos sinaigddg S&ISCANO, 2013). Portanto, a
principal funcédo da matriz Q é permitir a ponderacao entrnaizacao da resposta transitoria
de cada um dos sinais das saidas. Além disso, seu valor gagengiar na factibilidade dos
solversutilizados. Sendo assim, para a melhor analise das padaiels de estabilizacdo de
sistemas chaveados afins por meio de leis de chaveamenaalbasen LMIs, nos exemplos a
seguir, a matriz Q sera definida como:

1/2 1/2
P1 0 |~ |P1 0

- c'c : 151

Q U[ 0 p21/2 0 021/2] (151)

sendo queut € R, e arelagdo entre os escalamse p, € [0,1] define a ponderagao entre as
variaveis de saida para a otimiza¢éo. Os cuss? séo, entéo, dados por:

1/2 1/2
_ * / pl 0 / pl 0 -1 /
- [ ¢ [ o o7 p21/2] Edt< uE(0'P(E(0)E(0),  (152)
1/2 1/2
_ - P1 0 p/~! p P1 0 -1 /
7= e [ o p7| KTECK pii2| £0L< (B0 TE(O'PE(0)€(0).

(153)
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3.3.1 Conversor CC-CC Boost

O conversor Boost é um conversor elevador de tenséo, seuoradesspaco de estados
apresenta duas variaveis de estado e dois subsistemagyr@naieda estrutura deste conversor
é apresentado na Figura 2. Seu modelo chaveado afim em espastados, conforme (1), é
definido pelas seguintes matrizes (DEAECTO et al., 2010):

A [0 —r /L —1/L |
1= , = ’
0 -1/RC 1/C  —1/RC|
1/L] 1/L]
By = : B2 = . (154)
0 | 0 |

Figura 2 - Diagrama do circuito elétrico do conversor CC-Gio$&.
L rL $2

0000 —Hih———

Ve +
S S1 cC —— )VC § R
—_ \ -

Fonte: Mainardi Janior (2013).

Neste sistema as variaveis de estado séo a corrente nori(iguto) e a tensdo no capacitor
(vc (1)), assim o vetor de variaveis de estado é dado por:

/

x(t)= [xu ) x2®] =[iLt) wo]- (155)

Para melhor comparag&do com os resultados obtidos em Desett(?010) e Mainardi Junior
(2013), os parametros de projeto utilizados serdo os megropsstos em (DEAECTO et al.,
2010):

Vg=w=100V], R=500Q], r.=2[Q], L=500uH], C=47quF].  (156)

Observa-se que neste modelo é considerada a resistéras#tgpdo indutofr, ). Para este
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sistema, o0 conjunto de possiveis pontos de equilibrio,ocord dado em (11), é descrito por
(DEAECTO et al., 2010):

x={ii v R+ R - R =0 s <Pl s

Conforme feito em Deaecto et al. (2010) e Mainardi Juniol80a matriz Q foi escolhida
de forma a otimizar a tensdo no capacitor (tensédo de sam@nmo,01 =0, 0o =1eu = 1.
Neste exemplo, adota-se o seguinte valor de tenséo de saigjadyc, = 150V], cuja corrente
correspondente &, = 5[A]. Portanto, o ponto de equilibrio desejade;é= [5 150". Os
coeficientes correspondentes da combinacdo convexa dsistenftas sad ;) = 0,4 eAp) =
0,6. Considera-se que a condicao inicial do conversor é @ekligou seja, o estado inicial é
x(0)=1[0 0" e&(0) =[-5 —150’". Nestas condi¢bes, as matriZg® 2(¢) e os custos e
_# sdo detalhados abaixo:

Q=== ° (158)
=== yR|’
0 0
2(&)=21(&) = 22(¢8) = [O fé)/R]’ (159)
I=(R [T et —ve Pt (160)
7 =R [ e -v) dt (161)

A regido= foi determinada pop = 1/ (180)* e, nos Teoremas 5, 6 e 7, a mat@iz &) =
92(¢), isto significa que, para qualquer condicdo ini¢fgy)| < 180, o custo,Z se mantém
também para os Teoremas 2, 3 e 4. Nas simulagfes apreseatsegsir, a matriP (&) foi
projetada contendo exclusivamente monémios de grau 2.

Inicialmente, foi feita a comparacao entre os Teoremas 20ei& apresentam as mesmas
condicOes, exigindo que a funcdo de Lyapunov encontradatgaa estabilidade do sistema
apenas para um ponto de equilibrio desejado.

A Figura 3 apresenta o desempenho transitério do convesastBAS curvas tracejadas,
na cor preta, correspondem ao teste com o Teorema 2, enguenés curvas continuas, na cor
azul, representam o resultado obtido a partir do Teorema& gadréo de cor e tipo de linha
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sera adotado para todos os resultados referentes aos &soeemquestdo. O primeiro eixo
desta figura contém as curvas da corrente do conversorghda estadxy)), no segundo
eixo, sao apresentadas as curvas da tensdo (variavel de ggig Observa-se significativa
diferenca na evolucéo da corrente, o que possibilitou ureadderenca na forma de onda da
tensdo. Assim, pode-se notar que, durante parte do traasedestratégia de controle obtida
a partir do Teorema 5 foi capaz de manter a tensdo mais praanpeonto de equilibrio do
gue a estratégia de controle obtida a partir do Teorema®gqfat reflete em um menor tempo
de estabelecimento e menor custo medido. Como sera mostaaBigura 4, esta diferenca
entre os teoremas durante o transitorio comega a ocorredquasistema atinge a superficie

de deslizamento, que € criada pela regra de chaveamenta despectivo teorema.

Figura 3 - Resposta transitoria da corrente no indiytdy e tenséo no capaciteg(t) para os
Teoremas 2 e 5.

.....

Teorema 5

| | | | | | | |

0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01
Tempo [s]

Teorema 5-
\ ___________

| \ ! | \
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01
Tempo [s]

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

A Figura 4 apresenta as trajetorias percorridas pelo séssafore o espaco de estados para
os dois teoremas e, em linha pontilhada, apresenta a stipaté deslizamento criada por
cada um dos teoremas. E possivel verificar que houve sigivificateracdo na posicéo das
superficies de deslizamento. Nesta figura, o simbalbitidica o local onde cada uma das
trajetérias atinge a superficie de deslizamento. Antetedesnto, para ambas as regras de
chaveamento, o sistema permanece em um Unico subsistemarfn@ance é idéntica em
ambos os casos. Como ja analisado no inicio deste estudsjagmamento da superficie de
deslizamento no espaco de estados esté diretamente meldgoiao desempenho transitorio dos

sistemas chaveados afins. Isto é facilmente notado ao seacanag Figuras 3 e 4. Portanto, o
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Teorema 5 apresentou melhora no desempenho transitomoyic@ leve reducéo no tempo de
estabelecimento.

Figura 4 - Plano de fag@ (t) x vc(t)) para os Teoremas 2 e 5.

160

140 -

Teorema 5 —————>

120 -

o0
[e)
T

40 -

20

0 J | : T | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Corrente [A]

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

A Figura 5 apresenta a evolucao da integral dada em (160gjauosvalor medido do custo
J. Conforme pode-se deduzir a partir da observacéo, na Fijui@que o Teorema 5 manteve
a variavelx ;) mais préxima de seu valor de referéncia, o valor final do cortdido € menor
para este teorema.

A seguir, serdo analisados os resultados obtidos para efiad e serdo feitas as devidas
comparagOes com os resultados do Teorema 3, os quais ténsammeondicdbes. O mesmo
padréo de tipos de linha e cores sera adotado.

Na Figura 6 é possivel notar uma melhoria de desempenho gaificativa para o Teo-
rema 6 com relacdo ao Teorema 3. Lembrando-se que a tensaari@\aehescolhida para a
otimizacdo de acordo com a ponderacéo epire p, daQ, o segundo eixo da Figura 6 mostra
gue esta variavel converge para seu valor de referénciaamitamente no caso do Teorema 6.
Em contrapartida & melhoria no comportamento da tensastens impde uma convergéncia
mais lenta da corrente do indutor (como visto o primeiro eix&igura 6). Este fato € inevitavel
devido a natureza do sistema (auséncia de entrada de e)rtrgio deve ser interpretado como
desvantagem, considerando que o objetivo da fungcao custte naso, era otimizar apenas a

variavelx ).
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Figura 5 - Integral (160) para os Teoremas 2 e 5.

0,5 T T T T ]
7 ———— /

0,4 Teorema 5
0,35 _

0,3

Custo Medido
(=}
3
T
\

0,2

0,15~ N

0,1

0,05

0 \ \ \ \ \ \ | \ \
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01

Tempo [s]

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Figura 6 - Resposta transitoria da corrente no indiytdy e tenséo no capaciteg(t) para os
Teoremas 3 e 6.
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'3
5
= 50
Teorema 6
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0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05
Tempo [s]

Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

O plano de fase correspondente a esta simulagéo é apreseat&igura 7, que também
apresenta, em linha pontilhada, as superficies de deditandle ambos os teoremas. Nova-
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mente, € possivel notar uma significativa diferenca no pmsmento das superficies de des-
lizamento, 0 que € a razdo para a melhoria do desempenhadrangbtida pelo Teorema 6.
Neste caso, o sistema cruza as superficies de deslizamérimp a condicao inicial. Quando
isto ocorre, 0 subsistema ativo € alterado uma Unica veguaté sistema atinja a superficie de
deslizamento novamente e deslize por ela até o ponto dél@gqudesejado. Como as superfi-
cies de deslizamento séo atravessadas em pontos difegeptesivel notar, na Figura 7, que as
trajetorias sdo levemente diferentes mesmo antes de maistingir e se manter na superficie
de deslizamento. Contudo, a analise conjunta das Figurasr@astra que a maior diferenca
de desempenho ocorre enquanto o sistema esta sobre ascsepdd deslizamento.

Figura 7 - Plano de fag@_ (t) x vc(t)) para os Teoremas 3 e 6.
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Teorema 6

o
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Como esperado, a Figura 8 apresenta a significativa redugéostio medido obtida pelo
Teorema 6 com relacdo ao Teorema 3, uma vez que a tensaossingaor de referéncia antes.

Durante a comparacgéo entre os Teoremas 4 e 7, adotpbt-s@s‘l como o valor para
a taxa de decaimento garantida. Exatamente as mesmasariéitas na comparagéo entre
os Teoremas 3 e 6 podem ser feitas para as Figuras 9 a 11, gserstpm 0s resultados de
simulacéo para os Teoremas 4 e 7.
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Figura 8 - Integral (160) para os Teoremas 3 e 6.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Figura 9 - Resposta transitdria da corrente no indiyt@) e tenséo no capaciteg(t) para os
Teoremas4e /.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor.
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Figura 10 - Plano de fas@ (t) x vc(t)) paraos Teoremas4e 7.
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Figura 11 - Integral (160) para os Teoremas 4 e 7.
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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A fim de explorar a principal vantagem dos Teoremas 3 e 6 caapdelaos Teoremas 2 e 5,
foi realizada uma simulagc&o com variagdes no ponto de bquiliesejado. Para cada teorema,
uma unica matri, ouP(¢), foi utilizada para todos os pontos de equilibrio desejados

Os pontos de equilibrio estabelecidos foram= [5 150', x = [19,5122 2439024’ e
X = [2,9412 1176477, correspondentes as combinagbes convexas com vetorakendo,
respectivamenteé\, = [0,4 0,6]', Ay =[0,75 025 eA, =[0,2 0,8]".

A Figura 12 é analoga a Figura 3, apresentando o comportartemporal das variaveis
de estado por 5éng para cada ponto de equilibrio desejado. No primeiro eixprésentada a
corrente, sendo a curva pontilhada preta referente aomMedtea curva tracejada preta referente
ao Teorema 3 e a curva continua azul, ao Teorema 6. O mesnéomilinhas é adotado para
0 segundo eixo, que representa a tensdo de saida do conveasarsimplificar a figura, os
resultados do Teorema 5 foram omitidos.

Vale lembrar que os Teoremas 2 e 5 consideram uma combinagéexa de subsistemas
especifica e, consequentemente, um ponto de equilibriciispe Este ponto de equilibrio,
usado para gerar as matrizes P(&) para esta simulag&o fgi = [5 150’, o mesmo conside-
rado nas Figuras 3 a 5. Assim, na Figura 12 é importante cdrsgue, entre 50ng e 100ms,

a regra de chaveamento (24) (do Teorema 2) nao foi capaz aledesistema ao ponto de equi-
librio desejadox; = [19,5122 2439024’). Além disso, apesar de a regra de chaveamento ter
estabilizado o sistema no terceiro ponto de equilibriojddsgentre 100ng e 150mg), que

€ mais proximo do primeiro ponto de equilibrio, ndo ha gaasaetrica desta estabilidade.

Por outro lado, as regras de chaveamento referentes acami@oB e 6 foram capazes de
atingir os pontos de equilibrio desejados nos trés intesvdd simulacdo, devendo-se destacar
que, conforme esperado, o desempenho da regra de chaveassotiada ao Teorema 6 foi
melhor para todos os pontos de equilibrio desejados, pehmnente durante o segundo e ter-
ceiro transitérios. Isto ocorre porque, durante estesit@ins, 0 sistema permanece sobre a
superficie de deslizamento por uma por¢do maior das tregetdercorridas.
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Figura 12 - Corrente e tensédo em fungéo do tempo para os Tasi&8 e 6.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Para comparar o desempenho dos Teoremas 3 e 6 nesta sincdat&ariacdo no ponto
de equilibrio desejado, a Figura 13 apresenta o custo medidmte todo o tempo da simu-
lacdo. Novamente, a curva tracejada na cor preta representsto associado ao Teorema 3,
enquanto a curva continua na cor azul, o custo associadooaenia 6. A cada variagdo no
ponto de equilibrio desejado, a diferenca entre os custdgloeé aumentada, evidenciando
ainda mais a diferenca de desempenho. Deve-se notar queoassesciado ao Teorema 2 nao
foi apresentado nesta figura pois, enquanto o ponto de leguitiesejado néo for atingivel, o
custo cresce indefinidamente, ndo fazendo sentido suaeapaedo.

A Tabela 1 sintetiza os principais dados obtidos a partirataparacéo dos teoremas re-
alizada nas trés primeiras simulagées, isto €, nas simegagdacionadas as Figuras 3 a 11.
Observa-se significativa melhoria de performance do Tearérem relagédo ao Teorema 3.
Conforme explicado a partir da analise dos Lemas 2 e 3, o gastntidoJ ndo é factivel
para teoremas que utilizam candidata a funcédo de Lyapunowpual multivariada se esta
nao possuir mondmios de grau zero. Assim, este custo na@geapado para os Teoremas 5,
6 e 7. Com relagdo ao custo garantigo, pode-se notar que este parametro foi reduzido para
todos os teoremas com funcdes de Lyapunov polinomiais vatiidas com relacdo ao caso

dos respectivos teoremas ndo polinomiais equivalentes.
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Figura 13 - Integral (160) para os Teoremas 3 e 6.
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Outro parametro importante em se tratando de performaansitdria, apresentado na ta-
bela, € o tempo de estabelecimento. Neste trabalho, adetotempo de estabelecimento como
sendo quatro vezes a constante de tempo de um sistema dé&gniem, ou seja, o tempo
necessario para que a variavel atinjad " (aproximadamente 2%) de seu valor de referéncia.
A Tabela 1 mostra que o tempo de estabelecimento da tensa@ddded® conversor (variavel
de estadz)) foi menor para os Teoremas 5, 6 € 7 do que para 0s respe@mantas nao

polinomiais.

Tabela 1 - Resultados numéricos das simulagdes realizadaapitulo 3.

Teorema  Grau dos Tempo de Custo Custo
Monomios Estabelecimento [ms] Garantiglo Garantido_#
Teorema 2 0 5,362 0,590032 19;490°
Teorema 5 2 5,2965 - 7,7600°
Teorema 3 0 33,182 5,59374 18%,20°
Teorema 6 2 16,926 - 102@0°
Teorema 4 0 33,787 5,57596 180;680°
Teorema 7 2 29,025 - 64,0540°

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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3.4 Conclusfes Parciais

Nos resultados apresentados pdde-se constatar que o usw;ded de Lyapunov baseadas
em matrizes polinomiaiB (§) pode flexibilizar os formatos das superficies de deslizamen
permitindo que estas se adaptem melhor as caracteristisasbisistemas no espaco de estados.
Como consequéncia, foi possivel obter a reducéo do custmmgb?) para os dois teoremas
analisados.

Deve-se lembrar que o desempenho transitério dos sisteatadds neste trabalho é li-
mitado, uma vez que nao existe entrada de controle. Por@@tacordo com o parametro de
desempenho de interesse (custo, tempo de estabelecineanttacias variaveis de estado, etc.)
existe um limite possivel. Por este motivo, nota-se que ac@aldo custo medido do Teorema
5 com relacdo ao Teorema 2 nao foi muito grande, uma vez querera 2 ja € otimizado
para um ponto de operacao especifico.

Por outro lado, quanto mais distante do desempenho Gtinor maontribuicao dos teore-
mas com matrizes polinomiais. Isto foi observado na congdardo Teorema 6 com o Teorema
3. Este ganho de desempenho é muito importante & medida qdesmam restricbes aos te-
oremas, como robustez ou limite de regido de operacéo, ponmg. Os proprios Teoremas
3 e 6, apesar de serem mais restritivos, permitem a variag@omto de equilibrio desejado
durante a operacao, o que é uma importante vantagem coragelag Teoremas 2 e 5.

Considera-se que as matrizes polinomiais sdo uma ferrarmeportante para a otimizacao
do controle dos sistemas chaveados afins e pretende-saragdia técnica em teoremas com
acesso a saida, que podem ser fundamentais para detersrapdidacoes.
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4 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS CHAVEADOS AFINS COM
INCERTEZAS POLITOPICAS

Este capitulo tem por objetivos investigar as caracteastde um sistema chaveado afim
na condicdo da existéncia de incertezas paramétricagpolss, propor uma metodologia para
estabelecimento do ponto de equilibrio desejado e propeerteas de controle robusto de sis-
temas chaveados afins com incertezas politdpicas.

4.1 Incertezas Politopicas em Sistemas Chaveados Afins

O controle robusto de sistemas lineares e de sistemasdmelaaveados incertos € um tema
ja bastante abordado na literatura. Contudo, em se trathnsistemas chaveados afins incertos
o controle robusto ainda é menos estabelecido e apreseitadii@uldade devido ao fato de
que o ponto de equilibrio também passa a ser incerto.

Trabalhos como Spiazzi et al. (1995), Malesani et al. (1996i)azzi e Mattavelli (2002) e
Tavan et al. (2020) abordam o controle robusto de convessbegronicos. Estes séo sistemas
que podem ser modelados como sistemas chaveados afins,a@teaas na carga, contudo, a
modelagem e o controle nestes trabalhos sdo desenvolddofoco especifico em um conver-
sor, ndo sendo possivel uma generalizacao direta pars®igtemas.

Uma abordagem mais genérica de sistemas chaveados afinesne@roposta em Mai-
nardi Junior (2013, Cap. 5). Nesse trabalho, as incertdmaparamétricas e politopicas e
a estabilidade do sistema controlado é garantida por meau@icoes LMI. Além disso, é
estabelecido um custo garantido quadratico equivaler&)a Por outro lado, o sistema cha-
veado deve ser convertido para a representacdo em estrudwic@/eis e € necessario que todos
0S parametros incertos estejam contidos apenas na rAgtda representagédo em estruturas

variaveis.

Outra contribuicdo para o controle robusto de sistemasedu®s afins, com aplicagédo em
conversores eletronicos, € apresentada em Beneux et &F)(@Beneux et al. (2019). Nestes
trabalhos, o sistema chaveado afim € modelado diretameategrabinacdo dos modelos em
espaco de estados de cada subsistema, como na represéhja¢&w outro lado, a incerteza
no sistema néo é tratada como uma incerteza paramétrica g incerteza no valor de equi-

librio das variaveis de estado, com a adicdo de um vetor @etézas a equacado do sistema.
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Portanto, considera-se que um grupo de variaveis de estado ponto de equilibrio definido,
enguanto ndo se conhece o valor de equilibrio de outro grepariveis. Para solucionar este
problema, utiliza-se um observador de Luenberger de ordenpleta (ZHAI et al., 2018), que
estima o ponto de equilibrio exato do sistema. Este estimamlte exigir grande capacidade
de processamento em tempo real para o controle de um sisEm&eneux et al. (2019), a
Suposicao 1 requer que haja uma Unica funcéo que determalarale equilibrio das variaveis
de estado incertas a partir do valor de equilibrio das veisasonhecidas e do valor da incer-
teza adicionada ao sistema. Deve haver outra fungéo, c@® m&smas caracteristicas, para
determinar a combinacao convexa (entre os subsistemas)aniém o sistema neste ponto de
equilibrio desejado. Esta limitacdo inviabiliza a apl@agdesta técnica em conversores como o
Boost, Buck-Boost e Flyback caso seja considerada a nesiat@o indutor destes conversores
(resisténcia parasita), pois eles passam a apresentadenaisa combinacao convexa possivel
para 0 mesmo valor de equilibrio de uma das variaveis deastad

4.1.1 Parametrizacao do ponto de equilibrio

Quando se considera que um sistema chaveado afim como (1ppoetentar incertezas
paramétricas politdpicas, entdo cada um dos subsistensaa paser representado por uma
combinacgéo convexa dos vértices do politopo de incerteZasim, o sistema chaveado afim
incerto controlado por uma regra de chaveamen(to € representado por

{ X= Aaa(x)x+ BGU(X)W7 (162)

Y=CaoxX
sendo que o vetar representa os coeficientes da combinagédo convexa dosgéitis matrizes

incertas e pertence ao simplex unitario

M
Ay = {a: [a(l), a(z),...a(M)}'eRM : 0{(]) >0, Z or(])zl} (163)
=
Assim,
M
(Ago(x):Bao(x):Cao) = Y a(j) (Ajox)sBjox:Cio) - (164)
=

A combinacgdo convexa entre subsistemas e entre vérticexeedza para compor o Sis-
tema médio, analogo a (8), passa a apresentar dois graused#alie, o das incertezas e dos
subsistemas, de forma que o sistema médio é descrito como

X=A,X+B, W
{ aA + aA VWV (165)

y= Ca)\x7
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sendo:

2

M
(Aa)nBa)\ Ca)\ = Z A]I7BjI7CjI) (166)

O ponto de equilibrio desejado do sistema incerto é
Xrara = —Agx,BaraW (167)
e 0 conjunto de todos os possiveis pontos de equilibrio € piado

Xear = {Xar ER™ 1 Xegp = —A;BaaW, A €AN, O E€Aw}. (168)

Sendo assim, cada subsistema € descrito por:

X = AqiX+ Bqaiw,
al al (169)
y: Caix7
e para 0 mesmo sistema incerto, o ponto de equilibrio de cdu$dssema é:
Xrai = A_leW (170)

Contudo, o vetoo ndo € conhecido, por isso 0 controle tem que se basear naegétod
politopo de incertezas. Cada subsistema apresénrtices, assim, haveMix M vértices:

X = Ajix+ Bjjw,
y=Cijix,
cujo ponto de equilibrio correspondente é
Xrji = —Aj 'Bjiw, (172)

Uma caracteristica dos sistemas chaveados afins € que|gmrhd&um conjunto de pos-
siveis pontos de equilibrio, definido em (11), sendo cada ested pontos atingido por uma
combinagéo convexa dos subsistemas. Contudo, havendo incertezas paramétacistema,
este conjunto de pontos de equilibrio (168) também pasgarceeto. Neste caso, uma possi-
bilidade é simplesmente estabelecer um dominio de atragdoreo de um ponto de equilibrio
para um valor especifico dos parametros incertos e garamtio gistema convergira para este
dominio de atracdo, como proposto em Hetel e Fridman (20BR)i¢io e Deaecto (2019).
Porém, esta abordagem néo é satisfatoria em certos caspsg jarnece apenas um dominio
de atracdo, ndo um ponto de equilibrio (ndo se conhece odmlequilibrio de nenhuma das
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variaveis de estado). Outra possibilidade, a qual ser@addoio presente trabalho, € eleger uma
das variaveis de estado para que, considerando qualgoedesl parametros incertos, o ponto
de equilibrio atingido pelo sistema apresente o valor daéatia da variavel em questéo. Tal
variavel sera chamada de variavel de interesse, ela comgs@adnt-ésimo elemento do vetor
de estado e sera denotada pgk) € R, sendo seu valor desejado denotado }g#ki) € R.
Assim, é criado um conjunto de pontos de equilibrios dessjad

Xra = {Xa €R" 1 Xa=—ABaaW, Xeq(in) =X(int)yy A EAN, AEAM}. (173)

Com base nesta proposta, é possivel estabelecer, paragcadado politopo de incertezas,
uma combinac&o conveXy para a qual o ponto de equilibrio do sistema representadesper
vértice do politopo de incertezas tenha o vadggy) para seunt-esimo elemento, atendendo
a (173). O ponto de equilibrio desejado para cada um dosegrtio politopo de incertezas é
chamado dexrj)\”. e é descrito por:

XAy = —Aj]lr]. Bia; W Xeja(int) = Xe(int)- (174)

Nestas condic¢des, o valor de referéncia de pelo menos umadaseis de estado passa
a ser conhecido, mesmo assim, devido as caracteristicaaljdaalas dos sistemas chaveados
afins, os valores das demais variaveis de estado no pontoitieeqg continuam sendo incertos.
Considerando que as regras de chaveamento propostas atéentoalependem do valor do
ponto de equilibrio desejado, é necessario criar condjgdi@seliminar esta dependéncia. Uma
solucao é a criacdo de um sistema aumentado, o que podetsex fertir da simples adicdo
de variaveis de estado que correspondem ao valor filtradonpdiltro passa-baixas, das varia-
veis cujo valor de equilibrio é incerto. O valor de equildtuias novas variaveis filtradas seréa o
mesmo de suas variaveis originais. Desta forma, é possitadladecer regras de chaveamento
que utilizem como informacao os valores medidos das vasditeadas e das variaveis origi-
nais, e ndo os valores de equilibrio e os valores medidosall@eis de estado originais. Este
artificio foi utilizado em (SPIAZZI; MATTAVELLI, 2002) paa permitir o projeto de modos
deslizantes em sistemas que ndo podem ser representadosgtmrma canodnica. Utilizando
o sistema aumentado, também é possivel tornar uma regradesachento baseada em LMIs in-
dependente dos valores de referéncia incertos (DEAECTO, €040; MAINARDI JUNIOR,
2013).

O novo sistema aumentado, apesar de ter mais variaveisatbegpresenta as mesmas
caracteristicas dos sistemas chaveados afins incertagidiscneste capitulo. Por isso, ele
também sera descrito na forma (162). Isto quer dizer que ceraiahe variaveis de estado
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do sistema aumentado continuara sendo representadyg @oo numero de variaveis de es-
tado do sistema ndo aumentado sera descritmgpoPara cada variavel de estado do sistema
ndo aumentado, com excecao da variavel de interesse, pmtezaada uma variavel filtrada.
Dependendo das caracteristicas do sistema ndo aumerdéatiotrpode ser que, mesmo na
presenca de incertezas paramétricas, algumas das vaud@estado tenham seus valores sem-
pre proporcionais ao valor da variavel de interesse. Nese, @s variaveis em questdo nao
precisam ser filtradas, e podem ser utilizadas diretamerntegna de chaveamento. Portanto as
quantidades de variaveis no sistema original e no sistemarmtado obedecem a relacao

n<2n,—1, (175)

sendo que esta relacdo passa a ser uma igualdade se o va#fer@dmaia de nenhuma das
demais variaveis for diretamente proporcional ao valorederéncia da variavel de interesse
dada a existéncia de incertezas.

Para simplificacédo da representacao, e sem perda de gdadealheste capitulo sera con-
siderado que apenas a variavel de interesse ndo seré fitaadaa composi¢cdo do sistema
aumentado. Nestas condic¢des, o vetor de estado do sisteraam&ntado é representado por

Xo(t) = X(l)(t> X(k)(t> X(no)(t)]/, (176)

enguanto o vetor de estado do sistema aumentado é dado por

X = X)) - X ) o X (1) Xngrn) (1) - Xngrky () oo Xy (O]
(177)

senddk € Kp,, k # int. Assim,Xn, 1) representa o valor obtido a partir da filtragem da variavel
X(ky parak < int e X, k1) representa o valor obtido a partir da filtragem da variayglpara
k> int e ndo é feita a filtragem da variavel de interesgg ().

4.2 Controle Robusto de Sistemas Chaveados Afins com Inceztes Politopicas

A fim de estabelecer as condi¢Oes para a estabilidade demasstincertos apresentadas
nos teoremas propostos nesta secao, sao definidos vitatdigados com a mesma finalidade
apresentada em Deaecto et al. (2010) e Mainardi Junior J20&8oresJ, € R" sdo vetores
linha, com a mesma dimenséo do vetor de estado do sistemataoe seus elementés
k € Kn,, K# int e elementos, + k, parak < int, ouny+k— 1, parak > int, valem 1. Todos os
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outros elementos valem 0. Por exemplo, supamge 3,n=5 eint = 2, tem-se:

Jq=[1001Q, J%=[00101, 3. (178)

Também ¢é definido o vetor columg: € R" tal que selint-ésimo elemento é 1 e todos os
demais séo 0. A partir d&y, cria-se a matriEin; = ent€y, Eine € R™*". Finalmente, define-se
ovetor{ € R™

¢ =X—EintXa,- (179)

Este vetor difere-se do vetor de estado (do sistema aunmrapdnas em sduat-ésimo ele-
mento, que corresponde a diferenca entre o valor atual déavelde interesse e seu valor
de referéncia (o unico valor de referéncia necessarianventeecido). Deve-se lembrar que,
apesar de;,, , Serincerto, o valor de sent-ésimo elemento € conhecido, sendo asgigin-
dependente da incerteza do sistema. Devido as suas cestizasy 0 vetof pode ser utilizado
em uma regra de chaveamento para o controle robusto de wmaishaveado afim incerto,
uma vez que ele carrega a informacao apenas do valor debeiguila variavel de interesse e
nao depende do valor incerto de equilibrio das demais \&isi@e estado.

Na sequéncia, sdo propostos dois teoremas para 0 contboistoada classe de sistemas
chaveados afins com incertezas parameétricas politopisasitdeem (180) - (183):

{ X = Aaa(x)x+ BGO(X)W7 (180)
Y =CaoxX;
M
Adi = At (A, (8
=1
M
Bai:Bi+ ZG(J)BJ, (182)
=1
M

=1
Teorema 8. Considere o sistema chaveado afim incerto aumen{a80)- (183)com entrada
- , -7 - V4 -
w, as matrizes @, = CM”,CV\”., a variavel incertaly = X — X4, € 0 ponto de equilibrio
incerto %4, € Xra SENAO Xiny) dado. Se existiretyy € An, Arj € A, vetores Z; € RIxN+4
e uma matriz simétrica positiva definidadPR™*" tais que

AakaXrara +Bar W= 0, (184)

Ajr%eirg TBiAW=0,  Xjrint) = Xrarq(int), | € Kum (185)
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,j)\rj P+ PAj)\rj —l—Qj)\”. <0, (186)
JiP[AjiBji] = Z;j, ke Kp,, K#£int, j € Km (187)

entdo, a estratégia de chaveamento

0 (X) = argmin {'P(Aq,iX+ Bq,iw), (188)

ieKn

em quea, € qualquer valor arbitrario dex € Ay, torna o ponto de equilibrio incerto global-
mente assintoticamente estavel e o custo garantido

J= /O (y_ Ca)\mxra)\m )l(y_ Ca)\mxra)\m )dt < (XO - Xra)\m )lP(XO - Xra)\m) (189)
mantém-se.

Demonstracdo. Considerando a candidata a funcdo de Lyapurid¥) e o sistemg180) -
(183), tem-se que

V(EG) = é(/xpfa‘f’ftlxpéaa (190)
V(&)= ZE(/xPéa, (191)
% (Ea) = 284P(AqoX+BaoW). (192)

Considerando uma regra de chaveamento
0 (x) = argmin &, P(Aqix+ Baiw), (193)
IEIRN

a derivada da fungéo de Lyapunov passa a ser:

V (&a) = min (2P (Agix+Baiw)) (194)

V (&q) < 24P (Agp, X+ Baa, W), (195)

V (Ea) < 28LP (Agry (Ea +%ang) +Ba W), (196)

V (&) < 28 (PAGA,) Ea + 2E5P (AaaaXrar + BangW) - (197)

Pela condicaq184) de(197)tem-se que:
V (&a) < 284 (PAA,) Ea (198)

V(&) < & (A;, 2 P+ PAG m) & (199)
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A restricdo(186)implica em
AuroP+PA, +Qang <O. (200)

Portanto, dg(199)e (200), tem-se que:

V(&) < —&4Quraéa <0,  VE#O, (201)

assim, esta garantida a estabilidade global assintoticaidtema. Fazendo a integral de ambos
os lados d€201), obtém-se:

|V (t))dt <= [ &Qun, Eadlt
0 Ooo
V(& )] <= [ & Qan, Eadt
(V (80 () ~V (a (0) < — |~ &4 Qan Eactt (202)

Considerando que o sistema é assintoticamente estayé&lv)) = 0, entdo

| & Qun, Eadt <V (& (0).
J= /O " & Qu, Eadlt < &4 (0) PE4 (0). (203)

Portanto, esta garantido o cus{@89) As demonstraces acima consideram a regra de chave-
amento(193), contudo, esta regra ndo pode ser utilizada em uma aplicggética, uma vez
quea é incerto. Entdo, resta demonstrar que 0 mesmo resultade pedobtido com a regra
(188). O primeiro passo € notar que a reg(a93) pode ser reescrita como

M M
O'(X) = arg,rgﬂi{n E&P <<A| + Z G(J)AJ> X+ (Bi + Z G(J)BJ> W) , (204)
1€ =1 =1

M
o (X) = arg min &P (A-x+ Biw+ Z (HAX+a(j)B; w)) (205)

Como o termo

(agAjx+agj)Bjw) (206)

-

j
assume o mesmo valor para todos o0s subsistemas i, a regradearnento em questao assume

0 mesmo valor para qualquer possivel combinacdo congeglas vértices de incerteza. Por

isso, € possivel utilizar qualquer valor arbitrario da vavel incerta, inclusive qualquer um
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dos vértices |, 0 que resulta a regra de chaveamento:
0 (x) = argmin &, P(Aq,iX+ Ba,iW). (207)
€SN
A aplicacdo da regrg207) também resulta na equacd®95) Entretanto, o veto€, €

dependente da incerteza do sistema, 0 que ainda impossi@ilaplicacdo dg207) Para
prosseguir a demonstracao, observa-se que o produto

P[Aji Bij] [ z/(v] (208)

gera um vetor coluna de dimensao n, sendo que cada um de sewsbs corresponde a uma
funcdo das variaveis x e w. Assim, seu primeiro elemento @@t f;,) (x,w). Portanto,

X X
Zyj [ W] :kaP[Aji Bji] [ W]

= JjP(Ajix+Bjiw)

tem-se que:

= il Fiicw) W) - Fiingy (W) - -+
“Fjing) W) Fjingr1) W) - iy (X, W) (209)
A partir de (209), observa-se que a derivada da fungéo de Lyapuid®?2) dividida por 2,
para cada um dos vértices "ji" pode ser escrita como (lendgreque o valor no ponto de

equilibrio de uma variavel filtrada € o mesmo da variavel némafia, assim, X, 1) = X (1),
por exemplo):

Vi
i =&, P(Ajix+ Bjiw)

/

=& (i) W) - Fjiinty O W) -+ Fjitng) W) Fli g1y 6 W) -« iy (X, W)]
= ((X) =% @) fiica) W)+
+ (X(int) = %e(int ) Fjiine) (W) =+ -+ 4 (X(ng) = Xr(no)) fiino) (X, W)
+ (Ko 1) = Xr() Fjinorn) O6W) 4+ (Xm) = X)) i) (6 W)
= (%) i) (% W) + -+ (Xiint) = Xe(inty) i ingy 6 W) +---
FX(no) Fjino) (% W) +X(ng+1) Fjing-+2) 06 W) + -+ 4 Xy Fjin) (% W)
=X (Fiiw W)+ Flingr2) 6 W)) = -+ = Xe(ng) (Fjing) (% W)+ Ty (X, W) ) . (210)
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A condi¢cao(187)implica em
(i W)+ i) (W) =%, k<int, Viji (211)

ou
(it W)+ Fjingk—1) (W) = zj, k>int, Viji, (212)

ou seja, este valor € o mesmo para todos os subsistemas i pdeawn dos vértices j do

politopo de incertezas. Isto quer dizer que estas compeseréo tém nenhuma influéncia na

regra de chaveamento. Por este motivo, a rg@@7)pode ser escrita como:

o(x) = argirglgll (X(1) Forai 1) % W) 4+ -+ (X(int) = Xe(int)) Fagi(int) (6 W) +---

+X(no) Faai(ne) (% W) +X(no+1) Faraino+1) 06 W) + - +X(m) Fagi(m) (X, W) .
(213)

Observa-se qué13)é independente do valor de referéncia de qualquer uma daaweis de
estado diferentes da variavel de interesse, tendo exat@raanesma expressao da re§i8)
Portanto, a prova esta concluida.

g

Comentario 1. A prova do Teorema 8 demonstra que a regra de chavean{&B8&) pode
utilizar qualquer valor arbitrario deay, eliminando a necessidade de se realizar as operagdes
referentes ao term(06) durante o calculo do sistema a ser ativado. Assim, a implégén
desta regra de chaveamento é tdo simples quanto a das regraseantadas no Capitulo 2 (para

sistemas sem incertezas).

Observa-se que o Teorema 8 garante a estabilidade robusstatna chaveado afim incerto
para um Unico valor de referéncia da variavel de intereggg), associado aos vetores de com-
binacdo convexa dos subsistem@as, Para permitir a variacdo do ponto de operagao desejado
de um sistema, possibilidade muito importante em algumiasagpes praticas, propdem-se o
Teorema 9.

Teorema 9. Considere o sistema chaveado afim incerto aumen{a80)- (183)com entrada
w, as matrizes Q = CEiC]’i, a variavel incertaéq = X— Xq),, € 0 ponto de equilibrio incerto
Xrarg € Xra S€Ndo ¥in) dado. Se existirem;q € Ay, vetores Z; € R0 e uma matriz
simétrica positiva definida B R™" tais que

A/ji P+ PAj +Qji <0, (214)
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AaroXrara +BarW=0, (215)
JiPlAjiBjil = Zj,  k€Kp, k#int,  jeKum (216)

entdo, a estratégia de chaveamento

0 (X) = argmin {'P(Aq,iX+ Bq,iW) (217)

ieKn

torna o ponto de equilibrio incerto globalmente assintatente estavel e o custo garantido

J= /0 (y— CaraXrarg )l(y_ CaraXrarg )dt < (Xo — XraArg )lP(XO - Xra)\m) (218)
mantém-se.

Demonstracdo. Esta prova segue 0os mesmos passos da prova do Teorema 8 at@gieq
(199) Neste ponto, nota-se que a restricgti4) é ainda mais abrangente que a restricao
(186), consequentemente, ela também implicg200).

A partir de(200), a prova deste teorema volta a seguir a demonstracdo do ifen8até o
final. Esta prova esta concluida.

t

Comentario 2. Apesar de os Teoremas 8 e 9 compartilharem a mesma regra deaianto, o
primeiro teorema citado garante a estabilidade apenas peamavalor de referéncia da variavel
de interesse previamente especificado, relacionado asioagfies convexas de subsistemas
Arj, 0 que flexibiliza a busca por uma matriz P. Por outro lado, aoaatrar uma matriz P que
certifigue a estabilidade para todos os veértices ji do pplitale incertezas e subsistemas, o
Teorema 9 permite a variacdo do ponto de equilibrio deseghdante a operacao do sistema.

Comentario 3. Em todos os teoremas de controle ndo robusto apresentadas mtomento
nesta tese, a entrada w (termo afim) interfere no conjuntoadsipeis pontos de equilibrio.
Entdo, apesar de a entrada w nao interferir na factibilidaties LMIs destes teoremas, ela esta
diretamente relacionada ao valor do ponto de equilibrioagjado (%). Ao se variar a entrada
w, 0 conjunto de pontos de equilibrio atingiveis)(é alterado e o ponto de equilibrio prévio
pode deixar de pertencer a este conjunto. Como o0 ponto déiladuié usado na regra de
chaveamento, seja diretamente, ou utilizado para detean§n estes teoremas néo permitem
variacdo de w . Este problema ndo ocorre no caso dos teorema®wtrole robusto, pois ja
pressupde-se que o ponto de equilibrio desejado € incerssimA o valor de referéncia de
apenas uma das variaveis de estado € utilizado para o chaamam Desta forma, mesmo
com a variacdo da entrada (dentro de um limite de operacgdoistersa), ainda haverq um



4.3 Exemplos 66

ponto de equilibrio com o valor de referéncia para a variadel interesse dentro do novo
conjunto incerto de possiveis pontos de equilibrio. Contdéve-se lembrar que as condi¢des
do teorema devem ser validas para qualquer combinacao ganse subsistemas, como é o
caso das condi¢des do Teorema 9.

4.3 Exemplos

Nesta sec¢do, serdo apresentados exemplos de aplicac@omdrsds para controle robusto
em diferentes sistemas chaveados afins com incertezasgidcas A maioria dos sistemas
simulados foi referente ao modelo de conversores eletvdie poténcia, e o parametro incerto
foi a resisténcia de saida, que representa a carga do convéestes sistemas, foi considerada
a matrizQ apresentada em (158) para a formulac&o do custo garantdsintulado, ainda, um
sistema arbitrario para permitir uma melhor exemplificad@observacao feita no Comentario
3.

4.3.1 Conversor CC-CC Boost

Neste primeiro exemplo, o Teorema 8 seré aplicado no centt®lum conversor Boost,
gue é um conversor CC-CC elevador de tenséo, ele apresesntubleistemas e duas variaveis
de estado, sendo elas a corrente no ind(itdt)) e a tens&o no capacitorc (t)). O diagrama
da estrutura deste conversor ja foi apresentado na Figuel.modelo chaveado afim em
espaco de estados, conforme (1), € definido pelas matrizgzg¢dentadas em (154). O ve-
tor de variaveis de estado e o conjunto de possiveis pontequikbrio foram apresentados,
respectivamente, em (155) e (157).

O parametro incerto sera a resisténcia de caRjaque pode assumir qualquer valor en-
tre Rmin € Rmax. Os demais parametros de projeto utilizados serédo 0s mgampastos em
(DEAECTO et al., 2010), sendo assim, os valores sao dados por

Vg=w=100V], Rmin=25Q), Rmax=150Q], r_=2[Q],
L=500uH], C=470uF]. (219)

Portanto, os limites do conjunto incerto de todos os posspantos de equilibrio (168) do
sistema ndo aumentado sdo obtidos ao se aplicar os valdresies do parametro incerto ao
conjunto (157).

Seguindo a linha de raciocinio de se considerar a tenséoidie das conversores como
sendo a variavel mais importante a se controlar, esta seaéével de interess@qim)), por-
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tanto, ocorrendo variagcdes no parametro incerto, a teresd@aida de referéncia devera perma-
necer constante, enquanto outras variaveis de estado mumfen alteracbes em seus valores
de equilibrio. Assim, a variavel a ser filtrada para compdstesa aumentado € a corrente no
indutor. Para isso, sera introduzido um filtro passa-bairasa funcao de transferéncia

1

H(s) = (t1s+1)’

(220)

sendor = 1/ (RyC) e Rn = (Rmin+ Rmax) /2. Assim, as matrizes que constituem os vértices do
sistema incerto na forma (162) sédo descritas abaixo:

1 /L 0 0 /L 0 0
All = 0 —1/Rm|nC 0 5 A21 - 0 —1/Rma>p 0 5
| 1/t 0 —1/1] 1T 0 —1/1]
L 1L 0 | /L —1/L 0 |
A=| 1/C —1/RmC O Apz=| 1/C —1/RmaC O
A 0 —1/1] YA 0 —1/1]
1/L
Bi1=B12=Bz1=Bx2=| 0 (221)
0

Para determinar o conjunto de possiveis pontos de eqaililorsistema aumentado, basta
considerar que o valor de equilibrio da terceira variaveesiadox) (corrente no indutor
filtrada) € o mesmo da primeira variavel de estadp(corrente no indutor). Por haver apenas
uma variavel filtrada, serd necessario apenas um ¥ettado por:

J=[101. (222)

A simulagéo foi dividida em trés intervalos de tempo, sendizado um valor diferente da
resisténcia de carga para cada um deles, o que implica etifeéantes pontos de equilibrio,
mas todos com o mesmo valor de tensdo. Considerou-se cordig@ormnicial valores nulos
de tensdo e corrente, ou sefd) = [0 0 0’. Para possibilitar algumas comparagdes com o
Teorema 2, 0 primeiro transitorio teve exatamente as mesoraticdes do teste realizado no
Capitulo 3, ou seja, mesma condicao inicial e mesmo pontojadiéiterio. Para tanto, a tenséao
de referéncia foi estabelecida em 18() o primeiro valor da resisténcia de carga foi@0e
a matrizQ utilizada foi a mesma descrita no Capitulo 3. Aos§, a resisténcia de carga foi
alterada para 1d@] e, aos 50mg, este pardmetro foi alterado para/@%.

A Figura 14 apresenta o comportamento transitério das duésveis de estado do conver-
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sor controlado pelo Teorema 8. O primeiro eixo mostra o yalmfongo do tempo, da corrente
do indutor e o segundo, da tensédo de saida. Como esperadmeirprtransitério foi o que
apresentou maiores varia¢des de tenséo e de corrente @demdr diferenca entre a condi-
¢3o inicial e o ponto de equilibriex. = [5 150 §'). Aos 25mq a resisténcia de carga muda
de 50Q] para 100Q], o que representa uma reducdo de 50% da carga. Nota-se dee rap
mente a corrente € reduzida, estabilizando-se em seu ntmradeaequilibrio, correspondente
a 2 3615/A]. Apesar de o valor da tenséo de equilibrio ndo ser alteradegi@u no parametro
incerto causa um pequeno aumento transitorio nesta vadéwstado, que logo inicia a con-
vergéncia de volta para o valor de equilibrio. Aogr8§ ocorre nova variagdo do parametro
incerto, desta vez de 100] para 29Q], quadruplicando a carga do conversor e alterando o va-
lor de equilibrio da corrente no indutor para 111[A]. Os efeitos observados neste transitorio
s&o analogos aos do anterior, apenas com intensidade reaiatido lembrar que a corrente

apresentada na Figura 14 é a corrente no indutor, ndo ntoragescarga, por isso sua variagao
nao é diretamente proporcional a da carga.

Figura 14 - Resposta transitoria da corrente no indyt@) e tensdo no capacitag(t) sob

variacdo do parametro incerto para o conversor CC-CC Boostalado de acordo
com o Teorema 8.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

No primeiro intervalo da simulacéo, o valor do parametreitee a condi¢&o inicial foram
0S mesmos utilizados para o teste do Teorema 2. Este e o Te8rapnesentam propostas dife-

rentes, ja que o Teorema 2 ndo considera incertezas do aigBamisso, ndo faz sentido o uso
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dos parametros de desempenho para comparar estes teokéesaso assim, estes valores se-
réo apresentados aqui apenas para situar os resultadissgiira o Teorema 8, que apresentou
custo garantido (189) igual a 1,0003, custo medido iguaft@a8h e tempo de estabelecimento
de 5292mg. O Teorema 2 apresentou, respectivamente, os valores03%90,4759 para
os custos garantido e medido. Ja o tempo de estabelecinerde §362mg. Observa-se
que, como esperado, o teorema de controle robusto aprasemteonaior custo garantido, o
que ocorre pois a robustez demanda mais restricdes a matkiesmo assim, o desempenho
transitério foi muito parecido, tanto nos valores de cuséalitho e tempo de estabelecimento
quanto na trajetoria percorrida (definida pela superfieie@slizamento criada pelo teorema).
Vale destacar que, como os teoremas se aplicam a sisteragntkfs, sendo o Teorema 8 apli-
cado ao sistema aumentado, esta comparagdo so é poss$vel pato, estabelecido para o
conversor Boost no Capitulo 3 e também utilizado no presm&péulo, leva em consideracéo
apenas uma das variaveis de estado, a tensédo no capaa@téragariavel de interesse. Mesmo
assim, como ja observado, estes valores ndo devem ser tsg@do uma medida direta para
a comparagao entre os teoremas, pois estes apresentamtpsogiferentes, sendo o Teorema
8 aplicavel a sistemas com incertezas.

Observou-se que a proposta do controle robusto foi atenagida vez que sem o conheci-
mento da resisténcia de saida e, inclusive com sua variag@stema permaneceu estavel e a

variavel de interesse permaneceu em seu valor de referéncia

4.3.2 Conversor CC-CC Buck

Nas simula¢cbes desta subsecéo, o Teorema 9 serd empregadmmmiaolar o conversor
eletrénico de poténcia Buck, que é um conversor CC-CC rallande tenséo e apresenta duas
variaveis de estado e dois subsistemas. O diagrama dauesttgiste conversor é apresentado
na Figura 15, observando-se que, neste modelo, é considanasisténcia parasita do indu-
tor (r.). As matrizes de seu modelo chaveado afim em espaco de estadtiyme (1), séo
apresentadas em (223):

—r /L —1/L —r /L —1/L
| yc  -1/RC] | 1)c —1/RC|
By = [1(/) - By— |° (223)

Neste sistema, as variaveis de estado sdo a corrente norifid(t)) e a tenséo no capacitor
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(vc (1)), assim, o vetor de variaveis de estado é dado por:
!/ . !/
X(t) = X0 ®) 20| = i) ve)]- (224)
O conjunto de possiveis pontos de equilibrio (11), desentdDEAECTO et al., 2010), é dado

por:

. . . \Y
Xr = {['Lr ver] tver =Riy,  0<ipy < (I'L-ER) } (225)

Figura 15 - Diagrama do circuito elétrico do Conversor CCELEK.
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Fonte: Mainardi Janior (2013)

Assim como no caso do conversor Boost simulado na subse¢@&aoano parametro in-
certo sera a resisténcia de carg, (Que pode assumir qualquer valor enRgn € Rnax OS
parametros de projeto utilizados serdo os mesmos propastddainardi Junior (2013, Cap.
5), dados por:

Vg=w=100V], Rmin=20[Q], Rmax=150Q], r_=1[uQ], (226)
L=4,2[mH], C=833[nF].

Portanto, os limites do conjunto incerto de todos os posspantos de equilibrio do sistema
(168) sdo obtidos ao se aplicar os valores extremos do paimeerto ao conjunto (225).

A variavel de interessexi) do controle é a tensédo de saida, portanto, a variavel a ser
filtrada para compor o sistema aumentado é a corrente namdufiltro utilizado € o mesmo
cuja funcéo de transferéncia foi apresentada em (220).mAss matrizes que constituem o0s
vértices do sistema incerto na forma (162) sdo descritas@aba

-, /L -1/L 0 —r./L -1/L 0
Ai1=A2=| 1/C —-1/RnnlC O |, Aun=Ax=| 1/C -1/RnaC 0 |,
1/t 0 -1/t 1/t 0 -1/t
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1/L 0 1/L 0
Bi1t=| 0 |, Bi2= 0|, Ba=| 0|, Bx=|0], (227)
0 0 0 0

sendor =1/ (RyC) e R = (Rmin+ Rmax) /2. No caso do sistema expandido, o valor de equili-
brio da variavel filtrad;) € o mesmo valor de equilibrio da corrente do indutor (vafigye),
calculado em (225). Pelas caracteristicas do sistemapplveera o mesmo descrito por (222).

A primeira simulacao foi realizada trés vezes, sendo queasa ama das vezes foi uti-
lizado um valor de referéncia diferente para a variavel derésse, a tensdo de saida. Es-
tes valores foram 2%, 50[V] e 75V]. Nota-se que todas estas simulacdes foram realizadas
utilizando-se a mesma matizencontrada pelo Teorema 9, em conformidade com o Comenta-
ro 2.

O comportamento das duas variaveis de estado do conversioineéo do tempo € apre-
sentado na Figura 16. Para cada simulagdo ha um padréofiespeeirepresentacdo das cur-
vas: tracejado vermelho, continuo azul e pontilhado veraie, as tensdes de referéncidVrs
50[V] e 25)V], respectivamente. O valor da tenséo de referéncia condepte a cada padréo
é visualizado no segundo eixo da figura.

Assim como na subsecédo anterior, a simulacdo foi divididarémintervalos de tempo,
com um valor diferente da resisténcia de carga para cad&aide No primeiro intervalo, de
0[mg a 05[mg, a resisténcia de carga foi de [88), nos dois intervalos seguintes, de mesma
duracéo, a resisténcia de carga foi alterada, sucessitanpana 10(Q] e 25/Q]. A condigdo
inicial foi x(0) =[000".

E interessante observar que, neste exemplo, a proporgierti entre os valores de in-
dutancia e capacitancia se comparados aos utilizados werson Boost do exemplo anterior
faz com que a oscilacdo da corrente no indutor no primeirssii@io seja menor, além disso,
as oscilacdes na tensdo de saida sdo maiores durante géesda resisténcia de carga. Isto
permite uma melhor visualizacéo do fato de que a variacaaingetro incerto interfere ins-
tantaneamente na tensdo de saida do conversor e 0 contoleapatuar para ajustar esta va-
ridvel sempre no mesmo valor de referéncia enquanto a ¢emenndutor converge para seu
novo valor de equilibrio. Neste caso, a corrente média dotamdem regime permanente, é
igual a corrente de saida, por isso a corrente de referéadraddtor, para cada intervalo, foi
diretamente proporcional a carga naquele intervalo (ersaveente proporcional ao valor da
resisténcia).

A Figura 17 apresenta o plano de fase considerando as du@seisde estado do conver-
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Figura 16 - Resposta transitoria da corrente no indutoy e tenséo no capacite (t) sob vari-
acao do parametro incerto para trés pontos de equilibrigjatizss para o conversor
CC-CC Buck controlado de acordo com Teorema 9.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

sor. Os padrdes das linhas estabelecidos na Figura 16 s&tamospaqui. O simbols indica
os pontos de equilibrio do conversor, havendo trés pontesjdiibrio para cada uma das trés
tensdes de referéncia. Como esperado, todos os trés pernggsiitibrio para uma mesma ten-
sao de referéncia apresentam o mesmo valor de tenséo, c@agéeano valor da corrente de
acordo com o valor da resisténcia de carga (parametro @)c€onsiderando que o Teorema 9
utiliza o sistema aumentado, com trés variaveis de esta@oé possivel plotar a superficie de
deslizamento sobre este plano de fase.

Conforme citado no Comentario 3, o Teorema 9 ndo dependerdwcimento prévio da
entrada externev que compde o termo afim, isto quer dizer que, mesmo haven@gdas na
entradaw, este teorema € capaz de manter o sistema estavel e mantévelvde interesse
em seu valor de referéncia. Na prética, isto significa quemmegue a tensdo de alimentagéo
do conversor (variavély na Figura 15) sofra alteracoes, a regra de chaveamenta swddas
condicbes do Teorema 9 é capaz de manter a tenséo de saidavdsoo constante.

Para observar mais esta forma de robustez do Teorema 9, wanainlacdo do conversor
Buck foi realizada, mantendo como referéncia para a tens&aida o valor de U] e tendo
a origem do espaco de estadrgd) = [0 0 0") como condig&o inicial. A nova simulagéo teve
duracéo total de 8[mg, apresentando duas alteracdes na resisténcia de cargaatduacoes
na tensdo de alimentagdo. O valor inicial da resisténcieadgadoi de 50Q| e o da tenséo
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Figura 17 - Plano de fag@_(t) x vc(t)) para o conversor CC-CC Buck controlado de acordo
com o Teorema 9 sob variacdo do parametro incerto para tréegpde equilibrio
deseiados.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

de alimentagéo foi de 109]. Aos 075[mg a tensdo de alimentacgéo foi reduzida pard/$p

aos 15[mg a resisténcia de carga foi aumentada para/@Q0Ono tempo 25[mg a tensao

de alimentagéo foi novamente alterada, mas desta vez edaypasser regida pela equacao
w = 50(sen(2r1100Q) + 2,01) [V], que corresponde a uma senoide que oscila a uma frequéncia
de 1]kH] entre 505[V] e 1505 |V]. Finalmente, aos [8ng a resisténcia de carga volta ao valor
de 50Q].

A Figura 18 apresenta nos dois primeiros eixos, em fungaerdpa, a corrente no indutor
e a tensdo no capacitor (tensdo de saida). O terceiro eixdiéade a apresentar o valor
instantaneo da tenséo de alimentacado do circuito. Ja cocgiad da figura apresenta a saida de
um filtro de média cuja entrada € o indice do subsistema ealedd pela regra de chaveamento
(o). Considerando que sobre a superficie de deslizamento (mgueo ponto de equilibrio)
0 sistema esta constantemente em chaveamento, ndo é vewelsentacao grafica do valor
instantaneo da saida da regra de chaveamento. Em vez dissregsante a apresentacao do
valor médio deste sinal, de forma que seja possivel visaraiponderacao entre os subsistemas
na composicao da combinacdo convaxaEste parametro é analogo a razéo ciclica utilizada
no acionamento de conversores via modulacdo PWM (do inglése-Width Modulation
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Figura 18 - Valores da corrente no indutor, tensdo no capacésisténcia de carga, tensao de
entrada e combinagdo convexa dos subsistémadurante a simulagéo sob varia-
¢éo do parametro incerto e da entrada para o conversor CCuClCeBcontrolado
conforme Teorema 9.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Aos 075[mg de simulacéo, nota-se que mesmo a variagdo em degrau da tlenamen-
tacdo praticamente ndo causa efeitos nas variaveis degstadorque a combinacao convexa
equivalente entre os subsistemas é instantaneamentedaysla regra de chaveamento. Esta
variacdo da combinacédo convexa € um reflexo da mudanca dontorge possiveis pontos
de equilibrio(x;). Aos 15[mg, quando ocorre o0 aumento da resisténcia de saida, o efeito
nas variaveis de estado é o mesmo observado na Figura 16 goigsode-se observar, tam-
bém, a rapida oscilacdo da combinacgéo convexa equivalaraate o transitorio. A partir dos
2,25[mg a tensé&o sofre uma variagdo em degrau d¥ bpara 15QV] e passa a ser oscilante.
Deste ponto em diante, nota-se que a combinagdo convexalsmie entre os subsistemas
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também oscila, compensando a variagdo da tenséo. Finalnaest3mg ocorre outra variacao
na resisténcia de carga, voltando dos [{f(Qpara os 5(Q|, assim, a corrente volta ao valor
do primeiro intervalo de tempo. Durante toda a simulacdadsteraa permaneceu estavel e a
tensao no capacitor, que € a variavel de interesse, masgas@n 0 mesmo valor de equilibrio.

Uma particularidade deste sistema € que a razao entre esvdmequilibrio das variaveis
de estado é afetada pelos parametros do sistema, mas n@&@nfpatia externa. Isto quer dizer
que, se nao houver variagcdo de nenhum parametro do sisteamgiajhouver uma mudanca no
valor da entrada, o conjunto de possiveis pontos de eqailiiy) seré alterado, contudo, se no
novo conjunto ainda houver um ponto de equilibrio onde avatide interesse tem o0 mesmo
valor anterior & mudanca, entdo as demais variaveis tamtagrterdo seus valores neste ponto
de equilibrio. Esta é a raz&o pela qual a corrente no indatobém nao sofreu alteracéo
com a variacao da tensédo de entrada. Mesmo assim, o quartdaeixigura 18 indica que o
controlador precisa adaptar o chaveamento entre subsisigana manter o sistema estavel (e
no ponto de equilibrio desejado).

4.3.3 Sistema Arbitrario

A fim de expor melhor a interferéncia da variagédo da entvaea robustez do Teorema 9 a
esta variacao, foi realizada uma simulagédo com um sistelnagaio, no qual tanto a variagéo
do parametro incerto quanto a variacdo da entrada exteusarramudancas na razao entre o
valor da variavel de interesse e os valores das demais garidv ponto de equilibrio desejado.
Este sistema, jA aumentado, é descrito pelas matrizesabaix

238095 —2,38095 0
A;=10> | 720288 —666933 0 ,
0 193625 193625

238095 —2,38095 0
A1 =107- | 720288 —400160 0 :
0 193625 193625

(238095 —2,38095 0
A1>=107- | 120048 666933 0 :
0 193625 —193625
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(238095 —2,38095 0
A =107 | 120048 —400160 0 ,

o 193625 —193625
23809 2 28571
Bi1 = Boy = 107 {2,38095 , Bio= By =10 0 : (228)
0 0

sendo que a incerteza esta na variavel da segunda linharsecpluna.

Por se tratar de um sistema arbitrario, ndo ha grandezaadiassociadas as suas varia-
veis, por isso elas ndo apresentam unidades de medida. déasastema, considerou-se como
variavel de interesse a primeira variavel de estado, prtanvetorJ associado ao projeto de
controle é dado por:

J=[0117]. (229)

Pelo mesmo motivo, a matr@ utilizada visa a otimizar o desempenho transitorio da prame
variavel de estado. Esta matriz, ja aumentada, € dada por:

Q= (230)

o O Bk
o O O
o O O

A simulacdo realizada teve duragdo den§, tendo como condigéo inicial a origem do
espaco de estados, o valor inicial da variavel incerta-#00160 e o da entradafoi 100. A
Figura 19 é similar a Figura 18, apresentando nos dois paseixos, em funcéo do tempo, as
variaveis de estadqq) (t) ey (t). O terceiro eixo apresenta o valor instantaneo da entwvada
e o0 quarto eixo da figura mostra o valor filtrado da saida da mgichaveament@y.

Aos 25[mg de simulagdo, o pardmetro incerto é alterado pa680240. Imediatamente,
nota-se que a combinacao convexa equivalente entre ostawhas sofre significativa alteracéo,
a segunda variavel de estado passa por oscilacdo e seieatabiin valor inferior ao valor
de equilibrio anterior, ja a variavel de interes(x@l)), como esperado, permanece com seu
valor de equilibrio constante. Aogmg, a entradav tem seu valor alterado para 80 e desta
vez, diferentemente do que ocorre no caso do conversor Bus&gunda variavel de estado
tem seu valor de equilibrio alterado, o que indica que o novjunito de possiveis pontos de
equilibrio ndo mantém a mesma propor¢ao entre as variayestddo na ocorréncia de variagdo
da entrada. Mesmo assim, conforme indicado pelo ComenBarioregra de chaveamento
projetada por meio do Teorema 9 manteve a variavel de iser®® seu valor desejado e o
sistema permaneceu estavel (convergiu para o novo valajudiébeio da segunda variavel de
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estado).

Figura 19 - Valores da variavel de estagyg, variavel de estadg), parametro incerto, entrada
e combinagdo convexa dos subsisterfrasdurante a simulagdo sob variagdo do
parametro incerto e da entrada.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

4.3.4 Conversor CC-CA Inversor Monofasico

Como observado no Comentario 2, o Teorema 9 permite a vardig@onto de equilibrio
desejado durante a operacdo do sistema. Esta caractedétie oportunidade da aplicacédo
deste teorema no controle de, entre outros, conversordSAZChamados de inversores. Para
tal aplicacdo, o ponto de equilibrio desejado é constamtamariado para gerar uma tensao
alternada na saida do conversor. Devido as vantagensgagitam controle baseado em super-
ficies de deslizamento é propicio para este tipo de apiic@ALESANI et al., 1996) e, como
ja descrito neste trabalho, o Teorema 9 é adequado parag@s com ponto de equilibrio
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variavel, além de apresentar robustez a incertezas pareasélo sistema controlado.

Para observar a variagdo do ponto de equilibrio desejadedtizada a simulagdo de um
inversor monofasico em ponte, conforme Figura 20. Estersovepor apresentar a mesma
configuracdo dos elementos passivos (indutor e capadion)caracteristicas similares as do
conversor Buck, apresentando as mesmas duas variaveitade,etescritas em (224), porém,
seu modelo é composto por trés subsistemas. Adotando-sma fte representacéo utilizada
em (MALESANI et al., 1996), para fins de modelagem, o mesmeeasor pode ser descrito

pela Figura 21.
Figura 20 - Diagrama do inversor monofasico.
L ry
— Y Y Y\ E
N \
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Vg:: p— I:I R

Jo s

Fonte: adaptado de Malesani et al. (1996)

Figura 21 - Circuito equivalente do inversor monofasico.

Ve 1 L vy
v, 15 -
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Fonte: adaptado de Malesani et al. (1996)

Considerando a resisténcia de cafigacomo parametro incerto, os valores dos parametros
do sistema sdo os mesmos utilizados na simulacéo do conBerdg apresentados em (226). A
variavel de interessegint) do controle é a tenséo de saida, assim, a variavel filtradacparpor
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0 sistema aumentado é a corrente no indutor. O filtro utibzedh a fungéo de transferéncia
(220), senda = 1/ (RnC) e Rn = (Rmin+ Rmax) /2 € 0 vetord é dado por (222). As matrizes
que compdem os vértices do sistema incerto aumentado, sé&dddes abaixo:

/L -1)L 0
Aig=Ai2=A13=| 1/C -1/RnwC 0 |,
1/t 0 —1/1]
/L —1/L 0 |
Ay =Ap=~Ax3=| 1/C —-1/RpaC 0 |,

1/t 0 —1/1]
[1/L] 0] [ 1/L]
Bii=| 0|, Bi2= 1|0, Biz=| 0 |,
i 0 | _0_ i 0 |
[1/L ] 0] [ 1/L]
Boi=| 0|, Bx=|0|, Biz=| 0 |. (231)
i 0 | _0_ i 0 |

A Figura 22 apresenta os resultados da simulagédo destmaistantrolado pela regra de
chaveamento proposta no Teorema 9. No primeiro e segunde @gxfigura, sédo apresentados,
respectivamente, a tenséo de saida e a corrente no indutwedsor. O terceiro eixo apresenta
o valor da resisténcia de saida (parametro incerto), eng@aguarto eixo apresenta a tensao
de entrada. Nesta simulacdo, foi estabelecido que a teres&aida (varidvel de interesse)
seja senoidal, com frequéncia de $i8@ e amplitude de 5[¥/|. A simulacgéo realizada teve
duracéo de Bng, sujeita a variagbes no parametro incerto (resisténciadgpe na tenséo de
alimentagao do circuitdf), os valores inicias da resisténcia de carga e da tensaornécao
foram, respectivamente, D] e 100V] e o estado inicial fok(0) = [0 0 §'. No tempo 05[mg,

Vy foi reduzida para 5], aos 4mg, a resisténcia de carga foi alterada para[@)0aos
3 5[mg a tensdo de alimentag&o sofre um aumento em degrau pajd]¥passa a oscilar
senoidalmente entre $2] e 152V] e com frequéncia de[kHZ. Finalmente, aos [ng, a
resisténcia de carga volta ao valor d§Gp

Ao analisar a Figura 22, percebe-se que enfne2e 4]mg, intervalo em que a resisténcia
de carga foi maior, a corrente no indutor, que nao é a vardéhteresse, teve a amplitude
reduzida, mantendo, contudo, a forma de onda senoidal.nButada a simulagéo, percebe-
se que a tensao de saida mantém seu formato desejado mesnas saniacdes da tensao
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Figura 22 - Valores da corrente no indutor, tensdo no capao#sisténcia de carga e tenséo de
entrada durante a simulag&o sob variacdo do parametraoarecda entrada.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

de entrada e da resisténcia de carga, apresentando apeagequena e esperada distorcédo
no momento da variacdo da resisténcia de carga. Isto indie@ gombinacdo convexa entre
0S subsistemas esta constantemente sendo ajustada paldeethaveamento para manter o
sistema estavel e rastrear o valor de referéncia da vadévateresse.

4.4 ConclusOes Parciais

Este capitulo prop6s dois teoremas para o controle robastistémas chaveados afins com
incertezas parameétricas. O Teorema 8 assegura a estdbiidsintotica de um sistema incerto
com o custo garantido (189) para um valor predeterminadadavwel de interesse. O Teorema
9 assegura a estabilidade assintdtica de um sistema irmeTt@ custo garantido (189) para

qualquer possivel valor de equilibrio da variavel de irdsee

Como ja tratado neste trabalho, as regras de chaveamenteailemas criam superficies
de deslizamento, o0 que agrega aos teoremas propostos assagntagens do controle por
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modos deslizantes, garantindo, ao mesmo tempo, a vantagenveniéncia de se fazer o pro-
jeto do controlador via LMIs, visto que o projeto tradicibda superficies de deslizamento
exige grande conhecimento especifico do sistema a ser leautrGIRA-RAMIREZ; SILVA-
-ORTIGOZA, 2006, Cap. 3). Assim, a principal contribuicdeste capitulo foi a proposta
de teoremas para o controle de sistemas chaveados afinslepaentincertezas paramétricas
do sistema e variagcdes na entrada externa (entrada ndolada)t Estes atributos sdo muito
importantes e desejaveis no controle de conversores degmt@rincipalmente quando apli-
cados na geracao a partir de fontes alternativas de enengian@bilidade elétrica (TAVAN et
al., 2020), pois, nestes casos, tanto as caracteristisa®i@s, quanto das cargas, ligadas a
entrada e a saida do conversor, respectivamente, podesnarfiacdes constantemente. Outra
importante vantagem dos teoremas propostos € que, apesaliakdo de filtros passa-baixas
para a criagao dos sistemas aumentados, estes filtros pedamptementados vihardware
reduzindo a necessidade de esforco computacional em temlpacorrida no caso da utilizagéo
de observadores.

Ainda h& bastante a se explorar nos teoremas ja propostosénaha espaco para apri-
moramentos. Uma das primeiras opcfes a se analisar é o édeutmlor das variaveig, de
(151) er, de (220), na factibilidade e otimizacado do desempenhoewsinas propostos. En-
tdo, uma opcao de continuidade do trabalho é a aplicacdcdiedé meta-heuristicas para a
escolha mais adequada destes parametros, assim comddaidei a aplicacao da Evolucéo
Diferencial em (BOCCA et al., 2020). Outra opc¢éo de contlade do trabalho é tentar empre-
gar outras fungdes de Lyapunov para flexibilizar as condigios teoremas, como fung¢des de
Lyapunov-Metzler, ou fungdes de Lyapunov dependentes idereros.

Finalmente, as contribui¢cdes deste capitulo podem sevrxdas para o controle de topolo-
gias menos convencionais e que representam um maior desédicnécas de controle classico,
como a topologia proposta em (BIZARRO et al., 2015).
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5 LIMITACAO DA AMPLITUDE DE VARIAVEIS DE ESTADO

Este capitulo tem por objetivo analisar a restricdo da cedéoperacédo dos sistemas da
classe (1). Mais especificamente, sera estudada a reste¢éoma de um hiperplanbe R"*
que limita o valor admissivel de uma das variaveis de esfeddimitacao é util como medida
de seguranca para que valores maximos de operacao néo #eggrassados em plantas fisicas
e, em alguns casos, também pode ser (til para representalimitagéo natural de certos
sistemas, como ocorre quando um conversor eletrénico paggarar no modo de conducéo
descontinua (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2007). Portanto, mesapitulo serdo apresentadas
condi¢des necessarias para a garantia da limitacao e parardig da estabilidade dos sistemas
perante esta limitagdo de uma das variaveis de estado.

5.1 Condicles para a Limitacéo do Vetor de Estado

Como ja citado, nas condi¢des de restricdo da regido degimeadordadas neste capitulo,
o0 estado do sistema ndo podera ultrapassar o hiperflgone seré descrito pelo valor extremo
admissivel para ag-ésima variavel de estadg§)), de forma que:

A={EcR": &g =0, qeKn}. (232)

Deve-se observar que, neste contexto, "ultrapassar'erséen atravessé no sentido de se
afastar da origem do espaco de estados. O hiperflaa regidd\s, que sera apresentada no
Lema 5 estao representados na Figura 23.

Para a andlise de tal limitac&o, sera verificada a relac@® entampos vetoriais dos sub-
sistemas:

f(E)=A(E+%)+Bw=Ax+Bw,  ieKy, (233)

e o vetoré;ortogonal ao hiperplanfy, sendo que&; denota um veton x 1 com 7" no g-ésimo
componente e "0" nos demais. Ou seja, € 0 vetor que vai danodgeespaco de estados até o
hiperplanA.

Para o Lema a seguir, considere (WQE) € a funcao de Lyapunov para o subsisteitia "
isto é:
Vi (&) = 28'P (Aix+Biw). (234)
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Lema 5. Dado um sistema da clasgg), com funcdo de Lyapunov(¥) = &'P¢ e controlado
por uma regra de chaveamento

o (x) =argmin (% (§)), (235)

ieKn

que torna o ponto de equilibrig = 0 assintoticamente estavel. Uma condicdo suficiente
para que este sistema nao ultrapasse o hiperplarem certa regido do espaco de estados e
mantenha-se assintoticamente estavel é que, pelo menosnéncia de chegar ao hiperplano
(¢ — A), o sistema seja controlado por uma regra de chaveamentipdo t

o (x) = argmin(F (£)) , 1 € L(¢) #0, (236)

sendo o conjunto £) definido como:
L) ={ieKn: f(§)&<0 e Vi(§)<0, Eea}. (237)

A regido deA para a qual o conjunto &) # 0 passa a ser chamada dg;, sendo definida

Ccomao:
Ds={E€R": Eq =0, L(&§)#0}. (238)

Demonstracédo. Considerando que todos os indices contidos no conjuiifg kepresentam
subsistemas cuja derivada da funcéo de Lyapunov é nega&tinap, para qualquer possivel
valor deoy (X), 0 sistema sera estavel.

De maneira andloga, o fato de o produto escalféf) £; ndo ser positivo, indica que o
campo vetorial if(¢) ndo possui componente que tenda a atravessar o hiperg@ldarendo o
sistema extrapolar o limite imposto ao seu vetor de estadsind conclui-se que, nas condigdes
do Lema 5, o sistema é assintoticamente estavel e ndo ulsapa@m qualquer regido na qual
L(&) +# 0, regido denominadag.

t

Como ja discutido, considerando que os sistemas da claseédqlpresentam entrada de
controle, seu comportamento pode apenas ser determinkdesgelha de qual € o subsistema
ativo a cada momento. Sendo assim, é possivel que, parandetda regido do espaco de
estados, seja impossivel evitar que o estado ultrapassemieado hiperplani. Por isso, é de
suma importancia determinar uma regiao de condi¢des imimteespaco de estados para a qual
haja a garantia de que, quando o estado do sistema estitey dessa regido, ele sera estavel
e §(g) hunca ultrapassara o valgrou seja, a limitacdo descrita no Lema 5 sera efetiva.
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Define-se comaZy, uma curva de nivel da funcdo de Lyapunov com valor arbitr@re
comoQ a regiao elipsoidal que engloldg; e seu interior, tal que:

Q:={&(t)eR": &PE < ¢}. (239)

Consequentemente, definingg como sendo o menor valor da fungéo de Lyapunov sobre o
hiperpland), tem-se que a regida,, dada por

Qo:={&(t) eR": &'PE < ¢o}, (240)

tangencia\ e a interseccao destas duas regides corresponde a um Unioo po

Lema 6. SejaQs a maior regido elipsoidal para a qual a condigcéo
(QNA) C A; (241)

é satisfeita para uma regido cone&g, entao, para qualquer condi¢éo inicial descrita por

{ E(0eQs e &q(0) g? Sel >0, (242)
> L,

E(0€Qs e &g (0) Sel <0,

0 sistema, se assintoticamente estavel e regido por uma dEychaveamento do tid@36),
respeitara a limitac&o do vetor de estado.

Demonstracdo. Considera-se que o sistema € assintoticamente estavéanpoy para qual-
quer condicédo inicial dentro da regiaQg, o estado do sistema nunca deixara esta regiao
eliptica. Além disso, devido a convexidadelde ha uma Unica regidd s para a qual se pode
encontrarQg. Ainda, de acordo com a relacgao:

VEEQs: &g =0 = &g, (243)

tem-se que todo vetor de estadoClg contido no hiperpland\, esta também contido efyy.
Assim, conforme o Lema 5, a limitacdo do estado sera efetiva.

t

Nas condi¢cdes do Lema 6, existe uma parte da regiao elip€lgue ultrapassa o hi-
perplancA. Mesmo assim, devido a regra de chaveamento, o estado fasrifora condigdo

fq <t
Comentario 4. E interessante notar que a condi¢&®41) s6 ocorre nas vizinhangas de um

ponto de tangéncia ent#® e uma curvaly, (pontog,). Devido a convexidade das curvas de
nivel da fungéo de Lyapunov, este ponto é Unico, assim coegidog) ;.
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As definicdes tratadas até o momento neste capitulo, sdmadas na Figura 23 para o
caso de um sistema com duas variaveis de estado. Nesta figpmeséntado, sobre 0 espaco de
estados, o ponto de equilibrio desejado do sistema, mapcmdon asterisco. A elipse centrada
no ponto de equilibrio delimita a regi&y, a linha continua vertical representa o hiperplano
e a linha tracejada indica a regifg, que é um subconjunto de

Figura 23 - llustracdo d&, Ag, Ly € Qg.

A a(z)

5
r d

A &)
/

Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Utilizando os Lemas 5 e 6, € possivel estabelecer uma regriaadeamento e uma regido
de condigdes iniciai<iz) de forma que o sistema chaveado afim seja assintoticanstétek
e seu estado respeite a limitagdo do valor extremo de umaadidseis de estado. Contudo,
a regiaoAg nao € o Unico subconjunto deonde € possivel limitar o valor dgy). Por este
motivo, na sequéncia serao propostas condicdes para defiairegiadl,, analoga a\g, €,
consequentemente, expandir a regido de condicdes inpaagsa qual a limitagdo d& €
garantida.

Sabe-se que quando um sistema chaveado sofre a comutagiisezrg subsistemas com
uma frequéncia suficientemente elevada, ele pode passac@mmrtar como um sistema
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modelado pela combinacédo convexa entres os subsistem&@KSVPELETIES; DECARLO,
1994; BENGEA; DECARLO, 2005; BENEUX et al., 2019), como npresentacédo (8). Este
sistema é comumente chamado de sistema médio, ou sisterexificado (BENEUX et al.,
2017). Assim, é possivel projetar leis de controle parasestiema médio e aplica-las no sistema
chaveado (BENGEA; DECARLO, 2005; BENEUX et al., 2019).

A lei de controle consiste em determinar o valor do vetos Ay que torne o sistema
estavel. Para se adequar a limitacdo do vetor de estad@epsepgue, quando o estado estiver
sobre o hiperplan@ e tendendo a ultrapassa-lo, esta lei de controle estabeteggampo
vetorial f) (§) paralelo ao hiperpland e que a derivada da fungédo de Lyapunov associada
a este campo vetorial seja negativa.

Lema 7. Dado um sistema da clas§®), com funcéo de Lyapunov(¥) = &’P¢ e controlado
por uma lei de control@ (&) que torna o ponto de equilibri® = 0 assintoticamente estavel.
Uma condicao suficiente para que este sistema néo ultragakgeerplanoA em certa regido
do espaco de estados e mantenha-se assintoticamente ésfines quando o sistema atingir o
hiperplano € € A), o sistema seja controlado por uma lei de contrdjeé ) tal que:

M(&)={AeAn: (&) CA V)-<0, &ecA}. (244)

A regido deA para a qualA; (&) existe, € denominad .

Demonstracao.Considerando que a derivada da funcéo de Lyapunov do sisf@)sajeito a
lei de controleA;sempre sera negativa, entdo o sistema permanece assamh@ite estavel.

A condicéo de que o campo vetoriaéqu) deve estar contido no hiperpladg implica no
fato de que, quando regido pela lei de contrajg& ), o estado do sistema percorrefga mas
ndo o atravessara, garantindo a limitagdo. Assim, conskigue, nas condi¢ées do Lema 7, 0
sistema € assintoticamente estavel e ndo ultrapAssa qualquer regiaady; .

Lema 8. SejaQ; a maior regido elipsoidal para a qual a condigéo
(QnNA) C Ay (245)
é satisfeita para uma regido coneg, entéo, para qualquer condicéo inicial descrita por

{E(O)GQX e §q(0)<t Sel>0, 246
E0)€Q; e &q(0)>
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0 sistema, se assintoticamente estavel e regido por uma [wtrole do tipd244), respeitara
a limitagdo do vetor de estado.

Demonstracdo. Considera-se que o sistema € assintoticamente estavéhnpoy para qual-
quer condicédo inicial dentro da regiaQj, o estado do sistema nunca deixara esta regido
eliptica. Alem disso, devido a convexidadelde ha uma Unica regidd, para a qual se pode
encontrarQ;. Ainda, de acordo com a relagao:

VEECQr: §q == Echy, (247)

tem-se que todo vetor de estadoCg contido no hiperpland, esta também contido efy.
Assim, conforme o Lema 7, a limitacdo do estado seré efetiva.

t

Utilizando os Lemas 7 e 8, € possivel estabelecer uma leirtteod® e uma regido de con-
di¢Bes iniciais Q) de forma que o sistema chaveado afim seja assintoticansiateke seu
estado respeite a limitagdo do valor extremo de uma dasre#&ide estado. O Comentério 4
também se aplica a regi&b;. Na sequéncia, € proposto o Teorema 10, que tem por obj&tivo e
pandir a regido de condic¢des iniciais que garante a linotdgévetor de estado, e permitir que,
quando néo estiver na iminéncia do hiperplano limleq sistema atenda a alguma otimizacgéo

desejada.

Teorema 10. Seja dado um sistema da clag4¢ com entrada w constante, com funcéo de
Lyapunov M &) = &'PE, representado em sua forma conve8 SejaA; (&) € Ay 0 vetor

de coeficientes da combinac¢do convexa dos subsistemagrmer{f¥4) Sejao (&) € Ky
uma regra de chaveamento de acordo d@35) e sejaoy (&) € L uma regra de chaveamento
conforme(236). Entéo a lei de controld (&):

’A@)(s):l,i:o(f)} Se{s(><{ >0,
A (§)=0i#0(&)] § >0 £<0,
) E) = )\m(f):l,l:az(f)} Se{f<)ze_ (>0,L#0 (248)
My(&)=01#0(&)) @<t (<0 L#0’
3 E()Zg ¢>0,L=0,
A S o
\ ee), e{a)ge (<o0,L=0, "

torna o sistema globalmente assintoticamente estavelilorvetor de estado para qualquer
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condigdo inicial descrita por

$0)eQp e §q(0)< E_, Se£_> 0, (249)
f(O) €Qgy e E(q) (O) >/l Sel <0,
sendoQ a maior regido elipsoidal para a qual a condicéo
(QNA) C ((AzUly)) (250)

é satisfeita.

Demonstracdo.A prova da estabilidade do sistema deve ser feita observaads trés condi-
¢Oes de decisdo da lei de controle. A primeira condi¢cado aequandcfg < ‘ para6_> 0, ou

) > ‘, paraﬁ_ < 0. Nesta situacéo, a limitagcdo do vetor de estado ndo tem meahnterfe-
réncia no comportamento do sistema, assim, de acordo(2d8)o vetorA (&) tera um Unico
elemento com valor 1 e todos os demais com valor 0, 0 que éadepiie a aplicacao direta

da regra de chaveamen{@35). Assim, o comportamento do sistema e a prova da estabilidade
dependem apenas do teorema de criagcdo da regra de chaveament

A segunda condi¢édo ocorre quando o sistema esta sobre optgper de limitacao4) e
considera-se que o conjunto L ndo é vazio, ou seja, ha pelesnem subsistema simultane-
amente conV; < 0 e f -€7< 0. Neste caso, a lei de controle vai se comportar exatamente
da mesma forma que a reg(@36). Este é o comportamento ja descrito no Lema 5. Nesta
condicdo, o sistema € estavel e respeita a limitagcao do vkt@stado em toda a regidyy.

Na terceira condicdo, quando o sistema esta sobre o hipegtie limitacdo e o subsis-
tema com menor derivada da funcéo de Lyapu(\b(/f)) tem uma componente de seu campo
vetorial com sentido para fora da regido da limitac@ié, (€)-&;> 0), a regra de chavea-
mento(235)ndo pode ser utilizada, pois 0 sistema extrapolaria o hifgrpA. Além disto, se
n&o houver nenhum subsistema que atenda, simultaneanfigr(i) - £, <0 e\'/az(g) <0, ou
seja L= 0, a regra de chaveamen{@36)também nédo pode ser utilizada, pelo mesmo motivo.
Mesmo assim, dada a existéncia de uma combinacao coryexae gera o campo vetorial
fA-(§) C A e dada a caracteristica de estabilidade do sistema reptaserpor esta combina-
céo convexa(\'/,\[(f) < 0) , conforme o Lema 7, pode-se afirmar que, quando regido piedie le
controleA (&) = A;(&), o sistema é estavel e restringe o vetor de estado em todadm ug.
Portanto, esta provado que o sistema sera assintoticanmestéeel e ndo extrapolara o valor
extremo def(q) na regidaoAg UA;.

Considerando-se que o sistema é assintoticamente egpavalqualquer condicao inicial
dentro da regidaoQy, 0 estado do sistema nunca deixara esta regido elipticamAlé&sso,
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devido a convexidade d&,,, ha uma Unica regiéc(AauA;) para a qual se pode encontrar
Q. Ainda, de acordo com a relagéo:

VEEQg: &g == &cDzUN;, (251)

tem-se que todo ponto deg contido no hiperpland\, esta também contido e(mauAX).
Assim, a limitacao do estado seré efetiva.

U

O Teorema 10 ndo pode assegurar que o custo garantido setidomancaso de haver a
limitagéo do vetor de estado. Contudo, o fato de a lei de olenser alterada apenas quando
a variavel de estad§ atinge seu valor extremo tolerado permite que a trajet@isistema
permaneca o mais fiel possivel a trajetoria determinadaggia de chaveamento do tipo (235),
para a qual o custo era garantido. Assim, a otimizacdo davges#ho, proporcionada pela
consideracgdo do custo garantido nas condi¢des de projé&todiacontrole (235), esta presente
no Teorema 10.

O Teorema 10 faz uma andlise de condig¢fes suficientes pasejgugossivel estabelecer a
limitacao do vetor de estado e garantir a estabilidade bésantotica do sistema. A limitacdo é
imposta na forma de um hiperplano no espaco de estados ré&ssagte observar que limitagées
podem ser sobrepostas, criando mais de um hiperplano dagéwino espaco de estados.

A proxima sec¢éo apresenta um caso particular de limitacaetby de estado que ocorre
naturalmente devido as caracteristicas do sistema. Bsta¢fo pode ser analisada de acordo
com as analises do Teorema 10 para que seja possivel garasiabilidade assintética do
sistema, mesmo quando o sistema real tem um comportamergaaomplexo do que o do
sistema modelado.

5.2 Caso Particular: Modo de Conducao Descontinua em Conveores Eletronicos de
Poténcia

Uma situacao caracteristica de limitacdo do vetor de estadim comum em conversores
eletrénicos CC-CC é o chamado modo de conducéo desconhti2)( Isto ocorre, no caso
dos conversores tradicionais Buck, Boost e Buck-Boosthdoia corrente que passa pelo indu-
tor da topologia tende a ficar negativa. Neste momento, mdiatdsérie com o indutor comuta,
passando a bloquear a passagem de corrente. Ou seja, opstagiais a corrente no indutor
(que € uma das variaveis de estado) nunca sera negativa.
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Quando o MCD ocorre, o conversor passa a operar de uma mdifenente da ja mode-
lada nos demais subsistemas. Assim, no caso dos convecgass, € necessario modelar
um terceiro subsistema. Diferentemente dos subsistent@sores, ndo é possivel controlar
0 momento da ativacdo deste subsistema. Por este motivogeirtesubsistema ndo é con-
siderado na lei de chaveamento, contudo, é importante gueef considerado na andlise da
estabilidade.

Uma analise da estabilidade de um conversor Flyback, cufzsstemas sao idénticos aos
do conversor Buck-Boost, foi feita em Beneux et al. (2017¢std trabalho, foi comprovado
que, mesmo com a ocorréncia do MCD, o conversor permaneneeksbabe-se que no modo
de conducdo descontinua, a corrente dos conversores Eenanla, enquanto a tenséo de
saida é reduzida a medida que a energia no capacitor € dasipartanto, a trajetoria percor-
rida durante o MCD esta contida no hiperplakhpara o qual a variavel de estado correspon-
dente a corrente € nula. Assim, fazendo a analise da tiajei®sistema enquanto este terceiro
subsistema esta ativo com base nas curvas de nivel da fuadd@punovLy,, nos campos
vetoriaisf; (¢) e na Figura 24, Beneux et al. (2017) provou que nas regidesaguire o MCD
e sua trajetoria é instavel, a regra de chaveamento tradicgscolhe um subsistema estavel e
forca o conversor a deixar o modo de conducéo descontintamtgalo, assim, a estabilidade
do sistema mesmo perante a ocorréncia do MCD. Para maibelgtabnsulte (BENEUX et al.,
2017).

Figura 24 - Curvas de nivel d&(x) e campos vetoriai§ (¢ ).

Regido 1

Regido 4| Regido 3| Regido 2|

X(1)

Fonte: adaptada de (BENEUX et al., 2017)
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5.3 Exemplos

Nesta secao, serdo apresentados exemplos com a finalidddstide os lemas propostos
e verificar a capacidade do Teorema 10 de expandir a regiandigg6es iniciais para a qual a
limitacao do vetor de estado é garantida.

Para estes exemplos, sera considerado o modelo de um armelatsdnico de poténcia
CC-CC Buck, que apresenta duas variaveis de estado e dsistenas. Este conversor ja foi
apresentado no Capitulo 4, tendo o diagrama da sua estajitesentado na Figura 15. Seu
modelo chaveado afim em espaco de estados, conforme (1)ni&ldein (223).

Neste sistema, as variaveis de estado séo a corrente noriigt)) e a tenséo no capa-
citor (vc (t)), assim o vetor de variaveis de estado € dado por (224). @se#ios de projeto
utilizados serdo os mesmos propostos em (DEAECTO et al0)201

Vg=w=100V], R=500Q], r =2[Q], L=500uH], C=47quF].  (252)

Observa-se que neste modelo é considerada a resisténagtgpalo indutorr(). Para este
sistema, o conjunto de possiveis pontos de equilibrio (tiBdé pela equacao (225).

5.3.1 Limitag&o do vetor de estado

Este primeiro exemplo tratara os Lemas 5 e 6. Para tantoyskzrado o modelo matema-
tico apresentado em (223) com os valores de (252). Com adfauide melhor apresentar as
andlises e ganhos trazidos nesta secado, este exemploararsigtnas 0 modelo matematico,
ndo levando em consideragéo as limitagfes fisicas reésrardperagdo em um Unico quadrante
(tenséo e corrente positivas), caracteristica tipica digarsores CC-CC unidirecionais.

Neste exemplo, adota-se o seguinte valor de tensao de ssddmdb/ = 48 0769V],
cuja corrente correspondentg é= 0,9615A]. Portanto, o ponto de equilibrio desejadg é-
[0,9615 480769'. Os coeficientes da combinagéo convexa correspondentes;$&00,5
eAp) =0,5. Alei de chaveamento do tipo (235) utilizada enquanto adeshao estiver na
iminéncia de extrapolar o limit&q = ¢ seréa fornecida pelo Teorema 3.

Para exemplificar a analise apresentada pelo Lema 5, o aig&28) foi simulado para a
condicdo iniciak(0) = [0 0 e foiimposta a limitagdo a primeira variavel de estado @us).
Foi estabelecido que corrente ndo deveria ultrapassaood@R3A|, portantox ;) < (=25¢e
&(1) < 24,0385.

A Figura 25 apresenta o plano de fase obtido a partir da sg&olaNo eixo horizontal esta
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representada a primeira variavel de estado (corrente) emtioal, a segunda variavel de estado
(tensdo). Portanto, a representacao é feita em funcao diodesestada, ndo em funcéo dé,
sendo o ponto de equilibrio desejado representado por @nsastna cor preta. A linha vertical
na cor preta representa o hiperplah@232). A linha tracejada na cor vermelha representa a
regidoAs, que, neste caso, constitui-se de uma semirreta com inicimonto[25 —50]'.

A trajetéria em azul foi obtida para o Teorema 3 sem a imposiginenhuma limitacao ao
vetor de estado. J& a trajetéria em linha pontilhada, na ealey foi obtida para a condicao
estabelecida no Lema 5, restringindo o valor maximo da otareMais especificamente, foi
utilizada a mesma regra de chaveamento do Teorema 3, gastlino conjunto de possiveis
subsistemas a serem ativados ao se chegar no valor limaexparcomo estabelecido em
(236). E possivel observar que, de fato, na redigo a regra (236) limita o valor maximo
admissivel para a corrente. Observa-se, também que, qoasidiema nédo esti na iminéncia
de atingir o hiperpland@, a trajetéria percorrida é exatamente a mesma percorridaopeaso
onde ndo ha nenhuma limitag&o, por isso, neste caso, o aistartinua percorrendo a trajetoria
otimizada.

Figura 25 - Plano de fase - trajetorias para simulagdo semdigutacao do vetor de estado.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Depois de estabelecidas as condi¢gbes suficientes paratacmido vetor de estado, o
Lema 6 define uma regido de condigdes iniciais para as quaistagao do vetor de estado
sera garantida. Para a analise deste lema, uma nova simédagdalizada, tendo como Unica
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diferenca com relacdo a simulagéo anterior o valor do lipée a corrente, que passou a
ser de 15A. A titulo de analise, a Figura 26 apresenta as cule§ (&) - &7, que, para este
sistema, sdo retas, e as curvasvfleque sdo parabolas. Deve-se destacar que estas curvas
foram calculadas em funcao ag), mantendo-se;;) no valor 15, condicao correspondente

ao hiperplan@\. As curvas em azul referem-se ao subsistema 1 e as curvasreralive, ao
subsistema 2. Lembrando-se que a redig@xiste quando, para um mesmo subsistefi{d,) -

E[e\'/i sdo simultaneamente negativas. E possivel identificar nafegsta regido, representada
por linha tracejada na cor vermelha.

Figura 26 - Andlise das curvdgs(&) - E[e\'/i e da regiad\g.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Com base em (241), é possivel determidgre, consequentemente, a regido para a qual a
limitac&o do vetor de estado é garantida segundo o Lema froomapresentacao da Figura 27.
Esta figura expde o espaco de estados, apresentando, no pednd@o de linha preta continua
a linha vermelha tracejada, o hiperplafh@ a regidd\g, respectivamente. Adicionalmente,

a figura apresenta a regi&y, com formato elipsoidal na cor cinza e o ponto de equilibrio
desejado, marcado por um asterisco, que € o centro de todasvas de nivel, .
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Figura 27 - Apresentacao da reg@g descrita pelo Lema 6.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Pode-se observar que, neste caso, a rejf@mao é conexa, mesmo assim, como ja anali-
sado, existe uma Unica regify. Partindo de uma condicdo inicial fora ¢, pode ser que a
limitacao do vetor de estado seja respeitada (inclusivessipel notar que a regidy é muito
maior que sua interseccao cddg), contudo, isto ndo é garantido pelo Lema 6.

Finalizando esta analise, a Figura 28 apresenta as mesimasagdes da Figura 27, com
a adicado de duas trajetorias iniciadas proximas a bord@gze A primeira delas, em azul,
foi obtida para o Teorema 3, enquanto a segunda, em linhgdadec verde foi obtida para a
condicéo estabelecida no Lema 5, situagcao em que se veriiméagao da corrente.
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Figura 28 - Plano de fase - trajetérias para simulacdo sermdiootacéo do vetor de estado
com condic¢ao inicial dentro da regi&ly.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

5.3.2 Expanséo da regiao de condig¢des iniciais

Utilizando a regra de chaveamento (236) é possivel, de aoanth o Lema 6, estabelecer
a regiao de condi¢des iniciaid;. De acordo com o Lema 8, utilizando a lei de controle (244),
€ possivel estabelecer a reg{dp. Entdo, utilizando o Teorema 10 € possivel combinar as duas
leis de controle e maximizar a regido de condic¢des iniciakese garante a limitagcdo do vetor
de estado, chegando a regi@g,, que é maior ou igual a unido das duas regiées mencionadas
anteriormente.

Para exemplificar a capacidade de expansao da regiao de@esdiciais proposta pelo
Teorema 10, sdo apresentadas as Figuras 29 e 30 para a nme#agdbx ) < 15, ja explorada
no exemplo anterior. A Figura 29 é anéloga a Figura 26. O itapte a se observar aqui é o
surgimento da regiéfy, representada por linha tracejada verde, que ocorre ongi@lsampo
vetorial f) (§) C A e\'/;\I (&) < 0. Ou seja, regido onde é possivel encontrar uma combinagdo
convexa dos subsistemas que gera uma trajetéria estavetidacoo hiperplano da limitacao

).
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O calculo da regiaa; ¢ feito a partir da seguinte equacao:
0 _
A (AgX+Bu) + (1—A) (Axx+Bou) = [ ] ; X =4 (253)
X2

Em seguida, basta resolver a equacao referente ao priragimo tlos vetores (relacionada
a primeira variavel de estado) e determinar os limitexgiepara queA esteja entre 0 e 1.
Neste caso, estes limites foramp = —30 eXz = 70. Contudo, ainda se deve determinar
em que parte deste intervalo tem\lj;(f) < 0. Isto foi feito a partir da analise do sentido do
campo vetorialf,\[(é) com relagédo ao pontg,. Em todo o intervalo em que foi definido, o
campo vetoriarf)\[(f ) apontava para o sentido de crescimento da variavel de egtado em
analise numérica, verificou-se que o potitoocorre enx = [15 42’ Portanto Ay existe no
hiperplandA entre -30 e 42, conforme ilustrado na Figura 29.

Figura 29 - Andlise das curvds(§) - E[e\'/i e das regidels e Ay.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

O vetorfA[(E) C A existe para o intervalo de, de -30 a 70, contudo, ele sempre aponta
para o sentido de crescimento da segunda variavel de e§addo assim, este vetor é conver-
gente(\'/A[(E) < 0) apenas no intervalo de -30 a 42, sendo este o ponto de inf&csga regiao
elipsoidalQ, com o hiperpland. Na Figura 29 pode-se observar que a uniao das regiges
Ay existe para tod&(z) > —30.

Utilizando-se a unido das regidag e Ay a nova regido de condi¢des inicidlg; € deter-
minada de acordo com o Teorema 10 e apresentada na FiguraaBifjaa Figura 28. Na nova
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figura, a linha preta e a linha tracejada vermelha represemespectivamentéd e As UA;. A
elipse menor, com centro no ponto de equilibrio desejadonésana da Figura 27, que repre-
sentaQg encontrada considerando-se apehasJa a elipse maior, também centrada no ponto
de equilibrio desejado, representa a re@¥p E nitido o grande aumento, proporcionado pela
lei de controle do Teorema 10, na regido de condic¢des inipatia a qual se garante a limitacao
do vetor de estado.

A fim de exemplificar a limitacéo do vetor de estado, a Figura@B@senta, ainda, a trajeto-
ria em azul, obtida para o Teorema 3 e a trajetéria em verdihpaha, obtida para o Teorema
10, ambas as trajetérias com condicdo iniflal —18', sendo possivel, novamente, verificar
que a limitagéo do vetor de estado foi efetiva.

E valido notar que, para este exemplo, apesar de a rAgigaistir, a maior interseccao de
uma regiad2 com o hiperplanad contida emA; corresponde a apenas um ponto, 0 paRo
o que faz com que a regidp, seja igual &), e contida enf)z.

Figura 30 - Plano de fase - trajetorias para simulacao sermdiootacéo do vetor de estado
com condic¢ao inicial dentro da regi&h; expandida pelo Teorema 10.
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

5.3.3 Modo de condugédo descontinua (MCD)

Para exemplificar, também, a analise da estabilidade quamdmversor esta sujeito ao
MCD, proposta em (BENEUX et al., 2017), foi realizada umamdt simulacdo para as mes-
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mas condi¢des da simulacdo anterior. Contudo, foram eellizduas mudancas no ponto de
equilibrio desejado e considerou-se que a corrente noandatconversor nunca sera negativa,
0 que ocasiona o MCD.

A Figura 31, de maneira analoga a Figura 30, apresenta, rezabras trajetorias do sis-
tema durante os transitorios sob a lei de controle do Teof(Bam a limitacdo do vetor de
estado no hiperplana e sem a limitacdo relacionada ao MCD), enquanto as tragsté@rn
linha verde pontilhada representam o comportamento denséstom as limitagdes relaciona-
das ao Teorema 10 e ao MCD. As setas acompanhadas pelos admére 3 indicam, se-
quencialmente, os trés pontos de equilibrio que foram elst@idos:x, = [0,9615 480769/,

X = [0,5769 288467 ex = [1,3462 673077, correspondentes as combinagdes convexas
com vetoresA valendo, respectivament&; = [0,5 0,5, A, = [0,3 0,7 e Ay = [0,7 0,3]'.
Nesta figura é possivel observar que, quando se aplica adéoitdo vetor de estado e o mo-
delo respeita 0 MCD, a primeira variavel de estado (corneat@dutor) fica confinada entre os
valores OA e 15A, para qualquer um dos transitorios entreotop de equilibrio desejados.

Figura 31 - Plano de fase - trajetérias para simulacdo sermdiootacéo do vetor de estado
com condicao inicial dentro da regiddy expandida pelo Teorema 10 para trés
diferentes pontos de equilibrio.
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5.4 Conclusfes Parciais

Este capitulo dedicou-se a explorar a limitacdo do vetorstide. Inicialmente, foi apre-
sentado o Lema 5 que estabelece condi¢Bes suficientes pasejqupossivel a limitacdo de
uma das variaveis de estado. Esta limitagéo é unilaterarespmnde a um valor determinado
pelo projetista. Complementando este lema, foi proposternd.6, que determina uma regiao
de condi¢Bes iniciai ) para a qual esta limitag&o do vetor de estado é garantida.

Um segundo par de lemas, os Lemas 7 e 8, estabelece outractmitiele capaz de impor
a limitacéo do estado e outra regido de condicdes ini@(aj'g que garante esta limitacdo. Na
sequéncia, o Teorema 10 estabeleceu uma lei de controladaasas duas apresentadas nos
lemas e consegue estabelecer uma regido maior ou igual@dagdegidesQs) e (Q;).

A lei de controle proposta no Teorema 10 é baseada em umadfde¢d/apunov e regra de
chaveamento preestabelecidas, preservando suas dataesenquanto ndo ocorre a limitacao
do valor de uma variavel de estado. Entéo, por mais que na@sssgivel assegurar um custo
garantido proveniente da regra de chaveamento prévia,reemoge o estado ndo estiver no
valor extremo desejado para uma variavel de estado, o ceanpento do sistema ainda sera

otimizado.

Neste capitulo, foi apresentado, também, um caso partibellanitacédo do vetor de estado,
que ocorre devido as proprias caracteristicas do sistenamdq conversores eletrénicos de
poténcia CC-CC entram em operacdo no modo de conducédo tieseonPor ultimo, foram
realizadas simula¢des para ilustrar cada um dos pontasachad.

Este capitulo tem bastante apelo pratico, pois proporaiomaforma bastante precisa de
limitar o valor extremo de variaveis de estado. Isto é béstdesejavel em conversores eletrb-
nicos para evitar valores muito elevados de corrente deiepartida do conversor, ou durante
transitorios. As condicOes apresentadas podem ser saagporiando mais de um hiperplano
de limitagcdo, da mesma variavel, ou de variaveis diferen@abe, ainda, explorar formatos
diferentes de limitacdo das variaveis de estado, como uon kadite para a soma ou produto
de duas variaveis.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este capitulo é dedicado a apresentar as conclusdes,atessguincipais contribuicdes e
discutir as perspectivas de trabalho futuros.

6.1 Conclusdes

Este trabalho explorou o problema de controle de sistenmasealdos afins. Como citado,
os sistemas chaveados vém sendo bastante explorado®neent#, contudo, o caso em que 0s
subsistemas nao compartilham um mesmo ponto de equilibtenés abordado e a adaptacéao,
para sistemas chaveados afins, de teoremas desenvolvidesgpamas chaveados lineares nem

sempre é direta ou viavel.

Escolheu-se investigar esta classe de sistemas por sua @ti@guacdo a modelagem de
conversores eletrénicos de poténcia, o que possibilitadelagem direta dos conversores e ja
considera as principais restricdes praticas deste tipdasgp Tradicionalmente, os converso-
res eletrénicos sdo modelados pelo modelo de valores méalzesdo as devidas consideracdes
para a andlise de pequenos sinais (ERICKSON; MAKSIMOVI@72Cap. 7). Nesta mode-
lagem, usualmente a razao ciclica, equivalente a comhirag&exa de subsistemasé utili-
zada como variavel de controle e o chaveamento é feito poulagib PWM (do inglégpulse
width modulatio). Normalmente todas as consideracdes feitas durante alagede restrin-
gem muito as condi¢des para as quais o0 modelo é valido. Pos &ses motivos, considera-se
que a investigagéo e evolugéo de teorias de controle desmsistchaveados afins tem muito a

contribuir neste campo.

No Capitulo 2, foram apresentadas as principais caraitadsdos sistemas chaveados
afins e as primeiras regras de chaveamento propostas @dulitepara seu controle. Este foi
0 ponto de partida para o desenvolvimento dos avan¢os nootodestes sistemas propostos
neste trabalho.

No Capitulo 3 aplicou-se a teoria de decomposi¢cdo em somaatapos (SOS) para cri-
acao de regras de chaveamento que consideram fungdes denbyadpaseadas em matrizes
P(¢) polinomiais multivariadas, sendo possivel observar miehw desempenho transitorio
do sistema simulado e a certificacdo de menor custo garapfiddcsta estratégia tem como
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principais vantagens, além do ganho de performance, adderenciabilidade das fungdes
polinomiais e a possibilidade de verificacdo da positividdéstas func¢des utilizando progra-
macao semidefinida, gracas a teoria de SOS (PRAJNA; PAPASHRDOULOU; WU, 2004;
PARRILO, 2000, Cap. 4).

Com relag&o ao controle robusto, tratado no Capitulo 4pfapresentados teoremas que
asseguram a estabilidade assintética e custo garantidcsjzaemas chaveados afins com in-
certezas paramétricas politopicas, inclusive peranteiagZ do ponto de equilibrio desejado
durante a operacao. Estes teoremas, toleram, além dagraseparamétricas, variacdes na en-
trada externa (entrada ndo controlada), o que os tornanetnente propicios para aplicacdes
onde as caracteristicas dos circuitos conectados a erteadaida do conversor controlado séo
variaveis. Outra vantagem dos teoremas propostos nestaloap o fato de ndo necessitarem
de um observador de estados, em vez disto, utilizam filtrqsrideeira ordem para criar um
sistema aumentado. Estes filtros podem ser implementaabandware reduzindo o esfor¢o
computacional necessario para o controle.

O trabalho ainda prop6s, no Capitulo 5, uma metodologiagphngtacio do valor extremo
de variaveis de estado. A metodologia é baseada no estab&idéc de um hiperplano limite
para cada variavel de estado que se deseja limitar, e estahgha regido de condicdes iniciais
para a qual a limitacdo € assegurada. Esta proposta tenmtgaspeelo pratico para o caso de
conversores eletrénicos, pois garante, via controle, iag&o de varidveis de estado que, nos
casos necessarios, € comumente feita pela adicao tengpdearesisténcias em série com o
circuito do conversor ou outros métodos de partida, evidasubrevalores em detrimento do
desempenho do sistema.

Um assunto a ser discutido quando se trata de controle a@éeachattering que con-
siste no chaveamento infinitamente rapido, que é indesdejavenuitos sistemas fisicos (DE-
AECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014). Este fenbmeno é caractedstie superficies de des-
lizamento e ja ha varios trabalhos com propostas para levitdETEL; FRIDMAN, 2012;
DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014; WANG; ADELI, 2012; ALVES et.a2016). Con-
tudo, quando o sistema em questdo é um conversor chavedthygamento em alta frequéncia
(da ordem de dezenas ou centenas de kHz) faz parte de suarégubar de operacdo. Como
numa aplicacdo pratica a avaliagéo da regra de chaveamdisiréta, calculada em intervalos
de tempo, isto ja impede que a frequéncia de chaveamentimfej®, mantendo-a em valores
adequados. Em casos mais criticos, onde é necessario larfitequéncia de chaveamento,
pode-se estabelecer um tempo minimo de atualizacdo dodelargra de chaveamento ou,
ainda, adaptar as regras de chaveamento propostas nieatiednaara funcionarem como leis de
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controle adaptativas (JEONG; KIM; SON, 2009; BENEUX et2019; MAINARDI JUNIOR,
2013, Cap. 6), assim, o controle pode ser feito via PWM. Emasnals casos, a estabilidade
ultimate boundeddefinida quando o sistema converge para uma regido fecHadaagla em
torno do ponto de equilibrio (MAINARDI JUNIOR, 2013; LEITMMAN, 1978; CORLESS;
LEITMANN, 1981), pode ser garantida (MAINARDI JUNIOR, 201Gap. 4).

O tema abordado e os teoremas propostos neste trabalho gfiandie importancia no
cenario onde se busca revolucionar a geracéo e utilizac&@oetgia. O desenvolvimento e
aprimoramento de controladores para conversores chav@éagim campo de pesquisa impor-
tante no desenvolvimento de aplicagbes com energias atitexs e renovaveis, redes elétricas
inteligentes, geracéo distribuida, veiculos hibrido®&iebs e veiculos aéreos (TAVAN et al.,
2020; CAVALLO; CANCIELLO; RUSSO, 2020). Além disso, os sBtas chaveados afins
podem ser utilizados para descrever classes mais abrasgknsistemas hibridos (FERRARI-
-TRECATE et al., 2002; ZHAI et al., 2018). Todas estas pokddules relevantes foram o que
motivaram esta tese e ainda motivam a continuidade do dasenento deste trabalho.

6.2 Perspectivas Futuras

Ainda ha muito a se explorar com relacdo ao controle de sastelmveados afins. A seguir,
sdo apresentados alguns temas a serem desenvolvidos cotinoi@gdo desta tese.

Continuando a aplicacdo de matrizes polinomiais para afledcéo das superficies de
deslizamento criadas pelas regras de chaveamento, peeteraplicar esta técnica para o de-
senvolvimento de regras de chaveamento com acesso a saida.

Para atender a mais necessidades de algumas aplicac@s;skesxplorar leis de controle
capazes de limitar o vetor de estado em uma superficie maiplera do que o hiperplano
(tratado no Capitulo 5), para que seja possivel limitarpgm o produto de duas variaveis de
estado.

Além disso, pretende-se explorar a aplicacao de outrosdogfmara flexibilizacao das su-
perficies de deslizamento, principalmente para teoremapgrmitam a variagdo do ponto de
equilibrio desejado. Algumas possibilidades sdo o uso dedks de Lyapunov quadréticas
por partes, de forma similar ao que foi feito para sistemasalies chaveados (GEROMEL;
COLANERI, 2006; CARDIM et al., 2009) e em sistemas chaveafws considerando uma
regido de convergéncia (EGIDIO; DEAECTO, 2019; SERIEYEIgt2920) ou o uso de fun-
¢bes de Lyapunov polinomiais homogéneas dependentes @lmgtans (OLIVEIRA; PERES,
2007). No caso do controle robusto, além da melhoria de desgno, estas técnicas podem ser
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comparadas do ponto de vista da area onde se conseguditirdbino espaco das incertezas.

Como ja citado, esta adaptagdo de técnicas aplicadas massthaveados lineares nao €
trivial para o caso dos sistemas chaveados afins devidoadddtaver pontos de equilibrio dis-
tintos para cada um dos subsistemas. Este desafio € aindeguailo se consideram incerte-
zas nos sistemas. Mesmo assim, podem trazer muitas vasiag@eno controle de conversores
eletronicos, por isso estéo entre as prioridades da caddide do trabalho.
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