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RESUMO

No presente trabalho, lidamos com a equagao de Schrodinger independente do tempo com intera¢des
expressas por combinagdes de potenciais delta. Esses modelos relativamente simples, nos permiti-
ram prever o desdobramento do nivel de energia do estado fundamental na formac¢do de moléculas
diatbmicas, bem como o fato de que uma particula sujeita a molécula diatdmica ionizada, € mais
estdvel que quando sujeita a um dtomo monoeletronico isolado, isto é, dois potenciais delta geram um
estado de energia mais baixa que um potencial delta isolado. Ainda, levando em conta o crescente
interesse na fabricacao e investigacdo de semicondutores e também o confinamento relativamente
recente de d&tomos e moléculas em cadeias de fulereno, para entender os efeitos no espectro advindos
do confinamento, sujeitamos cada uma das interagdes a paredes impenetraveis (emuladas por condi¢des
homogéneas de Dirichilet onde as paredes se localizam). Vale destacar que para determinar as funcdes
de onda nos sistemas confinados, utilizamos o método de expansao em fungdes caracteristicas, e tendo
em vista que a equacdo de Schrédinger com potencial expresso por funcdes delta tem solucao exata,
tal método nos possibilitou encontrar formas fechadas para seis séries trigonométricas e uma série
logaritmica, formas estas que poderiam ser introduzidas na literatura. Além disso, analisando os limites
de forte acoplamento em cada uma das situacdes, expomos as conjecturas necessarias para ocorrer a
transgressao do teorema da ndo degenerescéncia em uma dimensao para estados ligados, bem como
as justificativas para tal transgressao, mais ainda, conseguimos classificar os possiveis cendrios que

podem invalidar o teorema em questao.

PALAVRAS-CHAVE: confinamento; degenerescéncia; potencial delta.



ABSTRACT

In the present assignment, we deal with the time-independent Schrodinger equation with interactions
given by combinations of delta potentials. These relative simple models, allow us to predict the split of
the energy level from the fundamental state in the formation of diatomic molecules, also with these
model we show that the particle subject to an ionized diatomic molecule, it is more stable that when
subjected to an isolated monoelectron atom, in other words, the combination of two delta potentials
create a state with a lower energy then one delta potential. Still, taking into account the growing interest
in fabrication and research of semiconductor and also the recent confinement of atoms and molecules
in fullerene, to understand the effects on the spectrum from the confinement, we subject each of the
interactions to impenetrable walls (emulated by homogeneous Dirichilet conditions where the walls
are located). It is worth noting that to determine the wave functions in the confined systems, we use
the method of expansion in characteristic functions, and considering that the Schrodinger equation
with the potential energy expressed by delta function has exact solution, this method allowed us to find
closed forms for six trigonometric series and a logarithmic serie, which could be introduced in the
literature. Furthermore, by analyzing the strong coupling limits in each of the situations, we expose the
necessary conjectures for the transgression of the non-degeneracy theorem in one dimension for bound
states, as well as the justifications for such transgression, in addition, we can classify the possible

scenarios that may invalidate the theorem it self.

KEYWORDS: confinement; degeneracy; delta potential.
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1 INTRODUCAO

No final do século XIX e inicio do século XX, fendmenos recém-descobertos pela fisica experi-
mental como o efeito fotoelétrico, o efeito Compton, a difragdo da matéria, a catastrofe do ultravioleta
e até a estabilidade do 4tomo, s6 foram compreendidos com a elaboracdo do que hoje conhecemos
como a teoria da mecénica quantica (NUSSENZVEIG, 2014b; COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE,
1977; GASIOROWICZ, [1974).

Alguns autores afirmam que o marco de nascimento da teoria da mecanica quantica é a hipdtese
de Max Planck e o trabalho de Albert Einstein (EINSTEIN, 1903)), j4 outros dizem que € hipétese
de Louis de Broglie (DE BROGLIE, |1925)) e o trabalho de Erwin Schrédinger (SCHRODINGER|,
1926), mas ha um terceiro grupo de autores que preferem chamar o periodo antes de Schrodinger de
velha mecanica quantica, ao passo que o trabalho de Schrodinger marca a transi¢ao da velha mecanica
quantica para a mecanica quantica moderna.

Uma caracteristica peculiar dos sistemas fisicos descritos pela mecénica quantica, € que eles
obedecem o que ficou conhecido como "principio da complementariedade de Niels Bohr". Dependendo
das condicdes que o fendmeno € observado, a matéria manifesta propriedades ondulatérias e/ou
propriedades corpusculares. No regime quantico nao relativistico, do ponto de vista de Schrodinger, ao
invés de procurar pela posi¢do ou o momento da particula, procuramos pela func¢éo de onda W (7, t)
associada a particula que satisfaz a equacdo de Schrodinger dependente do tempo

ov h?

h— = —— V20U + VU, 1.1
Z(?t 2mV + 4.0

Essa equacdo desempenha um papel andlogo a segunda lei de Newton, no sentido de que € uma
equacao de movimento, porém, a solucao da equacao de Schrodinger nos fornece o estado quantico
da particula de massa m que interage com o potencial V' (7, t). O estado quantico ¥(7,¢) por sua vez,
pode ser relacionado a densidade de probabilidade de encontrar a particula, em cada ponto do espaco.
As quantidades dindmicas advindas da mecénica cldssica, como posi¢do e momento, sdo representadas
como autovalores de operadores hermitianos que atuam no estado quantico, chamada quantizacgdo
canonica (LEMOS, [2013)).

Na mecanica quantica ndo-relativistica, podemos considerar o movimento de um elétron sujeito
a um atomo monoeletronico ou uma molécula diatdmica, como um movimento unidimensional ao
longo da linha que passa pelos nicleos atdmicos, ao passo que a energia potencial de interacao de
cada nucleo atdbmico pode ser representado por uma fungdo delta (FROST, [1956; LAPIDUS| {1970),
conhecido como potencial delta na literatura (ROBINETT, 2006; GRIFFITHS, [2011b). A vantagem
de utilizar potenciais ¢ na equagao de Schrodinger independente do tempo, consiste no fato de que
assim a equacao em questao se torna uma equacgdo de solucdo exata, sem a necessidade de recorrer a
métodos de aproximag@o como é comum na aplicagdo da teoria para sistemas mais realistas.

Neste trabalho vamos utilizar potenciais descritos por distribui¢des delta, haja vista as aplicagcdes
bem sucedidas na escala mesoscdpica, como descrever a transferéncia de um nucleon de valéncia
durante uma colisdo nuclear (BREIT] [19635)), onde tomamos o potencial de interacdo na equacao de

Schrodinger como a combinacdo de dois potenciais delta de diferentes intensidades que se aproximam
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com velocidades uniformes. Outra aplicacdo que também podemos ressaltar € a um modelo para
um dipolo elétrico (LAPIDUS| [1980), onde as cargas pontuais do dipolo sdo representados por dois
potenciais delta de intensidades opostas.

No capitulo 2 e 3, apresentamos os potenciais unidimensionais que usamos para analisar os efeitos
do confinamento no espectro e nos estados estaciondrios. Para isso, nos concentramos em obter
principalmente os estados ligados gerados pelos potenciais em questdo. Apenas no capitulo 2 iremos
expor os estados de espalhamento, para mostrar as principais diferencas entre um estado ligado e um
estado de espalhamento.

Nosso objetivo principal € entender os efeitos do confinamento no espectro e nos estados estaci-
ondrios dos sistemas apresentados no capitulo 2 e 3, por isso nos propomos a sujeitar cada uma das
interagdes ao confinamento em um pogo de potencial infinito simétrico de dimensao L, para representar
atomos e moléculas confinados. Esse objetivo foi inspirado por um trabalho relativamente recente em
que atomos e moléculas foram confinados em cadeias de carbono, mais especificamente cadeias de
Ceo (fulereno) (DOLMATOV et al., [2004]).

No capitulo 4, durante a exploragdo desses modelos, concluimos que potenciais singulares podem
levar a transgressdo do teorema da nao degenerescéncia para estados ligados em uma dimensao,
mas diferente do que ja se pensou (LOUNDON, 1959)), essa transgressdo ocorre para potenciais
singulares de uma classe especifica, potenciais com singularidades essenciais, também chamadas de
singularidades irregulares (ARFKEN; WEBER| |1988)).

Ademais, concluimos também que a nulidade do wronskiano de duas solu¢des de uma equagao
diferencial linear de segunda ordem, ndo é garantia de independéncia linear, mas a afirmacao inversa é
verdadeira, isto €, a independéncia linear de duas solu¢des garante a nulidade do wronskiano. Portanto
o teorema da ndo degenerescéncia para estados ligados em uma dimensdo, merece certa ressalva para
garantir sua validade.

No apéndice, o leitor encontra informacdes mais detalhadas sobre equacdes diferenciais de segunda
ordem, importantes para a compreensao do capitulo 4, bem como também encontra mais informacdes
sobre a equagdo de Schrodinger e outros aspectos importantes da teoria da mecanica quantica, como
por exemplo o célculo de incertezas e a obtencao das autofunc¢des do poco de potencial infinito. Vale
ressaltar que essas autofungdes do poco de potencial infinito foram utilizadas como base para fazer a
expansao da solu¢do da equagdo de Schrodinger independente do tempo para cada um dos sistemas
apresentados nos capitulos 2 e 3.

Por fim, na dltima se¢do deste trabalho, temos as identidades que estdo na literatura utilizada como
referéncia (GRADSTHEYN; RYZHIK! 2007), identidades estas que sdo muito importantes, pois ao
longo do trabalho elas foram utilizadas para encontrar a forma fechada dos estados estaciondrios e do

espectro de energia de cada um dos sistemas que foram confinados.
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2 DELTA SIMPLES

Conforme a teoria das distribuicdes, o potencial delta
V(z) = —ad(x), a >0, (2.1)

doravante referido como delta simples, pode ser interpretado como uma aproximacao de uma outra
interacdo V dada por uma gaussiana. A bem da verdade, na literatura podemos encontrar uma série de
outras distribui¢cOes que permitem um processo de aproximag¢do andlogo (BUTKOV/ [1988)) para obter
uma distribui¢do 9, mas supondo que

V(z) = ——=e o, 2.2)

se a0 mesmo tempo que a — 0, V[; — oo, de tal forma que o produto a}}, € mantido constante, temos

que
+oo _ +00
lim dzV(x) = —aVO/ dz 0(z) = —aVj. (2.3)
e .

Portanto, o potencial V toma a forma de um delta simples, haja vista que apesar da divergéncia
na origem, a integral do potencial em todo espaco, se comporta como a distribuicdo ¢ em (IILI),
multiplicado pela constante al}, € por comparacao, temos que o = alj.

Nota bene, uma vez que a funcdo delta tem dimensdo inversa da varidvel que vai no seu argumento,
uma breve andlise dimensional de (2.T)) deixa evidente que a intensidade « de fato deve ter dimenséo
de energia x comprimento.

Voltando agora nossa atencdo para a equagio de Schrédinger com um potencial dado por 2.1)),
podemos fazer a separacdo de varidveis da equacdo, uma vez que o potencial € independente do tempo.
Fazendo isso e utilizando as definicdes

v =ma/h?, k* = 2mE/h? (2.4)

podemos escrever a equacao de Schrodinger independente do tempo na forma:

d2
d—;ﬁ + k%) = —2v5 (). (2.5)

A equacgdo acima € uma equacgdo de autovalor que, de acordo com a teoria de Sturm-Liouville, para
soluciond-la devemos encontrar os pares caracteristicos da equag¢do. A maior parte dos livros-texto,
assim como aqui, recorre a continuidade da autofungdo e sua descontinuidade na derivada primeira
para obter os pares caracteristicos.

A metodologia em si consiste em analisar a solucdo para pontos onde o potencial € nulo, em
seguida conectar a solucao recorrendo a continuidade da fung¢do de onda, dessa forma, definimos os
estados ligados do sistema.

Feito isso, encontramos a energia (autovalor) associada a cada estado (autofuncdo), usando a
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descontinuidade da derivada primeira no ponto de suporte da funcdo delta e por fim, impomos a
condicdo de normalizagdo, assim determinamos completamente os pares caracteristicos associados a

estados ligados.

2.1 ESTADO LIGADO

A equago (2.3]) para o semieixo positivo e para £ < 0, nos pontos onde o potencial é nulo, consiste
na equagdo de Sturm-Liouville (LI, com s(z) = 0, p(z) = 1 e fungdo peso r(z) = —1, ou seja,
d*y  2m|E|

dez 2 Y = () =Ae M4 Bl w >0, k7 =

2m|E)|
h?

(2.6)

por conseguinte, estamos tratando de estados ligados, pois de acordo com (1'[13[), o fluxo da densidade
de probabilidade é nulo (J = 0). Ademais, como as fun¢des de onda devem ser de quadrado absoluto
integravel, temos que B = 0.

Sendo (2.1I)) um potencial simétrico, as duas solugdes linearmente independentes tem paridades

bem definidas e podem ser encontradas fazendo a extensao simétrica e assimétrica de 1y, via (IV.18)),

ou seja,
o (@) = B(x) £ 0(—z)]A el vz e R, 2.7)
No entanto, apenas a autofuncao simétrica respeita a condi¢do de continuidade na origem, haja
vista que
@y |
limyF(a) | =AF A, (2.8)
e— —e

portanto, descartamos a extensao assimétrica e focamos nossa atencao nos estados ligados pares, que

normalizados em termos de k, tém a forma:
() = /|k| ekl (2.9)

2.2 CONDICAO DE QUANTIZACAO

Devido a propriedade de filtragem das distribui¢des delta, ao integrar a equagdo (2.5) em um
intervalo infinitesimal [—¢, +¢| e tomar o limite de ¢ — 0,
dip(x) |

lim 2| = —2y1(0), (2.10)

e—0 dx .

temos que a derivada primeira da autofunco, possui uma descontinuidade de salto no ponto de suporte

da fungdo delta (a origem neste caso). Substituindo (2.9) em (2.10), temos

2

—m (2.11)

kl=~v .. E=

logo, ha um unico valor de energia possivel, em outras palavras, existe um unico estado ligado possivel

b(z) = 4 /% ¢—malal/I?. 2.12)

com autofun¢@o expressa por
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Conforme (2.11)), o niimero de onda angular %, é proporcional a constante de acoplamento e o
valor da autofun¢do avaliado na origem. Quanto mais intenso o acoplamento se torna, maior o salto na
derivada primeira, outrossim, o valor da autofuncao avaliado na origem também aumenta.

Se calcularmos a incerteza na posicao, utilizando a relacao (IV.22)) do apéndice D.3, temos que

_V2 R

xr 9 2.13
4 2 mo ( )

portanto, conforme a constante de acoplamento se intensifica, menor a incerteza, de sorte que no limite
de forte acoplamento (o« — 00), a incerteza na posi¢ao tende a zero, ao cabo que toda a probabilidade

de encontrar a particula se concentra na origem. J4 a incerteza no momento
(2.14)

cresce linearmente com a constante de acoplamento, assim, a incerteza na medida do momento diverge
quando intensificada a constante de acoplamento, todavia, vale notar que a relacdo de incerteza de
Heisenberg € satisfeita qualquer que seja a intensidade do acoplamento,

> —. (2.15)

Op0p =

>t
<<
N | S

2.3 ESTADOS DE ESPALHAMENTO

No caso de E > 0, a solugdo de (2.3 ¢ uma combinago de exponenciais complexas (ou ondas
planas), logo, conforme (IV.6)) o fluxo da densidade de probabilidade néo é nulo (J # 0). Isso significa
que estamos lidando com os estados de espalhamento do sistema em questdo. Supondo que a particula

comeca seu movimento em —oo € viaja em dire¢do ao extremo oposto, temos que

Ak eikx + Bk efikx . S 0
Ur(z) = . : (2.16)
Cre*® >0

haja vista que a particula ndo deve retornar de oo para —oo (GRIFFITHS, 2011b).
Para um dado valor de &, cada onda plana representa a particula em uma situacao distinta:

e Incidéncia: 14 = Ae** = WU, = Aeilhr—wh),
* Reflexdo: 15 = Be " = Uy = Be ikz—wt),
* Transmissdo: 1o = Ce*® = Vo = Cellkz—wt),

Sendo w = FE/h a velocidade angular associada a onda plana e ' a constante de separagio da
equacao de Schrodinger dependente do tempo (Apéndice D). Tomando o fluxo de probabilidade (J)
em cada uma das situagdes, confirma-se qual o sentido de propagacdo da particula em cada uma delas,

na incidéncia, na reflexdo e na transmissao, temos respectivamente que

hk| A2 hk|BJ? hk|C2
Ja = 4] L Jp=— 5] , chﬂ.

m m m

2.17)
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Analisando a func¢do de onda na situacdo de transmissdo em um referencial que acompanha o fluxo
Je, temos que
Uo(a') = Ce™ | Y, (2.18)

mas, utilizando a transformada de Galileu para relacionar esse referencial que acompanha /o com um

referencial fixo, onde o potencial delta fica na origem, temos que
¥ =x—vt = =1+t (2.19)

sendo v = w/k a velocidade com que a onda plana se desloca. Portanto o referencial que acompanhou
Jo, apés um tempo ¢, se deslocou para a direita em relag@o a origem do referencial fixo, o que significa
que a onda se desloca para a direita. A mesma andlise pode ser feita para a onda incidente, bem como
pode ser feita para a onda refletida, mas pela mesma l6gica, neste tltimo caso concluimos que a onda
se desloca para a esquerda em relacdo a origem do referencial fixado (NUSSENZVEIG, [2014a).

Ao invés da condi¢do de quantizacdo, a continuidade e a descontinuidade de salto da derivada
primeira da solucdo no ponto de suporte da distribuicdo §, definem as fragdes de probabilidade da
particula ser refletida na origem ou atravessé-la para um certo valor de energia, chamados coeficientes
de reflexdo R e transmissao 7',

B Jp & P _Je 1

R=—1=—"F="= = =" =
|A|2 Ja 1+§2’ ’A|2 Ja 1+§2

(2.20)

Onde ¢ = v/k. Dada a interpretacdo fisica dos coeficientes R e 7', a soma entre eles deve estar
normalizada, R + 7" = 1. Além disso, ndo teremos restri¢do alguma sobre os valores de £k, de modo
que o espectro € um continuum e a particula no regime de espalhamento ndo pode ser encontrada em
um Unico estado estaciondrio, pois as ondas planas ndo sao normaliziveis.

Entretanto, € possivel construir um pacote de ondas fazendo uma superposi¢do continua dessas
exponenciais, esta superposicao por sua vez, se assemelha com a transformada de Fourier (dependendo
de como definimos a transformada e sua inversa) da onda incidente, refletida ou transmitida. Por

exemplo, no caso da regido de transmissdo (x > 0),

Ue(r) = / dk: C(k)e'tka=wt), (2.21)
0

recorrendo ao teorema de Parseval, ou a interpretacdo de que |C(k)|? representa a fragdo de probabili-

dade da particula estar no estado estaciondrio com energia proporcional a k, temos que

/ dx | Ve :/ dk |C(k)|? < 1. (2.22)
0

0
2.4 IMERSAO NO POCO

Encontramos um nimero razodvel de abordagens diferentes para o problema do delta simples
imerso em um poco de potencial infinito. Ja foi feito utilizando-se do método de fatoragdao (PEDRAM;
VAHABI, 2010), o método de expansdo perturbativa na constante de acoplamento (BERA; BHAT+
TACHARIJEE! 2008) e de modo nao-perturbativo via série de Fourier (CASTRO; VIEIRAL 2020). O
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mesmo problema, também, ja foi abordado com o método de expansdo em funcdes caracteristicas
(TAMVAKIS, 2005) que adotamos. Vamos expandir a solucdo da equacdo de Schrodinger, utilizando
os estados estaciondrios do poco de potencial infinito como base.

Por simetria, podemos de antemao afirmar que os estados impares nao sdo afetados pela fun¢do
0 na origem, haja vista que para a assimetria ser vidvel, € necessdrio que a autofun¢do se anule na
origem. Dessa forma, apenas os estados estaciondrios simétricos do poco sdo afetados pela presenca
do potencial delta, ao cabo que a solug¢do assimétrica para o problema é a mesma do pogo de potencial

infinito.

2.5 EXPANSAO EM FUNCOES CARACTERISTICAS

Conforme a teoria de Sturm-Lioville, podemos utilizar as autofun¢des de um operador hermitiano,
como base para expandir uma outra funcao, desde que respeite as mesmas condi¢des de contorno da

base:

[...] mostramos como construir, a partir das fungdes caracteristicas de um operador
diferencial auto adjunto, uma base ortogonal para o espago apropriado de funcdes.
Esta base pode, entdo ser usada para resolver varios problemas relacionados, tais
como, em primeiro lugar, as equacdes diferenciais ndo-homogéneas, envolvendo
o mesmo operador diferencial. (BUTKOV| 1988 p. 494)

Assim como os senos e cossenos da série de Fourier ([.15)), as autofun¢des do pogo de potencial
infinito (IV.33)) sdo todas ortogonais entre si, de sorte que a superposi¢do das autofungdes (TV.32)),
formam uma base ortonormal para o espago de Hilbert. Isso significa que para encontrar a solu¢ao do
delta simples imerso no poco, podemos projetar os estados estaciondrios do sistema, nas autofuncoes

do préprio pogo de potencial infinito.

2.6 PROJECAO DA SOLUCAO

No caso de (2.5), dada a comutatividade do operador hamiltoniano com o operador paridade, a
solucdo geral da equagdo de Schrodinger independente do tempo € a combinagdo de duas funcdes
com paridade bem definida, conforme . Ambas as solugdes, a simétrica ¢*)(z) e a assimé-
trica 1)(7)(z), expandidas na base de autofunc¢des do pogo de potencial infinito, sdo expressas pelos

somatorios . o
PO (@) =Y s dana (@), (@) =Y ban don(a). (2.23)
n=1 n=1

Ja sabemos que a solugdo impar ndo € afetada pela distribuicdo § na origem, uma vez que ¢o,(0) =
0. Em relagdo aos estados estaciondrios simétricos, por conveniéncia reescrevemos a equagio (2.3) na
forma )
d=1 2gL mam
— kM) =6 (x = —

sendo L a dimensdo do poco e g um parametro adimensional que relaciona a constante de acoplamento

(2.24)

« com a massa da particula e a largura do poco em que o delta simples estd sendo imerso.
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Em seguida, substituindo a expanséo para 1)*) na equacio acima, temos que

o

> 12n —1)° = Clagy- 16201 (x) =

n=1

2gL kL

(e

(2)8(0), ¢

(2.25)

e fazendo o produto interno da relagdo acima com um dos estados estaciondrios simétricos, ¢, 1 do
poco, determinamos a projec¢ao da solu¢cdo em cada estado estaciondrio ¢o, 1,

2gL ¢é+) (0)¢3,_1(0)
T (2n—1)2 -2’

(2.26)

Aop—1 =

ou seja, determinamos as componentes da solu¢do no espago gerado pelas autofunc¢des do poco e

consequentemente, podemos reescrever a expansio de ¢(*) na forma

29L = @5, _1(0)pon_
o (@) = D02 Y ¢?g;(_ )f;j _lg(f ). (2.27)
n=1

Com os coeficientes em maos, encontramos uma forma fechada para a série trigonométrica que
expressa a expansdo da solucdo par, recorrendo as identidades (A.T)) e (A.2). Subtraindo e somando as

identidades em questao, temos respectivamente

f: cos (2k — 1)z __7rsena[a:—(2m+1/2)7f] (2.28)
— (2k — 1) —oz2_ 4 a cos am /2 ’ '
[2mm <z < (2m + 1)7, a ndo inteiro.]
i cos (2k)x  wcos alr — (2m +1/2)n] (2.29)
~ (2k)? — o 4 a sen am /2 ’ '

[2m7m < z < (2m + 1)7, « ndo inteiro.]

Escolhendo m = 0 e utilizando (2.28)) com as transcri¢des k — n, x — wz/L, « — ( e fazendo a

extensao simétrica do dominio, temos a seguinte forma fechada para @Zzéﬂ

g0 (e = L/2)
CCOSCW/2 L

v (@) = ol < Lj2. (2.30)
A solugdo simétrica fica escrita em termos do nimero quantico ( (fornecido pela condicao de
quantiza¢do), do parametro adimensional g (advindo do préprio sistema fisico) e do valor da autofungdo
avaliado na origem.
Para encontrar a forma final da autofuncao precisamos garantir que a autofuncao esteja normalizada,
¢ justamente essa condi¢@o de normaliza¢do que usamos para determinar o médulo de wéJr) (0), que ja

nos € suficiente para obter a densidade de probabilidade, a grandeza que tem uma interpretacdo fisica
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consistente, conforme a regra de Born (IV.2). Fazendo entdo a normalizacdo de (2.30), temos que

—-1/2

[0 (0)]

_ EM‘O _ W) 2.31)

L g (m

- 2 senlcr(la| — L/2)/L
) = - e 232

2.7 ESPECTRO DE ENERGIA

No modus operandi que adotamos para encontrar os estados quanticos do sistema imerso no pogo
sujeito ao delta simples, a descontinuidade da derivada primeira da autofuncao ja foi ttil para encontrar
a projecdo da solug@o na base das autofunc¢des do pogo. Nessa metodologia, para encontrar a condi¢cao
de quantizagdo, vamos tomar x = 0 em ([2.27)

™ - |¢2n—1(0)|2
_t 2.33
29L Z(Qn—l)?—é2 (23
e recorrer a identidade (A.3)), assim temos que
¢ ans” (2.34)
g 2

Devido a periodicidade do membro direito da condi¢ao de quantizagdo, podemos esperar uma
infinidade de autovalores possiveis, consequentemente, uma infinidade de estados ligados possiveis
com energia positiva. A solugdo grafica da equacdo transcendental (2.34)), exposta na figura 4.1, mostra
que existe um valor critico de g para que o estado fundamental esteja associado a uma energia positiva.

Realizando uma expansdo de primeira ordem de (2.34) em torno da origem, temos que

(~

N[N

G, (2.35)

Q|+

entdio 3 ¢ € R associado ao estado fundamental que satisfaz a condicdo de quantizagio se le < 3,ou
seja, quando o acoplamento é forte o suficiente (g > 2/7), ndo hd interse¢do de ambos os membros da
equacdo transcendental entre [0, 1], de sorte que nfo existe ( real que satisfaz a condi¢@o de quantizagio
para o estado fundamental, mas existe um (, puramente imagindrio (¢ = i|(|) que satisfaz.

Nesse caso, se ( = i|(| = E < 0, por conseguinte a autofuncéo e a condi¢do de quantiza¢do ficam

sendo expressas respectivamente por

7 senh (e — L/2/L | Ic]
N h——— = 22, 2.36
LT Genh [0/ 2 g (230

Conforme a solugdo gréfica na figura 4.1, vemos que ha apenas um estado de energia negativa

possivel, pois ambos os membros da equacao transcendental, interceptam-se apenas uma vez.
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2.8 CONFRONTANDO OS RESULTADOS

Tomando o limite de . — oo na autofunc¢do e na condi¢do de quantizagdo para o estado fundamental
em termos de |k| e 7, estamos livrando o sistema das paredes intransponiveis, ao cabo que o estado
de energia negativa do sistema a priori confinado, recai no estado ligado e na quantizagcdo do sistema
livre do poco, dados em (2.11)) e (2.12)), exceto por um fator de fase,

kI L

)y ksl LI _
Lh_r)glowk (x) i/ |kle : Lll_{rolotanh 5 1 = |kl =n. (2.37)

2.9 DUPLA DEGENERESCENCIA

No limite de forte acoplamento, o espectro passa a ser composto por dupletos, uma vez que hd uma
convergéncia dos autovalores de energia associados aos estados pares com os autovalores associados
aos estados fmpares. Tomando o limite de g — oo em (2.34). temos que

lim ¢ _ 0 = tanC—W =0 ..¢(=2n, ne N"—{1}, (2.38)
g—oo g 2
onde excluimos o elemento unitério, pois conforme a secado anterior, o estado fundamental tem um
comportamento peculiar quando g > 2/7.

Recorrendo a métodos numéricos e recursos computacionais, podemos fazer um grafico de ¢ em
funcdo do pardmetro adimensional g como na figura 4.2. Dessa forma temos um bom panorama do
comportamento dos nimeros quanticos de acordo com a variacdo da constante de acoplamento. De
modo geral, podemos sumarizar a relacdo dos autovalores ¢ conforme a intensidade da constante de

acoplamento da seguinte forma:
e2n—1<(<2nseg<0;
*2n—2<(<2n—1seg>0comn # 1,
* Seg— —o0, |C| = 2n;
* Se g — +00, |¢| = 2n —2comn # 1.

Conforme a interagdo se torna mais repulsiva, os niveis de energia dos estados pares se eleva, até
que na conjectura de uma repulsdo infinita (g — —o0), o nivel de energia de cada um dos estados
pares coincide com o nivel de energia dos estados impares. Em outras palavras, gradualmente os niveis
de energia se elevam até que ocorra uma coincidéncia dos niveis de energia subsequentes.

Em contrapartida, se interagdo é cada vez mais atrativa, no limite de uma atracdo muito intensa
(9 — —o0), os niveis de energia abaixam, até que o tnico estado ligado ndo degenerado é o estado
fundamental, pois como podemos ver na figura 4.2, o nivel de energia nao fica limitado a um valor
discreto, ao cabo que diverge negativamente conforme a intensificacdo da constante de acoplamento.

Na figura 4.3, onde expomos o efeito da constante de acoplamento no estado fundamental, fica mais
claro o motivo dessa tendéncia do espectro se tornar duplamente degenerado. Conforme o potencial
delta se torna cada vez mais repulsivo, a probabilidade na origem vai diminuindo, até o ponto em que

no limite de forte acoplamento surge um né na origem.
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Ja no caso em que o potencial se torna cada vez mais atrativo, toda a probabilidade tende a se
concentrar proximo da origem. Um detalhe peculiar € que quando a constante de acoplamento é
superior ao valor critico (¢ > 2/7) e o estado fundamental passa a ter energia negativa, ocorre uma
mudanga na concavidade da autofungao.

Vale ressaltar também que na figura 4.4, onde expomos o efeito da constante de acoplamento
no segundo estado excitado, vemos que mesmo no limite de um potencial infinitamente atrativo, os
estados excitados simétricos ndo concentram a probabilidade na origem, mas também passam a se
anular na origem.
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3 DELTA DUPLO

Assumindo que o potencial delta € uma aproximagdo razodvel para representar a energia de
interacdao de dtomos monoeletronicos, a combinacdo de dois potenciais delta, pode representar o
potencial de interacdo de uma molécula diatdmica na escala mesoscopica. Chamamos essa combinagado

de delta duplo e expressamos na forma

Vi(z) = —% [5(:5—:50) (a4 m0)] - 3.1)

Vale ressaltar que ambas funcdes delta tem mesma intensidade, ou seja, € uma combinagdo
homogénea de potenciais delta. Entdo, esse modelo é vélido para moléculas diatdmicas constituidas de
adtomos com mesmo nimero atdmico.

Desta vez, ndo iremos nos preocupar em encontrar os estados de espalhamento do sistema, mas
apenas os estados ligados, porém, ndo iremos deixar de impor o confinamento simétrico e mais uma
vez usufruir do método de expansdo em fungdes caracteristicas, a fim de obter o espectro e as fun¢des
de onda do sistema confinado.

3.1 ESTADOS LIGADOS

Sendo (3.T) um potencial estaciondrio, podemos mais uma vez fazer a separagdo de varidveis na
equacgdo de Schrodinger, e nos ater a equacao de Schrédinger independente do tempo,
h? d? d?
Y vy = By = S = —y [(m — o) + 6z + :r;o)] . (32

2m dxz? dx

Acima, estamos utilizando os mesmos parametros %k e v dados em (2.4)). Sabemos que a solugdo
para a equagao de Schrodinger nas regides onde o potencial € nulo, consiste no problema de Sturm-
Liuoville para o operador derivada segunda, ao passo que a solu¢do de (3.2) para £ < 0, no semieixo

positivo, pode ser escrita na forma:

—|kl|z |k|z

ae +be"r x <z 2m|E|

(o) = Ik = 2
D e“k“'”, T > Xy

(3.3)

Cientes que a solugdo da equagdo de Schrodinger com potenciais simétricos, fornece estados
quanticos descritos por fungdes de paridade bem definida, € conveniente reescrever a solucdo para
0 <z < xy como a combinacao de cossenos e senos hiperbdlicos. Utilizando o fato de que:

e1* = cosh |k|z + senh |k|x (3.4)
temos que ([3.3)) pode ser reescrita na forma

A cosh |k|x + B senh |k|z, v < xq a+b a—>b
() = , A= , B = (3.5)
De ke 2> g
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Assim, usando a condi¢@o de continuidade na origem, no caso da solugdo impar temos que A = 0,
ao cabo que no caso da solucdo par, temos que B = 0. Portant(ﬂ,

+) A cosh |k|z, |z| < xo =) B senh |k|z, |z| < o
D e kel x| > g S(x) D e *l |z > x4

Usando a continuidade das autofuncdes em x e a condi¢do de normalizagdo, temos que os estados
ligados do delta duplo, sdo expressos por

2|k cosh |k|z, |x| < zq
) = \/ i ‘2 IL - % 3.7)
(& + ’ ’xo + e_‘k‘(lﬂ_fﬁo) cosh ‘k‘xO’ ’m‘ 2 To
e
_ 2|k| senh |k|x, |z] < xg
v (x) = x . (38)
: ekl — 2| k|zo — 1 S(z) e kll=l=20) senh |k|zg, |z| > z0

Diferente do delta simples, as condi¢des de continuidade nos pontos de suporte das fungdes delta,
ndo excluiram a possibilidade de uma solu¢do impar para a equacao de Schrodinger, ao cabo que no

caso do delta duplo, temos dois estados ligados possiveis.

3.2 AUTOVALORES DE ENERGIA

No delta simples, utilizamos a descontinuidade na origem para obter a condi¢do de quantizacio do
estado fundamental. No delta duplo, a descontinuidade na derivada se da nos pontos 4z,
dip () [

lim ———~ = —y(£x0). (3.9)

e—0 dx tag—e

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.9), obtemos as respectivas condi¢des de quantizagdo para os
estados pares e impares:

-1
tanh |k|zo = |Z|x; — 1, tanh |kl = (ﬁ; - 1) . (3.10)
0 0

Conforme a solugdo grafica da equagdo transcendental acima, exposta na figura 4.5, avaliando
0 comportamento na origem e o comportamento assintotico da condi¢do de quantizacido dos esta-
dos ligados pares, notamos que para qualquer valor de 3 ha sempre uma solugdo para a equagao
transcendental que determina a energia do estado par.
Por outro lado, fazendo uma aproximacao de primeira ordem em torno da origem da condicdo de
quantizac¢do dos estados ligados impares, temos que
| k|20

|k|zo ~ o (3.11)
0

assim, ndo ha interse¢do entre os membros da equacao transcendental se yxy < 1.

I Sendo S(z) a fungdo sinal, definida por S(x) = 0(z) — 0(—x).
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Utilizando recursos computacionais podemos fazer um grafico do pardmetro kz, em funcio de
Yo, como na figura 4.6. Tanto a solugdo gréfica 4.5 quanto a figura 4.6, mostram que aumentando o
parametro yxo hd uma tendéncia na formagao de um dupleto entre o estado fundamental e o 1° estado

excitado.

3.3 DEGENERESCENCIA DOS ESTADOS LIGADOS

Voltando nossa atencdo para a a solucao grafica, a justificativa do dupleto se da pelo fato de
que conforme o parametro yx, cresce, ambas interse¢des das equacdes transcendentais ocorrem na
assintota horizontal da tangente hiperbdlica, de modo que

+1
(’Zﬁ) —1) 1 = |k —>g. (3.12)

A variagcdo do parametro vz, pode ser interpretada como um afastamento (aproximacdo) ou
uma suavizag@o (intensificagdo) das interagdes, ao cabo que no limite (|yxo| — o0) o sistema se
comporta como dois delta simples isolados, ou que as fun¢des delta se tornam duas barreiras (poco)
intransponiveis (infinitamente fundo), dependendo da orientacao das distribui¢des delta.

Suavizando o parametro yxg, ao invés de testemunhar o levantamento de uma degenerescéncia,
nos deparamos com o desdobramento do nivel do energia em um nivel mais baixo (associado ao estado
par) e outro mais elevado (associado ao estado impar) que o original. Se olharmos para a incerteza na

medida da posi¢ao,

) 1 2/k 1 1 12
O - 1 2kleo | + (el £ 1) (1 + —2” ,
v ), Vedkleo 4 2| k|zg £ 1 3 |k|zo 2|k|xg

(3.13)
diferente do delta simples, no limite de forte acoplamento (|k| — /2 — o) a incerteza ndo tende a

zero, mas sim para +x.

Conforme a constante de acoplamento intensifica, a descontinuidade na derivada das autofuncdes
intensifica idem, ao passo que a particula tende a ficar bem localizada nos pontos —x( € +x,. Portanto,
a explicacdo geométrica dessa dupla degenerescéncia, se deve ao fato de que a superposicdo dos
estados ligados dos deltas simples outrora isolados, pode ser feita tanto de maneira simétrica, quanto
assimétrica.

Apesar da solucdo par ndo possuir um zero na origem, quando |yz| — oo ela passa a ter, uma vez
que a densidade de probabilidade tende a se concentrar proxima dos pontos de suporte das fun¢des
delta, permitindo assim tanto a extensdo simétrica quanto a assimétrica para o mesmo autovalor de

energia.

3.4 APLICACAO: ESTABILIDADE DA MOLECULA DIATOMICA

Avaliando a quantizagio do delta simples (2.1T]) e do delta duplo (3.10) com a mesma constante de
acoplamento («/2), notamos que uma particula sujeita a dois deltas relativamente préximos, gera um
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estado ligado mais favordvel que de um delta simples isolado, sendo a condi¢do de quantizacao

2

tanh |k|zo = |Z| 1=1>— \k‘| -1 . EZ _7787/7?2'

(3.14)

Supondo que cada fungdo delta, representa o potencial de interacao de um dtomo de H, esse € um
modelo relativamente simples para prever o desdobramento do nivel de energia do estado fundamental
na formacdo da molécula de H>. Ademais, nessa conjectura de que o potencial de interacdo de
um atomo monoeletronico pode ser representado por um delta simples, o elétron sujeito a molécula
diatdmica ionizada fica mais estdvel que quando sujeito apenas a um atomo isolado, pois a energia do
estado fundamental € mais negativa (GASIOROWICZ, |1974) quando os deltas estdo relativamente
proximos.

Essa € uma consequéncia puramente geométrica, uma vez que tanto no delta simples quanto no
delta duplo a energia dos estados estaciondrios é proporcional a descontinuidade na derivada primeira
da autofuncdo, quanto mais intensa essa descontinuidade, maior a energia do estado. No delta duplo,
as descontinuidades da derivada primeira na autofuncao associada ao estado fundamental, sio menos
acentuadas que no delta simples, de modo que a energia associada ao estado fundamental é mais
negativa no caso do delta duplo.

A medida que d&tomos monoeletronicos ndo sdo encontrados isolados, mas tem uma tendéncia em
formar as chamadas moléculas covalentes (EISBERG; RESNICK, [1979; [TIPLER; LLEWELLYN]|

2010), de certa forma o modelo esta de acordo com a realidade.

3.5 CONFINAMENTO

Submetendo o delta duplo ao confinamento no pogo simétrico, como fizemos com o delta simples,

a equacgdo de Schrodinger independente do tempo em termos dos pardmetros g, k e L fica na forma:

d*(x)
dz?

g
L

k2 (a) = — [5(95 — 2o) (@) + 8(x + x0)¢(—x0)] . (3.15)

No caso do delta duplo, os estados ligados do poco de potencial infinito de paridade impar, também
sdo afetados pelo potencial, ao cabo que temos que fazer a projecdo da equagdo (3.13)) no espaco
gerado pelos estados simétricos e também no espago gerado pelos estados assimétricos do poco de
potencial infinito. Tendo determinado os coeficientes de cada expansdo via (3.13)), e definido o nimero

quantico ( = kL /7, temos que

Y (@) = ¢ (@ QgLZ (/)2”27; fol@" z(f) , (3.16)
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3.6 EXPANSAO SIMETRICA

De modo geral, para deduzir uma forma fechada para os estados pares do delta duplo confinado,

precisamos lidar com

(3.18)

icas 2k—1xcos(2k—1 li s (2k —1)(x +y) 4+ cos (2k — 1)(z — y)
2k —1)2 — 2 £ 2k —1)2 — a2 ‘

k=1

Como deve haver uma invaridncia na permutac@o das varidveis x e y, usando (2.28), temos que

i cos (2k — 1)z cos (2k — 1)y

(2k —1)2 — a?
k=1

_ _—4608”@/2{5% alz +y— (2m+ 1/2)7] + sen a[£(z — y) — (2m + 1/2)7]}.(3.19)

Para encontrar o dominio de validade da expressdo (3.19) é necessario resolver o sistema de

inequagoes,
2mr <z +y < (2m+ )7
(3.20)
2mr < +(x —y) < 2m+ D)7
2mm —y <z <(2m+ 1w —y
(+) =2mr+ |y <z < (2m+ 1)m — |y| (3.21)

2mr+y <z <(2m+Dr+y

2mr —x <y < (2m+1l)mr—=x
(—) =2mr+ |z| <y < (2m+ )7 — |z|. (3.22)
2mr+r<y<(2m+)n+=z
Conforme vemos nas figuras 4.7.(a) e 4.7(b), o intervalo de validade de z e y na relacdo (3.19), é

tal que |y| < m/2 e |x| < m/2 respectivamente para os sistemas (+) e (-). Assim,

i cos (2k — 1)z cos (2k — 1)y

(2k —1)2 — a?
k=1
sen ale—@mit/2rl cos 0y || < % o [y] < 2 < (2m + 1) — |yl
- —g X (3.23)

sen aly—(@m+1/2)m] cos az 1,1 < 5.2mm+ o) <y < (2m+ )7 — |z

o cos arm/2

3.7 EXPANSAO ASSIMETRICA

Em relacdo aos estados impares, precisamos lidar com a série

> sen ( Qk‘xsen (2k)y _1 > (x —y) — cos (2k)(z + y)
e B S e By e PO g

k=1

Novamente existe uma permutacdo das varidveis x e y que deve ser satisfeita, por isso (3.24) é
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determinada em duas partes. Usando a relagdo (2.29),

i sen( 2k: )z sen (2k)y

2 _ 2
k=1
sen ofe=Qrtl/ ) sen oy ) < % e 4 Jy| < 5 < (2m + 1) — [yl
™
_ T 3.25
- (3.25)

sen aly—(2m+1/2)w] sen ax ‘.’ﬂ’ <
a cos am/2

z2mm + |z <y < (2m 4 )7 — |z,

3.8 TRANSCRICOES E EXTENSAO DO DOMINIO

Escolhendo m = 0, realizando as transcri¢des k — n, v — wx/L, y — mxo/L, @« — (e a
extensdo par do dominio de (3.23)), temos que

sen ¢m(|z|—L/2)/L cos (mxo/L

S|zl >«
i cos (2n — 1) 7TZL‘/L cos (2n — 1)7r:x0/L T y ¢ cos (7 /2 |z 0 326
= n_l) CQ 4 sen (m(xo—L/2)/L cos (mx/L ‘
" = OC co/s )(/7r/2 S ) |$| < Zg

Fazendo as mesmas transcri¢des para (3.25)), mas desta vez fazendo uma extensdo assimétrica do
dominio da relacdo em questdo, ficamos com

00 S(r sen ¢m(|x|—L/2)/L sen CTl’{L‘Q/L, ol >

sen (2n) 7T$/L sen (2n)mwzo/L T (z) ( sen (m/2 %] > o

2 2n)2 — (2 = 1" . (3.27)
"~ = CW(zoc_ﬁe/nQ)C/f/;en CW:C/L’ Il'| S W)

Dessa forma, podemos encontrar uma forma fechada para (3.16) e (3.17),

g™ (20) sen T cos G || < g
w§“<x> =t = , o C[-L/2,+L/2].  (3.28)
¢ cos (/2 rllel-L/2) ¢
sen>"E == cos> 0 |r| > 2
gw(i)(%) senwsen%, |z] <z
7#2-7)(%) = —Csén—w X , o C[~L/2,+L/2]. (3.29)

S(x)sencﬂ(ML Lmsencﬂgo, x| > o

Destarte, os estados qunticos ficam escritos em termos de wéﬂ (zo) € zpéf) (x0). Para encontrar o

modulo desses respectivos valores, impomos a condi¢cao normalizagao,

o

<

)| = ‘M' , (3.30)

‘Csen C?T/Q‘
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com
L NG 2(mxg (m(2z9 — L)
N = i |:2C7T cos™ > sen (m + sen 7 + sen 7 (3.31)
Zo 20 (m(2xg — L)
5 {cos 7 + cos 7 ) (3.32)
L 2 209 — L
M = e |:2C7TS€7”L2C7T—LIO — sen szo %} (3.33)
To 2(mxg (m(2xg — L)
5 {cos i3 cos 7 . (3.34)
3.9 CONDICAO DE QUANTIZACAO ASSOCIADA AS AUTOFUNCOES
Tomando = = z em (3.16) e (3.17), temos respectivamente
29L <~ 95,1 (20) 2L~ ¢5,(w0)
1= 1= " : 3.35
. 2(%-1)2—52’ r ;(%)2—(2 (333)

A tnica varidvel em (3.35) é o nimero quantico ¢. De modo geral, para encontrar uma forma

fechada para a condi¢c@o de quantizagdo precisamos lidar com os somatorios

L cos? (2k — 1)z 1 =14 cos2(2k — 1)z
= = 3.36
22]{;—1 2 — 2 2Z (2k—1)2—a? ’ ( )
k=1 k=1
= sen? (2k 1 o= 1 — cos 2(2k
S G T 637
o (2k)? —a o (k) -o
com « sendo um nimero ndo inteiro.
3.10 QUANTIZACAO DOS ESTADOS PARES
Usando a identidade (A.3) e a relacdo (2.28)) para a série (3.36)),
- (2k — 1)z
; 202 Eyy. L2 = %tan% [1 — csc%sen 2a(x — 7r/4)] ,0<z <. (3.38)

Fazendo as transcri¢des k — n, v — wx /L,y — wxo/L, o — (, encontramos a seguinte condigao
de quantizacdo para os estados ligados pares:

2 7r { (20w (wo — L/4)1.

=tan-— |1 — csc=—sen

p 5 5 i (3.39)
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3.11 QUANTIZACAO DOS ESTADOS IMPARES

Para encontrar a forma fechada da condi¢do de quantizacao dos estados impares, somamos as
identidades (A.5)) e (A.6), assim temos que

> 2
Z 2k == (—& — cotan T — csc wa) (3.40)
— T

k=1

Por conseguinte, podemos encontrar uma forma fechada para (3.37) recorrendo a relagdo acima e a

identidade (2.29),

2k
‘E;Z) ( )f = gcot? [1 — S@C%COS 20(w — 7T/4)] , 0z < (3.41)
-« a

HM8

Fazendo as mesmas transcri¢des de anteriormente, temos que a condi¢do de quantizacdo dos

estados impares € expressa por

% = cotcmC?7T lsecg—ﬂcos 20m(wo — L/4) — 1] ) (3.42)

Y 2 L
3.12 ESTADOS COM ENERGIA NEGATIVA

Fazendo uma aproximacdo de primeira ordem nas condi¢des de quantizagdo dadas em (3.39) e
(3.42)), vemos que para haver estados com energia negativa, a constante de acoplamento nas respectivas

quantizagdes deve ser tal que
2 210 L 220\
>—|1—-— > — 11— — 3.43
9> ( i ) I ( 7 ) : (3.43)

Quando ( estd associado a um estado de energia negativa, as condi¢des de quantizagdo (3.39) e
(3.42)) tomam a forma:

expostos na figura 4.10.

2 2 —L/4
ﬂ = tcmhM 1-— cschM senh Sl (o /4) (3.44)
g 2 2 L
% — cotanh@ [1 — sech’q7T cosh2|<|7r(x0 — LM)} , (3.45)
g 2 2 L
e as autofuncgdes:
) senhK'W(“’L_L/z) coshlczm, |z < g
wéH(:C) _ _N > , x C [—L/2,—|—L/2]. (3.46)

senhEE=LI2) o p Km0 s o
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. Senhm”(x({wmsenhK'L”, lz] < g
Y (2) = i , x C [~L/2,+L/2). (3.47)
S(:)s)senh|C‘W(‘$£_L/2)senh|qzx°, |z| > xg

Na figura 4.8 e 4.9 temos um grafico dos nimeros quanticos em fun¢do do parametro g. Para
qualquer valor de x(, quando o potencial € muito intenso (¢ — o0), temos uma degenerescéncia do

estado fundamental com o primeiro estado excitado, como no sistema livre.

3.13 RETOMANDO OS RESULTADOS DO SISTEMA LIVRE

A veracidade dos resultados obtidos, pode ser assegurada a medida que sejamos capazes de retomar
os pares caracteristicos do sistema sem as paredes intransponiveis. Tomando o limite L — oo nas

autofungdes, em termos de k, para o caso de energias negativas,

cosh |klz, |z| < xo
X (3.48)

elFleo cosh |k|zg e ¥l 2| > 2

—e—|kl(zo—L/2)
. (+) . €
Lhm Py () = Lhm TN

S(x)senh |k|z, |z| < xg

e e Hlo-L/2)
lim ¢, ’(z) = lim X

P i, —— : (3.49)

elflwo senh [k|zg e F12l 2| > 2

vamos recair nas autofungdes do delta duplo fora do confinamento, dadas em (3.7) ¢ (3.8)), a tnica

diferenca € um fator de fase, uma vez que

Laoo  2y/N i L5 9V M

Em relacdo as condi¢des de quantizagdo, reescrevendo-as em termos de k, e tomando o mesmo

H@o-L/2) 4 k@o-L/2) g
¢ € -y (3.50)
1

limite, temos que

9 I I 1 —2kxgo

716 = ng{)lo tcmh% [1 — csch% senh 2k(xo — L/4)] = % = +€T (3.51)
9 I I 1— —2kxo
7]{; = ng{)lo wtcmh% {sech% cosh 2k(xo — L/4) — 1] = S = GT, (3.52)

invertendo as equacdes acima, subtraindo uma unidade de ambos os lados e multiplicando o numerador
e o denominador por um fator e**° dos membros direitos das relagdes (multiplicando pela unidade),

finalmente recaimos nas condicdes de quantizag¢do do delta duplo livre do confinamento,
g

. 1 =tanh kzqy % — 1 = cotanh kxy. (3.53)
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3.14 DEGENERESCENCIA DO ESPECTRO DE ENERGIA

Na figura 4.11 expomos o efeito da constante de acoplamento no estado fundamental e no primeiro
estado excitado para um valor de x, especifico, a saber, o = L/6. Notamos que conforme a constante
de acoplamento intensifica, a descontinuidade das autofung¢des intensifica idem, ao cabo que no limite
de forte acoplamento, as autofuncdes em questio tendem a ter a forma de uma distribuicdo o. Essa
mesma conclusao ja foi feita para o sistema livre das paredes intransponiveis, quando avaliamos a
incerteza na medida da posi¢do.

Quando g — —o0, 0 primeiro membro das condi¢des de quantizacio se anulam, logo podemos ter
uma ideia geral das multiplicidades possiveis do sistema confinado, expondo o comportamento dos
zeros ((y) do segundo membro de ambas condi¢des de quantizagio e (3.42), como na figura 4.12.
Conforme a figura em questao podemos encontrar até tripletos dependendo da posi¢do das funcdes o
dentro do poco.
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4 TRANSGRESSAO DO TEOREMA DA NAO DEGENERESCENCIA

4.1 TEOREMA DA NAO DEGENERESCENCIA

Hé um teorema que diz respeito a ndo degenerescéncia de estados ligados em uma dimensdo, mas
a transgressao desse teorema ocupa as paginas de alguns trabalhos na literatura (BHATTACHARY YA,
1996; MATAMALA; SALAS; CARINENA| 2009; KAR; PARWANI, 2007; VICENZO\ [2008). A
prova usual do teorema da nio degenerescéncia recorre a nulidade do wronskiano das solugdes,
diy dipy

W (W1, ¢2) = i 4.1

que no caso da equacdo de Schrodinger independente do tempo, tendo em vista que a equagao
diferencial ndo possui termo de primeira derivada (P = 0), conforme (II.4), o wronskiano é uma
constante. Dado o comportamento assintético dos estados ligados dado em (IV.14)), o teorema de Abel
(TL3)) nos garante que o wronskiano é nulo para toda reta real,

iy dipy

2 ahy—t =0. 4.2
%dx 2 4.2)

A relagdo (@.2) é exatamente o enunciado do teorema da ndo degenerescéncia para estados li-
gados em uma dimensdo, a partir dele somos tentados a concluir que a derivada logaritmica das
autofuncoes sdo equivalentes, por conseguinte, uma integral indefinida nos revelaria que as fun¢des

sdo proporcionais, em outras palavras,

Ly 1 dgy

Uy de g dr = ¢ = Cipo. 4.3)

Se o wronskiano desaparecer em valores isolados do argumento, isso ndo prova
necessariamente a dependéncia linear (a menos que o conjunto de funcdes tenha
s6 duas fungdes.). Contudo, se o wronskiano for zero sobre toda a faixa da
variavel, as funcdes sdo linearmente dependentes sobre essa faixa. (ARFKEN]
WEBER| [1988], p. 438)

Em outras palavras, uma solu¢do é miltipla da outra, mas como a equagdo de Schrodinger esta
sujeita & condi¢do de normalizacdo (TV.13)), podemos dizer que a constante C é um fator de fase, que
ndo € de interesse pelo menos na mecinica quantica nao relativistica do ponto de vista de Schrodinger.
Conquanto, a premissa (4.3)) pode ndo ser verdadeira nos pontos em que as fungdes 1 e ¢, possuem

ZEros.

4.2 A TRANSGRESSAO

Para entender a degenerescéncia no sistema unidimensional, nos atemos a interpretacao de Cope-

nhague da mecénica quantica (GRIFFITHS, 2011b), a particula sujeita ao delta simples no limite de
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forte acoplamento tem dois graus de liberdade, no sentido de que a priori a particula pode estar do
lado direito ou esquerdo da origem, bem como no pogo duplo de potencial infinito, onde inicialmente
a particula estd em ambos 0s pogos, ao cabo que a solucdo geral € a superposicdo dos estados de cada
um dos pocos isoladamente (LEVY-LEBLOND) [1990).

Tomando a série de Frobenius da autofun¢do e avaliando o valor esperado da energia cinética

préximo da origem,

0o Te +e
_ s+n : * " . . 25—2
Y(z) = E_O Cnx : 1515 5 dx * " o 11_1%/_6 dw s(s — 1)x* 2, 4.4)

vemos que o integrando s6 € finito se s = 0, ou s > 1/2. J4 o valor esperado da energia potencial
préximo da origem, assumindo que V' (z) o 1/x#,

+€

+e
lim dx " V(x)y o« lim / dx z*57+, 4.5)
e—0 e e—0 e

s6 € finito quando s = 0 se < 1, porém, se s = 1/2, é necessario que ;1 < 2.
Entdo, acontece que a transgressao do teorema da niao degenerescéncia, ocorre quando a hermitici-
dade do operador hamiltoniano na origem € comprometida e o teorema de Fuchs falha para a equacao

de Schrodinger:

Se a origem for um ponto regular singular, entdo qualquer solu¢do da equagao
diferencial € ou (a) analitica na origem, ou (b) possui um pdlo ou ponto de
ramificacdo do tipo poténcia ou logaritmo. (Em outras palavras, pode ser escrita
como uma série de Frobenius generalizada). (BUTKOV/ 1988, p. 148)

Em suma, o operador energia potencial s6 € hermitiano na origem, se a interacdo que estamos
lidando néo for mais intensa que uma singularidade essencial (12 > 2), caso contrdrio, as fungdes de
onda sdo obrigadas a se anularem nos pontos de singularidade, pois a tnica solu¢do para a equacao de

Schrodinger passa a ser a solugdo trivial nesses pontos.

4.3 CENARIOS DE TRANSGRESSAO DO TEOREMA

Como no caso de potenciais simétricos, podemos buscar solu¢des via expansao da solugdo do
semieixo da equacdo de Schrodinger, no limite de forte acoplamento, ambas expansodes sao aceitaveis
para um mesmo autovalor de energia, pois tanto a autofungio simétrica quanto a assimétrica sao
obrigadas a zerar na origem. Com essa premissa, generalizamos os cendrios capazes de violarem o

teorema da ndo degenerescéncia em duas classes:
I) As autofuncdes tem zeros em pontos isolados do sistema;

II) As autofungdes evanescem em regides do sistema.

Um exemplo da primeira classe sdo as autofuncdes do delta simples que nos deparamos ao
intensificar a interagdo. No regime de forte acoplamento repulsivo (9 — —o0), a rela¢@o entre as
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autofungdes pares e impares € algo do tipo:

i(z) = [Cs 0(z) + Cc 0(—2)]iha() (4.0)

W0, (Ch— ()
- b s * Cs 0(z) + Cc O(—x)’ 7

a0 passo que se integramos no semieixo positivo excluindo a origem, vemos que a dependéncia linear

no semieixo negativo € diferente,

R A T/ Uy o
11_13(1) d (¢1_¢_z>_0:>l (¢2>:C<--¢1—C<¢27 (4.8)
. > (0 _¢_/2 (0 . _
11_% dx (wl 1/12) =0 = In <¢2) Co . Y1 =cs 1o, 4.9)

uma vez que nao podemos descartar a possibilidade de c. # c-.
Ja a segunda classe é comum em potenciais com regides de singularidade, por exemplo o pogo
duplo de potencial infinito (LEVY-LEBLOND, |1990). Assumindo que existe um intervalo [z, 5]

entre os pog¢os, a relacdo entre as duas solugdes da equacao de Schrodinger pode ser escrita como
P (x) = [Cc 0(xy — x) + Cs 0(x — x2)]1h2(x). (4.10)

Dessa forma, a derivada logaritmica das fungdes ¢/ e 19, ficam expressas na forma

vy Y + > 0(r —xp) — C b(a1 — o)
Yo P < O(xy — )+ Cs 0(x — x2)

(4.11)

Para essa classe de autofungdes, a linearidade das solugdes € verdade apenas se descartamos o
intervalo * > z; ou z < x5, em outras palavras, a linearidade s6 € verdade caso o caminho de

integracdo ndo passe pelos pontos r = x; ou r = Ts.

4.4 ABORDAGEM ALTERNATIVA

H4 uma abordagem alternativa para exibir a violagdo do teorema da ndao degenerescéncia que
ndo depende do bom comportamento ao longo do caminho de integracdo da derivada logaritmica.

Escrevendo o wronksiano na forma

- ¥
Wi; = zdx (w) (4.12)

sem didvida os zeros de v; merecem uma atengdo especial. Néo € dificil concluir que se ¢;(z) # 0 e
Wij(zo) = 0,
d {%‘ (o)

0 (xo)} =0 = " (wo) = Cy" (x0) (4.13)
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00 (n) oo 1 (n)
.'.Zd}in—('xo)(m—xo)Q :CZ%n—@(x—xo)2, (4.14)
n=0 : n=0 ’

em outras palavras, a funcdo v; € infinitamente diferencidvel em x € 1); o< v;, haja vista que todos os
termos da série de Taylor expandida em torno de zy de 1; sdo proporcionais aos termos da série de
Taylor de ;.

4.5 A INVALIDADE DO TEOREMA DA NAO DEGENERESCENCIA

A questdo que se coloca € que se v;(z) = Cy;(x) = W;;(z) = 0, mas a conclusdo inversa nio
€ necessariamente verdade, isto €, o fato de W;;(z) = 0 ndo implica que as fungdes sao linearmente
dependentes. Supondo que as autofungdes estdo relacionadas por (4.10) e 1(x1) = 0,

h_ff(l)wl(l’) =0, e>0 = ¢o(z) = Cctpr(), v <1, (4.15)
lir%wl(x) =0, >0 = o(r) = Cathi(x), > x9 (4.16)
€ T2+€

a continuidade das autofuncgdes em x; e x5 ndo fornece uma conexao entre C'. e C'-.. Por outro lado, se
as fungdes 1); e ¥; t€m uma relagdo do tipo (4.7), a continuidade na origem dos estados estaciondrios,
+e

=0 = (Cs —C)Yy(0) =0, 4.17)

—€

iy ()

revela que se 12(0) = 0 existe a possibilidade de C-. # C-, logo, 1), ndo é linearmente dependente de

1y para todo eixo .
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Figura 5.1 — Solucdo gréfica da condi¢do de quantizagdo para a particula sujeita ao delta simples.

(a) £ > 0.

1
g
~

S

(b) £ <O.

=

Fonte: Producao do préprio autor. As linhas tracejadas e pontilhadas, representam o membro esquerdo da

condi¢@o de quantizacgdo para valores negativos de g, as outras duas linhas acima do eixo horizontal, representam

o membro direito da condi¢do de quantizag¢do para valores positivos de g.

Figura 5.2 — Comportamento dos niimeros quanticos associados a particula confinada sujeita ao delta

simples.

() E

> 0.

4

(]

g
(b) E <0.

(S
a2

Fonte: Produgdo do préprio autor. A linha sélida esta associada aos estados pares.
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Figura 5.3 — Efeito da constante de acoplamento no estado fundamental do poco de potencial infinito.

0.5 0.5
X s
L L
0,5 05  _os s
X x
L 3
@ g=11 Hg=5

Fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 5.4 — Efeito da constante de acoplamento no segundo estado excitado do poco.

15 15
\"ng V'T'ayl:
-03 05 -03 0.3
X ES
T L
-15 -135
(@) g=-30 (b) g=-12
15 1,5
Lli{; '#5
-03 0.5 -05 0,5
X X
L L
-15 -15

| =

-13 -15

©g="7 ) g=30
Fonte: Producio do préprio autor.
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Figura 5.5 — Solugdo gréfica da condi¢ao de quantizacao para a particula sujeita ao delta duplo.

[

I

I
“'\-.__‘

%]
]

hoxy

(@) yzo = 5. (b) yxo = 3. (¢) yzo = 0,5.
Fonte: Producdo do préprio autor. A linha sélida representa o primeiro membro das condi¢des de quantizagdo,

ja a pontilhada e a tracejada o segundo membro da quantizacdo do estado par e impar respectivamente.

Figura 5.6 — Comportamento dos nimeros quanticos em funcdo da constante de acoplamento para a

particula sujeita ao delta duplo.

2

Xy

Fonte: Produgdo do préprio autor.
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Figura 5.7 — Solugdo gréfica das inequagdes (3.21) e (3.22).

- -7 0 T
(a) A regido hachurada representa os valores (b) A regido hachurada representa os valores
possiveis para x e y. L1, L2, L3 e L4 represen- possiveis para x e y. D1, D2, D3 e D4 represen-
tam as fungdes: —2mm + z; —(2m + )7 + x; tam as fungdes: —(2m + 1)7 + x; —2mm + x;

(2m+1)m—x e 2mm —x. Nesta figura A, Be C (2m + 1)m — x e 2mm — x. Nesta figura A,
tém a abscissa: 2mm; (2m+1/2)we (2m+1)w B e C tém a ordenada: 2mm; (2m + 1/2)7w e
respectivamente. (2m + 1) respectivamente.

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

Figura 5.8 — Comportamento dos nimeros quanticos associados a estados de energia positiva para a
particula confinada sujeita ao delta duplo.
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€ == C.\Q\ T
————— —————— - S - 4
R — ——— N\
~ _— = —=
\k_ >
%—\l | A i
| | |
-30 0 30 -30 0 30 -30 0 30
g g 9
(a) xg = %. Quando g — —oo,acada (b) x¢p = % Quando g -+ —x o0es- (¢c) g = 1—LO. Quando a interagdo é
singleto hd um tripleto na sequéncia.  pectro é composto por tripletos. muito intensa, hd uma alternncia entre

dupletos e tripletos.

Fonte: Producdo do préprio autor. A linha sélida estd associada aos estados pares e a tracejada aos impares.
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Figura 5.9 — Comportamento dos niimeros quanticos associados a estados de energia negativa para a
particula confinada sujeita ao delta duplo.

a2

(@ o= %, (b) zo = £. (©) z = %&.

Fonte: Producdo do préprio autor. A linha sélida estd associada aos estados pares e a tracejada aos impares.

Figura 5.10 — Valores criticos da constante de acoplamento para haver estados com £ < 0 para
particula confinada sujeita ao delta duplo.

Fonte: Producdo do préprio autor. A linha sélida representa os estados pares e a tracejada os impares.
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Figura 5.11 — Efeito da constante de acoplamento no estado fundamental e no 1° estado excitado para
a particula confinada sujeita ao delta duplo.

(=1

v, u,
5 5
=05 0 03 -05 0.3 -03 0 05
L L L
L L L
(@g=0exy=1L/J6 (b) g=4,5ex9=L/6 () g=30exo=1L/6
2 2 3
Jng JTI!-’C Jng
-0} 05  -03 05 -05 05
X ES e
L L L
-2 -2

) g=0exzo=L/6 () g=4,5exo=L/6

() g=30exo=L/6
Fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 5.12 — Comportamento dos niimeros quanticos associados a estados de energia positiva no
limite de forte acoplamento para a particula confinada sujeita ao delta duplo.

4 N\ I~
IVARAVARNVANAN
\ ¥\ N
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Fonte: Producdo do préprio autor. A linha sélida representa os estados pares e a tracejada os estados impares.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No capitulo 2, tratamos de encontrar os estados quanticos de uma particula sujeita aos potenciais
que chamamos de delta simples e o delta duplo. Esses potenciais ganharam nossa aten¢ao por serem
utilizados para modelar alguns fendmenos na escala mesoscépica, por exemplo, o delta simples pode
ser utilizado para prever a energia de ionizacdo de 4&tomos monoeletronicos e o delta duplo para prever
a estabilidade das moléculas diatomicas, bem como o desdobramento do nivel de energia do estado
fundamental durante a formacao da molécula propriamente dita.

Com o delta simples, obtemos um estado ligado, j4 com o delta duplo, dois estados ligados,
por indu¢@o podemos concluir que para cada distribuicdo J que acrescentamos no potencial, iremos
encontrar um estado ligado a mais. Ao impor o confinamento em cada um dos sistemas, emulado
por condi¢des homogéneas de Dirichilet nos extremos do confinamento, vimos que o espectro e
as autofuncgdes da equacdo de Schrodinger sdao drasticamente afetados, principalmente o espectro
associado a energia positiva, tendo em vista que 0 mesmo passa de um continuum para um espectro
discreto. Com o proposito de dar validade aos resultados obtidos para os sistemas confinados, tomando
o limite apropriado retomamos os resultados dos respectivos sistemas fora do poco de potencial infinito.

Uma das intencdes deste trabalho foi expor o método de expansao em funcdes caracteristicas para
resolucdo dos sistemas confinados e como esses potenciais fornecem solucdes exatas da equagdo de
Schrodinger, fomos capazes de encontrar formas fechadas para as séries descritas pela projecdo das
solu¢des da equacdo em questdo na base utilizada.

Nesse trabalho, utilizamos como base para a expansao os estados estaciondrios do poco de potencial
infinito em que o delta simples e o delta duplo foram imersos. Isso nos permitiu obter 6 (seis) novas
formas fechadas para séries trigonométricas, e 1 (uma) forma fechada para uma série logaritmica,
formas estas que poderiam ser introduzidas na literatura. Mais especificamente, essas formas fechadas

sdo dadas nas relacoes (2.28), (2.29), (3.23), (3.23), (3.38), (3.40) e (3.41).

Conforme os graficos do espectro da hamiltoniana de cada sistema, h4 um comportamento peculiar

nos limites de forte acoplamento, a saber, a transgressdo do teorema da ndo degenerescéncia para
estados ligados em uma dimensdo. Tentando entender essa transgressao, no capitulo 3 mostramos duas
formas de que a nulidade do wronskiano ndo é garantia de dependéncia linear, além disso justificamos
a degenerescéncia e a invalidade do teorema de duas formas distintas. Em poucas palavras, a validade
do teorema da nao degenerescéncia, merece uma atengdo especial para potenciais com singularidades
essenciais.

Para futuras investigacdes, sugerimos incrementar mais interagdes dentro do pogo e buscar uma
generalizacdo da soluc@o para um nimero arbitrdrio de interacdes confinadas. Além disso, seria
interessante procurar por outros problemas de solugdo exata e aplicar o método de expansdao em
fun¢des caracteristicas, para entdo obter outras novas formas fechadas para as séries descritas pelas

expansoes.
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APENDICE A - O PROBLEMA DE STURM- LIOUVILLE

A teoria de Sturm-Liouville tem importante participagdo na mecanica quantica (ARFKEN; WEBER|,
1988), porque a maior parte das vezes, a equacdo de Schrodinger independente do tempo € um caso

particular da equacao de Sturm—Liouvilleﬂ

Lo=—-Ar(z)p=0, L= % [p(x)%] — s(x), (I.1)

sendo L o operador de Sturm-Liouvile, A o autovalor e r(x) seu respectivo peso.
Do ponto de vista de Schrodinger, definimos os estados quanticos como pares caracteristicos de
um operador hermitiano, mais especificamente o operador hamiltoniano, herdado da mecanica classica.

De modo geral, um operador L ¢ dito hermitiano se:

b b
[ dr Lo = [ e (Con)yon 12)

Com essa condicdo, somos capazes de mostrar que as autofuncdes do operador de Sturm-Liouville,
formam uma base para um espago vetorial no intervalo [a, b], € que os autovalores A sdo quantidades

reais.

A.1 A SERIE DE FOURIER

Podemos dizer que a série trigonométrica € a combinacgao linear das autofun¢des do operador
derivada segunda, sujeitas a uma condic¢@o de contorno periédica. Se tomarmos p(z) = r(x) = 1
e s(x) = 0 na equagdo de Sturm-Liouville , ela se reduz na equacdo de autovalor do operador
derivada segunda, ,

d¢
—i —k*¢, (1.3)
cuja solugdo geral é dada por

¢(x) = A cos kx + B sen kx. (L.4)

Assim, impondo a condi¢do de periodicidade ¢(z) = ¢(z + 2L) nas solugdes, temos que

A, cos k(x) + B, sen k(z) = A, cos k(x +2L) + B, sen k(z + 2L) (L.5)
= A,[cos k(x) — cos k(xz +2L)| + B,[sen k(x) — sen k(x + 2L)] = 0. (1.6)

Para que de fato a solugdo seja geral, temos que A,, # 0 e B, # 0, pois assim garantimos duas
solucdes linearmente independentes. Entao € a subtracao das fungdes trigonométricas que anulam a

relacdo acima, de modo que

k2L = 2nm - ky = "—Lﬁ | nezZ. (17)

' Sendo p(r), s(z) e r(x) trés fungdes reais.
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Dessa forma, temos que para cada autovalor k,,, hd uma fun¢io ¢,,, mas suprimimos o0s inteiros
negativos, porque estdo associados a funcdes linearmente dependentes da solucdo com o inteiro

simétrico. Logo, a solucdo geral ¢(z) da equagdo diferencial (A.1]), é a combinagdo linear de todos os
On, 1St0 €,

= Ay + Z <A cos e + B,, sen ni;) (1.8)

Se os coeficientes A,, e B,, forem determinados pelo trugue de Fourier a série trigonométrica (L.8)),
recebe 0 nome de série de Fourier de periodo 2L. O truque consiste em tomar o produto interno da

série trigonométrica com um dos elementos sen™* e cos™*, no intervalo [—L, +L],

+L +L 0
/L dx gzﬁ(x)senm;m = /L dx | A senmzx + Z <An cos %senmzx + B,, sen %senmzx

1.9)

+L +L 00
/_L dx ¢(:U)cosmzx = /_L dx | A cosmﬂx + ; (An cos n_zxcosmzrx + B, sen ?COSmEI
(1.10)
por conseguinte, uma vez que
+L +L
/L dx cos?cosmzx = O0pm L, /L dx sen?senmzx = 0pm L, (I.11)
+L +L +L
/ dx cos@senmm: =0, / dx cosw =0, / dx sen@, (I.12)
L L L —L L —L L

todos termos em (L.9) e (L.10) se anulam, exceto aquele que multiplica o termo A,, ou B,, dependendo
do elemento utilizado. Portanto, sendo n e m indices mudos, de acordo com o truque de Fourier,
temos que

+L +L
A, = %/L dz ¢(x)cos n_7[r/x’ B, = %/L dx ¢(x)sen n—zz,n # 0. (I.13)
Vale dizer que do ponto de vista matematico, os coeficientes A,, € B,, consistem nas componentes
da solug@o ¢(z), no espago gerado pelas autofungdes do operador derivada segunda, ao passo que o
truque de Fourier, consiste na projecao de tal solucdo nas autofuncdes da base do espaco em questao.
Quanto a ressalva de que n # 0 em (L.13)), ela se dd porque quando m = 0, néo é dificil mostrar
que o resultado € o elemento nulo em ([.9), ja no caso de (L.I0), temos que

1 [T
24, = E/ dx ¢(x). (1.14)

L
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Assim, para manter vdlida a relacdo de Fourier para n = 0 e passarmos a chamar a série trigono-
métrica de série de Fourier, reescrevemos o primeiro termo, de modo que a expansao da funcao fique

sendo expressa na forma

[e.9]

20 Z (A cos —|— B,, sen ?) (L.15)

Tendo os coeficientes determinados, a série ird reproduzir extensdes periddicas do intervalo
[—L,+L] da funcdo ¢, contudo, podem haver casos que a série ndo seja fiel a ¢. O exemplo mais
simples, sdo os casos de fungdes com descontinuidade de salto, neste caso, a série de Fourier converge
para a média dos limites laterais da fun¢do no ponto de descontinuidade (BUTKOV/ [1988).

A.2 EQUACAO AUTOADJUNTA

Se substituirmos a definicdo do operador L na relacdo |D temos que

R ) S

Podemos utilizar a regra de Leibniz para a derivada do produto:

L d do,, | _d [, do,, | dgb Ao,
s { (x)%_ = Iy _¢n p(x) de | " dw “p(x) Iz (L.17)
as) _ A [, doy]  dow do
me [V 5] = 2L [ ) S| - 20y %, @.1s)
para reescrever os termos do integrando em ([.16). Dessa forma
Ao, do
m =0. I.1
o) (92— on ) || =0 1.19)

Entdo, sempre que a equagdo de Sturm-Liouville, estiver sujeita a condi¢des de contorno que
tornam a expressdo ([.I9) verdadeira, como por exemplo condi¢des de contorno homogéneas de
Dirichilet ¢(a) = ¢(b) = 0, a relacdo de hermiticidade (I.2) é satisfeita, ao passo que a equagdo de
autovalor em questao € dita autoadjunta.

A.3 ORTOGONALIDADE GENERALIZADA DAS AUTOFUNCOES DE UM OPERADOR AU-
TOADJUNTO

A equagdo de Sturm-Liouville, estabelece uma relagdo entre o operador Lea autofunc¢do ¢,, com

seu respectivo autovalor A, € peso r,,

Ly = —Arn()dy = 0. (1.20)
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Se 7:(z) = 7 (), usando (L.20) na relagdo (L.2), temos que

b
(A — )\m)/ dx ¢, v ¢ = 0. (1.21)

Por conseguinte, a possibilidade da subtracdo em evidéncia ser nula, s6 existe se n = m € 0s

autovalores forem quantidades reais,

b
;- )\n)/ Az ¢5r = 0= A" = A, (1.22)

Vale dizer que na mecanica quantica, de acordo com a teoria, ¢ de suma importancia que o0s
autovalores de um operador associado a uma quantidade dinamica, seja real, pois a mesma deve ser
uma quantidade mensuravel.

Partindo entdo do pressuposto que os autovalores sdo quantidades reais, para que a expressao
(L.23) seja verdadeira nos casos em que n # m, ¢ a integral que anula a expressdo propriamente dita.
Por conseguinte, assumindo que as autofungdes também estdo normalizadas no intervalo [a, b] sob o

produto interno com peso r, podemos escrever a relacdo de ortogonalidade generalizada

b
/ dx ¢, 1 P = Opm. (1.23)

Portanto, se as autofuncdes do operador de Sturm-Liouville estdo normalizadas e a relacdao de
hermiticidade ¢ satisfeita, a superposicao das autofuncdes ¢,, formam uma base ortonormal, para
o espaco das fungdes que satisfazem a equacao de Sturm-Liouville, em outras palavras, podemos
escrever a solugdo geral da equacdo ([.I)), como a combinag@o linear

o) =D Cotu(). (1.24)
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APENDICE B - EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAR DE SEGUNDA
ORDEM

Toda equacdo diferencial linear de segunda ordem homogénea

V" + P(x)Y" 4+ Q(x)Y =0 IL1)

expressada utilizando a notacdo de Laplace, tem no mdximo duas solugdes linearmente independentes
(BUTKOV, |1988)), isto &,

B.1 O WRONSKIANO

Para provar que a solugdo geral v, estd contida em um espago bidimensional, introduzimos
uma func¢do chamada wronskiano das solugdes, que por vezes € mais conveniente na forma de um
determinante,

(I1.3)
(A

Se multiplicarmos a equagao diferencial de 1; por 1;, € a equagdo diferencial de 1); por ¢, em

Wij = )y — i), = det [% %] -

seguida, subtrair uma da outra, temos que
W/, + P(x) Wi; =0 = Wy(z) = Ce™ /"% PO, (IL4)

A relagdo ([L4) é chamada férmula de Abel, sua importincia se d4 pelo fato que com ela, sem
precisar conhecer as solucdes da equacgdo diferencial, podemos determinar o wronskiano a menos de

uma constante. Para além disso, da féormula de Abel derivamos o teorema de Abel:
E|£L’0€R|Wij($o):0 = \V/IL‘ERVVW(ﬁ):O (IL.5)

Em outras palavras, se para algum z real o wronksiano se anula, entdo o wronskiano € identica-
mente nulo para qualquer x € R, haja vista que a exponencial em (II.4) € uma funcido que nunca se
anula.

B.2 UMA NOVA SOLUCAO

Se admitirmos uma funcao ¢/, que também € solugdo de (II.1)), o wronksiano pode ser expandido
para compreender as trés fun¢des (ARFKEN; WEBER| [1988)),

Y Y; Y (G N A
Wo=det |4 0 | = W=—det | ¥ (IL6)

(A (Y
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= W= —yjWj, — YiWy, — YV, (IL.7)

Utilizando a equacdo em ([L.4)) para eliminar as derivadas primeiras dos wronskianos,
Reescrevendo ([I.8)) na forma de um determinante novamente,

(I
W = —P(z)det |¢; ¥ |, (I1.9)

Vi by Y

fica claro que o wronskiano € nulo, pois a matriz (IL.T0) tem duas linhas idénticas,
- W =0. (I1.10)

Isso significa que o conjunto {t;,1;, ¥ } ndo é formado por elementos ortogonais dois a dois, em
outras palavras, a nova solu¢ao v, que supomos, pode ser escrita como uma combinagdo linear das
solugdes 1); € ¥;, bem como a solucdo geral, dada em .

Nio € dificil verificar que se o wronskiano W), = W, = 0, a solugdo 9, pode ser escrita em
termos de 1; e 1;. Se as fungdes v; e ¥, ndo possuem zeros no intervalo de interesse, temos que

Wik =0 = ¥, —pp; =0 = % _ -y = Ciy, (IL11)

sendo C; uma constante vinda da integral indefinida das derivadas logaritmicas. Da mesma forma, um

processo andlogo pode ser feito para Wy,

Wi =0 = | — ot =0 = &0y, (IL12)
Y

Entao, se ¢ € uma funcao que satisfaz a equacdo diferencial de segunda ordem (II.1)), podemos

escrevé-la na forma de uma combinagao linear, expressa por
e = Cihi + Cj;. (I1.13)

B.3 INDEPENDENCIA LINEAR

Para provar de maneira consistente a independéncia linear das solugdes 1); € 1;, precisamos que a

unica solugao para os coeficientes da equagao
at;+by; =0 (I1.14)

seja a solucdo trivial, em outras palavras, precisamos que a = b = 0, pois assim, fica impossivel

escrever uma relagdo linear entre v; e ;.
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APENDICE C - DISTRIBUICOES §

Uma distribuicdo ¢ é toda distribuigao tal que:

+a
/ deo(z)=1,a€R; 6(z)=0, se z#0. (IIL.1)

a

Uma funcdo de varidvel real x que desaparece em todo lugar exceto dentro de um
pequeno trecho de tamanho ¢, em torno da origem... o exato formato da funcao
dentro desse trecho nio importa... no limite em que ¢ — 0 essa funcdo se torna
uma §(x) (JACKSON] 2008}, p. 11).

Quase um século antes de Dirac, a primeira aparicdo da funcao delta de Dira(ﬂ foi feita na forma
de um limite por Poisson e Cauchy para provar o teorema da integral de Fourier. Nesse teorema, fica

evidente a propriedade de filtragem da funcao delta,

+o0 +oo e~ th(y—) +oo

o) = [ ot [ k== [ ety —a) (111.2)

Um exemplo simples, capaz de trazer uma certa intui¢do a respeito das propriedades da funcio delta,

€ o caso classico de uma particula em repouso que sofre um impulso /. Se ndo estamos interessados

necessariamente na forma com que a particula € impulsionada, podemos supor que a particula esta
sujeita a uma for¢a dada por:

F(t) =1T6(t—to). (I1.3)

Destarte, se integramos a segunda lei de Newton (p = F) até um tempo anterior ao impulso, a
particula deve estar em repouso ainda, de forma que a variagdo do momento € nula. Mas se integrarmos
até um tempo ¢ posterior a ty, conforme , temos que a variacdo do momento € exatamente /,
logo, o momento da particula apresenta uma descontinuidade de salto no instante ¢, representavel por
uma fungdo de Heavisidef]

p(t) =16(t—to). (ITL.5)

Uma vez que a taxa de variagdo temporal do momento deve nos retornar a for¢a em (IIL.3), podemos
resgatar a defini¢do da funcdo delta, dada por Heaviside trinta e cinco anos antes de Dirac (JACKSON,
2008):

= o(x). (I11.6)

Ainda que seja o limite de uma sequéncia de funcdes, convencionou-se chamar as distribui¢des § de fungdes delta
apesar de ser um equivoco segundo alguns autores (LEMOS| [2010)), entretanto, a teoria das distribui¢cdes permite que
possamos considerd-la como uma fung¢do ordindria (CASTRO, [2014).

A funcio de Heaviside € definida por:

0, <0
0 = ’ I11.4
(z) {1, x>0 ( )
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APENDICE D - EQUACAO DE SCHRODINGER

Fenomenos quanticos ndo relativisticos em uma dimensao que uma particula de massa m experi-

menta, sdo governados pela equacdo de Schrodinger
ih—=HV, H=—="=+V, (IV.1)

onde H é o operador hamiltoniano, V' o potencial com o qual a particula interage, ¢ a unidade
imagindria, A a constante de Planck reduzida, ¥ a funcdo de onda que caracteriza o estado quantico da
particula.

Segundo a regra de Born (NUSSENZVEIG, 2014b), a quantidade |\I/]2d:c, ¢ interpretada como a

probabilidade de encontrar a particula no comprimento dzx, de tal forma que
U (z,t)|* = p(x,t). (IV.2)

representa a densidade de probabilidade de encontrar a particula em um ponto e instante arbitrario
de modo que a integral em todo espaco, deve resultar em uma distribui¢do de 100% de chance de

encontrar a particula, isto €, a densidade de probabilidade deve estar normalizada

+oo
/ dx p(z,t) =1, (IV.3)

o0

isso significa que os estados quanticos sdo descritos por fungdes de quadrado absoluto integravel
(BUTKOV, [1988)).

Além disso, se multiplicamos a equacdo (IV.I)) pelo complexo conjugado de ¥ e subtraimos do
complexo conjugadcﬂ de multiplicado por ¥, chegamos a

dop ih 02w+ 0*W
o _ S V.4
ot 2m ( O0x? 0x? V4
Usando o fato de que
0 ov* ov OU* O*U*
el ) =22 v V.
Oz ( oz ) o 0z | 02’ {:2)
podemos reescrever o lado direito de (IV.4) na forma:
dp 0J ih ([ OU* ow
9P 97 _ = (vl T IV,
ot "oz 0, J(z,1) 2m ( oz 0;1:) ’ av.6)

sendo J(z,t) a corrente (ou fluxo) de densidade de probabilidade.

Portanto a densidade de probabilidade € uma quantidade conservada ponto a ponto, como a
densidade de carga elétrica das equagdes de Maxwell (GRIFFITHS, 2011a), pois obedece a equacao
da continuidade.

' O simbolo * representa o complexo conjugado.
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D.1 ESTADOS ESTACIONARIOS

Quando o potencial de interagdo no hamiltoniano é um potencial estaciondrio, isto é, V' = V(z), o

método de separacdo de varidveis reduz a equacgdo ([V.1) a duas equagdes diferenciais ordindrias,

. —ihT = E
U(x,t) = ()Tt = in?Y _ = Z?T T : (IV.7)
ot Ho = By

sendo E a constante de separacdo e o autovalor de energia associado ao autoestado ), que por sua vez,
obedece uma equagdo autoadjunta, a equacdo de Schrodinger independente do tempo
h? d*
Ty = E1). IV.8
A solugido da parte temporal, traz consigo uma constante (7,) que pode ser absorvida na solugo

da parte espacial
Tt)=Toe "BV = U(x,t) = (x)e FYN (IV.9)

Conforme a teoria de Sturm-Liouville, para cada autovalor F,, existe uma ou mais autofuncdes ¢,
que satisfazem a equagdo de Schrodinger independente do tempo, ao passo que a solugdo geral € a
superposicao das autofuncdes

U(z,t) =Y Cotbp(x)e™". (IV.10)

As autofuncgdes ¢/, formam uma base para o espaco de funcdes de quadrado absoluto integravel,
chamado espacgo de Hilbert. Ha condi¢des de contorno padrdes sobre as fungdes de onda para que
tenham uma interpretacdo fisica valida, como a continuidade e a normalizacdo que em geral sdo

suficientes para determinar os estados estaciondrios, todavia é com a condi¢ao inicial
U(x,0) =) Cotbn(z) (IV.11)
n

que utilizamos para determinar os coeficientes C,,. Fazendo um processo andlogo ao
A interpretacdo matemaética desses coeficientes, consiste nas componentes do estado quantico
U(z,t) ao ser projetado no espaco dos estados estaciondrios v,,, mas o médulo desses coeficientes
tém a interpretagao fisica de representarem a fracdo de probabilidade da particula estar no estado 1,
(COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, [1977). Uma consequéncia de ¢ a atemporalidade da
densidade de probabilidade
W (z,1)]* = [¢(2)]%, (IV.12)

1sso garante que a funcdo de onda permaneca normalizada conforme ¢ varie. Além disso, considerando
a equagao da continuidade dada em (??), temos que a corrente de densidade de probabilidade tampouco
depende da coordenada espacial, em outras palavras, o fluxo é estaciondrio e uniforme para estados

estacionarios,

y =0 = J = constante. (Iv.13)
ox

Mediante a uniformidade do fluxo de probabilidade, os estados estaciondrios sdo classificados em
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dois tipos. Quando J # 0, 1) descreve um estado de espalhamento, pois ha um fluxo da densidade de
probabilidade. Conquanto, se .J € nulo, o potencial é tal que mantém a particula confinada, neste caso
1 descreve um estado ligado e para atender o confinamento temos que

lim o (z) = 0. (IV.14)

|z|—o00

Por exemplo, se uma particula estd confinada em um intervalo [0, L] (uma caixa unidimensional), a
densidade de probabilidade deve estar normalizada dentro da caixa, ao cabo que p(z) se anula fora da

caixa, sendo assim

L
/ dx p(z) = 1. (IV.15)
0

D.2 POTENCIAIS SIMETRICOS

Se V(z) = V(—x), a equacdo de Schrodinger € invariante na troca * — —zx, ou seja, o operador
hamiltoniano comuta com o operador P (paridade), [P, ﬁ} = (. Isso significa que existe uma
relacdo trivial na reflexdo da posicao da particula em relacdo a origem, de modo que a densidade de
probabilidade tem 0 mesmo comportamento em ambos 0s semieixos do sistema,

[P, H]ib(z) = 0 = Hip(z) = Hip(—x) . Hib(dx) = Ep(+x). (IV.16)

Como () e 1)(—x) satisfazem a mesma equagio diferencial linear, podemos fazer duas combina-

¢oes que também satisfazem a equacdo de Schrodinger

V(@) = () £ y(-2). (IV.17)
Fazendo outra vez a troca  — —, isto €, aplicando novamente o operador paridade em (IV.I7):
o ) (x) = 42 (=) é uma funcio simétrica;
s () (z) = =7 (—x) é uma fungio assimétrica.

Dessa forma, podemos nos ater a solu¢do do semieixo positivo (ou negativo) e garantir duas funcdes
linearmente independentes por definicao (CASTRO; PIMENTEL] 2014), fazendo a extensao simétrica

e assimétrica das solugdes do semieixo,

U9 (@) = [0(w) % 6(—2)Ju (), (V.18)

geralmente, a posteriori as condi¢des de continuidade sdo suficientes para encontrar as extensdes

apropriadas para cada autovalor de energia.

D.3 INCERTEZA DE HEINSENBERG

Na mecanica quantica, representamos a medicao de um observavel, como a aplica¢do do operador

na funcio de onda, resultando em uma equagdo de autovalor. Dessa forma, alguém poderia dizer que



57

a equacgdo de Schrodinger independente do tempo € uma medicdo da energia do estado estaciondrio
Y (z). Dito isso, uma vez que no espaco de configuragio, o operador momento p é dado por:

. L0

p = —ith—, (IV.19)

Ox
no caso da particula livre, em que a hamiltoniana € constituida puramente de energia cinética, aplicando
duas vezes o operador no estado quantico da particula e dividindo pelo dobro da sua massa
H h* 9%

p
— VU= == ——— =FVU V.20
om 2m Oz? ’ ( )

recaimos exatamente na equagdo de Schrodinger independente do tempo se utilizarmos o método de
separagdo de varidveis.
Conforme a interpretacdo de Born, estamos limitados a valores esperados na medi¢ao de uma

grandeza observdvel, no caso do momento linear, o valor esperado € dado por:

+oo
(p) :/ dx U* (p ). (Iv.21)
—0o0
Assim, em um sistema quantico ndo somos capazes de obter a trajetéria de uma particula como nos
sistemas classicos. Isso por conta de uma caracteristica peculiar intrinseca a fendmenos ondulatérios
que se aplica a quaisquer dois observdveis, conhecida como "relacdo de incerteza de Heinsenberg"
(GRIFFITHS! 2011b)),

2
ohoh > (%MBD) , (IV.22)

sendo [fl, f)’] o comutador dos operadores Ae B’ o4 € op o desvio padrdo dos observaveis A e B,
o4 = (A%) — (A2 (IV.23)

Nos atendo a posi¢do e 0 momento da particula, uma vez que [z, p| = i, para estes observaveis a

relagcdo de incerteza fica na forma:

Ox0p > g (Iv.24)

Isso significa que um aumento na precisdo na medida da posi¢do, implica em um aumento na

imprecisao na medida do momento, sendo impossivel conhecer com exatidao ambas quantidades

dindmicas simultaneamente. A andlise do par de transformadas de Fourier, permite mostrar a validade

da relacdo de incerteza com certo rigor, tomando uma gaussiana e sua respectiva transformada de
Fourier,

o—k2/(4a)

v = ( Bam)"

como exemplo de condicao inicial para a equacao de Schrodinger, podemos calcular o desvio padrao

2
2 a >0, (IV.25)
T

s
) e, O(k,0) =

na medida do momento linear usando a férmula de de Broglieﬂ,

p=hk = (p) = (k). (IV.26)

2 Relagdo entre o momento da particula com a funcio de onda (GRIFFITHS) 201 1b).
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Dessa forma, ao tomar o produto dos desvios recaimos na relagio de incerteza de Heinsenberg
(TV:Z4) em seu valor minimo,

h
=ha ;. 0,0, = o8 (IV.27)

D.4 PARTICULA NA CAIXA

O exemplo mais simples de sistema confinado frequentemente encontrado nos livros-texto € a
particula em uma caixa. Em uma dimensao, esse sistema é conhecido como pogo de potencial infinito,

pois o grafico do potencial
0, |z|< L/2
V(z) = & / , (IV.28)
o0, |z| > L/2
fica na forma de um po¢o em que nas extremidades do confinamento o potencial explode, impedindo a
particula de sair da regido de potencial nulo. Ademais, nessa regido de potencial nulo, a equacio de

Schrodinger independente do tempo se resume na equagdo de autovalor do operador derivada segunda,

como em ([.3) 26 2 o
— =k k* =
dx? ¢ h?

Como estamos tratando de uma solug@o definida em um dominio limitado, podemos nos ater a

(IV.29)

série de Fourier da solugdo

o(z) = % + ; (an cos ? + by, sen ?) . (IV.30)

Impondo condi¢des homogéneas de Dirichilet nos pontos x = +1./2 para emular as paredes

intransponiveis do poco,

o0
nim

_ %o nm nmy _ _
6 (£L/2) = 3 +; (an coso £ by sen™s ) 0, x C [~L/2,+L/2], (IV.31)

temos que ap = 0 e quando n é um nimero par a,, = 0, contudo quando n é impar b, = 0. Sendo

assim, a solucdo pode ser dividida em estados pares 1,1 € impares 1,

(2n — D)7z
L )

(2n)mx

7 (Iv.32)

Pon—1(x) = ag,_1cos Gon(x) = bapsen

A quantizagdo da energia é andloga a quantizacdo do espectro do operador derivada segunda,
k =nm/L comn € N, mas suprimimos a solu¢do para n = 0, pois como vimos acima neste caso as

condi¢des homogéneas de Dirichilet ndo sao satisfeitas. Dessa forma,

2 —L)2 h)?2
bn(2) = \/;senw, E, = (;ZLL . n e N (IV.33)

E instrutivo notar que as funcdes impares se anulam na origem enquanto as pares tem um valor
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absoluto igual a \/2/L. Ademais, a incerteza na posi¢ao

o 3 6

% _V3f_ O (IV34)
L 6 (nm)?

estd concentrada em uma regido de tamanho que varia entre 0, 18L (para o estado fundamental) e

0,29L (para um estado altamente excitado). J4 a incerteza no momento da particula, quanto maior a

energia, maior a incerteza, visto que
a.
p

h/L

Porém, tomando o produto dos desvios, notamos que a relacdo de incerteza de Heinsenberg ¢

= nm. (IV.35)

satisfeita para qualquer valor de energia,

hv3 h
00y = %—\/(mr)? —6> B Vn e N (IV.36)

O confinamento por paredes impenetraveis tem uma influéncia profunda no espectro do operador
hamiltoniano, haja vista que ao confinar a particula na caixa unidimensional os autovalores de energia
assumem valores discretos, k = nw/L = Ak = 27 /L. Mas, admitindo ¢, (k) = ¢, Lv/27/(47),

+L/2

\f > Akey(k)ér(x), e = 7 / s dx ¢j,(2)¢() (IV.37)

Lk/7=0

e tomando o limite L — oo (Ak — 0) nas relagdes acima, recaimos na solucéo da particula livre, cujo

espectro € descrito por um continuum de energia,

_ \/g / "tk c()ou(n) L (k) = = [ arseee.  ava)

Nota bene, as relagdes em sdo o par da transformada unilateral de Fourier (BUTKOV),[1988)),
uma superposi¢do continua de senoides (ou ondas planas), usando uma relacao na outra, dobrando
o intervalo de integracdo em k para —oo e dividindo por dois para manter a equivaléncia, recaimos

exatamente no teorema da integral de Fourier (ITL.2),

Y(x) = / - dy Y (y) / ” dk W (IV.39)

oo
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(GRADSTHEYN; RYZHIKI 2007), 1.445(6).

cos kx 1 weosal2m+ 1)m —a]

k-0 202 2 asen am

[(2m) < x < (2m + 2), « ndo inteiro.]
(GRADSTHEYN; RYZHIKL [2007), 1.445(8):

Z( 1) coskx 1 wcosa|(2m)m —
k2 —a?2 222 2 asen am

00
k=1

[(2m) <2 < (2m+ 1), a ndo inteiro.]
(GRADSTHEYN; RYZHIK! 2007), 1.421(1):

4y & 1 T

=1
T (2k —1)%2 — a2 2
k=1

(GRADSTHEYN; RYZHIK] [2007), 1.421(3):

1 27— 1
—_— 4 — ———— = cotan xm
7r:1:+ T kz:;gﬂ—k:?

(GRADSTHEYN; RYZHIK] [2007) 1.421-(3):

= 1 ™ (1
Zng E—COt(lnﬂ'Oé
k=1

(GRADSTHEYN; RYZHIK]| 2007) 1.422-(3):

i (—1)k T (1 woe
= — | — —cossecn
k:1k2_a2 200 \ T
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(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

(AS)

(A.6)
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