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Resumo

E bem conhecido que em Mecanica Analitica muitos problemas integréveis nao tem pri-
mitivas escritas em forma de fungoes elementares, tais como: corpo rigido assimétrico em
rotacao livre; péndulo esférico, entre outros. O uso de funcoes elipticas faz-se necessario
para se buscar solucoes analiticas desses problemas. Neste trabalho, faremos primeiramente
uma revisao da teoria dessas fungoes adotando como referéncia alguns textos classicos. Feito
isso, estudaremos a formulacao de problemas de dinamica, a saber o péndulo simples e o
piao simétrico. Por fim, com as integrais desses problemas em maos, iremos determinar suas

solucoes com o uso das funcoes elipticas de Jacobi e Weierstrass.

Palavras-chave: Integrais Elipticas, Funcoes Elipticas, Mecanica Analitica.



Abstract

It is well known that in Analytical Mechanics many simple integrable problems cannot be
written in terms of elementary functions, such as: rigid asymmetrical body in free rotation,
spherical pendulum, among others. The use of elliptic functions becomes necessary in order
to obtain analytical solutions of these problems. In this work, we present a review of the
theory of these functions accordingly to some classical texts. In the sequence, we study
two problems of mechanics: the simple pendulum and the symmetrical top. Finally, we
will determine the solutions to these problems using of the Jacobi and Weierstrass elliptic

functions.

Keywords: Elliptic Integrals, Elliptic Functions, Analytical Mechanics.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Sistemas integraveis sem solucao analitica em termos de funcoes elementares sao abun-
dantes na fisica. Um exemplo conhecido é o do péndulo simples, o qual é constituido de uma
massa movendo-se sob vinculo de um fio inextensivel e de massa desprezivel num campo
gravitacional constante e limitado ao plano xy.

O piao simétrico, isto é, quando os momentos de inércia equatoriais sao idénticos, é outro
exemplo de problema integravel cuja solucdo nao pode ser expressa em termos de fungoes
elementares. Neste trabalho, pretendemos apresentar as solucoes destes dois problemas
fazendo uso das funcoes elipticas de Jacobi e de Weierstrass.

As fungoes elipticas teve como um dos seus precursores Adrien Marie Legendre (1752-
1833), que durante varios anos publicou artigos e livros sobre integrais elipticas. Legendre

mostrou que a partir de integrais da forma

F
/ ©) g (1.1)
vV R(z)
onde F'(z) é uma funcao racional e R(z) representa um polinémio de terceiro ou quarto grau

em x, podemos obter as trés formas de integrais elipticas, a saber: a integral eliptica de

primeira espécie

- it )
Fla, k) :/0 Ve e AL (1.2)
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Introducao

a integral eliptica de segunda espécie

x 1— thQ
E(x, k) = / " at, (1.3)
0

1—1t2

e a integral eliptica de terceira espécie

- dat
Hw,n k) = /0 (L—n2) /(- 2)1_ k) (14)

Legendre apresentou importantes resultados neste ramo da matematica, como a obra
Ezxercises Du Calcul Intégral, que retine propriedades bésicas e tabelas das integrais elipticas.

Apesar de suas notéaveis contribuigoes, foram os trabalhos de Niels Hanrik Abel (1802-
1829) e Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) que ganharam notoriedade. Além de conside-
rar as fungoes inversas das integrais elipticas, as quais chamamos hoje de funcoes elipticas,
Abel publicou uma teoria das funcoes elipticas estabelecendo uma analogia com a teoria das
funcgoes trigonométricas. Ja Jacobi foi responsavel por introduzir a fungao seno da amplitude
de u (atualmente, adotamos a notagdo snu) e foi quem provou a dupla periodicidade das
funcoes elipticas.

Tanto os trabalhos de Abel como os de Jacobi foram fundamentais para o desenvolvimento
da teoria das funcoes elipticas, que durante o século XIX, se constituiu numa das areas de
pesquisa mais importantes da matematica, e que, ainda hoje, continua tendo a sua relevancia
no ramo das ciéncias exatas. Por isso, nos propomos a fazer uma exposicao da teoria dessas
funcoes, ficando, portanto, nosso trabalho organizado da forma como descrevemos a seguir:

No Capitulo 2, apresentamos as chamadas funcoes elipticas de Jacobi, expondo material
de [2], [9] e [12]. Iniciamos o capitulo com a defini¢do das integrais elipticas, que sdo obtidas

a partir da reducao de integrais do tipo

/ j](%f_;)dx, (1.5)

Feita esta introducdo, definimos as funcoes elipticas de Jacobi sn(u), cn(u) e dn(u). A
apresentacao das propriedades de tais fungoes é feita no Apéndice A.

O Capitulo 3 tem como objetivo central apresentar a funcao p de Weierstrass. Para

iss0, fazemos um estudo sobre fung¢oes em C, adotando [I1] como nossa principal referéncia.
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Ao longo deste capitulo, tratamos da defini¢ao de fungoes duplamente periddicas e algumas
de suas propriedades, dando énfase aos resultados que consideramos indispensaveis para a
definicdo da funcao p de Weierstrass. Nocoes preliminares de fungoes em €', como funcoes
holomorfas, funcoes analiticas e suas singularidades, sdo tratadas no Apéndice B.

No Capitulo 4, analisamos a aplicacao das funcgoes elipticas de Jacobi e da funcao eliptica
de Weierstrass aos problemas do péndulo simples e do piao simétrico, nesta ordem. No
primeiro caso, fazemos um estudo da solucao do péndulo quando sua velocidade inicial é
igual a zero e também quando é diferente de zero, com base em [5] e [I3], respectivamente.
Ressaltamos que solugoes para este problema podem ser encontradas em outros textos (e. g.
[2], [8] e [15]). Em seguida, nos dedicamos ao estudo das equagoes de movimento do pido, que
sao formuladas com o auxilio dos chamados Angulos de Euler, cuja definicio é apresentada
no Apéndice C. Formulamos o problema seguindo [10] e na sequéncia apresentamos a solugao

do angulo de nutagdo em termos da fungdo p de Weierstrass conforme [15].






CAPITULO 2

FUNCOES ELIPTICAS DE JACOBI

Para o desenvolvimento da se¢do 2.1, usamos [9]. Outros materiais também foram utili-

zados para consulta, tais como [12].

2.1 Integrais Elipticas

Considere a integral

/ Mdm, (2.1)
VR(@)
onde F(x) é uma funcdo racional e R(z) representa um polinémio de terceiro ou quarto
grau em x. Legendre verificou que integrais do tipo (2.1)) ndo podem ser reduzidas a formas
normais conhecidas [4]. Porém, seu trabalho na reducao de originou trés novas formas
de integrais.

Neste trabalho, nao nos preocuparemos em expor o método que leva a tal reducao. Nosso
intuito ¢ apenas definir as integrais elipticas de primeira, segunda e terceira espécie, o que

faremos a seguir.

23



24 Funcoes Elipticas de Jacobi

2.1.1 Integral Eliptica de Primeira Espécie

A integral eliptica de primeira espécia é definida por:

- dt )
F(x,k):/o Ve e AL (2.2)

onde o parametro k é chamado de médulo.

A partir da mudanga de varidvel ¢ = senf, com —5 < 6 < 7, podemos converter a

integral (2.2)) para a sua forma trigonométrica:

¢ do
F(é,k) = / . (2.3)

Quando ¢ = 7, e consequentemente x = 1 (pois x = sen ¢), obtemos a integral eliptica
completa de primeira espécie em sua forma trigonométrica e algébrica, respectivamente,

as quais sao dadas por:

3 df
Fek) = /0 V(1 — Ek2sen?0)’ (24)

! dt
Kk = /0 NIl (25)

Os graficos de F(¢,k) e K(k), exibidos nas Figuras e (2.2), foram gerados no
software Mathematica, onde os graficos das integrais elipticas sdo implementados com o
uso do parametro m = k%. Por isso, indicamos os valores de m ao invés dos valores de k
explicitamente (adotamos o mesmo critério para gerar os graficos das Figuras e )

Em seu livro (ver [9], p. 17 — 21), Hancock também apresenta os graficos das integrais

de primeira e segunda espécie adotando k£ = sen a.
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Fig. b
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Figura 2.1: Grafico de F(¢, k), integral eliptica de primeira espécie, para m = 0.5 (vermelho),

m = 0.6 (azul), m = 0.7 (verde) e m = 0.8 (marrom).

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 m
0.2 04 0.6 0.5 1.0

Figura 2.2: Grafico de K (k), integral eliptica completa de primeira espécie.
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2.1.2 Integral Eliptica de Segunda Espécie

A integral eliptica de segunda espécie é definida por

1- k2t2
Bz, k) / (2.6)

1—t2

Assim como foi feito para a integral eliptica de primeira espécie, também podemos escre-

ver a integral (2.6) em sua forma trigonométrica a partir da mudanca de variavel ¢t = sen 6

¢
:/ V1 — k2sen?6d6. (2.7)
0

Finalmente, a integral eliptica completa de segunda espécie em sua forma algébrica

N

- / VT — 2 sen? 046, (2.9)
0

e trigonométrica é dada por

respectivamente.

Os gréficos de E(¢, k) e E(k) sao exibidos nas Figuras (2.3) e (2.4)), respectivamente.

2.1.3 Integral Eliptica de Terceira Espécie

A integral eliptica de terceira espécie ¢ definida por

dt

[I(x,n, k)= . 2.10
( ) /0 (1 —nt?2) /(1 —2)(1 — k2t?) (2.10)
A substituicao t = sen 6 fornece
¢ do
(6, n, k) = / | (2.11)
o (1 —nsen?0)v1— k?sen?d
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Eig.k)

[3=]

(¥
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[ SR
|

Figura 2.3: Grafico de E(¢, k), integral eliptica de segunda espécie, para m = 0.5 (vermelho),

m = 0.6 (azul), m = 0.7 (verde) e m = 0.8 (marrom).

L1 ‘“\

0.2 0.4 0.6 0.8 1.

Figura 2.4: Grafico de E(k), integral eliptica completa de segunda espécie.
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J4 as integrais elipticas completas de terceira espécie em sua forma algébrica e

trigonométrica sao definidas pelas expressoes

dt

1
(n, k) = : 2.12
(. k) /0 (1 —nt2) /(1 —2)(1 — k2t2) (2.12)
e
T(n, k) = / i , (2.13)
o (I —mnsen?6)v1— k%sen?6
respectivamente.

Neste trabalho, dedicaremos uma atencao maior a integral eliptica de primeira espécie,
a partir da qual definiremos as funcoes elipticas de Jacobi que serdao usadas nas solugoes do

péndulo estudadas nas secoes 4.1.2 e 4.1.3.

2.2 Funcoes Elipticas de Jacobi

Para o desenvolvimento desta se¢do, adotamos como referéncia principal [2] e também

outros textos, tais como [6], [9] e [12].

2.2.1 Definicao das Funcoes Elipticas de Jacobi

Considere a integral

t =sen. (2.14)

U_/z dt _/¢ df
~Jo \/(1—k:2t)(1—t2)_ 0 \/(1—k:25en29)’

As fungoes elipticas de Jacobi sao definidas a partir da equagdao (2.14). Tal equagdo

define u como funcao de z, ou seja, u = f(x), com x variando entre - 1 e 1. De fato, para

t € (—=1,1), a expressao /(1 — k2t)(1 — t2) & um ntmero real positivo e, portanto, u esta

bem definido para = € [—1, 1].



Funcoes Elipticas de Jacobi

Assim, nos temos

dt
“k2)(1 - £)

x o— [ 7a

Podemos, ainda, a partir de

/¢> do
u= ,
0 +/(1—k%sen?0)
definir v como funcao de ¢ da segunte forma
w=u(k): [-7/2,7/2] —  [-K(k), K(k)]

df
— k2 sen?0)

¢
¢ T

A variavel ¢ que é chamada de amplitude do argumento u e foi denotada por Jacobi

em 18291 [2] por
¢ = am(u).

Portanto, do fato de

u = N kzlx)(l — >0, Vre(-1,1),

u = f(x) é estritamente crescente e podemos investigar a sua inversa, isto é

= f'(u) = sen ¢ = sen am(u). (2.15)

IAs descobertas de Jacobi estdo publicadas em Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum
(1829)
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Neste caso, x varia de —1 a 1 , enquanto u varia de —K (k) a K (k). A esta funcao estdo

associadas outras duas funcgoes, definidas por

cos ¢ = cos am(u), (2.16)
e
A¢p = Aam(u). (2.17)
Atualmente, adotamos a notacao proposta por Gudermann e Glaisher [6]:
x = sn(u)
(1—2)Y2 = cn(u) (2.18)
(1—K22®)Y2 = dn(u)
Note que das relacoes anteriores, obtemos as seguintes identidades
en®(u) + sn®(u) = 1, (2.19)
e
dn?(u) + k*sn?(u) = 1. (2.20)

De (2.14), w = 0 quando x = 0 e u = K quando x = 1, como visto em ({2.5). Temos,
portanto os valores listados na tabela

u | sn(u) | en(u) | dn(u)

0 0 1 1
K 1 0 K’

Tabela 2.1: Valores das fungoes sn, cn e dn parau=0e u= K.

A variavel u é chamada de argumento das funcoes elipticas de Jacobi e as funcoes
sn(u) e en(u) sdo chamadas de seno eliptico e de cosseno eliptico, respectivamente. No

caso em que a dependéncia do parametro k é explicita, convém escrever sn(u, k), cn(u, k) e
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dn(u, k). Alguns textos, como [2], escrevem alternativamente sn(u,m), en(u,m) e dn(u,m),

onde m = k2.






CAPITULO 3

FUNCAO ¢ DE WEIERSTRASS

Pretendemos neste capitulo apresentar a funcao o de Weierstrass. Antes, estudaremos
algumas propriedades das fungdes duplamente periodicas, tendo como apoio tedrico [I1],
que, neste capitulo, serd nossa principal referéncia. Um estudo preliminar das fungoes em C

é feito no Apéndice B.

3.1 Funcoes Duplamente Periodicas

Nesta secao, pretendemos estudar algumas propriedades das fungoes duplamemte pe-
riodicas e apresentar os resultados que terao maior relevancia no estudo da funcao p de

Weierstrass.

Definicao 3.1. Seja f uma funcao meromorfa em C, com conjunto de polos I'. Dizemos
que T € um periodo de f se para todo z € C—T1 temos z+T € C—T e f(z+T) = f(2).
O conjunto de todos os periodos de f é denotado por Per(f).

Na sequéncia, apresentamos a definicao de uma funcao duplamente periodica.

Definicao 3.2. Dizemos que uma funcao f, meromorfa em C, é duplamente periodica,

se o seu conjunto de periodos € da forma
Per(f) = MZ + M7 = {n 1 + mAy; m,n € Z},

33
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com A1, Ay #0 e X\y/ A1 ¢ R. Uma fungao meromorfa e duplamente periddica recebe o nome

de funcao eliptica

Como {A1, A2} é uma base de C como espago vetorial sobre R, segue que a representagao
de um elemento z € \{Z + \oZ é tinica. Além disso, & base {A\1, A2}, podemos associar um

novo conjunto, cuja definicao apresentamos a seguir:

Definicao 3.3. Um conjunto da forma

Q20 A3 Ag) = {20+ sA +thg; 0<s,t <1},
¢ chamado de paralelogramo fundamental associado @ base {1, \2}.

O proximo resultado garante que se f é uma funcao duplamente periddica definida em
todo o plano complexo, entao f é constante. Antes, apresentamos um Lema que nos auxiliara

nesta demonstragao.

Lema 3.1. Sejam A\, Ag tais que A, Ao # 0, Ao/A\1 € R, e Q(z0; A1, \2) um paralelogramo

fundamental associado a {\1,\a}. Entdo, dado z € C, existem m,n € Z tais que
Z—mA —nly € Q.

Demonstragao:
Como {1, Ao} é uma base do espago vetorial C sobre R, podemos escrever qualquer elemento

de C como combinacao linear de A\; e Ay, em particular
Z—29=58A\ +1tX, onde s,teR.

Tomemos m,n € Z tais que s € [m,m+ 1) et € [n,n+ 1). Entao

Z2—20=8\ +tha = zZ—mA —nda = 29+ S\ +t Ay — mA] — nAs

= z—mM —nla=2+N(s—m)+X(t—n)€qQ

O
Do Lema 3.1, podemos concluir que uma fungao duplamente periodica tem todos os seus

valores determinados no paralelogramo fundamental.
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Teorema 3.1.1. Se uma funcao inteira possui dois periodos linearmente independentes, ou

seja, ¢ duplamente periddica, entao ela é constante.

Demonstragao:
Se f for uma fungao inteira, podemos tomar @ = Q(0; A1, A2) e, pelo Lema que acabamos
de demonstrar, para todo z € C, exitem m,n € 7Z tais que z — mA; — nXy € (). Como
f(z) = f(z — mA1 — nAq), segue que f(C) = f(Q). Uma fez que f(Q) é compacto, temos
que f assume valor maximo e minimo, ou seja, f é limitada. Portanto, pelo teorema de
Liouvilld] f é constante. ]
A luz deste resultado, vamos considerar apenas funcdes duplamente periodicas que te-
nham polos. Este é o caso das funcgoes elipticas, que sao meromorfas e que, portanto, possuem
um conjunto discreto de polos. Na proxima se¢ao, mostraremos que o conjunto de tais fun-
coes é nao vazio, apresentando a funcao eliptica de Weierstrass. Na sequéncia, examinamos
um resultado que determina o valor da integral de uma funcao duplamente periddica no

bordo de um paralelogramo fundamental.

Teorema 3.1. Sejam f uma funcao eliptica e QQ um paralelogramo fundamental. Suponha-

mos que 0Q) nao possui polos de f. Entao,

f(z)dz = 0.
oQ

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, suponhamos @@ = Q(0; A\, A2). Tomemos agora a parametrizagao

de 0Q) dada pelo caminho

Y=y k (13) 7k ()7

com Y1 (t) = tA1, 12(t) = M +tAa, 13(t) = Ao+ 71(f) e () = =AM+ 72(t); 0 <t < 1.

Como
[ s@z= [ ez [ gtz [ g [ s

basta mostrarmos que as intregrais acima se cancelam duas a duas e entao teremos o resultado

esperado. Com efeito,

“Ver ([11], p.198)
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Figura 3.1: Tlustracao do paralelogramo fundamental Q).

[, fE)dz =[] FOa+ () (t)dt

= Jo Fonm()dt = [ f(z)dz,
onde na pentltima igualdade usamos o fato de f(z + \y) = f(z), pois Ag € Per(f). Por um

argumento analogo, temos que
[, F@)dz = [ F(=da+7a(t))y5(t)dt

= Jo FOa®)i@)dt = [ f(z)dz,
e, portanto,

f(z)dz=0
0Q

O
Deste resultado e do Teorema dos Residuosf]7 segue que a soma dos residuos nos polos de
uma funcao eliptica em um paralelogramo fundamental é igual a zero. Este fato nos auxiliara

na demonstracao de um corolério deste teorema.

Definicdo 3.4. Seja f uma funcio eliptica e a € C. Dado wm paralelogramo fundamental
Q, de modo que a ¢ f(0Q), denotamos por N(a,Q, ) o nimero de solugdes, contadas com
multiplicidade, da equacio f(z) = a, com z € Q — 0Q. O nidmero N(a,Q, f) é chamado
de grau de f e o denotamos por grau(f). No caso particular em que a = 0o, N(o0,Q, f)

denotard o numero de polos de f, contados com multiplicidade, em ) — 0Q)

*Ver ([11], p. 228)
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Antes de demonstrarmos o proximo resultado, enunciamos o seguinte Lema, cuja de-

monstracao esta disponivel em ([I1], p. 336)

Lema 3.2. Seja f uma funcao eliptica. Se Q € um paralelogramo fundamental e a,b ¢

f(0Q), entdo

N(G,Q7f) :N(vaaf)
Com isso, podemos demonstrar o seguinte corolario.
Corolario 3.1. Se f € uma funcao eliptica, entao grau(f) > 2.

Demonstragao:

Seja zg € C um polo simples de f e suponhamos que z seja o nico polo de f em (). Logo,

Res(f, z0) # 0, o que contraria o Teorema . Portanto, h4 mais um polo de f em @ ou

entao a ordem de zy é igual ou maior que 2. De qualquer modo, grau(f) > 2, o que conclui

a demonstragao. 0
Até o momento, apenas discutimos algumas propriedades gerais das funcoes elipticas.

Nosso objetivo no proximo paragrafo é mostrar que o conjunto de tais funcoes é nao vazio

apresentando como exemplo a funcao o de Weierstrass.

3.2 A funcgao p de Weierstrass

Iniciamos esta secao definindo a funcao p de Weierstrass.

Defini¢ao 3.5. Fizados A\, Ay € C — {0} tais que Ao/ M1 ¢ R, a funcio o de Weierstrass é

definida pela série

p(z) = % + > {ﬁ —~ é] , (3.1)

weN*
onde Q = M7 + M7 e QF = Q — {0}. Alternativamente, podemos escrever

ERpS L_ (nA+mAo))?  (nAs +1m)\2)2]’ (3:2)

m,neZ

com m e n nao nulos simultaneamente.
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Resta-nos provar, agora, que o somatorio em (3.1]) converge.
Proposigao 3.1. (1) A série em (3.1) converge.
(2) A funcao p € duplamente periddica com Ay, Ay € Per(p).
Demonstracao:
(1) Coloquemos o seguinte conjunto
K, ={s\ +t\y; s, te€[—n,n],neZ}.

Tomando €2, = Q — K5, vamos mostrar que a série
1 1
>l sl
converge em [, para todo n. Para z € K,, e w € (),,, temos

1 1 w? — (2 —w)?

(z —w)?  w? w2(z — w)?
22w — 2° |zw| |2 — 2/w|
w?(z —w)? |w?| 11— z/w|2

2] 12— 2/w]

|w?] |1 — z/w|2‘

Note que para z € K,, e w € Q,,, temos |z/w| < 1/2 e, consequentemente,
1 —z/w|>1/2 e |2—z/w|<5/2.

Assim,
10R
" wf

2 — 1 1
Rzl gy o | L L
11— z/wl (z—w)? w

onde R = max {|n\; + nXa|, |nA; — nAg|}. Devemos provar entdo que a série

1
> s

weN*

converge. Colocando C),, = dK,, N ), podemos considerar a seguinte enumerac¢ao

> Lev(x )

3 =
weN* W‘ n=1 \weC,
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pois @ =J.2,Cp e C,, N C,,.
Considerando que min {|jw|;w € C,} =n-min{|w|;w € C1} =n -k e que C,, & formado
por 8n elementos, segue que

> 1 8 1
Z<Z! !)SS”%MSZEF’

n=1

e, portanto

weN* n=1 \weC)y

o que conclui a demonstragao da convergencia de .
(2) Iniciemos demonstrando que ¢’ é duplamente periodica. Como a série de p converge

uniformemente nas partes compactas de C, podemos calcular ¢’ derivando termo a termo.

W)= F+ Y o= 2 o

weN* wEQ

Para wg € €2, temos

-2
=2y — - = 2 Tt
0

wGQ

onde Q —wy = {w —wp;w € O} = Q.
Logo,

—2 Z =-2) (Z:—Qe)g = ¢(2),(3.3)
0eQ

weN—wo
e, portanto, ¢’ é duplamente periddica com 2 C Per(g').

Provemos, agora, que A\, Ay € Per(f). Consideremos a func¢ao

fi(z)=p(z+A) —p(2), j=12

E evidente que f'(2) = 0 pois, como mostramos anteriormente, \; € Q C Per(¢) e,
portanto, ¢'(z + A;) = ¢'(2). Logo, f;(z) = c. Devemos mostrar que ¢ = 0. Analisemos f;

D(w) e (ron) o () =0 (3) ()

em ——.

2
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by Aj
Notemos, porem, que (_EJ) =@ (?ﬂ)’ ou seja, p é par. De fato,
1 1 1
p(=2) = S+ 2Duen {m - E}
1 1 1

z

- S [ ] o

onde obtemos a tltima igualdade pelo mesmo argumento usado em (3.3). Assim

()-5(4) -+ (2) -+ (3)
Segue, portanto, que \; € Per(p.) d
Note que, nesta proposi¢ao, mostramos que 2 C Per(p). Mas do fato de zo + T €
I',se zg € I'e T € Per(f)ff] onde I' e Per(f) sdo o conjunto de polos e de periodos de
uma funcio eliptica f, segue que Per(p) C Q, ou seja, Per(p) = Q. Usando argumento
analogo, concluimos que Per(p') = Q. Logo, Per(p) = Per(g’). Esta observagao sera ttil na
demonstracao da Relacao de Weierstrass, em Teorema |3.2
A funcao eliptica de Weierstrass ¢ um exemplo de fun¢ao eliptica com grau exatamente

igual a dois, como provaremos no proximo corolario.
Coroléario 3.2. grau(p) = 2.

Demonstracao:
Como I'(p) = QZ] e do fato de a soma dos residuos de uma fungao eliptica dentro do parale-
logramo periodico ser igual a ser zero (Teorema , segue que a parte principal de p em
welé
B
(z —w)*
Consideremos, entdo, o paralelogramo fundamental @ = {sA\; +tAy;s,t € [—1/2,1/2]}.

Observe que J@) nao possui polos de @ mas, por outro lado, 0 é o tinico polo de p em Q.

Como a parte principal de p em 0 ¢ 1/22, temos que

grau(p) = 2.

6A demonstragao desta propriedade pode ser consultada em ([11], p. 330)
"Para mais detalhes sobre este fato, ver ([11], p. 314 e 343)
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Com este resultado também fica demonstrado que g possui um tnico polo de ordem 2
dentro de um paralelogramo fundamental. O préximo teorema garante a existéncia de uma

relacao entre p e '

Teorema 3.2. Sejam A, \s € C, Q e a fun¢do p como definidos em . Entao, vale a

sequinte identidade

(9)? = 4(p)® + g2 + s,

com

gQ:—6OZ 1w e 93:—1402 1/wS.

we* wen*
Demonstragao:

Consideremos a funcao

f(z) = (¢/(2)* = 4(p(2))* — ap(z) = b.

Como Per(p) = Per(p’) = Q, segue que Q2 C Per(f) e, portanto, f é duplamente periodica
com A, Ay € Per(f). Vamos mostrar que f é costante. Pelo teorema basta provarmos
que f é inteira, ou seja, que a parte principal de f em  é nula, uma vez que I'(p’) = I'(p) = Q
e, assim, I'(f) € Q. Mas do fato de I'(f) C Q C Per(f), é suficiente mostrar que a parte
principal de f em z = 0 é nula.

Tomando o desenvolvimento de Laurent de o em 0, obtemos

1 2
p(z)z;—l—ao—i—alz—l—agz +...

Porém, como ja mostramos, g é par, logo os termos com expoente impar devem ser nulos.

Além disso, é ag = 0. De fato,
. 1 . 1 1
a0 = liny (W*;) =l (Z (mnr)) =0

1
p(z):;+a2z2+a4z4+....

Logo,

Segue entao que
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2
p’(z):—§+22+4z3+....

Vamos agora determinar as partes principais de (¢'(2))? e (p(2))3.

. 1 3&2
(p(2))? = E—i—;—l—?)cu...,
e
1 3a
2 2
(QI(Z)) = ; —8?4‘ 16@4...,

onde nas duas tltimas identidades a notacao ... corresponde aos termos de ordem maior ou
igual a 1, que optamos por nao escrever tendo em vista que estamos interessados apenas na

parte principal de (p(2))? e (p/(2))?. Assim,

Note que o termo 20ay/2% é a parte principal de 20asp(z). Portanto,

(¢'(2))? = 4p(2))* + 20a20(2) =

20 1
32—28a4+...—0—20a2 (—2+6L222+...) =
z

z

—28ay + h(2)
A funcao

h(z) = (9'(2))* — 4(9(2))* + 20a20(2) + 28ay,
é holomorfa em z = 0 e h(0) = 0, pois ela é formada pelos termos dos somatorios com expoen-
tes maiores ou iguais a 1. Portanto, pelo argumento apresentado no inicio da demonstracao,

h é constante e podemos escrever

(9'(2))* = 4(p(2))* — 20a20(z) — 28as. (3.4)
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Resta-nos provar que

aQZSZl/w4 e a4:521/w6

weN* weN*

para concluirmos que go = —20as e g3 = —28a4. Considerando a funcao g(z) = p(z) — 1/2?

e tomando a série de Laurent de g em z = 0, temos

_ 2 4
S =az"+asz" + ...,

1 d*
Sabemos de [IT] que a; = E@g(O) Assim
1 d? 4
az = 5@9(0) =6 Z 1/w®,
weN*
¢ 2
1d
ay = @@9(0) =5 Z 1/w6.
' weN*

Substituindo as e ay em , obtemos a relacao desejada.
O
A Relacao de Weierstrass ¢ de fundamental importancia, sobretudo na resolucao de al-
gumas equagoes diferenciais nao lineraes, como no caso do piao simétrico, que serd estudado
na secao 4.2. Com este resultado, também podemos definir a funcao de Weierstrass como

solucao da equacao diferencial

(%)2 — 40P — gor — gy = Az — 1)z — e2)(x — €3), (3.5)

onde e, es € e3 a0 as raizes do polindmio 4x® — gox — g3. A partir de (3.5]), obtemos as

seguintes relacoes

€1+ ex+€e3= 0
g2 = —4(ereq + ese3 + ezeq)

= 2(e? + €3 + €2)

(3.6)

L 93 = deqezes
Do Teorema e da equagao (3.5)) temos que os zeros de ' no paralelogramo periodico

correspondem as raizes ej, e5 e ez do polindémio cibico em g, ou seja,
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o(zk) = ex k=1,2,3, (3.7)
A1 A2 A1+ Ao
C0m21:?72223623: 5 .

De fato, para qualquer z; como acima, temos que 2z, € Q = Per(g’), o que implica que

2% =T = 2z, = -2+ T, com T € Per(p).

Dai segue que ¢ (zx) = ¢'(—2zx + 1) = ¢'(—2k). Mas ¢’ é impar, logo ¢'(—zx) = —¢'(2k)
e, portanto, ¢'(zx) = 0.

Além disso, dado € > 0, com € € (0,1/2), e tomando o paralelogramo
QEZ{S)\1+t)\2—€(>\1+)\2); OSS,tSl},

’ ~ ..
temos que z1, 29, 23 € Qe — 0Q.. Como grau(p ) = 3, segue que z1, 23 € z3 SA0 0s Unicos zeros

de @' em @, todos eles com multiplicidade 1.



CAPITULO 4

APLICACOES EM MECANICA

Neste capitulo, analisaremos a aplicacao das funcoes elipticas de Jacobi e da funcao

eliptica de Weierstrass a dois problemas de Mecanica: o péndulo simples e o piao simétrico.

4.1 O Péndulo Simples

Considere a seguinte representacgao:

Figura 4.1: Representacao esquematica do péndulo simples

A figura traz uma ilustracao esquematica de um péndulo simples sob a acao da
gravidade g. No desenho, 6 é o angulo entre o péndulo e a vertical, m ¢ a massa do péndulo
e | é o seu comprimento.

Usando 6 como coordenada generalizada, a lagrangiana é escrita da seguinte forma:

45
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1.
L=T-V= §m(l9)2 + mgl cos 6. (4.1)

Agora, podemos escrever a Equacao de Lagrange

d (0L oL
—|—=]—-—=—=0. 4.2
(%) -5 (12)
Como
8—[./ = ml2) = i (8—L> — ml?f
00 dt \ 90
e
oL
20 = —mglsen @

a equagao (4.2)) fica da seguinte forma

0 = mi%+ mgl sen  —

h = —%sen@. (4.3)

A equagao é uma equacao diferencial nao-linear. A nao linearidade se d& em virtude
da presenca da funcao seno na equacao, que dificulta a sua resolucao em termos de funcoes
elementares. Porém, podemos obter facilmente uma solugao para (4.3) no caso em que
substituimos sen @ por 6. Tal linearizacao restringe o problema para o caso de pequenas

oscilagoes. Fazendo a substituigao, (4.3) se torna:

b= —w, (4.4)

onde w = g

i
A equacao (4.4) ¢ a equagao de movimento de um oscilador harménico simples, cuja

solucao é dada por:
0(t) = Acos(wt + ¢), (4.5)

Considerando as seguintes condigoes iniciais
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do
6(0) = 6y, 0° < 6y < 180°, (—) = 0. (4.6)
dt J
teremos
0(t) = 6y cos(wt). (4.7)

De acordo com a solucao (4.7]), as oscilagoes sao periddicas de amplitude 6y e frequéncia

cirular w = \/% O periodo, neste caso, ¢ dado por

l
T = 271'\/;. (4.8)

Note que o periodo nao depende da amplitude, propriedade que é conhecida como "Lei

do isocronismo das pequenas oscilacoes”.

Pontos de equilibrio, estabilidade e plano de fase

Antes de nos dedicarmos as solugoes analiticas do péndulo simples, faremos algumas
observacoes quanto a sua estabilidade, encontrando seus pontos de equilibrio, e um breve
estudo do seu plano de fase.

A partir da equacao e definindo 0 = x, y = df/dt, podemos obter o seguinte sistema

de equagoes diferenciais:

(4.9)
Yy = —w?senx
Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema (4.9)), basta fazer
Y =0
—w?senz = 0
donde segue que x = tnw, n = 0,1,2,..., e y = 0. Logo, os pontos de equilibrio do

sistema (4.9) sdo (£nm,0), com n =0,1,2,.... Esses pontos correspondem a duas posigoes

fixas de equilibrio. No primeiro caso, quando n é par, a massa do péndulo esta diretamente



48

Aplicagoes em Mecéanica

abaixo do suporte. J4 no segundo caso, quando n ¢ impar, a massa esti diretamente acima

do suporte. As duas configuragoes estao ilustradas na Figura (4.2]).

Figura 4.2: Tlustragao das posigoes de equilibrio do péndulo. (a) Péndulo em sua posigao

mais baixa. (b) Péndulo em sua posi¢do mais alta.

Intuitivamente, podemos notar que as posigoes (a) e (b) correspondem as posigoes de
equilibrio estével e instavel do péndulo, respectivamente. Na configuragao (a), se a massa
for deslocada ligeiramente de sua posicao de equilibrio, ela ird oscilar indefinidamente com
amplitude fixa em torno desse ponto (estamos estudando o péndulo simples sem amorte-
cimento). Ja na configuragao (b), qualquer ligeiro deslocamento fard com que a massa se
desloque rapidamente para baixo sob influéncia da gravidade. Também podemos analisar
a estabilidade dos pontos criticos a partir do estudo dos autovalores do sistema linear que

aproxima o sistema nio-linear (L.9)F} Proximo & origem, o sistema linear correspondente a

T e

(4.10)

Os autovalores do sistema (4.10)) sdo

rT=wi € Ty = —Wwl.

Neste caso, segundo [3], a origem é um centro estavel. O péndulo apresenta o mesmo

comportamento perto dos pontos criticos (£nm,0), com n par.

8Para um estudo mais detalhado do procedimento utilizado, ver [3].
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Ja proximo ao ponto (m,0), o sistema linear correspondente a (4.9) é
du
dt
0 1 U
= , (4.11)
dv w2 0 b
dt

onde u = x — 7 e v =y. Para o sistema linear (4.11]), os autovalores sao

rn=-—-w e rpa=w>0.

Neste caso, conforme [3], o ponto critico (m,0) é um ponto de sela instavel. O mesmo
comportamento é apresentado na vizinhanca dos pontos de equilibrio (nm,0), com n impar,

0 que também podemos verificar a partir do retrato de fase exibido na Figura (4.3)).
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4.1.1 Solucao Exata para Velocidade Inicial Igual a Zero

Agora, nosso intuito é estudar o problema do péndulo em sua forma nao-linear conforme

[5]. Inicialmente, vamos reescrever a equagao (4.3) usando a seguinte notacao

2
% + w?sen() = 0. (4.12)

do
Multiplicando a equacao (4.12) por e obtemos
do d*0 9 do

Eﬁ =+ w sen(@)% = 0. (4.13)

Podemos reescrever a equacao (4.13) da seguinte forma

% [% (%) — w? COS(G)] =0. (4.14)

Tomando as condigoes iniciais em (4.6) e integrando (4.14]), podemos obter

do\> )
) = 2w*(cos — cos bp). (4.15)

Usando a relagao trigonométrica

cosa = 1 — 2sen? (%) ,

reescrevemos (4.15):

()" < s (%) - (2)] @

Denotemos, agora

y = sen <g> : (4.17)
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e
0
k = sen (30) : (4.18)
com 0 < k < 1, pois 0° < 6y < 180°. Das condi¢oes iniciais em (4.7) e de (4.17) e ,
segue que
6(0 0
y(0(0)) = sen (%) = sen (50) = k. (4.19)
De (4.17)), nos temos
dy dydf 1do 0
o -2 — 4.2
at — dgdt  2dt COS(Q)’ (4.20)

(5 -1 () &) -
— %L {1 — sen? (gﬂ (%)2 = 3(1 — %) <%>2. (4.21)

do\ > 4 [dy\*
() =2 () 422)

e obtemos, assim, df/dt como funcao de dy/dt
Note que usando (4.17)), (4.18) e (4.22)) em (4.16)), nos temos:

Temos, portanto

dt

(%)2 = Wk (1 - Z—z) (1—1?). (4.23)

Vamos definir as seguintes variaveis

4 dy 2
1——y2 <—) = 4&)2(1{32 — y2) —

r=wt, a= % (4.24)

Entao, segue que a equacao (4.23]) pode ser escrita da seguinte forma:
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(Z_ff = (1—2?)(1 — k%), (4.25)

COII

dz
0)=1 — =0.
x( ) ’ (d7—>7'0
Resolvendo para 7 a equacao (4.25]), temos

dx

dr = .
* V(1 —22)(1 — k2a2?)

donde segue que

r dz ! dz r dz
T_/l V(=21 - k222) / V=22 (1 - k222) _/o V=2 (1 - k222)
(4.26)

Conforme definimos na secao 2.1.1, mais especificamente em e , as integrais a
direita da segunda igualdade na equacao sao as integrais elipticas de primeira espécie
K (k) (completa) e F(z, k) (incompleta). Como visto em (2.3), podemos considerar a integral
incompleta F'(z, k) em sua forma trigonométrica a partir da seguinte mudanga de variavel

z = sen « e, assim, escrever

¢ da
F(p, k) = )
(6,%) /0 1 —k%2sen?«

Porém, estamos interessados em uma expressao que relacione 7 e x, ja que, por (4.24), x
depende de 6. Vamos escrever, portanto, F(¢, k) = F(arcsenz, k) obtendo, desta forma, 7

como funcao de z e k a partir da seguinte relagao:

7(x) = K(k) — F(arcsen(z), k). (4.27)

De (4.27)), obtemos

F(arcsen(x), k) = K(k) — . (4.28)

Vimos em ([2.15) que a inversa de (4.28)) fornece
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arcsen(x) = am(K (k) — 1),
onde am(¢, k) é a fun¢ao amplitude de Jacobi. Temos, portanto
x =sen(am(K (k) — 7)) = sn(K(k) — 7, k), (4.29)

onde a ultima igualdade segue de (2.15) e (2.18).
Substituindo (4.17), (4.18) e (4.24) em (4.28)), temos

0 - ‘90 90 ‘90
sen (5) = sen (5> -sn {K (sen <5>) — wt, sen (5 . (4.30)
Finalmente, agora, podemos escrever 8 em funcao de ¢:

o0~ 2 (s () o [ (s (5)) e (S]] 2t

Seguem nas Figuras (4.4]) e (4.5)) os graficos gerados pelo software Mathematica a partir da
solugdo analitica (4.31)) (curva em azul) para diferentes valores de ). Os comandos usados

para gerar o grafico estao no Apéndice D. A curva em vermelho é a solucao do oscilador
harmonico simples, cuja expressao analitica é dada em (4.8]). Podemos notar que, a medida

que 6y diminui, o péndulo se comporta como um oscilador harménico simples.

Figura 4.4: Grafico da solu¢ao 6 dada em (4.6) e (4.31) para 6y = 0.97 (a) e 6y = 27/3 (b).
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Figura 4.5: Gréafico da solugao ¢ dada em (4.6 e (4.31) para 6y = 7/3 (c) e 0y = 7/6 (d).

Para determinarmos o periodo de oscilacao do péndulo, devemos considerar que ele é
quatro vezes o tempo necessario para o péndulo realizar o movimento de 6 = 0 a § = 6.

Antes, note que para § =0 e 0§ = 0y temos z = 0 e x = 1, respectivamente. De fato:

e Para 0 = 0, segue que

e Para 0 = 6, segue que

T = 4¢(0) = = ZK(k). (4.32)

Como k = sen (%), temos que a igualdade acima evidencia a dependéncia do periodo T’
do valor da amplitude 6y, ao contrario do que ocorre no movimento harmonico simples, onde
nao ha essa dependéncia. Logo, para cada 0y dos graficos das Figuras e , o periodo
T assume os valores listados na Tabela (assumimos w = 1). A partir de também
geramos o grafico da Figura , onde notamos que o periodo é uma funcao crescente da

amplitude, que varia de 0 a 7.
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Angulo inicial 6, | Periodo T | Angulo inicial 6, | Periodo T

0.97 13.02s /3 6.74s
27/3 8.62s /6 6.39s

Tabela 4.1: Valores do periodo de oscilagao do péndulo para diferentes valores de 6.

Ti=)
16 | i

14

12

10 /

o
sl -
sF——
' ' ' L § imicial
1] ": ": Ji T
4 2 4

Figura 4.6: Grafico do periodo do péndulo em funcao da angulo inical 6.

4.1.2 Solucao Exata para Velocidade Inicial Diferente de Zero

Vamos agora determinar uma solugao exata para o péndulo simples com velocidade inicial
v diferente de zero e 6y = 0, conforme [13]. Inicialmente, consideremos a conservagao de

energia dada por

1 1
E = 5212 + w?(1 — cosf) = 51}3. (4.33)

Assumindo v = 0 quando 0 = 0,,.., ou seja, que a velocidade é zero quando a amplitude

¢ maxima, podemos escrever

1 ]— Qmaar
E = 51}2 + w?(1 — cos ) = 51}8 = W (1 — €08 Opas) = 2w” sen” ( 5 > :

usando na ultima igualdade a relacao
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2 sen? (g) =1 — cos¢.

v =0 = 2w? (cos ) — cos Opaz ). (4.34)

Assim, temos

Usando novamente a relagdo trigonométrica acima, reescrevemos (4.34]) da seguinte forma

@ _ Qw\/sen2 (M> — sen? (Q),
dt 2 2

donde segue que

1 /0

wt =3 / dy . (4.35)
0
\/sen2 (em%) — sen? (g)

A partir de (4.35)), obtemos ainda

— = / , (4.36)
1-— sem2 >
onde

u = wt, k = sen <0m%> . (4.37)

Por substituicao de variavel, podemos reescrever (4.36) de modo a obter uma integral

eliptica de primeira ordem:

x = = sen (g) = dx = — cos <§> dep. (4.38)

Usando

Cos (f) =4/1—sen (£> e T = 1 sen <f>
2 2 k 2)"

chegamos a seguinte igualdade

1
= %\/ 1 — k2x2dop,

que pode ser escrita da seguinte forma
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2kdx
dp = ———. 4.39
Ve (4.59)
Entao, substituindo em (4.36]), obtemos:
? dx 9
u= = F(arcsen z, k7). (4.40)
o V-1 - B

1
onde z é o limite superior de z quando ¢ = 6, ou seja, z = — sen (g)

k
Da inversa de (4.40) e de (4.37)), segue:

arcsen(z) = am(u, k*) = z = sen(am(u, k*)) = sn (wt, sen” (92‘”))

= 2 arcsen [sen (QW;I) - sn (wt, sen? (977533))] (4.41)

A equagao (4.41) fornece 6 em fungdo de t. Note que, neste caso, a solugdo depende de

e, portanto,

Vg, pois da conservacao de energia, nés temos

1 Ormax 1
E = 5@3 = 2w? sen” <T) = 0,0 = 2 arcsen (%vo> ,

emax
ou seja, a amplitude maxima 6,,,, depende da velocidade inicial vy. Como sen ( 5 ) =k,

também podemos escrever

1 1
52102 =2k =k = 5,00 (<1). (4.42)

e, portanto,

vy < 2w. (4.43)

As Figuras (4.7), (4.8)) e (4.9) apresentam os graficos de 6 da solucao (4.41)) para diferentes
valores de vy. Os graficos foram gerados no software Mathematia. Os comandos utilizados

estao no Apéndice D:
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Figura 4.8: Gréafico de 0 para vy = 1.5 (vermelho), vy = 1.6 (verde) e vy = 1.7 (azul)
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Figura 4.9: Gréafico de 0 para vy = 0.5 (vermelho), vy = 0.6 (verde) e vy = 0.7 (azul)

Notamos que a medida que a velocidade inicial diminui, a amplitudade do movimento do
péndulo também diminui, fazendo com que que o péndulo tenha comportamento analogo ao
do oscilador harmonico simples.

Como vimos em , o periodo de oscilacao do péndulo é dado por:

T:%K%)

De , podemos notar a dependéncia do periodo 1" da velocidade inicial vy. Observa-
mos que o periodo é uma fungao crescente da velocidade inicial, a qual deve variar de 0 a 2
m/s, de modo que quanto mais vy se aproxima de 2, maior é o valor do periodo T. Seguem
os valores dos periodo de oscilagdo para cada um dos valores de vy (em m/s) dos graficos

das Figuras (4.7), (4.8) e (4.9). A Figura (4.10)) traz o grafico do periodo do péndulo em

funcao de sua velocidade inicial.

Velocidade inicial vy | Periodo T' | Velocidade inicial vy | Periodo T’
1.995 16.15s 1.5 7.365s
1.9 10.36s 0.7 6.49s
1.7 8.44 0.6 6.43s
1.6 7.98s 0.5 6.38s

Tabela 4.2: Valores do periodo de oscilacao do péndulo para diferentes valores de vy.
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Figura 4.10: Grafico do periodo do péndulo em funcao da velocidade inicial.

4.2 Piao Simétrico com um Ponto Fixo

Nesta secao, vamos nos dedicar ao estudo das equagoes de movimento do piao simé-
trico com ponto fixo. Destacamos que, tanto nas definicoes apresentadas a seguir como na

formulacao do problema, adotamos [10] e [14] como referéncias principais.

4.2.1 O Piao Simétrico

O piao simétrico, representado na Figura4.11] ¢ um corpo rigido capaz de girar em torno
de um ponto fixo O localizado em seu eixo de simetria e a uma distancia [ do centro de massa
C'M. Para descrevermos o movimento do piao, serd conveniente langarmos mao dos angulos
de Euler 6, ¢, ¢ definidos no Apéndice C. No caso da Figura[4.11], # mede a inclinagao do eixo
de simetria em relagao a vertical (eixo z), ¢ descreve a precessao deste mesmo eixo em torno
da direcao vertical e 1 mede a rotagao do piao em torno do seu proprio eixo. Destacamos
ainda que as unicas forcas externas consideradas para a formulacao do problema sao as de
vinculo exercidas sobre O e a da gravidade.

Usaremos o formalismo lagrangeano para a anélise do movimento do piao, conforme [10].
Como I, = I, pois o corpo é simétrico, e a tinica forca aplicada é a forca peso, a lagrangiana

assume a seguinte forma:
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Figura 4.11: Piao simétrico com ponto fixo.

1 1
L=T-V = 5.71 (wi, + ws,) + 513@3, — mgl cos 0

Usando (C.1)), a equacao (4.44)) se escreve:

Lo 1., 1 o 2
LZELQ +§I1¢ sen 9+§Ig (¢+¢cos@) — mgl cos .

(4.44)

(4.45)

As coordenadas 1 e ¢ sao ignoréveis e, portanto, os momentos conjugados py e p, cor-

respondentes sao constantes de movimento:

g—i = [3(¢+<z50089):p¢:cte
Z—g = ]1¢sen20+13c089(¢+q3cos«9>:p¢:cte.

A energia também é constante de movimento

1 .. 1 . 1 S 2
E:T+V:5]102+§]1¢256n20+513 <¢+gbcos€> + mgl cos 6.

Das equagoes (4.46|) e (4.47), temos, respectivamente

¢+écos€: @,
I

é— D¢ — Dy COS 0
~ I;sen2d

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Usando as equagoes (4.46]) e (4.50) em (4.48]), obtemos

1. . (pp — py cOS 9)2
—L#* = — —mglcosf + E' 4.51
2! 21, sen? @ mgLeost o+ L ( )
onde
2
Dy
E=E-%
215

4.2.2 Solucao do Angulo de Nutacio 0

Temos agora uma equacgao diferencial de primeira ordem em 6, a qual pode ser resolvida,
conforme [I5]. Nosso objetivo é expressar o dngulo de nutac¢ao 6 em termos da fungao eliptica

de Weierstrass. Escrevendo x = cos#, temos que 6 = arccos(x) e

- T
V1—2x?
e .
: 22
02 = .
1 — a2
Assim, a equagao (4.51)) se torna
IIZL:Q (p¢ — Pwl')Q /
_ = — [ E. 4.52
d1—a2) 2h(l—a2) T (4.52)
Multiplicando (4.52) por 2I;(1 — %), obtemos a seguinte equacao diferencial
1222 = —(py — pya)? — 2Imgl(x — 2°) + 2L E'(1 — 2%) = f(x) (4.53)
O lado direito da equagao (4.53) ¢ um polinoémio de grau 3. Note que quando z =1 e
x = —1, o polindémio é negativo. De fato

fQ) = —(ps —py)® <0,
f(=1) ==y +py)* <O0.

Logo, como —1 <z =cos(f) < 1le Liz2 > 0, o polinomio deve ser positivo para algum

valor de 6, ou seja, para algum valor de x entre - 1 e 1. Consequentemente, f(x) deve ter
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duas raizes reais entre - 1 e 1 e uma raiz real maior que 1. Denotemos tais raizes por cos «,
cos 8 e cosh vy, com

cos 3 > cos a. (4.54)

De (4.53)), podemos observar que o polinémio f(z) pode ser reescrito da seguinte forma

f(z) = 2l1mgl(z — cos a)(z — cos B)(z — cosh ), (4.55)
donde segue que
L 22 = (x — cos a)(z — cos B)(x — coshy) =
2mgl
2L = Az~ cosa)(x — cos )& — cosh) (1.56)
— a2 =4(x — cosa)(x — ¢ x — co : :
gl COS (v 08 cosh
Assim, escrevemos
l d
9t = ° . (4.57)
25 V4(x — cosa)(z — cos B)(z — cosh )

Usando a seguinte mudanca de variavel,

21 1 21 2B + p?
xr = m_gllz + g(cosa + cos f + coshy) = mgllz %[1?:;;; ¢ (4.58)
e substituindo em (4.57)), obtemos
d
dt = : . (4.59)
VA(z —en)(z — e2)(z — e3)
onde ey, es e e3 sao constantes dadas pelas seguintes equagoes
( mgl n 2L B + pfp
eg = ——coshy — ————
LT o 1212
mgl 20 E' + p,
_ mgl N 4.60
@ T " 127 (4.60)
e3 = ——CoSw
| 21, 1212
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Além disso, e, ey e e3 também satisfazem as seguintes relacoes

€1+62+€3:0,

pois,
z 20 F' + p?
1t ea-t ea = Ph(cosar o8+ cosh ) = =
mgl\ (2LE + p? 2LE +p), 2LE +p} 2LE +pj
21 2Imgl AlZ N 417 A o
e

€1 > €9 > €3.
De (4.59)) obtemos, portanto,

dz
o= 4.61
e /\/4(z—61)(z—62)(z—63) ( )

Vimos na se¢ao 3.1.3, que a funcao de Weierstrass p é solucao para a equacao diferencial

@_QZ“")Q — 4z — e1)( — e2)(@ — es), (4.62)

a qual podemos reescrever da seguinte forma

z:/ dz
VA(x —e1)(z — eg)(x — e3)

(4.63)

Logo a solugao para (4.61)) é a fungdo eliptica de Weierstrass z(t) = p(t + ¢), onde c é
uma constante de integracdo. Consequentemente, de (4.58)) e do fato de # = cosf podemos

expressar o angulo # em funcao do tempo da seguinte forma

21 2ILE + p?y
= 0 =—"0(t - 4.64
T = cos mglp( +c) + 6Lyl (4.64)
E finalmente
2]1 2]1E/ —|—p2w
0 = —op(t — . 4.65
arccos (mglp( +c) + 6L gl (4.65)

Da equacao (4.56)), notamos que se z > cos 5 ou x < cosa, & < 0, pois admitimos em
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que cos 3 > cosa. Logo, a fim de que & seja real para valores reais de ¢ é necessério
que x esteja entre cos v e cos 3, ou seja, cosa < x = cosf < cos 3, 0 que evidencia que cos «
e cos 3 definem os limites da latitude entre os quais o piao deve oscilar. Disso, de e
de (4.61)), segue que z = p(t + ¢) deve estar entre ez e ;. Mas como p(w;) = ¢;, conforme
vimos em (3.9), e

2L E' + p%,

6Imyl < cos f3,

21
cosa < cosf = —p(t + ¢) +
mgl

conforme acabamos de observar, ¢ deve ser o semiperiodo w3 mais uma constante 7 tal que

2[1 2[1 £’ -+ p2¢,
Oy = — b
convo mglp(wg )+ 61,mgl
Portanto, a solucao (4.65)) levando em conta essas consideracoes se escreve da seguinte
forma
2]1 QIIE/ + pi
0 = s | —p(t _ 4.66
arccos (mglp( +ws +7) + 6T mgl (4.66)

4.2.3 Graéficos para 0(t)

A Tabela (4.3) traz as condigbes iniciais e parametros usados para gerar o grafico do

angulo de nutacao 6(t).

L 1kg-m? || 6 |0.95rad | 6, | 0rad/s
Iy | 05kg-m? | ¢o| Orad | ¢ | Orad/s
mgl | 1 kg-m2/s® || o | Orad || o | 2.5 rad/s

Tabela 4.3: Condicgoes iniciais e parametros do piao simétrico.

Deste modo, obtemos o grafico da Figura para a solucao 6(t) de (0s comandos
usados para gerar o grafico estdo no Apéndice D). Geramos também outros gréaficos a partir
das condicoes iniciais da Tabela , trocando-se, apenas, os valores de I e I3. As Figuras
e apresentam o grafico do angulo de nutagao do pido alongado (quando

2 2

I, > I3). Percebemos que com I3 = 0.8kg - m* e I} = lkg - m?, o intervalo e o peiodo
de oscilacdo de 0 é menor do que no caso em que I3 = 0.5kg-m? e I} = 1kg-m? Ja
as Figuras (4.16) e (4.18) apresentam o grafico do angulo de nutagao do pido achatado

(quando I; < I3), onde é possivel notar que os limites da latitude entre os quais 6 deve
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oscilar e o periodo de oscilagao diminuem a medida em que se aumenta a diferenca entre [,
e Is.

Ja o grafico da Figurafoi gerado para I; = 0.6kg-m?2, Iy = 1kg-m?2 e 1y = 1.0rad/s.
Podemos notar que reduzindo a velocidade de rotagao prépria, o intervalo de oscilacao do
angulo de nutagdo é maior em relagdo ao grafico da Figura [4.18] gerado para os mesmos
valores de I e I5.

A titulo de comparacao, apresentamos os graficos da solucao numeérica para o angulo de
nutacao 6, obtida por [7] a partir do método de Runge Kutta de quarta ordem padrao, com as
mesmas condigoes iniciais da Tabela (4.3)). Notamos o comportamento periodico da oscilagao
tanto na solu¢do numérica como na solucao analitica, com algumas diferencas na amplitude
do movimento. Essas diferencas podem estar relacionadas ao modo como alguns parametros
usados para a implementacao da solucao 6§ no Mathematica foram obtidos, tais como ey, 5 e
es. Para o célculo desses parametros é necessério obtermos as raizes cos 3, cos a e coshy do
polindmio ctibico dado em (4.53)). Essas raizes foram obtidas por meio do comando solve do
software Mathematica, ou seja, elas podem nao ser precisas, o que justificaria as diferencas.
Observamos a partir dos graficos gerados a partir da solu¢do numérica que 6 varia numa
amplitude menor. Outra observacao diz respeito ao ponto de retorno de nutacao do corpo
no caso em que I =1 e I3 = 0.5, e quando I; = 1 e I3 = 0.8, que nao coincidem. Enquanto
no grafico das Figuras e , o ponto de retorno é o proprio 0y, no grafico da Figuras
e esse ponto se da em 6 = 0.39 rad e 6 = 0.50 rad, respectivamente.
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Figura 4.12: Grafico do angulo de nutacao 6(t).

24

20

0.8
0 4
tempo (s)

Figura 4.13: Grafico do angulo de nutacao gerado numericamente a partir do método de

Runge Kutta de quarta ordem padrao (I; =1 e I3 = 0.5).
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Figura 4.14: Gréfico de 0(t) para I} = 1kg-m? e I3 = 0.8kg - m?.

16

11:1 |_‘=D.8
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Figura 4.15: Grafico do angulo de nutacao gerado numericamente a partir do método de

Runge Kutta de quarta ordem padrao (I; = 1kg-m? e I3 = 0.8kg - m?).
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Figura 4.16: Gréfico de 0(t) para I} = 0.8kg - m? e I3 = 1kg - m?.
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Figura 4.17: Grafico do angulo de nutacao gerado numericamente a partir do método de

Runge Kutta de quarta ordem padrao (I; = 0.8kg-m? e I3 = 1kg - m?).
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Figura 4.18: Gréfico de 0(t) para I} = 0.6kg - m* e I3 = 1kg - m?.
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Figura 4.19: Gréfico do angulo de nutagao gerado numericamente a partir do método de

Runge Kutta de quarta ordem padrao (I; = 0.6kg - m? e I3 = 1kg - m?).
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Figura 4.20: Grafico de 6(t) para I; = 0.6kg - m?2, Iy = 1kg - m? e 1y = 1.0rad/s.






CAPITULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos solugoes analiticas para dois problemas classicos de meca-
nica: o péndulo simples e o pido simétrico (resolvido parcialmente). Para o péndulo simples,
escrevemos sua solu¢do em termos da fungao sn(u), que é uma das fungdes elipticas de Ja-
cobi. No caso em que a velocidade do péndulo é igual a zero, notamos que a medida que
seu angulo inicial fy diminui, o péndulo se comporta como um oscilador harménico simples.
Também escrevemos a solucao para o caso em que a velocidade inicial do péndulo é dife-
rente de zero e percebemos que a medida que sua velocidade inicial diminui, a amplitude do
movimento também diminui, fazendo com que o péndulo tenha um comportamento anélogo
ao do oscilador harmonico simples.

Também expressamos o periodo do péndulo em funcao de sua amplitude e de sua ve-
locidade inicial e verificamos que os valores gerados nos graficos das figuras e
correspondem corretamente ao periodo observado em cada um dos gréaficos gerados a partir
das solucoes e (4.41).

A solugao do piao simétrico foi escrita em termos da funcao eliptica de Weierstrass.
Escrevemos a solucao apenas para o angulo de nutacao 6. A solucdo para os demais angulos
de Euler nao foi abordada, ja que, conforme [15], elas sao escritas em termos das funcoes
Zeta e Sigma de Weierstrass, que nao foram objeto de estudo ao longo desse trabalho.

Os graficos das Figuras (4.12), (4.14), (4.16) e (4.18) foram gerados para as mesmas
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condicoes iniciais, com excecao dos valores de 7 e I3. Notamos que no caso do piao alongado
(quando I; > I3), a amplitude e o periodo de oscilagdo diminuiram quando diminuimos a
diferenca entre I; e I3. Ja no caso do pido achatado (quando I; < [I3), percebemos que a
amplitude e o periodo de oscilagao diminuiram quando aumentamos a diferenca entre I; e
I5.

Além disso, comparamos os graficos da solucdo analitica escrita em termos da funao
de Weierstrass com os graficos gerados pela solugdo numérica obtida por [7] a partir do
método de Runge Kutta de quarta ordem padrao. Os graficos apresentam comportamento
semelhante, com diferencas em relagao a amplitude do movimento, que é maior nos graficos
gerados a partir da solu¢ao analitica, e também no ponto de retorno, que nao coincidem nos
casos em que 0y = 0.97 ¢ 6y = 27/3. Enquanto no grafico das Figuras e (419), o
ponto de retorno é o proprio 0y, no grafico da Figuras e esse ponto se da em
0 = 0.39 rad e 0 = 0.50 rad, respectivamente.

Por meio destes dois exemplos cléssicos, podemos notar a relevancia das fungoes elipticas
de Jacobi e de Weierstrass para a resolucao de alguns problemas integraveis cujas primitivas
nao podem se escritas em termos de funcoes elementares. Ressaltamos que boa parte dos
textos sobre as funcgoes elipticas de Jacobi e de Weierstrass datam do fim do século XIX e
inicio do século XX, como é o caso de Whittaker & Watson [15], livro cuja quarta e tltima
edi¢do (1927) adotamos como referéncia para o estudo da solugdo analitica do pido. Em
face da escassez de textos atuais sobre o assunto, enfatizamos a pertiéncia de estudos que
busquem exemplos da fisica, da quimica e de outras areas do conhecimento por meio dos

quais seja possivel apresentar aos estudantes de exatas essas importantes funcoes.
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APENDICE A

PROPRIEDADES DAS FUNCOES
ELIPTICAS DE JACOBI

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades das funcoes elipticas de Jacobi.

Proposicao A.1 (Derivadas). As derivadas das funcgoes sn(u), en(u) e dn(u) sio dadas por

) ]
@sn(u) = cn(u)dn(u), (A1)
(ii)
icn u) = —sn(u)dn(u) (A.2)
T cn(w) (u) : ‘
(iii) J
@dn(u) = —k*sn(u)dn(u). (A.3)
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Demonstracgao:

(i) Diferenciando ({2.14)), temos

du_ 1

de A=) (TR

Como z = sn(u), segue portanto

dx d 9 9 B
= @sn(u) = \/(1 —sn?(u))(1 — k2snu)) = en(u)dn(u).

Para provar (ii), basta substituir cn(u) por /1 — sn?(u):

%cn(u) = C%\/ 1 —sn?(u) = _ Zsn(u)dn(u)en(u) = —sn(u)dn(u).

2¢/1 — sn?(u)

Analogamente, demonstramos (iii)

%dn(u) = %\/ 1 — k?sn?(u) = _ 2ksn(u)dn(u)en(u) = —k*sn(u)en(u).

2¢/1 — k2sn?(u)
U

Proposicao A.2 (Formulas da Adigao). As formulas da adi¢io para as fungoes sn(u), en(u)

e dn(u) sao dadas por:

(1)

sn(u)en(u)dn(u) + sn(v)en(v)dn(v)

sn(utv) = 1 — k2sn?(u)sn?(v) ’ (A-4)
) k2 d d
o) = )= Pt g
(iii) 2
dnfu + v) dn(v)dn(u) — k sn(u)sn(u)cn(u)cn(v). (A.6)

1 — k2sn?(u)sn?(v)

Demonstragao:
(i) Iniciemos a demonstracao denotando s; = sn(u), so = sn(v), ¢ = en(u), ca = cn(v),

di = dn(u), dy = dn(v) e A =1 — k?sn*(u)sn*(v). Definamos também
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8102d2 + SQCldl

A

Diferenciando parcialmente em relacao a u, obtemos

% . A(Cld1C2d2 — Slsgd% — ]{?282810%) + (2k528101d183>(8162d2 + 8201d1>
ou A?

0z
%A2 = A [(CldlCng) — Slsg(d% —+ kQC%)] + (SlCQdQ + 32C1d1)2k2518301d1

= (c1dicads) (A + 2k?s2s3) — 5189 [A(d? + k?*c?) — 2k?s3c3d?)
= c1dicady(A + k*s2s3 + k?s3s3) — 5189 [Ad? + AR 2 — k2 s3cid? — k*s3c3dR).

Como A =1 — k?s?s2, temos A + k%s?s2 = 1 e podemos escrever:

0
8_2A = c1dicada(1 4 k?s7s3) — s182 [di (A — k*s3¢7) + ke (A — s3d})] (A.7)

Usando novamente a relagio A = 1 — k?s%s32 e as identidades s2 + ¢ = 1 e d? + k?s? = 1,

obtemos

A — k*sicl =1 —k?sisy — k?s5ct = 1 — k?s3(s] + cf) = ds.

Analogamente, podemos notar que

A —s3di =1 k?sis5 — sodi = 1 — s3(k?sT +d3) =

Substituindo em (A.7)), obtemos

%A = c1dycody (1 + k?s3s3) — s18o(drda + k2cics).

Note que 0z/0u é simétrico em relagdo a u e v. Como z também é simétrico, segue que

0 _

oz .
5. = 5. Consequentemente, podemos definir
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z = f(u+v),

onde f(u+ v) indica uma fungao de u + v, e assim

Slcgdg + SQCldl
A .

Para provar (i), basta tomar v = 0, obtendo f(u) = sn(u), para todo u. Logo,

flu+wv)=

flu+v)=sn(u+v).

(ii) Usando (2.19)) e (A.4), obtemos

(s1cads + 8201d1)2

2 _ 2 _
en“(u+v)=1—sn’(u+v)=1-— (SRR

(1 — K?s3s3)? — (s1c2ds + S2c1dy)?
B (1 — k2s253)2 '

Note que

(¢ + s1d3)(c5 + sydY) =
S [1- 2 21— k2] [1— 824 21— k2]
= (1 — K?sis3) (1 — ks7s3) = (1 — k?s7s3)?,

assim, podemos escrever

(¢} + 57d3)(c3 + s3d7) — (s1cady + spc1dy)?

(1~ KD)2 = (12 = simdidy)”

Logo,
(0102 - 8152051612)2

(1 k23132)

n?(u +v) =

Assumindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade e tomando v = 0, obtemos
a equacao (ii).

(iii) De maneira analoga, podemos provar (iii). De e (A.4), temos



k'2(8102d2 + 8201d1)2

2 —1— 2.2 —1—
dn”(u + v) k“sn®(u + v) (1= 125252)2

(1= k2s252)? — k2 (s1cady + spc1dy)?
B (1 — k2s2s2)2 '

Note que

(d2 + k*sic3)(d5 + K*s5¢3) =
= [1 - k?s] + k*s7(1 — s3)] [1 — k®s5 + k*s3(1 — s7)]
= (1 - K*si{s3)(1 — k*sis3) = (1 — k?sis3)”,

assim, podemos escrever

(d? + K2s2c3)(d2 + k%s3c?) — k2 (s1cady + socydy)?

(1 _ kQS%S%)Q = (dld2 - k231320102)2.

Logo,
(dldg — k28182d1d2)2

(1= 15353

dn®(u +v) =

Assumindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade e tomando v = 0, obtemos

a equacao (iii), concluindo assim a demonstragao. [l

Podemos usar as formulas de adicao a fim de estender as definicoes das funcoes elipticas
para outros valores de u além de —K < u < K. Faremos isso enunciando o seguinte

resultado:

Proposicao A.3. As funcoes sn(u) e cn(u) possuem periodo igual a 4K e a funcdo dn(u)

possui periodo igual a 2K .

Demonstragao:
Tomando v = K em (A.4)), (A.5) e (A.6) e usando a Tabela obtemos:

~sn(u)en(K)dn(K) + sn(K)cen(u)dn(u)  en(u)dn(u)  cn(u)
sn(u+ K) = 1 — k2sn?(u)sn?(K) - dn2(uw)  dn(u) (A-8)
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_en(u)en(K) — sn(u)sn(K)dn(u)dn(K)  K'sn(u)dn(u)  k'sn(u)
en(u+ K) = 1 — k2sn?(u)sn?(K)  dn2(uw)  dn(u) (A.9)

dn(u)dn(K) — k*sn(u)en(u)sn(K)en(K) K dn(u) K

dnfu+ K) = 1 — k2sn?(u)sn?(K) ~ dn2(u) - dn(u) (4.10)
Tomando agora u = K, temos:
(i) sn(2K)=0 (ii) en(2K) = -1 (iii) dn(2k) =1 (A.11)

Usando as equacoes (A.4), (A.5) e (A.6) com v = 2K e usando (A.11), chegamos em:

sn(u+2K) = —sn(u) (A.12)
en(u + 2K) = —cen(2k) (A.13)
dn(u+2K) = dn(u) (A.14)

Finalmente, substituindo u por u = 2K em (A.12)) e (A.13]), obtemos

sn(u+4K) = sn(u) (A.15)
en(u 4+ 4K) = en(u), (A.16)
concluindo assim a demonstracao 0

E importante destacar que o periodo das fungoes sn, cn e dn nao é um ntimero absoluto,
j& que o valor de K varia de acordo com o valor atribuido ao modulo k. Além disso, as
funcoes elipticas de Jacobi possuem um periodo imaginéario, dado por 4K + 4K para sn e

cn e por 2K + 12K para dn (ver [12]).



APENDICE B

FUNCOES ANALITICAS EM C

B.1 Nocoes Preliminares

Neste secao vamos apresentar alguns conceitos sobre fungoes de variavel complexa, como
funcoes holomorfas, fungoes analiticas e singularidades de funcoes analiticas, expondo ma-

terial de [11].

B.1.1 Funcgoes Holomorfas

Definigcao B.1. Seja f : U — C uma funcao continua, onde U € um aberto de C. Dizemos

que f € holomorfa em zy € U se existe o limite

O namero complexo f'(z9) é chamado de derivada de f em z;. Se f for holomorfa em
todos os pontos de um subconjunto X de U dizemos que f é holomorfa em X. Em particular,
se f: C — C é holomorfa em todo ponto de C, dizemos que f ¢ inteira.

Alternativamente, tomando h = z — zy, podemos escrever

z)— f(=
f/(z()): hm f( ) f( 0).

220 Z— 20
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Exemplo B.1.1. A funcao
f: C—C
z 2"

¢ inteira e f/(2) = nz""L.

De fato, seja zy € C, entao

n n

L) _

Z—>r20 Z — ZO z—r20 2 — ZO

lim (z—20)(c" P+ 2" 2 g4z T 2T _
Z—>20 z — ZO

lim (271 4 22 g+ bz ) =
Z—20

n—1 n—2 n—2 n—1\ __ n—1
(20 +20 20+ +z20- 2 42 ) =n .

Exemplo B.1.2. A fungao exp(x + iy) = e*(cosy + iseny) é inteira.

Como as partes real e imaginaria da func¢ao sao definidas por u(z,y) = e” cosy e v(z,y) =

e” sen y, respectivamente, temos

(0
%(ex cosy) = e*cosy
6 x x
8_y(€ cosy) = —e“seny
a X X
%(e seny) = e’seny
—(e"seny) = €e"cosy.

( Ty

Note que as derivadas parciais de primeira sao funcoes continuas e satisfazem as condicoes

de Cauchy-RiemannP| em todo o ponto do plano. Portanto a fun¢do ¢ inteira. 0

2Relagoes de Cauchy-Riemann: A funcdo f(z) = u(z) + iv(z) é holomorfa em zy = = + iy € U se as
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Exemplo B.1.3. A funcdo f(z) = |z| é holomorfa apenas em (0,0).

Como as partes real e imaginarias de f sao dadas respectivamente por

u(@y) =" +y* e v(w,y)=0

as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas apenas na origem, ou seja

0 0
8_xu(xay) =2x=0= a_xv(may)
— (z,y) =0.

0 0
B — e 2 = = —
ayﬂ(x,y) y=0 ayv(ﬂc,y)

Portanto, a fun¢do é holomorfa apenas em (0, 0). O

B.1.2 Funcoes Analiticas de uma Variavel Complexa

Definicao B.2. Seja U C C aberto. Dizemos que uma funcao f : U — C ¢é analitica se
para todo zy € U existe uma série de poténcias

Zan(zo)(z — 29)", (B.1)

n>0

para todo z € U tal que |z — z| < p. Uma série de poténcias como a da equagio (B.1)) €

chamada de série de poténcias que representa [ em zg.

E importante destacar que como as funcoes definidas por série de poténcias sao holomor-

fas, as fungoes analiticas sao também holomorfas.

1
Exemplo B.1.4. A funcao f = — definida para z € C* é analitica.
z

derivadas parciais Ou/dz,du/dy, dv/dx e Jv/Jy existem e sdo continuas em zp, satisfazendo as seguintes

condigoes
ou ov ou ov
a(zo) = @(ZO) e @(Zo) = —%(zo)'

As funcoes u,v : U — R sdo chamadas parte real e parte imaginaria de f.



86 Fungoes Analiticas em C

Se zp € C*, podemos escrever

1 1 1 1
z

O
Na sequéncia, apresentamos a definicao de singularidades isoladas de fung¢oes analiticas.
Esta definicao é importante no estudo de algumas fungoes especificas, como as funcgoes

duplamente elipticas.

Definicao B.3. Seja f : U — C, U C C aberto, uma funcao analitica. Dizemos que
20 € C—U ¢é uma singularidade isolada de f se existe v > 0 tal que D,(zy) — {20} C U,
ou seja, se f estd definida e € analitica em todos os pontos de uma vizinhanc¢a de zy, com

excecao de 2.

Note que de acordo com a Defini¢ao B3], podemos considerar o desenvolvimento de f em

série de Laurentf)| no anel D, (20) — {20}

A partir desse desenvolvimento, podemos distinguir as singularidades isoladas em 3 tipos:

(a) Se a; =0 para todo j < 0 dizemos que z; é uma singularidade removivel de f.

(b) Se existe n > 0 tal que a_,, # 0 e a; = 0 para todo j < —n dizemos que z, ¢ um polo

de ordem n de f e, neste caso, para z € D,(zy) — {2} podemos escrever

= el d-ntl c. a1 o j
f(Z) B (Z — Zo)n + (z — Zo)nfl + + (Z — ZO) + ;CL](Z’ ZO) .

e G_Z iz + e G—Z+)1n_1 +-- 4+ (Za—lz) é chamada parte principal do polo
— 2o — %o — %o

A funcao
20 de f

3Para mais detalhes sobre este desenvolvimento, ver ([I1], p. 211)
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(c) Se o desenvolvimento de Laurent em D,(zy) — {2} possui uma infinidade de termos
nao nulos com poténcias negativas de z — zy dizemos que zp é uma singularidade

essencial de f.

Definicao B.4. Sejam f: U — C, U C C aberto, uma fun¢ao holomorfa e zy € C—-U
uma singularidade isolada. Considere o desenvolvimento de f por uma série de Laurent no

disco A =D — {z}. O residuo de f em zy € por defini¢io o nimero complezo
Res(f,z0) = a_;.

Por [11] (ver p. 211)

Res(f,z0) =a_1 = QLm/f(z)dz (B.2)

onde v(0) = 2o + 1€ er >0 € tal que o circulo de raio r e centro zy estd contido no disco

perfurado A.

Definicao B.5. Seja f : U — C, U C C aberto. Dizemos que a funcao f é meromorfa
em U se f é holomorfa em U — T, onde I' C U € um conjunto discreto formado pelos polos

de f.

1
Exemplo B.1.5. A funcdo f(z) = EEaTL definida em C' — {2} é meromorfa em C, pois
zZ—2zo)"

f & holomorfa em C' — {z} e zo € um polo de ordem n de f. Também sdo meromorfas as
e? sen 2
funcoes — e ——.
¢ z  (z—1)2






APENDICE C

ANGULOS DE EULER

C.1 Angulos de Euler

Considere um corpo rigido e seus trés eixos principais €, €5 e €3, ao longo dos quais
definimos os eixos z', 7, 2z, respectivamente, que formam o sistema de coordenadas S* fixo
ao corpo. Considere também um sistema de coordenadas cartesianas, S (inercial), com os
eixos espaciais x,y e z, e seus respectivos versores Z, ¢ e 2. Por fim, tome S e S* como tendo
a mesma origem. Para determinar a orientacao de S* em relagao a S, vamos lancar mao dos

chamados angulos de Euler.

Liitha nedal

Figura C.1: Angulos de Euler.
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Na Figura ﬂ 6 expressa o angulo formado entre os eixos 2’ e z. O angulo ¢ é medido
no plano x,y até a intersecao do plano 2, vy’ com o plano x,y. Esta intersecao é chamada de
linha dos nodos e, no diagrama, ela esta representada pela letra grega &. Por fim, o angulo
¥ & medido no plano 2,y a partir da linha dos nodos até o eixo 2’ (neste caso, supomos que
tanto o sistema S quanto o sistema S* sdo orientados segundo a regra da mao direita).

A transformagdo do sistema cartesiano S(x,y,z) para o sistema sistema S*(z',y/, 2)
ocorre em trés estagios. A primeira transformacao (Figura é realizada por meio de uma

rotacao dos eixos (x,y, z) em torno do eixo z do angulo 6, gerando o sistema (£, 7, ().

Figura C.2: Rotacao do angulo ¢ em torno do eixo z.

Esquematicamente, temos

¢ (2,,2) 2 (€,1,0),

onde D ¢ a matriz rotagao

cos¢ sen¢g 0
D= | —sen¢ cos¢g 0
0 0 1

A segunda transformacao é obtida por meio da rotacao em torno do eixo £ do angulo ¢

nos eixos (&,n, (), gerando o sistema de eixos (£, 7/, (") (Figura |C.3]).

Assim, temos
0 (En.0) = (€.,
9As Figuras e foram extraidas de [10]
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Figura C.3: Rotacao do angulo 6 em torno do eixo &.

onde C é a matriz rotacao
1 0 0

C=1|0 cosh sené

0 —senf cosf

Por fim, a terceira transformacao (Figura é relizada por meio da rotagao do angulo
¥ em torno do eixo ¢’ nos eixos (¢, 7, ('), obtendo, assim, o sistema S*, formado pelos eixos
(@, y,2):

0: (& ,¢) = (@ 2),
onde B é a matriz rotagao
cosy seny 0
B=| —senty cosy 0
0 0 1

Logo, a transformagao de S para S* é realizada pela matriz A, obtida por meio do produto

das matrizes D, C e B, ou seja,

A= BCD.
Temos, portanto
cosycos ¢ —cosfsenpsentyy  cosypsen + cosf cospsenty  sentsen
A= | —sentcos¢ — cosfsengcosy) —senpsend + cosfcospsent) cossend

sen ) sen ¢ cos 1 cos ¢ cos 0
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C.2 Velocidade Angular em Termo dos Angulos de
Euler

Nosso objetivo agora é exprimir o vetor velocidade angular em termo dos angulos de
Euler. Para isso, vamos considerar que o corpo se mova de tal forma que ¢, 6 e 9 variem
com o tempo e que sua rotacao infinitesimal seja resultado de trés rotacoes infinitesimais
sucessivas cujas velocidades angulares tenham magnitudes qb,@ e ¢, respectivamente.

Neste caso, é possivel determinar o vetor velocidade angular & somando os vetores velo-
cidade angular Wy, Wy e Wy, associados a rotacoes em que apenas um angulo de Euler varia.
Temos, portanto

W= Wy + g + Wy
O préximo passo é obter as componentes de & ao longo dos eixos fixos do corpo 2',1 e

Z'. Para isso, fixados um par de angulos de Euler, vamos determinar a velocidade angular

associada a variacao do terceiro angulo e depois somar os resultados obtidos em cada caso.
e Variacao em ¢

Fixando 6 e ¢, podemos notar pela Figura[C.2] que o eixo z, que ¢é fixo no espago, também
torna-se fixo ao corpo, sendo, assim, o eixo de rotagao. Logo, wy é um vetor paralelo ao eixo

z com componente ¢. Em termos matriciais, temos
0
=10

CU¢:¢2—)07¢

S

de modo que podemos determinar as componentes desse vetor ao longo do sistema S* da

seguinte forma:

$sen 1 sen 6
= | ¢cosisend
b cosb

Lembramos que A é a matriz transformacao de S para S*.
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e Variacao em 6

De modo analogo, podemos determinar as componentes do vetor <y ao longo de S*.
Fixando agora ¢ e ¢, a linha nodal torna-se fixa no espaco e no corpo e passa a ser o €ixo
de rotacao (Figura [C.3). Assim, @y é um vetor com a tinica componente 6 paralela ao eixo

, .
&, ou seja
0
=|o0],
b
0

(39 = 65, —>(I59

onde ¥ é o sistema formado pelos eixos ', 7’ e ('. Temos, portanto

0 cos 1

= —ésenw
0

Lembramos que B é a matriz transformacao do sistema X para S*.
e Variacao em ¢

Por fim, fixando os angulos # e 1, o0 eixo 2z’ torna-se fixo no corpo e no espaco. Além

disso, 2’ passa a ser eixo de rotac@o wy torna-se um vetor com componente ¢ ao longo do
. p o . o~ L .

eixo z'. Neste caso, como as Wy, ja estao em termos de S*, nao é necessario aplicar qualquer

matriz transformacao. Logo

Gy = %, —dyl =10
S* .
(0

Reunindo as componentes correspondentes, chegamos ao seguinte resultado final

wy = ¢senfsent) + 0cos
wy = ¢senfcost — fseny) (C.1)
wy = U+ ¢cosh







APENDICE D

COMANDOS DO MATHEMATICA

D.1 Péndulo com vy =0

e Angulo inicial 6

e Determinando o moédulo k
k = Sin [z/2]
e Gerando o grafico 6(t)

Plot [2 * ArcSin [k * JacobiSN[EllipticK [£*] — ¢,k%]] ,z = Cos [t], {t,0,25}]

D.2 Péndulo com vy # 0
e Velocidade inicial
Vg =V
e Determinando 6,,,,
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Comandos do Mathematica

Omaz = = 2 % ArcSin [Sqrt(v?) /4]
e Determinando o moédulo &
k = Sin [z/2]
e Gerando o grafico 0(t)

Plot [2 * ArcSin [:v x JacobiSN [t, xQH ,{t,0, 25}]

D.3 Piao Simétrico com Ponto Fixo

e Parametros e condicoes iniciais

L=A
I,=B
mgl =m
0o =10
o=19
Y=1

e Coustantes

py=p=DBx* (¥ +¢xCos[f])
ps=q=Ax¢x (Sin[0])? + p* Cos [0]
E=W =05%Ax¢x(Sin[0])*>+0.5% B * (¢ + ¢ x Cos [0])* + m * Cos [0)]

E'=Q=W-(p'2)/2+B
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e Determinando as raizes do polinémio f(z)
Solve [—(q —p*z)* —2x Asxmx (x —2°) + 2% A% Q x (1 — 2°) == 0, z]
e Determinando ey, e € e3

er=sl=(mxx/(2%A)) — (2% AxQ +p*)/(12 % A?)

ey =52 = (m*x9/(2% A)) — (2% AxQ + p*)/(12 % A?)

e3 =53 =(mx*a3/(2% A)) — (2% AxQ +p*) /(12 A?)

onde z1,xs € T3 sdo as raizes do polinomio f(x).
e Determinando g5 e g3

g2 = g2 = —4 % (2% s34+ 53 % sl + sl * s2)

g3 = g3 =4 % sl x52x%s3
e Determinando w3 + 7

o(ws +7) =s4 = (mxCos[f] /(2% A)) — (2% A% Q +p?)/(12 x A?)

ws + 7 = w = InverseWeierstrassP [—s4, {¢2, g3}]
e Gerando o grafico de 6(t)

Plot [ArcCos [(2 x A/m) x (WeierstrassP [t + w, g2, 93]) + (2% A% Q + p*) /(6 x Axm)] ,{t,0,20}]



