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Resumo
Doenças como a Dengue, a Zika e a Chikungunya estão diretamente ligadas ao mosquito

transmissor Aedes aegypti, levando em consideração sua ampla capacidade de disseminação de
doenças, principalmente em regiões tropicais. A modelagem matemática da dinâmica popula-
cional do Aedes é de extrema importância para elucidar os mecanismos de transmissão dessas
doenças. O objetivo deste trabalho foi o estudo de um controle mecânico otimizado aplicado
na dinâmica populacional do ciclo de vida do mosquito em sua fase aquática. O processo
de otimização foi formulado por meio do Problema de Mayer, derivado do Problema de La-
grange, mas com vantagens computacionais. Este estudo também foi estendido na modelagem
SIR (Susceptível-Infectado-Recuperado), considerando a vacinação da classe dos indivíduos
susceptíveis, com o intuito de reduzir o número de infectados. O modelo com vacinação foi
analisado matematicamente e simulações computacionais foram realizadas para ilustrar a con-
vergência dos resultados numéricos para os pontos de equilíbrio. Comparações dos resultados
mostram a eficiência do controle otimizado na redução da população do Aedes e dos humanos
infectados.

Palavras-chave: Aedes aegypti, Dengue, controle mecânico, otimização, dinâmica populaci-
onal computacional.
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Abstract
Diseases as Dengue, Zika and Chikungunya are directly related to the mosquito vector Ae-

des aegypti, taking into consideration its high capacity in disease spreading, mainly in tropical
regions. The mathematical modeling of its populational dynamic is extremely important to
elucidate the transmission mechanisms of these diseases. The objective of this work was the
study of the optimal mechanical control over the mosquito cycle of life in its aquatic phase.
The optimization process was formulated through the Mayer Problem, derived from the La-
grange Problem, but with computational advantage. This study has also been extended to cover
the SIR modeling (Susceptible-Infected-Recovered), considering the vacination of the suscep-
tible class in order to reduce the number of infected. The model considering vaccination model
was analyzed mathematically and computational simulations were made to illustrate the con-
vergence of the numerical results to the equilibrium points. Comparisons between the results
show the effectiveness of the optimal control in reducing the Aedes population and infected
humans.

Keywords: Aedes aegypti, Dengue, mechanical control, optimization, computational popula-
tion dynamics.
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1 Introdução

1.1 O mosquito Aedes aegypti

O mosquito Aedes aegypti é o vetor mais comum e o que trasmite o maior número de doen-
ças com alta letalidade entre as espécies de mosquito, como a Dengue, a Zika e a Chikungunya,
pela picada do mosquito fêmea infectada [11].

Os maiores surtos de mosquitos da espécie Aedes ocorrem em regiões próximas a linha do
Equador. Isso se deve ao fato de que essa espécie de mosquito apresenta como habitat, regiões
de clima tropical e subtropical [11].

A dinâmica de vida do Aedes aegypti é dividida em fases aquática, constituida por ovo,
larva e pupa e a fase alada, em que o mosquito é considerado adulto. A Figura (1) ilustra o
ciclo de vida do Aedes aegypti.

O aumento em número do mosquito Aedes é fruto principalmente da sua alta resistência a
épocas secas, enquanto ainda na fase aquática (ovo). Isso permite que os primeiros estágios de
vida do mosquito sejam facilmente concluidos. O fato de que o mosquito possui uma preferên-
cia ampla para a sua oviposição, principalmente em recipientes domésticos com quantidade de
água razoável para o desenvolvimento da fase aquática do mosquito, torna seu sucesso ainda
mais favorável [9, 10, 17].

Figura 1: Ciclo de vida do mosquito Aedes [17].

1.2 A Dengue
A dengue é uma das principais doenças trasmitidas pela picada do mosquito Aedes aegypti

e é considerada a mais importante arbovirose em todo o mundo, causada por um arbovírus da
família Flaviviridae e do gênero Flavivírus. Na sua forma mais grave, denominada dengue
hemorrágica, pode ser letal, levando a milhares de casos hospitalizados entre os países tropicais
e subtropicais [11,12]. Existem atualmente entre 50 e 100 milhões de casos de dengue por ano,
e no Brasil, essa doença tem sido crescente nas últimas décadas, caracterizando-se como um
problema de saúde pública [13–17].
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1.3 Métodos de controle
Devido aos riscos de transmissão da dengue pela infestação da população crescente de

mosquitos da espécie Aedes aegypti em áreas urbanas, estudos de mecanismos de controle se
fazem necessários. Controle mecânico ou físico é aquele que está ralacionado às ações diretas,
como remover recipientes que se tornariam possíveis criadouros do mosquito [11]. O controle
químico, com base no uso de inseticidas, torna-se ineficiente em longos intervalos de tempo,
tendo em vista que os mosquitos adquirem resistência ao principal agente químico [19]. Por
último, têm-se o controle biológico que propõe o uso de modificações genéticas a fim de criar
machos estéreis, diminuindo a população de mosquito a longos prazos [14, 15, 17, 21].

2 Objetivo
Os objetivos principais propostos neste trabalho são a modelagem matemática e a inves-

tigação computacional do controle mecânico ótimo aplicado na fase aquática do mosquito
Aedes, com o intuito de observar a melhor forma de reduzir a população do mosquito em todas
as suas fases do seu ciclo de vida. O estudo foi ainda estendido na modelagem SIR (Suscetível-
Infectado-Recuperado) considerando a vacinação da população dos humanos suscetíveis.

Na Seção seguinte encontram-se os modelos matemáticos que serão utilizados para o es-
tudo e a aplicação do controle.

3 Modelos Matemáticos

3.1 Dinâmica Populacional do Mosquito Aedes

O modelo matemático consiste de um sistema não-linear de equações diferenciais ordi-
nárias acopladas que descreve a dinâmica da população do Aedes, considerando-se as fases
aquática e alada do mosquito [18]. Tal modelo com controle mecânico α aplicado na fase
aquática é dado por: 

dA

dt
= φ

(
1− A

C

)
F − (γ + µA + α)A,

dI

dt
= rγA− (µI + β)I,

dF

dt
= βI − µFF,

dM

dt
= (1− r)γA− µMM,

(1)

sendo A(t), I(t), F (t) e M(t) as variáveis de estado das populações do mosquito no tempo t
para a fase aquática (ovos, larvas e pupa), fêmeas imaturas (antes de acasalar), fêmeas fertili-
zadas (depois de acasalar) e machos, respectivamente; as taxas de mortalidade per capita dos
mosquitos são µA, µI , µF e µM , respectivamente para as fases aquática, fêmea imatura, fêmea

fertilizada e macho; a taxa per capita φ
(

1− A

C

)
representa a oviposição da fêmea fertilizada,

F , sendo φ a taxa de oviposição intrínseca e C a capacidade do meio (número de nutrientes
e/ou espaço); γ representa a transição do mosquito na fase aquática, A, para a fase alada na
proporção r de fêmeas e (1 − r) de machos e β representa a mudança de fase das fêmeas
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imaturas, I , para a fase fertilizada, F , de acordo com o número de encontros com machos M .

O modelo compartimental do sistema (1) é ilustrado no diagrama da Figura (2).

Figura 2: Diagrama do modelo representando os compartimentos para as fases aquática (A) e
alada da população de mosquitos machos (M ), fêmeas não-fertilizadas (I) e fêmeas fertiliza-
das (F ).

O parâmetro α é a taxa de remoção mecânica, representando o controle aplicado na fase
aquática da população de mosquitos, o qual foi investigado numericamente em [18], sendo
dado por:

dα

dt
= −τα + µ, (2)

sendo τ o parâmetro relacionado ao grau de esquecimento da população em remover os ovos
do Aedes na fase aquática e µ uma taxa de investimento do setor público no combate do
mosquito na fase alada [23].

Vale ressaltar que, diferentemente do que é feito neste estudo, em [18] o sistema (1) é
resolvido sem aplicar uma técnica que otimize o controle α, conforme será descrito na Seção
(5).

3.2 Dinâmica populacional do modelo SIR
Apresenta-se nesta seção, o modelo epidemiológico clássico do tipo SIR (Suscetível-

Infectado-Recuperado), com o objetivo de expandir o estudo e aplicação de métodos de con-
trole em dinâmicas populacionais. Aqui serão apresentados modelos SIR sem controle e com
controle fixo e variável (estes dois últimos utilizando uma vacina p), tal dinâmica é descrita
pelo seguinte sistema não-linear de equações diferenciais aplicadas [24]:
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

dS∗

dt
= b− µS∗ − βS∗I∗,

dI∗

dt
= βS∗I∗ − (d+ µ)I∗,

dR∗

dt
= dI∗ − µR∗,

(3)

sendo S∗(t), I∗(t) e R∗(t) respectivamente o número de suscetíveis, infectados e recuperados,
b a taxa natural de entrada de indivíduos, µ a taxa de mortalidade natural da população, β a
taxa de infecção, e d a taxa de recuperação natural da população. O modelo com vacinação p∗

é representado por [24]:



dSc

dt
= b− µSc− βScIc− p∗Sc,

dIc

dt
= βScIc− (d+ µ)Ic,

dRc

dt
= dIc− µRc+ p∗Sc,

(4)

sendo Sc(t), Ic(t) e Rc(t) respectivamente o número de suscetíveis, infectados e recuperados
para o modelo com vacinação fixa p∗.

O modelo com controle variável p (não otimizado) com base em [18] é da forma:



dSv∗

dt
= b− µSv∗ − βSv∗Iv∗ − pSv∗,

dIv∗

dt
= βSv∗Iv∗ − (d+ µ)Iv∗,

dRv∗

dt
= dIv∗ − µRv∗ + pSv∗,

dpv

dt
= −Lp+ v,

(5)

sendo Sv∗(t), Iv∗(t) e Rv∗(t) respectivamente o número de suscetíveis, infectados e recupe-
rados para o modelo com controle variável, L o grau de negação da população à vacinação e
v o investimento realizado para a imunização. Os resultados obtidos para estes modelos serão
apresentados na Seção 5.

3.3 Estudo dos Pontos de Equilíbrio
Aqui será apresentado um estudo realizado sobre os pontos de equilíbrio dos Modelos 3 e

4 apresentados na subseção anterior, a fim de evidenciar a importância da análise de estabili-
dade do sistema, fator que também comprovará a eficácia ou não do controle aplicado sobre a
dinâmica.

Para indentificar a existência de pontos de equilíbrio do sistema analisa-se para que de-
terminado valor as variáveis de estado (S∗(t), I∗(t) e R∗(t)) tendem, ou seja, iguala-se suas
variações no tempo a zero, de modo que:
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(
dS∗

dt
=
dI∗

dt
=
dR∗

dt
= 0

)
, (6)

Tomando o modelo SIR sem controle em uma situação livre da doença, I∗ = 0, tem-se:


0 = b− µS∗ − βS∗(0),

0 = βS∗(0)− (d+ µ)(0),

0 = d(0)− µR∗.

(7)

O que resulta em um ponto de equilíbrio livre da doença Es0:

Es0(S
∗, I∗, R∗) =

(
b

d
, 0, 0

)
, (8)

quando se leva em consideração um caso endêmico, I∗ 6= 0, tem-se:


0 = b− µS∗ − βS∗I∗,

0 = βS∗I∗ − (d+ µ)I∗,

0 = dI − µR∗.

(9)

Novamente, com as devidas substituições, chega-se em um ponto de equilíbrio endêmico
Es∗:

Es∗(S∗, I∗, R∗) =

(
d+ µ

β
,
bβ − µ(d+ µ)

β(d+ µ)
,
βbd− µd(d+ µ)

βµ(d+ µ)

)
, (10)

Utilizando a coordenada de I para o caso endêmico (Es∗), é possível descrever a condição de
existência do ponto de equilíbrio do sistema, de modo que:

bβ − µ(d+ µ)

β(d+ µ)
> 0, (11)

o que resulta em:

bβ

µ(d+ µ)
> 1, (12)

Cria-se então uma variável R0, conhecida como número básico de reprodução, que re-
presenta o número de novos infectados produzidos por um único indivíduo infectado quando
introduzido em uma população de suscetíveis, denomina-se bβ

µ(d+µ)
de R0, de modo que, para

a combinação de valores das variáveis que resultam em um R0 > 1, descreve-se um caso de
equilíbrio endêmico dado pelo ponto Es∗. Quando R0 < 1, tem-se um equilíbrio do sistema
estável, livre da doença (Es0).

O mesmo processo pode ser realizado para o caso SIR com controle fixo p∗ (Sistema 4),
de modo que o ponto de equilíbrio livre da doença E0 (Ic = 0) é:

E0(Sc, Ic, Rc) =

(
b

µ+ p∗
, 0,

p∗b

µ(d+ p∗)

)
. (13)
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Para Ic 6= 0, ou seja, considerando a situação em que o controle p∗ não seja efetivo, o
ponto de equilíbrio endêmico E∗ é:

E∗(Sc, Ic, Rc) =

(
d+ µ

β
,
bβ − (µ+ p)(d+ µ)

β(d+ µ)
,
d[bβ − (µ+ p)(d+ µ)] + p(d+ µ)2

µβ(d+ µ)

)
.

(14)

Analisando a existência do ponto de equilíbrio do sistema com Ic > 0, tem-se:

bβ − (µ+ p)(d+ µ)

β(d+ µ)
> 0, (15)

o que resulta em:

bβ

(d+ µ)(µ+ p)
> 1. (16)

Aqui, bβ
(d+µ)(µ+p)

= R0.
Lembrando que foi assumido um caso em que p∗ não é efetivo. Neste caso, R0 resultará

em uma valor maior que 1 (caso endêmico E∗). Quando p∗ é efetivo, R0 assume valor menor
que 1 e como visto anteriormente, esta situação descreve o caso livre da doença (E0).

4 O Problema Ótimo
Para atingir os objetivos descritos na Seção (2), propõe-se aqui a otimização de α formu-

lando o Problema de Lagrange (PL), dado pela seguinte função custo:

J(α(t)) =
1

2

∫ T

0

(
ε1F

2(t) + ε2α
2(t)

)
dt, (17)

com t ∈ [0, T ], sendo T é o tempo final. Assumimos ε1F 2(t) e ε2α2(t) serem, respectivamente,
os custos relativos à possibilidade de humanos com dengue dada a presença de mosquitos
fêmeas fertilizadas e aos investimentos governamentais para o controle do Aedes, com os
pesos ε1 e ε2, respectivamente.

O principal problema PL, que envolve o controle mecânico α, consiste em:

(PL)

 min
α(t)

[
J(α(t)) =

1

2

∫ T

0

(
ε1F

2(t) + ε2α
2(t)

)
dt

]
,

sujeito ao sistema não linear (1).

(18)

em outras palavras, determinar α(t) que minimize J , para algum t = t̄ ∈ [0, T ].
Pode-se transformar o PL no Problema de Mayer (PM) [23], obtendo a seguinte formula-

ção equivalente, mas com a vantagem computacional de ser simples de implementar e de fácil
resolução:

d

dt
G(t) = ε1F

2(t) + ε2α
2(t). (19)

Dessa forma, o problema principal se torna minimizar J(α(t)) = G(T ). Aplicando o
método clássico de Euler [4] na Equação (19), obtem-se a seguinte forma discretizada:

Gt+1 = Gt + dt
(
ε1F

2t + ε2α
2t
)
, (20)
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com G0 = 0.

4.1 Metodologia de resolução do problema ótimo
A solução final A(t), I(t), F (t) e M(t) será obtida resolvendo numericamente o sistema

(1), em conjunto com a Equação (20), aplicando-se o método numérico computacional Runge-
Kutta de quarta ordem de precisão na solução [4].

O intuito é obter soluções otimizadas, resolvendo o problema PL (18) descrito na Seção
anterior, encontrando o melhor controle segundo os parâmetros da função custo (17).

Para resolver o problema de minimização aplica-se o método do Gradiente [25], cujos
principais passos podem ser descritos da seguinte forma:

Passo 1: Dado uma determinada função não linear F (x), cria-se uma
função associada na forma matricial G(x) conjunto a uma matriz de variáveis x a serem
minimizadas.

Passo 2: Escreve-se a função F (x) na forma: F (x) = 1
2
GT (x)G(x) e

define-se um valor arbitrário inicial para os valores das variáveis.
Passo 3: Tendo em vista que F (x) decresce de maneira acelerada quando vai de um ponto x

em direção ao seu gradiente negativo, temos que as iterações da matriz xi podem
ser escritas como: xi+1 = xi − γ0∇F (xi), em que
∇F (xi) = JG(xi)TG(xi), sendo JG(xi) a matriz jacobiana
da função associada.

Passo 4: O valor de γ0 pode ser escolhido arbitrariamente dependendo
de quão aproximado queremos o resultado, normalmente utliza-se valor pequenos,
como 0,001 e assim em diante, permitindo então o cálculo dos valores da matriz de
variáveis da próxima iteração, e por repetir os passos anteriores, os valores da
função se aproximam cada vez mais da solução do sistema.

As Funções F (x),G(x) e JG(xi) são arbitrárias e não representam as Funções anterior-
mente apresentadas para o problema ótimo, sendo introduzidas apenas para exemplificar o
método do Gradiente.

Apresentam-se a seguir os resultados obtidos do controle otimizado, da modelagem SIR e
dos pontos de equilíbrio.

5 Resultados

5.1 Ciclo de Vida do Aedes aegypti

A partir do modelo matemático (1) que considera a população do mosquito Aedes nas
fases aquática e alada, elaborou-se três cenários de interesse para as simulações numéricas.
O primeiro descreve a dinâmica da população do mosquito em estado natural, sem aplicar
qualquer tipo de controle. No segundo, o modelo é resolvido considerando o controle dado
pela Equação 2. Finalmente, o problema do controle ótimo descrito na Seção 4 foi resolvido
no terceiro cenário investigado.

Os parâmetros são conforme os apresentados na Tabela 1. As condições iniciais que ca-
racterizam os estados natural e endêmico são apresentadas na Tabela 2. O sistema é resolvido
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numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem (R-K), com passo h = 0, 01,
utilizando o programa Octave 4.4.1.

Tabela 1: Valores dos parâmetros biológicos [18, 23].

C γ φ r β µA µI µF µM
13 0.07 0.5 0.5 1 0.05 0.05 0.05 0.1

Tabela 2: Condições iniciais para as simulações computacionais.

A(t) I(t) F (t) M (t)
Estado natural 0.0001 0 0 0

Estado endêmico 8.3200 0.2773 5.5467 2.9120
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Figura 3: Primeiro cenário: dinâmica do vetor na ausência de qualquer controle.

Nota-se na Figura 3 que a partir do estado natural as populações do mosquito nas fases
aquática e alada evoluem para o estado considerado endêmico, em t = 300 dias. Dessa forma,
após a comprovação da situação endêmica, devido a ausência de controle sobre a população
de mosquitos, introduziu-se o controle α, dado pela equação 2 descrita na Seção 3.1.

Os resultados numéricos exibidos na Figura 4 ilustram a eficácia do controle mecânico
na diminuição da população na fase aquática ao longo do tempo e, consequentemente, na
diminuição também das populações na fase alada.

10



0 20 40 60 80 100 120 140 160

tempo

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

nú
m

er
o 

de
 in

di
ví

du
os

A
I
F
M

Figura 4: Segundo cenário: dinâmica populacional do Aedes na presença do controle mecâ-
nico α(t), com τ=0,5 e µ=0,3.
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5.2 Controle Mecânico Ótimo
Aplica-se aqui a otimização do controle, α(t), conforme descrito na Seção 4, conjunto ao

sistema que descreve a dinâmica populacional do mosquito Aedes (Equação 1). Os resultados
obtidos são apresentados a seguir pelas Figuras 5 e 7, levando em consideração os parâmetros
presentes nas Tabelas 1 e 2, e as condições impostas para a solução do modelo (ref. Seção 4).
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Figura 5: Dinâmica populacional do Aedes na presença do controle mecânico otimizado, com
ε1 = ε2 = 0, 5, t = 300 dias, passo h = 0, 01.

Devido a otimização do controle é possível observar uma redução considerável no nú-
mero de fêmeas fertilizadas (F ), de modo que todas as outras variáveis de estado da dinâmica
populacional do mosquito Aedes (A, I e M) tendem a um valor próximo de zero (0).

Em virtude da obtenção de um controle efetivo em reduzir o número de fêmeas fertilizadas,
decidiu-se comparar este último ao modelo com controle variável (não otimizado) descrito
em [18], utilizando parâmetros fortemente efetivos (τ = 0, 01 e µ = 1, 0) e os das Tabelas 1 e
2. A dinâmica populacional do mosquito descrita nessas condições é exibida na Figura 6.
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Figura 6: Dinâmica populacional do Aedes na presença do controle variável α, com τ = 0, 01
e µ = 1, 0 (controle fortemente efetivo), t = 300 dias, passo h = 0, 01. Sendo Av, Iv, Fv e Mv,
respectivamente o número de indivíduos na fase alada, fêmeas imaturas, fêmeas fertilizadas e
machos, todos para o modelo com controle variável fortemente efetivo.

Observa-se ao analisar os resultados da Figura 6 que o controle variável fortemente efetivo
também é capaz de reduzir o número de fêmeas fertilizadas (Fs) e as outras variáveis de estado.

13



0 50 100 150

Tempo

0

1

2

3

4

5

6

N
úm

er
o 

de
 In

di
ví

du
os

F
Fv

Figura 7: Comparação entre o número de fêmeas fertilizadas para o controle otimizado F e o
número de fêmeas fertilizadas para o controle variável (não otimizado) Fv ao longo do tempo,
com t = 300 dias, passo h = 0, 01.

A Figura 7 compara a eficiência na redução da população de fêmeas fertilizadas do mos-
quito para o caso com controle variável fortemente efetivo (Fv) e para o caso com controle
mecânico ótimo (F). Nota-se que há um decrescimento mais acentuado neste último, o que
indica a sua eficiência.

5.3 Modelo SIR e Pontos de Equilíbrio
5.3.1 Dinâmica na presença do controle variável p

Serão exibidos aqui os resultados obtidos da resolução computacional do modelo SIR,
considerando os controles fixo (p∗ = 0, 1) e variável no tempo (p). Os valores dos parâmetros
utilizados nas simulações numéricas estão indicados nas Tabelas 3 e 4 seguintes.

Tabela 3: Valores dos parâmetros biológicos a serem usados no problema SIR.

b d µ β v L
0,05 0,01 0,01 0,001 0,1 0,5
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Tabela 4: Condições iniciais para as simulações computacionais do modelo SIR.

Variáveis de estado Sv∗(t) Iv∗(t) Rv∗(t) p(t)
Condições iniciais 499,0 1,0 0,0 0,0

O controle variável no tempo é similar ao proposto na Equação 2, no formato dp
dt

= −Lp+ v,
sendo L e v constantes, e p a vacinação dos indivíduos suscetíveis. Aqui também é utilizado
os parâmetros das Tabelas 3 e 4.

As Figuras 8 e 9 exibem os resultados numéricos da aplicação na dinâmica SIR com vaci-
nação. Evidenciam-se nestes resultados que o controle variável no tempo foi mais eficaz em
reduzir o número de infectados do que o controle fixo, conforme a comparação exibida na
Figura 10.
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Figura 8: Dinâmica do modelo SIR na presença de um controle constante p∗, tempo t = 100
dias e passo h = 0, 01.
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Figura 9: Dinâmica do modelo SIR com controle variável p (não otimizado), tempo t = 100
dias e passo h = 0, 01.
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Figura 10: Comparação entre o número de infectados do modelo com controle fixo e do mo-
delo com controle variável, tempo t = 100 dias e passo h = 0, 01.
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5.3.2 Análise dos Pontos de Equilíbrio

Apresenta-se aqui a dinâmica do modelo SIR na ausência e na presença do termo de vaci-
nação p∗ (sistemas 3 e 4, respectivamente), com o intuito de ilustrar a convergência dos resulta-
dos numéricos para os pontos de equilíbrio obtidos anteriormente na Seção 3.3. Os parâmetros
naturais utilizados nas simulações são descritos nas Tabelas 5 e 6 seguintes, e p∗ = 0, 01.

Tabela 5: Valores dos parâmetros biológicos a serem usados no problema SIR.

b µ d β
0,05 0,01 0,01 0,01

Tabela 6: Condições iniciais para as simulações computacionais do modelo SIR.

Variáveis de estado S(t) I(t) R(t)
Condições iniciais 99,0 1,0 0,0

A dinâmica para o modelo sem vacinação da classe de susceptíveis é representada pela
Figura 11.
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Figura 11: Dinâmica do modelo SIR, com tempo t = 1000 dias, passo h = 0, 01 e R0 =
2, 5, sendo Ss,Is e Rs, respectivamente as variáveis de estado para a população de suscetíveis,
infectados e recuperados, para o caso sem vacinação.

Nota-se um aumento significativo no número de infectados (Is) devido a ausência da vaci-
nação. A Figura (12) seguinte mostra a dinâmica do modelo com a vacinação p∗ = 0, 01 fixa
ao longo do tempo da simulação.
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Figura 12: Dinâmica do modelo SIR com vacinação, t = 1000 dias, passo h = 0, 01, R0 =
1, 25 e p∗ = 0, 01, sendo Sc, Ic e Rc, respectivamente as variáveis de estado para a população
de suscetíveis, infectados e recuperados para o caso com controle fixo.

Na situação em que a vacinação p∗ é fixa ao longo do tempo, existe um alto número
de infectados e é possível indentificar que esse número não tende a zero. Isso se deve ao
valor assumido por R0, como visto na Subseção 3.2, um R0 > 1 indica um caso de ponto
de equilíbrio endêmico do sistema, e para este caso, utilizando os parâmetros das Tabelas 5 e
6 (lembrando que variamos apenas o p∗, tendo em vista que em uma situação real os outros
valores são praticamente fixos), chega-se a um valor máximo do controle para o qual tem-se um
caso endêmico de p∗ < 0, 015, ou seja, para qualquer valor de p∗ > 0, 015, tem-se um ponto
de equilíbrio livre da doença. Para os testes realizados anteriormente o valor de p∗ utilizado foi
de p =∗ 0, 01, indicando um caso endêmico. A fim de ilustrar a dinâmica de estabilidade do
sistema, foi considerada uma situação onde assumiu-se p∗ = 0, 1. Os resultados deste modelo
são representados na Figura 13.
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Figura 13: Dinâmica do modelo SIR com vacinação, com tempo t = 1000 dias, passo h =
0, 01, p∗ = 0, 1 e R0 = 0, 23, sendo Sc∗, Ic∗ e Rc∗, respectivamente as variáveis de estado
para a população de suscetíveis, infectados e recuperados, para o caso com controle efetivo.

Ao assumir p∗ = 0, 1, resultados exibidos na Figura 13, obtem-se o caso livre da doença
em que R0 < 1 e, portanto, as coordenadas do ponto de equilíbrio respeitam o ponto E0,
descrito pela equação 13 da Seção 3.2. Tais coordenadas são descritas pela Tabela 7.

Tabela 7: Valor das coordenadas E0 do modelo SIR com p∗ = 0, 1.

Variáveis de Estado Sc∗ Ic∗ Rc∗

Ponto de Equilíbrio 0,45 0 4,54

A Figura 14 ilustra a convergência da variável de estado Ic∗ para o valor zero por se tratar
do caso livre da doença.
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Figura 14: Convergência da solução para o estado infectado com p fixo ao longo do tempo t,
livre da doença. t = 1000 dias, passo h = 0, 01, p∗ = 0, 1 e R0 = 0, 23.

O valor a qual converge o ponto de equilíbrio, tanto para o caso em que p∗ é efetivo e não
é efetivo, pode ser facilmente observados acima nas Figuras 11 e 12.

Aqui são apresentados os resultados para o ponto de equilíbrio Es∗, caso em que não
ocorre a vacinação, p∗ = 0, 0 (9). As Figuras 15, 16 e 17 ilustram o valor do ponto de
equilíbrio da Tabela 8 para cada variável de estado.

Tabela 8: Valor das coordenadas do Ponto de Equilíbrio endêmico do modelo SIR sem vaci-
nação (p∗ = 0, 0).

Variáveis de Estado Ss Is Rs
Ponto de Equilíbrio 2,0 1,5 1,5
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Figura 15: Convergência da solução do número de suscetíveis, com tempo T = 1000 dias,
passo h = 0, 01 e R0 = 2, 5.
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Figura 16: Convergência da solução do número de infectados, com tempo T = 1000 dias,
passo h = 0, 01 e R0 = 2, 5.
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Figura 17: Convergência da solução do número de recuperados, com tempo T = 1000 dias,
passo h = 0, 01 e R0 = 2, 5.

Os valores referentes ao modelo com valor fixo p∗ = 0, 01 são apresentados na Tabela 9.

Tabela 9: Valor das coordenadas do Ponto de Equilíbrio endêmico do modelo SIR com vaci-
nação (p∗ = 0, 01).

Variáveis de Estado Sc Ic Rc
Ponto de Equilíbrio 2,0 0,5 2,5

Neste casoR0 > 1 para p∗ = 0, 01. É interessante ressaltar também que o estado infectado
diminuiu com a introdução do controle. As Figuras 18, 19 e 20 ilustram esses pontos.
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Figura 18: Convergência da solução para o estado suscetível com vacinação, com tempo T =
1000 dias, passo h = 0, 01, p∗ = 0, 01 e R0 = 1, 25.
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Figura 19: Convergência da solução para o estado infectado com vacinação, com tempo T =
1000 dias, passo h = 0, 01, p∗ = 0, 01 e R0 = 1, 25.
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Figura 20: Convergência da solução para o estado recuperado com vacinação, com tempo
T = 1000, passo h = 0, 01, p∗ = 0, 01 e R0 = 1, 25.
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6 Considerações Finais
Como foi apontado na Seção anterior de resultados, obteve-se sucesso em encontrar um

controle mecânico otimizado aplicado na fase aquática que fosse eficiente em reduzir o nú-
mero de mosquitos na fase adulta. O estudo foi estendido na modelagem SIR, com o intuito
de verificar a aplicabilidade do controle em reduzir a população de infectados por dengue.
Este trabalho abre perspectivas de um estudo de técnicas de otimização mais robustas a serem
aplicadas no problema de otimizar o controle na modelagem da dinâmica do Aedes, como,
por exemplo, técnicas Heurísticas (Algorítmo Genético), dado que tal problema é difícil de ser
resolvido, mesmo numericamente, visto que o novo sistema de otimalidade apresenta compor-
tamento instável nas variáveis adjuntas.
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