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RESUMO

Devido as modificacbes em propriedades fisicas e quimicas da matéria, sistemas
guanticos confinados tém atraido a atencdo da comunidade cientifica ao longo das
Gltimas décadas. O objetivo geral deste trabalho € mostrar que o formalismo da
Mecéanica Quantica Supersimétrica, aliado ao método variacional, se mostra néo
somente adequado para solucionar problemas de sistemas quanticos confinados, mas
também simples no quesito de complexidade matematica, sem perda significativa da
precisdo do resultado em comparacdo a outros métodos aproximativos. Nesse
sentido, ao longo deste trabalho é calculado, por meio do método variacional, o
autovalor de energia do estado fundamental para um atomo de hélio confinado no
centro de uma cavidade esférica de paredes impenetraveis. A abordagem utilizada
parte da fatorizacdo da equacédo de Schrodinger para a obtencéo da autofuncéo teste
do método variacional, e 0s resultados obtidos se mostram muito proximos dos
resultados exibidos na literatura de alto nivel que se valem de outros métodos
aproximativos que possuem, no geral, maior complexidade matematica. Apos 0s
resultados serem exibidos e comparados com os resultados exibidos nas referéncias,
sdo indicados aspectos a serem considerados para maior precisdo numeérica do
autovalor de energia, e é apresentado um sistema quantico com maior complexidade

fisica e matematica no qual o formalismo pode ser aplicado.

Palavras-chave: Atomo de hélio. Confinamento quantico. Mecanica Qudntica
Supersimétrica. Método Variacional. Equacdo de Schrodinger. Métodos

Aproximativos.



ABSTRACT

Due to changes in physical and chemical properties of matter, confined quantum
systems have attracted the attention of the scientific community over the past decades.
The general objective of this work is to show that the formalism of Supersymmetric
Quantum Mechanics, applied with the variational method, is not only an adequate
choice to solve problems of confined quantum systems but also simple in the
mathematical complexity context without significant loss of precision of the result in
comparison to other approximation methods. In this sense, through this work, the
eigenvalue of the ground state for a helium atom confined in the center of an
impenetrable spherical cavity is calculated by means of the variational method. The
approach used starts from the factorization of the Schrdodinger equation to obtain the
eigenfunction for the variational method, and the results obtained are very close to the
results presented in the high-level literature that use other approximation methods
which have greater mathematical complexity. After the results are displayed and
compared with the results shown in the references, aspects to be considered for
greater numerical accuracy of the energy eigenvalue are indicated, and a quantum
system with more physical and mathematical complexity in which the formalism can

be applied is presented.

Keywords: Helium atom. Quantum confinement. Supersymmetric Quantum

Mechanics. Variational Method. Schrodinger equation. Approximation Methods.
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1 INTRODUCAO

O estudo de sistemas sob regime de confinamento espacial tem atraido a
atencao da comunidade cientifica recentemente, devido ao seu comportamento nao
usual (CRUZ; COLIN-RODRIGUEZ, 2009). Atomos e moléculas submetidos a
restricdo espacial tém suas propriedades fisicas e quimicas afetadas, como, por
exemplo, os niveis de energia, a polarizabilidade eletrénica e o potencial de ionizagao.
Os estudos para esse tipo de sistema possuem varias aplicacdes, destacando-se a
simulacédo de efeitos de alta pressdo (CONNERADE; DOLMATOV; LAKSHMI, 2000),
analise de nanotubo de carbono (GTARI; TANGOUR, 2013) e o estudo de zedlitas
(L.V. et al, 2015).

No ambito atbmico, o modelo do &tomo de hidrogénio em regime de
confinamento tem sido estudado desde meados de 1930 (MICHELS; DE BOER; BIJIL,
1937). Ao longo dos anos, o estudo do atomo de hidrogénio confinado em caixas
esfericamente simétrica impenetraveis vem se estendido sob diversas metodologias
de solucdo da equacdo de Schrédinger, como o uso da mecanica quantica
supersimétrica (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002) e o uso de métodos baseados na
solucdo formal de funcdes hipergeométricas confluentes (AQUINO; CAMPOY;
MONTGOMERY JR., 2007), entre outros. Além disso, existem casos de confinamento
em caixas esfericamente simétricas penetraveis em que existem soluc¢des analiticas
(LEY-KOO; RUBINSTEIN, 1979).

E natural que os estudos de sistemas atémicos confinados busquem solucdes
para o confinamento de &tomos mais complexos, onde a equacao de Schrddinger ndo
possui solugdo analitica exata nem mesmo para o caso livre. Nesse sentido, varios
estudos tém buscado autovalores de energia para o atomo de hélio confinado em uma
caixa esfericamente simétrica impenetravel (SABIN; BRANDAS; CRUZ, 2009;
BANERJEE; KAMAL; CHOWDHURY, 2006; MONTGOMERY JR.; AQUINO;
FLORES-RIVEROS, 2010; FLORES-RIVEROS; AQUINO; MONTGOMERY JR, 2010;
LAUGHLIN; CHU, 2009; GIMARE, 1967; AQUINO; RIVEROS; RIVAS-SILVA, 2003).

Também é natural que os estudos desse tipo de sistemas se estendam para
abranger o confinamento de moléculas. Particularmente, do ponto de vista biol6gico
um sistema sob regime de confinamento pode ser usado como uma primeira
aproximacédo para modelar moléculas dentro de cavidades proteicas, onde uma das

hipéteses que vem sendo analisada se refere a possibilidade de o confinamento
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espacial conferir maior estabilidade para a molécula (DA SILVA; SILVA; DRIGO
FILHO,2016).

Em particular, neste trabalho, é utilizado o formalismo da supersimetria aplicada
a mecéanica quantica (DRIGO FILHO, 2009; JUNKER, 1996) aliado ao método
variacional (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968), para obter o
autovalor de energia para o estado fundamental de um atomo de hélio confinado em
uma barreira de potencial infinito esfericamente simétrica para diversos valores de raio
de confinamento. Para isso, parte-se da montagem de uma autofuncgéo teste para o
método variacional baseando-se na autofuncao solucdo do atomo de hidrogénio sob
regime de confinamento (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002). Uma vez escrita a
autofuncao teste, os autovalores para o atomo de hélio confinado em uma caixa
esférica sdo calculados via método variacional utilizando-se apenas um Unico
parametro variacional e comparados com resultados da literatura obtidos por outros
métodos (BANERJEE; KAMAL; CHOWDHURY, 2006; MONTGOMERY JR.; AQUINO;
FLORES-RIVEROS, 2010; FLORES-RIVEROS; AQUINO; MONTGOMERY JR, 2010;
LAUGHLIN; CHU, 2009; GIMARE, 1967; AQUINO; RIVEROS; RIVAS-SILVA, 2003).
Grande énfase é dada a simplicidade do formalismo aqui utilizado, que gera
resultados muito préximos dos resultados obtidos por metodologias que sao, de modo
geral, muito mais complexas.

E oportuno destacar que a literatura carece em formalismos matematicos para
tratar de sistemas quénticos confinado, sobretudo formalismos que possuam
simplicidade nos célculos e que permitam uma obtencédo rapida de resultados para a
interpretacdo fisica desses sistemas. Nesse sentido, espera-se contribuir para o
desenvolvimento de formalismos adequados para o estudo desse tipo de sistemas
atraves da metodologia adotada neste trabalho.

Em termos de organizacéo, o este trabalho € divido em 7 capitulos. No capitulo
a seguir é apresentada a equacao de Schrédinger e o Método Variacional, que é o
meétodo aproximativo escolhido para este trabalho devido a simplicidade em seu
formalismo e suas vantagens ao ser aliado ao formalismo supersimétrico. No capitulo
3 o formalismo supersimétrico € introduzido como uma forma de inducdo para uma
autofuncao teste a ser utilizada no método variacional. No capitulo 4 o problema do
atomo de hélio livre é solucionado via método variacional por um procedimento muito
bem estabelecido na literatura basica de Mecéanica Quantica. A importancia desse

capitulo se da pelo fato de seu contetdo mostrar a forma com que a autofungéo teste
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€ escolhida como o produto das autofuncdes de cada elétron individualmente, atuando
como intermediario para o capitulo seguinte. No capitulo 5, é apresentado o problema
do atomo de hélio confinado no centro de uma caixa esfericamente simétrica
impenetravel, juntamente com as adaptacdes no formalismo supersimétrico que séo
necessarias para seu uso em sistemas quanticos confinados. Ainda no capitulo 5, os
calculos variacionais para o atomo de hélio confinado séo explicitados e a autofuncao
teste € obtida com base na solugdo do atomo de hidrogénio confinado, utilizando-se
das ferramentas provindas do formalismo supersimétrico. Logo em seguida séo
exibidos e discutidos os resultados obtidos para o atomo de hélio confinado e
comparados com o0s resultados na literatura obtidos por outros métodos
aproximativos. No capitulo 6 séo indicados alguns exemplos ilustrativos em que
sistemas quanticos confinados possuem interesse biolégico. Nesse capitulo sao
referenciados diversos trabalhos nos quais sdo estudados a influéncia do
confinamento espacial na estabilidade estrutural de proteinas. Também séo
apresentados nesse capitulo potenciais usualmente utilizados no tratamento de
sistemas bioldégicos que possuem solugbes na literatura para o regime de
confinamento espacial através da metodologia adotada por este trabalho. Por fim, no

capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes.
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2 A EQUACAO DE SCHRODINGER E O METODO VARIACIONAL

A descrigéo de sistemas quanticos néo relativisticos € usualmente feita usando
a equacao de Schrodinger. Essa, por sua vez, é uma equacao diferencial homogénea
de segunda ordem.
A equacédo de Schrddinger radial independente do tempo € uma equacao de
autovalores e autovetores, dada por:
HY(r) = Ep(r) (2.1)
Fisicamente, a energia total do sistema E (que corresponde ao autovalor da
equacao (2.1)), multiplicada pela autofungéo y(r) da equagéo é igual ao operador
hamiltoniano, H, desse sistema aplicado a autofuncdo y(r) (SCHIFF, 1949;
GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968). Desse modo, se explicitarmos o operador
hamiltoniano, podemos reescrever a equacao (2.1), no sistema esférico de

coordenadas, como:

h? d?
|- + V@) | v = By (2:2)
onde # € a contante de Planck dividida por 2w e m € a massa reduzida do sistema,
enquanto a variavel r representa a posicdo de um ponto no sistema tridimensional.
Em termos de conteudo fisico, a funcdo V(r) corresponde a energia potencial do
sistema estudado mais o termo de barreira de potencial e o termo envolvendo a
derivada segunda corresponde a energia cinética.

Para algumas fungbes de energia potencial V(r), a equacgéo (2.2) pode ter
solucdes analiticas exatas, como, por exemplo, nos casos dos potenciais do oscilador
harmoénico e de Coulomb, entre outros (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV,
1968). Entretanto, para diversos potenciais de interesse fisico essa equagédo nao
possui solugdo exata, sendo necessario o uso de métodos aproximativos para se
estimar os estados e autovalores de energia do sistema.

Dentre os varios métodos aproximativos existentes, destaca-se o método
variacional (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDQV, 1968; BOAS, 1983) devido
a simplicidade de seu formalismo. Este método tem se mostrado uma ferramenta Uutil
para atacar problemas envolvendo atomos e moléculas (ATKINS; DE PAULA, 2009;
LEVINE, 1991; SLATER, 1963). Ele também tem sido usado para estudar sistemas
atdmicos confinados (SABIN; BRANDAS; CRUZ, 2009), vibragdes moleculares
regidas pelo potencial de Morse (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2000) ou pelo potencial
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de Lennard-Jones 12-6 (ARAUJO; BORGES; DRIGO FILHO, 2006), respectivamente,
e do potencial de Hulthén (DRIGO FILHO; RICOTTA, 1995), que possui uso em
diferentes areas da fisica (VARSHNI, 1990), entre outros. Esses potenciais sao
descritos mais detalhadamente no capitulo 6.

A determinacdo de um limite superior para o autovalor da energia no estado
fundamental E, via principio variacional pode ser resumida da seguinte maneira:
utilizando uma autofuncgéo teste qualquer ¥ (r), desde que normalizada, tem-se que o
valor médio do hamiltoniano H no estado ¥ (r) certamente superestima a energia do
estado fundamental (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968), isto é:

Ey < ((MIH[p(r)). (2.3)

Naturalmente, a igualdade implicita na equacao (2.3) s6 é alcancada quando
se toma como autofuncdo teste a autofuncdo que é de fato a solucdo exata da
equacao do Schrédinger para o sistema em estudo. Caso contrario, o resultado sera
sempre maior do que o autovalor de energia exato, caracterizando, de fato, um limite
superior para o autovalor de energia.

Como refinamento do resultado, a autofuncdo teste € escrita contendo um
conjunto de parametros {u}, denominados parametros variacionais. Os parametros

escolhidos seréo aqueles que minimizarem a energia do sistema, ou seja:

O(H)({u}) _ o(H)({u}) O(H)({u})
ouy ou; oun 0 (2.4)

Essa minimizacdo permite a determinagéo do conjunto de parametros {u} que levam
a um limite superior do autovalor do estado fundamental. Assim o valor da energia fica
mais proximo da energia exata do sistema.

Destaca-se que para 0s casos em que a autofuncéo teste ndo é normalizada o
método variacional ainda pode ser utilizado, de modo que o limite superior do
autovalor de energia é dado por:

%Smewm_
GIHG)

Uma descricdo mais detalhada do método variacional pode ser encontrada no

(2.5)

Apéndice B.


http://lattes.cnpq.br/3675860896753676
http://lattes.cnpq.br/3277957413291567
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3 MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA

Uma vez que a precisdo do resultado obtido via método variacional depende
intrinsicamente da autofuncdo teste escolhida, o uso de alguma ferramenta
matematica que norteei a sele¢éo dessa autofuncéo é certamente importante. E nesse
sentido que o formalismo da Mecéanica Quantica Supersimétrica, MQS, é usado.

O formalismo da MQS pode ser entendido como uma generalizacdo do método
de fatorizacdo (DRIGO FILHO, 2009; JUNKER, 1996). O método de fatorizacao
consiste no uso dos operadores de criacdo e destruicdo para a resolucdo de
problemas no ambito da Mecéanica Quantica (LANDAU, 1979; FOCK, 1982). Essa
metodologia fornece vantagens na interpretacéo fisica dos resultados e elegancia ao
formalismo. Na resolucéao por meio do formalismo da MQS, a equagéo de Schrodinger
é fatorizada de modo a ser reduzida para uma equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem.

O passo inicial para aplicacdo do formalismo utilizado é identificar o operador
Hamiltoniano que emerge da equacédo de Schrddinger para um potencial V(r), usado
para descrever o sistema sob estudo. Geralmente, esse operador possui a forma

(utilizando-se a igualdade #? = 2m = 1 por simplicidade):
H=—=2+V() (3.1)

Esse Hamiltoniano pode ser escrito de forma fatorizada, de modo que:
H=A"A"+E,, (3.2)

onde E, € o autovalor do nivel mais baixo de energia do Hamiltoniano H e A* e A~ sdo

operadores bosonicos definidos como:
AF =S+ WD), (3.3)

— d
AT =—+W(r). (3.4)

O termo W (r) é uma funcéo, chamado de superpotencial.
Usando a definicdo de H, equacao (3.1), na equacao (3.2) € possivel obter a

seguinte equacéao diferencial:

V(r) = By = W2(r) - W(r), (3.5)
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gue é um caso particular da equacédo de Ricatti (BITTANTI; LAUB; WILLEMS, 2012).
A resolucédo da equacgéo (3.5) permite identificar o superpotencial W (r) e o autovalor

E, do menor nivel de energia do Hamiltoniano H, o estado fundamental.

Ao se obter o superpotencial é possivel, para problemas com solucao analitica
exata, inverter a ordem de aplicagdo dos operadores bosonicos e repetir 0 processo
de fatorizacdo o quanto for conveniente, criando uma hierarquia de operadores
hamiltonianos relacionados entre si pela supersimetria (DRIGO FILHO, 2009;
COOPER; KHARE; SUKTHATME, 1995; SUKUMAR, 1985) e com isso obter todo o
espectro de energia do sistema, bem como a autofuncao correspondente para cada
estado. Também é possivel, para 0os casos que possuem solucdo exata e a
propriedade de invariancia na forma funcional do potencial (essa invariancia trata-se
de uma simetria adicional, relacionando a forma das funces de energia potencial, e
€ conhecida na literatura como shape invariance (DRIGO FILHO, 2009; JUNKER,
1996)), a criacdo de operadores-escada generalizados para obter as autofuncdes
solucbes da equacdo de Schrddinger e seus respectivos autovalores de energia
(DRIGO FILHO; CANDIDO, 2001; DUTT; GANGOPADHYAYA; SUKHATME, 1997;
BATAEL et. al., 2018; MONTEIRO; ALGOZINI JUNIOR; DRIGO FILHO, 2019). Ambos
0s casos se valem do fato de que os operadores A* e A~ ndo comutam entre Si
(DRIGO FILHO, 2009; JUNKER, 1996), fazendo com que a ordem em que sejam

aplicados seja relevante.

J& para os potenciais que ndo possuem solucéo exata, o formalismo da MQS
ainda se mostra util ao ser utilizado em conjunto com métodos aproximativos.
Exemplos dessas abordagens sédo a aproximacdo WKB (DELANEY; NIETO, 1990;
BOUGIE; GANGOPADHYAYA; RASINARIU, 2018) e, em particular, o método
variacional (DRIGO FILHO, 2009; DE ARAUJO; BORGES; DRIGO FILHO, 2006;
DRIGO FILHO; RICOTTA, 2005; VEGA; FLORES, 2016), que é utilizado neste

trabalho.

No uso junto ao método variacional, o formalismo da MQS induz a uma
autofuncdo, que pode ser utilizada como autofuncdo teste no método variacional.
Neste sentido, é oportuno explicitar A*A~ que possui, por definicdo, autovalor nulo
para o estado fundamental (DRIGO FILHO, 2009; JUNKER, 1996), ou seja:

A APy (r) =0, (3.6)
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de modo que é necessario adicionar a constante E, no processo de fatorizagdo para
garantir que o autovalor seja 0 mesmo do Hamiltoniano H aplicado ao estado y(r).
Além disso, explicitando os operadores bosénicos na equacao (3.6) através de

suas defini¢cdes, dadas pelas equacdes (3.3) e (3.4), obtém-se:
2+ wm)| [+ W] wet) =0, (3.7)
0 que permite identificar que A~y ,(r) = 0 € uma condi¢&o suficiente que para que a

igualdade na equacéao (3.7) seja valida, e com isso obter a autofuncéo solucédo da

equacdao de Schrodinger através da relacéo:
o (r) = Nexp |- [, w(@adr|. (3.8)
sendo N a constante de normalizagéo.

Outra condicao suficiente para a igualdade da equacao (3.7) ser valida seria
obtida fazendo W (r) - —W(r) na equacédo (3.5), ou seja, se W(r) € solucdo da
equacao de Ricatti, entdo —W (r) também é solucao. Entretanto, essa condicéo tem
resultado em autofuncdes que ndo sao quadraticamente integraveis (DRIGO FILHO,
2009; JUNKER, 1996), de modo que ndo possuem sentido fisico e devem ser

descartadas.

Para as metodologias usadas para potenciais com solucéo exata mencionadas
anteriormente, como a hierarquia de Hamiltonianos e a criacao de operadores-escada
generalizados, a condicdo de que A"y, (r) = 0 é suficiente para satisfazer a igualdade
da equacéo (3.7) também é utilizada para determinar a autofuncéo que é solucéo da
equacao de Schrodinger. Nesses casos, a solucdo obtida € igual a solucdo exata
obtida por métodos de solu¢des de equacdes diferenciais, em particular, 0 método de
Frobenius, que é bem difundido na literatura basica de mecéanica quantica (SCHIFF,
1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOQV, 1968). Além do estado fundamental, todos os
estados podem ser determinados, juntamente com 0s seus respectivos autovalores
de energia. Exemplos para o emprego dessas metodologias séo o potencial de Morse
tridimensional com [ = 0 por meio da hierarquia de Hamiltonianos (DRIGO FILHO,
2009; VARSHNI, 1990), potencial do oscilador harmonico radial e do potencial de
Coulomb por meio do uso dos operadores-escada generalizados (DRIGO FILHO,
2009; DRIGO FILHO; CANDIDO, 2001), entre outros.
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A grande vantagem do uso desse formalismo se encontra na relagéo entre o
superpotencial e o potencial original, dada pela equacéo (3.5). Essa relacdo permite
que o a escolha do superpotencial que melhor se ajuste ao potencial original e,
consequentemente, gere uma autofuncdo mais préxima da autofuncéo

correspondente ao potencial original do sistema sob estudo.
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4 O ATOMO DE HELIO LIVRE

O atomo de hélio consiste em dois elétrons interagindo entre si e interagindo
com um nucleo constituido de dois prétons. O hamiltoniano desse sistema € dado por:

h? 2 72 2 1
H=-L W+ -—(2+2-2) (4.1)

41EG \11 p) 712
onde VZ e V2 sdo os operadores Laplaciano relacionados aos elétrons 1 e 2,
respectivamente, m é a massa reduzida do sistema, e é a carga elementar, r; e r, Sao
as distancias entre os elétrons 1 e 2 em relagédo ao nucleo e ry, = |r; — 1| € a distancia
entre os elétrons.

Este problema de trés corpos ndo possui solucdo exata, devido ao termo de
repulsdo entre os elétrons, que corresponde ao Ultimo termo do lado direito do
hamiltoniano dado pela equacéo (4.1), o que leva ao uso de métodos aproximativos
como o método variacional, mostrado no capitulo 2. Para o &omo de hélio o
procedimento variacional, que ja € bem estabelecido nos textos basicos de mecanica
quantica (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968), é resumido a seguir,
enquanto os calculos detalhados podem ser encontrados no Apéndice C.

Primeiramente, ignorando o termo de repulsdo entre os elétrons no
hamiltoniano da equacgéo (4.1), o que resulta em um hamiltoniano H escrito em termo
de dois hamiltonianos de atomos de hidrogénio distintos (mas com carga nuclear +2e),
gue possui uma solucdo exata (GRIFFITHS, 2004) na forma do produto das
autofuncdes referentes a cada elétron independentemente, o que é chamado produto
de Hartree (LEVINE. 1991), dada por (GRIFFITHS, 2004):

Po(r1,75) = a00(r)P100(r3) = — exp [ 272 (4.2)

a

onde a é o raio de Bohr.

O autovalor para a equacgéo de Schrodinger cuja solucéo é dada pela equagéo
(4.2) equivale a —109eV (GRIFFITHS, 2004). Nesse sentido, a equacdo de
Schrédinger para o atomo de hélio pode ser reescrita como:

Ho(ry,12) = (Hay + Vee) o (11, 12), (4.3)

1 ~ z 2 7 . .
——— € 0 termo de repulsdo entre os elétrons. J& H,; é 0 hamiltoniano

4ATTEY T2

onde V,, =

dos dois &tomos de hidrogénios distintos (com carga nuclear +2e), que possui a

equacao (4.2) como solucéo.
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Para aplicar o método variacional, utilizando a equacgéo (4.2) como autofuncao
teste, € necessério calcular o valor médio do hamiltoniano H, que pode ser dividido da
seguinte forma:

(Hye) = (Hap) + (Vee)- (4.4)
O valor médio de H,y € conhecido (GRIFFITHS, 2004), equivalendo a —109 eV,

enquanto o valor médio de V,, é dado por:

4(T1+T2)]
a

<Vee> = i(1)2 f exp[_—

yrd e - dv,dv,, (4.5)
Onde dv; e dv, sdo os elementos de volume que podem ser expressos em
coordenadas esféricas para os elétrons 1 e 2, respectivamente. Realizando as
integracdes contidas na equacéao (4.5), obtemos que (V,.) = 34 eV.

Substituindo os valores de (H,y) e (V,.) na equacao (4.4), obtém-se:

(Hye) = =75 eV. (4.6)

O resultado mostrado pela equacdo (4.6) se encontra proximo do valor
experimental para o estado fundamental do atomo de hélio, que € de —78,9eV
(GRIFFITHS, 2004), de modo que a discrepancia entre o observado fenomenoldgico
e o resultado obtido neste procedimento estd em torno de 5%, 0 que encoraja a
escolha de uma autofuncao teste a ser utilizada para o célculo do atomo de hélio
confinado em uma caixa esférica impenetravel que possua a forma de um produto de
Hartree, semelhante a utilizada para o problema do atomo de hélio livre.

Uma observacéo que deve ter a devida atencéo € o fato de que a autofuncéo
teste utilizada aqui, dada pela equacédo (4.2), possui um formato assimétrico. A
principio, essa escolha ndo € indicada para tratar problemas envolvendo férmions,
sendo mais adequado escrever a autofuncdo como o resultado do determinante de
Slater, pois garante que a correlacdo entre as projecdes dos spins dos elétrons seja
levada em conta, respeitando o principio de exclusdo de Pauli (LEVINE, 1991,
SLATER, 1963). Entretanto, devido a simetria esférica do problema e a igualdade do
formato das autofuncdes de cada elétron independente, o célculo do autovalor de
energia com a autofuncéo exibida na equacédo (4.2) possui 0 mesmo resultado do
calculo desse autovalor com uma autofuncao dada pelo determinante de Slater. Nesse
sentido, para mostrar que ndo ha nenhum erro conceitual no uso dessa autofuncao
assimétrica, e por critérios de completeza, os calculos séo exibidos a seguir, utilizando

uma notacao simplificada para ndo sobrecarregar os calculos.
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Para o caso do atomo de hélio no estado fundamental, a autofuncéo é escrita

como resultado do determinante de Slater da seguinte forma:

1 [s(a(l) sWBQ)
Els@a@) s@p@l

onde s(1) e s(2) sédo autofungdes individuais dos elétrons 1 e 2, respectivamente,

Y(1,2) = (4.7

correspondendo as fungdes nas variaveis r; e r, da equacgéo (4.2). As funcdes a(i) e
B (i), com i = 1,2, correspondem as possibilidades de projecdo dos spins de cada
elétron, up e down, respectivamente. Calculando o determinante da equacéo (4.7),
obtém-se:
Y(1.2) = Hs(Ds@[a(DB@) - aBD)]. (4.8)
No calculo variacional usando a autofuncéo (4.8), a energia pode ser, como
anteriormente, separada em dois termos: um referente a energia de dois atomos de
hidrogénio com carga nuclear +2e e o0 outro referente a repulséo entre os elétrons.
Dessa forma, o autovalor de energia pode ser expresso como:

(Hye) = (Hay) +
lfS*(l)S*(Z)[a(l)ﬁ'*(2)0(1)3(2)—206*(1)3*(2)06(2)3(1)+0€*(2)ﬁ*(1)(1(2)3(1)]5(1)5(2) dw. dw
2 1AW,

T12

dv,dv,

(4.9)

Uma vez que as autofuncbes solucdo da equacdo de Schrddinger devem
satisfazer a condicdo de ortonormalidade (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004;
DAVYDOQOV, 1968; BOAS, 1983), as integracdes do primeiro e do terceiro membros
entre colchetes da equacédo (4.9) devem ser iguais a 1, enquanto as integracdes do
segundo membro entre colchetes devem ser iguais a zero. Com isso a equacao (4.9)

toma a forma:

(Hye) = (Hpy) + fs*(l)s*(:)s(l)s(z) dv,dv,. (4.10)
1

2

Como as autofuncbes s(1) e s(2) sdo funcdes reais, seus complexos

conjugados sao iguais as proprias fung¢des, tornando a equagéo (4.10) em:
2 2
(HH€> = (HZH) + fs;(lr)l—sz(Z)dvldvz. (411)

A equacéo (4.11) é equivalente a equagéao (4.4), mostrando que o produto de
Hartree, mesmo que utilizado para os calculos envolvendo férmions, ndo € um
equivoco do ponto de vista conceitual, pois esse produto é a solucdo do determinante

de Slater, devido a simetria do sistema e a forma idéntica das autofun¢des individuais
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de cada elétron. Nesse sentido, a autofuncéo teste para o atomo de hélio confinado

também possuira esse formato.
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5 O ATOMO DE HELIO CONFINADO

Neste trabalho é estudado o estado fundamental do &tomo de hélio confinado
espacialmente em uma caixa esférica de raio R, para diferentes valores de R. O atomo
é confinado de modo que seu nucleo pontual esteja fixo no centro da cavidade, e as
paredes da cavidade sdo tomadas como impenetraveis. A Equacdo de Schrédinger

para esse caso é dada, em unidades atébmicas, por:
1
T2 2 T E'I'Vconf]w(rl:rz) = Ep(ry,12), (5.1)

onde 1, = |r; — 12| € Veonp representa o confinamento do potencial, cuja forma €

exibida na equacéo (5.3) e Z representa a carga nuclear.

Dos varios métodos utilizados para inserir confinamento em sistemas quanticos
(ALMEIDA; GUIMARAES; PRUDENTE, 2005), dois se destacam para serem
utilizados no escopo deste trabalho: impor uma condicdo de contorno na autofuncéo
teste ou inserir o termo de confinamento diretamente no potencial.

Impor a condicdo de contorno na autofungdo teste significa, de maneira
simplificada, que ela deve se anular sobre a superficie de confinamento, ou seja:

Y(r=R) =0, (5.2)
onde r é apenas uma generalizacdo, podendo representar tanto r; quanto r, no
sistema aqui estudado. Essa condicdo ja assegura que a autofuncdo é anulada nas
paredes do confinamento, que € um dos requisitos para que ela seja quadraticamente
integravel, de modo que s é necessario precaver-se para que a autofuncao escolhida
ndo divirja na origem. Ja para impor o confinamento em um sistema quantico direto

pelo potencial, € necessario somar ao potencial original um termo modelo V,,,r que
simule o confinamento. Para o caso do atomo de hélio confinado, o termo Vs possui

a forma:

0, 1, <R
0, 11,7, = R’

Vconf(rlrrz) = { (5.3)

O uso do formalismo da MQS, descrito no capitulo 3, permite que ambos o0s
meétodos de confinamento de sistemas quéanticos mencionados sejam utilizados. 1sso
se da empregando o que € sugerido na referéncia (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2003),

. . . Cc e
gue consiste em adicionar um termo da forma — (onde C é uma constante) no

superpotencial. Esse termo adicional cria uma singularidade no potencial original,

dado pela equacéo (3.5), quando r - R, 0 que € responsavel pelo confinamento do
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sistema. Esse procedimento se mostrou eficaz para diversos potenciais, destacando
como exemplo os potenciais de Coulomb (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002) e Hulthén
(VARSHNI, 2004).

O célculo do autovalor de energia do estado fundamental via método
variacional para o atomo de hélio confinado segue o desenvolvimento dado ao
problema do atomo de hélio livre: a interacédo de repulsdo entre os elétrons € calculada
separadamente dos termos cinéticos e potenciais de interacdo entre os elétrons e o

nucleo, conforme dado pela equacao (5.3), em unidades atémicas.

2 2
1
190 197 Z Z)y e dro+ o[==|wodvidv
Jo %o 202 24 T1 T2 Vodridra+],, o, Wolr[Wodvidvz

R«
Jo Yowodridr,

, (5.4)

onde dv; e dv, correspondem aos elementos de volume em coordenadas esféricas

dos elétrons 1 e 2, respectivamente. O termo de repulsdo entre os elétrons é escrito

da mesma forma que no capitulo anterior, sendo r;, = \/rf + 12 — 21ry15c08(65).

Destaca-se que o termo 2 e 12, que fazem parte dos elementos de volume dv,
e dv,, respectivamente, sdo omitidos nas integracfes do denominador e nas primeiras
integracdes do numerador da equacao (5.4). Isso é devido a autofuncdo possuir a
formay(r) = rR(r), uma vez que a equacao de Schrodinger para a coordenada radial
possui como verdadeira solucdo R(r) (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV,
1968; BOAS, 1983). O uso da solug¢do com a forma ¥ (r) = rR(r) elimina o termo de
derivada primeira na equacéo radial proveniente da separacdo de variaveis e é um
procedimento muito comum nos textos basicos de mecéanica quantica (SCHIFF, 1949;
GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968). Além disso, no ambito do formalismo
supersimétrico, a escolha do uso da equacdo de Schrodinger com o Hamiltoniano
contendo apenas uma derivada segunda na posic¢ao facilita o processo de fatorizacéo
com os operadores bosonicos (DRIGO FILHO, 2009; JUNKER, 1996).

No que se refere a autofuncao teste utilizada para a resolucéo da equacéao (5.4),
ela é constituida do produto de Hartree das solu¢des da equacédo de Schrodinger para
a interacdo do nacleo com cada elétron individualmente, como no caso do atomo de
hélio livre, mas contendo um termo de confinamento, inserido por meio do formalismo
supersimétrico. A fatorizacdo para a equacao de Schrodinger para cada elétron &
similar ao realizado por Drigo Filho e Ricotta na referéncia (DRIGO FILHO; RICOTTA,
2002).
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Resumidamente, primeiro identifica-se o operador Hamiltoniano da equacao de

Schrédinger para cada elétron, dado pela equacéo (5.5), em unidades atdmicas:

d? (+1 2 .
H=_d_rl-2+ riz —r—i,com1=1,2, (55)

onde o indice i representa cada elétron e [ representa 0 nUmero quantico do momento
angular (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968). Esse Hamiltoniano é
fatorizado em termos dos dois operadores bosénicos descritos pelas equacdes (3.3)

e (3.4), ou seja:

H=A*A" + E,. (5.6)

O que leva a:
H ==+ we| [+ W] + Eocomi = 1,2. (5.7)

Desse modo:
WD) 2 y2gy) — W () + B, com i = 1,2 (5.8)

Ti ri
O Ansatz para o superpotencial € similar ao sugerido na referéncia [6], e €
exibido na equacao (5.9). A diferenca se d& ao fato de que o superpotencial usado por
Drigo Filho e Ricotta (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2002) possui trés parametros

variacionais, enquanto o superpotencial deste trabalho possui apenas um, u:
1 1 .
W) = —r—i+RTri+u, comi=12. (5.9)

O Gréfico 1 ilustra bem a igualdade da equacéao (3.5). Uma vez que o potencial
original, a menos de uma constante, se ajusta perfeitamente ao potencial efetivo (dado
pelo lado direito da equacéo (3.5)) toma-se o superpotencial dado pela equacéo (5.9)
como uma boa aproximacao do sistema fisico sob estudo, de modo que a autofuncao
obtida por meio desse superpotencial também deve ser uma boa aproximacédo para a
autofuncao verdadeira do problema em analise.

O superpotencial dado pela equacéo (5.9), ao ser substituido na relacado dada
pela equacéo (3.8) leva as autofunc¢des (a menos da constante de normalizag&o):

Yo(r;) xr;(R—r)e i, comi=1,2. (5.10)

A autofuncao teste a ser usada para o calculo do autovalor de energia do atomo
de hélio confinado possui a forma correspondente ao produto das autofuncdes para
cada elétron individualmente, sendo dada por:

Po(r1,13) X 11 HT(R — 1) (R — 1), (5.11)



29

Grafico 1: Comparacéo entre o potencial original, representado pela linha sélida, e o potencial efetivo,
representado pela linha tracejada. Os parametros para a confecgdo desse grafico sdo [ =0, E; =
0,75 hartree, R = 5 bohrs e u = 1,445. O parametro u é proveniente da minimizacdo do autovalor de
energia para esse valor de R e [. As unidades dos eixos correspondem ao sistema de unidades atémico.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
O calculo de Egygy, utilizando a autofuncao teste dada pela equacgéo (5.11), &

feito atraves de integracdo analitica. As integrais do denominador da equacéo (5.4)
sao realizadas diretamente, assim como as integrais do primeiro termo do numerador

dessa equacao. Ja as integrais do segundo termo do numerador da equacéao (5.4)
. 1 . ~ .
devem ser realizadas com certa cautela, uma vez que o termo — possuli dependéncia
12
com a variavel 6,, gerando uma descontinuidade na integracao na variavel r,, de

maneira similar as integracdes para esse termo no caso do atomo de hélio livre. Nesse

sentido, essas integracfes sao explicitadas:

J lpa I:i d)odvldvz = Mdvldvz (512)
T12 [Ty — 12l
V1,V2 V1,V2
1ol
-l 14

V1,V
&Y

2
=21 | r2e 2#1(R —1r)%|— | rée 2#"2(R —r,)%dr
1 1 3 2 2

&1
V1 0

R

+2 jrze‘zl”Z(R —15)%dry| dv,. (5.13)

51
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ol

|7y — 73]
V1,02

dvidv,

L&t

= 41 f r2e 2H1 (R —1y)? [rlf rye~?H2(R —1ry)%dr,

1

vy 0
R

+ J. roe 2 2(R — 1r5)%dr, | dv;,. (5.14)
st

Realizando as integracfes nas variaveis 6, e ¢, torna a equacéao (5.14) em:

ol

[Ty — 75|
V1,V2

dv,dv,

1

1

= (4m)? f rZe 21 (R —1y)? r—f rie 2H2(R — 1,)2%dr,
1

U1 0

R
+ frze‘zl”z(R—rz)zdrz dv;. (5.15)
1

A substituicdo da equacdo (5.15) na equacédo (5.4) e a realizacdo das
integracdes nas variaveis radiais r, e r;, nessa ordem, resultam no autovalor de
energia para o estado fundamental do atomo de hélio confinado no centro de uma
caixa impenetravel esfericamente simétrica.

Na tabela 1 sdo apresentados os autovalores obtidos aqui pela metodologia
apresentada anteriormente para diferentes raios de confinamento R. Esses resultados
séo referidos como Egysy (SUSY € a abreviagdo de Supersimetria). Nas outras colunas
sdo exibidos os resultados obtidos nas referéncias (BANERJEE; KAMAL;
CHOWDHURY, 2006; MONTGOMERY JR.; AQUINO; FLORES-RIVERQOS, 2010;
FLORES-RIVEROS; AQUINO; MONTGOMERY JR, 2010; LAUGHLIN; CHU, 2009)
atraves de outras metodologias. Os resultados contidos na coluna &; sdo oriundos da
aplicacdo do método variacional utilizando uma autofungdo que contém termos de
correlacdo entre os elétrons e dois parametros variacionais (BANERJEE; KAMAL,;
CHOWDHURY, 2006). As colunas correspondentes ¢, e &5 sao resultados utilizando
teoria de perturbacdo em primeira ordem e resultados de quinta ordem de teoria de
perturbacao variacional (MONTGOMERY JR.; AQUINO; FLORES-RIVEROQOS, 2010),
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respectivamente. Resultados apresentados na coluna ¢, foram obtidos utilizando-se o
meétodo variacional com um conjunto de bases de Hylleraas generalizado como
autofuncdo teste (FLORES-RIVEROS; AQUINO; MONTGOMERY JR, 2010). Os
resultados contidos na coluna &5 foram obtidos via expansao polinomial de Laguerre
(LAUGHLIN; CHU, 2009). Todos os resultados apresentados estdo em unidades

atomicas.

Tabela 1: Energias do estado fundamental para o atomo de hélio confinado como uma fungéo do raio
de confinamento R, comparado com outros resultados da literatura. Todos os resultados sdo dados em
unidades atdmicas.

R Esysy &1 &2 &3 €4 €s
09| 25117 2,4670 2,5379 2,4632 2,4633 —
1,0 | 1,0625 1,0183 1,0921 1,0157 1,0158 1,0157
1,2 | —-0,6876 | —0,7079 | —0,6284 -0,7088 | —0,7087 —
1,5| —1,8456 | —1,9061 | —1,8185 —1,9069 | —1,9067 —
2,0 | —2,5510 | —2,5998 | —2,4980 —2,6040 | —2,6036 | —2,6040
40| —2,8301 | —2,8931 | —2,7492 —-2,9005 | —2,8997 | —2,9004
50| —2,8392 | —2,8978 | —2,7500 —-2,9034 | —2,9028 | —2,9034
6,0 | —2,8426 | —2,8990 | —2,7500 —-2,9036 | —2,9033 | —2,9036
o | —2,8546 | —2,8999 | —2,7500 —2,9036 | —2,9035 —

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os valores dados na linha correspondente a R = oo na tabela sao referentes a
convergéncia dos autovalores de energia para os valores exibidos, conforme é
aumentado o raio de confinamento. Em outras palavras, a variagdo do autovalor obtido
para os raios de confinamento R > 6 a, ndo é significante, convergindo para o
autovalor de energia do estado fundamental do atomo de hélio livre. Essa
convergéncia mostra, a0 menos para o caso livre, que as metodologias utilizadas aqui
e nas referéncias usadas para comparag¢do sdo matematicamente consistentes com
o sistema fisico.

Pela tabela 1 fica evidenciado que os resultados obtidos nesse trabalho, Egysy,
estdo proximos dos resultados encontrados na literatura com o uso de outros métodos
aproximativos. No aspecto geral, a discrepancia entre estes € pequena, se
encontrando em torno de 5%. Isso mostra que o formalismo supersimétrico pode ser
utilizado juntamente com o método variacional para o estudo de sistemas quéanticos

confinados de maneira simples e elegante, sem prejudicar significativamente a
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precisao dos resultados, com a vantagem de possuir um custo computacional baixo.
Essa concordancia entre os resultados exibidos na tabela 1 € um indicativo positivo
de que é possivel melhorar os resultados deste trabalho, tornando-0s numericamente
mais proximos dos resultados das referéncias citadas. Um modo simples para realizar
essa melhora, sem aumentar a complexidade da metodologia utilizada, consiste em
adotar mais parametros variacionais na autofuncéo teste, equacao (5.10). Nesse
sentido, foi adicionado um segundo parametro variacional, u,. A autofuncdo com esse
parametro variacional extra possui a forma:
Po(ry,12) & (ryry)F2e ¥ (R — 1) (R — 1y). (5.16)
O uso da autofuncéo dada pela equacao (5.16) na equacao (5.4) deve fornecer
autovalores numericamente menores do que os exibidos na coluna Eg,sy da tabela 1.

Esses autovalores sdo exibidos na tabela 2, que pode ser encontrada na pagina 36,

rotulados como Eélz,)sy Nessa tabela também s&o exibidos resultados presentes na
literatura, juntamente com a diferenca percentual § para cada autovalor. Todos o0s
resultados estdo em unidades atémicas.

Em comparacdo com os resultados da coluna & (BANERJEE; KAMAL;
CHOWDHURY, 2006), a simplicidade se da na escolha e obtencdo da autofuncao
teste. Nessa referéncia, que também utilizou o método variacional para o calculo da
energia do atomo de hélio confinado em uma esfera de paredes impenetraveis, a
autofuncao teste possui uma forma matematicamente mais complexa, pois engloba,
além das funcbes exponenciais caracteristicas de cada elétron, um conjunto de
funcdes hiperbodlicas e uma funcéo exponencial extra para descrever um termo de
correlacao entre os elétrons, juntamente com o uso de dois parametros variacionais.

Essa autofungdo possui a forma: Y (1) = Ae~ Y1) [q(1)B(2) —
1 —¢r ri r$ .
a(2)(1)]cosh(Ary)cosh(Ar,) [1 +orpe 12] [1 - E] [1 - E] onde 4 é a constante de

normalizagdo, y € uma constante e A e { sdo parametros variacionais. Uma vez que o
trabalho dessa referéncia possui a dependéncia do termo r;,, proveniente da interagdo
entre os elétrons, diretamente na autofuncdo, é esperado que gere resultados mais
precisos. Em outras palavras, a interacdo elétron-elétron é levada em consideracao
nao apenas no operador hamiltoniano, como feito neste trabalho, mas também na
autofuncdo. Desse modo, os resultados exibidos na coluna &; sdo numericamente
menores em comparacao aos resultados obtidos por este trabalho. Por outro lado, no

presente trabalho, a autofuncdo nada mais é do que o produto das autofungdes de



33

cada elétron individualmente, utiliza-se a mesma quantidade de parametros
variacionais e gera resultados muito préximos dos exibidos nessa referéncia. A
diferenca percentual entre os resultados dos dois trabalhos se encontra entre 1,3% e
1,9%, e a os calculos variacionais sdo muito simplificados, ja que a auséncia do termo
112, Na autofuncgdo torna as integracdes contidas na determinag¢do do valor médio do
hamiltonino (equacédo (5.16)) muito mais simples, permitindo uma obtencdo de
resultados rapida para a analise fisica do sistema sob estudo. Essa pequena diferenca
percentual entre os resultados indica que, caso ndo seja absolutamente necessaria a
maior precisdo possivel no resultado, a interacdo entre os elétrons pode ser
desprezada na autofuncao teste.

Os resultados exibidos nas colunas ¢, € e5 (MONTGOMERY JR.; AQUINO;
FLORES-RIVEROQOS, 2010) séo oriundos de uma metodologia distinta da metodologia
adotada neste trabalho, mas possui certa similaridade. Para o primeiro resultado
exibido por essa referéncia, nomeado como &, na tabela 2, foi utilizado o método
perturbativo (SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968) em primeira ordem.
A grosso modo, o resultado é obtido ao tomar a interagédo entre os elétrons como uma
perturbacdo no hamiltoniano do sistema. Nesse sentido, o hamiltoniano original é
separado em um termo correspondente ao hamiltoniano de um ion He* (cuja
autofuncdo e autovalor sdo obtidos analiticamente) e o termo de perturbacao
mencionado, e a energia é determinada ao somar o valor médio do hamiltoniano de
perturbacdo ao autovalor exato do ion. Os resultados se mostram bons como uma
primeira aproximac¢ao, mas relativamente discrepantes dos resultados deste trabalho
e das demais referéncias exibidas na tabela 2. Comparando os resultados €, com 0s
obtidos por este trabalho, nota-se uma diferenca percentual chegando até 8,6%.

Os resultados marcados como &; na tabela 2 sdo oriundos do Método
Perturbativo Variacional (MONTGOMERY JR.; AQUINO; FLORES-RIVERQOS, 2010).
A ideia central desse método € encontrar variacionalmente um limite superior para a
correcdo no autovalor de energia para as ordens superiores de perturbacdo. Os
resultados mostrados na tabela 2 sdo correspondem a corregdes de quinta ordem de
perturbacdo. A autofuncdo utilizada para as correcbes possui a forma indicada na
equacao (5.17), que contém dois parametros variacionais, e € escrita em termos das

coordenadas relativas s =r  + 1y, t = -1 + 1, e u = 1y,.

1 1 1 _
1/)[(2?] =7 [R —2(s- t)] [R —>(s+ t)] e @ YN_ cp stkt™ey™,  (5.17)
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onde c e a s&0 0s parametros variacionais, e [, m e n S80 0s niumeros quanticos usuais
(SCHIFF, 1949; GRIFFITHS, 2004; DAVYDOV, 1968). O parametro N corresponde a
ordem da correcdo do método perturbativo, que foi arbitrariamente tomada até a
quinta ordem (N = 5), pois a correcao de ordem superiores a essa séo despreziveis,
se encontrando na quarta casa apoés a virgula.

Deve ser destacado que a diferenca percentual entre os resultados deste
trabalho e os resultados dessa referéncia sdo pequenas, se encontrando entre 1,5%
e 2%. No que se refere a complexidade matematica do método, observa-se que, além
de levar em conta um termo de interacdo elétron-elétron (que aumenta a
complexidade das integracbes contidas em cada correcdo para o0 autovalor de
energia), os calculos sdo realizados até a quinta ordem de perturbacdo. Nesse
sentido, o formalismo supersimétrico aliado ao método variacional utilizado neste
trabalho se mostra muito mais simples em comparacdo a metodologia usada nessa
referéncia.

Os resultados deste trabalho também se encontram proximos dos resultados
da coluna ¢,. Nessa referéncia também € utilizado o método variacional (FLORES-
RIVEROS; AQUINO; MONTGOMERY JR, 2010), com uma autofuncdo dada pela
equacao (5.18), que contém um conjunto de parametros nao lineares (a,f3,y) e M
coeficientes lineares de expansdo. O autovalor € dado pelo valor médio do
hamiltoniano, minimizado numericamente nos parametros a, £, y € nos M coeficientes
Cr.

Yo = TN (1 £ Prp) (1-2) (1= 2) ¥ krlke-anbreorme, (5.18)
onde P;, é o operador de permutacdo das variaveis r, e r,. Apesar de consistir em um
calculo variacional, o uso da autofuncgéo (5.18) torna o procedimento claramente mais
complexo se comparado a metodologia utilizada neste trabalho. Além disso, a
autofuncao utilizada por essa referéncia contém 3 + M parametros variacionais, sendo
o valor de M também é arbitrario, tomado como M = 10. A diferenca percentual entre
os resultados deste trabalho e dessa referéncia € pequena, se encontrando entre 1,5%
e 2%.

Os resultados mostrados na coluna e; foram obtidos por meio do método
variacional, utilizando uma autofuncdo escrita em termos de uma expansao nos

polindbmios de Laguerre (LAUGHLIN; CHU, 2009). Essa autofuncao € dada por:

Wieg) = ok Sk CompeNome|WiomieYitr + (DS v | (5.19)
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onde Yj,comi,j =12 correspondem aos harmdnicos esféricos para dos elétrons i

M _

e j, L € o momento angular total Nr(l‘,’,zk € um fator de normalizacdo e ¥, -, =

ri¢n,1(avr1) riquu(ﬁvrz)gk(yvrlz), onde, por sua vez, a funcéo ¢, (a,r;) é escrita em
1 2

termos dos polinbmios generalizados de Laguerre, cuja forma é:

1

1 \3 22 _1
Onr = () 7 Lhre 2™, (5.20)

A funcéo ¢, (p,r,) € similar a equacdo (5.20), mas com os indices n e 4
trocados para m e v, respectivamente, e a variavel r; trocada por r,. Os parametros
sdo A =2l;+2 ou u=2l,+2 (para o caso da autofuncdo do elétron 2). A funcao
9k(Wrip) =rfeWn2 q, B, e y, S30 0s parametros variacionais e o indice v
corresponde ao numero nesses parametros na autofuncéo teste. Os resultados dessa
referéncia sdo obtidos de maneira usual via método variacional, o parametro extra que
corresponde ao numero de termos tomados nas somatdrias da equacao (5.19) é
variado ao longo dessa referéncia, sendo os resultados exibidos na tabela 2
correspondentes a 50 termos. A diferenca percentual entre os resultados é pequena,
conforme é exibido na tabela 2, entretanto, a metodologia deste trabalho se mostra
muito mais simples do que o dessa referéncia.

Com relagdo aos resultados da coluna &, a metodologia é distinta, utilizando o
método de Hartree-Fock (GIMARE, 1967), e os resultados deste trabalho séo
compativeis com os resultados dessa referéncia, com a diferenca percentual < 2%.
Essa diferenca percentual também ¢é valida para a comparacdo com os resultados da
coluna rotulada como &, (AQUINO; RIVEROS; RIVAS-SILVA, 2003), que utiliza a
mesma metodologia usada para obter os resultados da coluna &,, mas com o humero
de termos M = 5. Em ambos 0s casos, a presente abordagem se mostra mais simples
no que se refere a complexidade matematica, além de fornecer resultados imediatos
e de boa precisdo se comparados a metodologia das referéncias citadas.

Destaca-se, por fim, que como nenhum dos resultados da literatura faz uso do
formalismo da MQS, os termos de confinamento no potencial e de cut-off (termos que
obrigam a autofuncdo a ser igual a zero para valores de r iguais ao raio de
confinamento R) presentes nesses trabalhos sdo inseridos para satisfazer as
condi¢cbes de contorno do sistema sob regime de confinamento. Ja neste trabalho,
com o uso do formalismo supersimétrico, esses termos sdo obtidos por meio da

relacédo entre o superpotencial e o potencial, exibida na equacéao (3.5).
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R | E& & &, &3 &4 &s &g £,
B, |60%)| E,  16(%)| Eo 6% Eo  10(%) E, |6(%) E, |6(%)| E, | 8(%)

09| 2,5001 2,4670 1,3 2,5379 1,4 2,4632 1,5 2,4633 1,5 - - 2,4691 1,2 2,4726 1,1
1,0 | 1,0354 1,0183 1,6 1,0921 5,2 1,0157 1,9 1,0158 1,9 1,0157 1,9 1,0186 1,6 1,0205 1,4
1,2 | -0,6879 | —0,7079 | 2,8 | —0,6284 | 8,6 | —0,7088 | 2,9 | —0,7087 | 2,9 - - -0,7075 | 2,8 | —0,7083 2,8
1,3 | —1.2069 | —1,2304 | 1,9 | —1,1482 | 48 | —1,2310 | 1,9 | —1,2309 | 1,9 - - —1,2295 | 1,8 | —1,2304 1,9
1,4 | —1.5897 | —-1,6167 | 1,7 | —1,5318 | 3,6 | —1,6173 | 1,7 | —1,6172 | 1,7 - — —-1,6151 | 1,6 | —1,6164 1,6
1,5 | -1,8756 | —1,9061 | 1,6 | —1,8185| 3,0 | —1,9069 | 1,6 | —1,9067 | 1,6 - — —-1,9040 | 1,5 | —1,9056 1,5
1,7 | —2.2561 | —2,2928 | 1,6 - — — — - - - — —2,2903 | 1,2 | —2,2927 1,6
1,8 | —2.3824 | —2,4219 | 1,6 - — — — - - - — —-2,4193 | 1,5 | —2,4222 1,6
20| —-25510 | —2,5998 | 1,9 | —2,4980 | 2,1 | —2,6040 | 2,0 | —2,6036 | 2,0 | —2,6040 | 2,0 | —2,5977 | 1,8 | —2,6011 1,9
2,2 | —2.6621 | —2,7088 | 1,7 — — — — — — — — —-2,7074 | 1,7 | —2,7112 1,8
2,4 | —2.7281 | —2,7765 | 1,7 — — — — — — — — —-2,7760 | 1,7 | —2,7800 1,8
2,6 | —2.7698 | —2,8191 | 1,7 — — — — — — — — -2,8194 | 1,7 | —2,8235 1,9
3,0 | —2.8141 | —2,8636 | 1,7 | —2,7335| 2,8 | —2,8724 | 2,0 | —2,8718 | 2,0 | —2,8725 | 2,0 | —2,8652 | 1,8 | —2,8689 1,9
3,5 | —2.8368 | —2,8851 | 1,7 — — — — — — — — — — —2,8905 1,8
4,0 | —2,8462 | —2,8931 | 1,5 | —2,7492 | 3,4 | —2,9005| 19 | —2,8997 | 1,8 | —2,9005| 19 | —2,8956 | 1,7 | —2,8980 1,8
50| —2,8531 | -2,8978 | 1,5 | —-2,7500| 3,9 | —2,9036 | 1,7 | —2,9028 | 1,7 | —2,9034 | 1,7 | —2,9004 | 1,6 | —2,9019 1,7
6,0 | —2,8553 | —2,8990 | 1,5 | —2,7500| 3,9 | —2,9036 | 1,7 | —2,9033 | 1,6 | —2,9036 | 1,6 — — —2,9027 1,6

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6 PERSPECTIVAS PARA O SISTEMA BIOLOGICO

Além de suas aplicacdes tecnologicas, sistemas confinados também possuem
aplicacbes no estudo do sistema biologico. O ambiente celular € extremamente
povoado por diversas moléculas, como carboidratos, lipidios e proteinas, gerando
diversas restricbes geométricas. Nesse sentido, diversos estudos vém abordando
essas restricbes espaciais e suas influéncias no enovelamento de proteinas,
principalmente no que se refere a estabilidade das mesmas (EGGERS; VALENTINE,
2001; CAMPANINI; BOLOGNA; CANNONE; CHIRICO; MOZZARELLI; BETTATI,
2005; LEI; SHIN; LIU; ACKERMAN, 2002; SOTIROPOULOU, VANVAKAKI;
CHANIOTAKIS, 2005; ZHOU; DILL, 2001; ZHOU, 2004; MINTON, 1992,
BETANCOURT; THIRUMALAI, 1999; KLIMOV; NEWFIELD; THIRUMALAI, 2002;
TAKAGI; KOGA; TAKADA, 2003; BAUMKETNER; JEWETT; SHEA, 2003).

No ambito molecular, onde efeitos quanticos ndo sdo despreziveis, a alteracédo
de propriedades fisico quimicas de moléculas devido ao confinamento espacial vem
sido estudada recentemente (DA SILVA; SILVA; DRIGO FILHO, 2016; LEY-KOO,
1981; LESAR; HERSCHBACH, 1983; CIFTCI; HALL; SAAD, 2009; COLIN-
RODRIGUEZ; CRUZ, 2010; BATAEL; DRIGO FILHO, 2018). Esses trabalhos, em
particular, podem ser utilizados como uma primeira aproximacdo para o
comportamento de moléculas dentro de uma cavidade proteica.

Uma vez que o formalismo da MQS se mostrou Util para atacar o problema do
atomo de hélio confinado, como é exibido no capitulo anterior, € interessante destacar
também seu uso na solucdo da equacédo de Schrodinger para diversos potencias que
podem ser de interesse bioldgico. Em particular, esse formalismo j& foi utilizado com
sucesso para os potenciais do oscilador harménico, de Coulomb, Morse, Hulthén e
Lennard-Jonnes 12-6.

O potencial do oscilador harménico possui grande importancia da descrigdo de
sistemas fisicos, sendo, no geral, o primeiro modelo para descrever qualquer sistema
oscilatorio. De maneira generalizada, esse potencial pode ser utilizado para descrever
sistemas em que um corpo executa pequenas oscilacées em torno de um ponto de
equilibrio. Além do tratamento usual da equacéo de Schrodinger para o potencial do
oscilador harmonico livre usando os operadores de criacéo e destruicdo (GRIFFITHS,
2004), que sado os trabalhos inspiradores do formalismo da MQS (DRIGO FILHO,
2009; JUNKER, 1996), ja foi utilizado o proprio formalismo da MQS para tratar esse
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problema, tanto por meio da hierarquia de hamiltonianos (DRIGO FILHO, 2009),
qguanto por meio da criacdo de operadores escada generalizados (DRIGO FILHO,
2009; DRIGO FILHO; CANDIDO, 2001). O formalismo da MQS para o caso do
oscilador harménico confinado também ja se mostrou adequado (DRIGO FILHO;
RICOTTA, 2003).

O potencial de Hulthén possui a forma dada pela equacéo (6.1). Esse potencial
de forca central possui um comportamento similar ao do potencial de Coulomb para
pequenos valores de r e um decaimento exponencial para grandes valores dessa
variavel. Seu uso é comum em diversas areas da fisica, como fisica nuclear [67], fisica
do estado sélido (BEREZIN, 1972) e fisica atbmica (TIETZ, 1961; LAM; VARSHNI,
1971). Entretanto, também pode ser utilizado para sistemas fisico-quimicos
(PYYKKO; JOKISAARI, 1975), de modo que também pode ser de interesse para o
sistema biolégico. Esse potencial ja foi abordado utilizando o formalismo da MQS
aliado ao método variacional de maneira efetiva, tanto para o caso livre (DRIGO
FILHO; RICOTTA, 1995) quanto para o caso confinado (DRIGO FILHO; RICOTTA,

2003). A forma desse potencial é:

Se 6T
T —eor

Vy = (6.1)
onde é§ € chamado de parametro de blindagem.

O potencial de Morse é um potencial bem conveniente para o tratamento de
vibracBes de moléculas diatbmicas (MORSE, 1929), com a vantagem de ser um
potencial que permite o rompimento da ligacdo quimica da molécula (GRIFFITHS,
2004; ATIKINS; DE PAULA, 2009; LEVINE, 1991), sendo um potencial de grande
importancia para a fisico-quimica aplicada as ciéncias da vida (EISENBERG,;
CROTHERS, 1979). Outra aplicagdo desse potencial no sistema biolégico que merece
destaque se encontra ha modelagem das ligacdes de hidrogénio entre os pares de
bases na molécula de DNA (DRIGO FILHO; RUGGIERO, 1993). Sua forma é exibida

na equacao (6.2) e representada graficamente no Grafico 2.

Vu(r) = D[1 — e~atr-To)]*, (6.2)
onde D é a profundidade do poco de potencial (correspondente a a energia de
dissociacdo da molécula), r, € a distancia de equilibrio internuclear e a é o parametro
de alcance do potencial (responsavel pela largura do poco de potencial).

O formalismo da MQS ja foi aplicado com sucesso para o potencial de Morse,

tanto para a sua verséao unidimensional (DRIGO FILHO, 2009) quanto para a versao
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tridimensional (DRIGO FILHO; RICOTTA, 2000) com o uso da hierarquia de
hamiltonianos ou aliado ao método variacional.

Outro potencial de destaque no qual o formalismo da MQS foi utilizado € o
potencial de Lennard-Jones. Esse potencial possui a forma:

v =) -2 (3)] ©3)

onde € corresponde a profundidade do poco de potencial, 7, é a posi¢cao de equilibrio
e n € um numero inteiro, usualmente sendo tomado valores n = 10,12, 13.

Esse potencial possui grande interesse no estudo de sistemas fisicos, desde
estado sélido (KITTEL, 1978), fisico-quimica (ATIKINS; DE PAULA, 2009; LEVINE,
1991; KARPLUS; PORTER, 1970), e biofisica molecular (EISENBERG; CROTHERS,
1979; DAUNE; DUFFIN; BLOW, 1999; ISRAELACHVILI, 2011), pois descreve a
interacdo de pares de a&tomos ou moléculas neutras. Vale destacar que o segundo
termo entre colchetes no lado direito da equacéo (6.3) possui deducdo teorica. Esse
termo, comumente referido como termo de dispersédo de London, é proveniente da
interacdo entre dipolos induzidos, geralmente contendo propriedades intrinsecas do
sistema, como a polarizabilidade eletronica e potencial de ionizacdo. A derivacao
tedrica desse termo pode ser realizada por meio do uso da teoria quantica de
perturbacdo, como feito por London em 1937 (LONDON, 1937). Entretanto, no
Apéndice D esse termo é obtido diretamente das interacdes entre dois &tomos de um
elétron.

O primeiro termo entre colchetes do lado direito da equacéo (6.3) € estritamente
fenomenoldgico, atuando a pequenas distancias. Sua justificava se baseia no principio
de excluséo de Pauli, impedindo que os elétrons dos dois corpos interagentes ocupem
0 mesmo estado quantico quando sobrepostas as distribuicbes de carga desses
corpos, resultando em um aumento abrupto da energia do sistema, caracterizando
uma grande repulsédo (ATIKINS; DE PAULA, 2009; LEVINE, 1991; KITTEL, 1978).

O potencial de Lennard-Jones ja fui estudado utilizando o formalismo da
supersimetria aplicada a mecanica quantica, tanto para sistemas sem confinamento
(DRIGO FILHO, 2009; SILVA, 2010), quanto para sistemas confinados (SILVA, 2010).
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Gréfico 2: Potencial de Morse, equacao (6.2). Os parametros para a confecgéo desse grafico sdo D =
1, a =3 er, =0,3. As unidades sao arbitrarias. O poco de potencial esta deslocado em uma unidade

de energia para baixo do eixo x.
Energis

- ——— Distdncia

<.

Fonte: elaborado pelo autor.

Por fim, vale destacar que o potencial de Lennard-Jones também € envolve o
tratamento de vibracdes moleculares em moléculas diatbmicas, como oxigénio e
hidrogénio, uma vez que esse potencial pode ser bem ajustado ao potencial de Morse,
como ilustrado no Gréfico 3.

Gréfico 3: Potencial de Lennard-Jones (linha sélida azul) ajustado ao potencial de Morse (linha sélida
amarela). Os parametros para a confec¢do desse grafico sdo: e = 1, r, = 0,3 e n = 12 para o potencial

de Lennard-Jones; D = 1, a = 18 e r, = 0,3 para o potencial de Morse. As unidades séo arbitrarias.
Energis

L . L . : L Distancia
0.2 0.4 05———TF 0.7

-10}

Fonte: elaborado pelo autor.
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7 CONCLUSOES

No aspecto geral este trabalho mostrou uma metodologia simples para o estudo
de sistemas quanticos confinados. Particularmente, foram determinados os
autovalores do estado fundamental para o atomo de hélio confinado no centro de uma
cavidade esfericamente simétrica com o uso do formalismo da Mecanica Quantica
Supersimétrico.

O uso do formalismo supersimétrico, entendido como uma forma generalizada
de resolver a equacdo de Schrodinger por meio de fatorizacbes, se mostra
extremamente (til ao ser aliado ao método variacional como uma forma de obtencéo
da autofuncao teste. O modo que essa autofuncao é obtida d& credibilidade para a
mesma, uma vez que a supersimetria permite a escolha de um superpotencial que se
relacione bem com o potencial original do sistema, como foi ilustrado no grafico 1.

E oportuno destacar que o formalismo utilizado resultou em uma autofuncéo
que se mostrou matematicamente simples para os calculos variacionais de energia,
onde se utilizou apenas um Unico parametro ajustavel, o parametro variacional y. Além
disso, os resultados exibidos neste trabalho possuem uma discrepancia bem pequena
com os resultados das referéncias citadas para a comparacao, que possuem, no geral,
autofuncdes e/ou metodologias de calculos matematicamente complexas se
comparadas com a utilizada aqui.

Foi mostrado que, no calculo do autovalor de energia, o uso de uma autofuncao
escrita como uma combinacao linear em relagcéo as projecdes dos spins dos elétrons,
ou seja, a autofuncdo dada pela resolucdo do determinante de Slater, equivale ao uso
do produto de Hartree utilizado neste trabalho. Isso se deve a simetria esférica do
sistema, juntamente com a forma das autofung¢Bes para os elétrons 1 e 2 serem
similares.

A inclusdo de um segundo o parametro variacional na autofuncao permitiu uma
melhora do resultado obtido, diminuindo a diferenca percentual entre os autovalores
obtidos neste trabalho e os exibidos nas referéncias citadas. No aspecto geral, essas
referéncias levam em conta na autofuncao a interacéo entre os eléntrons, de modo
que possuem resultados numericamente menores dos obtidos neste trabalho.
Entretanto, foi exibido durante as discu¢cbes como as metodologias dessas referéncias
possuem calculos computacionalmente complexos quando comparados aos

realizados ao longo deste trabalho, exigindo maior poder computacional e/ou maior
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namero de parametros ajustaveis. Ainda fica em aberto a inclusdo de mais um
parametro variacional na autofuncéo teste utilizada (tornando-a similar a da referéncia
[6]), caso deseje-se ainda maior precisdo dos resultados. A escolha de apenas dois
parametros é devida a proximidade dos resultados ao comparados com 0s que Sdo
exibidos nas referéncias selecionadas.

O capitulo 6 teve como objetivo ilustrar e referenciar o estudo sistemas
confinados e do formalismo da MQS no contexto do sistema bioldgico. Nesse capitulo
foram referenciados varios trabalhos que utilizam sistemas confinados para o estudo
de sistemas biolégicos macromoleculares. Esses estudos possuem diversas
abordagens e, no aspecto geral, foram citadas referéncias que estudam a relacao
entre o confinamento geométrico e a estabilidade de proteinas. Uma vez que o
desenvolvimento de formalismos para o estudo de sistemas quéanticos confinados
carece de metodologias matematicamente simples, e por critérios de completeza,
também foram exibidos estudo dos potenciais do oscilador harménico, de Hulthén, de
Morse e de Lennard-Jones 12-6, em regime de confinamento, através do formalismo
supersimétrico. Esses potenciais sao frequentemente utilizados para o estudo de
sistemas atbmicos e moleculares, sendo de grande interesse para a biofisica
molecular.

A precisdo dos resultados obtidos, juntamente com a simplicidade do
formalismo utilizado, é um indicativo de que uma extensdo para sistemas quanticos
confinados mais complexos, como moléculas ou a interacdo entre diversos corpos,

por exemplo, pode ser explorada.
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APENDICE A — CONSTANTES E FATORES DE CONVERSAO

Algumas constantes fisicas utilizadas ao longo do desenvolvimento deste

trabalho s&o mostradas na Tabela A.1, enquanto alguns fatores de conversao séo
mostrados na Tabela A.2.

Tabela A.1: Constantes Fisicas.

Constante Simbolo Valor Numeérico (Sl)
Carga Elementar e 1,602177 x 10719 C
Permissividade do Vacuo & 8.854187 x 10-12 c?
N-m
Massa de Repouso do Elétron Me 9,10939 x 10731 kg
Massa de Repouso do Préton m, 1,672623 x7%7 kg
Constante de Planck h 6,62608 x 10734 ] - s
Raio de Bohr a, 5291772 x 10711 m
Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela A.2: Fatores de Conversao.

Comprimento Energia
1 bohr 1 hartree
5291772 x 10711 m

4,35975 x 10718

0,5291772 A

Fonte: Elaborado pelo autor.

27,2114 eV
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APENDICE B - DEMONSTRACAO DO METODO VARIACIONAL

As autofuncdes solucdes da equacao de Schrodinger, ja normalizadas, formam
um conjunto completo no espaco de Hilbert. Devido a isso, podemos escrever a

autofuncao teste como uma combinacao linear de varias autofuncgées:

Y = XnCnn, COM HY = EY (B.1)

A autofungao sendo normalizada implica que:

1= (1/)|1l)) = (Zn Cnn IZTL Cmd’m) = ZmZn C:ncn<wm|wn> = ancnlz- (B.Z)

As autofuncdes também devem ser ortonormalizadas, ou seja, (Y., |¥,) = 6mns
de modo que:
(H) = (Zm cm¥m |H| Zn crtbn) = Xom Zoin Cin EnCnf{thm|n) = X Enlcnl?.(B3)
Mas, como a energia do estado fundamental E, é, por definicho, o menor
autovalor, o que faz com que E, < E,,, temos:
(H) 2 Eq Znlenl® = Eo. (B.4)
Caso nédo tenhamos uma autofungdo normalizada, ainda podemos utilizar o

método aproximativo, onde a energia seria dada por:

_ WH[Y)
(H) = 5 (B.5)
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APENDICE C — CALCULOS: ATOMO DE HELIO LIVRE

No capitulo 4 foram exibidos os resultados do autovalor de energia do estado
fundamental para o atomo de hélio livre. O Hamiltoniano desse sistema € dado pela
equacao (4.1), é:

2 2 1

(—+———), (C.1)

1 T2 T12

H:——(V2+V)—

4TTE
onde VZ e V3 sdo os operadores Laplaciano dos elétrons 1 e 2, respectivamente, i €
a contante de Planck dividida por 2w, m € a massa reduzida do sistema, e € a carga
elementar, r; e r, sdo as distancias entre os elétrons 1 e 2 em relacdo ao nucleo e 1y,
é a distancia entre os elétrons.
A proposta é separar o calculo do valor médio do Hamiltoniano H em dois
termos, um contendo resultados que representam dois atomos de hidrogénios livres e
distintos, mas com carga nuclear correspondente a +2e, e 0 outro termo

correspondente ao valor médio da repulséo eletrostatica entre os elétrons 1 e 2. Ou

seja:
(H) = (Hzp) + (Vee). (C.2)
A autofuncdo teste a ser utilizada é dada pelo seguinte produto de Hartree:
Yo (r1,72) = Y100(r)P100(r2) = —ex [ @] (C.3)

O valor médio de H,, € conhecido, sendo —109 eV. Ja enquanto o valor médio

de V., utilizando a autofuncéo dada pela equacéo (C.3), é dado por:

2(T1+T2)]

<Vee) - - (L)Zfexp[_T

yd e - d3r d3r,, (C.49)
onde d3r; e d3r, sdo os elementos de volume em coordenadas esféricas para os
elétrons 1 e 2 respectivamente.

Explicitando a integracéo dupla na equacéo (C.4), tem-se:
02 4-(r1+r2)]

8 \? exp[—T
4meg (ﬁ) fd3r1 fd?’rszgrldng- (C.5)

Para resolver as integracdes presentes na equacdo (C.5) € necessério,

<Vee> =

primeiramente, especificar r;, e 0s elementos de volume. Para isso estipula-se 0
sistema de coordenadas de forma que o nucleo atbmico se encontre na origem e 0
vetor posicdo do elétron 1 se encontre ao longo do eixo z, conforme ilustrado pela

Figura 1. Naturalmente, devido a simetria do sistema, o sistema de coordenadas
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esféricas é empregado. As relacbes entre as coordenadas cartesianas e as
coordenadas esféricas sao:

x; = 1;sen(6;) cos(;)
y; = risen(8;)sen(p;), comi = 1,2. (C.6)
z; = r;cos(6;

Com isso, 0 valor de 7y, se torna /12 + r? — 2ryr,cos(6,). A substituicio de 7y,
e o0 elementos de volume em coordenadas esféricas do elétron 2 na equacéao (C.5)

leva a:

419

2 L R 2 a
(i) fdgrle a f:fon c rZsen(0,)dr,d8,dp,d3r;.

3
ma
\/rlz +12-21175 C05(83)

(Vee) = —

4TTEQ

(C.7)

Com a finalidade de simplificar os célculos, as integracdes nas coordenadas
referentes ao elétron 2 sdo separadas e exibidas na equacao (C.8). Essas integracdes
serao realizadas primeiramente e seu resultado sera dado em funcdo da variavel r,

gue sera integrada posteriormente.

419

12 = J-OOO fon fOZTL'\/ i rzzsen(ez)drzdgzd(pz. (C8)

r2+12-2715 C0s(6,)

A integracdo em ¢, na equacado (C.8) é igual a 2m. A integracdo em 6, é
realizada por meio da substituicdo u = rf + rf — 2ry7, cos(,), de modo que du =
2riry,sen(6,)d0, e os limites de integracdo superior e inferior tornam-se (r; + ;)% e

(r, — 1,)?, respectivamente. Desse modo, a equacio (C.8) toma a forma:

I, =2m foooe_Trzz [ ! (r1+r2) ] (C.9)

2ri1p (rl_rZ)z
O resultado da integral em u na equacao (C.9) é \/ﬂ, 0 que, com a aplicacao

dos limites de integracdo passa a ser igual a (r; + r,) — |r; — r»|. Esse resultado leva

T'l _rz, 7”1 >T'2

a uma descontinuidade na integracdo na variavel r,, pois |r, — r,| = { .
rz - Tl, T1 < rz

Com isso I, torna-se:

4r 0 _4L
I, = 47 [% forl e_Tzrzzdrz + frl e azrzdrz]. (C.10)
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Figura 1: Atribuicdo dos eixos de coordenadas arbitrarios ao sistema. O ndcleo do atomo de hélio é
considerado pontual e se encontra na origem do sistema de coordenadas, r, e r, sdo o0s vetores de

posicdo dos elétrons 1 e 2, respectivamente, e |r; — 1| equivale a ry,.

“<V

X
Fonte: D.J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics (Pearson Prentice Hall, New Jersey, 2004).
A segunda integral dentro dos colchetes na equacédo (C.10) é resolvida por
partes, e, analogamente, a primeira integral € resolvida aplicando a integracao por
partes duas vezes. Realizando essas operacdes e substituindo os valores na equacao

(C.10) resulta em:

419 419 2(1 4T2 2 419

I, =4n{%[—a7rlze_7—2azrle_a ——e a ]+ a +4—ze_a}. (C.11)

42 43

419

Colocando e” = em evidencia na equacgao (C.11) e reagrupando os termos

restantes com algumas operacdes algébricas basicas da a I, a forma:

419

I, = ’;—‘:3 [1-(1+22) e~ (C.12)

Com isso as integracdes nas coordenadas do elétron 2 foram concluidas,
restando apenas as integracdes nas coordenadas do elétron 1. Para isso, I,, dado

pela equacéo (C.12), é substituido na equagéo (C.7), que toma a forma:

4T2] 411

(Vee) = gz fysy, [1 = (14 52) 7 | e e . (C.13)

4n£0na3
Explicitando o elemento de volume em coordenadas esféricas para o elétron 1

transforma a equa(;éo (C.13) em:

4-7"2

Veo) = o2 [ [T 71— (14 22) 7| e e risen(8))dry d6ydgy.  (C.1)

41ey A3
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As integrais em ¢ e 6, juntas resultam em 4m, restando apenas as integracoes
na variavel r;, que sdo todas realizadas por partes. Realizando essas integracdes e

ajustando os termos faz com que (V,,) resulte em:

LA (C.15)

4mey 4a

(Vee) =

Substituindo os valores das constantes presentes na equacéo (C.15) faz com
que (V,,) resulte em +34 eV. Substituindo esse valor, juntamente com os —109 eV
referentes a (H,y), na equacgédo (C.2) resulta em:

(Hy =—75¢€V. (C.16)

O resultado exibido na equacéo (C.16) é o valor mostrado na equacao (4.6), no
capitulo 4, que se mostra a 5% do resultado experimental dado pela referéncia
(GRIFFITHS, 2004).
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APENDICE D — FORCAS DE DISPERSAO DE LONDON

Como dito no capitulo 6, o termo de atragdo do potencial de Lennard-Jones,
equacao (6.3), possui deducdo tedrica. Essa interacdo, comumente chamado de forca
de disperséao de London, por estar presente entre todos os atomos neutros, pode ter
sua origem discutida em termos da interacdo entre dois atomos de um elétron
(KITTEL, 1978; KARPLUS; PORTER, 1970).

O sistema considerado é ilustrado na figura 2, consistindo em um par de atomos
neutros, onde a interacao entre o elétron e o respectivo nucleo atdmico € tomado como
um oscilador harménico unidimensional. Esses atomos estdo separados por uma
distancia internuclear R, que é pequena o suficiente para se observar a interacdo dos
elétrons entre si e com o nucleo do atomo oposto, mas ndo tdo pequena a ponto de
interacbes repulsivas devido a sobreposicdo de nuvens eletrbnicas sejam

consideraveis. O hamiltoniano para esse modelo € dado por:

h2 82 1 h? 9% 1
H=———+-= k212 —%@+5k25 + Ve (21, 22), (D.1)

onde m é a massa do elétron, i é a constante de Planck, k corresponde a constante
elastica que descreve as ligacdes entre os elétrons e seus respectivos nucleos, e
V.(z4,2,) € a interacdo eletronica do sistemas, que pode ser escrita, de acordo com a

figura 2, como:

1 1 1

%(zl,zz)=e2[1+ S S ] (D.2)

R R+Zz—Zl R—Zl R+Zz

Figura 2 — Distancias interatdmicas e internucleares.

| Z Z>
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| |
Fonte: Karplus, M.; Porter, R., Atoms & Molecules: An Introduction for Students of Physical Chemistry,
1st ed.

Uma vez que R é muito grande em comparagcdo a z; € z,, cada elétron

permanece proximo de seu nucleo atémico devido a forca de ligacdo, e o potencial
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descrito pela equacao (D.2) pode ser expandido em torno de z; = z, = 0. Desse

modo, a equacao (D.2) torna-se:

e = (1) [ (-2 - [ 1) oo

Wz = e [i- (52) 4 (52) | =3[ () -

Hi-z-(2) + |} (D.4)
Ve, 2,) = —222% (D.5)

Destaca-se que 0s termos proporcionais @ R™2 e R™3 s&o cancelados, e
tomando apenas o primeiro termo ndo nulo dessa expansdo, o hamiltoniano do

sistema pode ser reescrito como:

—_h_z A 2 21 _ 2e%z12,
H 2m[azl+azz]+2k[z1 + 23] -2k (D.6)

O hamiltoniano descrito na equacéo (D.6) € idéntico ao de dois osciladores
harménicos unidimensionais, com um termo cruzado adicionado a energia potencial
(o termo que contém z,z,). Essa forma permite que, com o0 uso dos modos normais
de vibracdo, o hamiltoniano da equacéo (D.6) seja separado em um hamiltoniano de
dois osciladores harmdnicos independentes, eliminando o termo cruzado. Para isso,
séo feitas as substituicbes n =z, —z; e ¢ = z, + z;. Dessa forma, a equagéo (D.6)

torna-se:

R (e [ L TR T

onde u é a massa reduzida de cada oscilador, correspondendo a metade da massa m

do elétron, e pode-se tomar a constante de forca para os osciladores como k; =
1 2e? 1 2e? .
Ek (1 + ﬁ) e k, = Ek (1 — W) respectivamente. Essas constantes podem ser

relacionadas com a massa reduzida u e a frequéncia de oscilacéo através da relacao

1 k . P P .
v=o Com isso, € possivel escrever, para cada oscilador:

21T
TR C IR § ©2)
\/7 Zn\f[ = (D.9)



58

As raizes entre colchetas nas equactes (D.8) e (D.9) podem ser expandidas

para valores muito grandes de R:

[1+22] [1+——- —)2+---]. (D.10)

Com isso, é possivel reescrever as equacoes (D.8) e (D.9) em funcao da frequéncia
v dos dois osciladores harmdnicos nao interagentes (correspondendo ao hamiltoniano

dado pela equacéo (D.6), desprezando-se o termo cruzado):

1 [2e2\?

V1 —V[1+ﬁ—g($) +"'], (Dll)
2 1 (222

v, =v[1—%—§(—k;3) +] (D.12)

. . . ~ - 1
Aproveitando o autovalor de energia para o oscilador harménico, que vale Ehv

para o estado fundamental, € possivel, com o uso das equacbes (D.11) e (D.12),

escrever a energia para o sistema analisado como:

By = th(v +v) = hv —Lhv £t (D.13)

k2R6

O primeiro termo do lado direito da equacgao (D.13) corresponde a energia do
estado fundamental dos atomos considerados osciladores harménicos quando nao
interagem entre si. J4 0 segundo termo € a correcao de mais baixa ordem para quando
ha interacdo entre esses atomos. O sinal negativo indica que essa interacao € atrativa

e proporcional ao inverso da sexta poténcia da distancia internuclear:

1 4

e
Edisp = _Ehv

k2RS’

A equacéo (D.14) é conhecida como energia de dispersao, e pode ser reescrita

(D.14)

relacionando os parametros dos atomos descritos pela lei de Hooke com a
polarizabilidade eletronica a (KARPLUS; PORTER, 1970):

1 hva

Edisp = _EF' (D15)
O termo descrito pela equacéo (D.15) corresponde ao termo atrativo contido no
potencial de Lennard-Jones, dado pela equacéo (6.3).



