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RESUMO

Neste trabalho consideramos dois problemas variacionais com restricoes Lagrangeanas
do tipo g(t, z(t),(t)) = 0. Apresentamos varios resultados sobre condigbes suficientes de
otimalidade Kuhn-Tucker supondo invexidade generalizada das funcoes envolvidas. Intro-
duzimos duas defini¢oes para os problemas variacionais estudados, a primeira chamada
de L-KT-pseudo-invexidade, que envolve os multiplicadores Lagrangeanos, e a segunda
chamada de KT-pseudo-invexidade, que nao envolve os multiplicadores Lagrangeanos.
Apresentamos uma caracterizacao dos problemas variacionais L-KT-pseudo-invexos como
sendo aqueles problemas onde todos seus pontos Kuhn-Tucker sao solugoes 6timas. Fi-
nalmente mostramos que, sob algumas condigoes, L-KT-pseudo-invexidade é equivalente
a K'T-pseudo-invexidade.

Palavras-chave: Calculo Variacional, Condicoes de Otimalidade, Convexidade Ge-
neralizada.



ABSTRACT

In this work we consider two variational problems with Lagrangian constraints of type
g(t,xz(t),z(t)) = 0. We present several results on sufficient conditions for Kuhn-Tucker
optimality assuming generalized invexity of the functions involved. We introduce two
definitions for the variational problems, the first called L-KT-pseudo-invexity, which
involves the Lagrangian multipliers and the second called KT-pseudo-invexity, which
does not involve the Lagrangian multipliers. We present a characterization of L-KT-
pseudo-invex variational problems as those problems where all Kuhn-Tucker points are
optimal solutions. Finally we show that, under some conditions, L.-K'T-pseudo-invexity is
equivalent to KT-pseudo-invexity.

Keywords: Variational Problems, Optimality Conditions, Generalized Convexity.
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INTRODUCAO

O Calculo Variacional teve seu desenvolvimento inicial em grande parte devido ao
problema da Braquistdcrona, que foi formulado por Johann Bernoulli em 1696. Desde en-
tao varios resultados foram encontrados por alguns dos mateméaticos mais destacados dos
ultimos 300 anos, como por exemplo: Euler, Lagrange, Legendre, Bolza, Hamilton, Bliss,
Weierstrass e Jacobi. Seu estudo nao sé foi muito importante para a Matemética, mas
também para outras areas, como por exemplo: Fisica, Engenharia, Biologia e Economia,

ver Barbolla et al. [2], Baumeister e Leitao [3], Troutman [27].

Problemas de Céalculo Variacional consistem na minimiza¢ao (ou maximizagao) de
funcionais definidos em espacos de dimensao infinita, em geral espacos de funcoes suaves,
sujeito a varios tipos de restricoes, como condicoes de contorno, restricoes isoperimétricas,
restrigoes Lagrangeanas, entre outras. Existe uma vasta bibliografia sobre as condic¢oes
suficientes e necessarias de otimalidade obtidas nesta area, ver por exemplo Bliss [6],
Troutman [27], Gregory e Lin [15] para resultados clasicos, e para resultados mais moder-
nos, ver Clarke [9], Clarke et al. [10], Clarke [11]. A condic¢ao necessaria classica, bastante
conhecida, é chamada Condicao de Euler. Uma funcao que satisfaz a condicao de Euler
é chamada de ponto estacionario ou extremal do problema variacional. A Condicao de
Euler é apenas necesséria a otimalidade, de modo que, nem todo extremal é solucao do
problema variacional. Para saber se um ponto extremal é realmente uma solucao 6tima do
problema é necessaria uma anéalise mais detalhada das fungoes que compoem o problema,
a saber, condigoes de otimalidade de ordem superior ou hipoteses de convexidade, ver por

exemplo Cesari [8], Mangasarian [19], Valentine [28].

Em Programagao Matematica as condi¢oes Kuhn-Tuker sao suficientes para otima-

lidade se as fungoes envolvidas sdo convexas. Na demonstragao deste fato Hanson [16]
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percebeu que podia usar certas fungoes mais gerais que as fungoes convexas, conseguindo
generalizar o conceito de convexidade para funcgoes diferenciaveis e obter resultados de
otimalidade e dualidade utilizando esta nova classe de funcoes, a saber, as funcoes invexas.
Em Ben-Israel e Mond [5], Craven e Glover [12] e Mond e Hanson [24] vérios resultados de
Programagao Matematica obtidos inicialmente para fungoes convexas se mantém validos
para as func¢oes invexas. A saber, uma funcao diferenciavel f : S C R"™ — R, onde S é

um conjunto aberto de R™, é invexa, se existe uma func¢ao n: S x S — R" tal que
flz) = f(2) = Vf(@)'n(z,7)  V,z €S

Em problemas de Programacao Matematica com restricoes a invexidade definida por
Hanson é uma condicdo suficiente, mas nao necessaria para que todo ponto Kuhn-Tuker*
seja um minimizador global. Procurando condigoes suficientes e necessarias de otimalidade
Martin [20] definiu uma no¢ao de invexidade mais fraca chamada Kuhn-Tucker invexidade
ou KT-invexidade e demonstrou que todo problema é KT-invexo se, e somente se, todo

ponto Kuhn-Tuker é uma solugao 6tima global.

O conceito de invexidade foi extendido para problemas variacionais por Mond et
al. [23]. Podemos encontrar mais resultados de invexidade generalizada para problemas
variacionais em Arana-Jiménez et al. [1] e Mond e Husain [22]. Tem-se também alguns
livros publicados recentemente tratando problemas variacionais com invexidade, ver por
exemplo Mishra and Giorgi [21] e Slimani and Radjef [26]. No presente trabalho tratamos
alguns conceitos de invexidade em problemas variacionais. Esta disseratacao esta dividida

em 4 capitulos.

No primeiro Capitulo apresentamos a notagao a ser usada e formulamos os problemas
variacionais a serem estudados. O primeiro problema é um caso particular do problema
estudado em Arana-Jiménez et al. [1], e o segundo é obtido omitindo uma das restrigoes de
fronteira do primeiro. Consideramos também neste capitulo alguns resultados importantes
como as condicoes necessarias de otimalidade dos problemas variacionais apresentados,
e o lema generalizado de du Bois-Reymond que sera usado na demonstracao de um dos

teoremas mais importantes deste trabalho.

No Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢oes de invexidade e invexidade genera-
lizada tanto para o funcional quanto para a funcao integrando dos problemas variacio-

nais. Utilizando estas defini¢oes apresentamos também alguns teoremas sobre condic¢oes

'Um ponto Kuhn-Tucker de um problema de programacio matematica é um ponto factivel que satisfaz
a condicdo necessaria de otimalidade de primeira ordem (regra de multiplicadores de Lagrange), para mais
detalhes ver Bazaraa et al. [4]
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suficientes de otimalidade para um ponto estacionario tipo Kuhn-Tuker. Estes resultados

estao baseados no trabalho de Mond e Husain [22].

Organizamos o Capitulo 3 apresentando primeiro a definicao de L.-K'T-pseudo-invexida-
de para os problemas variacionais considerados no primeiro capitulo. Logo apresentamos
um resultado que caracteriza estes problemas, a saber, os problemas variacionais sao
L-KT-pseudo-invexos se, e somente se, todo ponto estacionario (também chamado ponto
critico Kuhn-Tucker) é um minimizador global. Os resultados apresentados neste capitulo
estao baseados no trabalho de Arana-Jiménez et al. [1] que trata problemas mais gerais,

a saber, problemas com desigualdes nas restricoes Lagrangeanas.

Finalmente no Capitulo 4 proponemos uma nova definicao de invexidade generali-
zada para os problemas variacionais em estudo, esta vez sem envolver os multiplicadores
Lagrangeanos, e chamamos a esta definicao de KT-pseudo-invexidade. A definicao de
L-KT-pseudo-invexidade dada no Capitulo 3 envolve os multiplicadores Lagrangeanos e
é por esse motivo que se antepoe a letra L nessa definicao. O resultado mais importante
deste capitulo é que, sob certas condicoes, se verifica a equivaléncia entre estas duas

definicoes.
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CAPITULO 1

NOTACOES E PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos as notacoes a serem usadas no percurso desta dissertagao.
Formulamos os problemas variacionais a serem estudados, assim como algumas definicoes

e resultados que serao utilizados nos proximos capitulos.

Consideremos f : [a,b] x R" X R" - R e g : [a,b] x R" x R" — R™ fungdes continua-
mente diferencidveis, exceto quando se faca mencao de outras condicoes de regularidade.
Com a finalidade de simplificar a notacdo usaremos f(t,z, &) e g(t,z,%) em lugar de
f(t,z(t),2(t)) e g(t,x(t), z(t)) respectivamente, onde z : [a,b] — R™ com derivada #.

Denotemos as derivadas parciais de f com respeito a ¢,z e &, respectivamente, por

ft7 fx = [fxl fa:z cee fxn]Ta fx = [fm fx'z cee fﬂbn]T'

Analogamente, denotamos as derivadas parciais de g com respeito a t,x e &, respectiva-

mente, por
R s, In Iz, 9t 93, 9i.,
t
e 92 9zp - Y 93 9%, --- 93,
t . .
gt = . y  Gr = : y  9i = : )
m
- gt - m m m m m m
L gml gaﬁg R g{En i | g:kl gw‘z ttt gikn i
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Definigao 1.1. Uma fun¢ao escalar x € continua por partes em [a,b] se existe uma

parti¢do finita a = co < ¢ < ... < ¢q1 = b tal que x|(c,c,.,) € continua para todo
k=0,...,0 e os limites laterais z(c; ), x(c;_,) sao finitos para todo k =1,...,14+ 1. Se
existem pontos interiores ¢, k = 1,...,1, onde os limites laterais de x sao distintos, estes

pontos sao chamados pontos de descontinuidade de x.
Se x € uma fungao vetorial, dizemos que x € continua por partes em [a,b] se cada uma das
suas coordenadas é continua por partes em [a,b]. Neste caso, os pontos de descontinuidade

de x sao 0s pontos de descontinuidade de cada uma das suas coordenadas.

Observacgao 1.1.

e Uma funcao continua por partes poderia nao estar definida nos seus pontos de

descontinuidade.

e Se uma funcao continua por partes nao estiver definida num ponto interior da
particao e os limites laterais nesse ponto coincidem, podemos definir a funcao nesse

ponto como sendo o valor dos limites laterais.

Defini¢ao 1.2. Uma fun¢ao continua x : [a,b] — R € suave por partes se existe uma

parti¢do finita a = co < ¢; < ... < ¢ = b tal que x|, 0, ) € de classe C! para todo
k=0,...,0 e os limites laterais ©(c; ), @(c;) sao finitos se ¢ for um ponto interior da
particao. Se neste ponto os limites laterais de & sao distintos, este € chamado ponto de
descontinuidade de x.

Se x : [a,b] — R", dizemos que x € suave por partes se cada coordenada x; : [a,b] — R,
1 =1,...,n, € suave por partes. Neste caso, os pontos de descontinuidade de = sao 0s

pontos de descontinuidade de cada x;.

Observacao 1.2. Notemos que a derivada de uma fung¢ao suave por partes € continua

por partes em [a,b].

Denotamos por Y o espago das fungoes vetoriais continuas por partes em [a,b] dadas

por y(t) = (y1(t),y2(t), ..., ym(t)), com a norma || - ||s-

Denotamos por X o espago das fungdes suaves por partes x : [a,b] — R" com a norma
2] = [z ]loc + [P0,

onde
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Dx =y < x(t) = x(a) + /ty(s)ds Vt € [a, b].

d
Portanto, D = — exceto nas descotinuidades de z.

dt

Com estas notagoes formulamos os dois problemas variacionais a serem estudados:

Minimizar / f(t,z(t), z(t))dt
(P) sujeito a  xz(a) =, z(b) =p
g(t, x(t), &(t )) =0, te(ab)
r e X.

( b

Minimizar F(x) = / f(t,x(t), z(t))dt
(P») sujeito a
g(t,z(t),z(t)) =0, t€(a,b)
r e X.

Aquia=[ajay ... an)T e B=[B1 B ... Bn)T sdo vetores em R™ dados.

Denotamos por Fi e Fo 0s conjuntos das solugoes factiveis de (P;) e (P) respectiva-

mente, i.e.,
Fri={r e X: z(a) =a, z(b) =5, g(t,z,2) =0, t € (a,b)},
Fo={reX: z(a) =a, g(t,r,7) =0, t € (a,b)}.

Definicao 1.3. z € F;, i =1 ou i = 2, € uma solucao otima global ou minimo global de

(F:), se
F(z) < F(z) Vo€ F

Se a desigualdade é estrita diremos que T € F; € uma solu¢ao otima global estrita ou

minimo global estrito de (FP;).

Por simplicidade de notacao, dado * € X, denotamos por

gm(t) = gx(tvaf)v gm(t) = ga’c(tjai)'

Observagao 1.3. Notemos que as funcoes f(t,z(t),(t)), g(t,x(t),z(t)), fo(t), fi(t),

9:(t) € gi(t) estao definidas para todo t € (a,b) exceto, possivelmente, nas descontinui-
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dades de &. Daqui em diante consideraremos estas fungoes definidas em (a,b) assumindo

que elas nao estao definidas, possivelmente, nas descontinuidades de x.

Apresentamos a seguir dois teoremas sobre as condig¢oes necessarias de otimalidade
dos problemas (Py) e (P,). Estes teoremas podem ser encontrados em Cerda [7], Elsgoltz
[13], Gregory e Lin [15], e uma demostracao detalhada em Troutman [27], Clarke [11], ou
Hestenes [17].

Teorema 1.1. Seja T uma solu¢ao dtima de (Py). Suponhamos que f, f. e fi sdo
continuas, g é uma funcao de classe C?, e que g;(t,x,%) possui posto completo m < n
para todo (t,x,%) tal que g(t,z,2) = 0 em uma vizinhanca da trajetoria de T em R*H1,

Entao existe um escalar X\ (=0 ou 1) e uma funcio y € Y tais que
_ B B d _ B B
M) + 507 3(0) = = (M) + 507 3:(0)).
para todo t € (a,b) exceto, possivelmente, em descontinuidades de .

Teorema 1.2. Seja T uma solugao dtima de (P). Suponhamos que f, f, e fi sdo
continuas, g € uma funcio de classe C?, e que g;(t,z,%) possui posto completo m < n
para todo (t,z, 1) tal que g(t,x, &) = 0 em uma vizinhanca da trajetéria de T em R,
Entao existe um escalar A (=0 ou 1) e uma funcao y € Y tais que

d

MO + 507G (0 = % (M) +50)73:(0)),

para todo t € (a,b) exceto, possivelmente, em descontinuidades de I, e a condigdo de

contorno abaizxo € satisfeita
Aa(0)" +5(b)" (b) = 0.

Observacgao 1.4.

o A equacao diferencial nos Teoremas 1.1 e 1.2 é conhecida como a condi¢ao nece-

ssdria de Euler.

e Em Hestenes [17] é demonstrado que os pontos de descontinuidade de cada com-
ponente y;, © = 1...,m, da funcao y € Y nos Teoremas 1.1 e 1.2, coicidem com
0s pontos de descontinuidade de Z. Além disso é mencionado que (N, y(t)T) # 0,

t € la,b].

e Em Hestenes [17] e Troutman [27) é demonstrado que a funcio \f(t)T +5(t)" g:(t)

€ continua. Da condi¢cao necessaria de Euler nos Teoremas 1.1 e 1.2 tem-se que
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%(Aﬁb(t)T + g(t)Tgi(t)) é continua por partes. Portanto essa fun¢do é suave por

partes.

e Se A\ =1 dizemos que o problema variacional € normal, caso contrdrio dizemos que
€ anormal. O caso mais simples de um problema normal € considerando o problema
(Py) sem restri¢oes Lagrangeanas ou com restri¢oes do tipo g(xz(t)) = 0, t € [a,b],

ver Troutman [27].

e Mencionamos que algumas hipoteses adicionais sao necessdrias para garantir A\ =
1. Desde que todo problema em Cldlculo Variacional pode ser escrito como um
problema de Controle Otimo, citamos por exemplo o trabalho de Fontes e Lopes [14],
onde encontramos as condicoes que devem ser satisfeitas para garantir A = 1 em
algums problemas de Contole Otimo. Nesta dissertacao consideraremos sé problemas

noTrmais.

Defini¢ao 1.4. = € F; € chamado ponto critico Kuhn Tucker de (Py) se existe uma

fungao y € Y tal que
R0 + 5007 0:06) = 5 (B0 + 507 9:(0)). (1)

para todo t € (a,b) exceto, possivelmente, em descontinuidades de .

Definicao 1.5. & € Fy é chamado ponto critico Kuhn—Tucker de (P2) se existe uma
funcgao § € Y tal que a equagio (1.1) € satisfeita e além disso tem-se a sequinte condi¢io
de contorno

fe(0)" +5(0)"g:(b) = 0. (1.2)
Observacao 1.5. A funcao iy que aparece nas Definigcoes 1.4 e 1.5 é conhecida como a

funcao dos multiplicadores de Lagrange.

O seguinte lema, conhecido como o lema generalizado de du Bois-Reymond ou lema
fundamental, serd usado para demonstrar o teorema de caracterizacao dos problemas
L-KT-pseudo-invexos no Capitulo 3. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada

em Hestenes [17].

Lema 1. Sejam wy,ws fungoes vetoriais continuas por partes em [a,b] tais que

/a ’ (wl(t)Tz/z(t) + wg(t)Tgb(t))dt —0

para toda func¢ao ¥ € X com ¥(a) =0 = (b). Entao wy é suave por partes e Dws = wy

em [a, b].
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CAPITULO 2

INVEXIDADE E CONDICOES SUFICIENTES DE
OTIMALIDADE

Neste capitulo apresentamos inicialmente a definicao de invexidade e algumas exten-
soes deste conceito para uma funcao diferenciavel f : S — R, onde S é um conjunto
aberto e nao vazio de R™. Logo apresentamos as defini¢cdes de invexidade e invexidade
generalizadas para o funcional F(z) = f; f(t,z,)dt e para a funcao f(t,z,z) dadas nos
problemas (P;) e (P,). Apresentamos também alguns teoremas sobre condigoes suficientes
para que todo ponto critico Kuhn-Tucker seja uma solugao 6tima. Estes resultados estao

baseados no artigo de Mond and Husain [22].

A seguir, apresentamos as defini¢oes de invexidade e algumas extensoes deste conceito
no contexto da Programacao Matematica. Estes conceitos foram propostos por Hanson

[16].

Definigcao 2.1. Uma funcao diferencidvel f : S — R, onde S é um conjunto aberto de

R”, € invexa se existe uma funcao n: S x S — R" tal que
f(z) - f(&) = V(@) @,5) VezeS.

Definicao 2.2. Uma funcao diferencidqvel f : S — R, onde S € um conjunto aberto de

R", € pseudo-inveza se existe uma funcao n: S x S — R™ tal que

f(x) < f(z) = Vf(@)'n(x,2) <0  Vo,z€8.
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Definicao 2.3. Uma funcao diferencidvel f : S — R, onde S € um conjunto aberto de

R", € quase-inveza se existe uma funcao n: S x S — R™ tal que
f(z) < f(z) = V(@) n(2,z) <0 Vr,z € S.

Observacao 2.1. As Defini¢oes 2.1 a 2.3 sao extensoes naturais dos conceitos de conve-
zidade, pseudo-converidade e quase-converidade para funcgoes diferencidveis, basta consi-

derar n(x,z) = v — .

Em Mishra e Giorgi [21] podemos encontrar algumas rela¢oes entre as classes das

funcoes invexas e suas extensoes, por exemplo:

1. A classe das func¢oes invexas coincide com a classe das func¢oes pseudo-invexas.

2. A classe das funcoes pseudo-invexas esta contida estritamente na classe das fungoes

quase-invexas.

Agora apresentamos as definicbes de invexidade e quase-invexidade para funcoes
continuas por partes no contexto de Céalculo Variacional. Estas defini¢oes foram propostas

por Mond, Chandra e Husain [23].
Definicao 2.4. A fun¢ao f(t,x(t),x(t)) € invera se para todos x,z € X existe uma
fungao suave por partes n(z,z) : [a,b] — R™ com n(x,x)(t) =0, t € [a,b], tal que

(te,d) — J(L7.5) 2 L0 0l 2O + T ol 7))

S d _
para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de $n(z, ).

Observacgao 2.2. Para manter coeréncia com a notacao adotada no Capitulo 1, vamos

| 0, 3)(t) = n(t, (), 2(1)) = n(t, 7, 7)., t € [a, b],

(. 7)1

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de %n(w, z).

,';](t7 x? f) =

Definigdo 2.5. A funcao f(t,z(t),2(t)) € quase-invezra se para todos x,T € X existe uma

fungao suave por partes n(z,z) : [a,b] — R™ com n(t,x,x) =0, t € [a,b], tal que

flt,z, @) < f(t,z,2) = fu)Tn(t,2,2) + f:()T0(t,z,2) <0

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de 7.
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Podemos observar que se a fungao f(¢,x(t),Z(t)) é invexa com respeito a 7, entao ela

é quase-invexa com respeito a mesma funcao 7.

Agora apresentamos as defini¢oes de invexidade e algumas extensoes deste conceito
para o funcional dos problemas variacionais estudados. Estas defini¢oes foram propostas

por Mond e Husain [22].

Definigao 2.6. O funcional F' € invexo se para todos x,z € X existe uma fun¢ao suave

por partes n(x, T) : [a,b] = R™ com n(t,z,z) =0, t € [a,b], tal que

P~ F@) > [ (5070000 + 0702,

Observagao 2.3. Notemos que se a fungao f(t,z(t),x(t)) € invera com respeito a 1,

entao o funcional F € invexo com respeito a mesma fungao 1.

Definigao 2.7. O funcional F' € pseudo-invezro se para todos r,T € X existe uma fung¢ao

suave por partes n(x, ) : [a,b] — R™ com n(t,z,z) =0, t € [a,b], tal que
F(z) < F(@) = / Fo0) (e, 2. 2) + Fo(t) (e, 2. 7))t < 0

ou equivalentemente

b
| (0 n(t..) + e ift,2,2) )t = 0= Flo) = Pla).

Definicao 2.8. O funcional F' € estritamente pseudo-invezo se para todos x,x € X existe

uma fun¢ao suave por partes 1n(x, ) : [a,b] — R™ com n(t,z,z) =0, t € [a,b], tal que
F(x) :>/ L) n(t,z,2) + fa(t)" (txx))dt<0

ou equivalentemente

b
/(fx() n(t, 2, %) + fo(t)T (txx))dt20:>F(x)>F(;f).

Definicao 2.9. O funcional F' é quase-invexo se para todos r,r € X existe uma func¢ao

suave por partes n(x,x) : [a,b] = R™ com n(t,z,z) =0, t € [a,b], tal que
F(z) é/ f) n(t, x, 2) +fx(t)T7'7(t,:c,:Z)>dt <0

ou equivalentemente

b
/ ( BTt 2, 7) + F0Tn(t, m,f))dt > 0= F(z) > F(3).
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Podemos estabelecer algumas relagoes entre as definigoes dadas para o funcional F,

por exemplo:

1. Se o funcional F' é invexo com respeito a 7, entao ele é pseudo-invexo com respeito

a0 mesmo 7,.

2. Se o funcional F' é invexo com respeito a 7, entao ele é quase-invexo com respeito

a0 mesmo 7).

3. Se o funcional F' é estritamente pseudo-invexo com respeito a 7, entao ele é pseudo-

invexo com respeito ao mesmo 7).

Nas Definicoes 2.4 a 2.9 se fixamos Z e variamos = € X, elas tomam o nome de
invexidade, pseudo-invexidade e quase-invexidade pontual, ou seja, o funcional F' é invexo,
pseudo-invexo ou quase-invexo em T € X. Nos seguintes teoremas usa-se justamente este

tipo de invexidade.

Teorema 2.1. Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (Py). Suponhamos que F é
pseudo-invexo em T com respeito a n, e que g', —g' Sa0 quase-inveras em T com respeito

an,i=1,...,m. Entao T é uma solug¢ao étima global de (Py).

Demonstragao. Seja x € Fy, entio g(t,z,7) = 0 = g(t,7,z),t € (a,b). Dado que
g' é quase-invexa em T com respeito a 1, i = 1,...,m, existe uma fun¢io n € X com
n(t,z,z) =0, t € [a,b], tal que

gL n(t,z,2) + g4 (t) n(t,z,2) <0

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de 1, i =1,...,m. Isto equivale matrici-

almente a
para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de 7.

Fazendo o mesmo para —g*, 1 =1,...,m, obtemos

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de 1. Entdo

9=(O)n(t, 2, T) + ga(t)(t, 2, ) = 0 (2.1)
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para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de 7. Dado que T é um ponto critico

Kuhn-Tucker de (Py), existe y €Y que satisfaz a condi¢ao de Fuler (1.1), assim

/ab(ﬂ(t)T+y<t>Tgx<t>)n<t,x,:f>dt= /ab[ (£ +50)73:(0) )n(t.2.2)|dt. (2.2

Fazendo integracao por partes no sequndo membro da igualdade anterior e notando que

ﬁ(b’x(b)@(b)) = n(bv x(b),x(b)) =0= U(ayx(a)7$(a)) = 77(“: SL’(CL), j(a»: obtemos

[ (0 50 @)t =~ [ (07 + 50750 2 09

Ordenando termos nesta igualdade, temos que

/ (Z0 .20 20 i) )t = = [ (910)7gu(0)0(t,2,2) 500 g5 0 ,7)) .
’ (2.4)
Portanto da igualdade (2.1), obtemos

b
[ (B0t o)+ Fo i, 0)de =0
Desde que F € pseudo-invexo em =, F(x) > F(z)Vx € Fy. Assim T € solu¢ao dtima

global de (Py).

Teorema 2.2. Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (Py). Suponhamos que F ¢
pseudo-invero em T com respeito a 1, e que ¢°, —g' sdo quase-inveras em T com Tespeito

an,i=1,...,m. Entao T é uma solug¢ao étima global de (Ps).

Demonstracao. A prova é andloga a prova do Teorema 2.1, a tnica diferenca € que

quando fazemos integragao por partes na equagao (2.2), obtemos

/ (R0 + 50780 )att e = (B0 + 50750026, 50)
—(fel@)" + 5(a)" 52 (a) )n(a, 2(a), 7(a))
- [ (R0 0750 it .

O primeiro termo do sequndo membro se anula devido a que T € um ponto critico Kuhn-
Tucker de (Ps), e portanto satisfaz a condi¢ao de contorno (1.2), e o sequndo termo se
anula devido a que n(a,x(a),z(a)) = n(a,z(a),z(a)) =0, desde que x,T € Fo. Note que

neste caso, em geral, n(b, z(b),z(b)) # 0, pois a condi¢ao de fronteira x(b) em (Py) € livre.

Observacao 2.4. Pela argumentacao utilizada nas provas dos Teoremas 2.1 e 2.2, caso

o multiplicador de Lagrange seja nao-negativo, as conclusoes ainda valem se apenas g* é
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quase-tnvexa, 1 = 1,...,m.
O seguinte teorema mostra que a otimalidade global é mantida, se em lugar da funcao
restricdo g, uma nova funcao definida em termos de g é quase-invexa.

Teorema 2.3. Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (P;), i = 1 ou i = 2, com
multiplicador de Lagrange . Suponha que F é pseudo-invexo em T com respeito a n e

que a fungao 0(-,y) : X — R definida por:

b
0fa.) = [ ) glt,n, i)t
a
€ quase-invera em T com respeito a 1. Entao T é uma solugao dtima global de (P;).

Demonstracao. Seja x € F;, i =1 ou i = 2, entao

/ 0T gt 2, &)dt = 0 — / G0 g(t, 5, 5)dt.

Da quase-invezidade de 0(-,7y), tem-se

b
| (007 9.0t 2.2) + 916 gs(0)itt,0,7) e < .

Do fato que T é um ponto critico Kuhn-Tucker de (P;) e prosequindo de forma similar
a demonstracao do Teorema 2.1 se v = 1 ou Teorema 2.2 se i = 2, obtemos a igualdade

(2.4). Por tanto
b
/ (fx(t)n(t,:c, )+ fi(t)n(t, f) dt > 0.
Finalmente da pseudo-inveridade de F em &, temos que, F(z) > F(z)Vx € F;.

O seguinte teorema déi condigoes suficientes para otimalidade global estrita de um

ponto critico Kuhn-Tucker.

Teorema 2.4. Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (P;), i = 1 ou i = 2, com
multiplicador de Lagrange y. Suponha que F' € quase-invexo em T com respeito a 1 e que
a fungao 0(-,y) € estritamente pseudo-invexa em T com respeito a 1. Entao T € solug¢ao

dtima global estrita de (FP;).

Demonstracao. Seja x € F;, 1 =1 ou i = 2, entao

/ 90 gt 2, )t = 0 / G0 gt 7, 3)dt.
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Dado que 0(-,7) € estritamente pseudo-invexa em T, tem-se

b
[ (07 suOmt 23t + 30 a0y 3) ) <0

Desde que T um ponto critico Kuhn-Tucker de (P;) e de acordo com a demonstra¢ao do

Teorema 2.1 se 1 =1 ou Teorema 2.2 se 1 = 2, isto implica que

/ab (fx(t)Tn(t,x, :E) + f:b(t)Tﬁ(t, :B,j) g 0.

Portanto da quase-invezidade de F' em T obtemos que F(x) > F(Z)Vx € F;.

O seguinte teorema mostra que é suficiente ter a pseudo-invexidade da fungao Lagran-

geana para obter otimalidade global de um ponto critico Kunh-Tucker.

Teorema 2.5. Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (P;), i = 1 ou i = 2, com

multiplicador de Lagrange y. Se a fun¢ao Lagrangeana ¥(-,y) : X — R definida por

V(x,y) = / b (£(t.w.2) +5(0) g(t, ) ) dt

é pseudo-invera em T com respeito a 1, entao T € solug¢ao dtima global de (F;).

Demonstracao. Seja x € F;, @ = 1 ou v = 2. Do fato que T é um ponto critico
Kuhn-Tucker de (P;) e de acordo com as demonstragoes dos Teoremas 2.1 se i = 1 ou

Teorema 2.2 se i = 2, obtemos a equagao (2.3), ou seja
b — —
| (Bt + o6/ aute))ate, o2yt + (0" + 500" 9a(0) ittt = .
Da pseudo-invexidade de ¥(-,7y), tem-se
(2, y) > P(z,y) Vo e F,

i.€.,

/a b (F(t.2,0) + () (2, 2.0) ) dt > / b (£(t.2.8) + 50"t 3,8) )t Vo € .

Dado que z,7 € F;, g(t,x, &) = 0 = g(t,7,%), t € (a,b), assim da iltima desigualdade
obtemos que

F(z) > F(z) Vx € F,.
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CAPITULO 3

CARACTERIZACAO DE PROBLEMAS VARIACIONAIS
L-KT-PSEUDO-INVEXOS

Neste capitulo apresentamos a definicao de problemas variacionais [L-KT-pseudo-
invexos para os problemas (P;) e (P). Apresentamos também uma proposi¢ao sobre
as condicoes suficientes para L-KT-pseudo-invexidade pontual e provamos a suficiéncia
e necessidade para que todo ponto critico Kuhn-Tucker seja uma solucao o6tima. Os

resultados apresentados neste capitulo se baseiam no trabalho de Arana et al. [1].

Defini¢do 3.1. Dizemos que o problema variacional (Py) é L-KT-pseudo-invexo se para
todos ©,z € Fy com F(x) < F(Z) e para cada § € Y com o0s mesmos pontos de
descontinuidade que T, existe uma fungdo suave por partes n(x,T,y) : [a,b] — R™ com
n(z, Z,§)(a) = 0 =mn(z,z,§)(b) tal que

| [0 + 50" 2.0 o 2.9)0) + () + 916)79500)) G 2. )0) e < 0. (3.)

Observacao 3.1. Para manter coeréncia com a notacao adotada no Capitulo 1, vamos

n(x, T, §)(t) = n(t, z(t), 2(t), y(t)) = n(t, z,7,7), t € [a,b],

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de “%n(x, T, 7).
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Definigao 3.2. Dizemos que o problema variacional (Py) é L-KT-pseudo-invexo se para
todos x,x € Fy com F(x) < F(Z) e para cada func¢ao y € Y com os mesmos pontos
de descontinuidade que I, tais que a condicio de contorno fi(b)T + 7(b)Tgs(b) = 0 é
satisfeita, eriste uma fungao suave por partes n(x,z,q) : [a,b] = R™ com n(a,z,z,7) =0

tal que
b — —
/ (LT + 90 g (O)n(t,2,3,9) + (SO +5(1) 5:(0) it 2.3, 5)|dt < 0.
Nas defini¢oes anteriores se fixamos ¥ e variamos = € JF; e y € Y, elas tomam o nome

de [L-KT-pseudo-invexidade pontual.

Observacao 3.2. Daqui em diante assumiremos que a funcao y € Y que aparece nas

Definicoes 3.1 e 3.2 tem os mesmos pontos de descontinuidade que .
Os seguintes teoremas dao condigoes suficientes para que os problemas (P)) e (P)
sejam L-KT-pseudo-invexos pontualmente.

Teorema 3.1. Seja © € Fy. Se para cada fun¢ao §y € Y a fungao Lagrangeana (-, 7) :
X — R dada por

b
vl = [ (Fni) + gt glt.o. ) d
é pseudo-invexa em T, entao (Py) é L-KT-pseudo-invexo em Z.

Demonstragao. Seja y € Y tal que ¥(x,y) é pseudo-invexa em T. Tomemos v € Fy

com F(x) < F(2), i.e.,
/ftx:vdt</ftxa;

Desde que z,7 € Fy, y(t)Tg(t,x, &) =0=y(t)"g(t,z,z), t € (a,b). Portanto

/ab (F(t.w.2) + a0 gt . 2) )t < /ab (F(t.2.5) + ()7 (1.2, 5) )t

Da pseudo-inveridade pontual de 1 (x,y) existe n € X com n(t,z,x) =0, t € [a,b], tal

que

b
[ [0 + 30750t .2) + (07 + 500 0, e < 0
obtendo assim que (Py) é L-KT-pseudo-invexo com n(t,x,z,y) = n(t, x, T).

Teorema 3.2. Seja T € Fo. Se para cada func¢ao y € Y tal que (T,7) satisfaz a condigao
de contorno (1.2) a fun¢ao Lagrangeana (-, y) : X — R € pseudo-invexa em T, entao o

problema (Py) é L-KT-pseudo-invexo em Z.



3 Caracterizacao de Problemas Variacionais L-KT-Pseudo-invexos 26

Demonstracao. A prova deste teorema € similar a prova do Teorema 3.1, basta obser-

var que a fun¢ao n encontrada satisfaz a condi¢ao de contorno da Definicao 3.2, pois

n(a, z(a), #(a),y(a)) = nla, z(a), ¥(a)) = nla, z(a), z(a)) = 0.

O seguinte teorema caracteriza os problemas variacionais L-KT-pseudo-invexos.

Teorema 3.3. O problema (P;), i =1 oui =2, é L-KT-pseudo-invezro se, e somente se,

todos seus pontos criticos Kuhn-Tucker sao solugoes otimas globais.

Demonstragao. Apresentamos a prova para (Pi), a prova para (Py) pode ser feita de

forma similar.

=] Seja T um ponto critico Kuhn-Tucker de (Py). Entao existe §y € Y tal que (Z,7)
satisfaz a condi¢ao de Euler (1.1). Seja x € Fy. Desde que (Py) é L-KT-pseudo-invexo
existe n € X com n(a,z,z,y) = 0 = n(b,z,z,y) tal que se F(x) < F(Z) a desigualdade

(3.1) € satisfeita, ou equivalentemente,

/ (RO + 50 g 0)n(t 2. 2.5) + (FOF + 50 5:(0) it v, 2,9)]dt = 0 (32)

implica em F(x) > F(z). Aplicando integragcao por partes obtemos
b
/ (F0) + 50 g n(t 2, 2,9) + (F(0)” + 50" ga0)0(t, . 7. 5) | dt =

[ (0 +5075.00) — 3 (57 + 507 3:0) e, .7, 98-+

(ﬁ(t)T + zj(t)ng:(t)>77(t, 2,7,5) |°= 0.

Logo da L-KT-pseudo-invexidade de (Py) temos que F(x) > F(T) Vx € F.

<] Suponhamos agora que todos os pontos criticos Kuhn-Tucker de (Py) sao solugoes
otimas. Sejam x,T € Fi tais que F(x) < F(Z), e seja y € Y. Temos que encontrar uma

fungao n € X com n(a,x,z,y) =0 =mn(b,z,z,y) tal que

L(n) = / (F0 + 30 50)n(t 2, 2,9) + (F(O7 + 5050 (t, . 2,5) | dt < 0.

Suponhamos que nao existe uma fung¢ao n € X com n(a) = 0= n(b) tal que L(n) < 0.
Entao L(n) > 0 também nao possui solugao, pois se possuir uma solu¢ao 1m, —n seria

solugao de L(n) < 0. Portanto

£l = [ [(E@7 + 507 g0)n(t.2.2.) + (0 + 50" ga(0)it2.2.9)] dt =0,
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para todo n € X com n(a,x,z,y) = 0 = n(b,xz,z,y). Do Lema generalizado de du
Bois-Reymond, apresentado no Capitulo 1, temos que fi(t)T + y(t)7g:(t) ¢ suave por
partes e
R0 + 507 3:(0) = 5 (R0 + 50 3.0,

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de T, ou seja, T é um ponto critico
Kuhn-Tucker de (Py). Pela hipdtese do teorema temos que todo ponto critico Kuhn-Tucker
é solugao dtima, i.e., F(z) < F(z) Yx € F1, o que contradiz o fato de que existe © € Fy
com F(x) < F(z). Portanto, existe n € X com n(a,z,z,y) = 0 = n(b,z,z,y) tal que
L(n) < 0. Assim temos provado que o problema (Py) é L-TK-pseudo-invezo.

Notemos que para o problema (Ps) temos que provar que existe n € X comn(a,z,T,y) =
0 tal que L(n) < 0. Fazendo as mesmas suposi¢oes que para o caso anterior, obtemos
L(n) = 0 para todo n € X com n(a,x,z,y) = 0. Tomando em particular os n’s tais que
n(b,x,z,y) = 0 e aplicando o Lema generalizado de du Bois-Reymond, obtemos que o

problema (P,) é L-KT-pseudo-invezo.
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CAPITULO 4

KT-PSEUDO-INVEXIDADE SEM MULTIPLICADORES

Neste capitulo introduzimos a definicao de KT-pseudo-invexidade para os problemas
variacionais (P;) e (P;). Esta nova defini¢do nao envolve os multiplicadores Lagrangeanos
como as defini¢coes apresentadas no Capitulo 3. Mostramos que, supondo algumas con-
digoes, as definicoes com e sem multiplicadores sao equivalentes. Portanto um resultado
similar ao Teorema 3.3 é valido usando esta nova definicao. Os resultados deste capitulo
foram obtidos como adaptacoes, para casos particulares, de resultados similares para

problemas de controle 6timo encontrados em de Oliveira et al. [25].

Defini¢do 4.1. Dizemos que o problema (Py) é KT-pseudo-invero se para todos x,T €
Fi1 com F(x) < F(z) existe uma fung¢ao suave por partes n(z,z) : [a,b] — R™ com

n(x,z)(a) =0 =n(z,z)(b) tal que

b ~pd
| (00w 2)0) + 20 Gnta.2)(®))de < 0 (41)
e
_ _ _ o d _
9a(t)n(, 2)(8) + 9a(t) 7m(z, 2)(t) = 0, ¢ € (a,b). (4.2)
Para manter coeréncia com a notacao adotada usaremos as notacoes dadas na Obser-
vacao 2.1:

para todo t € (a,b) exceto nas descontinuidades de %n(x, z,7).
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Definigao 4.2. Dizemos que o problema (P) é KT-pseudo-invero se para todos x,T € Fo
com F(x) < F(Z) existe uma fun¢ao suave por partes n(x, ) : [a,b] — R" comn(a,z,z) =

0 tal que as condicoes (4.1) e (4.2) sao satisfeitas.

Os seguintes teoremas mostram, supondondo algumas condic¢oes, a equivaléncia entre

as definicoes de L-KT-pseudo-invexidade e KT-pseudo-invexidade.

Teorema 4.1. Suponhamos que f.(t), fi(t) sao continuas para todo x € Fy, t € [a,b], que
9:(t), g:(t) sio de classe C* para todo x € Fy, t € [a,b], e que g:(t) tem posto completo
m <n Vx € Fy, t € la,b]. Entao o problema (Py) é KT-pseudo-invexo se, e somente se,

¢ L-KT-pseudo-invexo.

Demonstragdo. =| Sejam x,z € Fy tais que F(x) < F(z), e sejay € Y. Da KT-
pseudo-invexidade de (Py) existe n € X com n(a,z,z) =0 = n(b,x,z) satisfazenddo (4.1)
e (4.2). Entao

0 > / (£ n(t,2,2) + Lot) it ,2) ) di + /aby(t)T@z(t)n(t,xw)+g¢(t)ﬁ(t,ﬂf,x)>dt

_ / (RO + 50T ga(0)) (k2. 7) + (Fo(0)T +5(6) 5a(0)ilt, v, 7).
Portanto (Py) é L-KT-pseudo-invexo com n(t,x,z,y) = n(t, x, ).

<] Suponhamos que (Py) nao é KT-pseudo-invezo, entao existem x,T € JFi com
F(x) < F(z) tal que para todo n € X com n(a) =0 =n(b) as condigdes (4.1) e (4.2) nao
sao verificadas simultaneamente.
Defina
D(t.n,n) = fo(@) n+ fu(t) 0, t € [a,0],
p(t,m,1) = ge(O)n + ga(t)n, ¢ € [a,].

Consideremos o sequinte problema variacional:

)
Minimizar ¢(n / W(t, n(t))dt
sujeito a - n(a) =0=mn(b)

@(tvn( )aT}( )) =0, te (a’ b)
n e X.

Notemos que 1 = 0 € uma solugao otima deste problema variacional. Da hipdtese as

fungoes Y(t,1,79), Py(t,n,0) = [o(t), a(t,n,0) = fa(t) sio continuas e p(t,1,7) é de

classe C?. Dado que @;(t,n,m) = g:(t), onde por hipdtese g:(t) tem posto completo
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m < n, temos pelo Teorema 1.1 que existe uma funcao y € Y tal que

GO + 5076 (8) = 5 (50 + 50 @), 1€ (@,h).

Calculando as derivadas parciais da equacao anterior e avaliando em 7 = 0, obtemos

_ B B d /- B B
L0 + 50 3:0) = 3 (O +50)"5:(0)). 1€ (a.b),

de modo que T é um ponto critico Kuhn-Tucker de (Py). Da hipdtese (Py) é L-KT-pseudo-
invero e pelo Teorema 3.3 T € solugao dtima de (Py), o que contradiz o fato que existe

x € Fy com F(x) < F(z). Portanto (Py) é KT-pseudo-invezo.

Teorema 4.2. Suponhamos que f.(t), f:(t) sao continuas para todo x € Fa, t € (a,b),
que g.(t), g:(t) sao de classe C? para todo x € Fy, t € (a,b), e que g;(t) tem posto
completo m < n Yz € Fy, t € (a,b). O problema (P,) é KT-pseudo-invero se, e somente

se, € L-KT-pseudo-invezxo.

Demonstragao. =] Similar o demonstra¢ao do Teorema 4.1, com a unica diferenca que

a fungao n encontrada satisfaz a condigao de contorno n(a,x,z,y) = n(a,z,z) = 0.

<| Procedemos também de forma andloga que o teorema anterior, sé basta notar que,
neste caso, o problema variacional a ser considerado é
r b
Minimizar o(n) = [ o(tn(e). )00
sugeito a  n(a) =0
e(t,n(t),n(t)) =0, te(a,b)
neX

\

onde 1 = 0 € uma solucao otima deste o problema variacional. Pelo Teorema 1.2 temos

que existe uma funcao y € Y tal que

B+ 50 0 = (BT 50 E0), 1€ (@b
i (b)" +

Calculando as derivadas parciais das equagoes anteriores e avaliando em 1 = 0, obtemos

0 sequinte sistema

R+ 50 .0 = (B0 507 8:0), 1€ (@h)

(0" +5(t)7g:(0) = 0,

por tanto T é um ponto critico Kuhn-Tucker de (Py). Assim (P) é KT-pseudo-invezo.
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Observagao 4.1. As hipdteses de reqularidade das fungoes f.(t), fi(t), g=(t) € g:(t) e do
posto completo de g; nos Teoremas 4.1 e 4.2 sao usadas apenas para demonstrar a volta

destes teoremas, ou seja, que L-KT-pseudo-inveridade implica KT-pseudo-invezidade.

Mostrada a equivaléncia entre KT-pseudo-invexidade e L-KT-pseudo-invexidade te-

mos os seguintes resultados:

Corolario 1. Seja i =1 ou i = 2. Se o problema (P;) é KT-pseudo-invexo, entao todos

seus pontos criticos Kuhn-Tucker sao solucoes otimas.

Demonstragao. Se o problema (P;) é KT-pseudo-invexo temos pelo Teorema 4.1, se i=1,
ou Teorema 4.2, se i—2, que o problema (P;) é L-KT-pseudo-invexo. Logo pelo Teorema

3.3 todos seus pontos Kuhn-Tucker sao solugoes dtimas.

Corolario 2. Seja i =1 ou i = 2. Suponhamos que f.(t), fi(t) sao continuas para todo
v € F;, t € [a,b], que g.(t), g:(t)sdo de classe C* para todo v € F;, t € [a,b], e que
g:(t,x(t), 2(t)) tem posto completo m < n Vx € F;, t € [a,b]. Entao, se todos os pontos

criticos Kuhn-Tucker de (P;) sao solugoes dtimas, o problema (P;) é KT-pseudo-invezo.

Demonstragao. Se todos os pontos criticos Kuhn-Tucker de (P;) sao solug¢oes dtimas
temos pelo Teorema 3.3 que (P;) é L-KT-pseudo-invexo. Logo do Teorema 4.1, se i=1,

ou Teorema 4.2, se i—2, e da observagao 4.1, o problema (P;) é KT-pseudo-invezxo.

Tendo em conta o uso das hipo6teses de regularidade e do posto completo, podemos

escrever os dois corolarios anteriores em um sé resultado como:

Coroléario 3. Seja i =1 ou i = 2. Suponhamos que f.(t), fi(t) sao continuas para todo
r € Fi, t € [a,b], que g.(t), g:(t)sio de classe C? para todo x € F;, t € [a,b], e que
g:(t,x(t),2(t)) tem posto completo m < n Vx € F;, t € [a,b]. Entao o problema (P;) é
KT-pseudo-invero se, e somente se, todos seus pontos criticos Kuhn-Tucker sao solucoes

otimas.
Demonstracao. O resultado seque da equivaléncia dos sequintes fatos:
(i) KT-pseudo-invexidade,

(i) L-KT-pseudo-inveridade,

(111) Todos os pontos criticos Kuhn-Tucker sao solugoes dtimas.
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Observacao 4.2. Notemos que o resultado de caracterizacao para problemas KT-pseudo-
inveros (que nao envolvem os multiplicadores de Lagrange em sua definigao), dado no
Coroldrio 3, exige o cumprimento das hipoteses de reqularidade e posto completo para ser
vdlido. No entanto, o resultado de caracterizacao para problemas L-KT-pseudo-invexos
(que envolvem os multiplicadores de Lagrange em sua defini¢ao), dado no Teorema 3.3

nao requer hipoteses adicionais para garantir a sua validade.
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CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Estudamos os resultados obtidos em Mond and Husain [22] e Arana-Jiménez et al.
[1] para problemas variacionais com restri¢bes Lagrangeanas do tipo g(t,z(t),#(t)) <
0. Em Mond and Husain [22] estudamos as condig¢oes suficientes de otimalidade tipo
Kuhn-Tucker usando invexidade e invexidade generalizada das func¢des que compoem o
problema. Neste trabalho adaptamos estes resultados para os problemas variacionais
(Py) e (P,) com restrigoes Lagrangeanas ¢(t,z(t),#(t)) = 0. Em Arana-Jiménez et al.
[1] estudamos problemas variacionais L-KT-pseudo-invexos e é apresentado um teorema
de caracterizacao para essa classe de problemas, a saber, o problema variacional é L-
KT-pseudo-invexo se, e somente se, todos seus pontos criticos Kunh-Tucker sao solugoes
Otimas. Nesta dissertagao redefinimos L-KT-pseudo-invexidade para os problemas (P) e
(P,) e provamos o teorema de caracteriza¢ao antes mencionado usando estas defini¢oes.
Finalmente com a introducao de uma nova definicao de invexidade generalizada, chamada
de KT-pseudo-invexidade, que nao envolve os multiplicadores Lagrangeanos, provamos
que KT-pseudo-invexidade implica L-KT-pseudo-invexidade. Considerando hipoteses de
regularidade das fungoes f,.(t), fi(t), g=(t) e g:(t), e verificando o posto completo de
gz, provamos que L-KT-pseudo-invexidade implica KT-pseudo-invexidade. Portanto con-
cluimos que, supondo essas hipéteses, os problemas KT-pseudo-invexos sao aqueles onde

todos seus pontos Kunh-Tucker sao solugoes 6timas.

Como trabalhos futuros, seria interessante investigar a generalizacao destes resultados
para o contexto nao-suave. Além disso, poderiamos considerar outras variantes do pro-
blema de Célculo Variacional, como aqueles em que as condicoes sobre os estados inicial
e final vém dadas na forma funcional ou ainda na forma abstrata. Nao podemos deixar

de mencionar também os famosos problemas isoperimétricos e os problemas variacionais
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multiobjetivos, que possuem grande importancia em aplicagoes.

Outra questao instigante é a relagao das condicoes suficientes apresentadas aqui com
outras conhecidas na literatura, tais como a condigdo de Weierstrass (baseada em campos
de extremais e na integral invariante de Hilbert), a condigao de Jacobi, condigoes de

3

segunda ordem, entre outras.

Recentemente surgiu na literatura a nogao de KT-invexidade de segunda ordem para
problemas de programacao matemética, veja Ivanov [18]. Entdo outra possibilidade de
trabalho futuro é a generalizacdo desta nova nocao de invexidade generalizada para
o contexto de Calculo Variacional, baseando-se nas conhecidas condigoes (de segunda

ordem) de Legendre.

Finalmente outro trabalho futuro seria investigar resultados de dualidade utilizando os

conceitos de L-KT-pseudo-invexidade e KT-pseudo-invexidade propostos neste trabalho.
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