
����� ��� �	�
� ���

 �
�


����	���
 ����	����
 �� ��	�
�	�
�� �� ������� �
�	
�	��
�

��� ��
� �� �	� �����

��� 



 
Rocío del Pilar Rojas Jara 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Condições Suficientes de Otimalidade em Cálculo Variacional 

 
Dissertação apresentada como parte dos 
requisitos para obtenção do título de Mestre 
em Matemática, junto ao Programa de Pós-
Graduação em Matemática, Área de 
Concentração – Matemática Aplicada, do 
Instituto de Biociências, Letras e Ciências 
Exatas da Universidade Estadual Paulista 
“Júlio de Mesquita Filho”, Campus de São 
José do Rio Preto. 

 
Orientador: Prof. Dr. Valeriano Antunes de 
Oliveira 

 
 

São José do Rio Preto 
2013 

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
Rojas Jara, Rocío del Pilar. 
     Condições suficientes de otimalidade em cálculo variacional 
/ Rocío del Pilar Rojas Jara. -- São José do Rio Preto, 2013 

 36 f. 
 

Orientador: Valeriano Antunes de Oliveira 
Dissertação (mestrado) – Universidade Estadual  Paulista “Júlio de 

Mesquita Filho”, Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas 
 

       1. Cálculo variacional. 2. Condições de otimalidade. 3. Convexidade 
generalizada  I. Oliveira, Valeriano Antunes de. II. Universidade 
Estadual Paulista "Júlio de Mesquita Filho". Instituto de Biociências, 
Letras e Ciências Exatas. III. Título. 

 
CDU – 517 
 

Ficha catalográfica elaborada pela Biblioteca do IBILCE 
UNESP - Campus de São José do Rio Preto 

 



 
 

 
Rocío del Pilar Rojas Jara 

 
 
 
 
 
 
 
 

Condições Suficientes de Otimalidade em Cálculo Variacional 
 

Dissertação apresentada como parte dos 
requisitos para obtenção do título de Mestre 
em Matemática, junto ao Programa de Pós-
Graduação em Matemática, Área de 
Concentração – Matemática Aplicada, do 
Instituto de Biociências, Letras e Ciências 
Exatas da Universidade Estadual Paulista 
“Júlio de Mesquita Filho”, Campus de São 
José do Rio Preto. 

 
 

Comissão Examinadora 
 
Prof. Dr. Valeriano Antunes de Oliveira 
UNESP – São José do Rio Preto 
Orientador 
 
Prof. Dr. Geraldo Nunes Silva 
UNESP – São José do Rio Preto 
 
 
Profª. Drª. Lucelina Batista dos Santos 
UFPR – Paraná 
 
 

São José do Rio Preto 
20 de dezembro de 2013 



��� ���� ��	�
 ���� � 
	����	��


�� ��� ������
 ��� ��� �	�� ��	�� 	���������


� �	��� ���� ��� ���� ��� ������


�������



����������	
��

�������� � 	�
� �
� 
� ��
 � ����� �
������� ���� � �����
��� ����� ���������

�� 
�
 ������ ������ 	����� ���� ����� ��������� � ��� 
� ���
�� ��
��� � ������
��
������ ��� ������
���� �������� ��� ��� 
� ���
������� ��� 
�
����� 
��� �������� ��

���� �����

��� 
�
� ���� �
� ��
��� 
� �����
 �
 ����� �� ����� ���

�������� �� !���� 	�� ������ "
��� #������� ����� ��
� ��������� ����� ������������
�
���� ���������

�������� �������
���� �� !���� 	�� ��������� ���
��� �� �������� ���� ����$����%
���� �������� � ���� ���������� �� ���������� ����� ������������

�� ��������� &������ '
��� (���� ��� ��� ���������� �
 
���� ���������� � ��� 
�
���� � �����
������ �� �����)�� � 
������� ����� ������
�����

* +�!,( ���� ����� ��������� � � ����� �
� �� ���

� ���
� �������
���
 ���� �
�����)���� ����� ���������



� ��� ����� �	� 
 �
	�
�� �	���	�


�	� 
 �����
 
������
 �	� � ����

�����
 �� ����
�� �������� ��

������� � 
������� �� ����� �
���

�
�� ���
� ��
���
��� �	� ����
���


�
����� �	� ��
���
���
 ������� �	�

�����
��� ����	�
 �����
 �	�� �	
��

����� �����
 ����
 �	�� �	
�� ���� � 

�����	��� �

���� ��	
�
�
 ��	�����




������

����� ������	
 �
��
�����
� �

� ��
������ ���
��

��
� �
� �����
���� ������������

�
 �
�
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��� �� �	���� ��
������ �� ���	
��������

��� � �
�
����� �� ����
����� � 
������ 	������� f(t, x, ẋ) � g(t, x, ẋ) �� 
	��� ��

f(t, x(t), ẋ(t)) � g(t, x(t), ẋ(t)) ������������
��� �
�� x : [a, b] → R
n� ��� �������� ẋ�

#�
������ �� ��������� �������� �� f ��� �������� � t, x � ẋ� ������������
��� ���

ft, fx = [fx1 fx2 . . . fxn ]
T , fẋ = [fẋ1 fẋ2 . . . fẋn ]

T .

$
�
�����
��� ��
������ �� ��������� �������� �� g ��� �������� � t, x � ẋ� ����������!

��
��� ���

gt =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1t

g2t
���

gmt

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, gx =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1x1
g1x2

. . . g1xn

g2x1
g2x2

. . . g2xn

���
���

gmx1
gmx2

. . . gmxn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, gẋ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g1ẋ1
g1ẋ2

. . . g1ẋn

g2ẋ1
g2ẋ2

. . . g2ẋn

���
���

gmẋ1
gmẋ2

. . . gmẋn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

�
�� g = [g1 g2 . . . gm]T �



� �������	 � 
���
�
����	 ��

�������� 	
	
 ��� �����	 
���
�� x � �	������ �	� ����
� 
� ����� �
 
����
 ���

�������	 ����� a = c0 < c1 < . . . < cl+1 = b ��
 ��
 x|(ck,ck+1) � �	������ ���� �	�	

k = 0, . . . , l 
 	� 
����
� 
��
���� x(c−k )� x(c
+
k−1) ��	 ����	� ���� �	�	 k = 1, . . . , l + 1� �



����
� �	��	� ���
��	�
� ck, k = 1, . . . , l� 	��
 	� 
����
� 
��
���� �
 x ��	 �������	�� 
��
�

�	��	� ��	 ������	� �	��	� �
 �
��	���������
 �
 x�

�
 x � ��� �����	 �
�	���
� �� 
�	� ��
 x � �	������ �	� ����
� 
� ����� �
 ���� ��� ���

���� �		��
����� � �	������ �	� ����
� 
� ������ !
��
 ���	� 	� �	��	� �
 �
��	���������


�
 x ��	 	� �	��	� �
 �
��	���������
 �
 ���� ��� ��� ���� �		��
������

��
������� 	
	


• ��� �����	 �	������ �	� ����
� �	�
��� ��	 
���� �
����� �	� �
�� �	��	� �


�
��	���������
�

• �
 ��� �����	 �	������ �	� ����
� ��	 
����
� �
����� ��� �	��	 ���
��	� ��

�������	 
 	� 
����
� 
��
���� �
��
 �	��	 �	�����
�� �	�
�	� �
���� � �����	 �
��


�	��	 �	�	 �
��	 	 ��
	� �	� 
����
� 
��
�����

�������� 	
�
 ��� �����	 �	������ x : [a, b] → R � ����
 �	� ����
� �
 
����
 ���

�������	 ����� a = c0 < c1 < . . . < cl+1 = b ��
 ��
 x|(ck,ck+1) � �
 �
���
 C1 ���� �	�	

k = 0, . . . , l 
 	� 
����
� 
��
���� ẋ(c−k )� ẋ(c
+
k ) ��	 ����	� �
 ck �	� �� �	��	 ���
��	� ��

�������	� �
 �
��
 �	��	 	� 
����
� 
��
���� �
 ẋ ��	 �������	�� 
��
 � ������	 �	��	 �


�
��	���������
 �
 ẋ�

�
 x : [a, b] → R
n� �� 
�	� ��
 x � ����
 �	� ����
� �
 ���� �		��
���� xi : [a, b] → R�

i = 1, . . . , n� � ����
 �	� ����
�� !
��
 ���	� 	� �	��	� �
 �
��	���������
 �
 ẋ ��	 	�

�	��	� �
 �
��	���������
 �
 ���� ẋi�

��
������� 	
�
 !	�
�	� ��
 � �
������ �
 ��� �����	 ����
 �	� ����
� � �	������

�	� ����
� 
� ������

��������� 	�
 Y � ��	��� ��� 
������ ����
���� ��������� 	�
 	�
��� �� ����� �����

	�
 y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , ym(t))� ��� � ��
�� ‖ · ‖∞�

��������� 	�
 X � ��	��� ��� 
������ ������ 	�
 	�
��� x : [a, b]→ R
n ��� � ��
��

‖x‖ = ‖x‖∞ + ‖Dx‖∞,

����



� �������	 � 
���
�
����	 ��

Dx = y ⇔ x(t) = x(a) +

∫ t

a

y(s)ds ∀t ∈ [a, b].

��������� D =
d

dt
�	
��� ��� ���
��
��
����� �� ẋ�

��� ����� �������� ���������� �� ��
� ��������� ���
�

���
� � ����� ����������

(P1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�
�
�
��� F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt

����
�� � x(a) = α, x(b) = β

g(t, x(t), ẋ(t)) = 0, t ∈ (a, b)

x ∈ X.

(P2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�
�
�
��� F (x) =

∫ b

a

f(t, x(t), ẋ(t))dt

����
�� � x(a) = α

g(t, x(t), ẋ(t)) = 0, t ∈ (a, b)

x ∈ X.

���
 α = [α1 α2 . . . αn]
T � β = [β1 β2 . . . βn]

T ��� ������� �� R
n ������

 �������� ��� F1 � F2 �� 
�������� ��� �������� ��
�!��
� �� (P1) � (P2) �����
�
��"

������ 
����

F1 := {x ∈ X : x(a) = α, x(b) = β, g(t, x, ẋ) = 0, t ∈ (a, b)},

F2 := {x ∈ X : x(a) = α, g(t, x, ẋ) = 0, t ∈ (a, b)}.

�������� 	
�
 x̄ ∈ Fi� i = 1 �� i = 2� � ��� ����	
� ��
�� ������ �� ���
�� ������ ��

(Pi)� ��

F (x̄) ≤ F (x) ∀x ∈ Fi.

�� � ���
�������� � ����
�� �
����� ��� x̄ ∈ Fi � ��� ����	
� ��
�� ������ ����
�� ��

���
�� ������ ����
�� �� (Pi)�

��� �
���


���� �� �������� ���� x̄ ∈ X� ��������� ���

f̄x(t) = fx(t, x̄, ˙̄x), f̄ẋ(t) = fẋ(t, x̄, ˙̄x),

ḡx(t) = gx(t, x̄, ˙̄x), ḡẋ(t) = gẋ(t, x̄, ˙̄x).

�
�������� 	
�
 ������� ��� �� ���	��� f(t, x(t), ẋ(t))� g(t, x(t), ẋ(t))� fx(t)� fẋ(t)�

gx(t) � gẋ(t) ���
� ����
��� ���� ���� t ∈ (a, b) ������� ����
��������� ��� �������
��
 



� �������	 � 
���
�
����	 ��

����� �� ẋ� ����	 �
 �	���� 
���	������
�� ����� ������� ����	��� �
 ����� ����
	���

��� ���� ��� ����� ����	���� ����	���
����� ��� ���
���	��	����� �� ẋ�

���������	
� � ����
� �

� ��
��	�� �
��� �� �
��
���� ��������
�� �� 
�
	��
����

�
� ��
���	�� (P1) � (P2)� ����� ��
��	�� �
��	 ��� ���
�����
� �	 ����� [�]� ����
���

[��]� ����
�� � �
� [� ]� � �	� ��	
�����!
 �����"��� �	 #�
��	�� [$�]� ����%� [��]� 
�

&������� [��]�

������� ���� ���� x̄ �
� ������� ��	
� �� �P1�� �������
�� ��� f � fx � fẋ ���


��� ����� g ! �
� ������ �� 
����� C2� � ��� gẋ(t, x, ẋ) �����	 ����� 
�
����� m ≤ n

���� ���� (t, x, ẋ) ��� ��� g(t, x, ẋ) = 0 �
 �
� �	"	������ �� ��������	� �� x̄ �
 R
2n+1�

#���� �$	��� �
 ��
���� λ �= 0 �� 1� � �
� ������ ȳ ∈ Y ��	� ���

λf̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
λf̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
,

���� ���� t ∈ (a, b) �$
���� ����	���
����� �
 ���
���	��	����� �� ˙̄x�

������� ��	� ���� x̄ �
� ������� ��	
� �� �P2�� �������
�� ��� f � fx � fẋ ���


��� ����� g ! �
� ������ �� 
����� C2� � ��� gẋ(t, x, ẋ) �����	 ����� 
�
����� m ≤ n

���� ���� (t, x, ẋ) ��� ��� g(t, x, ẋ) = 0 �
 �
� �	"	������ �� ��������	� �� x̄ �
 R
2n+1�

#���� �$	��� �
 ��
���� λ �= 0 �� 1� � �
� ������ ȳ ∈ Y ��	� ���

λf̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
λf̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
,

���� ���� t ∈ (a, b) �$
���� ����	���
����� �
 ���
���	��	����� �� ˙̄x� � � 
���	��� ��


������� ���	$� ! ���	���	��

λf̄ẋ(b)
T + ȳ(b)T ḡẋ(b) = 0.


����
���� ����

• % ������� �	�����
	�� ��� &����
�� '�' � '�( ! 
����
	�� 
�
� � 
���	��� ��
�)

��*�	� �� #�����

• #
 +������� [',] ! ��
�������� ��� �� ������ �� ���
���	��	���� �� 
��� 
�
)

������� ȳi� i = 1 . . . ,m� �� ������ ȳ ∈ Y ��� &����
�� '�' � '�(� 
�	
	��
 
�


�� ������ �� ���
���	��	���� �� ˙̄x� %�!
 �	��� ! 
��
	����� ��� (λ, ȳ(t)T ) �= 0�

t ∈ [a, b]�

• #
 +������� [',] � &����
�� [(,] ! ��
�������� ��� � ������ λf̄ẋ(t)
T + ȳ(t)T ḡẋ(t)

! 
��� ���� �� 
���	��� ��
���*�	� �� #���� ��� &����
�� '�' � '�( ��
)�� ���



� �������	 � 
���
�
����	 ��

d
dt

(
λf̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)

� �������� 	�
 	�
���
 ��
����� ���� ������ � ����� 	�


	�
���


• �� λ = 1 ������� ��� � 	
������ ��
�������� � ��
���� ���� ����
�
�� ������� ���

� ���
���
 � ���� ���� ���	��� �� �� 	
������ ��
��� � �������
���� � 	
������

(P1) ��� 
���
����� �� 
�� ����� �� ��� 
���
����� �� ��	� g(x(t)) = 0, t ∈ [a, b]�

��
 !
������ ["#]


• $���������� ��� �� ���� %�	&����� ���������� ��� �������
��� 	�
�  �
����
 λ =

1
 '���� ��� ���� 	
������ �� (������ )�
�������� 	��� ��
 ���
��� ���� ��

	
������ �� (���
��� *����� ������� 	�
 �+��	�� � �
����%� �� ,����� � ��	�� [-.]�

���� ������
���� �� ��������� ��� ����� ��
 ����������� 	�
�  �
����
 λ = 1 ��

�� ��� 	
������� �� (������ *����
 /���� �����
����� �������
�
���� �& 	
�������

��
����


�������� 	
�
 x̄ ∈ F1 � �%����� 	���� �
����� 0�%�1!��2�
 �� (P1) �� �+���� ���

������ ȳ ∈ Y ��� ���

f̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
, �����

	�
� ���� t ∈ (a, b) �+����� 	������������� �� ���������������� �� ˙̄x.

�������� 	
�
 x̄ ∈ F2 � �%����� 	���� �
����� 0�%�1!��2�
 �� (P2) �� �+���� ���

������ ȳ ∈ Y ��� ��� � ������� (1.1) � ���������� � ���� ����� ���3�� � �� ����� ��������

�� �����
��

f̄ẋ(b)
T + ȳ(b)T ḡẋ(b) = 0. �����


��������� 	
�
 4 ������ ȳ ��� �	�
��� ��� '�5������ -
. � -
6 � ���%����� ���� �

������ ��� �����	������
�� �� �� 
�� �


� ��	
��
� ����� ��������� ���� � ���� 	����������� �� �
 ������������ �
 ����

�
������
��� ���� 
���� ���� ������
��� � 
������ �� �����
������ � ��� ���!�����

"�#$����
�����%�&�� �� '��(

�� )� * ������
��� � ���
� 
������ ���� ��� �����
����

�� +��
���� [�,]�

���� 	
 ��7�� w1, w2 ������� ����
���� ��������� 	�
 	�
��� �� 8���9 ���� ���

∫ b

a

(
w1(t)

Tψ(t) + w2(t)
T ψ̇(t)

)
dt = 0

	�
� ���� ������ ψ ∈ X ��� ψ(a) = 0 = ψ(b). :���� w2 � ����� 	�
 	�
��� � Dw2 = w1

�� [a, b]




��

�������� �

���������� � �	���
��� �
��������� ��

	����������

����� �����	
� ������
����� �
����
��
�� � ���
���� �� �
�������� � �
�	��� ����
�

���� ����� ��
����� ���� 	�� �	
��� ������
�����
 f : S → R� �
�� S � 	� ��
�	
��

������ � 
�� ����� �� R
n !��� ������
����� �� ���
����� �� �
�������� � �
��������

��
���
������ ���� � �	
���
�
 F (x) =
∫ b

a
f(t, x, ẋ)dt � ���� � �	
��� f(t, x, ẋ) ����� 
��

����
���� (P1) � (P2) "�����
����� ������ �
�	
� �������� ����� ��
������ �	����
���

���� #	� ���� ��
�� ������� $	%
�&	�'�� ���� 	�� ��
	��� (���� )���� ���	
����� �����

�������� 
� ������ �� *�
� �
� +	���
 [,,] 

" ���	��� ������
����� �� ���
����� �� �
�������� � �
�	��� ����
���� ����� ��
�����


� ��
����� �� -���������� *��������� )���� ��
������ ����� ��������� ��� +�
��


[./] 

�������� 	
�
 ��� �����	 
���
�������� f : S → R� 	�
� S � �� �	�����	 ���
�	 
�

R
n� � ������ �� ������ ��� �����	 η : S × S → R

n ��� ���

f(x)− f(x̄) ≥ ∇f(x̄)Tη(x, x̄) ∀x, x̄ ∈ S.

�������� 	
	
 ��� �����	 
���
�������� f : S → R� 	�
� S � �� �	�����	 ���
�	 
�

R
n� � ����
	������� �� ������ ��� �����	 η : S × S → R

n ��� ���

f(x) < f(x̄)⇒ ∇f(x̄)Tη(x, x̄) < 0 ∀x, x̄ ∈ S.



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

�������� 	
�
 ��� �����	 
���
�������� f : S → R� 	�
� S � �� �	�����	 ���
�	 
�

R
n� � ������������ �� ������ ��� �����	 η : S × S → R

n ��� ���

f(x) ≤ f(x̄)⇒ ∇f(x̄)Tη(x, x̄) ≤ 0 ∀x, x̄ ∈ S.

�
�������� 	
�
 �� ��������� � ! � � " ��	 ��������� ����
��� 
	� �	�����	� 
� �	����

��
�
�� #���
	��	�����
�
� � �������	�����
�
� #�
� ������� 
���
���������� ����� �	����


�
�
 η(x, x̄) = x− x̄ 

�� ������ 	 
����� [
�] ���	��� 	�������� ������� �	����	� 	���	 �� �����	� ���

�����	� ���	��� 	 ���� 	��	���	�� ��� 	�	�����

�� � �����	 ��� �����	� ���	��� �������	 ��� � �����	 ��� �����	� ��	�������	����


� � �����	 ��� �����	� ��	�������	��� 	�� ������� 	�������	��	 �� �����	 ��� �����	�

!���	����	����

����� ���	�	������ �� �	"����	� �	 ���	�����	 	 !���	����	�����	 ���� �����	�

����#���� ��� ����	� �� ����	��� �	 $ ����� %����������� ����� �	"����	� ����� ���������

��� ����� $������ 	 &����� [
']�

�������� 	
�
 � �����	 f(t, x(t), ẋ(t)) � ������ �� #�
� �	
	� x, x̄ ∈ X ������ ���

�����	 ����� #	
 #�
��� η(x, x̄) : [a, b]→ R
n �	� η(x, x)(t) = 0� t ∈ [a, b]� ��� ���

f(t, x, ẋ)− f(t, x̄, ˙̄x) ≥ f̄x(t)
Tη(x, x̄)(t) + f̄ẋ(t)

T d

dt
η(x, x̄)(t)

#�
� �	
	 t ∈ (a, b) �����	 ��� 
���	������
�
�� 
� d
dt
η(x, x̄) 

�
�������� 	
	
 $�
� �����
 �	�
%���� �	� � �	����	 �
	��
� �	 &�#'���	 !� ���	�

���
���
(

η(x, x̄)(t) = η(t, x(t), x̄(t)) = η(t, x, x̄), t ∈ [a, b],

η̇(t, x, x̄) =
d

dt
η(x, x̄)(t)

#�
� �	
	 t ∈ (a, b) �����	 ��� 
���	������
�
�� 
� d
dt
η(x, x̄) 

�������� 	
�
 � �����	 f(t, x(t), ẋ(t)) � ������������ �� #�
� �	
	� x, x̄ ∈ X ������ ���

�����	 ����� #	
 #�
��� η(x, x̄) : [a, b]→ R
n �	� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��� ���

f(t, x, ẋ) ≤ f(t, x̄, ˙̄x)⇒ f̄x(t)
Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)

T η̇(t, x, x̄) ≤ 0

#�
� �	
	 t ∈ (a, b) �����	 ��� 
���	������
�
�� 
� η̇.



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

������� �����	
� ��� �� 
 
����� f(t, x(t), ẋ(t)) � ��	��
 ��� �������� 
 η� ����� ��


� ��
�����	��
 ��� �������� � ����
 
����� η�

����
 
�������
��� 
� ��������� �� ��	����
�� � 
����
� ��������� ����� ��������

�
�
 � 
������
� ��� �������
� 	
��
����
�� �����
����  ��
� ��������� 
��
� �������
�

��� !��� � "��
�� [##]�

�������� 	
�
 � ��������	 F 
 ����
� �� ���� ����� x, x̄ ∈ X �
���� ��� ������ �����

��� ������ η(x, x̄) : [a, b]→ R
n ��� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��	 ���

F (x)− F (x̄) ≥
∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt.

�
�������� 	
�
 ������� ��� �� � ������ f(t, x(t), ẋ(t)) 
 ����
� ��� �������� � η�

����� � ��������	 � 
 ����
� ��� �������� � ����� ������ η�

�������� 	
�
 � ��������	 F 
 �����������
� �� ���� ����� x, x̄ ∈ X �
���� ��� ������

����� ��� ������ η(x, x̄) : [a, b]→ R
n ��� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��	 ���

F (x) < F (x̄)⇒
∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt < 0

�� ������	���������

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt ≥ 0⇒ F (x) ≥ F (x̄).

�������� 	
�
 � ��������	 F 
 ������������ �����������
� �� ���� ����� x, x̄ ∈ X �
����

��� ������ ����� ��� ������ η(x, x̄) : [a, b]→ R
n ��� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��	 ���

F (x) ≤ F (x̄)⇒
∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt < 0

�� ������	���������

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt ≥ 0⇒ F (x) > F (x̄).

�������� 	
�
 � ��������	 F 
 ����������
� �� ���� ����� x, x̄ ∈ X �
���� ��� ������

����� ��� ������ η(x, x̄) : [a, b]→ R
n ��� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��	 ���

F (x) ≤ F (x̄)⇒
∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt ≤ 0

�� ������	���������

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt > 0⇒ F (x) > F (x̄).



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

������� ����	�
���� �

���� ��
����� ����� �� ��������� ����� ���� � ��������
 F �

��� �����
��

�� �� � ��������
 F � ������ ��� �������� � η� ����� �
� � ������������� ��� ��������

�� ����� η�

 � �� � ��������
 F � ������ ��� �������� � η� ����� �
� � !����������� ��� ��������

�� ����� η�

"� �� � ��������
 F � ������������ ������������� ��� �������� � η� ����� �
� � �������

������ ��� �������� �� ����� η�

#�� $�������� 2.4 � 2.9 �� ������ x̄ � �������� x ∈ X� �
�� ����� � ���� ��

����������� ����������������� � !��������������� ������
� �� ��%�� � ��������
 F � �������

������������� �� !����������� �� x̄ ∈ X� #�� ��
������ �������� ������ %��������� ����

���� �� �����������

������� ��	� ���� x̄ �� ��	
� ��

��� ���	������� �� (P1)� ����	����� ��� F �

��������	���� �� x̄ ��� ������
� � η� � ��� gi, −gi ��� �������	����� �� x̄ ��� ������
�

� η� i = 1, . . . ,m� �	
�� x̄ � ��� �������  
��� !��"�� �� (P1)�


�����
������ ���� x ∈ F1� �	
�� g(t, x, ẋ) = 0 = g(t, x̄, ˙̄x), t ∈ (a, b)� #��� ���

gi � �������	���� �� x̄ ��� ������
� � η� i = 1, . . . ,m� ����
� ��� $�	��� η ∈ X ���

η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� 
�� ���

ḡix(t)
Tη(t, x, x̄) + ḡiẋ(t)

T η̇(t, x, x̄) ≤ 0

���� 
��� t ∈ (a, b) ����
� 	�� �����	
�	������� �� η̇� � %&�� � � ��� '�
� �������� ��
�����

����	
� �

ḡx(t)η(t, x, x̄) + ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄) ≤ 0

���� 
��� t ∈ (a, b) ����
� 	�� �����	
�	������� �� η̇�

(�)�	�� � ����� ���� −gi� i = 1, . . . ,m� �"
����

ḡx(t)η(t, x, x̄) + ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄) ≥ 0

���� 
��� t ∈ (a, b) ����
� 	�� �����	
�	������� �� η̇� �	
��

ḡx(t)η(t, x, x̄) + ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄) = 0 & ��'



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

���� ���� t ∈ (a, b) ��	��� 
�� ���	�
��

������ �� η̇� ���� �
� x̄ � 
� ��
�� 	����	�

�
�
��
	��� �� (P1)� ������ ȳ ∈ Y �
� �������� � 	�
����� �� �
��� (1.1)� �����

∫ b

a

(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄)dt =

∫ b

a

[ d
dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η(t, x, x̄)

]
dt. �����

 ���
�� �
��!����� ��� ������ 
� ��!

�� ���"�� �� �!
������ �
������ � 
���
�� �
�

η(b, x(b), x̄(b)) = η(b, x(b), x(b)) = 0 = η(a, x(a), x(a)) = η(a, x(a), x̄(a))� �"�����

∫ b

a

(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄)dt = −

∫ b

a

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄)dt. �����

#���
�
�� ������ 
���� �!
������� ����� �
�

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄)+f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt = −

∫ b

a

(
ȳ(t)T ḡx(t)η(t, x, x̄)+ȳ(t)

T ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄)
)
dt.

�����

$����
�� �� �!
������ (2.1)� �"�����

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt = 0.

����� �
� F � ���
����
%��� �� x̄� F (x) ≥ F (x̄) ∀x ∈ F1� &���� x̄ � ���
��� '����

!��"�� �� (P1)�

������� ���� (�)� x̄ 
� ��
�� 	����	� �
�
��
	��� �� (P2)� (
��
����� �
� F �

���
����
%��� �� x̄ 	�� �������� � η� � �
� gi, −gi ��� �
�����
%���� �� x̄ 	�� ��������

� η� i = 1, . . . ,m� �
��� x̄ � 
�� ���
��� '���� !��"�� �� (P2)�

	���
����
��� & ���%� � �
*��!� + ���%� �� ������� ,�-� � .
�	� ������
�� � �
�

�
�
�� ������� �
��!����� ��� ������ 
� ��
���� (2.2)� �"�����

∫ b

a

(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄)dt =

(
f̄ẋ(b)

T + ȳ(b)T ḡẋ(b)
)
η(b, x(b), x̄(b))

−
(
f̄ẋ(a)

T + ȳ(a)T ḡẋ(a)
)
η(a, x(a), x̄(a))

−
∫ b

a

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄)dt.

# �������� ����� �� ��!

�� ���"�� �� �

�� ��%��� � �
� x̄ � 
� ��
�� 	����	� �
�
�

�
	��� �� (P2)� � �����
�� �������� � 	�
����� �� 	�
���
� (1.2)� � � ��!

�� ����� ��

�

�� ��%��� � �
� η(a, x(a), x̄(a)) = η(a, x(a), x(a)) = 0� ����� �
� x, x̄ ∈ F2� /��� �
�


���� 	���� �� !����� η(b, x(b), x̄(b)) �= 0� ���� � 	�
����� �� ���
����� x(b) �� (P2) � ��%���

�������
�� ���� $��� ��!
��
����� 
�������� 
�� ���%�� ��� �������� ,�- � ,�,� 	���

� �
������	���� �� 0�!��
!� ��)� 
���
�!���%�� �� 	�
	�
�1�� ��
�� %���� �� ���
�� gi �



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

��������	�
�� i = 1, . . . ,m�

� �������� ��	
��� �	��
� 
�� � 	���������� ��	��� � �������� �� �� ����
 �� �����	


���
���	 g� ��� �	�� �����	 ������� �� ��
�	� �� g � 
������������

������� ��	� 
��� x̄ �� ����� ������� ����������� �� �Pi�� i = 1 �� i = 2� ���

������������� �� �������� ȳ� 
������ ��� F  ���������	�
� �� x̄ ��� �������� � η �

��� � !��"#� θ(·, ȳ) : X → R ��$���� ���%

θ(x, ȳ) =

∫ b

a

ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)dt

 ��������	�
� �� x̄ ��� �������� � η� &��#� x̄  ��� ����"#� '���� ���(�� �� (Pi)�


�����
������ 
��� x ∈ Fi� i = 1 �� i = 2� ���#�

∫ b

a

ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)dt = 0 =

∫ b

a

ȳ(t)T g(t, x̄, ˙̄x)dt.

)� ��������	�
����� �� θ(·, ȳ)� ������

∫ b

a

(
ȳ(t)T ḡx(t)η(t, x, x̄) + ȳ(t)T ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄

)
dt ≤ 0.

)� !��� ��� x̄  �� ����� ������� ����������� �� �Pi� � ����������� �� !���� �������

* ���������"#� �� ������� +�, �� i = 1 �� ������� +�+ �� i = 2� �(����� � ���������

�+�-�� .�� ����� ∫ b

a

(
f̄x(t)η(t, x, x̄) + f̄ ẋ(t)η̇(t, x, x̄

)
dt ≥ 0.

/��������� �� ���������	�
����� �� F �� x̄� ����� ���� F (x) ≥ F (x̄) ∀x ∈ Fi�

� �������� ��	
��� �� �	������� ���������� ��
� 	���������� ��	��� ���
��� �� ��

�	��	 �
����	  �!��"��#�
�

������� ���� 
��� x̄ �� ����� ������� ����������� �� �Pi�� i = 1 �� i = 2� ���

������������� �� �������� ȳ� 
������ ��� F  ��������	�
� �� x̄ ��� �������� � η � ���

� !��"#� θ(·, ȳ)  ������������ ���������	�
� �� x̄ ��� �������� � η� &��#� x̄  ����"#�

'���� ���(�� ������� �� (Pi)�


�����
������ 
��� x ∈ Fi� i = 1 �� i = 2� ���#�

∫ b

a

ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)dt = 0 =

∫ b

a

ȳ(t)T g(t, x̄, ˙̄x)dt.



� �������	�� � 
�����
�� ���������� �� ����	���	�� ��

���� ��� θ(·, ȳ) � �	
��
�
��
� �	����������� �
 x̄� 
�
�	�

∫ b

a

(
ȳ(t)T ḡx(t)η(t, x, x̄)dt+ ȳ(t)T ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄)

)
dt < 0.

��	�� ��� x̄ �
 ���
� ���
��� ����������� �� �Pi� � �� ������ ��
 � ��
��	
����� ��

�����
� �� 	� i = 1 �� �����
� ��� 	� i = 2� �	
� �
�!��� ���

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄

)
dt > 0.

"��
��
� �� ���	������������ �� F �
 x̄ �#
�
�	 ��� F (x) > F (x̄) ∀x ∈ Fi�

� �������� ��	
��� �	��
� 
�� � ��������� ��
 � �����	����������� �� �����	 ���
���

����� ��
� 	���
 	���������� ��	��� �� �� �	��	 �
����	 �������� �
!

������� ��	� $�%� x̄ �
 ���
� ���
��� ����������� �� �Pi�� i = 1 �� i = 2� ��



�!
��!������ �� &�'���'� ȳ� $� � (����� &�'���'���� ψ(·, ȳ) : X → R ��)���� ���

ψ(x, ȳ) =

∫ b

a

(
f(t, x, ẋ) + ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)

)
dt

� �	����������� �
 x̄ ��
 ��	���
� � η� ��
�� x̄ � 	�!���� *
�
� '!�#�! �� (Pi)�


�����
������ $�%� x ∈ Fi� i = 1 �� i = 2� �� (�
� ��� x̄ � �
 ���
� ���
���

����������� �� (Pi) � �� ������ ��
 �	 ��
��	
���+�	 ��	 �����
�	 �� 	� i = 1 ��

�����
� ��� 	� i = 2� �#
�
�	 � ������� ���,�� �� 	�%�

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄)dt+

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄)

]
dt = 0.

�� �	��������������� �� ψ(·, ȳ)� 
�
�	�

ψ(x, ȳ) ≥ ψ(x̄, ȳ) ∀x ∈ Fi,

�����

∫ b

a

(
f(t, x, ẋ) + ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)

)
dt ≥

∫ b

a

(
f(t, x̄, ˙̄x) + ȳ(t)T g(t, x̄, ˙̄x)

)
dt ∀x ∈ Fi.

���� ��� x, x̄ ∈ Fi� g(t, x, ẋ) = 0 = g(t, x̄, ˙̄x)� t ∈ (a, b)� �		�
 �� -!
�
� ��	�'��!����

�#
�
�	 ���

F (x) ≥ F (x̄) ∀x ∈ Fi.



��

�������� �

������������	
 �� ��

����� �������
����

����������
������
�

����� �����	
� ������
����� � ���
���� �� ����
���� ��������
��� ��������	���

�
����� ���� �� ����
���� (P1) � (P2)� ������
����� ������ 	�� ���������� �����

�� ��
������ �	����
��� ���� ��������	����
�������� ��
�	�
 � �������� � �	����
���

� 
���������� ����  	� ���� ��
�� ������� �	!
��	�"�� ��#� 	�� ��
	��� $����� %�

���	
����� ������
����� 
���� �����	
� �� ������� 
� �����
!� �� ���
� �� �
� [&]�

�������� 	
�
 ������� �	� � 
���
��� ����������
 (P1) � �����
��	��������� �� 
���

����� x, x̄ ∈ F1 ��� F (x) < F (x̄) � 
��� ���� ȳ ∈ Y ��� �� ������ 
����� ��

���������	����� �	� ˙̄x� ������ 	�� �	���� �	��� 
�� 
����� η(x, x̄, ȳ) : [a, b] → R
n ���

η(x, x̄, ȳ)(a) = 0 = η(x, x̄, ȳ)(b) ��
 �	�

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(x, x̄, ȳ)(t)+

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
) d
dt
η(x, x̄, ȳ)(t)

]
dt < 0. '(�&)

�
�������� 	
�
 ���� ������ ��������� ��� � ������� ������� ��  �
!�	
� "� �����

��������

η(x, x̄, ȳ)(t) = η(t, x(t), x̄(t), ȳ(t)) = η(t, x, x̄, ȳ), t ∈ [a, b],

η̇(t, x, x̄, ȳ) =
d

dt
η(x, x̄, ȳ)(t)


��� ���� t ∈ (a, b) ������ ��� ���������	������ �� d
dt
η(x, x̄, ȳ)#



� ���������	�
�� 
� ��������� ������������ ���������
��������� ��

�������� 	
�
 ������� �	� � 
���
��� ����������
 (P2) � �����
��	��������� �� 
���

����� x, x̄ ∈ F2 ��� F (x) < F (x̄) � 
��� ���� �	���� ȳ ∈ Y ��� �� ������ 
�����

�� ���������	����� �	� ˙̄x� ���� �	� � �������� �� �������� f̄ẋ(b)
T + ȳ(b)T ḡẋ(b) = 0 �

����������� ������ 	�� �	���� �	��� 
�� 
����� η(x, x̄, ȳ) : [a, b]→ R
n ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0

��
 �	�

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄, ȳ)

]
dt < 0.

��� �����	
�� ������
��� �� ����
� x̄ � ������
� x ∈ F1 � ȳ ∈ Y � ���� �
��� 
 �
��

�� ����������
����������� �
������

�
�������� 	
�
 ���	� �� ������ ���	������� �	� � �	���� ȳ ∈ Y �	� �
����� ���

���������  !" �  !# ��� �� ������ 
����� �� ���������	����� �	� ˙̄x!

�� ��������� ��
����� ��
 �
���	
�� ���������� ���� ��� 
� ��
������ (P1) � (P2)

�� �� ����������
������
� �
�����������

������� 	
�
 $�%� x̄ ∈ F1! $� 
��� ���� �	���� ȳ ∈ Y � �	���� ��&���&���� ψ(·, ȳ) :
X → R ���� 
��

ψ(x, ȳ) =

∫ b

a

(
f(t, x, ẋ) + ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)

)
dt

� 
��	��������� �� x̄� ����� (P1) � �����
��	��������� �� x̄!

������������
 $�%� ȳ ∈ Y ��
 �	� ψ(x, ȳ) � 
��	��������� �� x̄! ������� x ∈ F1

��� F (x) < F (x̄)� �!�!� ∫ b

a

f(t, x, ẋ)dt <

∫ b

a

f(t, x̄, ˙̄x)dt.

����� �	� x, x̄ ∈ F1� ȳ(t)
T g(t, x, ẋ) = 0 = ȳ(t)Tg(t, x̄, ˙̄x)� t ∈ (a, b)! '�������

∫ b

a

(
f(t, x, ẋ) + ȳ(t)Tg(t, x, ẋ)

)
dt <

∫ b

a

(
f(t, x̄, ˙̄x) + ȳ(t)T g(t, x̄, ˙̄x)

)
dt.

�� 
��	������������� 
���	�
 �� ψ(x, ȳ) ������ η ∈ X ��� η(t, x, x) = 0� t ∈ [a, b]� ��


�	�

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄)

]
dt < 0,

������� ����� �	� (P1) � �����
��	��������� ��� η(t, x, x̄, ȳ) = η(t, x, x̄)!

������� 	
�
 $�%� x̄ ∈ F2! $� 
��� ���� �	���� ȳ ∈ Y ��
 �	� (x̄, ȳ) �������� � ��������

�� �������� (1.2) � �	���� ��&���&���� ψ(·, ȳ) : X → R � 
��	��������� �� x̄� ����� �


���
��� (P2) � �����
��	��������� �� x̄!



� ���������	�
�� 
� ��������� ������������ ���������
��������� ��

��������	
��� � ����� ��	
� 
������ � 	
�
��� � ����� �� ������� 3.1� ��	
� ��	���

��� ��� � ������ η �����
���� 	�

	��� � ����
��� �� ���
���� �� ����
��� 3.2� ��
	

η(a, x(a), x̄(a), ȳ(a)) = η(a, x(a), x̄(a)) = η(a, x(a), x(a)) = 0�

� �������� ��	
��� 
�
�
��
��� 	� �
	������ ��
��
�	���� ����������	������	��


�����	 ���� � �������� (Pi)� i = 1 �� i = 2� �  �!���	�����
���"� 	�� � 	����
� 	��


���	 	��	 ���
�	 ��#

��	 !�$�����%�� 	�� 	����&�	 '

��	 (����
	�

��������	
��� ����	��
���	 � ����� ���� (P1)� � ����� ���� (P2) ���� 	�� ��

� ��

����� 	
�
����

⇒] )�*� x̄ �� ���
� ��#

�� !�$�����%�� �� (P1)� +�
�� �"
	
� ȳ ∈ Y 
�� ��� (x̄, ȳ)

	�

	��� � ����
��� �� +���� (1.1)� )�*� x ∈ F1� ��	�� ��� (P1) �  �!���	�����
���"�

�"
	
� η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0 = η(b, x, x̄, ȳ) 
�� ��� 	� F (x) < F (x̄) � ��	
(�������

(3.1) � 	�

	��

�� �� ���
�����
����
��

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄, ȳ)

]
dt ≥ 0 �����


���
�� �� F (x) ≥ F (x̄)� ���
����� 
�
�(����� ��� ���
�	 ��
���	

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄, ȳ)

]
dt =

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
− d

dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)]
η(t, x, x̄, ȳ)dt+

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) |ba= 0.

 �(� ��  �!���	�����
���"
���� �� (P1) 
���	 ��� F (x) ≥ F (x̄) ∀x ∈ F1�

⇐] )����$���	 �(��� ��� 
���	 �	 ���
�	 ��#

��	 !�$�����%�� �� (P1) 	�� 	����&�	

'

��	� )�*�� x, x̄ ∈ F1 
�
	 ��� F (x) < F (x̄)� � 	�*� ȳ ∈ Y � ����	 ��� �����
��� ���
������ η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0 = η(b, x, x̄, ȳ) 
�� ���

L(η) :=
∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄, ȳ)

]
dt < 0.

)����$���	 ��� ��� �"
	
� ��� ������ η ∈ X ��� η(a) = 0 = η(b) 
�� ��� L(η) < 0�

+�
�� L(η) > 0 
����� ��� ��		�
 	������� ��
	 	� ��		�
� ��� 	������ η� −η 	��
�

	������ �� L(η) < 0� ,��
��
�

L(η) =
∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄, ȳ) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄, ȳ)

]
dt = 0,



� ���������	�
�� 
� ��������� ������������ ���������
��������� ��

���� ���� η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0 = η(b, x, x̄, ȳ)	 
� ���� 
����������� �� ��

������������� ����������� �� �������� �� ����� ��� f̄ẋ(t)
T + ȳ(t)T ḡẋ(t) � ����� ���

������ �

f̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
,

���� ���� t ∈ (a, b) ������ ��� ���������������� �� ˙̄x� �� �� �� x̄ � �� ����� �������

!�"��#��$�� �� (P1)	 %��� "��&���� �� ������� ����� ��� ���� ����� ������� !�"��#��$��

� ����'(� &����� �	�	� F (x̄) ≤ F (x) ∀x ∈ F1� � ��� ��������� � )��� �� ��� ������ x ∈ F1

��� F (x) < F (x̄)	 %�������� ������ η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0 = η(b, x, x̄, ȳ) ��� ���

L(η) < 0	 *���� ����� ������� ��� � ���+���� (P1) � ��#!��������������	

,������ ��� ���� � ���+���� (P2) ����� ��� ������ ��� ������ η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) =

0 ��� ��� L(η) < 0	 -������ �� ������ ������'.�� ��� ���� � ���� ��������� �+�����

L(η) = 0 ���� ���� η ∈ X ��� η(a, x, x̄, ȳ) = 0	 #������ �� ���������� �� η/� ���� ���

η(b, x, x̄, ȳ) = 0 � ��������� � ���� 
����������� �� �� ������������� �+����� ��� �

���+���� (P2) � ��!#��������������	



��

�������� �

��������	�
���

���� ��� ����
��
���	���

����� �����	
� �
����	����� � ���
���� �� ������	����
�������� ���� �� ����
����

��������
��� (P1) � (P2)� ���� 
��� ���
���� 
�� �
��
�� �� �	
���
�������� �����
���
��

���� �� ���
����� ������
����� 
�  ����	
� !� "�������� #	�$ �	��
�� �
�	��� ��
�

������$ �� ���
����� ��� � ��� �	
���
�������� ��� �#	���
�
���� %����
�� 	� ���	
����

����
�� �� ������� !�! & �'
��� 	��
�� ���� 
��� ���
����� (� ���	
����� ����� �����	
�

)���� ������� ���� ����������$ ���� ����� ������	
����$ �� ���	
����� ����
���� ����

����
���� �� ��
���
� *���� �
��
������ �� �� (
������ �� �
� [+,]�

�������� 	
�
 ������� �	� � 
���
��� (P1) � ���
��	��������� �� 
��� ����� x, x̄ ∈
F1 ��� F (x) < F (x̄) ������ 	�� �	���� �	��� 
�� 
����� η(x, x̄) : [a, b] → R

n ���

η(x, x̄)(a) = 0 = η(x, x̄)(b) ��
 �	�

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(x, x̄)(t) + f̄ẋ(t)
T d

dt
η(x, x̄)(t)

)
dt < 0 -.�/0

�

ḡx(t)η(x, x̄)(t) + ḡẋ(t)
d

dt
η(x, x̄)(t) = 0, t ∈ (a, b). -.�+0

%��� ��
��� ����1
��� ��� � 
������ ������� 	������� �� 
������� ����� 
� (�����

����� +�/2

η(x, x̄, ȳ)(t) = η(t, x(t), x̄(t), ȳ(t)) = η(t, x, x̄, ȳ), t ∈ [a, b],

η̇(t, x, x̄, ȳ) =
d

dt
η(x, x̄, ȳ)(t)

���� ���� t ∈ (a, b) ������ 
�� �����
��
	������ �� d
dt
η(x, x̄, ȳ)�



� �������	
���
���	�	� ��� ����������	
��� ��

�������� 	
�
 ������� �	� � 
���
��� (P2) � ���
��	��������� �� 
��� ����� x, x̄ ∈ F2

��� F (x) < F (x̄) ������ 	�� �	���� �	��� 
�� 
����� η(x, x̄) : [a, b]→ R
n ��� η(a, x, x̄) =

0 ��
 �	� �� ��������� ��� ! � ���"! ��� ������������

�� ��������� ��	
���� �	��
��
 ���	��	��	 ������� �	�������
 � ������������ ���
�

�� ��������� �� ����������	����������� � ��������	������������

���
��� 	
�
 #	
��$���� �	� fx(t)% fẋ(t) ��� ����&�	�� 
��� ���� x ∈ F1% t ∈ [a, b]% �	�

gx(t)% gẋ(t) ��� �� �
���� C2 
��� ���� x ∈ F1% t ∈ [a, b]% � �	� gẋ(t) ��� 
���� ���

���

m ≤ n ∀x ∈ F1% t ∈ [a, b]� '���� � 
���
��� (P1) � ���
��	��������� ��% � ������� ��%

� (����
��	����������

�������
����
 ⇒] #�)�� x, x̄ ∈ F1 ���� �	� F (x) < F (x̄)% � ��)� ȳ ∈ Y � �� ���


��	������������� �� (P1) ������ η ∈ X ��� η(a, x, x̄) = 0 = η(b, x, x̄) ������������� ��� !

� ���"!� '����

0 >

∫ b

a

(
f̄x(t)

Tη(t, x, x̄) + f̄ẋ(t)
T η̇(t, x, x̄)

)
dt+

∫ b

a

ȳ(t)T
(
ḡx(t)η(t, x, x̄) + ḡẋ(t)η̇(t, x, x̄)

)
dt

=

∫ b

a

[(
f̄x(t)

T + ȳ(t)T ḡx(t)
)
η(t, x, x̄) +

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
η̇(t, x, x̄)

]
dt.

*������� (P1) � (����
��	��������� ��� η(t, x, x̄, ȳ) = η(t, x, x̄)�

⇐] #	
��$���� �	� (P1) ��� � ���
��	���������% ����� ������� x, x̄ ∈ F1 ���

F (x) < F (x̄) ��
 �	� 
��� ���� η ∈ X ��� η(a) = 0 = η(b) �� ��������� ��� ! � ���"! ���

��� ����+����� ���	
�����������

��+��

ψ(t, η, η̇) := f̄x(t)
Tη + f̄ẋ(t)

T η̇, t ∈ [a, b],

ϕ(t, η, η̇) := ḡx(t)η + ḡẋ(t)η̇, t ∈ [a, b].

,����������� � ��-	���� 
���
��� ����������
.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

/�������� φ(η) =

∫ b

a

ψ(t, η(t), η̇(t))dt

�	)���� � η(a) = 0 = η(b)

ϕ(t, η(t), η̇(t)) = 0, t ∈ (a, b)

η ∈ X.

0������ �	� η̄ = 0 � 	�� ��
	��� 1���� ����� 
���
��� ����������
� �� $�
1���� ��

�	����� ψ(t, η, η̇)% ψη(t, η, η̇) = f̄x(t)% ψη̇(t, η, η̇) = f̄ẋ(t) ��� ����&�	�� � ϕ(t, η, η̇) � ��

�
���� C2� ���� �	� ϕη̇(t, η, η̇) = ḡẋ(t)% ���� 
�� $�
1���� ḡẋ(t) ��� 
���� ���

���



� �������	
���
���	�	� ��� ����������	
��� ��

m ≤ n� ����� ���� 	��
��� �
� ��� ������ ��� ������ ȳ ∈ Y ��� ���

ψ̄η(t)
T + ȳ(t)T ϕ̄η(t) =

d

dt

(
ψ̄η̇(t)

T + ȳ(t)T ϕ̄η̇(t)
)
, t ∈ (a, b).

���������� �� ��
������ ��
����� �� ������� ����
��
 � ��������� �� η̄ = 0� �������

f̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
, t ∈ (a, b),

�� ���� ��� x̄ � �� ����� �
����� �����	�� �
 �� (P1)
 !� ���"���� (P1) � #��	��������

������ � ���� 	��
��� $
$ x̄ � ������� "���� �� (P1)� � ��� ����
���% � ���� ��� ������

x ∈ F1 ��� F (x) < F (x̄)
 &�
����� (P1) � �	��������������


������� ��	� '��������� ��� fx(t)� fẋ(t) ��� ��������� ��
� ���� x ∈ F2� t ∈ (a, b)�

��� gx(t)� gẋ(t) ��� �� ������ C2 ��
� ���� x ∈ F2� t ∈ (a, b)� � ��� gẋ(t) ��� �����

�������� m ≤ n ∀x ∈ F2� t ∈ (a, b)
 ( �
������ (P2) � �	�������������� ��� � �������

��� � #��	��������������
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� ������ η ������
��� �������% � �������� �� �����
�� η(a, x, x̄, ȳ) = η(a, x, x̄) = 0


⇐] &
�������� ������ �� ��
�� ��,��-� ��� � ���
��� ����
��
� �" ����� ����
 ����

����� ����� � �
������ ��
�������� � ��
 �������
��� �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

.�����%�
 φ(η) =

∫ b

a

ψ(t, η(t), η̇)(t)dt

��/���� � η(a) = 0

ϕ(t, η(t), η̇(t)) = 0, t ∈ (a, b)

η ∈ X

���� η̄ = 0 � ��� ������� "���� ����� � �
������ ��
��������
 &��� 	��
��� �
0 �����

��� ������ ��� ������ ȳ ∈ Y ��� ���

ψ̄η(t)
T + ȳ(t)T ϕ̄η(t) =

d

dt

(
ψ̄η̇(t)

T + ȳ(t)T ϕ̄η̇(t)
)
, t ∈ (a, b)

ψ̄η̇(b)
T + ȳ(t)T ϕ̄η̇(b) = 0.

���������� �� ��
������ ��
����� ��� �����1�� ����
��
�� � ��������� �� η̄ = 0� �������

� ��-����� �������

f̄x(t)
T + ȳ(t)T ḡx(t) =

d

dt

(
f̄ẋ(t)

T + ȳ(t)T ḡẋ(t)
)
, t ∈ (a, b)

f̄ẋ(b)
T + ȳ(t)T ḡẋ(b) = 0,

��
 ����� x̄ � �� ����� �
����� �����	�� �
 �� (P2)
 2���� (P2) � �	��������������
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� $��� i = 1 �� i = 2� $� � �
�%
��� (Pi) & "�!����	�!����#�� ����� ��	��

���� ������ �
'����� "���!���(�
 ��� ��
����� �������

���
������	
� $� � �
�%
��� (Pi) & "�!����	�!����#� ����� ��
� ���
��� ���� �� �)��

�� ���
��� ���� �� �)�� ��� � �
�%
��� (Pi) &  !"�!����	�!����#��  ��� ��
� ���
���

*�* ��	�� ���� ������ "���!���(�
 ��� ��
����� �������

�
�
����
 �� $��� i = 1 �� i = 2� $��������� ��� fx(t)� fẋ(t) ��� ����'���� ��
� ��	�

x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� ��� gx(t)� gẋ(t)��� 	� �
���� C2 ��
� ��	� x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� � ���

gẋ(t, x(t), ẋ(t)) ��� ����� ����
��� m ≤ n ∀x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� +����� �� ��	�� �� ������

�
'����� "���!���(�
 	� (Pi) ��� ��
����� ������� � �
�%
��� (Pi) & "�!����	�!����#��

���
������	
� $� ��	�� �� ������ �
'����� "���!���(�
 	� (Pi) ��� ��
����� ������

����� ��
� ���
��� *�* ��� (Pi) &  !"�!����	�!����#��  ��� 	� ���
��� ���� �� �)��

�� ���
��� ���� �� �)�� � 	� �%��
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�%
��� (Pi) & "�!����	�!����#��
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������� � �� ����� ����
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�������� �� ���� ����
����� ���������� �� 
� �� ���

���� �����

�
�
����
 �� $��� i = 1 �� i = 2� $��������� ��� fx(t)� fẋ(t) ��� ����'���� ��
� ��	�

x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� ��� gx(t)� gẋ(t)��� 	� �
���� C2 ��
� ��	� x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� � ���

gẋ(t, x(t), ẋ(t)) ��� ����� ����
��� m ≤ n ∀x ∈ Fi� t ∈ [a, b]� +���� � �
�%
��� (Pi) &

"�!����	�!����#� ��� � ������� ��� ��	�� ���� ������ �
'����� "���!���(�
 ��� ��
�����

�������

���
������	
� , 
���
��	� ����� 	� ������
-���� 	�� ��������� �����.

/�0 "�!����	�!����#�	�	��

/��0  !"�!����	�!����#�	�	��

/���0 ��	�� �� ������ �
'����� "���!���(�
 ��� ��
����� �������
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���� �� �
�� g(t, x(t), ẋ(t)) ≤
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� �� �
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(P1) 
 (P2) ��� 	
��	
��
� ���	���
���� g(t, x(t), ẋ(t)) = 0� �� �	�����
���
� 
� ���
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