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Resumo

Estudamos hierarquias integraveis. Essas hierarquias possuem infinitas equag¢oes de movi-
mento que emergem de uma mesma estrutura algébrica. Algumas equagoes sao conhecidas
como mKdV e Sinh-Gordon, estas equagdes possuem extensao supersimétrica. Isso nos con-
duz a construcao de hierarquias supersimétricas e possamos assim obter infinitas equagoes
com supersimetria. Para construir essas hierarquias nao fazemos uso de formalismo como
supercampos, as relacoes de supersimetria surgem da prépria construgao algébrica. Além
disso investigamos para dada uma superalgébra como construir sistematicamente hierar-
quias supersimétricas e ainda explicitamos diversas propostas de hierarquias e discutimos

os principais resultados obtidos.

Palavras-chave: hierarquias integraveis. supersimetria. modelos integraveis.






Abstract

We study integrable hierarchies. These hierarchies have infinite equations of motion
that emerge from the same algebraic structure. Some equations are known as mKdV
and Sinh-Gordon, these equations have supersymmetric extension. This leads us to the
construction of supersymmetric hierarchies and we can thus obtain infinite equations with
supersymmetry. To construct these hierarchies we do not use formalism as superfields
techniques, the relations of supersymmetry emerge from the algebraic construction itself.
In addition we investigate for given a super algebra how to systematically construct
supersymmetric hierarchies and we also explain several proposals of hierarchies and we

discuss the main results obtained.

Keywords: integrable hierarchies. supersymmetry. integrable models.
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Introducao

Modelos integraveis constituem uma classe especial de equagoes diferenciais parciais
com diversas aplicagdbes em muitos ramos da fisica, o entendimento por integravel tem
um senso que mudou ao longo do tempo, um visao global e aspectos interessantes foram
abordados em uma anélise feita por Faddeev em (FADDEEV, 2013). Neste trabalho enten-
demos como integrabilidade um conjunto de equagoes diferenciais nao-lineares representada
por uma condigao de curvatura nula e que seja construida a partir de uma algebra de Lie,
(ZAKHAROV; SHABAT, 1979). Esse conjunto de equagdes denominamos de hierarquias
integraveis descritos por pares de Lax e é formado por infinitas equagdes de evolugao com

relagdo aos diferentes tempos, tendo em comum a parte espacial do seu par de Lax.

Em geral somente os primeiros termos de evolucao temporal possuem significado
fisico, mas é interessante notar que as infinitas equagoes obtidas a partir de uma mesma
hierarquia possuem uma estrutura comum, por exemplo, a hierarquia mKdV gera equagoes
entre outros como mKdV e Sinh-Gordon, (GOMES et al., 2011). Isso nos permite através
do método Dressing obter solugoes nao-triviais a partir de solugbes triviais (ou vacuo) e

ainda obtemos soluc¢oes para todas as equagoes da hierarquia.

Equagdes como Sinh-Gordon possuem extensao supersimétrica e isso motivou a
busca pela construcao de hierarquias integraveis supersimétricas. Como mencionamos
as hierarquias podem ser construidas a partir de uma abordagem algébrica como em
(ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2003) e (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2004). O
objeto central deste trabalho é discutir a construcao sistematica dessas hierarquias com
um formalismo algébrico; estamos particularmente interessados pela primeira evolugao
de tempo negativa que equivale a equacdo de Leznov-Saveliev, que por sua vez esta
associada com o Modelo de Toda e Super-Toda. Por outro lado os modelos de Toda e
Super-Toda foram amplamente estudados e hé na literatura vasta classificacao de algebras
associadas a estes modelos, (LEZNOV; SAVELIEV, 2012; OLSHANETSKY, 1983; EVANS;
HOLLOWOOD, 1991).

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 introduzimos
nosso entendimento de integrabilidade e o conceito de hierarquias integraveis. Em seguida
no capitulo 3, derivamos a partir de uma loop-algebra afim a construcao das hierarquias
integraveis como proposto por (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2003). Além disso
explicitamos dois modelos associados as dlgebras sl(2) e sl(3), assim como descrevemos as

principais propriedades que devemos ter para uma algebra si(n).

No capitulo 4, estendemos a decomposicao a partir de uma loop-superalgebra

afim, dai derivamos as equagdes de movimento, relagoes de supersimetria e explicitamos o



10 Introducao

modelo para a élgebra sl(2,1)

No capitulo 5, apresentamos a conclusao do nosso trabalho, realcando os principais

resultados e um balanco das consequéncias desses resultados.

No capitulo 6, apresentamos um breve resumo do que é uma loop-superalgebra de
Lie, damos as representacoes adjuntas e mostramos a sistematica para escolha de uma
subalgebra relevante das algebras sl(2), sl(3), sl(2,1), sl(3,1), sl(3,2) e sl(3,3).
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1 Hierarquias integraveis

1.1 Conceito

Entendemos por integrabilidade um sistema de equagoes diferenciais na forma,

(0 + Ax)¥ = 0,
(0, + A)¥T = 0. (1.1)

Aqui A, e Ay, sdo potenciais de Gauge, também conhecidos como Par de Lax, (ZAKHA-
ROV; SHABAT, 1979). Quando mais adiante, construiremos hierarquias integraveis por
uma abordagem algébrica onde esses potenciais sao elementos da algebra. A condigao de

compatibilidade entre as equagbes, isto é, 0,0;, ¥ = 0,0;, ¥, implica que
0pAt, — Op, Ax + [As, A, ] = 0

podendo ser reescrita como
[0 + Az, Oy, + A ] =0 (1.2)

que ¢é conhecida como equacao de curvatura nula. Para cada parametro temporal n vincu-
lamos uma equacao diferencial que satisfaz a equacao de curvatura nula, esse conjunto de
infinitas equacoes diferenciais denomina-se hierarquia integravel. Também é importante
mencionar que o par de Lax com respeito a coordenada espacial A, é o mesmo para os

diferentes tempos ¢,, logo distintos A4, .

Seja A, e A, solugao da curvatura nula (1.2) e ¥ solucao do sistema (1.1), podemos

considerar os seguintes potenciais

Ay = gAg 4 997"
Atn = gALg ' + 9"

onde g ¢ uma matriz diagonalizavel e funcao das coordenadas x e t,,. Teremos entao que
(9,,: + Ax, (9tn + Atn} - 0

Estes potenciais também satisfazem a equagao (1.2), essa transformacgao de A,, A;,, —
A, thn é chamada Transformagoes de Gauge; e a solucao correspondente para o sistema
(1.1) é U = g¥. O que mostra que a equagao de curvatura nula é invariante por transfor-
macao de Gauge. Essa é uma propriedade importante, ja que podemos encontrar solugoes

do tipo séliton e mapear solugoes triviais em solucoes nao-triviais.
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1.2 Abordagem algébrica

Em uma abordagem algébrica para construcao de modelos integraveis as simetrias da
algebra sao identificadas com a centralizacao de geradores de uma deformacao isoespectral.
Recordando que o centralizador g de um elemento E pertencente a algebra G é o conjunto
de todos os elementos que comutam com E. Devido a identidade de Jacobi g é uma
subélgebra, isso é facil de se verificar, se K7, Ky € K(FE) entdo usemos a identidade de

Jacobi:

[Ev [Kla KQH + [K27 [Ea KIH + [Kb [K% EH =0
=0

[E, [K1, K] (1.3)
daqui concluimos que [K7, K] € K(FE).

Iremos construir nosso modelo a partir de uma loop algebra G definida a partir

do operador gradacao Q. A gradacao induz a decomposicao da algebra em subespagos

gradados,
¢=@P0. (1.4)
a€”Z
de modo que
|:Q7 gAa:| =a éa (15)
e

A estrutura integravel que descreveremos aqui é derivada a partir do problema de fatorizacao
de Riemann-Hilbert como proposto por (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN;, 2003):

exp <— ni::l E(")tn> gexp (i E(”)tn) — O Y()II(t) (1.7)

n=1
onde g é um elemento constante em G, a matriz dressing © = O(t) = [[;.oexp(#™) é
constituida de elementos de G.. Assumiremos que podemos decompor II = II(¢) = BM,
sendo que B é um elemento de gradacdo zero e M = [[,oexp(m®) é constituido de

elementos de G-.

Tomando a derivada do lado esquerdo de (1.7) com relagao a t,,,

0 = = ot ot_
— N g G — _ pn) 22 =11 -y pt=m 2=
= —0pmEMO ' I +46_,,0 ' 1 BV
Por outro lado,

0 1 00! _, 0l1

— Il = I -

oo, (07T = HreTg

- oo

ot ot
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Igualando as duas expressoes temos,

00 oIl

oy EMO M +6,,0 M E = 022 Mret o 1.8
| o T (1.8)
se m = n recaimos em
00 oIl
o, O o,
multiplicando pela esquerda por © e pela direita por 171,
00 Ol
_Eme-l— _o 1YY L Yt
Oty, + Ot

o primeiro termo do lado direito da igualdade contribui com gradacao estritamente negativa

e o ultimo termo com gradagao nao-negativa, com isso obtemos que,

00

— (n)g-1
e (0E™0™) o, (1.9a)
oIl
- _ (n)g-1
3 (0E™e )+ 11, (1.9b)
onde ()4 e ( ) éaprojecdo em graus estritamente nao-negativos e estritamente negativos,
respectivamente.
Realizando a mesma anélise para o caso m = —n em (1.8) obtemos as seguintes
relagoes,
00
- _ (=m) 171
= (mECm1) e, (1.10a)
oIl
(T M-
e (mE™1 )+ 11. (1.10Db)

De modo que temos um par de equagoes de evolucao temporal associado a gradagao
positiva (1.9) e outro par associado a gradacao negativa (1.10). Agora seguiremos cons-
truindo o operador de Lax a partir do problema de Riemann-Hilbert, de (1.9a) estamos
interessado particularmente em n = 1, pois se identificarmos 0y, = 0, podemos propor

construir o lado esquerdo da hierarquia integravel (1.2), abreviaremos E®V) = E,
0.(0) = (6EO6™H_6
= |9EO - (0EO "), |©
= OE—(E+[07",E))®
= OF — (E+ A0

e Ag = [071, E], onde obviamente A4y € M(ad(E)) e tem grau zero. Isto nos leva a,

O 0, +E+A4)0=0,+E (1.11)
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para o operador de Lax, £ = 0, + E 4+ Ag. J& se analisarmos n = 1 em (1.9b),

aaca_[) = (@E@71)+H
—(E + Ap)lI
—(E+ Ay)BM

multiplicando pela direita por M ~1B~!

—E—-Ay = 0,(IHM B!
= (0,B-M+B-9,M)M'B™*
= 0,B-B'+B-o,M-M'B!

Lembrando que B ¢ um elemento constante de grau zero, podemos concluir que,
Ay =-0,B-B™* (1.12)

essa identidade serd fundamental na solucao das hierarquias. Similarmente, podemos

construir correntes de ordens maiores e obtemos
n—1
0! (@N +E™ 4+ 3 Dfﬁ) 0 =20, +E™, (1.13)
i=0

onde
(OE™e~), = E™ + Z DY, (1.14)

Destas relagoes a partir do método Dressing emerge para condigoes de curvatura nula

n—1
law + B+ Ao, 0, + EM 4 Y Dﬁf)] =0[0,+ B0, +EW et =0, (115

1=0

onde D@ € G,. Esse conjunto de equacdes no leva a,

(B, DY)+ [Ao, E™] =0,
B, Dy~ 4 [ 40, DI V] +0,Di" Y =0,
(40, DP] = 81, Ao+ 0, DY = 0. (1.16)
Esta claro que as solugoes locais para D, i = 0,...,n podem ser obtidas recursi-

vamente iniciando pela equagao de grau mais alto em (1.16) até resolvermos a tltima.

1.2.1 Hierarquia de gradacdo temporal negativa

A evolugdo temporal associada a gradacao negativa de elementos em C'(K) pode

ser incorporada dentro da construcao geral de hierarquias integraveis seguindo o problema
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de Riemann-Hilbert e sua conexdo com a formulagdo Dressing. Como em (1.10a) para

cada elemento £ € K(ad(E)) podemos definir a evolugio temporal associado por

00
_ (—n) —1p-1
= (BMECMT'BT) e, (1.17)
daqui segue que,
o7 9*1:i+(BME(*”)M*IB*1) . (1.18)
at_, O, -

Por construcao {&_n, Gtm} = 0 e portanto

[8@, +E+ 40,0, + D("')] =0 [ax +E, at,n} 0 !'=0. (1.19)

i=1
Decompondo a condi¢ao de curvatura nula grau a grau obtemos,
0.D;" + |4y, D] =0,
0.D;" + |E,D{™| + [Ao, D{Y] =0,

0, DY+ [E, D]+ [Ag, DIV] =0,
& Ae — |E, DSV =0 (1.20)
Esse conjunto de equacoes pode ser resolvido recursivamente, entretanto em geral, as

equacoes D9 sao funcionais dos campos Ag. Um caso em particular, para t = t_;, em

que nos obtemos uma solugao local fechada. Seja n = 1 na equagao (1.19)
[am +E+ Ay 0, + (BEPUB*)} =0, (1.21)

esta equagao equivale a construcdo de Leznov-Saveliev, (LEZNOV; SAVELIEV, 2012).

Se decompusermos (1.21) grau a grau,

0.(BECYVB™Y) + |4y, BECVB | =0, (1.22a)
0, Ao~ [E,BECVBY] =0. (1.22b)
Recordando que Ay = —0, B - B~!, podemos facilmente mostrar que a equagao (1.22a) é

solucionada,

0,(BECYB™ = 9,B-EYB '+ BEY.§,B7!
= 9,B-E-YB' 4+ BEY.9,B7!
= (2.B-B7") (BE“YB™") - (BECVB™) (0,B- B™")
= —Ay-BETYB' + BECVUBL. 4,
= —[Ay, BECVB™]
como podemos verificar a equagao (1.22a) é satisfeita pela prépria construgao do elemento

A e com isso fica evidente que dada uma subélgebra G basta definir EV, ECD e Ay que

resolvemos completamente a equagdo de Leznov-Saveliev, (1.21).
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1.2.2 Modelos bosdnicos

Nesta secao explicitaremos a solugao para hierarquia negativa com n = 1 para os

casos das subdlgebras relacionadas a sl(2), sl(3) e quais propriedades podemos esperar

para o caso sl(n).

1221 sl(2)

Como vimos a equagao de Leznov-Saveliev é dada por
0+ B+ Ao,0,_, + (BECVB )| =0.
Para a algebra sl(2) detalhada em (3.1.1), definida para a gradacao Q,
Q =2d+ ;hl

onde

L=208,+FEY+ A,

com

E = EOW=E" 4+ EY

AO - —8xB~Bfl
B = ¢ M

Enquanto que

L, =0, +BE"YB

com
_ — 0
ECY = EY 4+ EO
BECVB™ = @NnE(Y 420 p0)
Entao

£,L,,] =0
O 0w MY = |
0,0 M{” = [EW + EY), 7B + e B,
(
(

aq —Q)
O Den My = (7% — )M
O Oatr =

(1.23)

(1.24)

(1.25)
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1222 sl(3)

Para o caso sl(3) detalhado em (3.1.2), o operador gradacao principal é dado por,

Q =3d+ (hy + ho) - H. (1.26)
Os operadores de Lax sao,
L=20,+EY + A, (1.27)
com
1
E = EW=EQ+EQ+EY _,
Ay = —-0,B-B7!
B = ¢1-M" + ¢, 2"
e
L, =0, +BEYB (1.28)
com

ECD — pCL gy po)

—o] —Q a1+a)
-1)p-1 _ -2 (-1 -3 (=1 3 (0)
BECVB™ = 2 pll ettt gl ) gdeiteapl®)
Entao a equacao de movimento é dada por,

O Ot M\" + 0, ,0,0:M” = [EW, BECVB
8t71(9z¢1M1(0) + 8t713m¢2M4(t0) = —e¢2sinh(3¢1)M1(O) + (6_2¢2 — e@sz’nh(Sd)l))Mio)

que nos leva a

O 0,01 = —e®2sinh(3¢1)
O y0upr = (€727 — e”sinh(3¢1))

combinando as duas equacoes temos

O, 0u(0 — 1) = €272 (1.29)

1.2.2.3 sl(n)

Dada uma algebra G = sl(p+ 1) , p > 1, podemos generalizar as propriedades
esperadas que satisfacam a construcao de hierarquias integraveis como propormos, o

operador gradacao ¢ dado por,
Q=@+ Dd+ (p+-- +p) - H (1.30)
que induz a decomposi¢cao em subespacos

G =aG; (1.31)
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de modo que a édlgebra é Z,.,-gradada e respeita
1Gi,Gj] C Gisj (1.32)
E o gerador constante E é definido como,
E=Y E,+E, (1.33)

onde ¢ = ¥ ; e induz a decomposicao da algebra em G = K(F) & M(E).
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2 Hierarquias integraveis supersimétricas

2.1 Abordagem algébrica

Nesta se¢ao iremos considerar como construir a estrutura de operadores de Lax
quando associamos a termos de gradagao semi-inteira que aparecem num contexto de
gradacdo da dlgebra na forma, G = @Pcz Gns2, (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2004).

Como consequéncia de propormos a matriz Dressing como segue

1<0
e
M = H exp(m®) = exp(m? + m® £ mE2 4.0 (2.2)
>0

isso consequentemente altera o pares de Lax como mostraremos,

6%1(()) = <()ZE()71)**()7
= |0EO' — (6EO "), |6,

. <@E +[0CY, E] + [0, E] + ; [t/ [p1/2), E]D 0.
= OE+ (E+ Ao+ Aya+ ko) ©. (2.3)

Sendo que as quantidades Ay, A;/2 e ky sao definidas como,

Ao = [0, ] +; 612, g1/ )| ’M eM,
A = [05V) Bl e M,
ko = o [0, [0, B])| e k. (2.4)

aqui |x e |p denotam a projecao no Kernel IC(E) e Image M (FE), respectivamente. Isto
mostra que para os casos de gradacao semi-inteira, a expressao geral para o operador de
Lax é

A, = EW + Ag+ Ay jp + ko. (2.5)

Seguindo os mesmo procedimentos que realizamos para construir a equagao de curvatura

nula genericamente, temos

2n—1

Oy + E+ Aijs + Ao + ko, Oy, + E™ + Y Dﬁj/”] =00+ E+,0, + EM| O =0,
=0
(2.6)
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que podem ser resolvidas recursivamente para D& e DU1/2) i =1 ... n — 1. Isto nos

leva a equagao de movimento (com relagdo ao tempo) para os campos Ag.

O setor de gradacao negativa é estendido também e tem a forma,

2n
Oy + B4 Ay + Ao + ko, 0, + ECV £ 3 D,gi/ﬂ =0[0.+E.0,. 0" =0 (27)

1=0

Para o caso em particular que estamos interessados, n = —1, obtemos:

3@ = —(me“Ymt) e
t_1 -

= -B(ME“YM™) B'®
= -B (EH) 1 {m(l/Q),E(*l)D B'O
= —B(E"Y +j.1) B0

onde j_q/p = m\/2), E(_l)}, que podemos reescrever como uma transformacao de Gauge,

00, 071 =0, , + BECYB™ + Bj_,B7". (2.8)

Ainda interessa analisar as consequéncias do que seria n = 1/2 e quais suas consequéncias

para as relacdes de evolucdo temporal (1.9), onde denotaremos o elemento constante £

para graus semi-inteiros como sendo 2

020 = (02"P671) ©
0g1/2) _ (@@(1/2)@—1) o)
"
0g1/2) _ (_@(1/2) + @(0)>

onde 200 = |m1/2) g0/ 2)}. Podemos reescrever como uma transformacao de Gauge,

O (02 +2MP) 07 = 01y + 2V + PO, (2.9)
Entao se nomearmos os seguintes pares de Lax,
Lo=0;+EWD + Ay + Ay + ko, (2.10a)
L,=0,+BE"YB +Bj 5B, (2.10b)
Lijz =012+ 2V 4+ 2O, (2.10c)

que por construgao temos que

(Lo, £_1] =0, (2.11a)
L12, L£a] =0, (2.11D)
L1j2, L] =0,. (2.11c)
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Analisando a equagdo (2.11a) e usando a identidade Ay + kg = —0,B - B™!, temos grau a

grau

Ou (B(ECY 4 j_1pp)B™Y) + [~0,B - B~ B(E“Y + j_12) B =0, (2.12a)

[EW, BECYVB™| + [Ays, Bj 1B + 0, ,(0,B- B™') =0, (2.12b)

a equagio (2.12a) j4 ¢ satisfeita pela identidade Ay + ko = —9,B - B™! e a equacdo (2.12b)

é a equacao de Leznov-Saveliev supersimétrica.

Agora analisando a equacao (2.11b) grau a grau, temos

(2072, M) =, (2.13a)
(2172, Aypp| + |20, EW] =0, (2.13b)
1 Aijy + [ 2N, A + ko] + (2, Ay o] =0, (2.13c)

onde podemos observar da equagao (2.13a) que 2012 ¢ K.

E analisando a equagao (2.11¢) obtemos,

[Can £a] = Byt 209+ 9.0, + BEVE 1 BjapB ] =0 @140
PYI(BECVBT) — [20,BECVBT =0 (2.14D)

O1j2(Bj1pB™) + (29, BjapB7 =0 (2.14c)

essas equagoes que obtivemos ao decompormos os operadores de Lax (2.11b) e (2.11c),

sao vinculos para esse formalismo onde acrescentamos elementos de grau semi-inteiro.

Por fim, os parentes com o operador L, /s, atuam como equacoes de compatibilidade
que definem transformacao de supersimetria que preservam as equagoes de movimento

(2.11a) invariantes, isto é,

Oy [Lar L] = 0. (2.15)

Para mostrar isso, usaremos as equagoes (2.11b) e (2.11c) e aplicando a identidade de

Jacobi,

[Coge: (Lo Laal] + [Lns [Coga L] + [ £, [ﬁ 1,51/2]} -
012+ 2V + 29, L, L]

012 (Lo, La] + |2 + 2O, .cx,c ] =

Ao (Lo, L] =

|
o o o o
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As das relacoes de supersimetria dadas acima, dependem do elemento 0/, que existe
apenas se existir o elemento 2(1/2) como mostramos em (2.9). Portanto é condigdo de

supersimetria a existéncia de elementos no kernel de E que pertencam a parte fermionica.

2.1.1 Modelos supersimétricos
2.1.1.1 sl(2,1)

A superalgebra si(2,1) é dada em detalhes em (3.1.3). Descrevemos agora uma

hierarquia obtida a partir de uma subalgebra relevante dado por Q,

Qsz—I—;-H (2.16)
e pelo operador constante E,
E=—(Ey,+E_,)+X-H (2.17)
Onde temos que os pares de Lax,
L,=0,+EY + Ay —-09,B-B" (2.18)
com
Arjp = &Gglﬂ)
B = eap(eM{”)
e
L,=0,+BE"YB+Bj,,B™" (2.19)
com

ETY = E=—(Bo,+E o)+ X\-H
jap = vGE?

As equagdes de movimento sdo obtidas a partir de
[EZB; ‘C—l] =0
que componente a componente temos

Oppy = 2sinh(2¢y) + 2psinh(¢y),
O b = 2¢cosh(ey),
O, = 2tcosh(er).
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3 Superalgebra de Lie

3.1 Loop - Superalgebra de Lie

Uma superalgebra de Lie G é uma espacgo linear Zs-gradado, G = Ly ® Ly. Os
elementos de Ly sdo denominados bosonicos e os elementos de L; sdo denominados

fermionicos, (KAC, 2013). O comutador em G satisfaz as seguintes propriedades:

[A,B] = A- B — (—1)%s)desBIp . 4 (3.1)
[A,[B,C|+ [C,[A, B]]| + |B,[C, A]] =0, (3.2)

onde deg(A) =0se A€ Ly e deg(A) =1se A€ L.
Uma loop-superalgebra G ¢ obtida a partir de uma extensao da estrutura de uma su-

perdlgebra G. Dado um conjunto finitos de geradores {7T,} € G, onde a = 1,...,dim g,

acrescentamos um indice extra, T, — 7™ e acionamos um gerador a &lgebra d,
T = \"T, (3.3)

onde
[d, 7] = n T, (3.4)

Mais formalmente podemos descrever uma loop-superédlgebra como sendo
G=gaC\\ ' ad (3.5)
Ainda da identidade de Jacobi podemos derivar duas propriedades importantes,
[K(E),L(E)] C K(E) e [K(E), M(E)] C M(E).

Essas propriedades sao faceis de se verificarem, se K7, Ky € IC(F) entao usando a identidade
de Jacobi,

(B, [K1, K] + [Ky, [E, Ki]] + [Ky, [Ks, E]] = 0
=0

[E, [ K1, K] (3.6)

daqui concluimos que [K;, Ks] € K(F). E por ultimo, se M; € M(FE), usando a identidade
de Jacobi,

[E, [Ky, My]| + [My, [E, Ki]] + [K1, [Ms, E]] = 0
(B, [Ky, My]] + K1, [My, E]] = 0

ora como [E, M;] # 0, isso implica que [K;, M| € M(E).
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311 A1) = sl(2)

Os geradores da dlgebra sl(2) sdo: E,,, E_,, e hy. A representagdo fundamental

2x2 desses geradores ¢ dada a seguir:

1 0 01 00
hl = ) qu = ) E—Oll == .
0 -1 0 0 10
Definimos o operador principal £ como sendo,

E=E, +E_q (3.7)

que induz a decomposicao da algebra, G = KC(E) & M(E) onde K = {z € G|[E,z] =0} ¢

M é o complementar de K. Seja B, o conjunto dos autogeradores de F,

temos entao que,

Bl = qu - E—a1 -+ hl bl - —2
BQ - _Ea1 + E—a1 + h/l b2 -
Bg == Ea1 + E—oq b3 == 0

Daqui concluimos que

K= {Bg} e M= {BhBQ}.
Definimos também o operador gradacao
1
que induz a decomposicao da algebra em
G=Pd

como o operador @) é definido de modo com que F € Go,11. Ja os elementos que pertencem

a M podemos ver pelos seus autovalores que,
2 2
by = 03

de modo que podemos construir geradores que sejam ciclicos em termos de gradagao sob
acdo do operador E = EM | isso poder ser facilmente evidenciado. Seja uma combinacio

linear qualquer de elementos da M(FE),

2
L= Z (J,Z'Bi7
i=1
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se comutarmos duas vezes - a mesma ordem de poténcia que o autovalores adquirem
valores idénticos, podemos ver que obtemos proporcionalmente o mesmo elemento L,
[E,[E,L]] = [E,[E,a1B; + ayBs)]

= [E,a1 by By + ap by By

= ay b2 By +ay b3 By

= b] (0 B) + asBy)

= b L.
Desta maneira podemos construir geradores como combinagao linear de B; € M(FE) de

modo a respeitar os subespacos gradados, podemos ainda tomar a liberdade de normalizar

esses geradores, como a seguir:

1 1
M, = i(Bl +By)=h1 e M= _Z(blBl +b2By) = Eay — E_a,

onde podemos ver que

[E, M;] o< My,

[E, My] < M;.
H4 um grau de liberdade em que podemos escolher M; ou My € Gy, se My € Gy, trata-se
do modelo abeliano e se My € Gy, trata-se do modelo nao-abeliano. Estamos interessados

neste contexto no modelo abeliano onde os geradores de grau zero sempre sao geradores
de Cartan.

Entao a algebra é decomposta em G = K & M da seguinte forma:

{Ky=DBs=FE, +FE_.},
M = {Ml = hl, M, = qu - E*a1}7

e em subespacos gradados G = BG;,

Gon = {MPV =n{"},
Goni1 = {Kf"“) = B )+E(n+1) MED g _ E(n+1)}'

-1 ) [e%1 —Q1

3.1.1.1 Relacdo de comutacdo da algebra si(2)

A algebra é dada pelos comutadores:

[I(Fn-i—l)7 K1(2m+1)} —0, [ (2n) M12m} —0,
[K£2n+1)’ M1(2m+1):| _ _2]\42(2(n—|—m)—|-1)7 |:M12n M22m+1 :| 9K 2(n+m +1)
[K£2n+1)’ M2(2m+1)} _ _2M1(2(n+m+1))’ {M2(2n+1 M22m+1 } _o.

Podemos observar que a algebra sl(2) é simétrica, isto é, [M, M] C K
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312 A(2) = sl(3)

Os geradores da dlgebra sl(3) sao: Eiq,, Eiay, Ei(ai4as), M1, ha. A representacao

fundamental 3x3 desses geradores ¢ dada abaixo:

010 000

EOU: 00 07 E(IQ: 0 0 1a qu—‘raQ: 0 0 0,
000 000 0

00 0 00 0 0
Ea=|100f, EauW=]000]|, Ea a ol,
00 0 010 0

1 0 0 00 0

hi=10 =1 0|, he=]0 1 0

0 0 0 00 —1

Definimos o operador principal E como sendo,
E=FEs +Eo +E o0,

que induz a decomposicao da dlgebra, G = K(adE)®M (adFE) onde K = {x € G| [E, z] = 0}

e M é o complementar de K. Seja B, o conjunto dos autogeradores de F,

temos entao que,

Bi= ¢ 5 (B, + Eayrog + 1)+ €5 (Bay + Eouy) — (E—ay + Eovy—ay — h2), b1 = V3 €%,
By=¢"5 (Bay+ E-)) + €% (Bay + Bayyon + 1) — (Boay + By ay — ha), by =3¢ 5
Bs=¢"5 (Beay+ By + M)+ €5 (Bay + E0y) = (Bay + Fayras — h2), bs = V3 €%,
(
(

)
)
)
. E., +E_,,)+ % (B, +Fui—ay +h1) = (Bay + Farray — h2), bi=+3 e_%,
)
)

°
3

B,=¢e7%

Bs = ¢ 5 (Eayray + Fo—ay) + €5 (Eay + Eay + 1) — (Bay + E—a, — ha), bs=3e?,
Bs=eF (Euy + By +h1) +e5 (Bayioy + Eouyog) — (Bay + E—a, —ha), bg=13e %,
Br=Eo, + Boy + By, by = 0,

Bs = Eoyvap + By + By, bs = 0.

Daqui concluimos que
IC:{B7,B8} e M :{BZ, i= 1,,6}
Definimos também o operador gradacao

Q = 3d + hy + hy (3.9)
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que induz a decomposicao da algebra em
G=EPG

como o operador () é definido de modo com que F € G3,, 1. J4 os elementos que pertencem

a M podemos ver pelos seus autovalores que,
3 16
b= =18

e seguindo a mesma andlise que realizamos para o caso sl(2), podemos construir geradores
que sejam ciclicos (Zg) sob acdo do operador £ = E®, normalizando arbitrariamente

esses geradores temos,

1 6
M, = - B; = hy + 2hs,
3 =1
1 6
M2 == _§ Zb’LBl = EOQ - E—a1—a27
=1
1 6
MS = = ZbZQBz - _2E—a1 + E—az + Ea1+a2a

6
M; = 5 Y biBi=—2E4 + Eoy + E_a)—a,,
=1
1 &
M6 — —g Zbl BZ — E_a2 - Ea1+a2.

i=1

Como estamos interessados que os geradores de Cartan tenham grau zero, isso implica

que, M, € Gs,, com isso a algebra é decomposta em G = K & M da seguinte forma:

K = {K1:B77 KQ:BS}’
M = {Myi=1,...,6.),

e em subespacos gradados G = ®G;,

Gan = {M{™ = b + 205", M =i},
g3n+1 _ {K£3n+1) _ E,Sg) + Eg;) + E(n—H) M2(3n+1) _ EC()Z) . E(n+1)

—a1—ags —ai—ags
3n+1 n n n+1
MED = _op™ 4 g0 4 gDy

M§3n+2) _ _2E(n+1) + Egnatl) + E(n)

-1 a1+agr

an+2 _ {K§3n+2) _ E(,nojl) + E(n+1) + E(n)

1 —Q2 a1t

M6(3n+2) _ E(n+1) . E(n)

—Q3 altag }
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3.1.2.1 Relagdo de comutacdo da algebra sl(3)

{Kf’m—s—l)’ K§3m+1) _ 07 [K§3n+2), K2(3m+2)} _ 07
{Kf3n+1)’K§3m+2)' -0, [K§3n+2)’M1(3m)' _ Mé3(n+m)+2)’

[K§3n+1)’ M1(3m) _ _3M2(3(n+m)+1)’ [K2(3n+2)7M2(3m+1): _ _]\41(3(n+m+1))7
_K§3n+1)’ 2(3m+1)' _ M§3(n+m)+2)’ [K2(3n+2)’M3(3m+2)' _ 3M2(3(n+m+1)+1)’
_K§3n+1)7 M§3m+2)_ _ _3]\423(71—4-7714—1))7 [K§3n+2)7 Mi?)m)_ _ _ ZJ()?)(n—l—m)—&&)?

[f(—§3n+1)7 Mf’»m) _ ]\4353(71—#-m)+1)7 [K2(3n+2)’M5(3m+1)} _ 3]\4L§K“3(n4-m-‘r1))7
-K§3n+1); M5(3m+1)' _ _3M6(3(n+m)+2)’ [K§3n+2)’M6(3m+2)' _ _Mé3(n+m+1)+1),
—K§3n+1) é3m+2)' _ M1(3(n+m+1))

[Ml(Sn)’ 1(3m): ~0. [M2(3n+1)7M2(3m+1): ~0.
:Ml(?m)’ 2(3m+1): _ 2K§3(n+m)+1) +Mé3(n+m)+1)’ [M2(3”+1),M353m+2): _ M1(3(n+m+1))’
:M1(3n)7 ?E3m+2): _ _3Mé3(n+m)+2)’ {M53n+1)7M£3m): _ M2(3(n+m)+1),

[.Ml(?m)7 Mf’m) -0, {M2(3n+1)’M5(3m+1)} _ 2K§3(n+m)+2)’
:Ml(Sn)’ M5(3m+1): _ 3M2(3(n+Tn)+1)7 [M2(3n+1)’Mé3m+2): _ —Mf’(mmﬂ)),
_Ml(?m)v é3m+2)' _ _2K§3(n+m)+2) . ]\/[3(3(rwrm)+2)7

(M2 P =0, (M M =,

[]wé?)n-iﬂ)7 i?)m): _ —2K2 + Mé3(n+m)+2), [MAESn)’MEE?:m—&-l)} _ —2K1 + ]\4éi’)(7t—|—’rn)-i-l)7
[‘]\495371-1—2)7 Mé3m+1): _ _3M£3(n+m+1))7 {MiBn)7M6(3m+2)} _ Mé3(n+m)+2)’
[M?E3n+2)’ Mé3m+2)} _ 2K—§3(n+m+1)+1)7
[MéBerl)’ M5(3m+1)} _ O, {Mé3n)’Mé3m+2)} _ 07

[MéSnJrl)’ é3m+2)] _ M1(3(n+m+1))

Y
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313 A(1,0) = sl(2,1)

Os geradores da superalgebra sl(2,1) sao Ly o conjunto dos geradores bosénicos e

Ly o conjunto dos geradores fermionicos:
Lo ={FEia, hi; Ao - H} =5sl(2)®U(1) e Ly ={Fia, Ei(a14as)}- (3.10)

A representagdo fundamental 3x3 desses geradores ¢ dada a seguir:

010 0 0O 0 01

Eal - O O O 9 EQQ - 0 O 1 3 Ea1+a2 - O 0 0 9
000 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00

E ., =(100|, Ea=[000|, EFoa-a=|[00 0],
0 00 010 1 00
0 0 0 00 1 00

hi = —1 0|, ha=1]0 1 0|, X-H=]0 1 0].
0 0 0 0 01 0 0 2

3.1.3.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(2), para

recuperarmos as equagoes de movimento associadas a dlgebra sl(2) no limite bosénico,
E=FE, +FE_, (3.11)

que induz a decomposicao da dlgebra, G = K(E)® M(F) = K(E)p @ M(E)p @ K(E)r &
M(E)p, onde Kg = {x € Lo|[E,z] = 0} e M é o complementar de Kg e Kr = {z €
Ly|[E,x] =0} e Mp é o complementar de Kp.

Entao se B é o conjunto dos autogeradores bosénico de F,

temos entao que,

Bl = qu - E,al + hl b1 = -2
B2 - _Ea1 —+ E,al + hl b2 - 2
B3 - Ea1 + E—al bg - O

B4:)\2'H b4:0
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Podemos ver que conservamos os mesmo autogeradores de sl(2) e daqui concluimos que

ICB = {Bg B4} [§ MB = {Bl,BQ}.

E seja T o conjunto dos autogeradores fermionicos de F,

temos entao que,

Ty = —Eoy + Eoyta, t=—1
Ty = Bay + Eoy o ty=1
Ty=FEu,+ F oo, ty = —1
Ti=—F o+ Fu o t=1

portanto,
Kre={0} e Mp={T,,i=1,...,4.}.

O fato de termos Kr = {0} é um resultado que nao nos interessa, ja que como expomos
em (2.13), é condigdo para existéncia de supersimetria a existéncia de Kr # {(}. Por essa
razao temos que construir um elemento constante F que preserve os autogeradores de
sl(2) - isso implica em conservarmos a contribuigao da dlgebra bosdnica para equacao de

movimento. Levando em conta esses argumentos, propomos:
E= T (Eal + E—oq) + 772/\2 -H (312)

pois g - H é ortogonal aos demais geradores bosonicos, portanto o conjunto B permanece

inalterado. Ja o conjunto 7 tem autovalores distintos como podemos ver,

T\ =—FEs, + Fuoytas tr = —(m +mn2)
Ty = FEay, + Eoytas to =11 — 12
Ts=FE_o, + F_u—a, ty = —(m —n2)
Ty=—-E o, +FE oo ly=m+n

A existéncia de Kr # {0} estd condicionada a: 7 + 17, = 0 ou ; — 1o = 0. Para
m + n2 = 0 teremos que Kp = {11, T4} e Mp = {13, T3}. E para n; — s = 0 teremos que:
Kr = {1315} e Mg = {T11,T,}. Logo temos uma grau de liberdade na escolha de qual

par pertencera a Kg.

Independentemente da escolha de parametros temos que os autovalores de Tj,

indicam ciclicidade Zs sob agao do gerador F, pois:

ti=t; e t3=t;
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E como fizemos para as algebras anteriores podemos construir geradores ciclicos como

combinagao desses autogeradores, normalizados arbitrariamente,
FL=T1+T,=—-FEy +FEora, — E—v, + E_0y—0y:
E=t/T1+tiTy=FE., — Forar — E v, + E_0y -0y,
Gi=T1+Ty,=FE.,+FEstas + E v, + E_0)—0,,

G2 = Tl + T4 = _Ea2 - Ea1+a2 + E—a2 + E—al—ag-

Se escolhermos os parametros n; = —1 e 79 = 1 obtemos a mesma algebra que encontrada
por Gomes et. al em (GOMES; YMAI; ZIMERMAN, 2006) - onde os autores mostraram

a escolha de uma subélgebra de sl(2,1) e como construir hierarquia supersimétrica, além

de derivarem solugoes do tipo séliton via método Dressing.

3.1.3.2 Subdlgebra relevante

A dlgebra é decomposta em G = K & M da seguinte forma:
Kg = {Ki=Bs=FE, +E_,, Ky,=By=X\ H},

MB - {Ml - hl; M2 = Eocl - E—Oq}a

ICF = {Fl = _Ea2 + qu-‘rocg - E—Ozg + E—Oq—()éz)
F2 = EOé2 - EOé1+Ot2 - E—a2 + E—al—OQ}‘
MF = {Gl = Eag + Ea1+a2 + E*O&Q + E,C”,QQ,

Gy =—Eo, — Eayta, + Eq, + E—Ocl—cm}'
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e em subespacos gradados G = BG;,

Gon = (M = h{™},

Gopsr = {KZD = g 4 gt ge@ntl) gt et = gl

(e %) —Q1 )

2n+31 n+3 n n n+3
Gonsrjo = (G = BG4 BW,,, + BV, + EV2

(2n+1) (n+2) n n (n+3)
F2 = a2 2= Eél)—i-ag - ESQ)Q + Efaliag}'
2n+3 n n+3 n+3i n
g2n+3/2 = {Fl( ) = _E(gé;l) + Eéq—i—ci - E£a22) + ES;QQQ,
(n—i—%) (n+%)

(2n+3) n 3 n+1
G2 v= _E(gz-i_l) o Ea1+a2 + E*OQ + E(,at,)a2}.

3.1.3.3 Relacdo de comutac3o da algebra si(2,1)

A élgebra é dada pelos comutadores:

[K-?n+l)7 K§2m+1): _ O7 [K2(2n+1)’ K§2m+1)
|:K£2n+l)7 §2m+1): _ O7 |:K§2n+1)’ 1(2m)
[K{Zn-i-l)’ 1(Qm-i-l): _ —2M2(2(n+m)+1), |:K§2n+1), M2(2m+1)
[K§2n+1)’ 2(2m+1)' _ _2M1(2(n+m+1))7

[Ml(Qn)7 1(2m) _ 07 |:]\42(2n—|—1)7 M2(2m+1)

2n 2m—+1 2(n+m)+1
(M, pmD] = g Pemh),

1 )

aq

=0

E(n+1)

—o

}
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_Kfnﬂ) F1(2m+g)' _ 2(2(n+m+1)+§) _K2(2n+1)’F1(2m+%)_ _ 2(2(n+m+1)+%)),
_Kl(wrl) Fz(zm+g)' _ Fl(g(n+m)+g) 'K2(2n+1) F2(2m+%)- _ 1(2(n+m)+%)
_K1(2n+1) G§2m+%)- _ _GéQ(n+m)+%) -K2(2n+1) G§2m+%)- _ G2 2(nt+m)+3)
_K£2n+1) Géznﬁ%)_ _ _G§2(n+m+1)+%)7 'K2(2n+1),Gé2m+g)' _ G1 2(nt+m+1)+3 )’
[ 3] n+m)+3 [ n m+2)] n+m)4
M1(2n+1),F1(2m+2) _ _Géz( + )+2)7 M2(2 +1)’F1(2 +H] _ _G§2( + )+2)7
: l: n4m)+ L r m l: ntm)+32
M1(2n+1)7F2(2m+2) _ —Gf( + )+2)7 M2(2n+1)7F2(2 +3)| _ —Gf( + )+2)7
: l: n+m)+1 i m l: n+m)+32
M1(2n+1) G§2m+2) _ 2(2( + )+2)7 M2(2n+1) ng +3) :F1(2( + )+2)7
_M1(2n+1) ngm%)' _ 1(2(n+m)+%)’ _M2(2n+1) Gé2m+%)' _ 2(2(n+m+1)+$)’
m—+3)] n+m [ n m+3)] n-m

FED pemtD) _ o, — g@emtD+)y [ pek) p@mED] o g | pe@mmt+)y
_F1(2"+%) F2(2m+%)- 0 I (2n+ G12m+§)' _ _2M2(2(n+m)+1)
o 5 1] F " : .
F1(2n+2),G§2 +35) _ 2M1(2(n+m+1))’ 2 +3 G22 +3 _ _2M1(2( + +1))’

(2n+ G2m+%): — o) 2(ntmi1)+1)

2 - 2 )

n m T n+m n 3 m 2 n+m
G s =2<K1+K§2< FOEDY G G | = (K + KT,

(2n+ 2m+
G G2 - 0

Podemos observar que a algebra sl(2,1) é simétrica, isto é, [M, M] C K.
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314 A(2,0) =sl(3,1)

Os geradores da superdlgebra sl(3,1) sao Ly o conjunto dos geradores bosonicos e

Ly o conjunto dos geradores fermionicos:

LO = {Eiaﬂ Eia27Eﬂ:Oé1:|:a27 hl; h27 AS ° H} - Sl(?)) @ U(1)7

Ly = {Eﬁ:aav Ei(a2+a3)> Ei(a1+a2+a3)}-

A representacao fundamental 4x4 desses geradores é dada a seguir:

01 00 00 0O 0 010
0 0 0O 0010 00 0O
Ea1 = , Eag = ) Eoz1+a2 )
0 0 0O 00 0O 0 0 0O
0 0 0O 00 0O 00 0O
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
1 0 00 0 00O 00 0O
E—al = Y E—az = Y E—al—ag == Y
0 0 0O 01 00 1 0 0 0
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
1 0 0 0 00 0 O 1 000
0 -1 0 O 01 0 O 110 1 0 O
hl - ) h2 - ) >\3 H=—= ’
0 0 00 00 -1 0 210 010
0O 0 0O 00 0 O 00 0 3
00 0O 0 00O 0 0 01
0 0 0O 0 0 01 0 0 0O
Ea, = ) Ea ag — ) qu as+ag — )
*“looo1 00000 T 0 0 000
0 00O 0 00O 0 00O
00 0O 00 0O 00 0O
00 0O 0 0 0O 00 0O
E*OLS = ) E*&Q*&g = , E*Oﬂ*agfag = .
00 0O 0 0 0O 00 0O
0010 01 00 1 000
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3.1.4.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de si(3), para

recuperarmos as equagoes de movimento associadas a dlgebra sl(3) no limite bosénico,
E=FE, +E.,,+E_o _u (3.13)

que possui o mesmo conjunto (3.9) de autogeradores de sl(3) acrescido um elemento que

pertence a U(1),
By = X3+ H com autovalor by = 0. (3.14)

Portanto temos que,

,CB: {B7,Bg,Bg} (§] MB = {Bz,lz 1,,6}

E seja T o conjunto dos autogeradores fermionicos de F,

temos entao que,

Tl = E*O{g + Efagfag + E7a17a27a3, t1 = —1,
T2 = Ea3 + Eoé2+a3 + Ea1+a2+6¥37 ty = 17

T3 = 6%EO@ + 6_%Ea2+a3 + Ea1+0t2+a37 t3 = 6_%7
Ty = 6_%E043 + B%Eaz-i-% + Eoytastas ty = G%i,
T5 = G%E—as + 6_%E—O¢2—a3 + E—Oq—az—ocga ts = 6%7
Ts = ei%E*as + €%E,a2,a3 + E*011*Ot270437 te = ei%i

portanto,

’CF:{@} (S MF:{Ti,i:L...,ﬁ}.

O fato de termos Krp = {0} é um resultado que nao nos interessa, ja que como expomos
em (2.13), é condigao para existéncia de supersimetria a existéncia de Kr # {0}. Por essa
razao temos que construir um elemento constante F que preserve os autogeradores de
sl(2) - isso implica em conservarmos a contribuigao a algebra bosonica para equagao de

movimento. Levando em conta esses argumentos, propomos:

E=m(Es +Eo,+ F_o,—0,) + 123 - H (3.15)
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pois A3 - H é ortogonal aos demais geradores bosonicos, portanto o conjunto B permanece

inalterado. Ja o conjunto 7 tem autovalores distintos como podemos ver,

Th=FE oy +E ay—a; T Eoai—ar-as; ti=—(m+mn),
Ty = Eoy + Eostas T Eartastass lo =m + 12,

Ty = €% oy + € 5 Eoyray + Boytastas, ty = €5 1 + 1,
T, = e_%E% + €%Ea2+a3 + Eoytastas ty = 6_%771 + 19,
T = B%E_Oé3 + e_%E_OQ_063 +E o —as—as; ts = e%im — N2,
Ts=¢ 3 B g,+€3 g+ Foyoayos te=e "5 — .

Pelos autovalores t; podemos escolher os parametros 7y, 1o de forma que Kr # {0}. Porém
independentemente da escolha de parametros temos que os autovalores de T}, indicam

ciclicidade Zs sob acao do gerador E, pois:
2 42 2 2 2 42

Disso podemos concluir que nao é possivel para algebra sl(3,1) construir uma subalgebra
que contenha uma decomposigao de ciclicidade Zs e Kr # {0} condi¢des para construgao

da hierarquia supersimétrica.
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315 A(2,1)=sl(3,2)

Os geradores da superalgebra sl(3,2) sao Ly o conjunto dos geradores bosonicos e

Ly o conjunto dos geradores fermidnicos:

Lo ={Fia,s Eiays Eiartas, P, hoy Exay ha, Xg- HY = sl(3) & sl(2) @ U(1),

Ly = {E:tas7 E:l:(Ocz-i-a:s)v E:t(a1+042+063)7 E:l:(Oc3+a4)a E:t(a2+a3+a4)7 E:I:(oc1+ag+oz3+oc4)}‘

A representagdo fundamental 5x5 desses geradores é dada a seguir:

01000 0000
000O0®O 0010
E, =10 00 0 0, Esp=1]00 00
000O0O 0000
000O0O 0000
000O0O 0000
10000 0000
E_.=[0 000 0, E_. 0100
00 00O 0000
000O0O 0000
000O0O0 000
000O0®O0 000
E,=10 00 0 0f, FE_a 000
0 00O0T1 000
000O0O0 000
0 0 0 0 0000 O
01 0 0 0000 O
ho=10 0 =1 0 0|, ha=]0 0 0O 0O O |,
0 0 0 0 0001 0
0 0 0 0 0000 —1

o O O O O

o O O o O

_ o O O O

A3

CH =

s E—Oq—az =

hy

o O O o O

o O O O

5 Ea1+a2 =

o O O o =

o O O O O

o O = O O

o O O o O

o O O o O

o O O O =
o O O o O
o O O o O

o O O o O
o O O o O
o O O o O

o O O o O
o O O o O
o O O o O

o O O O
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9

0001O0

00 00O
000O0O0
000O0O0
000O0O0

EOé1+Oc2+0é3 -

b

00 00O
00010
000O0O0
00 00O
00000

EOé2+a3 -

I

000O0O0
00 00O
00010
000O0O0
000O0®O0

E., =

o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o —~ o

I

[

i

N

3

_

3

&
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o —~ o
o o o o o

I

N

i

N

3

&
o o o o o
o o o o o
o o o —~ o
o o o o o
o o o o o

I

N

i

Y

000O0®O0
0 00O01
00 00O
000O0O0
000O0O0

EBostastas =

)

000O0O0
000O0O0
00001
000O0O0
000O0O0

EOé3+Ot4

Y

000O0O0
000O0O0
000O0O0
000O0O
00100

E—a:s—oa; =

9

0 00O0T1
000O0O0
000O0O0
000O0O0
000O0O0

qu +azt+az+tay

00 0O0O
000O0O
00 00O
00 00O

10000

E—oq—oeg —a3—auy

)

000O0O
000O0O
00 00O
000O0O
01000

E—ag—ozg—oe4

3.1.5.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(3), para

Onico,

A

de movimento associadas a éalgebra sl(3) no limite bos

recuperarmos as equagoes

(3.16)

E=FEy +Eo +E_o,-a
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que possui 0 mesmo conjunto (3.9) de autogeradores de sl(3) acrescido dos elementos

pertencentes a sl(2) e U(1),

By =FE,, by = 0,
By = E_,, bio = 0,
Bi=hy b =0,
By = \s- H by = 0.

Portanto temos que,
Kg={Bj,i="7,...,12} e Mp={B;,i=1,...,6}.
Agora passemos a analisar o conjunto dos autogeradores fermionicos 7T,
T={T,€G||E,T;]] =bT;, i=1,...,dim(L,) =12},

os autogeradores sao

T = E—a3 + E—az—a3 + E—al—az—asv 1 = —1,

1= Eozs + Ea2+a3 + Ea1+a2+a3> ty =1,

I3 = E%Eas + ei% ag+az T Ea1+a2+a37 ty = 67%,

T4 = ei%Ea3 —+ €%Ea2+a3 + Ea1+a2+0(37 ty = 6%,

15 = Q%E—Cm + 6_%E—a2—a3 + E_ai-as—as» ls = 6%,

Ts = e_%E—Oéa + Q%E—az—aa + E—Otl—OcQ—Otsv te = 6_%-

17 = E—a3—a4 + E—az—as—a4 + E—Oél—az—()ég—a47 tr = —1,

T8 = Daztoy + Ea2+013+044 + Ea1+a2+a3+a47 tg = 1,

Ty = Q%EQS‘FOMI + 67%E0¢2+a3+a4 + Ea1+a2+a3+a4u tg = 67%;
Ty = e_%ECw,-HM + Q%Ea2+a3+a4 + Eoitastas+ass tio = e%ia
Ty = Q%E—Cm—w‘ + 6_%E—a2—a3—a4 + E—m—ag—ag—oq; t11 = 6%,
Ty = 6_%E—a3—a4 + Q%E—az—as—m + E_ai—az—az—au; ty=e 5.

portanto,

Kr={0} ¢ Mp={T},i=1,...,12.}.

Como ja argumentamos antes, nao interessa uma decomposicao que tenha Kp = {(Z)}

Entao propomos:

E=m(Es +Eoy+ FE_o,—a,) + 1203 - H (3.17)
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pois A3 - H é ortogonal aos demais geradores bosonicos, portanto o conjunto B permanece

inalterado. Ja o conjunto 7 tem autovalores distintos como podemos ver,

I = E*as + E*azfas + E,al,a2,a3, = — (771 + 772> )
Ty = Eas + Ea2+a3 + Ea1+a2+a37 to =m + 1o,

Ty = €5 Boy+€ 5 Eoyiay + Boypoytos: ts =€ m + 1,
Ty = 6_%Ea3 + B%Eaz-w@ + Ea1+a2+a37 ly = 6_%771 + 12,
Ts = G%E—% + 6_%E—a2—a3 + E_o;—az—as ts = 6%1.771 — N2,
Ts = 6_%E—a3 + e%E_OQ—OtB + E—a1—a2—a37 te = 6_%771 — N2,
T7 = E*Ofsfaz; + E*Otz*a:i*ou; + E*Oél*az*a?ﬁau by = — (771 + 772) )
T = ooy T Eaz+a3+a4 + Ea1+a2+ag+a47 ts = m + 2,

Ty = e%Eas-HM + 6_%EO&2+0<3+C¥4 + Ea1+0c2+a3+0447 lg = 6%771 + 712,
T10 = 6_%Ea3+044 + G%Ea2+a3+a4 + Ea1+a2+a3+a47 th = 6_%771 + 12,

2mi _2mi mi
Tll =€3 E—ag—a4 +e 3 E—ag—ag—a4 + E—al—az—ag—a4a tll =e€e3MN — N2,

_2mi 2mi _mi
T12 =e 3 E—ag—a4 +es E—ag—ag—a4 + E—al—ag—ag—a4a t12 =€ 3N — N2
Pelos autovalores t; podemos escolher os parametros 7y, 1o de forma que Kr # {0}. Porém
independentemente da escolha de parametros temos que os autovalores de T;, indicam

ciclicidade Zs sob acao do gerador E, pois:

() =) =) - () =) - ()
tg t4 tﬁ tg th t12 '
Daqui podemos concluir que nao é possivel para algebra sl(3,2) construir uma subélgebra

que contenha uma decomposigao de ciclicidade Zs e Kr # {0} condi¢des para construgao

da hierarquia supersimétrica.
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3.1.6 A(2,2) = sl(3,3)

Os geradores da superalgebra sl(3,3) sdo Ly o conjunto dos geradores bosénicos e

Ly o conjunto dos geradores fermidnicos:

LO = {E:I:()zl) E:taga E':I:oq:i:ocm h/17 h27 E:I:Oz47 E:ta57 E':I:oz4:i:oc57 h/47 h57 )\3 : H} = Sl(3) ¥ Sl(3) S¥ U<1)a

Ll - {E:I:a3> Ei(a2+013)7 Ei(a1+a2+a3)7 Ej:(a3+a4)7 Ei(a2+a3+a4)7 Ei(a1+a2+a3+a4)7 Ei(a3+a4+a5)7

Ei(a2+a3+a4+a5)v Ei(a1+a2+a3+a4+a5)}'

A representagao fundamental 6x6 desses geradores ¢ dada a seguir:

01 0O0O00O0 00 0O0O0@ O

00 0O0O0O0 001 0O0FO0

00 0O0O0TU 00 0O0O0@
Ea1 = ) Eag = )

00 0O0O0TU O 00 0O0O0T@ O

00 0O0O0@ O 00 0O0O0@ O

00 0O0O0U 00 0O0O0@O 0

001 000 00 0O0O0OQO0

0O 00O0OO0U O 1 00 0 0O

0 0 0O0OO0OTU O 00 0O0O0T@ O
Ea1+a2 = 5 E—oq = )

0 00 O0O0UO 00 0O0O0@O 0

0O 00O 0O0O O 00 0O0O0@O

00 0O0OO0OU O 00 0O0O0@ O

0O 00O0OO0O O 0O 00O0OO0O

0O 0 0O0OO0OO 00 0O0OO0OO

01 0000 1 00 0 00
E—a2 = ; E—al—az = )

0O 00O 0O0O 00 0O 0O0O

0O 00O0OO0O O 0O 0O0OO0O O

0O 00 O0O0O 000 O0O0O
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Y
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00 0O0O0T1

000O0O0O0
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)

00 0O0O0O0

000O0O0O0

00 0O0O0O O
00 0O0O0O O

000O0O0T1

000O0O0O0
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Y

000O0O0O0
000O0O0O0
000O0O0O0
000O0T1PQ0
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o o o o o O
o O O O o O
o O o o o
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o o o o o O
o o o o o
o O O O o O
o O O O o O
o O O O o O
oS O O O o O

I
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&
o O O O o O
o O O O o O
oS O o o - O
S O O O o O
S O O o o O
o O O o o O

E o =

000O0O0O0
00 0O0O0O
001000

000100

00 0O0O0O
00 0O0O0O

00 0 00O

0 000
-1 0 0 0

01
0 0

00 0 0O0O

00 0 00O

0 0 00O
-1 0 0 0 0

1
0

0 0 00O0O
0 0 00O0O
0O 0 0000
0 0 00O0O

1 00000
01 00O0O

0001O0O0

000010

000O0O0T1

0000 0 O
0000 0 O

0
1

-1

0000
0000 O

000 0 0O

000 0 00O

000 0 00

0 00

-1 0 0

10
000 0 00O

000 O

Y

000O0O0O

000100

00 0O0O0O
000O0O0O
000O0O0O0
000O0O0O©O0
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)

000O0O0O0

000O0O0O0

000100
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000O0O0O0

000O0O0O0

En, =
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3.1.
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000O0O0O0
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_ +
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44 Capitulo 3. Superdlgebra de Lie

000O0O0O©O0 000O0O0O0
000O0O0O 000O0O0T1

Foyroion = 000O0O0T1 By — 000O0O0O0 ’
000O0O0O0 ‘ 000O0O0O0
00 0O0O0O 00 0O0O0O O
000O0O0O 000O0O0O0
000O0GO0T1 000O0O0O0
000O0O0O 000O0O0O0

oot oo, = 000O0O0O©O B = 000O0O0O0 ’
00 0O0O0O 00 0O0O0O
000O0O0O 000O0O0O0
000O0O0O©0 001000
000O0O0O0 000O0O00O0
000O0O0O0 000O0O00O0
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3.1.6.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(3), para

recuperarmos as equagoes de movimento associadas a dlgebra sl(3) no limite bosénico,

E=FE, +Ey,+F o —a, (3.18)

que possui o seguinte conjunto dos autogeradores fermidnicos T,
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os autogeradores sao

T = E—ag + E—ag—ag + E—oq—ozz—a?,) ty = _1’

15 = Eay + Eostas T Eaytastas: ty =1,

T3 = e%Eazs + 6_% astas T Eaj+astas; lg = 6_%,

T, = ei%Eozs + G%Eaﬁ% + Eoytastas ly = e%,

T5 = e%E*as + ei%E*azfaa + E*alfoefasa ts = 6%,

Ts = ei%E—Cm + €%E_a2_a3 + E—a1—a2—a3= le = ei%i~

I7 = E—0¢3—Ot4 + E—az—a3—a4 + E—Oq—ocz—ozs—oc47 tr = —1,

13 = Easvas + Basvastas T Partaz+as+ass ts =1,

Ty = 6%E063+044 + 6_% astaz+as T EOC1+042+043+0447 tg = 6_%7
T10 = ei%EOISJrOm + Q%Ea2+a3+a4 + Ea1+012+a3+a47 tio = e%i’
Tn = e%E*GS*OM + ei%E*CQ*OéS*CM + E*Oélfazfas*azu t11 = e%a
Ty = 6_%EU—CM:;—LM + Q%E—Cm—as—cm + E—Dt1—a2—a3—a47 tio = e_%i,
Ty = E—0¢3—Oé4—ocs + E—O¢2—O¢3—O¢4—O¢5 + E—a1—a2—a3—o¢4—a57 t13 = —1,
T4 = Eogtautas T Eostastastas T Eartastastas+as, tia =1,

Tis = 6%E0¢3+044+045 + 6_%E042+a3+044+a5 + Ea1+a2+a3+a4+oz5a b5 = 6_%7
The = e agtastas T Q%Ea2+a3+a4+a5 + Eaitaz+astastas tig = e%ia
Tv7 = e%E*GS*CM*% + ei%E*OQ*CQ*M*as + E*a1*a2*a3*a4*a57 ti7 = 6%7
Tis = 6_%E’—CQ—CM—C% + Q%E—QQ—M,—O@—O&% + E—a1—az—a3—&4—a57 lig = e_iﬂ'

portanto,

Ke={0} ¢ Mp={T,i=1,...,18}.

Como jé argumentamos antes, ndo interessa uma decomposi¢ao que tenha Kp = {0}.

Entao propomos:

E = (Eal + Eozz + E—al—az) + 772)\3 : H (319)

pois A3 - H é ortogonal aos demais geradores bosonicos e também ¢é ortogonal aos geradores

fermionicos de forma que apesar de mantermos o conjunto de autogeradores bosonicos B
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permanece inalterado. Ja o conjunto T tem autovalores distintos como podemos ver,

Th=FE o+ E a,-0; + E—aj—as-as) 1= —m,

T3 = Eay + Faytas + Eartastas to = n1,

T3 = e%EOéa + 6_%Ea2+a3 + Ea1+a2+a37 Iy = 6_%7717

Ty = 6_%Ea3 + Q%Eaz-&-aa + Ea1+a2+oc37 ty = 6%771,

Ts= €3 Eg,+€ 5 Egyoy + Feoy—ay—as ts = e,

1 = 6_%E7043 + Q%E*OQ*O@ + E*Ch*azfasa lg = 6_%7717

17 = E*QS*OM + E*a2*a3*a4 + E,a1,a2,a3,a4, lr = —m,

T3y = Eogtas + Eostastas T+ Eoitastastass ls =M,

Ty = e%Eas—f—az; + 6_%Ea2+a3+a4 + Eay+az+as+ass g = 6_%7717
Ty = 6_%Ea3+oz4 + G%Eaz—f—ag-i-om + Eay+as+ag+ass lip = 6%771,
T11 = G%E—a?,—azl + e_%E—OQ—Ols—Om + E—a1—a2—a3—a47 tll = 6%771,
Tiy = 67%E7a37a4 + G%Efazfasfaz; + E_a1—as—as—aus lig = 67%1’771,
T13 = E—a3—a4—as + E—az—as—a4—a5 + E—al—a2—a3—a4—a57 t13 = —M,
T4 = Eogtastas T Eagtastastas T Faitastastastas l1g =M,

Tis = G%EO@-FOMH-O% + 6_%Ea2+oc3+a4+a5 + Ea1+a2+a3+a4+a5a t15 = 6_%7717
Ty = 6_%Eas+a4+oc5 + 6%E02+043+a4+045 + Eoytas+astastas: lig = 67%7717

2mi _2mi 2mi
Tiy=e3 E—ag—a4—a5 +e 3 E—ag—a3—a4—a5 + E—al—az—ag—a4—a5> tir =e 3,

2w 2w

— 27 2mi _m
T18 =€ 3 E7a37a47a5 + e s E7a27a37a47a5 + E*O¢1fa27a37a4fa57 tlg =e€ 3 771'

Podemos verificar que o operador A3 - H comuta com todos os geradores da algebra e
3
portanto nao modifica o conjunto de autogeradores fermionicos e recaimos no caso anterior,

onde nao temos kernel fermionico

Por 1ltimo ainda propomos,

E = Uil (Eal + Eoé2 + E—QI—OQ) + 12 (Ea4 + Ea5 + E—a4—a5> (320)

ja que desta forma ainda teremos o conjunto de autogeradores de sl(3) associado as raizes
a; e ay inalterada bem como o conjunto de autogeradores de sl(3) associado as raizes

ay, as. Dessa forma obtemos um conjunto de autogeradores fermionicos com os seguintes
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autovalores,

_2mi
th =€ 3 m —no,
27i

to =€ 3 n —n,
ts =m — 12,

t4=;(n1—\/5\/m—nz),
t5=;(771+\/§\/m—772>7
te = —m + 12,

t7=;<m—\/§m—m>,
ts=;<nl+\/§m—n2>,

tg = 6%771 + 72,

tio =€3 1M + 12,
27

tin=—m +e 319,
t1o =m + 6_%772,

27

liz=—m+tesn,

t1a =m + 6%772,

t15 :; (771 - \/g\/ —(m +m2)? — 772> ;

16 Z; (—771 — V3= (m +n2)? + 772> ;
tir Z; (771 + V3 =(m +m)? — 772) ;
t1g Z; (—771 + \/3\/ —(m +mn2)? — 772) :
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho construimos hierarquias integraveis a partir da decomposi¢ao de uma
algebra. Dividimos essa decomposicao em duas partes, a primeira associada a gradacao
inteira e a segunda em gradacao semi-inteira. Associamos uma loop-dlgebra de Lie a
primeira decomposicao e denominamos de modelos bosonicos. J& a decomposicao em graus
semi-inteiros associamos a uma loop-superédlgebra onde os elementos de graus semi-inteiro

denominamos de fermionicos.

Na construgao das hierarquias dois elementos fundamentais sdo os operadores:constante
E e o gradagao @), que decompdem a algebra G da seguinte maneira, G = KH M = @,, G,
de forma que a escolha judiciosa de uma subdlgebra relevante é a chave para nossa

construgao.

Mostramos que é possivel sistematizar a escolha da subalgebra relevante ao estu-
darmos todos os autogeradores do elemento constante E, onde seus respectivos autovalores
indicam quais elementos pertencem ao kernel (K) e a image (M). Descobrimos ainda que
tanto para uma loop-algebra quanto para uma loop-superéalgebra é possivel obter ciclidade
em torno do elemento E tanto para o conjunto de elementos bosonicos quanto fermionicos,
independentemente da base utilizada. Esse resultado generaliza o entendimento de cicli-
dade encontrado na literatura em que apenas superalgebras as quais as raizes simples sao

fermidnicas possuem ciclidade em torno do F.

Da decomposicao algébrica em subespacos semi-inteiros, propusemos relagoes que
associamos a transformagoes de supersimetria. Uma vantagem dessa construgao é nao
utilizar o formalismo de supercampos geralmente encontrado nas propostas para obtencao
de modelos supersimétricos. Evidenciamos que as relagoes de supersimetria do ponto de

vista algébrico requer a existéncia de kernel (do operador E) fermionico nao nulo.

Das infinitas equagoes obtidas, estamos particularmente interessados na equacao
associada a primeira evolucao temporal de gradacao negativa, que equivale a equagao de
Leznov-Saveliev. Explicitamos as equagoes de movimento associadas as algebra sl(2) e
sl(3), apesar de serem modelos conhecidos a proposta era mostrar que a andlise a partir

de autogeradores e autovetores de F.

Explicitamos as equagoes associadas a algebra sl(2,1), onde percebemos que o
operador FE como proposto inicialmente nao satisfazia a condigdo de existéncia de kernel
fermionico nao-nulo. Propusemos entao adicionar ao operador E um elemento da algebra
que fosse ortogonal a parte sl(2) a fim de conservar as equagdes num limite bosdnico. Com
esta alteracao conseguimos obter um modelo supersimétrico, embora seja um resultado

conhecido, nao havia sido demonstrado sistematicamente.
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Isso nos possibilitou investigar dlgebras maiores, consideramos trés casos: sl(3,1),
sl(3,2), sl(3,3) que no limite bosdnico esperamos obter equagoes de movimento associadas
a sl(3). Contudo nao conseguimos obter uma subdlgebra relevante, Z-gradada e com
elementos no kernel fermionicos condi¢bes necessarias para existéncia de relacoes de

supersimetria.
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