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Resumo
Estudamos hierarquias integráveis. Essas hierarquias possuem infinitas equações de movi-
mento que emergem de uma mesma estrutura algébrica. Algumas equações são conhecidas
como mKdV e Sinh-Gordon, estas equações possuem extensão supersimétrica. Isso nos con-
duz a construção de hierarquias supersimétricas e possamos assim obter infinitas equações
com supersimetria. Para construir essas hierarquias não fazemos uso de formalismo como
supercampos, as relações de supersimetria surgem da própria construção algébrica. Além
disso investigamos para dada uma superalgébra como construir sistematicamente hierar-
quias supersimétricas e ainda explicitamos diversas propostas de hierarquias e discutimos
os principais resultados obtidos.

Palavras-chave: hierarquias integráveis. supersimetria. modelos integráveis.





Abstract
We study integrable hierarchies. These hierarchies have infinite equations of motion
that emerge from the same algebraic structure. Some equations are known as mKdV
and Sinh-Gordon, these equations have supersymmetric extension. This leads us to the
construction of supersymmetric hierarchies and we can thus obtain infinite equations with
supersymmetry. To construct these hierarchies we do not use formalism as superfields
techniques, the relations of supersymmetry emerge from the algebraic construction itself.
In addition we investigate for given a super algebra how to systematically construct
supersymmetric hierarchies and we also explain several proposals of hierarchies and we
discuss the main results obtained.

Keywords: integrable hierarchies. supersymmetry. integrable models.
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Introdução

Modelos integráveis constituem uma classe especial de equações diferenciais parciais
com diversas aplicações em muitos ramos da física, o entendimento por integrável tem
um senso que mudou ao longo do tempo, um visão global e aspectos interessantes foram
abordados em uma análise feita por Faddeev em (FADDEEV, 2013). Neste trabalho enten-
demos como integrabilidade um conjunto de equações diferenciais não-lineares representada
por uma condição de curvatura nula e que seja construída a partir de uma álgebra de Lie,
(ZAKHAROV; SHABAT, 1979). Esse conjunto de equações denominamos de hierarquias
integráveis descritos por pares de Lax e é formado por infinitas equações de evolução com
relação aos diferentes tempos, tendo em comum a parte espacial do seu par de Lax.

Em geral somente os primeiros termos de evolução temporal possuem significado
físico, mas é interessante notar que as infinitas equações obtidas a partir de uma mesma
hierarquia possuem uma estrutura comum, por exemplo, a hierarquia mKdV gera equações
entre outros como mKdV e Sinh-Gordon, (GOMES et al., 2011). Isso nos permite através
do método Dressing obter soluções não-triviais a partir de soluções triviais (ou vácuo) e
ainda obtemos soluções para todas as equações da hierarquia.

Equações como Sinh-Gordon possuem extensão supersimétrica e isso motivou a
busca pela construção de hierarquias integráveis supersimétricas. Como mencionamos
as hierarquias podem ser construídas a partir de uma abordagem algébrica como em
(ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2003) e (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2004). O
objeto central deste trabalho é discutir a construção sistemática dessas hierarquias com
um formalismo algébrico; estamos particularmente interessados pela primeira evolução
de tempo negativa que equivale à equação de Leznov-Saveliev, que por sua vez está
associada com o Modelo de Toda e Super-Toda. Por outro lado os modelos de Toda e
Super-Toda foram amplamente estudados e há na literatura vasta classificação de álgebras
associadas a estes modelos, (LEZNOV; SAVELIEV, 2012; OLSHANETSKY, 1983; EVANS;
HOLLOWOOD, 1991).

Nosso trabalho está organizado da seguinte forma. No capítulo 2 introduzimos
nosso entendimento de integrabilidade e o conceito de hierarquias integráveis. Em seguida
no capítulo 3, derivamos a partir de uma loop-algebra afim a construção das hierarquias
integráveis como proposto por (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2003). Além disso
explicitamos dois modelos associados às álgebras sl(2) e sl(3), assim como descrevemos as
principais propriedades que devemos ter para uma álgebra sl(n).

No capítulo 4, estendemos a decomposição a partir de uma loop-superalgebra
afim, daí derivamos as equações de movimento, relações de supersimetria e explicitamos o
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modelo para a álgebra sl(2,1)

No capítulo 5, apresentamos a conclusão do nosso trabalho, realçando os principais
resultados e um balanço das consequências desses resultados.

No capitulo 6, apresentamos um breve resumo do que é uma loop-superalgebra de
Lie, damos as representações adjuntas e mostramos a sistemática para escolha de uma
subálgebra relevante das álgebras sl(2), sl(3), sl(2,1), sl(3,1), sl(3,2) e sl(3,3).
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1 Hierarquias integráveis

1.1 Conceito
Entendemos por integrabilidade um sistema de equações diferenciais na forma,

(∂x + Ax)Ψ = 0,

(∂tn + Atn)Ψ = 0. (1.1)

Aqui Ax e Atn são potenciais de Gauge, também conhecidos como Par de Lax, (ZAKHA-
ROV; SHABAT, 1979). Quando mais adiante, construiremos hierarquias integráveis por
uma abordagem algébrica onde esses potenciais são elementos da álgebra. A condição de
compatibilidade entre as equações, isto é, ∂x∂tnΨ = ∂x∂tnΨ, implica que

∂xAtn − ∂tnAx + [Ax, Atn ] = 0

podendo ser reescrita como
[∂x + Ax, ∂tn + Atn ] = 0 (1.2)

que é conhecida como equação de curvatura nula. Para cada parâmetro temporal n vincu-
lamos uma equação diferencial que satisfaz a equação de curvatura nula, esse conjunto de
infinitas equações diferenciais denomina-se hierarquia integrável. Também é importante
mencionar que o par de Lax com respeito à coordenada espacial Ax é o mesmo para os
diferentes tempos tn logo distintos Atn .

Seja Ax e Atn solução da curvatura nula (1.2) e Ψ solução do sistema (1.1), podemos
considerar os seguintes potenciais

Ãx = gAxg
−1 + gxg

−1

Ãtn = gAtng
−1 + gtng

−1

onde g é uma matriz diagonalizável e função das coordenadas x e tn. Teremos então que
[
∂x + Ãx, ∂tn + Ãtn

]
= 0

Estes potenciais também satisfazem a equação (1.2), essa transformação de Ax, Atn →
Ãx, Ãtn é chamada Transformações de Gauge; e a solução correspondente para o sistema
(1.1) é Ψ̃ = gΨ. O que mostra que a equação de curvatura nula é invariante por transfor-
mação de Gauge. Essa é uma propriedade importante, já que podemos encontrar soluções
do tipo sóliton e mapear soluções triviais em soluções não-triviais.
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1.2 Abordagem algébrica
Em uma abordagem algébrica para construção de modelos integráveis as simetrias da

álgebra são identificadas com a centralização de geradores de uma deformação isoespectral.
Recordando que o centralizador KE de um elemento E pertencente a álgebra G é o conjunto
de todos os elementos que comutam com E. Devido a identidade de Jacobi KE é uma
subálgebra, isso é fácil de se verificar, se K1, K2 ∈ K(E) então usemos a identidade de
Jacobi:

[E, [K1, K2]] + [K2, [E,K1]] + [K1, [K2, E]] = 0

[E, [K1, K2]] = 0 (1.3)

daqui concluímos que [K1, K2] ∈ K(E).

Iremos construir nosso modelo a partir de uma loop álgebra Ĝ definida a partir
do operador gradação Q. A gradação induz a decomposição da álgebra em subespaços
gradados,

Ĝ =
⊕
a∈Z
Ĝa (1.4)

de modo que [
Q, Ĝa

]
= a Ĝa (1.5)

e
[Gi,Gj] ⊆ Gi+j (1.6)

A estrutura integrável que descreveremos aqui é derivada a partir do problema de fatorização
de Riemann-Hilbert como proposto por (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2003):

exp
(
−
∞∑
n=1

E(n)tn

)
g exp

( ∞∑
n=1

E(−n)t−n

)
= Θ−1(t)Π(t) (1.7)

onde g é um elemento constante em G, a matriz dressing Θ = Θ(t) = ∏
i<0 exp(θ(i)) é

constituída de elementos de G<. Assumiremos que podemos decompor Π = Π(t) = BM ,
sendo que B é um elemento de gradação zero e M = ∏

i>0 exp(m(i)) é constituído de
elementos de G>.

Tomando a derivada do lado esquerdo de (1.7) com relação a tm,
∂

∂tm

[
exp

(
−
∞∑
n=1

E(n)tn

)
g exp

( ∞∑
n=1

E(−n)t−n

)]
=− E(n) ∂tn

∂tm
Θ−1Π + Θ−1Π E(−n)∂t−n

∂tm

=− δn,mE(n)Θ−1Π + δ−n,mΘ−1Π E(−n)

Por outro lado,
∂

∂tm

[
Θ−1Π

]
= ∂Θ−1

∂tm
Π + Θ−1 ∂Π

∂tm

= −Θ−2 ∂Θ
∂tm

Π + Θ−1 ∂Π
∂tm
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Igualando as duas expressões temos,

−δn,mE(n)Θ−1Π + δ−n,mΘ−1Π E(−n) = −Θ−2 ∂Θ
∂tm

Π + Θ−1 ∂Π
∂tm

(1.8)

se m = n recaímos em

−E(n)Θ−1Π = −Θ−2 ∂Θ
∂tn

Π + Θ−1 ∂Π
∂tn

multiplicando pela esquerda por Θ e pela direita por Π−1,

−ΘE(n)Θ−1 = −Θ−1 ∂Θ
∂tn

+ ∂Π
∂tn

Π−1

o primeiro termo do lado direito da igualdade contribui com gradação estritamente negativa
e o último termo com gradação não-negativa, com isso obtemos que,

∂Θ
∂tn

=
(
ΘE(n)Θ−1

)
−

Θ, (1.9a)

∂Π
∂tn

= −
(
ΘE(n)Θ−1

)
+

Π, (1.9b)

onde ( )+ e ( )− é a projeção em graus estritamente não-negativos e estritamente negativos,
respectivamente.

Realizando a mesma análise para o caso m = −n em (1.8) obtemos as seguintes
relações,

∂Θ
∂t−n

= −
(
ΠE(−n)Π−1

)
−

Θ, (1.10a)

∂Π
∂t−n

=
(
ΠE(n)Π−1

)
+

Π. (1.10b)

De modo que temos um par de equações de evolução temporal associado a gradação
positiva (1.9) e outro par associado a gradação negativa (1.10). Agora seguiremos cons-
truindo o operador de Lax a partir do problema de Riemann-Hilbert, de (1.9a) estamos
interessado particularmente em n = 1, pois se identificarmos ∂t1 = ∂x podemos propor
construir o lado esquerdo da hierarquia integrável (1.2), abreviaremos E(1) = E,

∂x(Θ) = (ΘEΘ−1)−Θ

=
[
ΘEΘ−1 − (ΘEΘ−1)+

]
Θ

= ΘE − (E +
[
θ−1, E

]
)Θ

= ΘE − (E + A0)Θ

e A0 = [θ−1, E], onde obviamente A0 ∈M(ad(E)) e tem grau zero. Isto nos leva a,

Θ−1(∂x + E + A0)Θ = ∂x + E (1.11)
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para o operador de Lax, L = ∂x + E + A0. Já se analisarmos n = 1 em (1.9b),

∂x(Π) = (ΘEΘ−1)+Π

= −(E + A0)Π

= −(E + A0)BM

multiplicando pela direita por M−1B−1,

−E − A0 = ∂x(Π)M−1B−1

= (∂xB ·M +B · ∂xM)M−1B−1

= ∂xB ·B−1 +B · ∂xM ·M−1B−1

Lembrando que B é um elemento constante de grau zero, podemos concluir que,

A0 = −∂xB ·B−1 (1.12)

essa identidade será fundamental na solução das hierarquias. Similarmente, podemos
construir correntes de ordens maiores e obtemos

Θ−1
(
∂tN + E(n) +

n−1∑
i=0

D(i)
n

)
Θ = ∂tn + E(n), (1.13)

onde
(ΘE(n)Θ−1)+ = E(n) +

n−1∑
i=0

D(i)
n . (1.14)

Destas relações a partir do método Dressing emerge para condições de curvatura nula
[
∂x + E + A0, ∂tn + E(n) +

n−1∑
i=0

D(i)
n

]
= Θ

[
∂x + E, ∂tn + E(n)

]
Θ−1 = 0, (1.15)

onde D(a)
n ∈ Ga. Esse conjunto de equações no leva a,[

E,D(n−1)
n

]
+

[
A0, E

(n)
]

= 0,[
E,D(n−2)

n

]
+

[
A0, D

(n−1)
n

]
+ ∂xD

(n−1)
n = 0,

...[
A0, D

(0)
n

]
− ∂tNA0 + ∂xD

(0)
n = 0. (1.16)

Está claro que as soluções locais para D(i)
n , i = 0, . . . , n podem ser obtidas recursi-

vamente iniciando pela equação de grau mais alto em (1.16) até resolvermos a última.

1.2.1 Hierarquia de gradação temporal negativa

A evolução temporal associada a gradação negativa de elementos em C(K) pode
ser incorporada dentro da construção geral de hierarquias integráveis seguindo o problema
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de Riemann-Hilbert e sua conexão com a formulação Dressing. Como em (1.10a) para
cada elemento E(−n) ∈ K(ad(E)) podemos definir a evolução temporal associado por

∂Θ
∂t−n

= −
(
BME(−n)M−1B−1

)
−

Θ, (1.17)

daqui segue que,
Θ ∂

∂t−n
Θ−1 = ∂

∂t−n
+
(
BME(−n)M−1B−1

)
−
. (1.18)

Por construção
[
∂t−n , ∂tm

]
= 0 e portanto[

∂x + E + A0, ∂t−n +
n∑
i=1

D(−i)
]

= Θ
[
∂x + E, ∂t−n

]
Θ−1 = 0. (1.19)

Decompondo a condição de curvatura nula grau a grau obtemos,

∂xD
−n
n +

[
A0, D

(−n)
n

]
= 0,

∂xD
−n+1
n +

[
E,D(−n)

n

]
+
[
A0, D

(−n+1)
n

]
= 0,

...

∂xD
(−1)
n +

[
E,D(−2)

n

]
+
[
A0, D

(−1)
n

]
= 0,

∂tnA0 −
[
E,D(−1)

n

]
= 0 (1.20)

Esse conjunto de equações pode ser resolvido recursivamente, entretanto em geral, as
equações D(−i) são funcionais dos campos A0. Um caso em particular, para t = t−1, em
que nos obtemos uma solução local fechada. Seja n = 1 na equação (1.19)[

∂x + E + A0, ∂t−1 +
(
BE(−1)B−1

)]
= 0, (1.21)

esta equação equivale a construção de Leznov-Saveliev, (LEZNOV; SAVELIEV, 2012).
Se decompusermos (1.21) grau a grau,

∂x(BE(−1)B−1) +
[
A0, BE

(−1)B−1
]

= 0, (1.22a)

∂t−1A0 −
[
E,BE(−1)B−1

]
= 0. (1.22b)

Recordando que A0 = −∂xB ·B−1, podemos facilmente mostrar que a equação (1.22a) é
solucionada,

∂x(BE(−1)B−1) = ∂xB · E(−1)B−1 +BE(−1) · ∂xB−1

= ∂xB · E(−1)B−1 +BE(−1) · ∂xB−1

=
(
∂xB ·B−1

) (
BE(−1)B−1

)
−
(
BE(−1)B−1

) (
∂xB ·B−1

)
= −A0 ·BE(−1)B−1 +BE(−1)B−1 · A0

= −
[
A0, BE

(−1)B−1
]

como podemos verificar a equação (1.22a) é satisfeita pela própria construção do elemento
A0 e com isso fica evidente que dada uma subálgebra Ĝ basta definir E(1), E(−1) e A0 que
resolvemos completamente a equação de Leznov-Saveliev, (1.21).
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1.2.2 Modelos bosônicos

Nesta seção explicitaremos a solução para hierarquia negativa com n = 1 para os
casos das subálgebras relacionadas a sl(2), sl(3) e quais propriedades podemos esperar
para o caso sl(n).

1.2.2.1 sl(2)

Como vimos a equação de Leznov-Saveliev é dada por

[
∂x + E + A0, ∂t−1 +

(
BE(−1)B−1

)]
= 0. (1.23)

Para a álgebra sl(2) detalhada em (3.1.1), definida para a gradação Q,

Q = 2d+ 1
2h1 (1.24)

onde

L = ∂x + E(1) + A0, (1.25)

com

E = E(1) = E(0)
α1 + E

(1)
−α1

A0 = −∂xB ·B−1

B = φ1 ·M (0)
1

Enquanto que

Lt−1 = ∂t−1 +BE(−1)B−1,

com

E(−1) = E(−1)
α1 + E

(0)
−α1 ,

BE(−1)B−1 = e2φ1E(−1)
α1 + e−2φ1E

(0)
−α1

Então

[
L,Lt−1

]
= 0

∂t−1∂xφ1M
(0)
1 =

[
E(1), BE(−1)B−1

]
∂t−1∂xφ1M

(0)
1 =

[
E(0)
α1 + E

(1)
−α1 , e

2φ1E(−1)
α1 + e−2φ1E

(0)
−α1

]
∂t−1∂xφ1M

(0)
1 = (e−2φ1 − e2φ1)M (0)

1

∂t−1∂xφ1 = (e−2φ1 − e2φ1).
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1.2.2.2 sl(3)

Para o caso sl(3) detalhado em (3.1.2), o operador gradação principal é dado por,

Q = 3d+ (h1 + h2) ·H. (1.26)

Os operadores de Lax são,
L = ∂x + E(1) + A0, (1.27)

com

E = E(1) = E(0)
α1 + E(0)

α2 + E
(1)
−α1−α2

A0 = −∂xB ·B−1

B = φ1 ·M (0)
1 + φ2 ·M (0)

4

e
Lt−1 = ∂t−1 +BE(−1)B−1, (1.28)

com

E(−1) = E
(−1)
−α1 + E

(−1)
−α2 + E

(0)
α1+α2 ,

BE(−1)B−1 = e−2φ1E
(−1)
−α1 + e−3φ1+φ2E

(−1)
−α2 + e3φ1+φ2E

(0)
α1+α2 .

Então a equação de movimento é dada por,

∂t−1∂xφ1M
(0)
1 + ∂t−1∂xφ2M

(0)
4 =

[
E(1), BE(−1)B−1

]
∂t−1∂xφ1M

(0)
1 + ∂t−1∂xφ2M

(0)
4 = −eφ2sinh(3φ1)M (0)

1 + (e−2φ2 − eφ2sinh(3φ1))M (0)
4

que nos leva a

∂t−1∂xφ1 = −eφ2sinh(3φ1)

∂t−1∂xφ2 = (e−2φ2 − eφ2sinh(3φ1))

combinando as duas equações temos

∂t−1∂x(φ2 − φ1) = e−2φ2 . (1.29)

1.2.2.3 sl(n)

Dada uma álgebra G = sl(p + 1) , p ≥ 1, podemos generalizar as propriedades
esperadas que satisfaçam a construção de hierarquias integráveis como propormos, o
operador gradação é dado por,

Q = (p+ 1)d+ (µ1 + · · ·+ µp) ·H (1.30)

que induz a decomposição em subespaços

G = ⊕Gi (1.31)
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de modo que a álgebra é Zp+1-gradada e respeita

[Gi,Gj] ⊆ Gi+j (1.32)

E o gerador constante E é definido como,

E ≡
∑

Eαi + E−ψ (1.33)

onde ψ = ∑p
i αi e induz a decomposição da álgebra em G = K(E)⊕M(E).
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2 Hierarquias integráveis supersimétricas

2.1 Abordagem algébrica
Nesta seção iremos considerar como construir a estrutura de operadores de Lax

quando associamos a termos de gradação semi-inteira que aparecem num contexto de
gradação da álgebra na forma, Ĝ = ⊕

n∈Z Gn/2, (ARATYN; GOMES; ZIMERMAN, 2004).
Como consequência de propormos a matriz Dressing como segue

Θ =
∏
i<0

exp(θ(i)) = exp(θ(−1/2) + θ(−1) + θ(−3/2) + · · · ) (2.1)

e
M =

∏
i>0

exp(m(i)) = exp(m(1/2) +m(1) +m(3/2) + · · · ) (2.2)

isso consequentemente altera o pares de Lax como mostraremos,

∂t1(Θ) = (ΘEΘ−1)−Θ,

=
[
ΘEΘ−1 − (ΘEΘ−1)+

]
Θ,

=
(

ΘE +
[
θ(−1), E

]
+
[
θ(−1/2), E

]
+ 1

2
[
θ(−1/2),

[
θ(−1/2), E

]])
Θ,

= ΘE +
(
E + A0 + A1/2 + k0

)
Θ. (2.3)

Sendo que as quantidades A0, A1/2 e k0 são definidas como,

A0 =
[
θ(−1), E

]
+ 1

2
[
θ(−1/2),

[
θ(−1/2), E

]] ∣∣∣
M
∈M,

A1/2 =
[
θ(−1/2), E

]
∈M,

k0 = 1
2
[
θ(−1/2),

[
θ(−1/2), E

]] ∣∣∣
K
∈ K, (2.4)

aqui |K e |M denotam a projeção no Kernel K(E) e Image M(E), respectivamente. Isto
mostra que para os casos de gradação semi-inteira, a expressão geral para o operador de
Lax é

Ax = E(1) + A0 + A1/2 + k0. (2.5)

Seguindo os mesmo procedimentos que realizamos para construir a equação de curvatura
nula genericamente, temos[
∂x + E + A1/2 + A0 + k0, ∂tn + E(n) +

2n−1∑
i=0

D(i/2)
n

]
= Θ

[
∂x + E+, ∂tn + E(n)

]
Θ−1 = 0,

(2.6)
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que podem ser resolvidas recursivamente para D(i)
n e D(i+1/2)

n , i = 1, . . . , n− 1. Isto nos
leva à equação de movimento (com relação ao tempo) para os campos A0.

O setor de gradação negativa é estendido também e tem a forma,[
∂x + E + A1/2 + A0 + k0, ∂t−n + E(−n) +

2n∑
i=0

D(−i/2)
n

]
= Θ

[
∂x + E, ∂t−n

]
Θ−1 = 0. (2.7)

Para o caso em particular que estamos interessados, n = −1, obtemos:

∂Θ
∂t−1

= −
(
ΠE(−1)Π−1

)
−

Θ

= −B
(
ME(−1)M−1

)
−
B−1Θ

= −B
(
E(−1) +

[
m(1/2), E(−1)

])
B−1Θ

= −B
(
E(−1) + j−1/2

)
B−1Θ

onde j−1/2 =
[
m(1/2), E(−1)

]
, que podemos reescrever como uma transformação de Gauge,

Θ∂t−1Θ−1 = ∂t−1 +BE(−1)B−1 +Bj−1/2B
−1. (2.8)

Ainda interessa analisar as consequências do que seria n = 1/2 e quais suas consequências
para as relações de evolução temporal (1.9), onde denotaremos o elemento constante E(n)

para graus semi-inteiros como sendo D (n)

∂1/2Θ =
(
ΘD (1/2)Θ−1

)
−

Θ

= ΘD (1/2) −
(
ΘD (1/2)Θ−1

)
+

Θ

= ΘD (1/2) −
(
D (1/2) + D (0)

)
onde D (0) =

[
m(1/2),D (1/2)

]
. Podemos reescrever como uma transformação de Gauge,

Θ
(
∂1/2 + D (1/2)

)
Θ−1 = ∂1/2 + D (1/2) + D (0). (2.9)

Então se nomearmos os seguintes pares de Lax,

Lx = ∂x + E(1) + A1/2 + A0 + k0, (2.10a)

L−1 = ∂t−1 +BE(−1)B−1 +Bj−1/2B
−1, (2.10b)

L1/2 = ∂1/2 + D (1/2) + D (0), (2.10c)

que por construção temos que

[Lx,L−1] = 0, (2.11a)[
L1/2,Lx

]
= 0, (2.11b)[

L1/2,L−1
]

= 0, . (2.11c)
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Analisando a equação (2.11a) e usando a identidade A0 + k0 = −∂xB ·B−1, temos grau a
grau

∂x
(
B(E(−1) + j−1/2)B−1

)
+
[
−∂xB ·B−1, B(E(−1) + j−1/2)B−1

]
= 0, (2.12a)

[
E(1), BE(−1)B−1

]
+
[
A1/2, Bj−1/2B

−1
]

+ ∂t−1(∂xB ·B−1) = 0, (2.12b)

a equação (2.12a) já é satisfeita pela identidade A0 + k0 = −∂xB ·B−1 e a equação (2.12b)
é a equação de Leznov-Saveliev supersimétrica.

Agora analisando a equação (2.11b) grau a grau, temos[
D (1/2), E(1)

]
= 0, (2.13a)[

D (1/2), A1/2
]

+
[
D (0), E(1)

]
= 0, (2.13b)

∂1/2A1/2 +
[
D (1/2), A0 + k0

]
+
[
D (0), A1/2

]
= 0, (2.13c)

onde podemos observar da equação (2.13a) que D (1/2) ∈ K.

E analisando a equação (2.11c) obtemos,[
L1/2,L−1

]
=
[
∂1/2 + D (1/2) + D (0), ∂t−1 +BE(−1)B−1 +Bj−1/2B

−1
]

= 0 (2.14a)

D (1/2)(BE(−1)B−1)−
[
D (0), BE(−1)B−1

]
= 0 (2.14b)

∂1/2(Bj−1/2B
−1) +

[
D (0), Bj−1/2B

−1
]

= 0 (2.14c)

essas equações que obtivemos ao decompormos os operadores de Lax (2.11b) e (2.11c),
são vínculos para esse formalismo onde acrescentamos elementos de grau semi-inteiro.

Por fim, os parentes com o operador L1/2, atuam como equações de compatibilidade
que definem transformação de supersimetria que preservam as equações de movimento
(2.11a) invariantes, isto é,

∂1/2 [Lx,L−1] = 0. (2.15)

Para mostrar isso, usaremos as equações (2.11b) e (2.11c) e aplicando a identidade de
Jacobi, [

L1/2, [Lx,L−1]
]

+
[
L−1,

[
L1/2,Lx

]]
+
[
Lx,

[
L−1,L1/2

]]
= 0[

∂1/2 + D (1/2) + D (0), [Lx,L−1]
]

= 0

∂1/2 [Lx,L−1] +
[
D (1/2) + D (0), [Lx,L−1]

]
= 0

∂1/2 [Lx,L−1] = 0.
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As das relações de supersimetria dadas acima, dependem do elemento ∂1/2 que existe
apenas se existir o elemento D (1/2) como mostramos em (2.9). Portanto é condição de
supersimetria a existência de elementos no kernel de E que pertençam a parte fermiônica.

2.1.1 Modelos supersimétricos

2.1.1.1 sl(2,1)

A superálgebra sl(2, 1) é dada em detalhes em (3.1.3). Descrevemos agora uma
hierarquia obtida a partir de uma subálgebra relevante dado por Q,

Q = 2d+ 1
2 ·H (2.16)

e pelo operador constante E,

E = − (Eα1 + E−α1) + λ2 ·H (2.17)

Onde temos que os pares de Lax,

Lx = ∂x + E(1) + A1/2 − ∂xB ·B−1 (2.18)

com

A1/2 = ψ̄G
(1/2)
1

B = exp(φ1M
(0)
1 )

e
L−1 = ∂t−1 +BE(−1)B−1 +Bj−1/2B

−1 (2.19)

com

E(−1) = E = − (Eα1 + E−α1) + λ2 ·H

j−1/2 = ψG
(−1/2)
2

As equações de movimento são obtidas a partir de

[Lx,L−1] = 0

que componente a componente temos

∂xφ1 = 2sinh(2φ1) + 2ψ̄ψsinh(φ1),

∂t−1ψ̄ = 2ψcosh(φ1),

∂t−1ψ = 2ψ̄cosh(φ1).
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3 Superálgebra de Lie

3.1 Loop - Superalgebra de Lie
Uma superálgebra de Lie G é uma espaço linear Z2-gradado, G = L0 ⊕ L1. Os

elementos de L0 são denominados bosônicos e os elementos de L1 são denominados
fermiônicos, (KAC, 2013). O comutador em G satisfaz as seguintes propriedades:

[A,B] = A ·B − (−1)deg(A)·deg(B)B · A, (3.1)

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0, (3.2)

onde deg(A) = 0 se A ∈ L0 e deg(A) = 1 se A ∈ L1.

Uma loop-superálgebra Ĝ é obtida a partir de uma extensão da estrutura de uma su-
perálgebra G. Dado um conjunto finitos de geradores {Ta} ∈ G, onde a = 1, . . . , dimG,
acrescentamos um índice extra, Ta → T (n)

a e acionamos um gerador a álgebra d,

T (n)
a = λnTa (3.3)

onde [
d, T (n)

a

]
= n T (n)

a . (3.4)

Mais formalmente podemos descrever uma loop-superálgebra como sendo

Ĝ = G ⊗ C
[
λ, λ−1

]
⊕ d. (3.5)

Ainda da identidade de Jacobi podemos derivar duas propriedades importantes,

[K(E),K(E)] ⊂ K(E) e [K(E),M(E)] ⊂M(E).

Essas propriedades são fáceis de se verificarem, seK1, K2 ∈ K(E) então usando a identidade
de Jacobi,

[E, [K1, K2]] + [K2, [E,K1]] + [K1, [K2, E]] = 0

[E, [K1, K2]] = 0 (3.6)

daqui concluímos que [K1, K2] ∈ K(E). E por último, se M1 ∈M(E), usando a identidade
de Jacobi,

[E, [K1,M1]] + [M1, [E,K1]] + [K1, [M2, E]] = 0

[E, [K1,M1]] + [K1, [M2, E]] = 0

ora como [E,M1] 6= 0, isso implica que [K1,M1] ∈M(E).
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3.1.1 A(1) = sl(2)

Os geradores da álgebra sl(2) são: Eα1 , E−α1 e h1. A representação fundamental
2x2 desses geradores é dada a seguir:

h1 =
1 0

0 −1

 , Eα1 =
0 1

0 0

 , E−α1 =
0 0

1 0

 .
Definimos o operador principal E como sendo,

E = Eα1 + E−α1 (3.7)

que induz a decomposição da álgebra, G = K(E)⊕M(E) onde K = {x ∈ G| [E, x] = 0} e
M é o complementar de K. Seja B, o conjunto dos autogeradores de E,

B = {Bi ∈ G| [E,Bi] = biBi i = 1, . . . , dim(G) = 3},

temos então que,

B1 = Eα1 − E−α1 + h1 b1 = −2

B2 = −Eα1 + E−α1 + h1 b2 = 2

B3 = Eα1 + E−α1 b3 = 0

Daqui concluímos que
K = {B3} e M = {B1, B2}.

Definimos também o operador gradação

Q = 2d+ 1
2h1 (3.8)

que induz a decomposição da álgebra em

G =
⊕
i

Gi

como o operador Q é definido de modo com que E ∈ G2n+1. Já os elementos que pertencem
aM podemos ver pelos seus autovalores que,

b2
1 = b2

2

de modo que podemos construir geradores que sejam cíclicos em termos de gradação sob
ação do operador E = E(1), isso poder ser facilmente evidenciado. Seja uma combinação
linear qualquer de elementos daM(E),

L =
2∑
i=1

aiBi,
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se comutarmos duas vezes - a mesma ordem de potência que o autovalores adquirem
valores idênticos, podemos ver que obtemos proporcionalmente o mesmo elemento L,

[E, [E,L]] = [E, [E, a1B1 + a2B2]]

= [E, a1 b1 B1 + a2 b2 B2]

= a1 b
2
1 B1 + a2 b

2
2 B2

= b2
1 (a1B1 + a2B2)

= b2
1 L.

Desta maneira podemos construir geradores como combinação linear de Bi ∈ M(E) de
modo a respeitar os subespaços gradados, podemos ainda tomar a liberdade de normalizar
esses geradores, como a seguir:

M1 = 1
2(B1 +B2) = h1 e M2 = −1

4(b1B1 + b2B2) = Eα1 − E−α1 ,

onde podemos ver que

[E,M1] ∝M2,

[E,M2] ∝M1.

Há um grau de liberdade em que podemos escolher M1 ou M2 ∈ G2n, se M1 ∈ G2n trata-se
do modelo abeliano e se M2 ∈ G2n trata-se do modelo não-abeliano. Estamos interessados
neste contexto no modelo abeliano onde os geradores de grau zero sempre são geradores
de Cartan.

Então a álgebra é decomposta em G = K ⊕M da seguinte forma:

K = {K1 = B3 = Eα1 + E−α1},

M = {M1 = h1, M2 = Eα1 − E−α1},

e em subespaços gradados G = ⊕Gi,

G2n = {M (2n)
1 = h

(n)
1 },

G2n+1 = {K(2n+1)
1 = E(n)

α1 + E
(n+1)
−α1 , M

(2n+1)
2 = E(n)

α1 − E
(n+1)
−α1 }.

3.1.1.1 Relação de comutação da álgebra sl(2)

A álgebra é dada pelos comutadores:

[
K

(2n+1)
1 , K

(2m+1)
1

]
= 0,

[
M

(2n)
1 ,M

(2m)
1

]
= 0,[

K
(2n+1)
1 ,M

(2m+1)
1

]
= −2M (2(n+m)+1)

2 ,
[
M

(2n)
1 ,M

(2m+1)
2

]
= 2K(2(n+m)+1)

1 ,[
K

(2n+1)
1 ,M

(2m+1)
2

]
= −2M (2(n+m+1))

1 ,
[
M

(2n+1)
2 ,M

(2m+1)
2

]
= 0.

Podemos observar que a álgebra sl(2) é simétrica, isto é, [M,M] ⊂ K.
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3.1.2 A(2) = sl(3)

Os geradores da álgebra sl(3) são: E±α1 , E±α2 , E±(α1+α2), h1, h2. A representação
fundamental 3x3 desses geradores é dada abaixo:

Eα1 =


0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Eα2 =


0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , Eα1+α2 =


0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

E−α1 =


0 0 0
1 0 0
0 0 0

 , E−α2 =


0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , E−α1−α2 =


0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ,

h1 =


1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , h2 =


0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .
Definimos o operador principal E como sendo,

E = Eα1 + Eα2 + E−α1−α2

que induz a decomposição da álgebra, G = K(adE)⊕M(adE) ondeK = {x ∈ G| [E, x] = 0}
eM é o complementar de K. Seja B, o conjunto dos autogeradores de E,

B = {Bi ∈ G| [E,Bi] = biBi i = 1, . . . , dim(G) = 8}

temos então que,

B1 = e−
iπ
3 (Eα1 + Eα1+α2 + h1) + e

iπ
3 (Eα2 + E−α1)− (E−α2 + E−α1−α2 − h2), b1 =

√
3 e 5πi

6 ,

B2 = e−
iπ
3 (Eα2 + E−α1) + e

iπ
3 (Eα1 + Eα1+α2 + h1)− (E−α2 + E−α1−α2 − h2), b2 =

√
3 e− 5πi

6 ,

B3 = e−
iπ
3 (E−α1 + E−α1−α2 + h1) + e

iπ
3 (Eα1 + E−α2)− (Eα2 + Eα1+α2 − h2), b3 =

√
3 eπi6 ,

B4 = e−
iπ
3 (Eα1 + E−α2) + e

iπ
3 (E−α1 + E−α1−α2 + h1)− (Eα2 + Eα1+α2 − h2), b4 =

√
3 e−πi6 ,

B5 = e−
iπ
3 (Eα1+α2 + E−α1−α2) + e

iπ
3 (Eα2 + E−α2 + h1)− (Eα1 + E−α1 − h2), b5 =

√
3 eπi2 ,

B6 = e−
iπ
3 (Eα2 + E−α2 + h1) + e

iπ
3 (Eα1+α2 + E−α1−α2)− (Eα1 + E−α1 − h2), b6 =

√
3 e−πi2 ,

B7 = Eα1 + Eα2 + E−α1−α2 , b7 = 0,

B8 = Eα1+α2 + E−α1 + E−α2 , b8 = 0.

Daqui concluímos que

K = {B7, B8} e M = {Bi, i = 1, . . . , 6}.

Definimos também o operador gradação

Q = 3d+ h1 + h2 (3.9)
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que induz a decomposição da álgebra em

G =
⊕
i

Gi

como o operador Q é definido de modo com que E ∈ G3n+1. Já os elementos que pertencem
aM podemos ver pelos seus autovalores que,

b3
1 = · · · = b6

6

e seguindo a mesma análise que realizamos para o caso sl(2), podemos construir geradores
que sejam cíclicos (Z6) sob ação do operador E = E(1), normalizando arbitrariamente
esses geradores temos,

M1 = 1
3

6∑
i=1

Bi = h1 + 2h2,

M2 = −1
9

6∑
i=1

biBi = Eα2 − E−α1−α2 ,

M3 = −1
9

6∑
i=1

b2
iBi = −2E−α1 + E−α2 + Eα1+α2 ,

M4 = 1
27

6∑
i=1

b3
iBi = h1,

M5 = 1
27

6∑
i=1

b4
iBi = −2Eα1 + Eα2 + E−α1−α2 ,

M6 = − 1
81

6∑
i=1

b5
iBi = E−α2 − Eα1+α2 .

Como estamos interessados que os geradores de Cartan tenham grau zero, isso implica
que, M1 ∈ G3n, com isso a álgebra é decomposta em G = K ⊕M da seguinte forma:

K = {K1 = B7, K2 = B8},

M = {Mi, i = 1, . . . , 6.},

e em subespaços gradados G = ⊕Gi,

G3n = {M (3n)
1 = h

(n)
1 + 2h(n)

2 , M
(3n)
4 = h

(n)
1 },

G3n+1 = {K(3n+1)
1 = E(n)

α1 + E(n)
α2 + E

(n+1)
−α1−α2 , M

(3n+1)
2 = E(n)

α2 − E
(n+1)
−α1−α2 ,

M
(3n+1)
5 = −2E(n)

α1 + E(n)
α2 + E

(n+1)
−α1−α2},

G3n+2 = {K(3n+2)
2 = E

(n+1)
−α1 + E

(n+1)
−α2 + E

(n)
α1+α2 , M

(3n+2)
3 = −2E(n+1)

−α1 + E
(n+1)
−α2 + E

(n)
α1+α2 , },

M
(3n+2)
6 = E

(n+1)
−α2 − E

(n)
α1+α2}.
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3.1.2.1 Relação de comutação da álgebra sl(3)

[
K

(3n+1)
1 , K

(3m+1)
1

]
= 0,

[
K

(3n+2)
2 , K

(3m+2)
2

]
= 0,[

K
(3n+1)
1 , K

(3m+2)
2

]
= 0,

[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m)
1

]
= M

(3(n+m)+2)
6 ,[

K
(3n+1)
1 ,M

(3m)
1

]
= −3M (3(n+m)+1)

2 ,
[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m+1)
2

]
= −M (3(n+m+1))

1 ,[
K

(3n+1)
1 ,M

(3m+1)
2

]
= M

(3(n+m)+2)
3 ,

[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m+2)
3

]
= 3M (3(n+m+1)+1)

2 ,[
K

(3n+1)
1 ,M

(3m+2)
3

]
= −3M (3(n+m+1))

4 ,
[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m)
4

]
= −M (3(n+m)+2)

3 ,[
K

(3n+1)
1 ,M

(3m)
4

]
= M

(3(n+m)+1)
5 ,

[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m+1)
5

]
= 3M (3(n+m+1))

4 ,[
K

(3n+1)
1 ,M

(3m+1)
5

]
= −3M (3(n+m)+2)

6 ,
[
K

(3n+2)
2 ,M

(3m+2)
6

]
= −M (3(n+m+1)+1)

5 ,[
K

(3n+1)
1 ,M

(3m+2)
6

]
= M

(3(n+m+1))
1 ,

[
M

(3n)
1 ,M

(3m)
1

]
= 0,

[
M

(3n+1)
2 ,M

(3m+1)
2

]
= 0,[

M
(3n)
1 ,M

(3m+1)
2

]
= 2K(3(n+m)+1)

1 +M
(3(n+m)+1)
5 ,

[
M

(3n+1)
2 ,M

(3m+2)
3

]
= M

(3(n+m+1))
1 ,[

M
(3n)
1 ,M

(3m+2)
3

]
= −3M (3(n+m)+2)

6 ,
[
M

(3n+1)
2 ,M

(3m)
4

]
= M

(3(n+m)+1)
2 ,[

M
(3n)
1 ,M

(3m)
4

]
= 0,

[
M

(3n+1)
2 ,M

(3m+1)
5

]
= 2K(3(n+m)+2)

2 ,[
M

(3n)
1 ,M

(3m+1)
5

]
= 3M (3(n+m)+1)

2 ,
[
M

(3n+1)
2 ,M

(3m+2)
6

]
= −M (3(n+m+1))

4 ,[
M

(3n)
1 ,M

(3m+2)
6

]
= −2K(3(n+m)+2)

2 −M (3(n+m)+2)
3 ,

[
M

(3n+2)
3 ,M

(3m+2)
3

]
= 0,

[
M

(3n)
4 ,M

(3m)
4

]
= 0,[

M
(3n+2)
3 ,M

(3m)
4

]
= −2K2 +M

(3(n+m)+2)
3 ,

[
M

(3n)
4 ,M

(3m+1)
5

]
= −2K1 +M

(3(n+m)+1)
5 ,[

M
(3n+2)
3 ,M

(3m+1)
5

]
= −3M (3(n+m+1))

4 ,
[
M

(3n)
4 ,M

(3m+2)
6

]
= M

(3(n+m)+2)
6 ,[

M
(3n+2)
3 ,M

(3m+2)
6

]
= 2K(3(n+m+1)+1)

1 ,

[
M

(3n+1)
5 ,M

(3m+1)
5

]
= 0,

[
M

(3n)
6 ,M

(3m+2)
6

]
= 0,[

M
(3n+1)
5 ,M

(3m+2)
6

]
= M

(3(n+m+1))
1 ,
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3.1.3 A(1, 0) = sl(2, 1)

Os geradores da superálgebra sl(2, 1) são L0 o conjunto dos geradores bosônicos e
L1 o conjunto dos geradores fermiônicos:

L0 = {E±α1 , h1, λ2 ·H} = sl(2)⊕ U(1) e L1 = {E±α2 , E±(α1+α2)}. (3.10)

A representação fundamental 3x3 desses geradores é dada a seguir:

Eα1 =


0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Eα2 =


0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , Eα1+α2 =


0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

E−α1 =


0 0 0
1 0 0
0 0 0

 , E−α2 =


0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , E−α1−α2 =


0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ,

h1 =


1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , h2 =


0 0 0
0 1 0
0 0 1

 , λ2 ·H =


1 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

3.1.3.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(2), para
recuperarmos as equações de movimento associadas a álgebra sl(2) no limite bosônico,

E = Eα1 + E−α1 (3.11)

que induz a decomposição da álgebra, G = K(E)⊕M(E) = K(E)B ⊕M(E)B ⊕K(E)F ⊕
M(E)F , onde KB = {x ∈ L0| [E, x] = 0} e M é o complementar de KB e KF = {x ∈
L1| [E, x] = 0} eMF é o complementar de KF .

Então se B é o conjunto dos autogeradores bosônico de E,

B = {Bi ∈ G| [E,Bi] = biBi i = 1, . . . , dim(L0) = 4},

temos então que,

B1 = Eα1 − E−α1 + h1 b1 = −2

B2 = −Eα1 + E−α1 + h1 b2 = 2

B3 = Eα1 + E−α1 b3 = 0

B4 = λ2 ·H b4 = 0
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Podemos ver que conservamos os mesmo autogeradores de sl(2) e daqui concluímos que

KB = {B3 B4} e MB = {B1, B2}.

E seja T o conjunto dos autogeradores fermiônicos de E,

T = {Ti ∈ G| [E, Ti] = biTi i = 1, . . . , dim(L1) = 4},

temos então que,

T1 = −Eα2 + Eα1+α2 t1 = −1

T2 = Eα2 + Eα1+α2 t2 = 1

T3 = E−α2 + E−α1−α2 t3 = −1

T4 = −E−α2 + E−α1−α2 t4 = 1

portanto,
KF = {∅} e MF = {Ti, i = 1, . . . , 4.}.

O fato de termos KF = {∅} é um resultado que não nos interessa, já que como expomos
em (2.13), é condição para existência de supersimetria a existência de KF 6= {∅}. Por essa
razão temos que construir um elemento constante E que preserve os autogeradores de
sl(2) - isso implica em conservarmos a contribuição da álgebra bosônica para equação de
movimento. Levando em conta esses argumentos, propomos:

E = η1 (Eα1 + E−α1) + η2λ2 ·H (3.12)

pois λ2 ·H é ortogonal aos demais geradores bosônicos, portanto o conjunto B permanece
inalterado. Já o conjunto T tem autovalores distintos como podemos ver,

T1 = −Eα2 + Eα1+α2 t1 = −(η1 + η2)

T2 = Eα2 + Eα1+α2 t2 = η1 − η2

T3 = E−α2 + E−α1−α2 t3 = −(η1 − η2)

T4 = −E−α2 + E−α1−α2 t4 = η1 + η2

A existência de KF 6= {∅} está condicionada a: η1 + η2 = 0 ou η1 − η2 = 0. Para
η1 + η2 = 0 teremos que KF = {T1, T4} eMF = {T2, T3}. E para η1 − η2 = 0 teremos que:
KF = {T2, T3} eMF = {T1, T4}. Logo temos uma grau de liberdade na escolha de qual
par pertencerá a KF .

Independentemente da escolha de parâmetros temos que os autovalores de Ti,
indicam ciclicidade Z2 sob ação do gerador E, pois:

t21 = t24 e t22 = t23
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E como fizemos para as álgebras anteriores podemos construir geradores cíclicos como
combinação desses autogeradores, normalizados arbitrariamente,

F1 = T1 + T4 = −Eα2 + Eα1+α2 − E−α2 + E−α1−α2 ,

F2 = t1T1 + t4T4 = Eα2 − Eα1+α2 − E−α2 + E−α1−α2 ,

G1 = T1 + T4 = Eα2 + Eα1+α2 + E−α2 + E−α1−α2 ,

G2 = T1 + T4 = −Eα2 − Eα1+α2 + E−α2 + E−α1−α2 .

Se escolhermos os parâmetros η1 = −1 e η2 = 1 obtemos a mesma álgebra que encontrada
por Gomes et. al em (GOMES; YMAI; ZIMERMAN, 2006) - onde os autores mostraram
a escolha de uma subálgebra de sl(2, 1) e como construir hierarquia supersimétrica, além
de derivarem soluções do tipo sóliton via método Dressing.

3.1.3.2 Subálgebra relevante

A álgebra é decomposta em G = K ⊕M da seguinte forma:

KB = {K1 = B3 = Eα1 + E−α1 , K2 = B4 = λ2 ·H},

MB = {M1 = h1, M2 = Eα1 − E−α1},

e

KF = {F1 = −Eα2 + Eα1+α2 − E−α2 + E−α1−α2 ,

F2 = Eα2 − Eα1+α2 − E−α2 + E−α1−α2}.

MF = {G1 = Eα2 + Eα1+α2 + E−α2 + E−α1−α2 ,

G2 = −Eα2 − Eα1+α2 + E−α2 + E−α1−α2}.
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e em subespaços gradados G = ⊕Gi,

G2n = {M (2n)
1 = h

(n)
1 },

G2n+1 = {K(2n+1)
1 = E(n)

α1 + E
(n+1)
−α1 , K

(2n+1)
2 = λ2 ·H(n+ 1

2 ), M
(2n+1)
2 = E(n)

α1 − E
(n+1)
−α1 }

G2n+1/2 = {G(2n+ 1
2 )

1 = E
(n+ 1

2 )
α2 + E

(n)
α1+α2 + E

(n)
−α2 + E

(n+ 1
2 )

−α1−α2 ,

F
(2n+ 1

2 )
2 = E

(n+ 1
2 )

α2 − E(n)
α1+α2 − E

(n)
−α2 + E

(n+ 1
2 )

−α1−α2}.

G2n+3/2 = {F (2n+ 3
2 )

1 = −E(n+1)
α2 + E

(n+ 1
2 )

α1+α2 − E
(n+ 1

2 )
−α2 + E

(n+1)
−α1−α2 ,

G
(2n+ 3

2 )
2 = −E(n+1)

α2 − E(n+ 1
2 )

α1+α2 + E
(n+ 1

2 )
−α2 + E

(n+1)
−α1−α2}.

3.1.3.3 Relação de comutação da álgebra sl(2, 1)

A álgebra é dada pelos comutadores:

[
K

(2n+1)
1 , K

(2m+1)
1

]
= 0,

[
K

(2n+1)
2 , K

(2m+1)
2

]
= 0,[

K
(2n+1)
1 , K

(2m+1)
2

]
= 0,

[
K

(2n+1)
2 ,M

(2m)
1

]
= 0,[

K
(2n+1)
1 ,M

(2m+1)
1

]
= −2M (2(n+m)+1)

2 ,
[
K

(2n+1)
2 ,M

(2m+1)
2

]
= 0,[

K
(2n+1)
1 ,M

(2m+1)
2

]
= −2M (2(n+m+1))

1 ,

[
M

(2n)
1 ,M

(2m)
1

]
= 0,

[
M

(2n+1)
2 ,M

(2m+1)
2

]
= 0,[

M
(2n)
1 ,M

(2m+1)
2

]
= 2K(2(n+m)+1)

1 .
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[
K

(2n+1)
1 , F

(2m+ 3
2 )

1

]
= F

(2(n+m+1)+ 1
2 )

2 ,
[
K

(2n+1)
2 , F

(2m+ 3
2 )

1

]
= F

(2(n+m+1)+ 1
2 )

2 ),[
K

(2n+1)
1 , F

(2m+ 1
2 )

2

]
= F

(2(n+m)+ 3
2 )

1 ,
[
K

(2n+1)
2 , F

(2m+ 1
2 )

2

]
= F

(2(n+m)+ 3
2 )

1 ,[
K

(2n+1)
1 , G

(2m+ 1
2 )

1

]
= −G(2(n+m)+ 3

2 )
2 ,

[
K

(2n+1)
2 , G

(2m+ 1
2 )

1

]
= G

(2(n+m)+ 3
2 )

2 ,[
K

(2n+1)
1 , G

(2m+ 3
2 )

2

]
= −G(2(n+m+1)+ 1

2 )
1 ,

[
K

(2n+1)
2 , G

(2m+ 3
2 )

2

]
= G

(2(n+m+1)+ 1
2 )

1 ,

[
M

(2n+1)
1 , F

(2m+ 3
2 )

1

]
= −G(2(n+m)+ 3

2 )
2 ,

[
M

(2n+1)
2 , F

(2m+ 3
2 )

1

]
= −G(2(n+m)+ 1

2 )
1 ,[

M
(2n+1)
1 , F

(2m+ 1
2 )

2

]
= −G(2(n+m)+ 1

2 )
1 ,

[
M

(2n+1)
2 , F

(2m+ 1
2 )

2

]
= −G(2(n+m)+ 3

2 )
2 ,[

M
(2n+1)
1 , G

(2m+ 1
2 )

1

]
= −F (2(n+m)+ 1

2 )
2 ,

[
M

(2n+1)
2 , G

(2m+ 1
2 )

1

]
= F

(2(n+m)+ 3
2 )

1 ,[
M

(2n+1)
1 , G

(2m+ 3
2 )

2

]
= −F (2(n+m)+ 3

2 )
1 ,

[
M

(2n+1)
2 , G

(2m+ 3
2 )

2

]
= F

(2(n+m+1)+ 1
2 )

2 ,

[
F

(2n+ 3
2 )

1 , F
(2m+ 3

2 )
1

]
= −2(K1 −K(2(n+m+1)+1)

2 ),
[
F

(2n+ 1
2 )

2 , F
(2m+ 1

2 )
2

]
= 2(K1 −K(2(n+m+1)+1)

2 ),[
F

(2n+ 3
2 )

1 , F
(2m+ 1

2 )
2

]
= 0,

[
F

(2n+ 1
2 )

2 , G
(2m+ 1

2 )
1

]
= −2M (2(n+m)+1)

2 ,[
F

(2n+ 3
2 )

1 , G
(2m+ 1

2 )
1

]
= 2M (2(n+m+1))

1 ,
[
F

(2n+ 1
2 )

2 , G
(2m+ 3

2 )
2

]
= −2M (2(n+m+1))

1 ,[
F

(2n+ 3
2 )

1 , G
(2m+ 3

2 )
2

]
= 2M (2(n+m+1)+1)

2 ,

[
G

(2n+ 1
2 )

1 , G
(2m+ 1

2 )
1

]
= 2(K1 +K

(2(n+m)+1)
2 ),

[
G

(2n+ 3
2 )

2 , G
(2m+ 3

2 )
2

]
= −2(K1 +K

(2(n+m+1)+1)
2 ),[

G
(2n+ 1

2 )
1 , G

(2m+ 3
2 )

2

]
= 0.

Podemos observar que a álgebra sl(2, 1) é simétrica, isto é, [M,M] ⊂ K.
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3.1.4 A(2, 0) = sl(3, 1)

Os geradores da superálgebra sl(3, 1) são L0 o conjunto dos geradores bosônicos e
L1 o conjunto dos geradores fermiônicos:

L0 = {E±α1 , E±α2 , E±α1±α2 , h1, h2, λ3 ·H} = sl(3)⊕ U(1),

L1 = {E±α3 , E±(α2+α3), E±(α1+α2+α3)}.

A representação fundamental 4x4 desses geradores é dada a seguir:

Eα1 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Eα2 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Eα1+α2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

E−α1 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , E−α2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , E−α1−α2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ,

h1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , h2 =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 , λ3 ·H = −1
2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 3

 ,

Eα3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , Eα2+α3 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Eα1+α2+α3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

E−α3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 , E−α2−α3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 , E−α1−α2−α3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 .
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3.1.4.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(3), para
recuperarmos as equações de movimento associadas a álgebra sl(3) no limite bosônico,

E = Eα1 + Eα2 + E−α1−α2 (3.13)

que possui o mesmo conjunto (3.9) de autogeradores de sl(3) acrescido um elemento que
pertence a U(1),

B9 = λ3 ·H com autovalor b9 = 0. (3.14)

Portanto temos que,

KB = {B7, B8, B9} e MB = {Bi, i = 1, . . . , 6}.

E seja T o conjunto dos autogeradores fermiônicos de E,

T = {Ti ∈ G| [E, Ti] = biTi i = 1, . . . , dim(L1) = 6},

temos então que,

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = −1,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = 1,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e−
2πi

3 ,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e
πi
3 ,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
2πi

3 ,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 .

portanto,

KF = {∅} e MF = {Ti, i = 1, . . . , 6.}.

O fato de termos KF = {∅} é um resultado que não nos interessa, já que como expomos
em (2.13), é condição para existência de supersimetria a existência de KF 6= {∅}. Por essa
razão temos que construir um elemento constante E que preserve os autogeradores de
sl(2) - isso implica em conservarmos a contribuição a álgebra bosônica para equação de
movimento. Levando em conta esses argumentos, propomos:

E = η1 (Eα1 + Eα2 + E−α1−α2) + η2λ3 ·H (3.15)
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pois λ3 ·H é ortogonal aos demais geradores bosônicos, portanto o conjunto B permanece
inalterado. Já o conjunto T tem autovalores distintos como podemos ver,

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = − (η1 + η2) ,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = η1 + η2,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e
2πi

3 η1 + η2,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e−
2πi

3 η1 + η2,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
πi
3 η1 − η2,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 η1 − η2.

Pelos autovalores ti podemos escolher os parâmetros η1, η2 de forma que KF 6= {∅}. Porém
independentemente da escolha de parâmetros temos que os autovalores de Ti, indicam
ciclicidade Z2 sob ação do gerador E, pois:

t21 = t22, t23 = t24, t25 = t26.

Disso podemos concluir que não é possível para álgebra sl(3, 1) construir uma subálgebra
que contenha uma decomposição de ciclicidade Z3 e KF 6= {∅} condições para construção
da hierarquia supersimétrica.
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3.1.5 A(2, 1) = sl(3, 2)

Os geradores da superálgebra sl(3, 2) são L0 o conjunto dos geradores bosônicos e
L1 o conjunto dos geradores fermiônicos:

L0 = {E±α1 , E±α2 , E±α1±α2 , h1, h2, E±α4 , h4, λ3 ·H} = sl(3)⊕ sl(2)⊕ U(1),

L1 = {E±α3 , E±(α2+α3), E±(α1+α2+α3), E±(α3+α4), E±(α2+α3+α4), E±(α1+α2+α3+α4)}.

A representação fundamental 5x5 desses geradores é dada a seguir:

Eα1 =



0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Eα2 =



0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Eα1+α2 =



0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,

E−α1 =



0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, E−α2 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, E−α1−α2 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,

Eα4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


, E−α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0


, h1 =



1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,

h2 =



0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, h4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1


, λ3 ·H =



−2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 −3


.
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Eα3 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Eα2+α3 =



0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Eα1+α2+α3 =



0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,

E−α3 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0


, E−α2−α3 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0


, E−α1−α2−α3 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0


.

Eα3+α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, Eα2+α3+α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,

Eα1+α2+α3+α4 =



0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


, E−α3−α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0


,

E−α2−α3−α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0


, E−α1−α2−α3−α4 =



0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0


.

3.1.5.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(3), para
recuperarmos as equações de movimento associadas a álgebra sl(3) no limite bosônico,

E = Eα1 + Eα2 + E−α1−α2 (3.16)
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que possui o mesmo conjunto (3.9) de autogeradores de sl(3) acrescido dos elementos
pertencentes a sl(2) e U(1),

B9 = Eα4 b9 = 0,

B10 = E−α4 b10 = 0,

B11 = h4 b11 = 0,

B12 = λ3 ·H b12 = 0.

Portanto temos que,

KB = {Bi, i = 7, . . . , 12} e MB = {Bi, i = 1, . . . , 6}.

Agora passemos a analisar o conjunto dos autogeradores fermiônicos T ,

T = {Ti ∈ G| [E, Ti] = biTi i = 1, . . . , dim(L1) = 12},

os autogeradores são

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = −1,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = 1,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e−
2πi

3 ,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e
πi
3 ,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
2πi

3 ,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 .

T7 = E−α3−α4 + E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t7 = −1,

T8 = Eα3+α4 + Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t8 = 1,

T9 = e
2πi

3 Eα3+α4 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t9 = e−
2πi

3 ,

T10 = e−
2πi

3 Eα3+α4 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t10 = e
πi
3 ,

T11 = e
2πi

3 E−α3−α4 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t11 = e
2πi

3 ,

T12 = e−
2πi

3 E−α3−α4 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t12 = e−
πi
3 .

portanto,

KF = {∅} e MF = {Ti, i = 1, . . . , 12.}.

Como já argumentamos antes, não interessa uma decomposição que tenha KF = {∅}.
Então propomos:

E = η1 (Eα1 + Eα2 + E−α1−α2) + η2λ3 ·H (3.17)
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pois λ3 ·H é ortogonal aos demais geradores bosônicos, portanto o conjunto B permanece
inalterado. Já o conjunto T tem autovalores distintos como podemos ver,

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = − (η1 + η2) ,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = η1 + η2,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e
2πi

3 η1 + η2,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e−
2πi

3 η1 + η2,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
πi
3 η1 − η2,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 η1 − η2,

T7 = E−α3−α4 + E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t7 = − (η1 + η2) ,

T8 = Eα3+α4 + Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t8 = η1 + η2,

T9 = e
2πi

3 Eα3+α4 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t9 = e
2πi

3 η1 + η2,

T10 = e−
2πi

3 Eα3+α4 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t10 = e−
2πi

3 η1 + η2,

T11 = e
2πi

3 E−α3−α4 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t11 = e
πi
3 η1 − η2,

T12 = e−
2πi

3 E−α3−α4 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t12 = e−
πi
3 η1 − η2.

Pelos autovalores ti podemos escolher os parâmetros η1, η2 de forma que KF 6= {∅}. Porém
independentemente da escolha de parâmetros temos que os autovalores de Ti, indicam
ciclicidade Z2 sob ação do gerador E, pois:(

t1
t2

)2
=
(
t3
t4

)2
=
(
t5
t6

)2
=
(
t7
t8

)2
=
(
t8
t10

)2
=
(
t11

t12

)2
.

Daqui podemos concluir que não é possível para álgebra sl(3, 2) construir uma subálgebra
que contenha uma decomposição de ciclicidade Z3 e KF 6= {∅} condições para construção
da hierarquia supersimétrica.
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3.1.6 A(2, 2) = sl(3, 3)

Os geradores da superálgebra sl(3, 3) são L0 o conjunto dos geradores bosônicos e
L1 o conjunto dos geradores fermiônicos:

L0 = {E±α1 , E±α2 , E±α1±α2 , h1, h2, E±α4 , E±α5 , E±α4±α5 , h4, h5, λ3 ·H} = sl(3)⊕ sl(3)⊕ U(1),

L1 = {E±α3 , E±(α2+α3), E±(α1+α2+α3), E±(α3+α4), E±(α2+α3+α4), E±(α1+α2+α3+α4), E±(α3+α4+α5),

E±(α2+α3+α4+α5), E±(α1+α2+α3+α4+α5)}.

A representação fundamental 6x6 desses geradores é dada a seguir:

Eα1 =



0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, Eα2 =



0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

Eα1+α2 =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α1 =



0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

E−α2 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α1−α2 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
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Eα4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, Eα5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


, Eα4+α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

E−α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0


, E−α4−α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0


,

h1 =



1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, h2 =



0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, h3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

h4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


, h5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1


, λ3 ·H =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


.

Eα3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, Eα2+α3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
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Eα1+α2+α3 =



0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

E−α2−α3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α1−α2−α3 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

Eα3+α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, Eα2+α3+α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

Eα1+α2+α3+α4 =



0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α3−α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

E−α2−α3−α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α1−α2−α3−α4 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,
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Eα3+α4+α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, Eα2+α3+α4+α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


,

Eα1+α2+α3+α4+α5 =



0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


, E−α3−α4−α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0


,

E−α2−α3−α4−α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0


, E−α1−α2−α3−α4−α5 =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0


,

3.1.6.1 Autogeradores e autovalores de E

Definimos o operador principal E como sendo o mesmo operador de sl(3), para
recuperarmos as equações de movimento associadas a álgebra sl(3) no limite bosônico,

E = Eα1 + Eα2 + E−α1−α2 (3.18)

que possui o seguinte conjunto dos autogeradores fermiônicos T ,

T = {Ti ∈ G| [E, Ti] = biTi i = 1, . . . , dim(L1) = 18},
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os autogeradores são

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = −1,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = 1,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e−
2πi

3 ,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e
πi
3 ,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
2πi

3 ,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 .

T7 = E−α3−α4 + E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t7 = −1,

T8 = Eα3+α4 + Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t8 = 1,

T9 = e
2πi

3 Eα3+α4 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t9 = e−
2πi

3 ,

T10 = e−
2πi

3 Eα3+α4 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t10 = e
πi
3 ,

T11 = e
2πi

3 E−α3−α4 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t11 = e
2πi

3 ,

T12 = e−
2πi

3 E−α3−α4 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t12 = e−
πi
3 ,

T13 = E−α3−α4−α5 + E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t13 = −1,

T14 = Eα3+α4+α5 + Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t14 = 1,

T15 = e
2πi

3 Eα3+α4+α5 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t15 = e−
2πi

3 ,

T16 = e−
2πi

3 Eα3+α4+α5 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t16 = e
πi
3 ,

T17 = e
2πi

3 E−α3−α4−α5 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t17 = e
2πi

3 ,

T18 = e−
2πi

3 E−α3−α4−α5 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t18 = e−
πi
3

portanto,

KF = {∅} e MF = {Ti, i = 1, . . . , 18.}.

Como já argumentamos antes, não interessa uma decomposição que tenha KF = {∅}.
Então propomos:

E = η1 (Eα1 + Eα2 + E−α1−α2) + η2λ3 ·H (3.19)

pois λ3 ·H é ortogonal aos demais geradores bosônicos e também é ortogonal aos geradores
fermiônicos de forma que apesar de mantermos o conjunto de autogeradores bosônicos B
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permanece inalterado. Já o conjunto T tem autovalores distintos como podemos ver,

T1 = E−α3 + E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t1 = −η1,

T2 = Eα3 + Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t2 = η1,

T3 = e
2πi

3 Eα3 + e−
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t3 = e−
2πi

3 η1,

T4 = e−
2πi

3 Eα3 + e
2πi

3 Eα2+α3 + Eα1+α2+α3 , t4 = e
πi
3 η1,

T5 = e
2πi

3 E−α3 + e−
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t5 = e
2πi

3 η1,

T6 = e−
2πi

3 E−α3 + e
2πi

3 E−α2−α3 + E−α1−α2−α3 , t6 = e−
πi
3 η1,

T7 = E−α3−α4 + E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t7 = −η1,

T8 = Eα3+α4 + Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t8 = η1,

T9 = e
2πi

3 Eα3+α4 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t9 = e−
2πi

3 η1,

T10 = e−
2πi

3 Eα3+α4 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4 + Eα1+α2+α3+α4 , t10 = e
πi
3 η1,

T11 = e
2πi

3 E−α3−α4 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t11 = e
2πi

3 η1,

T12 = e−
2πi

3 E−α3−α4 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4 + E−α1−α2−α3−α4 , t12 = e−
πi
3 η1,

T13 = E−α3−α4−α5 + E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t13 = −η1,

T14 = Eα3+α4+α5 + Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t14 = η1,

T15 = e
2πi

3 Eα3+α4+α5 + e−
2πi

3 Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t15 = e−
2πi

3 η1,

T16 = e−
2πi

3 Eα3+α4+α5 + e
2πi

3 Eα2+α3+α4+α5 + Eα1+α2+α3+α4+α5 , t16 = e
πi
3 η1,

T17 = e
2πi

3 E−α3−α4−α5 + e−
2πi

3 E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t17 = e
2πi

3 η1,

T18 = e−
2πi

3 E−α3−α4−α5 + e
2πi

3 E−α2−α3−α4−α5 + E−α1−α2−α3−α4−α5 , t18 = e−
πi
3 η1.

Podemos verificar que o operador λ3 · H comuta com todos os geradores da álgebra e
portanto não modifica o conjunto de autogeradores fermiônicos e recaímos no caso anterior,
onde não temos kernel fermiônico

Por último ainda propomos,

E = η1 (Eα1 + Eα2 + E−α1−α2) + η2 (Eα4 + Eα5 + E−α4−α5) (3.20)

já que desta forma ainda teremos o conjunto de autogeradores de sl(3) associado as raízes
α1 e α2 inalterada bem como o conjunto de autogeradores de sl(3) associado as raízes
a4, a5. Dessa forma obtemos um conjunto de autogeradores fermiônicos com os seguintes
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autovalores,

t1 = e−
2πi

3 η1 − η2, t10 =eπi3 η1 + η2,

t2 = e
2πi

3 η1 − η2, t11 =− η1 + e−
2πi

3 η2,

t3 = η1 − η2, t12 =η1 + e−
πi
3 η2,

t4 = 1
2

(
η1 −

√
3
√
−(η1 − η2)2 − η2

)
, t13 =− η1 + e

2πi
3 η2,

t5 = 1
2

(
η1 +

√
3
√
−(η1 − η2)2 − η2

)
, t14 =η1 + e

πi
3 η2,

t6 = −η1 + η2, t15 =1
2

(
η1 −

√
3
√
−(η1 + η2)2 − η2

)
,

t7 = 1
2

(
η1 −

√
3
√
−(η1 − η2)2 − η2

)
, t16 =1

2

(
−η1 −

√
3
√
−(η1 + η2)2 + η2

)
,

t8 = 1
2

(
η1 +

√
3
√
−(η1 − η2)2 − η2

)
, t17 =1

2

(
η1 +

√
3
√
−(η1 + η2)2 − η2

)
,

t9 = e
πi
3 η1 + η2, t18 =1

2

(
−η1 +

√
3
√
−(η1 + η2)2 − η2

)
.
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4 Considerações finais

Neste trabalho construímos hierarquias integráveis a partir da decomposição de uma
álgebra. Dividimos essa decomposição em duas partes, a primeira associada a gradação
inteira e a segunda em gradação semi-inteira. Associamos uma loop-álgebra de Lie a
primeira decomposição e denominamos de modelos bosônicos. Já a decomposição em graus
semi-inteiros associamos a uma loop-superálgebra onde os elementos de graus semi-inteiro
denominamos de fermiônicos.

Na construção das hierarquias dois elementos fundamentais são os operadores:constante
E e o gradação Q, que decompõem a álgebra G da seguinte maneira, G = K⊕M = ⊕

n Gn,
de forma que a escolha judiciosa de uma subálgebra relevante é a chave para nossa
construção.

Mostramos que é possível sistematizar a escolha da subálgebra relevante ao estu-
darmos todos os autogeradores do elemento constante E, onde seus respectivos autovalores
indicam quais elementos pertencem ao kernel (K) e a image (M). Descobrimos ainda que
tanto para uma loop-álgebra quanto para uma loop-superálgebra é possível obter ciclidade
em torno do elemento E tanto para o conjunto de elementos bosônicos quanto fermiônicos,
independentemente da base utilizada. Esse resultado generaliza o entendimento de cicli-
dade encontrado na literatura em que apenas superálgebras as quais as raízes simples são
fermiônicas possuem ciclidade em torno do E.

Da decomposição algébrica em subespaços semi-inteiros, propusemos relações que
associamos a transformações de supersimetria. Uma vantagem dessa construção é não
utilizar o formalismo de supercampos geralmente encontrado nas propostas para obtenção
de modelos supersimétricos. Evidenciamos que as relações de supersimetria do ponto de
vista algébrico requer a existência de kernel (do operador E) fermiônico não nulo.

Das infinitas equações obtidas, estamos particularmente interessados na equação
associada a primeira evolução temporal de gradação negativa, que equivale a equação de
Leznov-Saveliev. Explicitamos as equações de movimento associadas às álgebra sl(2) e
sl(3), apesar de serem modelos conhecidos a proposta era mostrar que a análise a partir
de autogeradores e autovetores de E.

Explicitamos as equações associadas a álgebra sl(2, 1), onde percebemos que o
operador E como proposto inicialmente não satisfazia a condição de existência de kernel
fermiônico não-nulo. Propusemos então adicionar ao operador E um elemento da álgebra
que fosse ortogonal a parte sl(2) a fim de conservar as equações num limite bosônico. Com
esta alteração conseguimos obter um modelo supersimétrico, embora seja um resultado
conhecido, não havia sido demonstrado sistematicamente.
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Isso nos possibilitou investigar álgebras maiores, consideramos três casos: sl(3, 1),
sl(3, 2), sl(3, 3) que no limite bosônico esperamos obter equações de movimento associadas
a sl(3). Contudo não conseguimos obter uma subálgebra relevante, Z-gradada e com
elementos no kernel fermiônicos condições necessárias para existência de relações de
supersimetria.
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