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Resumo

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento de novas teorias de projetos de controle
chaveado robusto, para sistemas nao lineares discretos no tempo utilizando a decomposi-
¢ao em soma de quadrados (do inglés Sum of Squares - SOS). Inicialmente, é apresentada
uma pequena revisao dos conceitos existentes na literatura de projeto de controladores ba-
seados em desigualdades matriciais lineares - do inglés Linear Matriz Inequalities - LMIs,
que sao importantes para entender a motivacao pelo projeto com SOS, no qual é mostrado
suas principais vantagens através de novos teoremas em que se reduz o conservadorismo
das condicoes de projeto de controle, com resultados satisfatérios que melhoraram o de-
sempenho do sistema nao se limitando a uma regiao de operagao como quando ¢ utilizado
os modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). A tese aborda métodos que podem ser descri-
tos por fungoes polinomiais, nao sendo necessario conhecer as fungoes de pertinéncia
do sistema quando é implementada a lei de controle chaveada utilizando modelos fuzzy
Takagi-Sugeno, o que é uma vantagem pois, elas podem depender de parametros incertos
ou ser complexas, inviabilizando a implementacao do projeto. Portanto sao considerados
sistemas nao lineares incertos discretos no tempo e propostos controladores com ganhos
chaveados polinomiais. Os resultados obtidos mostraram uma maior flexibilidade e me-
nor conservadorismo em relagao as teorias existentes e isso foi demonstrado através de

exemplos numéricos e simulacoes computacionais.

Palavras-chave: sistemas nao lineares incertos discretos no tempo; soma de quadrados
(SOS); controle chaveado; desigualdades matriciais lineares (LMIs); fungdes polinomiais;

modelos fuzzy Takagi-Sugeno.



Abstract

This work presents the development of new theories for robust switched control design
for discrete-time nonlinear systems using Sum of Squares (SOS) decomposition. Initially,
a brief review of existing concepts in the literature on controller design based on Linear
Matrix Inequalities (LMIs) is provided. These concepts are important for understanding
the motivation behind the SOS-based design, which demonstrates its main advantages
through new theorems that reduce the conservatism of control design conditions, yielding
satisfactory results that improve system performance without being limited to an operat-
ing region as in the case of Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models. The thesis addresses meth-
ods that can be described by polynomial functions, making it unnecessary to know the
membership functions of the system when the switched control law is implemented using
Takagi-Sugeno fuzzy models. This is an advantage because these functions can depend
on uncertain parameters or be complex, making the design implementation unfeasible.
Therefore, uncertain discrete-time nonlinear systems are considered, and controllers with
switched polynomial gains are proposed. The obtained results showed greater flexibility
and less conservatism compared to existing theories, which was demonstrated through

numerical examples and computer simulations.

Keywords: discrete-time uncertain nonlinear systems; sum of squares (SOS); switched
control; linear matrix inequalities (LMIs); polynomial functions; Takagi-Sugeno fuzzy
models (T-S).
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1 INTRODUCAO

A modelagem matematica de diversos sistemas fisicos vem sendo estudada dentro
da teoria de controle e ha um aumento crescente de pesquisas nesta area, devido sua
relevancia em aprimorar e acompanhar o desenvolvimento da tecnologia em busca de
melhores resultados para a humanidade. O grande desafio é descrever adequadamente
esses sistemas, na maioria dos casos modelos nao lineares, visando a sua estabilizacao e o
atendimento de indices de desempenho previamente especificados, através do projeto de

controladores.

A andlise da estabilidade é essencial quando um sistema chaveado é desenvolvido
(Geromel; Deaecto, 2009; Deaecto; Geromel; Daafouz, 2011). O chaveamento, elaborado
cuidadosamente, pode tornar estavel um sistema que possui modos instaveis, porém, por
outro lado, é capaz de tornar instavel um sistema com todos seus modos estaveis. As
desigualdades matriciais lineares - LMIs (do inglés Linear Matriz Inequalities) sdo utili-
zadas para andlise de sistemas dinamicos, e através delas podem ser escritas as condi¢oes
de estabilidade de um sistema e iniciou-se ha mais de 100 anos (Boyd et al., 1994) quando
Lyapunov introduziu a teoria de Lyapunov, sendo uma ferramenta poderosa para os siste-
mas continuos e discretos no tempo. Entretanto, foi em meados de 1980 que os problemas
de controle puderam ser convertidos em problemas convexos (Bernussou; Peres; Geromel,
1989). Desde entao, a estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo realimenta-
dos é garantida se uma matriz de Lyapunov P (ntiimero de linhas e colunas igual & ordem

do sistema) simétrica definida positiva for encontrada para satisfazer uma LMI.

A natureza de todo sistema, no mundo real e ndo idealizado é nao linear (Slotine;
Li et al., 1991), mesmo diante deste fato, a analise da estabilidade e o projetos de con-
troladores para esses sistemas ainda sdao complexos e desafiadores. Para os sistemas nao
lineares foram introduzidas novas condigbes que garantissem a estabilidade assintética
local e global, considerando fungoes de Lyapunov quadraticas, modelos locais lineares e
as LMIs para analisar a estabilidade e o projeto dos controladores com restrigoes, incerte-
zas e indices de desempenho, descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (Tanaka,
Ikeda; Wang, 1998; Taniguchi et al., 2001; Teixeira; Zak, 1999; Teixeira; Assuncio; Avel-
lar, 2003; Cardim et al., 2007), pois podem descrever uma classe de sistemas nao lineares
como a combinagao de um certo nimero de modelos locais normalmente lineares (Takagi;
Sugeno, 1985). A combinagao é feita através de fungoes de pertinéncia fuzzy em uma
regiao de operacao especifica, e nesta regiao limitada no espaco de estados pode-se asse-
gurar que a planta é representada exatamente por um modelo fuzzy T-S. Quanto maior
o numero de nao linearidades do sistema, maior a quantidade de modelos locais (regras
fuzzy) e como consequéncia, maior a complexidade numérica dos algoritmos de controle,

dificultando as implementagoes (Lam, 2011a).
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Diferentes técnicas de projeto de controle foram propostas nas ultimas décadas
para o controle de sistemas nao lineares representados através de modelos fuzzy T-S base-
ados na compensagao distribuida paralela (CDP) (Wang; Tanaka; Griffin, 1996; Teixeira,
Zak, 1999; Taniguchi et al., 2001; Teixeira; Assuncio; Avellar, 2003; Guerra; Vermeiren,
2004; Ding; Sun; Yang, 2006; Guerra; Kruszewski; Bernal, 2008; Chen et al., 2012; Santim
et al., 2012; Lee; Joo; Tak, 2013; Lee; Joo, 2014; Klug et al., 2015; Klug; Castelan; Cou-
tinho, 2015; Méarquez et al., 2017) e nas LMIs. O sistema nao linear pode ter parametros
incertos (como por exemplo representando uma falha na estrutura, perda de poténcia ou
desgastes dos componentes mecénicos), e mesmo assim ter seu respectivo modelo fuzzy

T-S representando exatamente o sistema em uma regiao de operagao.

As fungoes de pertinéncia fuzzy sao utilizadas para combinar os modelos locais,
e dependendo a forma como as incertezas sao descritas nos modelos fuzzy T-S, elas po-
dem ser indeterminadas, pois podem depender de parametros desconhecidos do sistema.
Quando isso ocorrer, sao necessarias outras metologias de projeto de controladores que

nao utilizarao diretamente a CDP.

Neste contexto, as pesquisas em busca de novas técnicas de controle para encontrar
solugoes que garantem a estabilidade robusta de sistemas que possuem em seus modelos as
nao linearidades e também os parametros incertos vem aumentando e trazendo resultados
satisfatorios, relaxando mais as restri¢cdes e buscando melhores indices de desempenho. Os
trabalhos de Guerra e Vermeiren (2004), Ding, Sun e Yang (2006), Guerra, Kruszewski e
Bernal (2008), Chen et al. (2012) apresentam resultados para o problema de estabilizagao
de sistemas fuzzy T-S discreto no tempo, em que utilizam uma lei de controle que nao tem
estrutura CDP e depende das fungoes de pertinéncia, mas para obter resultados menos
conservadores, Guerra e Vermeiren (2004) propuseram uma nova fun¢ao de Lyapunov nao

quadrética, a funcao de Lyapunov fuzzy (FLF, do inglés Fuzzy Lyapunov Function).

Na pratica ha muitos casos em que os parametros dos sistemas nao lineares sao
incertos e as variaveis de estados nao estao completamente disponiveis para realimentacao,
por isso ha importancia em estudar e avancar com os trabalhos que envolvem métodos

que permitem utilizar modelos com essas incertezas.

Em Souza (2013) sdo propostos novos métodos de projeto de controle chaveado
para sistemas nao lineares incertos, descritos por modelos fuzzy T-S, baseado na lei de
controle chaveada em que ha a minimizacao da derivada temporal da funcao de Lyapunov,
por meio da sele¢do do ganho do controlador, que pertence a um conjunto de ganhos.
Com a lei de controle chaveada proposta em Souza (2013), ndo é necessario ter acesso
as fungoes de pertinéncia do modelo nao linear na estrutura do controlador, que é uma
vantagem pois as fung¢oes de pertinéncia podem ser incertas desconhecidas ou dependentes
de parametros incertos. Alguns dos resultados foram obtidos utilizando a restricao da

norma dos controladores, proposta em (Siljak; Stipanovié, 2000).
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Baseado na lei de controle chaveada de Souza (2013) e no teorema proposto em
Souza et al. (2014), na dissertacdo de mestrado de Buzetti (2017) é proposto o teorema
considerando matrizes simétricas auxiliares e entao é definido um novo controlador cha-
veado. Neste trabalho também é utilizada a minimizacado da norma dos controladores

chaveados com base na metodologia proposta em Assuncao et al. (2007).

Em Oliveira (2017) sao propostas novas técnicas de projetos de controle chaveado
considerando a minimizag¢ao da norma H., para sistemas nao lineares incertos descritos
por modelos fuzzy T-S para uma classe de sistemas nao lineares, considerando funcoes
de pertinéncia desconhecidas. E considerada uma a lei de controle sujeita a saturagao do
atuador devido as restrigdoes operacionais dos equipamentos e através da lei de controle
chaveado ¢ escolhido um ganho de realimentacao que pertence a um conjunto de ganhos
conhecidos e minimiza a derivada da funcdo de Lyapunov do tipo quadratica. Sendo
assim, nao é necessario encontrar as fungoes de pertinéncia e o desempenho do controle
Ho é garantido. Em Oliveira et al. (2018) foi proposta uma lei de controle chaveado em
sistemas nao lineares discretos no tempo descritos por modelos fuzzy T-S para tratar do

problema de estabilizacao.

Em Santos (2020) foi desenvolvido projetos de controle chaveado e H, chaveado
para o problema de estabilizagao local de sistema nao lineares incertos discretos no tempo
descritos por modelos fuzzy T-S, considerando regiao de operacao e fungoes de pertinéncia
dependentes de parametros incertos limitados fazendo um estudo baseado no trabalho
realizado em Oliveira et al. (2018), em que mostrou que todas as restrigdes propostas

foram satisfeitas e a representacao do sistema fuzzy T-S foi assegurada.

Um método alternativo é proposto em Parrilo (2000) que fez a decomposicao de
fungoes nao lineares polinomiais multivariadas em soma de quadrados (do inglés sum of
squares - SOS). Até entdo a andlise da estabilidade e o projeto de controladores se res-
tringiam as fungoes de Lyapunov quadréticas ou compostas (Tanaka et al., 2008; Prajna;
Papachristodoulou; Wu, 2004).

Se a dindmica de um sistema nado linear pode ser descrita somente por funcoes
polinomiais dependentes do vetor de estado do sistema (sistemas polinomiais), a anélise
da estabilidade e projeto de controladores nao precisam utilizar os modelos fuzzy T-
S (Papachristodoulou; Prajna, 2002; Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004). Quando
é utilizado a decomposicao em soma de quadrados o projeto dos controladores nao se
restringe a nenhuma condigao inicial, ou seja, o sistema nao é limitado a uma regiao de

operagao, como ocorre utilizando modelos fuzzy T-S.

O SOS, assim como as LMIs transformam diversos problemas de controle em restri-
¢oes que sao resolvidas por algoritmos computacionais. Com o surgimento da teoria SOS,

novas propostas de projeto e estudos na area de controle também foram surgindo, em Xu,
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Xie e Wang (2009), Jennawasin, Narikiyo e Kawanishi (2010) sdo propostos projetos de
controladores robustos para sistemas polinomiais com incertezas politopicas. No trabalho
de Nguang, Saat e Krug (2011) no projeto do controlador sdo consideradas incertezas
limitadas em norma para realimentacao estatica da saida de sistemas polinomiais. Tam-
bém foram propostos controladores com garantia da norma H,, para sistemas polinomiais
incertos (HUANG; Hong-Fei; Jian-Ping, 2013) e em Lam et al. (2013) foram estudadas
condigoes de estabilidade em sistemas baseados em modelos fuzzy polinomiais utilizando

fungoes de Lyapunov fuzzy chaveadas.

Foram estudados para analisar a estabilidade, sistemas utilizando modelos fuzzy
polinomiais (Tanaka et al., 2007b) e também projetos de controladores via compensagao
paralela distribuida polinomial (Tanaka et al., 2007a; Cao et al., 2014). Na pesquisa de
resultados de trabalhos usando decomposicao em SOS dos sistemas nao lineares utilizando
modelos fuzzy polinomiais e fun¢oes de Lyapunov polinomiais (FLP) o conservadorismo

do sistema ¢é reduzido comparado as LMIs (Tanaka et al., 2008).

O progresso das pesquisas referente a analise da estabilidade e do projeto dos
controladores de sistemas nao lineares via SOS fez com que aumentasse a complexidade
e tornaram os projetos dos controladores mais préoximos da realidade, incluindo analise
da estabilidade com garantia de taxa de decaimento (Yum; Wang, 2013) , utilizagao
de multiplas fungdes de Lyapunov (Guelton et al., 2013), controle com custo garantido
de modelos fuzzy polinomiais (Tanaka; Ohtake; Wang, 2008), controle de sistemas nao
lineares através de modelos fuzzy polinomiais considerando atraso no vetor de estado do
sistema e sujeito a saturagao (Gassara; Hajjaji; Chaabane, 2016), projeto de controladores
robustos considerando a reducado da norma H,, para modelos fuzzy polinomiais (Yu;
Huang; Cheng, 2016) e controle robusto com custo garantido de modelos fuzzy polinomiais
considerando atraso no vetor de estados do sistema (Li; Wang, 2012b; Li; Wang, 2012a).
O trabalho de Chen et al. (2014) apresenta uma abordagem de SOS para controle estavel
e controle com custo garantido descritos por sistemas fuzzy polinomiais mostrando que
esses sistemas possuem uma abordagem mais geral e eficaz comparado aos modelos fuzzy

T-S discretos no tempo.

Seguindo com alguns dos avangos na area, buscando diminuir o conservadorismo
dos sistemas por meios de aprimoracoes das técnicas existentes e buscando novas meto-
dologias para melhores resultados, em Ramos (2018), sdo propostos controladores com
ganhos polinomiais chaveados para sistemas nao lineares incertos utilizando SOS. Com
SOS ¢é possivel obter a estabilidade global dos sistemas nao lineares incertos ao invés da
estabilidade local que os modelos fuzzy T-S oferecem. Em (Xiao et al., 2020) foi investi-
gada a estabilidade e desempenho do intervalo tipo 2 (IT2) baseado em um modelo fuzzy
polinomial sendo que os conjuntos fuzzy I'T2 sao utilizados para capturar as incertezas

da planta nao linear e com a implementacao digital apenas as saidas do sistemas estao
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disponiveis, foi considerado indice de desempenho H,, e a estabilidade foi analisada em
termos da soma de quadrados e teoria de Lyapunov. Ja em (Li; Mehran; Bao, 2022), foi
explorada a estabilizacao n exponencial e positividade de um controlador considerando

um modelo fuzzy polinomial discreto no tempo utilizando soma de quadrados.

Todos os projetos e simulagoes apresentados neste trabalho foram realizados no
software Matlab/Simulink®. Os problemas com restrigoes LMIs foram implementados
através da interface YALMIP (Lfberg, 2004), com o solver SeDuMi (Sturm, 1999). Os
problemas com restricoes SOS foram implementados através da interface SOSTOOLS
(Papachristodoulou et al., 2013) com o solver SDPT3 e SeDuMi.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é contribuir para o avanc¢o do controle chaveado com
metodologias que propoem novas leis de controle considerando uma classe de sistemas nao
lineares incertos discretos no tempo utilizando SOS, baseado principalmente nos trabalhos

de Ramos (2018), Oliveira et al. (2018), Santos (2020).

Serdao propostos novos teoremas, pretendendo diminuir o conservadorismo dos sis-
temas incertos discretos no tempo utilizando fungoes polinomiais dependentes do vetor
de estados do sistema e também modelos fuzzy polinomiais, aumentando a flexibilidade

do sistema com os métodos propostos neste estudo.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

e Capitulo 1: Apresenta uma introdugao do tema que foi abordado na tese, os

objetivos do trabalho e também a organizacao do texto.

e Capitulo 2: Neste capitulo, sdo mostrados os conceitos preliminares que serao

obtidos como base e referéncia em todo o trabalho.

e Capitulo 3: Sao propostos novos teoremas para projetar controladores cha-
veados robustos utilizando matrizes polinomiais para sistemas nao lineares discretos no

tempo. Os resultados foram satisfatérios e sao comprovados através de dois exemplos.

e Capitulo 4: E introduzido um indice de desempenho nos teoremas do Capitulo

3 que ¢é a taxa de decaimento. Foram ilustrados os resultados em dois exemplos.

e Capitulo 5: Apresenta as conclusoes e perspectivas futuras.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo aborda conceitos fundamentais existentes na literatura relacionados
ao tema abordado desta tese que sdo bases para os capitulos subsequentes. O trabalho é
sobre sistemas nao lineares discretos no tempo, porém estamos abordando neste capitulo
a teoria de sistemas nao lineares continuos no tempo pois foi o inicio deste estudo sobre

soma de quadrados.

Serdao consideradas as seguintes notagdes em todo o trabalho:
K, ={L2....r}, reN; z(t)=z; V(z(t)=V; |zl2=VaTz
T T
1
(A,B,C,K)(OJ)ZZOQ'(Ai,Bi,Ci,KZ‘), a; Z 0 e ZO@ = 1,0é: [al,ag,...,ar]T, ( )
i=1 =1
com r = 2° e s para o sistema nao linear incerto é o niimero de parametros incertos

distintos e/ou nao linearidades. Para sistemas nao lineares utilizando modelos fuzzy T-S,

a; = a;(x(t)) sao fungdes que dependem das variaveis de estado (Souza, 2013).

2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES (LMIs)

As desigualdades matriciais lineares surgiram ha mais de cem anos mas naquela
época nao existiam muitos algoritmos capazes de encontrar solugoes numéricas eficazes
das LMIs. Foram nos ultimos 30 anos que caminhos foram abertos com algoritmos aprimo-
rados para que os problemas de controle pudessem ser convertidos em problemas convexos
descrito por LMIs (Boyd et al., 1994).

O uso das LMIs tem muitas vantagens, entre elas a sua utilizacao para resolver
problemas que envolvem muitas variaveis matriciais podendo possuir diversas restricoes
quando se trata de problemas relacionados a engenharia de controle, sendo um método

flexivel e direto para transformar diversos problemas de controle em problemas LMIs

(Boyd et al., 1994).

Para entender o conceito de LMIs, é importante saber a definicao de matrizes

positivas definidas. Uma matriz quadrada e real P é definida positiva (P > 0) se:
t'Pxr >0, VYr#0, PecR™, zeR™ (2)

Quando P ¢ simétrica, entao P > 0 se e somente se todos os autovalores da matriz P
forem maiores que 0. Se P > 0 diz que é uma matriz semidefinida positiva (no caso P

deve agora satisfazer (2) trocando-se o sinal > em (2) pelo sinal >).

De acordo com Boyd et al. (1994) uma LMI ¢ uma desigualdade da forma

=1
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Na equagao (3), z € R" é uma varidvel vetorial (suas componentes sao ;,i =
1,...,n) e as matrizes simétricas S; = SI' € R™™ i = 0,1,...,n sdo conhecidas. A
LMI (3) é uma restrigdo convexa em z, ou seja, o conjunto {z : S(z) > 0} é convexo.
A desigualdade (3) pode representar uma ampla variedade de restri¢bes convexas em x
como as utilizadas em teoria de controle entre outras, de acordo com uma candidata a

funcao de Lyapunov quadratica.

No entanto as LMIs geralmente sdo escritas de forma que as variaveis sejam ma-

trizes:

R+ M{ PN, + N{ P\M; + - -+ M P,N,, + N} P,M, <O0. (4)
sendo M;, N; e R, i = 1,2,...,n, sdo matrizes com elementos constantes e P;, i =
1,2,...,n sao variaveis matriciais simétricas sendo que cada elemento da matriz é uma

variavel com os valores obtidos a partir da solugdo da restri¢ao (4).

Um exemplo de LMI com varidvel matricial é a desigualdade de Lyapunov (Boyd
et al., 1994):
P >0, (5)

ATP + PA <0, (6)

em que A € R™ ¢ uma matriz conhecida e P = PT é a varidvel. Em Boyd et al. (1994)

pode ser verificado que a LMI (4) pode ser colocada na forma de (3).

2.1.1 Estabilidade de acordo com o método direto de Lyapunov

em sistemas continuos no tempo

A teoria de controle para sistemas continuos no tempo ja vem sendo estudada
nas ultimas décadas com avangos tecnoldgicos suficientes para buscas sucessivas em pes-
quisas para obter melhores resultados para a humanidade. A funcdo de Lyapunov estd
relacionada com a "energia'do sistema (Lyapunov inicialmente estudou a estabilidade de
sistemas mecanicos analisando a sua energia total mas posteriormente generalizou esta
ideia para sistemas nao necessariamente fisicos). Se esta fungdo "energia'decai de forma

assintotica, pode-se dizer que o sistema é estavel.

Para sistemas continuo no tempo a fungao de Lyapunov V' (x(t)) deve satisfazer os

trés critérios a seguir:
1. V(x(t)) > 0, para z(t) # 0,
2. V(x(t)) <0, para z(t) # 0,
3. V(0) = 0, para garantir que o sistema seja localmente assintoticamente estavel.

Uma candidata a fungao de Lyapunov que é muito utilizada na literatura ¢é a fungao
de Lyapunov quadritica, definida como V (x(t)) = z(t)" Pz(t).
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Considere o sistema linear continuo e invariante no tempo
(1) = Az(t) + Bu(t), (7)

sendo x(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, A € R"*" ¢ B € R™*"™

as matrizes de estado e de entrada do sistema, respectivamente.

Como todas as variaveis de estado foram consideradas disponiveis para a realimen-

tagao, foi utilizada a lei de controle (Boyd et al., 1994):
u(t) = —Kx(t), K e R™™, (8)

Teorema 1. (Boyd et al., 1994) Considere o sistema descrito por (7) e a lei de controle
dada em (8). Caso existam uma matriz M € R"™" e uma matriz simétrica definida

positiva X € R™"™ tais que
XAT - MTBT + AX — BM <0, (9)

entdo a lei de controle (8), sendo K = M X!, torna o sistema realimentado (7) e (8)

globalmente assintoticamente estavel.

Demonstragio. A condigdo de X ser uma matriz simétrica definida positiva (X > 0)
garante a fungao de Lyapunov V(z(t)) = z(t)T Px(t) positiva para x(t) # 0 e nula em
z(t) =0, sendo X = P71,

Para a LMI (9) substituindo a lei de controle (8) na equagdo (7), obtém-se o

sistema realimentado

#(t) = Az(t) — BKa(t),
#(t) = (A— BE)a(t).

Desejamos que para z(t) # 0 entdo V(z(t)) < 0, considerando a funcio de Lyapunov
quadrética V (t,z(t)) = x(t)" Px(t), tem-se que:

V(x(t)) = #(t)" Pa(t) + z(t)T Pi(t) < 0, (10)
substituindo #(t) da equagao (7) em (10):

V(z(t) = [(A—BEK)x(t)]"Pz(t) + z(t)" P(A — BK)xz(t) <0,
= 2(t)"(A— BK) ' Pz(t) + x(t)' P(A — BK)x(t) < 0,

colocando z(t)T e x(t) em evidéncia da equagio anterior tem-se que

V(z(t)) = z(t)"[(A - BK)TP + P(A — BK)z(t) < 0,
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desmembrando o termo (A — BK)"P + P(A — BK):
V(x(t) =z@)T[(AT — KTBT)P + P(A — BK)]z(t) < 0. (11)

Para todo x(t) nao nulo, note que (11) é equivalente a condi¢ao abaixo, na qual mutipli-

camos o termo dentro dos colchetes em (11) & esquerda e a direita por P~

z(t)T[P~YAT — K"BT) 4+ (A — BK)P]x(t) < 0,
z(t)"[PAT — PUKTBY) + AP™' — BKP 'z(t) < 0,

considerando P~' = X e KX = M, note que a LMI (9) comprova a condi¢io que para,
z(t) # 0:

()" (XAT — MTBT + AX — BM)z(t) < 0.
Isto equivale a derivada da fungao de Lyapunov considerada, para todo x(¢) ndo nulo,
V(x(t)) < 0.

]

2.1.2 Estabilidade de acordo com o método direto de Lyapunov

em sistemas discretos no tempo

Assim como os sistemas continuos no tempo, a andlise da estabilidade de siste-
mas discretos no tempo segundo o método de Lyapunov, esta relacionado ao conceito de
“energia” do sistema. O comportamento das trajetérias é estudado nas vizinhancas de
um ponto de equilibrio, chamado dominio de atra¢ao (DA). O DA é a regiao a partir da
qual a variavel do sistema converge para o ponto de equilibrio, ou seja, qualquer trajetoria
iniciada nessa regiao, permanece nela por todo o tempo seguinte e se aproxima do ponto
de equilibrio a medida em que kK — 00; essa regiao é conhecida como positivamente inva-
riante e assintoticamente estavel (Rocha, 1994). Quando todas as trajetérias do sistema,
a partir de um ponto inicial do dominio de atracao convergem assintoticamente para o

ponto de equilibrio, o sistema é considerado estavel.

Em um sistema dindmico continuo, se um sinal variante no tempo puder ser amos-

trado com um intervalo de tempo “T"”, sera formada uma sequéncia de valores discretos.

Considere o sistema discreto no tempo descrito por:

w(k+1) = p(x(k)), (12)

sendo ¢ : D C R™ — R" uma fungao nao linear e z(k) € D o vetor de estado.
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Alguns conceitos de estabilidade serao apresentados pois sao necessarios para ana-
lise da estabilidade.

No sistema (12) o ponto de equilibrio pode ser considerado a origem, sendo sempre
possivel fazer a mudanga de variaveis z(k) = z(k) — x., sendo x, o ponto de equilibrio do

sistema. Entdo pode-se considerar que p(z(k)), satisfaz ¢(0) = 0.
Definicao 1. (Santos, 2020) O ponto de equilibrio x = 0, do sistema (12) é:
o Fstavel, se

Ve > 0,30 > 0, tal que || z(0) ||< 6 =|| =(k) ||[<e,Vk > 0;

e Instdvel, se ndo € estavel;

e Assintoticamente estdvel, se € estavel e adicionalmente § pode ser escolhido de

forma que

| 2(0) ||< 6 = lim z(k) = 0;
k—o00
A Figura 1 mostra a interpretacdo geométrica de sistemas estavel, instavel e as-
sintoticamente estavel a partir de uma posicao inicial.

Figura 1 — Interpretacao geométrica de estabilidade: a, estéavel; b, assintoticamente esta-
vel; ¢, instavel.

Fonte: Santos (2020)

Para o sistema dindmico discreto no tempo dado em (12) a estabilidade no sentido

de Lyapunov do ponto de equilibrio x = 0 é assegurada pelo Teorema 2.
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Teorema 2. (Kalman; Bertram, 1959) Considere x = 0 o ponto de equilibrio do sistema
(12). Seja V : U = R, uma funcado continua definida em uma vizinhanca U C R" de
x=0. Se:

(i) V(0) = 0 e V(z(k)) > 0, Ya(k) 2 0,
(ii) AV (2(k)) = V(a(k + 1)) — V(z(k)) < 0, Va(k) € U\ {0},

entdao, o ponto de equilibrio x = 0 é localmente estavel.
Se além disso:

(ili) AV (z(k)) = V(x(k+ 1)) — V(z(k)) < 0, Ya(k) € U \ {0}, entdo, o ponto de

equilibrio x = 0 é localmente assintoticamente estavel.

Se existir uma fungao escalar que satisfaca as condigbes (i) e (i7) ou (i) e (i),
U C R" é chamado dominio de estabilidade (assintética) do sistema (12) do Teorema 2,
essa fun¢do é denominada fun¢do de Lyapunov. Se U = R" e V(z(k)) = oo quando
| x(k) ||= oo, entdo o ponto de equilibrio z = 0 é globalmente (assintoticamente)

estavel.

A fungao V(z(k)) que satisfaz a condicao (i) é dita definida positiva. Se V(0) = 0
e V(z(k)) = 0,Va(k) # 0, entao V(x(k)) é dita semi-definida positiva.

Se em algum caso de andlise da estabilidade o sistema falhe com uma dada funcao
de Lyapunov, nada se pode concluir sobre instabilidade, pois o Teorema 2 apresenta uma

condi¢ao suficiente de estabilidade e uma outra fungao V(z(k)) pode existir.

Sendo o sistema linear invariante no tempo descrito por
z(k+1) = Ax(k), (13)
com A € R™" segue o teorema a seguir.

Teorema 3. Considere o sistema descrito por (13) tal que

P >0,

(14)
ATPA—-P <0,

se e somente existir uma matriz P € R"*" simétrica, entdo o sistema (13) ¢é assintotica-

mente estavel.

Demonstragio. A condigdo de P > 0 garante que a fun¢do de Lyapunov V(z(k)) =
x(k)T Px(k) seja definida positiva.

Para a segunda restrigao de (14), da condigao (i7) do Teorema 2:

AV(z(k) = V(x(k+1))—V(zk) <0,



= 2(k+1)"Pa(k+1) — 2(k)" Px(k) < 0, (15)
substituindo a equagao (13) na equagao (15):

AV (xz(k)) = (Az(k))"PAz(k) — 2(k)' Pz(k) <0
= 2(k)y'ATPAx(k) — 2(k)" Pz(k) < 0,
= z(k)"(ATPA - P)x(k) <0,

fato confirmado pela segunda LMI em (14), o que equivale a dizer que para todo x(k) # 0:

AV (2(k)) = V(z(k + 1)) — V(z(k)) < 0.

2.2 SOMA DE QUADRADOS (SOS)

Muitos problemas importantes de otimizagao envolvem polinémios e é muito di-
ficil encontrar uma solucao exata, sendo necessario desenvolver cada vez mais métodos
aprimorados para aproximar os resultados desejados. A ferramenta que possibilita de-
senvolver esses métodos ¢é a teoria dos polindomios nao negativos, que para quaisquer que

sejam os valores (reais) das varidveis sao escolhidos os valores nao negativos.

A teoria dos polindémios nao negativos é muito complicada de ser verificada, anali-
sando por exemplo p(z,y) = (22 +z*+y?—22y? — 2y° + y?) apesar de parecer nao negativo,
niao hd como garantir essa afirmagao. J4 o polinémio p(x,y) = (2% —y* +y)* + (vy — 1)?,
para qualquer valor de x e y a expressao ¢ sempre nao negativa, o que conclui-se dizer
que para obter com garantia um polindmio nao negativo é necessario apresentar uma

decomposicao de p como a soma de quadrados de outros polinomios.

Em Papachristodoulou et al. (2013) e Seiler (2013) foram apresentados métodos
computacionais baseados na decomposi¢ao em soma de quadrados e programagao semidefi-
nida, para analisar ou criar uma func¢ao multivariada semidefinida positiva, sendo possivel
utiliza-la na construcao de fungoes de Lyapunov polinomiais para analise da estabilidade,
desempenho e projeto de controladores (Parrilo, 2000; Prajna; Papachristodoulou; Wu,
2004; Tanaka et al., 2008).

As fungoes de Lyapunov polinomiais apresentaram resultados promissores e inova-
dores em relagao as estruturas baseadas em LMIs. Com o avango computacional podem
ser desenvolvido algoritmos capazes de oferecer solugdes mais relaxadas a problemas com-
plexos utilizando FLP no lugar de fun¢des de Lyapunov quadraticas. Estes algoritmos
determinam os coeficientes dos mondémios que formam um polindémio e o tornam semide-
finido positivo, fornecendo uma condigao suficiente e ndo necessaria que ¢é restringir esse

polinémio para ser uma soma de quadrados.
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Com essas novas técnicas, para escolher a candidata a funcao de Lyapunov para o
estudo da estabilidade e o projeto de controlador serao necessarios entender os conceitos
de nao negatividade global e decomposi¢ao em soma de quadrados que serao abordados

nas subsecoes a seguir.

2.2.1 Nao Negatividade Global

Para certificar a nao negatividade ou positividade de um polindomio multivariado

(varias varidveis) sob um conjunto do R, é necessario garantir a validade da desigualdade:

F(zy,...,2,) >0, Vap,...,2, €R. (16)

Considerando o problema a partir de uma abordagem algoritmica, deve-se fornecer

restrigoes para a classe de fungoes F'(z), uma vez que a questao geral pode nao ter solugao
(Parrilo, 2000).

As defini¢Oes a seguir serao utilizadas para dar andamento a este trabalho.

Definigao 2. (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004) Um monoémio dependente de z € R”

¢ uma funcao da forma xflxgz ...aP sendo By, Bs,. .., B, inteiros ndo negativos.

Defini¢ao 3. (Parrilo, 2000) Um polinémio multivariado f(z) é uma combinagao linear

finita de mondmios:

flx) = Zﬁ:cm:ﬂ = zﬁ:cﬁxfl alh egen, (17)

sendo que a ordem deste polindmio é a maior soma 31 +. ..+ 3, entre todos os monomios,

que somados formam f(z) em (17).

2.2.2 Decomposicao em soma de quadrados

Se um polinémio F(z) satisfaz (16), entdo uma condi¢do necessaria é que o grau
do polinémio seja par e a condi¢do suficiente para uma fun¢ao F'(x) ser nao negativa é

dado pela existéncia de uma decomposi¢cao de soma de quadrados:
F@):Zf?(l‘),i:l,...,n. (18)

Portanto, se uma fungao F'(x) pode ser escrita como (18) para n polindmios f;(x), entdo
ela é ndo negativa para todos os valores de x. Uma forma de certificar a nao negatividade
de um polinémio é apresentando uma decomposicao SOS mas nem todo polindémio nao
negativo é SOS, o exemplo mais famoso é o polindmio de Motzkin: M (z1,x9) = xjz3 +

2.4 2.2
xrixy — 3wiws + 1.
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Exemplo 1. (Parrilo, 2004) O polindmio p(zy,x2) = 23 — x125+ x5+ 1 € SOS. Uma das

infinitas decomposigoes é:

3 1
p(xl,xg) = Z(xl — ZE%)Q + Z(l’l + ZE%)Q + 1
1 2 1 23
= 5(3 —z3)* + gscg + %(9$1 —1623)* + szxf

A soma de quadrados é uma condicao suficiente para analisar a nao negatividade
dos polindmios e apesar de muitos estudos deste tema, foi nas tltimas duas décadas que
surgiram novos resultados computacionais decorrentes de otimizac¢do convexa empregando
programacao semidefinida. As técnicas de programacao semidefinida sdo muito eficientes
em diversas aplicagoes, inclusive na teoria de controle e possibilitam lidar com problemas

de otimizacao sujeitos as restrigoes matriciais semidefinidas.

A decomposicao em soma de quadrados pode ser representada através da matriz
de Gram. Em Parrilo (2000) é apresentado um método em que o polindémio é dado como
uma forma quadratica em algumas novas variaves z; que sao as variaveis originais x;, mas
com todos os monoémios de grau menor ou igual a m/2 dados pelos diferentes produtos

das variaveis x;. Portanto F'(x) pode ser representado por:
Fz) = 27Qx, (19)

com () uma matriz constante. Se na representacido da equacao (19) Q é semidefinida
positiva, F(z) também serda semidefinida positiva. Essa idéia em (Bose; Li, 1968), no
geral, pode ser conservadora pois as variaveis z; nao sao dependentes e a representacao
(19) pode nao ser tnica e ) pode ser semidefinida para algumas representa¢oes mas para
outras nao. Utilizando restri¢coes identicamente satisfeitas que relacionam as variaveis z;
entre si (da forma z;2; = 2,2 ou 22 = z;2;), pode-se demonstrar que existe um subespago
linear de matrizes () que satisfaz (19). Se a intersec¢do deste subespaco com o cone da
matriz positiva semidefinida nao for vazia, entdo é garantida que a fungao original F'(z) é
SOS (e portanto semidefinida positiva). Isso decorre de uma decomposigao de autovalor de
Q = YTDY, sendo D uma matriz diagonal com elementos na diagonal principal iguais a
d; > 0, que implica a soma de quadrados F(z) = >, d; (Yz)?, sendo que (Y z); corresponde
ao elemento da linha i do vetor (Y z), conforme a Observagao 1. Por outro lado, se F(x)
pode de fato ser escrita como uma soma de quadrados de polinémios, entao a expansao

em monomios ird fornecer a representagao (Parrilo, 2000).

Observagao 1. (Ramos, 2018) A matriz Q) é uma matriz simétrica, sendo a fungdo
F(x) em (19) uma soma de quadrados. Os autovalores da matriz () serdo iguais ou
maiores que zero, pois F(x) > 0. Desta forma, pode-se utilizar a decomposi¢io espectral
para matrizes simétricas, obtendo-se a sequinte representacio Q = YT DY, sendo Y uma

matriz ortogonal formada pelos autovetores da matriz () e a matriz diagonal D, cujos
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elementos da diagonal sao os autovalores da matriz QQ, representados por d;. Deve-se

observar que () > 0, portanto d; > 0. Desta forma, tem-se:

F(z)=2"Qz=2"Y"DYz= (Y2)"D(Yz)
=2 (Ya)di(Yza)i = 3 di(Y2)] Vi=1,...

3

Deve-se observar que (Yz) é um vetor com apenas uma coluna, portanto (Y z);

corresponde ao elemento 1 da linha do vetor.

Exemplo 2. (Parrilo, 2000) Considere o polindmio F(x1,z9) = 221 + 2231y — 2323 + 525
e definindo o vetor de monémios z composto pelos sequintes elementos zy = T3, 29 =

x%, z3 = X1T2, portanto, o polindomio pode ser escrito da sequinte forma:

F(21,29) = 227} 4 22329 — 2323 + 515 = 27 Q2
- - T -

x? 2 0 1 x?
= | x3 05 0 x5
_.%'11’2_ _1 0 -1 T1T9
— _T —
x? 2 = 1 x?
= | 22 -\ 5 0 3
_{L‘ll‘g_ L 1 0 -1 + 2\ T1T9

Note que a matriz simétrica Q) ndo é necessariamente unica e o polindmio F(xq,xs)

pode ser representado na forma quadrdtica para qualquer valor real de \.

Considere X\ = 3, a matriz Q) pode ser decomposta da sequinte forma:

1 12 =31
Q=L"L, L=—
V210 1 3

Deve-se observar que a decomposicio Q = LT L é uma condi¢do para que a matriz
simétrica @ seja semidefinida positiva (Chen, 1984). Deste modo, o polinomio F(xy,x5)

pode ser decomposto em uma soma de quadrados:

1
F(z1,79) = 5[(23;% — 325 + 1129)* + (25 + 3w122)?].

As propriedades mais importantes que distinguem a condi¢do da programacgao
semidefinida de outras abordagens para o problema da nao negatividade polinomial é o
fato que pode ser facilmente estendido para o caso incerto (ou seja, quando procuramos

um polindémio semidefinido positivo F(z) sujeito a condi¢oes adicionais) (Parrilo, 2000),
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muito utilizado na teoria de controle. A proposicao a seguir foi formulada baseada nessa

teoria.

Proposigao 4. (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004) Seja F'(x) um polindmio multi-
variado dependente de z € R" de grau 2d. Além disso, considere que Z(z) ¢ um vetor
coluna com todos os seus elementos sendo monoémios em z com grau nao maior que d.

Entao, F(z) é um SOS se, e somente se, existe uma matriz semidefinida positiva P tal

que
F(z) = 21 (2) P2 (x). (20)
Um polindémio multivariado p (z1, ..., x,) é uma soma de quadrados se existirem
polinémios fi(z),..., fm(z) tais que

m

p(x) =) fi(2).

=1

Portanto, p(x) é um SOS, ou seja, p(x) > 0. Se p(z) — €(x) é um SOS sendo que
€(z) > 0 para x # 0, entdo p(z) > 0 para = # 0.

Portanto toda soma de quadrados é um polinémio, mas nem todo polinémio semi-
definido positivo é uma soma de quadrados. Assim, a soma de quadrados é um subcon-

junto das fungoes polinomiais semidefinidas positivas.

2.2.3 Estabilidade

Considere o sistema & = f(z), sendo f(0) = 0. Deve-se encontrar uma fungao

polinomial V' (z) tal que as duas expressoes a seguir:

V(z) — e(z); o)
oV
—%(f(x)%

sdo soma de quadrados e €(z) é um polindémio definido positivo, ou seja, e(x) > 0 para = #
0. A condigao da soma de quadrados garante que as expressoes (21) sdo nao negativas e
portanto V' (z) é uma fungao de Lyapunov que prova que o o ponto de equilibrio 0 é estével
(considerando que (V(0) = 0)). O conjunto V' (z) que satisfaz as condigoes (21) é convexo
e a busca pelos coeficientes do polinémio de V(z) para satisfazer as condigbes podem
ser realizadas resolvendo o problema de programacao semidefinida. Assim a abordagem

acima é computacionalmente tratavel.

Quando o objetivo é encontrar um controlador, o problema mencionado anterior-
mente nao ¢é nada trivial. Considerando o sistema @ = f(z) + g(z)u com f(z) e g(z)

fungoes polinomiais, para obter um controlador, que pode ser equivalente a obter uma
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lei de realimentacao de estado polinomial v = K(z)Z(x), e uma funcdo de Lyapunov

polinomial (ndo necessariamente quadratica) V' (z) tais que

V(z) —e(x) éSOS,

(22)
WV (F@) + ga) K (2)i(x)) ¢ SOS,

sendo €(x) > 0 para z # 0 e K(z) uma matriz polinomial de dimensoes apropriadas.

O conjunto solugao de V' (z) e K () ndo é convexo, portanto, uma busca simultanea
por V(z) e K(x) é complexa, equivalente a resolver algumas desigualdades matricias
bilineares (BMIs) (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004).

Sera utilizado para relaxar as condigdes polinomiais o produto direto ou produto
de Kronecker, denotado por ®. O produto de Kronecker é um operador em que duas
matrizes de dimensoes arbitrarias resulta em um bloco matricial (Graham, 2018). O

produto de Kronecker nao deve ser confundido com a multiplicacdo de matriz usual.

Dadas as matrizes A € R™*" formada pelos elementos a;; ¢ B € RP*? formada
pelos elementos by, define-se o produto de Kronecker de A por B como a matriz C' €
R™P*" dada por:

apbiy  anbip - Clnblq s e apbn abin - Glnblq
aiibar  aiibay - - a/llb2q coe e aigbar aipbay v alanq
allbpl a’llpr s Clnbpq Tt alnbpl alnpr T alnbpq
C=A®B=
Am1bir  Apibia - CLmlb1q Coe e bt Apnbin - amnblq
Amibar  amibay -+ amlbzq Coe ot Qmpbar Qmpbaa - amnb2q
_amlbpl CLmlbp2 T amlbpq oot amnbpl amnbp2 e amnbpq_

E muito dificil, computacionalmente resolver um problema de otimizacio de LMIs
quando a resolugao implica em um conjunto infinito de LMIs. No entanto, quando F'(x)
sao matrizes polinomiais simétricas em x, a soma de decomposicao de quadrados fornece

uma condicao relaxada, como mostra na proposi¢ao a seguir.

Proposigao 5. (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004) Suponha que é dada F (z) €
RY*N yma matriz polinomial simétrica de grau 2d dependente de x € R™. Além disso,
seja & () um vetor coluna cujos elementos sdo todos monémios em x com grau nao maior

que d. Considere as seguintes condicoes:
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1. F (z) > 0 para todo = € R";
2. v F (z)v é um SOS, sendo que v € RY;

3. Existe uma matriz positiva semidefinida @) tal que
VTF (2)v=(v®z(x)" Qv®i(x),em que ® denota o produto de Kronecker.

Entao, 1<2 e 2&<3.

Demonstragio. 1<2: sendo v’ F(z)v uma soma de quadrados implica que a desigualdade
vl F(z)v > 0 para todo (v,z) € RV que é uma consequéncia equivalente a F(x) > 0

para todo x € R™.

2<3: Esta equivaléncia segue como um caso especial da 1. O vetor de monoémios
pode ser escolhido da forma v ® #(z), devido ao resultado em Reznick (1978), que ca-
racteriza os mondmios que podem aparecer na forma quadratica (20). Os detalhes serdo

omitidos por estarem fora do escopo do trabalho. O

A equivaléncia inversa 1=-2 geralmente nao é valida. Um caso especial quando
esta implicagao é valida é para n = 1, como apresentado em Gatermann e Parrilo (2004),
sendo uma matriz polinomial simétrica F'(z) tal que v* F(z)v é uma soma de quadrados

¢ denominada de matriz soma de quadrados (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004).

O Lema apresentado a seguir sera util na formulagao das restri¢coes utilizando SOS.

Lema 1. (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004) Para uma matriz polinomial simétrica

P(z) que é nao singular para todo z, tem-se que

agg) — —P(a) (W) P(x). (23)

Demonstragio. Desde que P(z) é nao singular, tem-se que P(x)P~!(z) = I. Diferenci-

ando ambos os lados com respeito a z; obtém-se

(aggf)> P! (z) + P(a) (W) = 0.

Multiplicando a equagao pela direita por P(x), tem-se que:

(ags)> + P(2) (W) P(z) =0,

o )

Que resulta em (23) e a prova esta concluida. O
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Considere agora o sistema & = f(z) 4+ g(z)u na forma de espago de estados

&= A(x)z(x) + B(z)u, (24)

com A(z) e B(x) matrizes polinomiais, ou seja, cada elemento das matrizes pode conter
um polindmio em funcio do vetor de estado do sistema, #(x) € RY é um vetor coluna
de monomios dependentes também do vetor de estado do sistema satisfazendo a seguinte

suposicao:
Suposicao 1. (Ramos, 2018) &(z) = 0 se, e somente se, x = 0.

Portanto, a ordem dos monémios que compoem o vetor coluna Z(x) possui ordem

maior ou igual a 1.

Uma matriz T'(z) € RV*" é definida como uma matriz polinomial cujos elementos

(1,7) sdo dados por

7 (e) = 28, (25)
para i = 1,...,N, j = 1,...,n. Considera-se que A*(z) denota a linha k de A(x),
k= {ki, ko, ..., kn} é o0 conjunto dos indices das linhas de B(z) correspondentes as linhas
iguais a zero e define-se T = (g, Thy, - - -, Tk, )-

Considere a lei de controle por realimentacao de estado

u(t) = K (z) 2 (z), (26)

que sera projetada com o objetivo de tornar o ponto de equilibrio x = 0 assintoticamente

estavel.

Logo, de (12) e (26) o sistema em malha fechada pode ser representado por

t=(A(x)+ B(x)K (z)) & (x). (27)

Teorema 6. (Prajna; Papachristodoulou; Wu, 2004) Para o sistema (24), suponha que
existam uma matriz simétrica polinomial P(7) € RY*N uma matriz polinomial M (z) €

R™N “sendo €; > 0 e ex(z) > 0, tais que

v (P(Z) — e )v  éSOS, (28)
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—oT <P(:%)AT(:B)TT(93) + T (x)A(x)P(%)

+ MT(2) BT (2)T" () + T(z) B(x) M (x) (29)
OP(7
-> OP(E) (Ak(x):?:(x)) +e(z)] Jv & SOS,
kEr al’k
sejam factiveis, sendo v € RY um vetor que independe de . A matriz T'(x) € RNV "

definida conforme a equagao (25).

Além disso, se (29) é factivel com ey(x) > 0 para todo x # 0, entdo o ponto de
equilibrio em = = 0 é assintoticamente estavel. Se P(Z) é uma matriz constante, entao
é garantida a estabilidade global do sistema. O ganho de realimentacao K(z) pode ser

obtido por

K(z) = M(2)P (). (30)

Demonstragio. A prova serd omitida e pode ser obtida em (Prajna; Papachristodoulou;

Wi, 2004).

A decomposicao em soma de quadrados é uma extensao das desigualdades matri-
ciais lineares, capaz de fornecer condigoes mais relaxadas para o projeto de controladores.
Diante do que foi visto neste capitulo, pode-se notar que quando A(x) e B(x) sao matri-
zes constantes e Z(x) = x o sistema serd linear, como o sistema representado em (7). Se
a candidata a funcdo de Lyapunov 27 (z)X (%)% dada no Teorema 6 possuir X (Z) como
uma matriz também constante, a candidata a funcao de Lyapunov sera quadratica, e
desta forma, tem-se o que foi abordado no Teorema 1 apenas para sistemas lineares e

fungoes de Lyapunov quadraticas.

2.3 MODELOS FUZZY COM PARTE CONSEQUENTE LI-
NEAR E POLINOMIAL

A Figura 2 caracteriza o diagrama de blocos de um sistema de controle com mo-
delos fuzzy, que consiste em uma planta nao linear representada por modelos fuzzy e um

controlador fuzzy em um sistema de malha fechada.

Figura 2 — Diagrama de blocos do sistema de controle de modelos fuzzy.

r(t) - e(t) Controlador | u(t) Planta Nao Linear representada (1) -
> ( ) > Fuzzy . por um Modelo Fuzzy o

Fonte: Adaptado de Lam (2011b).
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O vetor de estado do sistema x(t) ou quando o sistema tem realimentagao da saida
(vetor y(t)), combinado com o vetor de entrada r(t), sdo processados pelo controlador
fuzzy para gerar o sinal de controle u(t) que apds isso, é inserido na planta nao linear a

fim do sistema controlado apresentar um resultado satisfatorio.

A légica fuzzy é baseada na teoria dos conjuntos fuzzy e é uma das metodologias
atuais mais bem sucedidas para o desenvolvimento de sistemas para controlar processos
sofisticados (Castro, 1995; Driankov; Hellendoorn; Reinfrank, 1993; Dutta, 1993; Lee,
1990; Mendel, 1995) pela capacidade de processar informagao de natureza incerta (Cam-
pello, 2002; Kosko, 1997), e a adequagao aos diferentes tipos de aplicagdes devido as varias
arquiteturas existentes, indo de modelos linguisticos na modelagem de um determinado
sistema aos modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS), com estruturas adequadas para aplicagoes

em controle.

Os modelos fuzzy sao classificados em tipo 1 e 2 (Mendel; John; Liu, 2006), sendo
a diferenca entre eles as func¢oes de pertinéncia e modelos fuzzy com subsistemas lineares

ou polinomiais. A Figura 3 mostra 4 classes de modelos fuzzy.

Figura 3 — Classes de modelos fuzzy.

Classe de Consequente

EANN

i Polinomial
LieEr Polinomial Linear \
Modelos Fuzzy Modelos Fuzzy Modelos Fuzzy Modelos Fuzzy
T-S Tipo 1 Polinomial Tipo 1 T-S Tipo 2 Polinomial Tipo 2

\ >po 1 Tipi 2 /

N\

Tipo de Fungao de Pertinéncia

Fonte: Adaptado de Lam (2011b).

As fungdes de pertinéncia do modelo fuzzy tipo 1 nao representam bem as incer-

tezas, limitando sua capacidade de modelagem, ja as do tipo 2 podem ser consideradas
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como uma combinac¢ao de um ntmero infinito de modelos fuzzy tipo 1.

Os modelos fuzzy T-S sao denominados modelos fuzzy com parte consequente

linear. Neste trabalho sera usado modelo fuzzy com parte consequente polinomial.

2.3.1 MODELOS FUZZY COM PARTE CONSEQUENTE LI-
NEAR

O sistema fuzzy Takagi-Sugeno (Takagi; Sugeno, 1985; Taniguchi et al., 2001)
consiste em representar um modelo de uma planta nao linear através de combinacoes de
um certo numero de modelos locais lineares e invariantes no tempo, que representam o
comportamento de forma aproximada ou exata desse sistema em diferentes pontos do seu
espaco de estados. Na maioria dos casos, o modelo é descrito de forma aproximada e o
erro de aproximagao em relagao ao sistema real depende do ntiimero de modelos locais
utilizados, determinado pelo projetista, que analisa as necessidades dependendo do custo-
beneficio, ou seja, uma grande quantidade de modelos locais podem exigir um grande
custo computacional no projeto ou dificultar a implementacao. Um modelo fuzzy é um
método de modelagem simples, sua principal caracteristica é a descricao das dinamicas
locais de cada regra fuzzy por um modelo de sistema linear. Mais especificamente, é
um conjunto de regras SE-ENTAO que representam localmente relacdes lineares entre a,

entrada e a saida de um sistema.

Considere o sistema nao linear incerto discreto no tempo descrito por

w(k+1) = f(z(k)x(F) + g(=(k))u(k), (31)

sendo f(-) € R e g(-) € R™*"™ funcdes ndo lineares, z(k) = [z1(k) ... zn, (k)" €
R"™ o vetor de estado, u(k) = [uy(k) ... un, (k)] € R™ o vetor de entrada, z(k) =
[z1(k) ... 2., (K)]" € R™, um vetor composto pelo vetor de estado z(k) e um vetor
v = [1/1 62} € R™, cujos elementos v, ¢ € IK,,, sao parametros incertos limitados

invariantes no tempo (31) (Santos, 2020).

O sistema acima (31) é entao fundido com as regras Se-Entao disponiveis, sendo

que a i-ésima regra pode ter a forma:

Regrai: Se z;(k) e M{e --- E 2,(t) é M,", (32)
Entao { z(k + 1) = Az (k) + Biu(k),

sendo i € IK,, M! | o conjunto fuzzy m da regra i, m € IK,_, A; € R%=*"= B, € R=*nu

matrizes do sistema, z;(k), ..., z,, (k) varidveis premissas e r o nimero de regras fuzzy.
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Seja M,,i(z(k)) € [0, 1] o grau de pertinéncia da varidvel z,,(k) ao conjunto M.

O grau de pertinéncia da i-ésima regra é dado por
wi(z(k)) = [T M, (2(m)(k)), (33)
m=1

sendo que w;(z(k)) € [0,1]. O modelo matematico final do sistema fuzzy, que é uma
representacao da dinamica da planta, é deduzido como a soma ponderada dos r modelos
locais, usando como ponderacao o grau de pertinéncia (fungao de pertinéncia) de cada
regra. Portanto, para cada modelo local (A;, B;), este grau de pertinéncia é dado por:

wi(2(F))
Sim wi(z(k))

A partir de (Tanaka; Tkeda; Wang, 1998), utilizando as defini¢oes dadas em (1), o sistema

a;(z(k)) = (34)

(31) pode ser reescrito por:

x(k+1) = zi: a;(z(k))(Ax(k) + Biu(k))

= A.wr(k) + B.ryu(k) (35)
sendo os elementos o;(z(k)), i € IK,, do vetor a(z(k)) = {al(z(k)) az(z(k)) ... ar(z(k))r
tais que

S aulb) =1 e ailx(h) 20, i€ K. (36)

2.3.2 MODELOS FUZZY COM PARTE CONSEQUENTE PO-
LINOMIAL

Os modelos fuzzy T-S representam sistemas nao lineares, podendo ser utilizadas
LMIs para analisar sua estabilidade, obtendo o desempenho e o projeto dos controladores
baseados nas funcoes de Lyapunov quadraticas. Utilizando modelos fuzzy polinomiais, a
analise da estabilidade é obtida através do projeto de controladores baseados em funcoes

de Lyapunov polinomiais, utilizando a decomposigdo em soma de quadrados (Tanaka et
al., 2008).

Considere o sistema nao linear incerto discreto no tempo descrito por

w(k+1) = f(z(k))z(k) + g(2(k))u(k), (37)
sendo (37) uma funcao nao linear, z(k) = {xl(k:) xo(k) - xn(k)r o vetor de estado e
u(k) = [ul(k‘) ug(k) - -- um(kz)]T o vetor de entrada. Serd utilizado um modelo fuzzy

polinomial no sistema (37) para fazer sua representacao de forma exata. O modelo fuzzy
polinomial apresenta como parte consequente um modelo nao linear diferente do modelo

fuzzy de (32) que ¢é linear.
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Regra i : Se 21(k) é Mie--- e 2z,(t) é M,",

(38)
Entdo { z(k + 1) = A(e(k)#(k) + Bi(x(k))u(k),

sendo i € K, M’ , o conjunto fuzzy m da regra i, m € IK,,_, A;(x(k)), B;(z(k)) matrizes
polinomiais do sistema em z(k). O termo Z(z(k)) € RY ¢ um vetor cujos elementos sdo
todos mondémios em z(k). Portanto A;(z(k))z(x(t))+ B;(x(t))u(k) é um vetor polinomial.
O modelo fuzzy (38) pode conter nao linearidades (termos polinomiais) em cada parte

consequente.

O processo de defuzzificagdo do modelo (38) pode ser representado como

xw+4%:Z;wwdmﬂﬂéiﬁfggg+3mdmw%ﬁ7 .

T

zwzhmzmw%wymmwzﬁw@wxzmmmszm»w,
7j=1 =1 (40)
para todoi € IK,, M j’(zj(k;)) é 0 “peso” do conjunto fuzzy M ; associado a variavel premissa
Zj(k’).
Entao, a equagao (39) pode ser escrita da seguinte forma

v(k+1) = ; a; (2(k)) [Ai(x(k))2(2(K)) + Bi(x(k))u(k)]

= A(a(z(k), z(k)) &(z(k)) + B (a(z(k)), 2(k)) u(k).

(41)

O nimero de regras fuzzy para os sistemas nao lineares representados a partir
dos modelos fuzzy é no minimo igual a 2°, sendo p as nao linearidades polinomiais e
parametros incertos do sistema. Os modelos locais nao lineares e as fungoes de pertinéncia
serao formados de acordo com os valores de maximo e minimo das fun¢des nao polinomiais
do sistema, obtendo da mesma maneira que os modelos locais lineares, uma representacao

exata do sistema nao linear.

O conceito de compensacao distribuida paralela também sera utilizado para o
projeto dos controladores fuzzy polinomiais para projetar reguladores para estabilizar
os sistemas nao lineares descritos pelos modelos fuzzy polinomiais. O regulador fuzzy
projetado ird compartilhar os mesmos conjuntos de regras com o modelo fuzzy e possuem

a seguinte forma:

Regra i :Se z;(k) 6 Mj e -+ e 2,(t) é M;;, (42)
Entao u(k) = —K; (x(k)) & (z(k)), i=1,2,...,r
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O controlador fuzzy global pode ser calculado como
u(t) == _ai (2(k)) Ki (z(k)) & (x(k)). (43)
i=1

De (39) e (43) o sistema em malha fechada pode ser representada da seguinte

forma

(k1) =303 o (2(k)) oy (2(k) {4 (2(h)) — Bo (2(h) K, (2(k)} 2 (2(k)) . (4d)

i=1j=1

2.4 LEI DE CONTROLE CHAVEADA

Utilizando a lei de controle chaveada nao é necessario ter acesso as fungoes de
pertinéncia do modelo nao linear da estrutura do controlador, que é uma vantagem, pois
as fungoes de pertinéncia podem ser incertas desconhecidas ou dependentes de parametros
incertos. Portanto elas nao podem compor a lei de controle. Entao é utilizada a lei de

controle chaveada dada por:

u(k) = u(o) =—F,0)G 'z(k),
o(k) = arg”min {z" (k)G Quz)G"a (k) | (45)

sendo que o arg* mineg, {xT(k:)G_TQl(x)G‘lm(k)} indica o menor indice o € IK, tal que
2T (2)G7TQy ()G 2(x) = minjek, {xT(k:)G*TQZGflx(k)}. Utilizando a lei de controle

chaveada nao é necessario usar as expressoes das fungoes de pertinéncia.

O ganho do controlador de realimentacéo do vetor de estado K, ) (2) = Fy ()G,
pertence ao conjunto de ganhos Fj(z)G~! € R™*" | € IK, e é a lei de controle chaveada
o (45) é que seleciona esse ganho utilizando matrizes simétricas auxiliares @Q;(z), | € IK,,

calculadas utilizando o critério LMI.

2.5 FUNCAO DE LYAPUNOV NAO QUADRATICA

Em (Guerra; Vermeiren, 2004), foi proposta uma funcao de Lyapunov fuzzy (FLF)
e, baseado nela, na tese de doutorado de (Santos, 2020) foi considerada a fungio de

Lyapunov candidata como:
Via(k) = 2T ()G (z m(z(k)m) G (k)
= JJT(k')GfT Pz(k))GilsL«k), (46)

sendo G € R™*™  uma matriz ndo singular e P, € R™*"= ¢ € IK,, matrizes simétricas

positivas definidas.
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O teorema a seguir sera utilizado como referéncia nos novos teoremas do proximo

capitulo.

Teorema 7. (Oliveira et al., 2018) Assuma que existam matrizes simétricas definidas
positivas P; € R™*"  matrizes simétricas Z;, Q; € R™*™  matrizes F; € R™*" ¢

G € R™*" para todo 1, j, | € IK,., tais que as LMIs a sequir sao factiveis:

Zi + Qi (A;G — Bz‘Fl)T

> 0, (47)
AG—-BF G+GT-P

Zi+Q;— P < 0. (48)

Entdo, a lei de controle chaveada (45) com o ganho do controlador F;G™1, 1 € K,, torna
assintoticamente estdavel no ponto de equilibrio x(k) = 0 o sistema nao linear (35) em que

hi(z(k)) sao desconhecidos e (A;, B;) sao conhecidas, para i € IK,.

Demonstragio. A prova serd omitida e estd apresentada em Oliveira et al. (2018). O
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3 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DISCRETO NO TEMPO DE SIS-
TEMAS NAO LINEARES VIA SOS

Com base nos conceitos abordados no Capitulo 2 e com as teorias que serao apre-
sentados nesse capitulo, serao propostas novas condicoes de projeto, utilizando contro-
ladores chaveados, considerando incertezas politdpicas para uma classe de sistemas nao
lineares discretos no tempo cuja dinamica pode ser representada apenas por fungoes po-

linomiais.

3.1 SISTEMAS NAO LINEARES POLINOMIAIS DISCRETOS
NO TEMPO

Seja o sistema nao linear incerto discreto no tempo, estudado detalhadamente
nesta tese em (37) - (41), dado por

z(k+1) = Ao, z(k))z(k) + Bla, z(k))u(k), (49)

em que i € IK,, z € R"™ é o vetor de estado, #(x) € R™ é um vetor cujas entradas
sdo mondmios do vetor de estado x, u € R™ é o vetor de entrada, A(a,x) € R"™*"e

B(a,x) € R**™ e r = 2% sendo s representando o ntimero de nao linearidades distintas.

Em estudos anteriores, relacionados ao controle de sistemas nao lineares polino-
miais continuos no tempo, como em Ramos (2018), n, e n; podem ser diferentes. Nesta
tese é tratado o caso do controle de sistemas nao lineares polinomiais discretos no tempo

em que r = I e assim, n, = n;

As fungoes de pertinéncia normalizadas dependem de parametros incertos, por-
tanto «;, ¢ € IK,., nao podem compor a lei de controle. Entao, a lei de controle chaveada

para sistemas polinomiais considerada é:

wk) = u(o) = —F,(2)G#(x),
o = a<k):arg*lmin{:@T(@G*T@l@)a%(@} (50)

cK,

sendo que o arg* minjcr, {i‘T(x)G_TQl(x)G_lfc(x)} indica o menor indice o € IK, tal
que 27 (2)G71Qy(x)G 2(x) = minjek, {:%T(x)G_TQl(w)G_la?(w)}. Utilizando a lei de
controle chaveada nao é necessario usar as expressoes das funcoes de pertinéncia.

-1

O ganho do controlador de realimentacao do vetor de estado K,y (x) = Fyx)(2)G
pertence ao conjunto de ganhos Fj(z)G~! € R™*"= [ € IK, e a lei de controle chaveada,
o (50) seleciona esse ganho utilizando matrizes simétricas auxiliares Q;(x), | € IK,, cal-

culadas utilizando as restrigoes SOS que serdao apresentados nos teoremas a seguir.
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Desse modo, o sistema (49) com a lei de controle (50) em malha fechada pode ser

representado por:

v(k+1) = Y ai(A(x) — Bi(z)F,(2)G i (x)),
i=1
= (Aa,r) — B(o, 2)F,(2)G 1)z (x). (51)
Os projetos de controle chaveado propostos neste trabalho baseiam-se nos traba-

lhos de (Ramos, 2018; Oliveira et al., 2018; Santos, 2020).

Teorema 8. Suponha que &(x) = = e que existam matrizes simétricas definidas positivas
P, € R™*" matrizes simétricas polinomiais Z;(x), Q;(x) € R"*" matrizes polinomiais

Fi(z) € R™*" ¢ G € R"™*"  para todo i, j, | € IK,, tais que as condigbes a sequir sio

factiveis:
oI (P = e(x)) vy € SOS (52)
g&@%mmm—@@ﬂ<&ma—&umuW“w ¢ SOS (53)
Ai(z)G — By(z)Fi(x) G+GT -
vy (—=Zi(x) — Qi(x) + P — es(x))vs € SO8 (54)

sendo vy, vy € R e vy € R*™ sdo vetores independentes de x, €(x), ex(x) e e3(x) sdo
polinémios ndo negativos para x # 0. Portanto a lei de controle (50) com os ganhos
do controlador Fi(z)G™', | € KK,, fazem o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (49)

assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; € R %",

matrizes polinomiais Z;(z), Q;(x) € R"*"  Fj(z) € R™*" ¢ G € R"*"  tais que (52),
(53) e (54) sao satisfeitas para todo i, j, [ € IK,.

Lembrando que o; > 0 e >I_; ay; = 1, multiplicando (54) por «; e somando de 1
até r, obtém-se:
—Z(a,z) — Qa,x) + Pla) — eg(x)] > 0. (55)

De (53), pode-se ver que G + GT — P; > 0 para todo j € IK,. Como P; > 0,
consequentemente G + GT > 0 e a existéncia de G~ é assegurada. Multiplicando (55) a

esquerda por G~7T e a direita por G™!, para todo Z(z) # 0, tem-se:

i(2) {~G " Z(0, )G = GTTQ(a,2)G 7 + GTTP(a)G ! = G es(2)G () > 0.
(56)

Considerando a lei de controle chaveada dada em (50) e multiplicando (53) por

a;(k) e aj(k + 1), somando ¢ de 1 até r, j de 1 até r e substituindo ! por o, tem-se:

Z(o,x) + Qo (x) — e2(2)] (A, 2)G — Blo, ) Fy ()"

> 0. (57)
Ao, )G — B(a, x)F,(z) G+ GT — Pla(k+1))
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Pré multiplicando (57) por [I — (G"YA(a, )G — B(a, x)Fg(x)))T} e pés multi-
plicando pela sua transposta, obtém-se:
Z(a, ) + Qo (x) — ex(x)] — (Al )G — B(a, 2)Fo ()" G™T (A(r, 2)G — B(a, z) Fy ()
— (Ao, 2)G — B(a,2)F,(x))" G (A, #)G — B(ov, ) F,(2)) + (Ao, )G — Blov, 2)F, ()"
G (Ao, 2)G — B(a, ) F,(2)) + (A(a, 2)G — B(a, 2) Fy (7)) ' G (Ao, )G — B(a, 2) F,(x))
—(A(a,2)G — B(a,2)F,(2))"G T P(a(k +1))G (Ao, )G — B(a, ) F,(z)) > 0.
Entao:
(A, 2)G = B(a,2)Fy(x))" (G Pla(k +1))G™") (A(a, 2)G — B(a, 2)F,(x))
—Z(a,z) — Qo(z) + ea(x)I < 0.
Multiplicando (58) a esquerda por G~7T e a direita por G~
(A(a, ) = B(a, x)Fg(I)G_1>T (G P(a(k+1))G™") (Ala,x) — Blo,z) Fy ()G ")
<G TZ(a, )G+ GTQu(2)G™ — G Tey(2)G.

(58)

(59)
Portanto, para & # 0
@T(@{(A(m r) = Bla,2)F,(2)G") (G P(alk +1)G")
(A(a.2) — Bla,2)Fy(2)G) }fv(:p) <@ {aT (60)

Z(0,2)G + G Qu(2) G = G ea ()G ().
De (50), lembrando que o minimo de um conjunto de nimeros reais é menor ou igual a

qualquer combinacao convexa desses ntimeros, segue que

i (2)GTQq ()G 2 (x) = min {27 ()G Qu(x) G 2 (x) |
: (61)
i {27 (2)G7Qi(2)G i () } = 37 ()G Q(a, 2)G Vi (x),

—1

Logo, de (60) e (61):

IN

@T(g;){ (A, ) — Blav2)Fy ()G (G Pla(k +1))G™)

(A(a,z) = B(a, 2)F,(2)G™") }:z(x) (62)
<#"(2){GTZ(0, 1) + G Qo ()G = G Tex(2)G 7 } ()
< #'(x) {G_TZ(a, )G+ G TQ(a, )G — G_Teg(x)G_l} z(x).
Para & # 0, de (56) e (62) segue que

@T(x){ (A, ) - B(a,x)Fg(m)G_l)T (G Pa(k+1)G™") (A, z)-
B(a, x)Fa(a:)G_l}f(x) <#"(2){G"Z(0,2)G + G Q(o, 1) G} io(x) (63)

< #"(2){GTTP(a)G "} i (x).
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Assim, para & # 0,

fT(x){ (A(a, z) — B(a, J:)Fg(x)Gfl)T (GTTP(a(k +1))G™)
(64)

Considerando a candidata a func¢ao de Lyapunov:

V() =2" ()G (Z aiPi> G '3(x), (65)
i=1
com o sistema dado em (51) e a lei de controle chaveada (50), tem-se que para Z(k) # 0
AV (z(k)) =V (z(k+ 1)) — V(z(k))

_ JA;T(J:){(A<O[7 7) = Blo, 2) Fy(@) G (G Plak +1))G7) (66)

x(A(a,z) — B(a, 2)F,(2)G™) — G_TP(a)G_l}f(x) < 0.

Observe que a equagao (66) é equivalente ao lado esquerdo da restricao SOS (64), de
modo que a lei de controle chaveada (50) faz com que o ponto de equilibrio z(k) = 0 do

sistema polinomial nao linear incerto seja assintoticamente estavel. O]

3.1.1 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 3. Considere o modelo nao linear a sequir apresentado em (Guerra; Vermeiren,

2004; Chen et al., 2012):

21(k +1) = 21(k) — 1 (k)za(k) + (5 4 z1(k))u(k)
xo(k+1) = —x1(k) — 0, 5x9(k) + 221 (k)u(k). (67)

Define-se o grau de pertinéncia x1(k) em M{ por M} (zi(k)) = (8+z1(k))/(28) e
o grau de pertinéncia x5(k) em M3? por ME(z1(k)) = (8 — z1(k))/(28) com B > 0. Para
z1(k) € {—B, ﬁ], z1(k) = BM}(x1(k)) — BME(x1(k)) e o modelo nio linear pode ser

representado pelas duas regras do modelo fuzzy T-S discreto no tempo:

Regra 1: Se z1(t) é M{, entdo:

5+ 0

28 u(k). (68)

z(k+1)= [_11 —_OB5] z(k) +

Regra 2: Se x1(t) é M}, entdo:
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x(k—l—l):[l b 5__25

1 o 5] x(k) +

] u(k). (69)

Neste exemplo, o objetivo é obter o maximo valor de 3, porque o modelo fuzzy

considerado é valido para x(k) € [—5, 5}.

Foram realizadas as simulagoes deste exemplo no Matlab® e encontradas as res-
postas no tempo do sistema, sendo o maior valor de [ obtido f = 1,0161 utilizando o
Teorema 8, que foi 0 mesmo valor encontrado em Oliveira et al. (2018), considerando os

modelos fuzzy T-S descritos pelas equagoes (68) e (69).

O resultado encontrado para factibilidade das restrigoes SOS (52), (53) e (54),
constituida pelo conjunto de ganhos do controlador Fj(x)G~!, I € IK,, matrizes auxiliares
simétricas G~TQ,G~1, | € IK,, matrizes simétricas positivas definidas P;, i € Ky, sdo

dadas por:

FG ! = [1, 5442 x 10792, —4,6222 x 10792, +0,062763, 2,2707 x 10~ ¥z —
7,142 x 10725 — 0,10082],

KRG = [5,3185 x 1072, — 1,0061 x 10718 +0,081561, 3,7071 x 102 — (70)
0
8,3873 x 107 ¥z, — 0, 077466,

b |68 —anarm) o [43.3130 82,2751
YUl a1774 51,6312 |0 07 | =32,2751 59,0337 |

G-TOG-! [3,4534><10_12901—6,1865><10_12m2+0,010538 2,7886><10_12x1—4,2481><10_12:Jc2+0,0087155]
1G 1=

2,7886x 101221 —4,2481 x 107 12254-0,0087155  2,4226x10~ 122, —3,1206x 10~ 122540,015944

3,4534x107 1221 —6,1865x 107 1225+40,014247  2,7886x 101221 —4,2481x 10~ 122540,0092554

G TG 1=
2,7886x 10121 —4,2481x 10 122940,0092554  2,4226x10~ 1221 —3,1206x 10~ 1222+0,013592

] (71)
A Figura 4 mostra a trajetéria da variavel (k) para condigoes iniciais diferentes.

A Figura 5 mostra a trajetoria da varidvel z,(k) para condigoes iniciais diferentes.

A Figura 6 mostra o sinal de controle com a selecdo de ganhos do controlador

F,G7', | € K, para condicdes iniciais diferentes.

A representacao da lei de controle chaveado é apresentada na Figura 7 em que os
simbolos (x) e (OJ) representam quando os controladores FiG™' ou FoG™! estdo ativos

para x1 e s, respectivamente.
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Figura 4 — Trajetéria da varidvel de estado xq (k) para condigdes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para x(0) =
[—0,35 —0,7], () para z(0) = [1 0, 5].

08 t+ + .

02F .
04D |

-0.6

O 1 1 1 1

_08 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k

Fonte: Préprio autor

Figura 5 — Trajetérias da varidvel de estado z5(k) para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,35 —0,7] e (J) para z(0) = [1 0, 5].
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Fonte: Préprio autor
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Figura 7 — Representacao da lei de controle chaveado, sendo (x) = o(k)
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Fonte: Préprio autor

No Exemplo 4 é inserida uma nao linearidade x9(k) no sistema para analisar o

comportamento da planta.
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Exemplo 4. Considere o modelo polinomial ndao linear discreto no tempo a sequir:

r1(k+1) = 21(k) — 21(k)Z2(k) + (5 + z1(k))u(k)

sendo x(k) € R"™ um vetor de estado, &(x(k)) € R" é um vetor coluna cujas entradas
e

)
sao monomios em x(k) com &1(k) = x1(k) e o(k) = x2(k), u(t) o vetor de entrada.

Para este exemplo iremos considerar x1(k) € [—5 ], de acordo com o modelo fuzzy
T-S do FExemplo 3 com o intuito de analisar os resultados encontrados quando foi inserido
xo(k) tornando a planta (72) wum modelo polinomial. Define-se o grau de pertinéncia
z1(k) em M} por M} (z1(k)) = (B+x1(k))/(28) e o grau de pertinéncia zo(k) em M3 por
M3 (21(k)) = (B—1(k))/(28) com 8> 0. Para (k) € [~B, 5], z1(k) = BM (1(k)) —

BME(z1(k)) e entdo haverd duas regras do modelo fuzzy T-S discreto no tempo:

Regra 1: Se z1(t) é M{, entdo:

(1 -8]. 54 4
z(k+1) = {—xz 0 5] (k) + 28 (k) (73)
Regra 2: Se x1(t) é M}, entdo:
N 5. 5-0
z(k+1) = [—1’2 0 5} (k) + —25} u(k). (74)

Utilizando o Teorema 8, com as restrigoes SOS (52), (53) e (54), o maior valor
de [ factivel encontrado foi de 1,6, constituida pelo conjunto de ganhos do controlador
Fi(x)G™1, | € IKy. As matrizes auxiliares simétricas G=7Q;G7, | € Ky, matrizes simé-
tricas positivas definidas P;, i € Ky, sdo dadas por:

FiG™ = [=3,7767 x 107'%7 +4,0703 x 10~ 1%1:(;2 41,1324 x 107225+

1,1362 x 107 %22my + 1,4194 x 107 %23 +2,4249 x 107 %22 — 5,1428 x 10~ %23+
0,02417625 4+ 0,098106 — 6,6837 x 10~ 2] — 1,2866 x 10~ 09931932 —7,1884 x 1071023~
1,1689 x 107 %22z, — 3,8194 x 10723 + 3,9275 x 1022 45,1112 x 10 %22~

0,00027593z5 + 0, 052275],

G~ =[-5,7152 x 107"% 1 +4,9746 x 10 "z7z3 + 1,4151 x 107 %«
9,7443 x 1072 — 4,2895 x 10 %2325 — 1,0438 x 10""23 + 4,462 x 10—0%
8,2295 x 10~"23 + 0, 025626x2 +0,098058 — 6,4378 x 107z — 8,2049 x 10~ Vaizi—
3,7996 x 1071%3 — 1,2008 x 1071223 — 1,8934 x 107222, — 3,2613 x 10~ a3+
2, 9378 x 10~ %27 42,9663 x 10~'%23 + 0,00012648z5 + 0, 051565,
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P 9,2676 x 10797 —3,9606 x 1078
1= _ _ )
—3,9606 x 1079 8 9311 x 1077
P 9,2659 x 10797 —3,9604 x 107%
2 = _ _ )
—3,9604 x 107% 89279 x 1077
G-TOG! —12,04x10%3 21 —15,743x 1093 29441,429x 1010 21,76310%321 450,164 x10%3 25 —6,768x 1010
1 = 5
21,763x109321450,164x109322—6,768x 1010  —15,532x109321431,085x109322431,422x 1011
GOy —12,04x10%321 —15,741x 109325 +41,429x 1010 21,763x10%3214+50,164x10%325—6,768x 1010
2 = )
21,763%x 109321 450,164x 109325 —6,768x 1010  —15,532x 10932, +31,085x109325431,422x 1011

(75)
As Figuras 8 e 9 mostram as trajetérias das variaveis x1 (k) e zo(k) respectivamente,

para condic¢oes iniciais diferentes.

Na Figura 10 é mostrada a lei de controle chaveado e na Figura 11 é representado

a lei de controle chaveado.

Figura 8 — Trajetoria da variavel de estado x1(k) para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,35 —0,7], (1) para z(0) =[1 0,5].

1.2 T
H 1
0.8 1
0.6 1

0.4 .

T

0.2 .
0
-0.2

4D @

-0.6 \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10 12

Fonte: Préprio autor



ol

Figura 9 — Trajetérias da varidvel de estado x4 (k) para condigoes iniciais diferentes, sendo

(+) para z(0)

[_

1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0)

0,35 —0,7] e (J) para z(0) = [1 0, 5].

S
-0.5+ 2
O
qE O .
_|_
-1.5
0 2 4 6 8 10 12
k
Fonte: Préprio autor
Figura 10 — Lei de controle chaveado (50): sinal de controle e o(k), sendo (x): o(k) =1
e (0): o(k) = 2 para z(0) = [1 —0,5], (x): o(k) =1e (O): o(k) = 2 para
2(0) = [=0,50,8], (x): o(k) = 1 e (1): (k) = 2 para z(0) = [-0,35 —0,7]
e (x): o(k)=1e (0): o(k) =2 para z(0) = [1 0, 5].
0.15
01 X 1
O
0.05 |
=
El
-0.0Etj B
01 F i
o X
-0.15 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
k

Fonte: Préprio autor
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_075]7

Figura 11 — Representacao da lei de controle chaveado para a condigao inicial [1

sendo (x) =o(k)=1e (0)=0(k) =2.

XXX XXX XXX XX XxxXOoOOoodoooooooDoobOooa
X XXX XXXXXXXXXxxXxOOO0O0O0ODO0oooooooooooao
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X XXX XX XXX XXX XXXOD0OoOoooooooooooooaoao
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XX XX XX XXX XXX XX XXODO0Oo0Do0Oo0oOo0oooooooooo X X
XX XX XX XXX XXX XX XXODOO00D000O0000 XX XX XXX
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X XOOOOOO0OOOD0ODOOOODODOXXXXXXXXXXXXXXXX

O00O0O0O0O00000O00000O0 X X XXXXXXXXXXX XX X
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0000000000000 0O0O0D0D0O0XXXXXXXXXXXXXXX
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loo(z) = 2‘7

‘ x o(x)

DO00DQ0O00O000000000RO0XXXXXXXXXXKXXXX
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Fonte: Préprio autor

O Exemplo 5 é considerado um modelo polinomial nédo linear discreto no tempo,

que é obtido substituindo o 3 da matriz A do Exemplo 3 pelo z1 (k).

Exemplo 5. Considere o modelo polinomial ndao linear discreto no tempo a sequir:

1(k) — w1 (k)22(K) + (5 + z1(k))u(k)

@3
Il

(76)

-2

sendo x(k) € R"™ um vetor de estado, &(x(k)) € R" é um vetor coluna cujas entradas

x1(k) e Zo(k) = z2(k), u(t) o vetor de entrada, A,

(k), com &1(k) =
e Ay matrizes polinomiais em (k).

A

$40 Monomios em T

Neste caso hd apenas um modelo polinomial ndo linear discreto no tempo, sendo:

(77)




]

Utilizando o Teorema 8, foi encontrado um projeto de controlador que tornou o
sistema estavel sem que houvesse uma regiao de operagao como o ocorreu no projeto
apresentado no Exemplo 3, que abordou a mesma planta dada em (76). Isto mostra a
vantagem de utilizar SOS com matrizes polinomiais (Teorema 8) do que os modelos fuzzy
T-S, ou seja, houve factibilidade para x;(k) € [—o00, o0]. Considerando as restrigdes SOS
(52), (53) e (54), constituida pelo conjunto de ganhos do controlador Fj(x)G™!, 1 € Ky. As
matrizes auxiliares simétricas G=1Q;G~!, | € Ky, matrizes simétricas positivas definidas

P;, i € IK,, sao dadas por:

F,G™! =10,0018276x; + 0,12985, —0, 057769z, + 0,0036101],

F,G™ = [0,00182312; + 0, 12987, —0, 05778, + 0,0036149],

6,7516 x 10797  —2.6871 x 10797 6,7516 x 10797  —2,687 x 1077
1= _ _ ) 2 = _ _ )
—2,6871 x 107°7  9,3789 x 1077 —2,687 x 1079 9,3793 x 1077
T G 85,954x109321411,4651x10%%22+2,3415x107  56,937x10%321+87,217x10%32o+11,777x10°6
1 = 5
56,937x 109321 4-87,217x109322411,777x 109  4,767x10%%x1 454,386 x 109325 47,794 x 1096
G-T Qa1 85,954x 109321 4+11,4651x10%%22+2,3415%107  56,937x10%321+87,217x10%32o+11,777x10°6
2 - ’
56,937 x 109321 487,217x 109322 411,777x 109  4,767x10%%x1 454,386 x 109325 47,794 x 1096

As Figuras 12 e 13 mostram as trajetorias das variaveis x1(k) e x2(k) respectiva-
mente, para condicoes iniciais diferentes.
Figura 12 — Trajetéria da variavel de estado x(k) para condigoes iniciais diferentes, sendo

(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,35 —0,7], (J) para 2(0) = [1 0,5].

os- T O i

-0.5X i

Fonte: Préprio autor
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Figura 13 — Trajetérias da varidvel de estado xs(k) para condigoes iniciais diferentes,
sendo (+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 —0,8], (0) para
= [

z(0) =[-0,35 —0,7] e (OJ) para 2(0) = [1 0, 5].
11— &

"o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: Préprio autor

O sinal de controle com a sele¢ao de ganhos do controlador é mostrado na Figura

14, também para condigoes iniciais diferentes.

Figura 14 — Lei de controle chaveado (50): sinal de controle e o(k), sendo (x): o(k) =1
e (0): o(k) =2 para 2(0) = [1 —0,5], (x): o(k) =1e (0): o(k) =2 para
z(0) = [-0,5 —0,8], (x): o(k) =1e([]): o(k) =2 paraz(0) = [-0,35 —0, 7]
e (x): o(k)=1e (J): o(k) =2 para z(0) = [1 0, 5].
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015F X % ]
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0.1 X 4
X X
0.05[; - % y
= 0W§M&%%&%ﬁ<
x X
-0.05- X y
-0.1% 4
-0.15¢ .
_02 | | | | | | | | |
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Fonte: Préprio autor

A Figura 15 apresenta a representagao da lei de controle chaveado.
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Figura 15 — Representacao da lei de controle chaveado, sendo (x) = o(k) = 1 e (0) =

28
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Fonte: Préprio autor

A Tabela 1 apresenta uma comparacao dos valores de 5 com o Teorema 8 proposto

para os Exemplos 3, 4 e 5.

Tabela 1 — Factibilidade para [ utilizando o Teorema 8 e Exemplos 3, 4 ¢ 5

Factibilidade

Teorema | Exemplo

Fonte: Préprio autor

3.2 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foi introduzido um novo teorema utilizando lei de controle chaveada

para sistemas nao lineares incertos discretos no tempo e foram obtidos projetos de novos

controladores utilizando matrizes polinomiais via SOS.

No teorema proposto (Teorema 8) foram consideradas as matrizes Z;, F; e Q;

polinomiais e P; simétricas definidas positivas e, com as restrigoes SOS propostas neste

teorema pode-se projetar controladores que tornaram o ponto de equilibrio x = 0 do

sistema controlado assintoticamente estavel e foram comprovados através de exemplos.

No Exemplo 3 foi encontrada factibilidade para valores menores ou iguais a 3

1,0161, o mesmo valor encontrado em (Oliveira et al., 2018), considerando a planta um
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modelo fuzzy T-S nao linear discreto no tempo, mas a sua anélise e estudo da factibilidade

foi realizada através do Teorema 8 utilizando fungoes polinomiais.

O Exemplo 4 apresentou um modelo nao linear discreto no tempo polinomial, ou
seja, foi adicionado zo(k) na planta do Exemplo 3 e foi encontrada a factibilidade para

valores menores ou iguais a = 1,6 e para xo(k) € [—00, 0.

Para ilustrar a eficiéncia do método proposto, no Exemplo 5 foi considerado um
modelo nao linear discreto no tempo polinomial, nao limitando mais uma regiao de ope-
ragao conforme foi feito no Exemplo 3 utilizando modelos fuzzy T-S. Foi considerado
x1(k) no lugar de 8 e novos projetos de controladores foram encontrados demonstrando
sua vantagem em relacdo aos resultados encontrados em (Oliveira et al., 2018), cujo
|z1(k)| foi limitado por 5 = 1,0161 e no Exemplo 5 foi projetado um controlador que
tornou o ponto de equilibrio = 0 do sistema controlado assintoticamente estavel, para
z1(k) € [—o0, 00
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4 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DISCRETO NO TEMPO DE SIS-
TEMAS NAO LINEARES VIA SOS COM TAXA DE DECAIMENTO

Com o objetivo de melhorar o desempenho dindmico do sistema em um projeto
de controle, outros requisitos podem ser analisados como seu tempo de acomodacao, que
é um Indice de desempenho que estd diretamente relacionado com a taxa de decaimento,
responsavel pela rapidez de resposta do sistema. Neste capitulo sera introduzido no

Teorema 8 a taxa de decaimento para analisar o comportamento do sistema.

4.1 ESTABILIDADE COM TAXA DE DECAIMENTO

Considere uma candidata a fungao de Lyapunov arbitraria V (z(k)), com AV (z(k)) <
0, para x # 0. Se a condigao

AV (x(k)) = (A = DV ((x(k)),

for satisfeita para toda a trajetéria z(k), a taxa de decaimento 0 < A < 1 é obtida
(Tanaka; Tkeda; Wang, 1998). As trajetérias irdo convergir para a origem, sendo assim,
assintoticamente estével, e \ (taxa de decaimento) ird estabelecer um limitante para a
taxa de decaimento dos estados (Elia; Mitter, 2001).

lz ()] < XMz ()], ¥k > 0.

Considerando a candidata a fungdo de Lyapunov nao quadratica dada em (46),
com a lei de chaveamento (45), o teorema a seguir garantird uma taxa de decaimento
0 < A < 1, que estabilize o sistema, com AV (z(k)) < (A2 — 1)V ((z(k)) < 0, para
Teorema 9. Suponha que &(x) = x e que existam matrizes simétricas definidas positivas
P, € R"*" matrizes simétricas polinomiais Z;(x), Q;(x) € R"*" matrizes polinomiais

Fi(z) € R™*" ¢ G € R™*"  para todo i, j, | € IK,, tais que as condigdes a sequir sio

factiveis:
vl (P — e (z)) vy € SOS (78)
r | Zi(z) + Qu(z) — e2(x) ] (A(2)G — Bi(z)Fi(x))" v €508 (79)
> | Ai(z)G — Bi(z)Fy(x) G+GT — P, ?
v (= Zi(x) = Qi) + NP — es(x)] ) vs € SOS (80)

sendo vy, v3 € R™ e vy € R¥™ sdo vetores independentes de x, €1(x), ea(x) e e3(x) sdo
polinémios ndo negativos para x # 0. Portanto a lei de controle (50) com os ganhos
do controlador Fi(z)G™, | € IK,, fazem o ponto de equilibrio x(k) = 0 do sistema (49)

assintoticamente estavel com tazxa de decaimento limitada por .
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Demonstragio. Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; € R %",
matrizes polinomiais Z;(z), Q;(x) € R"*"  F)(z) € R™*" ¢ G € R™*"  tais que (78),
(79) e (80) sao satisfeitas para todo i, j, [ € IK,. Lembrando que a; > 0 e Y7, oy = 1,

multiplicando (80) por «; e somando de 1 até r, obtém-se:
—Z(a, 1) — Q(a,w) + N*P(a) — e3(x)I > 0. (81)

De (79), pode-se ver que G + GT — P; > 0 para todo j € IK,. Como P; > 0, consequen-
temente G + GT > 0 e a existéncia de G~! ¢é assegurada. Multiplicando (81) a esquerda

por G~1 e a direita por G, para todo Z(z) # 0, tem-se:

(@) {~G " Z(0,2)G = GTTQ(a, )G + NG TTP(a)G T = G Tey(2) G } () > 0.
(82)
Considerando a lei de controle chaveada dada em (50) e multiplicando (79) por «;(k) e

a;(k+1), somando i de 1 até r, j de 1 até r e substituindo [ por o, tem-se:

Z(0.) +Qole) )] (Al0nn)G = Blon)F@)] L o
A(a,2)G — B(a, x) F,(x) G+ GT — Pla(k+1)) -

Pré multiplicando (83) por [I — (G"YA(a, )G — B(a, x)Fg(;E)))T} e pés multi-
plicando pela sua transposta, obtém-se:
Z(a,x) + Qo) — ex(2)] — (A, 2)G — Blav,2) Fy(2))" G™7 (A(e, 2)G = Bla, ) Fy (x))
— (Ao, )G — B(a, 2)F,(2))" G™' (A(a, )G — B, 2)F,(2)) + (A(v, 2)G — B(a, 2)F, ()"
G T (Ala, )G — B(a, 2)Fy(2)) + (A(o, )G — B(a, 2)F,(2))"G (A, 2)G — B(a, 2) F, (1))
—(A(a, 7)G — B(a, 2)Fy(2)) "G P(a(k +1))G™H(A(a, 2)G — Bla,z)F,(x)) > 0.

Entao:

(A, )G = B(a, 2)F,(2))" (G7"P(a(k +1))G") (A(a, 2)G — B(a, x) F, (x))

(84)
—Z(a,x) — Qu(x) + e2(x)I < 0.
Multiplicando (84) a esquerda por G~7T e a direita por G~
(A(a, ) = B(a, a:)Fg(a:)G_l)T (G P(a(k+1))G™") (Ala,7) — Blo,z) Fy ()G ") @)
<G TZ(a, )G+ GTTQu(2)G™ — G Tey(2)G.
Portanto, para & # 0
fT(x){(A(a, v) — Blo,0)F ()G (G Plalk +1)G)
(A, ) - Bla, 2)Fy ()G ) }i(x) <@ (@){a" (86)

Z(, )G+ GTTQ,(2)G7 — G_TEQ(ZU)G_I}Z%(I).
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De (50), lembrando que o minimo de um conjunto de nimeros reais é menor ou igual a

qualquer combinacao convexa desses niimeros, segue que

i (2)G T Qy(2)G i (x) = arg” min {7 (2)G T Qu(x) G i(x) }

lelK,

< Z;a {27(2)G T Qi(2)G () } = &7 (2)G T Q(a, 2)G i (x), 57
Logo, de (86;e (87):
@T(x){ (A, 2) - Bla,2)F,(2)G™) " (G Pla(k +1)G )
(A(e,z) = B(a, 2)F,(2)G™") };@(I) (8)

<#"(2){GT"Z(0,2)G7 + G Qu(x)G 7 = G T ey(2)G 7 } ()
<i"(2){G T Z(0,2)G 7 + GTTQ(a,2)G ! = G ey(2)G T ().

Para  # 0, de (82) e (87) segue que
@T(x){ (A(er,z) - B(a,x)Fg(x)Gfl)T (G7"P(a(k +1)G7") (A(a, 2)—

B(a, x)FU(x)G_l}f(x) < #'(x) {G_TZ(oz, )G+ GTQ(a, x)G_l} z(x) (89)
< #"(2) {NGTP(a)G 7} i(w).
Assim,

(G TP(a(k+1)G™H)
(90)
(A(e,z) = Bla, 2)F,(2)G™") - )\QG_TP(a)G_l}:iJ(x).

Considerando a candidata a funcao de Lyapunov:
V() =2" ()G <Z aﬂ%) G i(w), (91)
=1
com o sistema dado em (51) e a lei de controle chaveada (50), tem-se que para Z(k) # 0

AV (z(k)) = V(z(k + 1)) = V(z(k)) + V(x(k)) — N2V (z(k))

— @T(I){(A(oz, z) — Bla, 2) F, ()G~ (G_TP(a(k: T 1))G_1) (92)

x (Ao, z) — Bla,2)F,(2)G™Y) — /\2G_TP(a)G_1}£(x) < 0.

com AV (z(k)) =V (x(k+1)) = V(z(k)) < (A2 —=1)V(z(k)), para todo z(k) # 0. Observe
que a equagao (92) é equivalente a equagao (90), porém com a lei de controle chaveada,
(50) fazendo com que o ponto de equilibrio (k) = 0 do sistema polinomial nao linear

incerto seja assintoticamente estavel. O]
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O teorema a seguir sera utilizado para analisar os resultados e comparacao de
metodologias com o Teorema 9. Este teorema é o Teorema que utilizamos de (Oliveira et

al., 2018) acrescentado a taxa de decaimento.

Teorema 10. (Santos, 2020) Considere que existam matrizes simétricas definidas positi-
vas P; € R™*™ matrizes simétricas Z;, (Q; € R™*" matrizes F; € R™ " ¢ G € R"=*"=

e um escalar 0 < X\ < 1, para todo i, 7, | € IK,, tais que:

Zi + Q) (AG — Bin)T

> 0, (93)
AG—BF G+GT - P

Zi+ Qi — NP, <0. (94)

Entdo, a lei de controle chaveada (45) com o ganho do controlador F,G™1, | € IK,, torna
o ponto de equilibrio x(k) = 0 do sistema nao linear (35), localmente assintoticamente

estavel com taxa de decaimento limitada por \.

Demonstra¢io. A prova serd omitida e estd apresentada em Santos (2020). ]

4.1.1 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 6. O Exemplo 3 serd resolvido novamente com os Teoremas 9 e 10.

Regra 1: Se z1(t) é M}, entdo:

ﬂk+D:[ u(k). (95)

Regra 2: Se x1(t) é M3, entdo:

ok +1) = [_11 _5 5] w(k) + [5__25] u(k). (96)

Assim como o Exemplo 3, o objetivo é obter o maximo valor de 3, porque o modelo

fuzzy considerado é valido para x1(k) € [—/B, ﬁ}.

As programacoes foram realizadas no Matlab®, utilizando agora a taxa de decai-
mento A\ como mostra o Teorema 9. Para a taxa de decaimento A = 0,9e f=1,3, as
matrizes auxiliares simétricas G-1Q;G~!, | € Ky, matrizes simétricas positivas definidas

P;, i € IK,, sao dadas por:
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FiG™ = [4,4602 x 10~ 2x25 +5,8127 x 10~ 223 + 1,3525 x 10~ a2 + 1, 3525

x1071222 + 11,3525 x 107225 +0,16524, 3,701 x 107 2z,22 + 1,4028 x 107223+
2 2 2

5,1038 x 10722129 + 5,1038 x 10223 45,1038 x 10 225 4+ 0,063114],

FG1 = [—4,4602 x 10722tz — 5,8127 x 10~ 2ry25 + 5,8127 x 107225 + 1,3525
x 107223 45,8127 x 10722, +0,16535, 3,701 x 1023w, — 1,4028 x 102z 23+
1,4028 x 107223 +5,1038 x 10~ 223 + 1,4028 x 10~ 2z, + 0,06316],

8,7905 x 10797  —7.6826 x 107 8,8423 x 10797 —7,3561 x 10798
1= ) 2 = _ _ )
—7,6826 x 107%  9,1053 x 1077 —7,3561 x 1079 9.0796 x 1077
To -1 —3,74x10%3 1 4+34,444x 109325 4+79,192x 1011 —19,347x1093 21 —45,89x10%3 29464,531x 1010
G O1GT = ,
—19,347x1093 21 —45,896x1093224+64,531x101°  —30,222x10%321 —29,830x10°322419,399x 1010

—3,74x10%3 21 +34,444x 109325 +79,192x 1011 —19,347x10%321 —45,89x 109325 +64,531x 1010 ]

GTQRG™ 1=
—19,347x1093 21 —45,896 x 1093 254+64,531x 1010  —30,222x 10321 —29,830x10°325+19,399x 1010

A Figura 16 mostra a trajetéria da varidvel z1 (k) e a Figura 17 mostra a trajetéria
da variavel xo(k), para diferentes condigoes iniciais.

A Figura 18 mostra o sinal de controle com a selecao de ganhos do controlador
FG™, 1 e K,.

A representacao da lei de controle chaveado é apresentada na Figura 19 em que
os simbolos (x) e (O) representam quando os controladores F;G~! ou F»G~! estao ativos

para xp1 € Tg, respectivamente.
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Figura 16 — Trajetéria da varidvel de estado x; para condigdes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,35 —0,7], () para z(0) = [1 0,5].

1.5

- O \ w \ !

0 5 10 15 20 25
k

Fonte: Préprio autor

Figura 17 — Trajetoria da varidavel de estado xy para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,35 —0,7], (J) para z(0) = [1 0,5].

) \ \ \ \
0 5 10 15 20 25
k

Fonte: Préprio autor
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Fonte: Préprio autor
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Figura 18 — Lei de controle chaveado (50): sinal de controle e o(k), sendo o(k) =1 (x) e

Figura 19 — Representacao da lei de controle chaveado, sendo (x) = o(k)

o(k)=2.
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X X X[ X X X |[X X X

-0.8

A Tabela 2 apresenta os valores de factibilidade [ para as taxas de decaimento A

variando de 0,9 a 0,1 do Teorema 9 e Teorema 10.
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Tabela 2 — Factibilidade para 8 do Exemplo 6 utilizando o Teorema 9 e Teorema 10 com
taxa de decaimento .

Teorema 9 Teorema 10
Taxa de decaimento (\) | Factibilidade § || Taxa de decaimento (\) | Factibilidade
0,9 3<1.3 0,9 5<0,84
0,8 f<1,3 0,8 B <0,68
0,7 g <1,15 0,7 £ <0,53
0,6 B <0,96 0,6 £ <0,4
0,5 5<0,51 0,5 5<0,29
0,4 5<0,44 0,4 5<0,19
0,3 B <0,32 0,3 £ <0,10
0,2 p<0,23 0,2 £ <0,04
0,1 B8 <0,32 0,1 £ <0,01

Fonte: Préprio autor

No Exemplo 7 é inserida uma nao linearidade x2(k) no sistema para analisar o

comportamento da planta.

Exemplo 7. O Ezemplo 4 serd resolvido com o Teorema 9.

Regra 1: Se z1(t) é M{, entdo:

|1 =B 546
z(k+1)= {_@ 0 5] 2(k) + 28 (k) (97)
Regra 2: Se x1(t) é M2, entdo:
|1 g, 5—p "
z(k+1)= [—xg o 5] 2(k) + {—Qﬁ] (k). (98)

Assim como o Exemplo 6, o objetivo é obter o méaximo valor de /3, porque o modelo

fuzzy considerado é vélido para x1(k) € [— B, 5}.

Para as figuras foi considerado o valor de § = 1,02 e A = 0,9. As matrizes
auxiliares simétricas G=7Q,;G~!, | € K, matrizes simétricas positivas definidas P;, i €

IK,, sdo dadas por:

FIG™' = 16,6805 x 10—08x] +5,1071 x 10~ %2:53 + 8,017 x 107723+

1,5437 x 107 %2z, + 1,5649 x 10725 + 5,8968 x 10~°"27 — 7,6576 x 10~ 06x2+
0,068415z5 + 0.11124, —4,7185 x 107 %®z1 — 4,1459 x 10~ 09x1x2 +3,5841 x 107%z

4,0867 x 1077222, + 6,4181 x 10—08 — 2,82 x 107%2? — 1,9066 x 10~ 06x2+

7,4265 x 10—05932 + 0, 069502],
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G =1-6,1891 x 10721 +6,3631 x 10”23 mz + 17,7559 x 107734

1,0857 x 107 %22zy + 1,6866 x 107 %23 +1,5411 x 107 %22 —9,9629 x 10~ 06x2—|—
0,068432w5 +0,11118,  —1,5271 x 107z} + 5,3554 x 10~ Osxle 42,5125 x 107"z

1,1021 x 107 %22z, — 1,8103 x 107723 — 2, 5624 x 10727 — 3,8314 x 10—0%§+

7,2766 x 10™% x4 + 0,069495],

8,7661 x 107% —3,0139 x 1010 8,7535 x 1079 —3,0184 x 1010
1= 2 =
—3,0139 x 10719 8,798 x 107 ’ —3,0184 x 10719 8,7878 x 1079 ’
o _, [-2,38 x 10%2; + 1,36 x 10%22 — 2,68 x 10" 3,54 x 10%%z1 + 13,81 x 10%z2 + 9,75 x 10'°
GG = 08 08 15 08 08 16 |
3,54 x 10%8z; + 13,81 x 10%z5 4+ 9,75 x 10 2,09 x 10%8z; + 4,36 x 10%z5 + 7,28 x 10
G-TQpG-1— { 2,38 x 10%82; + 1,36 x 10%8 25 — 2,68 x 10'° 3,54 x 10%®z1 + 13,81 x 10%%z2 + 9,75 x 1015}

3,54 x 10%z; + 13,81 x 10%825 4+ 9,75 x 10®  —2,09 x 10%z; + 4,36 x 10%%z, + 7,28 x 10¢

As Figuras 20 e 21 mostram as trajetorias das variaveis (k) e x2(k) respectiva-

mente para condig¢oes iniciais diferentes.

A Figura 22 mostra o sinal de controle com a selecao de ganhos do controlador
FG™, 1 e K.

A representagao da lei de controle chaveado é apresentada na Figura 23 em que
os simbolos (x) e (0J) representam quando os controladores F;G~! ou F»G~! estao ativos

para xp1 € Tg, respectivamente.

Figura 20 — Trajetoria da variavel de estado x; para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,55 —0,7], (LJ) para (0) =[1 0,5].

1.5

_|_
1 .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: Préprio autor
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Figura 21 — Trajetoria da variavel de estado xy para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,55 —0,7], () para (0) = [1 0,5].

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: Préprio autor

Figura 22 — Lei de controle chaveado (50): sinal de controle e o(k), sendo (x): o(k ) =1
e (O): (k) =2 para z(0) = [1 —0,5], (x): o(k) =1e (0): cr(k‘) = 2 para
z(0) = [-0,5 —0,8], (x): o(k) =1e (1)): o(k) = 2 para z(0) = [-0,55 —0, 7]
e (x): o(k)=1e ([J): o(k) =2 para z(0) = [1 0, 5].

ox—1 1L 1] ] ]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k

Fonte: Préprio autor
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Figura 23 — Representacao da lei de controle chaveado, sendo (x) = o(k) = 1 e (0) =

I I I I I I I I I
fO00000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000 |
DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDh:
NO000000000000000000000000000010
O0000000000000000000000000000071

O0000000000000000000000000000071

1 oo(k)

O0000000000000000000000000000071

O0000000000000000000000000000071
O0000000000000000000000000000071
00000000000000000000000000000([
| DOOOOOOOOO00000000000000000000000 |
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O000000000000000000000000000000000
[000000000000000000000000000000000|
O000000000000000000000000000XXO0000
0000000000000000000000X0000000000
F1000000000000000XO0000000000000000

O o D‘D [ P o 0O

0.4

x o(k)

O0000000000XO0O000000000000000000000
0000XXOOOOO0OOO000000000000000000000
[O000000000000000000000000000000000 |
O000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000
| DO0O000000000000000000000000000000 |
000000000000000000000000000000000
O000000000000000000000000000000000
O000000000000000000000000000000000
\DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD\
O000000000000000000000000000000000
O000000000000000000000000000000000
[(DO00000000000000000000000000000000
O000000000000000000000000000000000
O000000000000000000000000000000000
F100000000000000000000000000000000

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ny - 1 o 1 o 1 o

~— o o —

(4)ex

0.8

0.6

0.2

o

x1(k)

Fonte: Préprio autor
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No Exemplo 8 é considerado um modelo polinomial nao linear discreto no tempo,

que é obtido substituindo o # da matriz A do Exemplo 6 pelo z; (k).

Exemplo 8. O Ezemplo 5 serd solucionado agora com o Teorema 9.

O modelo polinomial nao linear discreto no tempo:

(99)

Utilizando o Teorema 9 com a taxa de decaimento no valor de A = 0,9, foi en-

contrado um projeto de controlador que tornou o sistema estavel sem que houvesse uma

regido de operacao conforme mostrou no Exemplo 6 e Exemplo 7. Isto mostra a vantagem

de utilizar SOS com matrizes polinomiais (Teorema 9) do que os modelos fuzzy T-S, ou

oo]. Considerando as restrigoes SOS (78),

(79) e (80), constituida pelo conjunto de ganhos do controlador Fy(z)G™!, | € Iy, As

seja, houve factibilidade para x1(k) € [—oo,

matrizes auxiliares simétricas G=7Q;G~!, | € IK,, matrizes simétricas positivas definidas

P;, 1 € IK,, sao dadas por:

—0,057798z; + 0,0038548],

[0,0018469z, + 0, 13037,

FlG_l -

—0,05778z + 0,0038406],

[0,0018736x, + 0, 13035,

FQGil -
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1,3412 x 1079 —7,4942 x 1079 [1,3412 x 1079 —7,4942 x 107%

P27, 4942 x 1079 1,9763 x 10795 |77 | —7,4942 x 109 19763 x 10~

Y

B 4,67 x 10°%221 4+ 4,54 x 10%%25 + 8,34 x 10°° 2,32 x 10221 + 3,04 x 10°%z, + 4,35 x 10°°
GTQ,G 1= ,

2,32 x 10°%2; 4+ 3,04 x 10°%22 + 4,35 x 10°° 1,46 x 10°%2; + 1,83 x 10°%x5 + 2,71 x 10°°

G-TQaG-1 {4, 67 x 10%%z1 + 4,54 x 10°%225 + 8,34 x 10°° 2,32 x 10°%2z; + 3,04 x 1025 + 4, 35 x 1005]
2 = )

2,32 x 10%%z; + 3,04 x 10°%25 + 4,35 x 10°° 1,46 x 10°%2z; + 1,83 x 10°2z5 4+ 2,71 x 10°°

As trajetorias de z1(k) e xo(k) sdo mostradas nas Figuras 24 e 25 respectivamente, para

condicoes iniciais diferentes.

Figura 24 — Trajetoria da variavel de estado x; para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,95 —0,7], () para z(0) = [1 0,5].

-0.5X 7
O
_Q Q | | | | | | | | |
0 2 4 6 g8 10 12 14 16 18 20

k

Fonte: Préprio autor
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Figura 25 — Trajetérias da variavel de estado xy para condigoes iniciais diferentes, sendo
(+) para z(0) = [1 —0,5], (x) para z(0) = [-0,5 0,8], (0) para z(0) =
[—0,95 —0,7] e (J) para z(0) = [1 0, 5].

_15 D | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k

Fonte: Préprio autor

O sinal de controle com a selecao de ganhos do controlador é mostrado na Figura

26, também para condigOes iniciais diferentes.

Figura 26 — Lei de controle chaveado (50): sinal de controle e o(k), sendo (x): o(k) =1
e (O): (k) = 2 para z(0) = [1 —0,5], (x): o(k) =1e (O): o(k) = 2 para
z(0) =[-0,50,8], (x): o(k) =1e (L)): o(k) =2 para x(0) = [-0,95 —0,7]
e (x): (k)—le (0): (k)zQpara z(0) =[10,5].

_ 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k

Fonte: Préprio autor
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A Figura 27 apresenta a representagao da lei de controle chaveado.

Figura 27 — Representacao da lei de controle chaveado, sendo (x) = o(k)

I I I I I
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Fonte: Proéprio autor

A Tabela 3 apresenta uma comparacao dos valores de 5 com o Teorema 9 proposto

para os Exemplos 6, 7 e 8.

Tabela 3 — Factibilidade para § utilizando o Teorema 9 e Exemplos 6, 7 e 8.
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4.2 CONCLUSOES PARCIAIS

Considerando condigoes mais restritivas de desempenho no sistema, foi proposto

neste capitulo o Teorema 9 que inclui a taxa de decaimento no Teorema 8. Foram apre-

sentados os mesmos exemplos do Capitulo 3 e pode-se observar que mesmo com a taxa

de decaimento foram obtidos controladores que tornaram o sistema estavel utilizando as

restrigoes SOS do Teorema 9 com as fungoes polinomiais.

Foram realizadas simulacoes em trés exemplos. No Exemplo 6 foi considerada uma

planta nao linear discreta no tempo modelada através de modelos fuzzy T-S, portanto, foi

definida uma regiao de operacao para x; e foram realizadas as simulag¢oes com o Teorema
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9. Os resultados obtidos foram satisfatorios e mais vantajosos do que os apresentados em
(Oliveira et al., 2018) para taxa de decaimento de 0,9 até 0, 1, ou seja, todos os valores

de 8 do Teorema 9 foram maiores que o Teorema 10.

No Exemplo 7, foi mantida a planta com uma regidao limitada por S porém, foi
acrescentado x5(k) no sistema nao linear invariante no tempo tornando a planta polino-

mial. Os resultados encontrados foram satisfatorios e comprovados através de figuras.

A grande vantagem em utilizar SOS, é a nao necessidade de limitar a regiao de
operagao como é feito utilizando modelagens de sistemas fuzzy T-S, ou seja, quando um
projeto de controladores é encontrando tornando um sistema factivel, é para a regiao
z1(k) € [—oo, oo} e ro(k) € [—oo, oo}. No Exemplo 8, o valor de § do Exemplo 6
foi trocado por z(k), e foi encontrado novos controladores utilizando a lei de controle
chaveada, as restricoes SOS do Teorema 9 e a planta discreta no tempo nao linear e

polinomial.
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5 CONCLUSOES E PESQUISAS FUTURAS

5.1 CONCLUSOES

Uma teoria moderna de controle para sistemas continuos no tempo ja vem se
estabelecendo ha décadas, porém a busca por novos métodos que se aproximem mais do
sistema real com projetos de sistemas de controle que alcancem o desempenho ideal de

sistemas dindmicos estd cada vez maior.

Os modelos fuzzy T-S vem sendo estendidos para os modelos fuzzy polinomiais e,
com isso, uma gama mais ampla de plantas nao lineares podem ser representadas. Um
controlador fuzzy polinomial foi proposto para controlar uma planta nao linear baseado
no modelo fuzzy polinomial. A dificuldade é a existéncia dos termos nao lineares nos
sistemas dos controladores, sendo que a abordagem baseada em LMIs é substituida pela
abordagem em decomposi¢do em soma de quadrados (SOS) para analisar a estabilidade

do sistema polinomial que sao mais complexos.

Neste trabalho, foi realizado um estudo sobre as teorias existentes na literatura
para andlise e projeto de controle de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo
com objetivo de propor novos teoremas que apresentassem melhores desempenhos para

encontrar controladores que estabilizem o sistema do que os existentes na literatura.

No Capitulo 3, foi proposto o Teorema 8 em que foi projetado um controlador
utilizando sistemas polinomiais discretos no tempo e matrizes simétricas definidas posi-
tivas P;, utilizando a lei de controle chaveada e uma funcao candidata de Lyapunov nao
quadratica. Foram realizadas simulacdes considerando trés exemplos. O primeiro exem-
plo é comumente encontrado na literatura e o objetivo é encontrar o maior valor de
que estabilize o sistema. Foi utilizado esse exemplo com o intuito de comparar os novos
teoremas com restrigoes SOS e analisar o seu desempenho. Os resultados obtidos foram
satisfatorios, pois, apesar de ser encontrado o mesmo valor de 3 existente na literatura
(8 = 1,0161) por estar utilizando fungdes polinomiais ji é uma vantagem inclusive nos
ganhos das matrizes. No Exemplo 4 foi acrescentado z5(k) na planta do Exemplo 3 e
foram obtidos novos controladores para o valor de § < 1,6 e z3(k) € {—oo, oo} No
Exemplo 5 foi utilizada a planta do Exemplo 3, substituindo § por z;(k), tornando a
planta polinomial e foi encontrada factibilidade para z;(k) € [—oo, oo}, ou seja, nao foi
necessario restringir a regiao de operagao do sistema como acontece nos modelos fuzzy

T-S, deixando os resultados muito satisfatérios e menos conservadores.

No Capitulo 4, foi adicionado a taxa de decaimento no Teorema 8, sendo apresen-
tado o Teorema 9. Assim como no capitulo anterior, foram comprovados os resultados

pelos Exemplos 6, 7 e 8 com figuras que comprovaram seus desempenhos satisfatorios.
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As programacoes foram feitas com taxas de decaimento de 0,1 até 0,9 e foram encontra-
dos controladores que estabilizassem o sistema discreto no tempo utilizando as restri¢oes
SOS do Teorema 9. Considerando o Exemplo 6 todos os valores de 8 encontrados foram
melhores do que os apresentados utilizando o Teorema 10 (Santos, 2020), os resultados

comparativos podem ser observados na Tabela 2.

No Exemplo 7 foi incluido 25 (k) na planta nao linear discreta no tempo do Exemplo
6, tornando a planta do Exemplo 7 polinomial, porém, como ainda foi mantido 3, ele foi
modelado a partir do modelo fuzzy T-S do Exemplo 6. Foi encontrada factibilidade para
as taxas de decaimento de A = 0,9 até A = 0,1 e os resultados foram ilustrados através
das figuras. No Exemplo 8 foi considerada a planta polinomial com z;(k) e realizada
as programagoes através do Teorema 9. Mesmo com a restricdo de desempenho que foi
considerada (taxa de decaimento \) os resultados obtidos foram satisfatérios utilizando
a planta nao linear discreta no tempo polinomial com as restricoes SOS do Teorema 9
e encontrados novos controladores que tornaram o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
controlado assintoticamente estavel para todos os valores de A e nao limitando a regiao

de operacao, sendo factivel para z1(k) € [—oo, oo}

A utilizacao do SOS nos teoremas de controle mostraram resultados vantajosos
e menos conservadores do que os existentes na literatura utilizando modelos fuzzy T-S.
Isto porque quando se utiliza as restrigoes SOS com fungoes polinomiais a factibilidade
do sistema é encontrada para x;(k) € [—oo, oo} e xo(k) € {—oo, oo] Também pode-se
observar que dependendo do valor da taxa de decaimento houve mais chaveamento quando
projetado o controlador e também uma melhor resposta do sistema como pode-se analisar
nas figuras dos Capitulos 3 e 4. Portanto deve-se verificar qual o objetivo ao projetar o
novo controlador e analisar todas as circunstancias afim de encontrar o melhor projeto do

controlador que estabilize a planta de acordo com o interesse do projetista.

5.2 PESQUISAS FUTURAS

Como continuidade do trabalho pode-se listar os seguintes tépicos para sistemas

discretos no tempo com restrigdes SOS:
e Incrementar os teoremas obtidos considerando custo garantido.

e (Considerar nos teoremas reducao da norma H, e também saturacao no atuador

comprovando os resultados através de exemplos.

e  Utilizar outros exemplos existentes na literatura para estudo e comparacao

dos resultados.
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