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Resumo

Neste trabalho tratamos do objeto matematico Grupo Topologico. Para este de-

senvolvimento, abordamos elementos basicos de Grupo e Espaco Topologico.

Palavras-chave: Algebric Topology, Espaco Topologico, Grupo Quociente, Aplicacoes

Continuas, Espaco Quociente.



Abstract

In this work we consider the mathematical object Topological Group. For this

development, we discuss the basic elements of the Group and Topological Space.

Keywords: Topologia Algébrica, Topological Space, Quotient Group, Continuous

Functions, Quotient Space.
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1 Introducao

Historicamente, o conceito de grupo topologico teve como motivacao o grupo das
fungoes continuas sobre um determinado espago topolégico que possuia também estru-
tura de grupo. Espacos como este possuiam papel central na pesquisa matematica; um
exemplo classico é o corpo dos niimeros reais.

Ao tratar de funcoes continuas no espaco euclidiano R" observou-se propriedades
interessantes envolvendo as duas areas Algebra e Topologia, por exemplo, a estrutura
algébrica do fecho de um grupo, bem como a topologia sobre um grupo quociente.

Diante disto, destacamos a relevancia deste trabalho pela conexao natural entre
Algebra e Topologia ao explorar o objeto matematico grupo topologico. Para este
proposito adotamos |1 como principal referéncia bibliografica.

Como sua propria denominacao sugere, para o desenvolvimento de resultados en-
volvendo grupo topoldgico, é preciso primeiramente tratar dos conceitos basicos de
grupo e espaco topologico. Esta é exatamente a finalidade dos dois primeiros capi-
tulos: iniciamos com elementos béasicos de grupos, usando [2, 3] como referéncias, e
em seguida apresentamos resultados de espacos topoldgicos necessarios para nossa fi-
nalidade, seguindo [4, 5]. Embora os dois capitulos sejam independentes, estes serao
conectados no capitulo reservado para abordar grupo topologico e suas propriedades.
Por fim, observamos que para a compreensao deste material o leitor deve estar familiar-
izado com no¢oes béasicas de teoria dos conjuntos (por exemplo, Principio da Indugao
Finita, propriedades de intersecoes e reunides de conjuntos, etc.), sugerimos a leitura

do primeiro capitulo de [5].
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2 Sobre a Estrutura Algébrica: Grupo

Neste capitulo tratamos nogoes basicas sobre a estrutura algébrica grupo, através
da definicao do mesmo, bem como exemplos e propriedades. Abordamos também
subgrupos, classes laterais e grupo quociente. Detalhes sobre este assunto e demais

consideragoes podem ser encontrados em [2, 3].

2.1 Grupo

Definigao 2.1. Sejam G um conjunto nao vazio e x uma opera¢ao bindria de G (isto

é, uma funcao de G X G em G) tal que (x,y) — x *y.

Dizemos que (G,*) € um grupo em relagao a esta operac¢ao bindria ou que * de-
fine uma estrutura de grupo sobre o conjunto G se, e somente se, valem as seguintes

propriedades:
(a) Associativa: ax (bxc) = (axb)xc, ¥ a,b,c € G;
(b) Ezisténcia do elemento neutro: 3e € G |a x e=a=¢ * a, ¥V a€G;
(¢) Ewxisténcia de elemento oposto: ¥V a € G, 3a€ G |a x a=e=a * a.

Observacao 2.1. Dizemos que um grupo é aditivo, ou multiplicativo, se as operagoes
binarias sao: adicao ou multiplicacdo, respectivamente. Adotamos para grupo aditivo
e =0ea= (—a) e chamados os elementos neutro e oposto, respectivamente. Para

1

um grupo multiplicativo usamos: ¢ = 1 e a = a , chamados elemento identidade e

inverso, respectivamente.

Proposicao 2.1. Propriedades elementares de um grupo (G, x*):
(i) O elemento neutro, cuja existéncia é assequrada por (b), € dnico.
(i) Cada elemento do grupo possui um unico elemento oposto.

(111) Quaisquer que sejam x,y € G, tem-se

Kl

L] =Xx.

8
*

Y =1Yy*T.

11
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(iv)

(v)

Se xy,...,x, € G, entao
T1 % ... %Ly =Ty *...%x7.
Quaisquer que sejam a,x,y € G, temos que

a*xr=axy=xr=1y

r¥a=y*xa=1r=1y

sao as leis do cancelamento a esquerda e a direita, respectivamente.

Demonstracao. (i) Seja e o elemento neutro de G, ou seja,

(ii)

(iii)

exa=a=ax*xeVa€G.

(1)

Suponhamos agora que exista outro elemento ¢’ tal que, para qualquer a € G :

¢ *xa=a=axec. Em particular, para a = e temos:

exe =e.

Por outro lado, de (I), considerando a = €', segue que e x ¢’ = ¢'.

Consequentemente,

Portanto, ¢ = e.

Se y e z sao ambos elementos opostos de z em G temos

e T XY =¢€=7Yx*xI;

O rxzZ=e€e=Z*xXT.

Deste modo,

z=exz=(yxx)xz=yx*(rx2)=y*xe=y.
Portanto, y = z.

Se e é o elemento neutro de G, temos T =z, pois Txxr =ee T *x T = e.

Provemos que %y = ¢y * . Como G é um grupo, dados =,y € G, temos

T*X —=€e=T*xX
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e
yxy=e=yx*y.
Deste fato e usando a propriedade associativa segue:
(xxy)*x(y*Z)=[(x*xy)*xy|*T=[zx(yxy)|*xT=(xxe)xT=x*xT=c¢€
e
(G*Z)* (zry) =[[F*T)xa]xy=[gx(@Txa)|xy=(Jre)xy=yxy=e.
Consequentemente, y *  é o elemento oposto de x * y.
Portanto, xxy = 4 x x.
(iv) Sejam zy,...,z, € G, provemos por meio do Principio da Inducio Finita que
T1 k... kT =Tp*...%xT1,VneN. (1)

Obviamente a igualdade (I) é valida para n = 1.

Segue do item (7ii), que (/) também é valida para n = 2.
Assumamos como hipdtese de indugao que a igualdade seja vélida para n = k.
Ou seja,

Ti k... kT =Xp*%...%Tq.

Mostremos agora que (/) é véalida para n = k + 1. De fato:

Ty k. kT = (T % % Tp) k Ty = Ty * Ty * ... % T =

Tt1 ¥ T % ... % T1.

Portanto, nestas condigoes, segue do Principio de Inducgao Finita que:

Ti*...%xTp, =Tp*x...xT1,VneN.

Por hipo6tese temos a x z = a x y. Logo,
r=exx=(axa)xrx=ax(axx)=ax(axy)=(axa)xy=exy=y.

Portanto, x = y.

Analogamente, se x *x a = y * a, segue

r=zxe=xx(axa)=(rx*xa)xa=(yxa)xa=yx(axa)=y*xe=y.
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Exemplo 2.1. Grupo Aditivo dos Reais. R munido da adi¢ao usual, (R,+) é um
grupo.

Exemplo 2.2. Grupo Aditivo dos Complexos.

Seja C = {z +iy; z,y € R} o conjunto dos niimeros complexos.

Definimos em C a seguinte operacao:

+:CxC—C

(a, 8) —> a+ p:=(a+c)+ (b+d)i,
admitindo o« = a + bi, 8 =c+di, a,b,c,d € R.
Veja que a + 8 € C, logo + é uma operacao binaria e ainda:

(a) Dados « = a+bi, f =c+die~y= f+ gi, elementos quaiquer em C temos, pela

propriedade associativa da adigao usual em R que
a+(B+y)=a+bi+((ctf)+(d+g)i)=(a+(c+f)+ b+ (d+g))i=

((a+c)+ )+ ((b+d)+g)i=((a+c)+ (b+d)i)+ f+gi=(a+ ) +7.
Portanto, vale a propriedade associativa.

(b) Dado o = a + bi € C qualquer, usando a propriedade do elemento neutro em R
temos que 0 = 0 + 0z € C satisfaz

a+0=(a+0)+(b+0)i=a+bi=a

e

O+a=0+a)+(0+b)i=a+bi=a,

ou seja, existe elemento neutro para (C,+).

(c) Para cada a = a+bi € C, pela propriedade de elemento neutro de R, o elemento

—a = —a — bi é tal que

a+(—a)=(a+bi)+(—a—bi) =(a+(—a)+ b+ (=b)i=0+0i =0, e
(—a)+a=((—a)+a)+ ((=b) +b)i =04 0i = 0.

Portanto, segue dos itens (a), (b) e (¢) que (C,+) é¢ um grupo.

Exemplo 2.3. O Produto Direto.

Dados (G,A) e (G', <) grupos quaisquer, o conjunto G x G', formado por todos
os pares (z,2') com r € G e ¥’ € G' é um grupo se munido da seguinte operagao:
(x,2") % (y,y) == (xly, 2’ OY),V (2,2, (y,y') € G x G'. Com efeito,
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(a) Para quaisquer (z,2'), (y,v'), (z,2") em G x G’, temos pela propriedade associativa

de (G, ) e (G, ):

(@, &) [y, ) * (2,2)] = (2, 2)  (yDz,y'G2") =

(A (YAz), 'Oy OF)) = (xDy) Dz, (2'Qy)O2') =

(@ Dy, &' Qy) # (2,2") = [(2,2) * (y, )] * (2, 2").

Portanto, vale a propriedade associativa.

(b) Seja (z,2') € G x G’ qualquer. Defina e = (eg, eqr), onde eg e eqr sao os elementos

identidade de G e G’, respectivamente. Desta forma:

(r,2")xe = (2,2') * (eq,eqr) = (xleg, ¥'Oee) = (v,2)) =

(ecAz,ecr’) = (eq,eqr) * (x,2") = e x (x,2).

Logo, (z,2') xe = (x,2') = e x (z,2').
Portanto, e = (eg, egr) ¢ o elemento identidade de G x G'.

(¢) Para qualquer X = (2,2') € G x G’, considere X := (z,2’), onde T e 2’ sdo 0s

elementos inversos de z e 7/, respectivamente. Observe que

X+ X = (2,2) * (7,0) = (242,2'07") = (eq, ec) = e.

X*X = (z,2) % (v,2)) = (2 A z,2" & ') = (eg,eqr) = e.
Logo, X * X =e =X % X.
Portanto, X é o elemento inverso de X em G x G'.

Exemplo 2.4. O Produto Direto de um nimero finito de Grupos.

n
Dados (G1, M), -+, (G, A\,) grupos quaisquer, o conjunto H Gi=G x---xG,
i=1
é um grupo munido da operacao *, definida da seguinte forma:

Para quaisquer X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,Yn) € H G, segue que
i=1

X xY = (x18091, - o, TnDNnYn)-

A demonstracao segue usando o Principio da Inducao Finita e o exemplo anterior.
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Definigao 2.2. Dizemos que um grupo (G,x*) € abeliano ou comutativo se, e somente

se, a opera¢do bindria (x,y) — x *xy € comutativa, isto €,
rxy=yx*xz,Vryed.

Exemplo 2.5. Grupo Aditivo dos Inteiros.

Por propriedades da adicao usual em Z temos: V a, b, c € Z,

a+ (b+c¢)=(a+0b)+c,

a+0=a=0+a,

a+(—a)=0=(—a)+a,

a+b=>b+a.

Logo (Z,+), Grupo Aditivo dos Inteiros, € um grupo abeliano.

Exemplo 2.6. Grupo Aditivo dos Racionais. O par (Q, +) , onde Q é o conjunto dos

racionais e + é a adicao usual em Q, ¢ um grupo abeliano.

Exemplo 2.7. Grupo Aditivo dos Reais. R munido da adigao usual, (R, +) é um grupo

abeliano.

Exemplo 2.8. Nas condigoes do exemplo 2.3, se (G, A\) e (G', $) sdo grupos abelianos,
entdao (G x G',*) também o é. De fato,

VX=(x2),Y=(wy)eGxG:
XY = (z,2) % (y,1)) = (xly,2'Qy') =
(yAz,y'Ga’) = (y,y) x (v,2') =YV x X
Portanto, X *Y =Y x X.

Por exemplo, R" munido da operagao + para n-uplas ¢ um grupo abeliano.

Exemplo 2.9. Grupo Multiplicativo dos Racionais nao nulos.

Sejam - a multiplicagao usual em Q e Q" o conjunto dos niimeros racionais nao nulos.
O par (Q*,-) é um grupo abeliano. Observe que Q" é fechado para esta operagao, pois
para quaisquer a,b € Q*, temos ab # 0 e portanto ab € Q*. Ainda,

(a) Para quaisquer a,b,c € Q"

(ab)e = a(be);
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(b) Temos que 1 é o elemento identidade de (Q*,-), j& que

al =a = la;

a . .
(c) Cada elemento 7 € Q" tem como elemento inverso —, pois
a

ab _ab_
ba ba

_ba_ba_

1= 2 _22
ab abd’

(d) Para a,b € Q" quaisquer, temos que ab = ba.

Exemplo 2.10. Grupo Multiplicativo dos Reais nao nulos.

O par (R*,-), onde R* é o conjunto dos reais ndo nulos e a operagao - é a multipli-

cagao usual, é outro exemplo candnico de grupo abeliano.

Exemplo 2.11. Grupo Multiplicativo dos Complexos nao nulos.

Seja C* o conjunto dos niimeros complexos nao-nulos. Considere em C* a seguinte

operacio: Vo =a+bi, =c+di € C*

af = (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)s.

Veja que (C*,-) é um grupo abeliano.

Com efeito:

(a) Va=a+bi,f=c+di,y=e+ fi € C",a(fy) = (af)y, pois

a(By) = (a+ bi)((ce — df) + (cf + de)i) =
la(ce — df) — b(cf + de)] + [a(cf + de) + b(ce — df )i =
lace — adf — bef — bde] + [acf + ade + bee — bdf]i =
[(ac — bd)e — (ad + bc) f] + [(ac — bd) f) + (ad + be)e]i =
[(ac — bd) + (ad + be)i](e + fi) = (afB)y =
Portanto, a(8v) = (af)7.

(b) Seja v = a + bi € C*, qualquer. Observe que 1 =1+ 0i é tal que

al = (al —b0) + (a0 +b1)i = a + bi = (la — 0b) + (0a + 1b)i = la.

Logo, al = a = la.

Portanto, 1 = 1+ 0i é o elemento identidade de (C*, ).



Grupo

¢) Para cada a = a + bi € C*, vejamos como determinar o' € C* tal que
J

Suponha a™! = ¢ + di. Veja que aa™ = 1 equivale a (a + bi)(c + di) = 1 + 0i,
ou ainda, (ac — bd) + (ad + be)i = 1 + 0i.

Consequentemente, as incognitas c e d devem satisfazer o seguinte sistema linear:

ac—bd = 1
be+ad = 0

Via regra de Cramer ' temos que a solucdo deste sistema, é

a
c = —
a? + b2

b
d = ——
a?+ b2

Note que a igualdade o 'av = 1 gera o mesmo sistema linear. Portanto, para cada

_ : . . , 4 a b .
a =a-+ b € C*, o seu elemento inverso é dado por o™ = pra R le’

conforme cComprovamos a seguir.

_1 . a b .
ao” = |a+bi a2+b2_a2—|—b2l =
a —b -b . a )
\eyve) "Nave)) e’ "\ew)) =
a? N b? (- ab N ab .
a2+ b2 a?+b? az+b a2+

<a2+b2) .\ ((—ab)+(ab)>i:1+o@':1.

a? + b? a? + b?

Analogamente, o ‘oo =14 0i = 1.

(d) Para quaisquer a = a + bi, f = ¢ + di,

aff = Ba.
De fato,

af = (ac — bd) + (ad + be)i = (ca — db) + (da + ¢b)i = Ba.

'Para nocdes sobre sistema linear e regra de Cramer sugerimos consultar [6], paginas 29 e 77,

respectivamente.
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Portanto, (C*,-), o Grupo Multiplicativo dos Complexos nao nulos é um grupo
abeliano.

Exemplo 2.12. Grupo das Matrizes.

Seja (G, *) um grupo qualquer.

Defina M, (G) como sendo o conjunto das matrizes de ordem m X n com coefi-
cientes em (. Neste conjunto considere a seguinte operacao:

Para quaisquer

aip -0 Qip by - b
A= 0 |B=[ i | € Muxl(G),
A1 Qon b1 - bin
ap *byy o i, xbip
AAB =
A1 * b1 - Qo * by

O par (Myxn(G),A) é um grupo. De fato:

aiy - Qin bii - b Ci1 - Cin
(a) AA(BAC) := U A S A
am1 Amn bml e bmn Cm1 - Cmn
aiy - Aip by xcin o by *cip
YA -
am1 - Amn bml *Cm1 bmn * Cmn
Ay * (bn * 011) s A1p * (bln * Cln)
Am1 * (bml *Cm1 Ay, * (bmn * cmn)
(an * bn) *C11o o (Chn * bln) * Cin
(aml * bml) *Cm1 (amn * bmn) * Cmn
ayp xbyy o ap, kb, Ci1 - Cip
A
A1 * bml tt Ay, * bmn Cm1 = °° Cmn
aixz - Aip biy - bin C11 -+ Cin
Al Al s 1 | =[AAB]AC.

m1 *°° QAmn bml T bmn Cm1i *** Cmn
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Portanto, A é associativa.

eG “ .. eG
(b) Sendo eg é o elemento neutro de G, entao e := Dot ¢ o elemento
eG DRI eG
neutro para M,,.,(G), de fato:
all .. aln eG PR eG
ANe= Do : A
am]_ .. amn eG ) eG
app *x€g -+ Qip * €@ aip -+ Qi
p— p— pu— A.
am1 ¥ €g  *° Qmp * €GQ m1 = Qmn
Analogamente, e A A = A.
Logo, AAe=A=eA A
Portanto, e é o elemento neutro de (M,xpn, D).
air 0 Qg ain v Qg
(c) Paracada A = oo em M5, (G), defina A =
Qm1 = Qmn a/ml T dmn
onde a;; ¢ o elemento oposto de a;; em G.
Desta forma,
aiy o Qg aiy 0 Qg
ANA=| + -+ Al 0t =
Am1 Amn Am1 C_Lmn
a1 * a1 00 Qi ¥ A1y eg " eq
Am1 * C_Lml st G ¥ C_Lmn €c - €@

Analogamente, A A A = e.

Logo,

ANA=e=AN A

Portanto A ¢ o elemento oposto de A em M,,,,(G).



Grupo

Portanto, segue dos itens (i), (i) e (i) que (Mpyxn(G), ) é um grupo.
Observamos ainda que se (G, %) € um grupo abeliano, entao (M,,x,(G), A) também

o €, pois para quaisquer:

ayp - Qin bii -0 bip
A= C T , B = I € Myun(G),
Am1 - Amn bml e bmn
a1p - Qi bii -+ b
AN B= A =
Ampmy1  * " Amn bml e bmn
ajp kb oo ain x by bii*a - bipxan,
A1 * bml T Ay, * bmn bml *Am1 vt bmn * Qppp
bii -0 bip @11 - QAip
JAN : : = BAA.
bml Tt bmn A1 c v Amn

Como aplicacdo deste exemplo, podemos considerar os grupos aditivos (Z,+),
(Q,+), (R,+), (C,+). Nestes casos, temos os grupos aditivos das matrizes com coefi-
cientes em Z, Q, R e C respectivamente.

Exemplo 2.13. Grupo Multiplicativo das Matrizes Invertiveis com Coeficientes Reais.

Seja GL(n) = {A € M,(R) | det(A) # 0}, com M,(R) o conjunto das matrizes
de ordem n sobre R. Considere A = (a;;), B = (bj;) matrizes quaisquer em GL(n).

Definimos o produto de A por B, AB, como sendo a matriz C' = (¢ ), tal que

n

Cil. = Zaijbjk,v Z,k? € {17 L ,n}.

j=1

Observe que este produto estd bem definido em GL(n) no seguinte sentido: se
A,B € GL(n), entdao AB € GL(n).

De fato, uma vez que A, B € GL(n) segue que detA # 0 e detB # 0.

Agora, pela propriedade de determinante, sabemos que

det AB = detA detB (I)

Como detA # 0 e det B # 0 segue que detA detB # 0. Consequentemente, por (/),
segue que det AB # 0.

Afirmacao: (GL(n),-) é um grupo.

Com efeito,
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(a) V A= (ay), B = (bj),C = (cu) € GL(n), temos que

n

A(BC) = Z aij(z bjkckl) = Z aij (bjlcu + ijCQZ 4+ ...+ bjncnl) =
k=1

j=1 j=1

an(birci+biaco +. . .+ bincn) +aa(barcr +basco +. . .4 bancnr) + . . .4 Gin(bnicu +
bn202l + ...+ bnncnl> =

(abi)cu+(anbia)ea+. . .4 (anbin)cn+ (aobar ) e+ (ainbas ) co 4. . .+ (aiobon )+
cee Tt (ainbnl)cll + (ainb’rﬂ)ch +...+ (ainbnn)cnl =

[(&ilbll)cu + (%2521)611 + ...+ (ambnl)cll] +...+ [(ailbll)cnl + (@igba1)Cni + ... +

(ainbnl)cnl] =

(aﬂbn + aigbm + ...+ ambnl)cu + ...+ ((Iﬂbn + CLinzl + ...+ Cbmbnl)Cnl =

n

> (ainbir + aisboy + ... + inbyi)cr =
k=1

Z(Z aijbjr)cr = (AB)C.

k=1 j=1

Portanto, A(BC') = (AB)C, isto é, vale a propriedade associativa para (GL(n), -).

Para qualquer A = (a;;) € GL(n), a matriz I,, = (d;;), cujas entradas sdo dadas

por 0, = 1,se j =k, e §;, = 0, se k # j, é o elemento identidade de GL(n).

Pois, primeiro observe que I,, € GL(n), ja que det I,, =1 # 0.

Ainda, AIn = (Q‘k); onde Cik. = Z azjéjk = ai151k+. . —i—azk5kk+ . .+am(5nk = Q-
j=1

Logo, Al, = (ay) = A.

Analogamente, I,A = A. Consequentemente, Al, = A = [,,A, ou seja, I, é o

elemento neutro de (GL(n),-).

Seja A = (a;;) € GL(n), qualquer. Definimos a matriz dos cofatores de A como
sendo a matriz A = (A;), onde A;; = (—1)det(A;;), com A,; a submatriz de

A obtida extraindo-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

1 -
Afirmacio: B = —— A" ¢ tal que AB = I,, = BA.

detA

Com efeito, primeiro observe que a matriz B esta bem definida ja que detA # 0.

Ainda,

_ 1 0 1 it
AB = A[(detA) Al= det A AAT
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Agora,
t
ail Q14 A1n Ay Ay AN
AAt = a;1 Ay Ain A7;1 Azz Ain =

an1 An; Ann Anl ) Anz Ann
ail Qi G1n Ay An A
ail Qi Qin Ay AVH Ay (Cij> )
Qn1 Qp; Qpn A171 Am Ann

onde ¢; = detA e c¢;; = 0, pois observe que escolhendo a ¢-ésima linha para

calcular o determinante > de A segue que:

detA = apnlp + -+ @il + - + ainlin.

Mas, ci; = anAp + -+ + @i + -+ + ainAiy,

Portanto, ¢; = detA.

Por outro lado, usando o desenvolvimento de Laplace 2,

Cij = aﬂAjl —+ aiQAjQ + ...+ amAjn = 0

Por exemplo, se n = 3 temos a seguinte situacao:

a2 Ais a1 ais aix a2
Cl2 = —an1 + a2 —ans

a3z ass 31 Aas3 a31 as2
Assim,
C12 = —CL11(CL12CL33 - a13a32) + alz(a11a33 - a13a31) - G13(011a32 - CL12CL31) =0.
Logo,

AAY = detA I,.
Consequentemente,
AB=A 1 At 1 detA I I
detA detA

é possivel mostrar que

Para detalhes sobre o algoritmo para encontrar o determinante via matriz dos cofatores vide [6]

p.64.

*Este desenvolvimento é encontrado em [6], p. 73.
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Analogamente, podemos mostrar que BA = I,,.

Note ainda que, como B é tal que AB = I, segue que

detAB = detl, # 0.

Logo, detA det B = det AB # 0 e deste modo temos det B # 0, isto é, B € GL(n).

Portanto, B ¢ o elemento inverso de A em (GL(n), ).

Por fim, pelos itens (a), (b) e (c¢), segue que (GL(n),-) é um grupo.

Observamos que este grupo nao é comutativo. Por exemplo, se n = 2 e escolhendo

A= 01 e B= 31 temos
2 3 -1 0

AB:<_1O>eBA:<2 6)
3 2 0 —1
Portanto, AB # BA.

Exemplo 2.14. Grupos de Permutagoes.

Seja F um conjunto nao vazio. Denotamos por S(F) o conjunto de todas as fungoes
f + E — FE bijetoras.

Neste conjunto definimos a operagdo composicao o, (f,g) — fog,Vf,g € S(E).

O par (S(E),o) é um Grupo denominando grupo das permutagoes sobre FE. A

seguir mostramos que (S(F), o) satisfaz as condigoes de um grupo.

(a) A propriedade associativa é satisfeita, pois, para qualquer z € FE, segue da

definicao de composicao de funcoes que
((fog)oh)(z) = (fog)(h(z)) = flg(h(x))) = f((g o h)(x)) = (f o (goh)(x).
Portanto, (fog)oh = fo(goh).

(b) Para qualquer f € S(E) a fungdo identidade i4, : E — E ¢ o elemento neutro
de (S(E), o). De fato, para qualquer = € E, segue que

(f 0tag) (@) = [liag(x)) = [(2) = iap(f(2)) = (iap © f) (),

Portanto, foig, = f =144, 0 f.

(c) Para cada f € S(FE), como f ¢ bijetora existe f~* € S(E) tal que

foft=isg=f"of

Portanto, pelos itens (a), (b) e (¢) o par (S(E),0) é um grupo.
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Em particular, se E = {1,2,--- ,n},n > 1, denotamos S(F) por S,, e o chamamos

de grupo simétrico de grau n. Através de analise combinatoéria sobre os elementos

de E podemos constatar que S, é um grupo com n! elementos.

Ainda, um elemento f € 5, é indicado por

onde i, = f(r), com r variando entre 1 e n.

Para efetuar a composicao de dois elementos f, g € 5, digamos

g=1 . = -
1 12 0 lp Juv J2 0 Jn

Procedemos da seguinte maneira: (f o g)(r) =

1 .o .. /1:7' .o .. n 1 .o .. 7"‘ .o .. n - DR /r‘ DY
Jioc g o AR T SRR T ’

pois (fog)(r) = f(g(r)) = f(ir) = ji,, para todo r € {1,...,n}.

1 2 ... Gy e i
Observe que, se f=| . . n _entdo f1 = i 22 { ‘
(ST R 1 2 -+ n

De fato:
(f o f)r)= (

1 2 ... r

1 9 ... n Z):idsn(r):<fof_l)(”f’).

Defini¢ao 2.3. Dizemos que um grupo (G,x) € finito se o conjunto G € finito. O
nidmero de elementos de G € chamado de ordem do grupo G e denotado por o(G).

Exemplo 2.15. ({1, —1},-), onde - denota a multiplica¢ao usual dos nimeros inteiros,

¢ um grupo finito de ordem 2 e sua tabela de operacoes é dada por:

1 |-1
1 1 ]-1
-1 -1 1

Tabela 2.1: Tabela G = {1, -1}
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Podemos verificar que ({1, —1},-) é um grupo através dos seguintes calculos

(a) A propriedade associativa é vélida, pois

1-(1-1)=1-1=(1-1)-1.

1-1=1=1-1.
Portanto, 1 é o elemento identidade.

(c) Parale G,3 1€G | 1-1=1.
Para —1€ G,3 —1€G | (=1)-(—1) = 1. Portanto, todo elemento de G tem

1Inverso.

Logo ({1,—1},) é um grupo. E ainda satisfaz,
=D)- (=) =1=(=1-(=1).
1-(=1)=—1=(-1)-1.

1-1=1=1-1.

(—1)-1=-1=1-(-1).

Portanto, ({—1,1},-) é um grupo comutativo.

Exemplo 2.16. Como exemplo de grupo finito com aplicacao geométrica temos o

Grupo Diedral.

Seja P, um poligono regular com n-lados, qualquer. Consideramos no plano do
poligono um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas de maneira que sua origem
seja o centro de P, e o eixo-r contenha um de seus vértices o qual indicamos pelo
simbolo 1. Os vértices consecutivos serao indicados por 2,3,...,n, respectivamente,

no sentido anti-horario, como na figura a seguir:
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Figura 2.1: Poligono Inscrito

Considere D,, o conjunto formado pelos movimentos rigidos em um poligono regular
de n lados e o a operagdo composi¢ao de movimentos. O par (D,,o) é um grupo de

ordem 2n dado por,

D, = {e,r,7? ... ,r" s rs,r?s, .., " s},
onde a operacgao r o s é abreviada por rs e, os movimentos r,s € D,, sao tais que r é
- T . , - . )
uma rotagdo de — em torno da origem (apos n rotacoes com este angulo o poligono
n
volta a sua posigao inicial) e s é uma reflexao em torno do eixo-z.

Ainda, D,, é gerado pelo conjunto X = {r,s € D,, : 7" = e,8> = ¢,srs =1 '}, ou

seja,
{e,r,r?, . .., 0" s, rs, s, .. ,r" sy =({r,s€ D, 1" =e,5* =e,sr5s =11}
Para o caso n = 3, temos que D3 = {e,r, 7% s,rs,r?s} é o conjunto de movi-

. ‘A o1, ~ us
mentos rigidos em um tridngulo equilatero, com r uma rotacao de — em torno da
origem e s uma reflexdo em torno do eixo-z, entdo o par (Ds,0) é um grupo. De

fato: primeiramente, da associatividade da operacao composicao segue que vale a pro-

riedade associativa para (Ds, o), em particular, para a rotacio temos que: r'r’ = r4
p p 3 5 p , P q 5

consequentemente, ri(rrt) = rt(rutv) = prHut) — pltwte — pttue e

elemento identidade, e, desta operacao ¢ o movimento que deixa o poligono na sua

3

posicdo inicial, consequentemente e é tal que > = e e s = e. O elemento inverso de r,

r~! ¢ o movimento 7 ja que rr? = r’r = 1> = e. Destas propriedades mencionadas

segue a tabela de operacoes entre os elementos de Ds:



o € r 7"2 S rs 7"23
€ € r 7“2 S rs TZS
r r T2 € rs 7“28 S
7“2 7”2 € r 7“28 S rs
S S rs,|rs (& 7"2 T
rs rs S 7“23 r € 7“2
7'28 7“28 rs S 7’2 T €

Tabela 2.2: Tabela Dy

Veja que a partir desta tabela podemos determinar o elemento inverso de cada
elemento de Ds, a saber:

et=e, rl=r () t=r, st=s (rs)t=rs, (r’s) =1 (%)

A tabela foi determinada dos seguintes calculos:
e QQualquer elemento operado com e é ele proprio.

e Operando r com os demais elementos temos:
2

rr=r-.

rrt=r®=e¢

rrs = 12s.
2 3

s =Trs=es=Ss.

e Operando 72 com os demais elementos temos

r’r =1 =e.

7"27"28 = 7"7"7“28 = 7"7“38 = TeES =TS.

e Operando o elemento s com os demais elementos temos:
Analisemos primeiro o produto sr. Temos que srs = r~'. Aplicando s~ de ambos

os lados temos:
1 1 -1 () 1

_ - - - - 1., ()
srss P =r"lsT! S srssT  =rls = sre=r"ts = sr=1"1s = sr = rls.
Portanto,
sr =15 ().
Agora, - -
kK ok
srt = srr = r’sr = r’ris =1r’rs = ers =rs. Portanto,

sr° =7rs (% % %),
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Ainda, como srsr = e segue que

srs=r1r"" (1).

Logo,

Srs =1T".

2, (exx) O
sris ="rss=rs" =re=r.

e Operando o elemento rs com os demais elementos temos:
)
rsr = rr’s =es = s.

(k)
TSTQ = Trrs= 7'25.

rss=rs’=re=r.

ORI
rsrs =rr = €.

(k)
TSTQS = Trrss = 7’282 = 7"26 = TQ.

e Operando o elemento 7°s com os demais elementos temos:
()
r?sr = r’ris =rs.
€X))
r2sr? =" r’rs = es = s.

7'288 = 7”282 = 7'26 = 7“2.

risrs =rirt =re =r.

(%)
T2ST2S = TQTSS = 682 = €.

Portanto, para o par (D3, o) valem as propriedades: associativa, elemento identidade
e elemento inverso, ou seja, (D3, 0) é um grupo.

Note que D3 = {e,r, 7%, s,1rs,7°s} pois, qualquer outra combina¢do de movimento
nos leva a um destes elementos novamente, por exemplo: se k > 3, temos entao que
k=3q¢+p,0<p<3eassim, r¥ = 7P = (p3)9pP = ¢P,

Sobretudo, veja que todos os calculos feitos na construcao da tabela foram derivados
essencialmente das propriedades: * = e, s* =-e, srs =r!; desta forma podemos
concluir que Dj é gerado por seu subconjunto {r,s € D3 : r* =¢,s*> = e, srs =1 '}.

Por fim temos, de acordo com a tabela, os seguintes conjuntos gerados por cada
elemento:

(e) = {e}.

(ry = {r,r? e}.
(s) = {s,e}.

(rs) = {rs,e}.
(

r?s) = {r’s,e}.

Assim, o grupo D3 nao é ciclico, pois nenhum dos elementos de D3 gera Dj .



Grupo

30

De modo indutivo, segue que
{e,r,r? ..., 7" srs,...,r" s} =D, = ({r,s: 1" =e,5* =e,sr5s =1 }).

Para isto basta observarmos que os elementos do Grupo Diedral D, podem ser
obtidos da mesma forma como usada para Ds, levando em consideragao que r" = e,

s* =e, srs =1r""' =717l Veja que cada elemento do grupo tem a forma r* ou r%s

onde 0 < a < n — 1 uma vez que %% = r* ¢ r“(rbs) =P

s, com k = a+, b, e ainda,
(r*s)r® = r's e (r*s)(r’s) = r!, com | = a +, (n —b), onde +, é a notagdo para a soma

modulo * n .

Exemplo 2.17. Grupo das Simetrias do Quadrado Q.

Seja Q um quadrado pertencente a um plano R? com centro na origem e lados

paralelos aos eixos OX e OY. O quadrado () retorna a sua posicao inicial a partir dos

seguintes movimentos rigidos:

e Ry: Ro(z,9y) := (x,9),V (z,y) € R®. Funcdo identidade.

0 —1
o Ri: Ry(z,y) = ( Lo ) ( ;j > = (—y,z). Rotagao no sentido anti-horario

de 5 graus radianos em torno da origem.

0 -1 Y
horario de 7 graus radianos em torno da origem.

—1
o Ry Ry(z,y) := ( . ) (m) = (—z,—y). Rotacdo no sentido anti-

0 1
e R3: R3(x,y) = ( 10 ) ( ;7 ) = (y, —x).Rotagao no sentido anti-horario de

T . :

5 graus radianos em torno da origem.
e X: X(z,y) := (x,—y). Simetria em relagao ao eixo OX.
e Y: Y(x,y) = (—x,y). Simetria em relacao ao eixo OY".

e Di: Di(z,y) := (y, ), Simetria em relacao a reta D; que contém a bissetriz do

primeiro quadrante.

e Dy Do(x,y) := (—y, —x). Simetria em relacdo a reta Dy que contém a bissetriz

do segundo quadrante.

Assim obtemos o grupo (G,o), onde G = {Ry, Ry, R, R3, X, Y, D1, D3} e “0” a
composicao de quaisquer dois elementos de G que resultard em um elemento de GG como

vemos:

*Seja n > 1 um inteiro e indiquemos por Z, = {0,1,2,...,n — 1} o sistema completo de restos
minimos positivos, médulo n. Se z,y € Z,, entendemos por soma médulo n de x com y, +, o resto

da divisao euclidiana de = + y por n.
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(i) A operagao de qualquer elemento com a identidade Ry resultard no proprio ele-

mento.

(ii) Operando R; com os demais elementos:
o RioRy(z,y) = Ri(—y,z) = (-, —y) = Ra(z,y);
o Ry o Ry(z,y) = Ri(—x,—y) = (v, —) = Rs(z,y);
o Iy o Ry(x,y) = Ri(y, —x) = (z,y) = Ro(,y);
o RioX(z,y) = Ri(z,—y) = (y,2) = Di(z,y);
o RioY(z,y) = Ri(—2,y) = (—y,—x) = Da(z,y);
e RyoDi(z,y) = Ri(y,z) = (—z,y) = Y(z,y);
o Ry o Dy(z,y) = Ri(—y, —2) = (v, ~y) = X(,y);

(iii) Procedendo com os demais célculos obtemos a tabela 2.5.

o |Ry| Ry | Ry | Ry | X | Y | Dy | Dy
Ro| Ry | Ri| Ry | Rs | X | Y | Dy | Dy
RillRi | Ry | Ry | Ry | Dy | Dy | Y | X
Ro| Ry | Ry |Ro | Ry | Y | X | Dy| Dy
Ry|Ry | Ry | Ry |Re | Dy | Dy | X | Y
X | X|Dy| Y |D |R|Ry| Ry | Ry
Y | Y | D | X |Dy| Ry| Ry | Ry | Rs
Di|Di| X | Dy| Y | R |Rs| Ryl Ry
Do| Dy | Y | Dy | X | Ry | Ry | Ry | Ry

Tabela 2.3: Tabela @)

Como os elementos de G sdo permutacdes no plano R? temos que a operacio com-
posicao “o” é associativa. Pela tabela podemos verificar que Ry é o elemento neutro
e que todo elemento de G possui elemento inverso, a saber: Ry é o elemento inverso
de Ry, R3 é o elemento inverso de R, Ry é o elemento inverso de Ry, X é o elemento
inverso de X, Y é o elemento inverso de Y, D; é o elemento inverso de Dy e Dy é o

elemento inverso de Ds.

Observacao 2.2. De forma anéloga podemos fazer as seguintes consideragoes sobre

um retangulo.

1. x e y sao eixos de reflexao.
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2. Para as diagonais a simetria se da através da meia volta em torno da origem.
3. on(x,y) = (x,—y), reflexdo horizontal.

4. o,(z,y) = (—x,y), reflexdo vertical.

5. 0o(z,y) = (—z, —y), antipoda.

6. ia(z,y) = (2,9).

Estas quatro isometrias constituem o Grupo (Vj,0), onde Vy = {0y, 04,00, 04}

Através deste obtemos a seguinte tabela:

Tabela 2.4: Tabela V,

Observe pela tabela que o par (Vj, o) tem a estrutura de grupo abeliano.

2.2 Subgrupo

Definicao 2.4. Seja (G, x) um grupo. Dizemos que um subconjunto nao vazio H C G

€ um subgrupo de G se, e somente se,

(i) V a,be H=axbe H;

(i) (H,x*) tem estrutura de grupo.

Teorema 2.1. Para que um subconjunto nao vazio H C G seja subgrupo de um grupo

(G, %), € necessdrio e suficiente que

V a,be H=axbe H,

onde b € o elemento inverso de b.

Demonstracao.
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(=) Por hipotese, temos que H é um subgrupo de G, isto é, para quaisquer a,b € H
temos que a x b € H, e também que (H,*) tem estrutura de grupo.
Queremos mostrar que para quaisquer a,b € H, temos que a xb € H.
Primeiramente, mostramos que ey = eg, onde ey é o elemento identidade de H
e eg ¢ o elemento identidade de G. De fato, como ey ¢é o elemento identidade de H

temos que ey * eg = ey, por outro lado, como ey € H C G, segue que ey *x eq = egy.

Logo,

ey ey = eég = ey *eqg.

Assim, pela lei do cancelamento em G,
€Eg = €qg.

Denotamos ey = eq :=e.
Também pela lei do cancelamento segue que, para cada a € H temos ay = a, onde
ay é o elemento inverso de a em H e a é o elemento inverso de a em G. Com efeito,

a*ag =eyg =eqg=ax*a.
Logo, ayg = a.

Consequentemente, para quaisquer a,b € H, temos que

axb=axby € H.

(<=) Temos por hipotese que para todo a,b € H,a*b € H. Entdo, e € H, ji que

e=axa€ H, VaeH.
Como e xa = a = a * e, para qualquer a € H C G, segue que e é o elemento

identidade para (H, *).
Também, para cada b € H, b € H, pois

E para cada be H C G,
bxb=e=0bxb.

. b & o elemento inverso de b em (H, *).
Em particular, dados a,b € H, como b € H, segue por hipotese que

a*b:a*lzjeH.

Finalmente, a propriedade associativa para H é valida uma vez que G' é um grupo

e HCG. O
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Observacgao 2.3. Todo grupo G admite pelo menos dois subgrupos a saber, G e {e},

chamados de subgrupos triviais de G.

Observacao 2.4. Lembramos que, para um determinado elemento b, a notacao de seu

oposto b sera b~!, para grupos multiplicativos e —b, para grupos aditivos.

Exemplo 2.18. Para o Grupo Multiplicativo dos Reais nao nulos (R*,-), tomemos
H={zeR | >0}
- 1
Sejam a,b € H. Como b > 0, entdo b=5b"" = 7 > 0 e igualmente ab™' > 0. Assim

ab™' € H e, portanto, H é subgrupo.

Exemplo 2.19. Seja agora o Grupo Aditivo dos Reais (R, +) e tomemos o subconjunto

7. dos inteiros. Entao,

Va,beZ=a+(-b)=a—-beZ.
Portanto, (Z,+) é subgrupo.

Exemplo 2.20. Seja (R",+) Grupo Aditivo de vetores de n coordenadas reais. O
subconjunto A consistindo de todos os vetores que tem 0 como a primeira coordenada
é subgrupo de R".

Sejam a = (0,22,...,2,),b = (0,y2,...,yn) € A entdo —b = (0,—ya,...,—Yn) €

assim

a—b=(0,29,...,2,) + (0, —y2, ..., —Yn) = (0,22 — Yo, ..., Ty, — yp) € A.

Exemplo 2.21. Para cada z = x+yi € C definimos como a norma de z o niimero real
positivo |z|c = /22 4+ y2. O conjunto S* = {z € C: |z|c = 1} um subgrupo de (C*,.).
De fato, temos que 1 € S' e para quaisquer z = 1 + 111, 2’ = 2o+ 120 em S', temos
ainda
22 = (129 — Y13y2) + (212 + 1122)i = |22/|2 = (2120 — y19)? + (2192 + y172)° =
(1122)% = 221299192 + (Y192)° + (2192)° + 2219210179 + (Y122)° =
(o) +y3) +yi(ay +ya) = (af +yi)(ad +ya) = 21l =1-1=1.

Portanto, zz' € S*.

Além disso, como z ! = xQ—T—yz — :1:2—311—3/2 = \272’ onde Z = 1 — y1i, e |Z|c =
C
|z|c = 1, temos
_ |2’(c 1 1
2zl I=le

Portanto, z~' € S'.
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No proximo capitulo trataremos mais profudamente propriedades da norma ||c.
A partir de agora, no intuito de simplificar a notacao, admitimos que GG é um grupo

multiplicativo.

Definicao 2.5. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao, o subgrupo de G
aH = {ax| z € H}, é chamado classe lateral & esquerda mddulo H.

Analogamente, Ha = {za| v € H}, € a classe lateral & direita modulo H.

Exemplo 2.22. Sejam o grupo G = ({1,7,—1,—i},-) e seu subgrupo H = {1, —1}.
Para encontrar as classes laterais a esquerda basta fazermos os seguintes calculos:
1-H={1-1,1-(-1)}={1,-1} =H 1=H.
(=DH ={(-1)-L,(=1) - (=)} ={-11} = H (-1) = H.
iH={i-1,i-(-1)} = {4, —i}.
(=i H ={(=i) - 1, (i) - (=1)} = {—,i} = ifd.

Portanto, as classes laterais a esquerda modulo H sao: H e {—i,i}.

No que segue exploramos propriedades de classes laterais que, embora sejam enunci-
adas usando classes laterais a esquerda, todas sao validas para classes laterais a direita

(as demonstragdes sao analogas).
Proposicao 2.2. A unido de todas as classes laterais modulo H € igual a G.

Demonstracao. Queremos mostrar que

UaH:G.

a€eG

Facamos isto.

i) (JaH C@.

aeG

Seja x € U aH, qualquer, entao x € agH, para algum ay € G. Consequente-

acCG
mente, existe h € H tal que x = agh. Mas, agh € G, logo r = apgh € G. Portanto,

UaHQG.

aeG
(i) G < | JaH.
acG
Seja ag € G, qualquer. Observe que, como G é um grupo, temos que ay = agpe,
onde e denota o elemento neutro de G. Mas e pertence a H, ja que H é subgrupo
de G. Assim,

ag = age € agH.
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Por sua vez,
agH C U aH.
aceG
Logo, ag € U aH.
a€eG
Portanto, G C U aH.
acG
Consequentemente, por (i) e (ii) segue que
G = U aH.
aceG
]

Proposicao 2.3. Seja G um grupo. Para quaisquer a,b € G

aH =bH < a 'b€ H.
Demonstra¢ao.(—>) Suponha que aH = bH. Sabemos pela proposi¢ao 2.2 que a
pertence a aH, mas aH = bH, logo a € bH. Disto segue que
a = bh, para algum h € H.

Mas,

a=bh==a'b=h"'€cH
Portanto, a™'b € H.

(<=) Suponha a'b € H, entdo existe h € H tal que a”'b = h.

Logo,
a=0bh"" eb=ah. (1)

Mostremos agora que aH = bH.

(i) aH C bH. Se y € aH, qualquer, entao

y = ahy = (bh"Yhy = b(h~'hy) € bH,

ja que h™'hy € H, pois H é subgrupo de G.
Portanto, aH C bH.
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(ii) bH C aH. Se y € bH, qualquer, entao
y = bhy, para algum hy € H.
Assim,
y = bhy = (ah)hs = a(hhs) € aH,
pois hhy € H uma vez que H é subgrupo de G.
Portanto, bH C aH.
Assim, por (i) e (i), segue que
aH = bH.
O

Proposicao 2.4. Se aH e bH sao duas classes laterais a esquerda modulo H, entao

aHNbVH =0 ouaH = bH.

Demonstracao. Suponha que aH NbH # (), logo existe x € aH NbH, ou seja

rx€aH ex € bH.

Disto segue que existem hi, hy € H tais que

Clhl =T = bhg
Mas,

ah1 = th = a_lb = h1h2_17

com hihy' € H, pois H é subgrupo de G. Isto é, a~'b € H.

Com isto, pela proposicao 2.3, segue que

aH = bH.

Portanto, por dicotomia da igualdade,

aHNbH =0 ouaH = bH.
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Observacao 2.5. Pelas proposicoes 2.2, 2.4, 2.3 segue que o conjunto das classes

laterais & esquerda modulo H forma uma particdo ® em G.

Definicao 2.6. Dizemos que um subgrupo N de um grupo G é um subgrupo normal

quando satisfaz a sequinte propriedade
xN = Nz, Vx € G,
Notacao: H < G.

Proposicao 2.5. Um subgrupo N de um grupo G ¢ normal se, e somente se,
V ne N,a€ G temos a 'na € N.

Demonstra¢ao. (—>)Supondo N < G, temos que: aN = Na,V a € G.
Agora, se n € N é qualquer, entao:

na € Na = aN = na = an’, para algum n' € N =

1 1 1

a‘na=a'tan’ = a 'na=n"€ N = a 'na € N.

(=)

(i) aN C Na.

Seja x € aN, qualquer. Entao x = an, para algum n € N. Temos por hipotese

que za~' = ana™t € N. Assim, como za~! € N, temos que za ' = n’ para
algum n’ € N e isto implica em 2 = ze = x(a”'a) = (va ')a = n'a € Na.

Portanto, x € Na.

(ii) Na C aN.

Se x € Na é qualquer, entao x = na, para algum n € N. Por hip6tese temos que
a 'z =a'na € N. Desde que a 'z € N, temos a 'z = n’ para algum n’ € N.

Logo, = aa 'z = an’ € aN.
]

Exemplo 2.23. Sejam G = {1,i,—1,—i} e H = {1,—1} como no exemplo 2.22
definimos a operacao *H * yH = xyH,V x,y € G. Entao temos a seguinte tabela
Portanto, H é um subgrupo normal de G .

®Seja F um conjunto nao vazio. Diz-se que uma colecio F de subconjuntos nio vazios de F é uma,
particao de FE se, e somente se:

(a) Dois membros quaisquer de F ou sdo iguais ou sdo disjuntos.

(b) A unido dos membros de F ¢é igual a E.
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x | H |1H
H | H|iH
H | iH | H

Tabela 2.5: Tabela Subgrupo Normal

Lema 2.1. Se o grupo G € abeliano, entao todo subgrupo de G é normal.

Demonstracao. Seja N um subgrupo de G, qualquer.
Para quaisquer @ € G e n € N temos por hipotese que na = an. Assim, temos
a'na=a"'(na) =a'(an) = (a 'a)n = en =n € N e, portanto, a”'na € N.

Desta maneira, a 'na € N, para todo a € G. Logo, pela proposicio anterior,

N<«G. O

2.3 Grupo Quociente

Definig¢ao 2.7. Sejam (G,-) um grupo e N < G. Definimos o grupo quociente, G/N,

como o sequinte conjunto:

G/N :={aN,a € G},

munido da operacao:
x:G/N x G/IN — G/N

(aN,bN) +— (aN) % (bN) := (ab)N.

Uma vez que G é um grupo segue que ab € G, logo (ab)N € G/N, isto &, a operagao
acima ¢ binaria e é bem definida, conforme vemos a seguir

Sejam (aN,bN), (a'N,b’'N) € G/N x G/N, tais que

(aN,bN) = (a'N,¥'N).

Temos,

(aN) * (bN) := (ab)N.

(a’N)* (U'N) := (a'V')N.
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Queremos mostrar que (ab)N = (a'b')N, o que é equivalente a (ab) *a’b' € N.

Por hipotese,

{ aN = dN { ald eN = a'd = n,m eN

BN = bWN bl eN = b = ng,ne €N
Agora,
(ab)'a't = (b 'a Ha'b = b a )V = b ing b (I7).
Como N é normal, segue que 'N = NU', consequentemente, como temos que

nib’ € Nb' = b'N, segue que existe ng € N tal que:

b’ = 'ny (I11).
Substituindo (I11) em (/1) e usando (1) segue que

(ab)'a't = b7 (nb') = b1 (U'ng) = (b )ns = nyns € N.

Portanto, (ab) 'a't’ € N.

Lema 2.2. (G/N,x) é um grupo.

Demonstracao. Ja sabemos que a operacao - estd bem definida.

Verifiquemos a associatividade e a existéncia dos elementos identidade e inverso.

(i) Se a,b,c € G, entao (aN) * [(bN) x (¢N)] = (aN) * ((bc)N) = (a(bc))N =
((ab)e)N = ((ab)N) * (¢N) = [(aN) % (bDN)] * (cN).

(ii) Assumindo e elemento identidade de G, entdo temos como elemento identidade

de G/N a classe eN, pois para qualquer a € G temos
(aN) % (eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN) * (aN).
(iii) Dado b € G, qualquer, o elemento inverso da classe bN é o elemento (b~ 'N):
(BN) % (b7'N) = (bb"")N = eN = (b"'b)N = (b"'N) * (bN).

]

Observagao 2.6. (i) Dados G um grupo e N um subgrupo normal de G, existe

uma fun¢do sobrejetora de G em G/N, a saber,
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p: G — G/N.
a +— aN

Note que de fato p é uma fungdo sobrejetora, pois cada classe K em G/N é da

forma zN para algum z € G, logo, tomando = em G, temos p(z) = K.

(ii) Veja que pela observagao 2.5 o grupo quociente G/N é uma parti¢ao para o grupo

G.

Apos esta abordagem sobre conceitos algébricos envolvendo grupos, temos no pro-
ximo capitulo os conceitos topologicos e alguns topicos sobre funcoes continuas que

servirao como prerrequisitos para o estudo de grupos topologicos.



3 Elementos de Topologia Geral

3.1 Espaco Topolégico

Neste capitulo abordamos noc¢oes basicas sobre topologia geral. Definimos espaco
topologico e topologias, bem como as topologias trivial, discreta, padrao e produto.
Através da definicdo de base (e subbase) construimos a topologia gerada para uma
base (ou subbase) em um determinado conjunto. Definimos subespaco topologico e
espaco de Hausdorff e trabalhamos propriedades referentes a estes.

Também ha uma secao abordando aplicacoes continuas com vérios exemplos e pro-
priedades. Seguem também definicdo e exemplo de espago quociente.

Detalhes sobre este assunto e demais considera¢oes podem ser encontrados em [5, 4].

Definicao 3.1. Se X ¢é um conjunto e 7 uma colecao de subconjuntos de X satis-

fazendo:

(a) 0, X € 7;
(b) Uniao arbitrdria de elementos de T pertence a T;

(c¢) Interseccao finita de elementos de T pertence a T.

Entao, o par (X, 7) é chamado espaco topoldgico e T é uma topologia para X.

Exemplo 3.1. Se X é um conjunto nao vazio e 7 = {(), X'}, entao (X, 7) é um espago
topologico, pois 7 satisfaz todas as condigoes da definicao acima. KEsta topologia é

chamada topologia indiscreta ou trivial.

Exemplo 3.2. Seja X um conjunto nao vazio e denotemos por p(X) o conjunto das
partes de X, ou seja, o conjunto formado por todos os subconjuntos de X. O par (X, 7),

onde 7 = p(X) é um espaco topologico. A topologia 7 é denominada topologia discreta.

Por exemplo, se X = {a, b, c}, entdo

T = {@, X, {a}, {b}, {C}, {a7 b}7 {CL, C}? {b7 C}},

é a topologia discreta para X. Se X = Z, entao 7 = p(Z).

42
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Figura 3.1: Topologia discreta
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Defini¢ao 3.2. Se (X,7) € um espaco topoldgico, dizemos que um subconjunto U de

X é um conjunto aberto de X, se U pertence a colecao 7.

Defini¢ao 3.3. Se (X, 7) € um espaco topoldgico, dizemos que um subconjunto F de

X € um conjunto fechado de X, se o complementar de F, CF, é um conjunto aberto

para o topologia T.

Observacao 3.1. Veja que, devido as leis de De Morgan ! e as definicdes de topologia e
de conjunto fechado, segue que intersecao arbitraria e uniao finita de conjuntos fechados

sao conjuntos fechados em X. Também, segue que (), X sdao conjuntos fechados em X.

Definigao 3.4. Sejam (X, 1) um espacgo topoldgico, x € X um elemento de X e U um
subconjunto de X. Dizemos que U é uma vizinhanc¢a de © se U é um conjunto aberto
em X ex eU.

Definicao 3.5. Uma base B para uma topologia 7 de X ¢ uma subcolecao B de T,
B C 1, onde

(a) Para todo x € X, existe B € B tal que x € B.

(b) Se x € ByN By, com By, By € B, entdo existe By € B tal que x € By C By N Bs.

'Se {A;}ics é uma familia de conjuntos (de um mesmo conjunto universo), entio:

E(ﬂ Ai) = U CAi;

i€l i€l

C(lJ4) = CA..

i€l i€l
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Os elementos de B sao chamados elementos bdsicos de X.

Exemplo 3.3. Se X é um conjunto nao vazio qualquer, entdo a colecao de todos os

subconjuntos unitarios de elementos de X, {{z},x € X}, é uma base para a topologia
discreta de X.

Lema 3.1. Se B € uma base para uma topologia T de (X, T) e 15 € a cole¢ao constituida

pelo conjunto vazio e pelos subconjuntos U de X tais que para cada x € U existe um

elemento bdsico B com B € B tal que x € B C U, entao, 75 € uma topologia para X,

a qual denominamos topologia gerada por B.

Demonstracao. Mostremos que 75 é de fato uma topologia para X.

(a)

() e X pertencem a 7. De fato:

Se U = {), o resultado segue pela definicao de 75. Para U = X, dado qualquer
x € X, temos que existe algum elemento basico B € B contendo z e contido em

X, uma vez que X € 7 e B é uma base para 7.

Se {U,}acs ¢ uma familia de subconjuntos pertencentes a 73, entdo temos que

U= U U, € 175. Com efeito, dado =z € U temos que x € U, para algum « € J.

aclJ
Uma vez que U, pertence a 73 e B é uma base para 7z, segue que existe um

elemento basico B € B tal que x € B Cc U, C U U, =U, isto é, x € Be
aed

B C U. Logo, U € 15.

n
Se Uy,U,...,U, sao subconjuntos pertencentes a 75, entao U = mUi € 75
=1

1=
Mostraremos esta implicacao apenas para o caso n = 2, ja que o resultado segue

pelo Principio da Inducao Finita.

Seja x € U = U; N Uy, qualquer. Como z pertence a intersecao, temos que
r € Uy e x € Uy. Todavia, U; e U, pertencem a 7z, consequentemente existem
By, By € B tais que x € By C Uy e x € By C U,, respectivamente. Assim, temos
que x € BiN By e BiN By C Uy NUs.

Nestas condicoes, do item (b) da defini¢ao 3.5, temos que existe By C B tal que
r € By C BiNBy C U NUy =U. Portanto, existe By € B tal que x € B3 C U,

ou seja, U € 75.

]

Observacio 3.2. E possivel mostrar que se (X, 7) é um espaco topologico e B é uma

base para a topologia 7 entao, 7 é igual a colecao de todas as unides de elementos de
B (vide Lema 13.1, pagina 80 de [5]).
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Exemplo 3.4. Dado um conjunto simplesmente ordenado ¢ possivel definir, por meio
de sua relacao de ordem, uma topologia para este. Esta topologia é denominada

topologia da ordem. A saber, se (X, <) é um conjunto simplesmente ordenado ? defi-

nimos os seguintes subconjuntos de X, chamados de intervalo aberto, intervalo semi-

aberto a direita, intervalo semi-aberto a esquerda e intervalo fechado, respectivamente:

(a,b) ={r € X | a <z < b},

la,b) ={z € X | a <z < b},

(a,b) ={x € X | a <x <b},

[a,0] ={r € X | a <x <b},
onde o simbolo < significa que a < b se, e somente se, a < b ou a = b.

Os seguintes subconjuntos formam uma base para (X, <):
(1) Todos os intervalos abertos (a,b) em X;
(2) Todos os intervalos da forma [ag, b), onde ay ¢ 0 menor elemento de X, se houver;
(3) Todos os intervalos da forma (a, by], onde by é o maior elemento de X, se houver.

De fato:

(a) Para todo x € X existe B € B tal que x € B, pois o menor elemento (se houver)
pertence a todos os conjuntos do tipo (2), o maior elemento (se houver) pertence
a todos os conjuntos do tipo (3); além disso, qualquer elemento pertence a algum
conjunto do tipo (1) ji que neste caso (z nao sendo nem o maior nem o menor

elemento) sempre existem a,b € X tais que a < x < b e entdo x € (a,b).

(b) Suponha que x € B;N By, com By, By € B. Veja que a intersecao entre quaisquer
dois subconjuntos dos tipos (1), (2) e (3) ainda é um conjunto de um destes tipos
ou o conjunto vazio. Desta maneira basta considerar o elemento basico B3 como

sendo a propria intersecao By N By para obtermos By C By N Bs.

2Um conjunto X qualquer é dito simplesmente ordenado se existe uma relacdo <, denominada
relacdo de ordem, que satisfaz:

(1) Para quaisquer z,y € X com z # y temos z < y ou y < x;
(2) Para nenhum z € X a relagdo z < z é valida;

(3) Para quaisquer z,y,z € X,se x <y ey < z entdo z < z.
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Observe que se X nao tem menor elemento, entao nao existem subconjuntos do
tipo (2) e se X ndo tem maior elemento nao existem subconjuntos do tipo (3). Em
particular, se X = R, entdo B = {(a,b),a,b € R} é uma base para a topologia da

ordem 73, para R, conhecida como topologia padrao.

A partir de agora denotamos um espago topoléogico (X, 7) apenas por X, ou seja,

a topologia esta subentendida sempre que possivel.

Definicao 3.6. Uma subbase S para uma topologia em um espaco topologico X € uma

colecao de subconjuntos de X cuja uniao € iqual a X.

Lema 3.2. A colecao 7 de todas as unioes de intersecoes finitas de elementos de uma
subbase S para um espago topoldgico (X, T) é uma topologia. FEsta topologia é denomi-

nada topologia gerada pela subbase S.

Demonstracao. Pela observagao 3.2, para mostrar que 7 é uma topologia é suficiente
mostrar que a colecao B de todas as intersecoes finitas de elementos de S é uma base
para 7. Observe que S C B.

Verifiquemos as duas condicoes para ser base.

(a) Para todo z € X, como X é a unido de elementos de S, segue que z pertence a

algum elemento de S. Mas, S C B, assim temos que = pertence a algum elemento
de B.

(b) Suponha que x € B;N By, com By, By € B. Mostremos que existe B; € B tal que
x € B3 C ByN By. De fato, de By, By € B segue que B; = S1NS;N...NS,,, com
S;eSei=1...metambém By, = Q1 NE2N...NQ,,comQ; €Sej=1...r.

Desta forma BiN By, =S5 N...NS,NEQ1N...NQ,, ou seja, By N By é uma
intersecao finita de elementos de S, logo By N By € B. Deste modo, tomando

Bs = By N By, segue o resutado.

]

Definicao 3.7. Sejam X,Y espacos topologicos. A topologia produto sobre X XY € a

topologia tendo como base a colecao B de todos os conjuntos da forma U x V', onde U

€ um subconjunto aberto de X eV um subconjunto aberto de Y .
Definicao 3.8. Dados X e Y, conjuntos quaisquer, as funcgoes

m X XY — X m o XxY — Y
(r,y) +— @ (x,y) — y

sao denominadas projecoes em X e Y, respectivamente.
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Lema 3.3. Sejam X,Y espacos topologicos. A colecao

S ={m(U) | U € aberto em X} U {m, (V) | V € aberto em Y},

€ uma subbase para a topologia produto sobre X X Y.

Demonstracao. Considere 7 a topologia produto sobre X x Y e 7’ a topologia gerada

por S. Mostremos que 7 = 7.

(i) 7 c 7. De fato, observe que cada elemento A € S ¢ tal que A = 7} (U), com
U aberto em X, ou A = m,(V), com V aberto em Y. Mas, m(U) = U x Y e
7, (V) = X x V, ambos abertos em X x Y, ou seja, cada elemento de S pertence
a topologia 7. Consequentemente, unides arbitrarias de intersecoes finitas de

elementos de S também, logo 7' C 7.

(ii) 7 € 7. Com efeito, todo elemento basico U x V para a topologia 7 se escreve

Ccomo

UxV=x(U)nm(V),

ou seja, cada elemento U x V' é intersecao finita de elementos de S. Consequente-

mente, U x V € 7’. Portanto, 7 C 7.
Por (i) e (i) segue que 7 = 7. O

Definicao 3.9. Se (X, 1) é um espago topoldgico e Y um subconjunto de X, entdo a

colecao
v ={YNnU | Uer}
é uma topologia em Y e com esta topologia, (Y, Ty) é chamado subespago de X.

Proposicao 3.1. Dado Y um subespaco de espaco topologico X, temos que um con-
gunto A € um conjunto fechado em'Y se, e somente se, este € igual a intersecao de um

conjunto fechado de X com Y.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que A =CNY, onde C' é um conjunto fechado em X.
Entao, X —C é um conjunto aberto em X e, consequentemente, (X —C)NY é aberto em
Y, pela definigao de subespago. Mas, como Y C X, (X-C)NY =Y —-(CNY) =Y —A.
Logo, Y — A é um conjunto aberto em Y e portanto A é um conjunto fechado em Y.

Como vemos na figura 3.2.
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(«<=) Suponha que A seja um conjunto fechado em Y, entdo ¥ — A é um aberto
em Y. Logo, pela definicao de abertos no subespaco Y, Y — A =UNY, para algum
subconjunto aberto U de X. Portanto, A =Y N
fechado em X. Como na figura 3.3.

7 ;

—~

X —U) com X — U um subconjunto

7

Figura 3.3: Conjuntos Y, Ae U

]

Observagao 3.3. Observamos que se Y é um subconjunto fechado em X e A é um

subconjunto fechado no subespaco Y, entao A é fechado em X.
Definicao 3.10. Se A ¢ um subconjunto de um espaco topologico X, entao

(a) A unido de todos os conjuntos abertos contidos em A é denominada interior de
A e denotada por IntA;

(b) A intersecio de todos os conjuntos fechados contendo A é chamada o fecho de A

e denotada por A.

Observaciao 3.4. Veja que da definicio acima segue que IntA C A C A e ainda, A é
aberto quando A = IntA e fechado quando A = A.

Proposicao 3.2. Se Y ¢ um subespaco de X e A € um subconjunto de Y, entao
Y =AnNY.
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Demonstracdo. Seja B o fecho de A em Y. Mostremos que B = ANY.

(i) BC AnY. Como A é fecho em X, segue pela proposi¢do 3.1 que ANY & um
subconjunto fechado em Y. Mas ANY contém A e temos por definicio de B
que este é igual a intersecao de todos os suconjuntos fechados de Y contendo A.
Consequentemente, B C ANY.

(ii) ANY C B. Sabemos que B é fechado em Y logo, pela proposicao 3.1, segue que
B = CNY para algum conjunto fechado C' em X. Entao, C'é um conjunto fechado
de X contendo A. Uma vez que A é a intersecio de todos os subconjuntos fechados
de X contendo A, segue que A C C. Consequentemente, ANY C CNY = B.

]

Proposicao 3.3. Se A é um subconjunto de um espaco topoldgico X. Entio x € A
se, e somente se, toda vizinhanca U de x (onde U € um conjunto aberto contendo x)

intercepta A.

Demonstracdo. Devemos mostrar que z € A se, e somente se, toda vizinhanca U,
intercepta A. Mas, pela contrapositiva desta bicondicional provar isto é o mesmo que
mostrar que = ¢ A se, e somente se, existe uma vizinhanca U, que ndo intercepta A.
De fato,

(=) Sex ¢ A, entdo U = X — A é uma vizinhanga de z que nao intercepta A.

(<) Se existe uma vizinhanca U de x que ndo intercepta A, entdo X — U é um
subconjunto fechado contendo A. Pela definicao do fecho A, o conjunto X — U

necessariamente contém A, portanto x ¢ A.
]

Definicao 3.11. Sejam A um subconjunto de um espaco topologico X e x € X. Dize-

mos que x € um ponto de acumulacao de A se toda vizinhanca de x intercepta A em

algum ponto diferente de x. Denotamos o conjunto formado por todos os pontos de

acumulacao de A por A’.

Observacao 3.5. Segue da proposicao 3.2 que, nas condi¢oes da definicao acima, x é

um ponto de acumulacdo de A se este pertence ao fecho do conjunto A — {z}.
Proposicao 3.4. Se A € um subconjunto de um espaco topoldgico X, entdo A = AUA'.
Demonstracdo. Mostremos que A = AU A’.

(i) AuA” c A, Se z € A toda vizinhanca de z intercepta A. Portanto, pela
proposicao 3.3 segue que x € A, consequentemente A’ C A. Portanto, AUA’ C A.



Espaco Topolégico

50

(ii) A C AUA’. Sejax € A qualquer. Mostremos que v € AUA". Se z € A segue que
v € AUA’. Suponha que z ¢ A, logo como = € A temos que dado uma vizinhanca
U de x que intercepta A, como x ¢ A este tal conjunto necessariamente intercepta

A em um ponto diferente de x, ou seja, v € A’. Portanto, x € AU A’
]

Definicao 3.12. Dizemos que um espago topologico X ¢ um espaco de Hausdorff se,

para quaisquer pontos distintos 1 e xo de X, existirem vizinhancas Uy e Uy de x1 e

xo, respectivamente, que sao disjuntas (isto é, Uy NUy =0).
Proposicao 3.5. Todo conjunto finito num espaco de Hausdorff X € fechado.

Demonstracao. Uma vez que a uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto
fechado, para mostrar que um conjunto finito, num espaco de Hausdorff, é fechado é
suficiente mostrar que cada conjunto unitario {xo} é fechado. Para tanto, mostraremos
que, num espaco de Hausdorff, o fecho de {x¢} é {x¢}. Veja que, se z é um ponto de
X diferente de xy, entao x e xy tem vizinhancas disjuntas U e V respectivamente, pois
X & um espago de Hausdorff. Como U nao intercepta {xo} o ponto z nao pertence
ao fecho do conjunto {zo}. Como resultado temos que o fecho do conjunto {zy} é o
proprio {zo}, logo este é fechado. ]

Proposicao 3.6. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) Todo conjunto simplesmente ordenado é um espago de Hausdorff na topologia da

ordem.
(ii) O produto de dois espagos de Hausdorff é um espaco de Hausdorff.
(111) Todo subespago de um espaco de Hausdorff € um espago de Hausdorff.

Demonstracao. (i) e Seja X um conjunto simplesmente ordenado e finito, digamos

X ={z,29,...,2,}, comx <...<x.

Dados quaisquer z;, z;, supondo z; < z;, 4,5 ¢ {1,n}, temos que as vizinhangas
I = (xi—1,wiz1) e I; = (xj_1,2;41) de z; e x; respectivamente, sao tais que

Para os casos, em que z; ou x; sao os extremos, basta considerar:

I = [x1,20) e I; = (zj_1,2541), quandoz; =x; € x; # Ty.

I = (zi1,2i41) e Ij=(xp1,2,), quandox; # 1 e z; = x,.
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I =[z1,22) e Ij =(xp_1,7,), quandox; =21 e z;=x,.

e Seja agora X um conjunto simplesmente ordenado e infinito (discreto ou nao).

Dados z;,z; € X, com z; < zj, se ambos nao forem nem o elemento minimo,
nem o elemento maximo de X, basta considerarmos as seguintes vizinhancas I;
e I; de z; e x;, respectivamente:

I; = (a;,c) elj=(cb;), coma;cb;eX,

onde a; < x; < c < x; <bj.

Veja que a;, b; sempre existem ja que x; e x; nao sao extremos de X. Agora,
pode ocorrer de nao existir ¢, tal que x; < ¢ < x;, neste caso basta considerar as
vizinhancas:
[i = (ai7.flﬁj) e [j = (.Z'l,b])
de z; e z; respectivamente. Se z; for o menor elemento de X e x; nao for o maior
elemento de X, entao definimos
Ii: [SL’Z',C> te:(C,bj), com bj,CGX,

onde z; < ¢ < z; < b;. Caso nao exista c tal que z; < ¢ < z; (veja que a
existéncia de b; é garantida pelo fato de z; nao ser o maior elemento de X),
consideramos:

I, = [x;,x5) e I; = (x;,b;), ondex; <xz; <.

Se x; for o maior elemento e z; nao for o menor elemento de X, entao definimos:

I; = (a;,c) e I; =(c,z;], ondea;ce X,

com a; < x; < ¢ < x;. Caso nado exista ¢ tal que z; < ¢ < z; (veja que a
existéncia de a; é garantida pelo fato de que z; nao é o menor elemento de X),

consideramos:

I = (aj,z;) el; = (z;,2;], coma; <z <z

Se x; e x; sao os elementos menor e maior de X respectivamente, consideramos

as vizinhangas:
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I; = [z;,¢) e lj =(c,z;|, ondece X,

com z; < ¢ < ;. Note que se nao existisse ¢ em X, este seria um conjunto com

apenas dois elementos.

(ii) O produto de dois espagos de Hausdorff, X e Y, é um espaco de Hausdorff. De
fato, sejam (z1,y1), (x2,92) € X x Y. Como z1,29 € X e X é um espago de
Hausdorff, temos que existem vizinhancas disjuntas U; e Uy de z1 e xo, respec-
tivamente; também como y;,y2 € Y e Y é um espago de Hausdorff, temos que

existem vizinhancas disjuntas V; e V5 de y; e ys, respectivamente.

Deste modo, segue que os conjuntos abertos U; x Vi e Uy x V5 sao vizinhancas
de (x1,y1) e (x2,y2), respectivamente, e ainda (U; x V1) N (Uy x V3) = 0.

(iii) Suponha que Y seja um subespago de um espago de Hausdorff X.

Sejam yp,42 € Y C X, quaisquer. Como y1,y» € X e X é um espago de
Hausdorff, segue que existem vizinhancas disjuntas de U; e Us,em X, de y; e yo,

respectivamente.

Desta maneira, as intersecoes V7 = Uy NY e V5, = Uy NY sao ambas conjuntos
abertos de Y contendo y; e ys, respectivamente; e mais, sao vizinhangas disjuntas,

umma vez que:

VinVo=U,NY)N(UyNY) = (U NU)NY = 0.
O

Definicao 3.13. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que a funcaod : X x X — R

¢ uma métrica sobre X se, para quaisquer x,y,z € X, as propriedades sao vdlidas:
(a) d(z,y) >0 ed(x,y) =0z =y;
(b) d(z,y) = d(y,z);
(c) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Neste caso, o par (X,d) é denominado um espago métrico. Ainda, o nimero real

nao negativo d(x,y) é chamado de distdncia entre os pontos x e y.

Definicao 3.14. Sejam (X, d) um espago métrico e € > 0. O conjunto

Bi(z,e) ={y e X / d(y,z) <e},

é chamado c-bola sequndo a métrica d.
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Lema 3.4. Em um espago métrico (X,d) o conjunto formado por todas as e-bolas
forma uma base para uma topologia T em X.

Esta topologia T € chamada topologia métrica induzida por d.

Demonstracao. Dado (X, d) um espago métrico, mostraremos que a cole¢ao

B = {By(z,¢),e > 0},
forma uma base para a topologia 7 em X. Para tanto, precisamos mostrar que:

e Para todo x € X, existe B € B tal que x € B;
e Se x € By N By, com By, By € B, entao existe Bs tal que x € By C B1 N Bs.

Observe que a primeira condicao segue do fato de que para todo € > 0 a e-bola,
Byi(z,¢), contém x e By(z,e) € B. Logo, basta tomar B = By(x,¢),V € > 0.

Agora, para provar a segunda condicao, suponha que x € B; N By, com By, By € B.

Como By, By € B, segue que:

By = By(y1,€1) € By = By(ya,€2), para alguns yi,ys € X,e1,69 > 0.

Observe que existem 47, 05 > 0 tais que
Bd(SL’,él) - Bd(y1,€1> e Bd($,52) C Bd(y2,€2),

a saber, tome 0; = &; — d(y;, x), pois, desta maneira:

S Bd<$,(5z) = d(l’,Z) < 51 =& — d(yzax)7
isto é,
d(z,z) <e; —d(y;,x) = d(yi, ) + d(z, 2) < €.

Logo, pela desigualdade triangular segue:

d(yi, z) < d(y;,x) +d(x,z) < g; = z € Ba(yi, ;).
Portanto, By(z,d;) C By(yi, €i).

Agora, se tomarmos 6 como minimo entre d; e do, segue que:

By(z,0) C By(x,61) C Ba(yr,€1) = By.

Bd(l',é) C Bd<$,(52) C Bd(y2,€2> = Bg.

Ou seja, B3 := By(x,0) é tal que x € B3 C By N Bs. O

Observacao 3.6. Do lema anterior segue, em particular, que toda e-bola é um conjunto
aberto para X.
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Exemplo 3.5. Denotamos o modulo em R por | | onde, dado = € R, 0 modulo de z,
||, é definido da seguinte maneira: se z > 0, entdo |z| = x, e se x < 0 entdo |z| = —=z.
Seja agora || || : £ — R uma fung¢ao norma no espaco E, a saber, a fungdo que cumpre,

para quaisquer x,y € E e A € R, as seguintes propriedades:
(a) ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;
(b) [[Az][ = [A[ [][];
(©) [lz +yll < =]l + lly[l-

Um espago £ munido de uma norma ¢é denominado um espaco normado.

A funcdo dp : E x E — R definida por dg(z,y) := ||z — y|| ¢ uma métrica para
E, chamada de métrica induzida pela norma || ||. Com efeito, as condi¢oes (a) e (c)
para métrica seguem de modo natural pelos itens (a) e (¢) da definicao de norma. A

condicao (b) para métrica também é satisfeita, pois, pelo item (b) acima,
®)
dp(z,y) = |lz —yll = [|(=D)(y —2)lI| = [ = 1] [ly — zl| = |ly — 2| = de(y, 2).

Exemplo 3.6. (R™, || ||), onde || || é tal que ||z|| = \/2? + ...+ 27, ¢ um espago

normado.

Exemplo 3.7. Seja C* o conjunto dos niimeros complexos nao nulos. A aplicacao,

H(ci C — R ,

z=x+yi — |zlc= Va?+y?
¢ uma norma para C*.

De fato, para qualquer z = x + yi € C*,

Zle=0& Va2 + =021+ =02=0=y.
Também, para quaisquer z =z +yi € C e A € R, temos:

|Az|c = | Az + Ayi| = \/(Ax)2 + (\y)? = \/)\2(:1:2 +9?) = [AV2? +y? = |A\||z]e-

E, finalmente, para quaisquer z; = x1 + Y14, 22 = T2 + Yot € C, temos:

|21 + 22|c < Jz1le + |22lc.
Com efeito,

|21 + 22|6 = (1 + 917) + (w2 + y20)[E = [(21 + 22) + (41 + v2)ile =

(21 +22)? + (1 + 42)° = (21 + T2 + yri + Y1) (21 + T2 — Y1i — yoi) =

(@1 +y1d) + (22 + 420)) (21 — Y1) + (22 — y2i)) =

(z1+ i) (@1 —y19) + (T2 +y20) (T2 — yoi) + (01 +y17) (T2 — Y2i) + (22 + yo1) (v1 — y17) =

(23 +yl) + (25 + ) + 7129 — T1Yoi + Y1720 + V1Yo + Doy + YoT1i — Toyri + Y1y =
(%)
‘Zl‘(%j + | 20| + 2(v122 + n1y) < ‘Zl‘% + |29|2 + 2|12 + 13| <
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2112 + |22[8 + 20(z1 + y11) (22 — yoi)|c = [21]E + |22 + 2|21 + iilcls + yoilc =

21|24+ 12212 + 2[21]|2] = (|21]c + [22]c)*.

x|z] < /2% + ¢, onde ¢ é um namero real positivo.

Na passagem (*) usamos o fato de que, se |21 + 2|2 < (Jz1|c + |22/c)? entdo |z +
ZQ|(C S |21| + |2’2|

Portanto, (C, | |c) é um espago normado e, consequentemente, um espaco topologico.

Exemplo 3.8. O par (GL(n),|| ||) € um espa¢o normado onde a norma || || é dada
por:

Illl: GL(n) — R
A=(ay) = [JAll= max ) |ayl

1<i<n
j=1

Note que as propriedades de norma sao satisfeitas: primeiramente, |[[A|| = 0 se,
n

e somente se, max E la;j| = 0. Mas esta ultima igualdade ocorre se, e somente se,
1<i<n
Sisas
la;;] = 0, ou seja, a;; = 0. Logo, ||A|| = 0 se, e somente se, A é uma matriz nula.
Agora, ||A+ Bl|| < ||A|| + ||B]| ¢ uma consequéncia da desigualdade triangular
do médulo de ntiimeros reais e de propriedades de Méaximo e Somatoéria. Enquanto

[|AA[| = |A[]|A]|, para qualquer A € R, uma vez que |\ a;;| = |A|]ai;].

Exemplo 3.9. Se (E, || ||) e (E',]| ||') sdo espagos normados entdao E x E’ também o
é, para isto basta definir a seguinte norma para F x E’:

@, )l = llellz + |ller, ¥ (2,0) € B x E.

E consequentemente, é possivel definir uma métrica para F x E', induzida por esta

normea.

Definicao 3.15. Seja (X, 7) um espago topoldgico, entao dizemos que X é metrizdvel

se existe uma métrica d em X que induz a topologia 7 em X.

Exemplo 3.10. Se X é um conjunto qualquer e 7y a topologia discreta, entao (X, )
é um espa¢o metrizavel. Basta considerarmos a métrica tal qual d(z,y) = 1 para x,y
quaisquer tais que  # y e d(z,y) = 0 para z = y. O elemento basico B(z, 1), por
exemplo, consiste somente do ponto x. Por exemplo, X = Z é um espaco topologico

metrizavel.

Lema 3.5. A topologia padrao para R € induzida pela métrica d : R x R — R definida

poT:

(z,y) — d(x,y) == |z —yl.
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Demonstracao. Primeiramente note que d de fato é uma métrica para R, com efeito:

o d(x,y) =|r—y| >0, ainda d(z,y) = |z —y| = 0 se, e somente se, z = y. Pois, se
x = y obviamente |z —y| = 0, por outro lado, se 0 = d(z,y) = |x —y| entao (z —y) =0
(sex—y>0)ou—(r—y)=0(se x—y <0), em ambos 0s casos segue que r = y.

o d(z,y) = |z —y| = [y — = = d(y, v);

o d(z,y) +dly,z) =lr—yl+ly—z[=lv—y+y—z =z -z =dz,2).

A topologia padrao é induzida por esta métrica, pois basta observar que cada ele-

mento bésico (a,b) para a topologia da ordem é também um elemento basico para a

topologia métrica induzida por d da seguinte forma:

(a.b) = B a+b b—a
9 - 2 9 2 9

pois (a,b) ={zr e R |a <z <b}e

B:{$€R|d(x,a;—b><b;a}:{x€R|

(a—i—b)‘ _ b—a}:

T 2
—(b—a) (a+b) b—a)l
{xE]R| 5 <z 5 <3 =
—(b—a) a+bd b—a a-+b
R =
{xe \ 5 Tty <T< ot
—b b b— b
{:L'ER| —|—a2—|—a+ <$<%}:{xeﬂ%|a<x<b}.

> (0 uma vez que a ¢ menor que b e, reciprocamente, cada

Observe que
elemento basico para a topologia métrica induzida por d, B(x,¢), é um elemento bésico

para a topologia da ordem. Uma vez que

Bx,e)={yeR[|ly—z[<e}={yeR|-e<y-w<ec}=
{yeR|lz—e<y<az+el=(x—c,x+¢).
[

Definicao 3.16. Um subconjunto A de um espaco métrico M é um conjunto aberto

quando todo ponto de A é centro de uma bola aberta inteiramente contida em A.
Proposicao 3.7. Uma bola aberta B(a;r) em um espago métrico € um conjunto aberto.

Demonstrac¢ao. Para mostrarmos que B(a;r) é um conjunto aberto, basta mostrarmos
que contém uma bola centrada em x.

Se x € B(a;r) entdo d(a,x) < r. Assim, sendo s = r — d(a,x) um nimero positivo,
teremos B(z,s) C B(a;r).

De fato, seja y € B(z;s) entao d(z,y) < s. Queremos d(a,y) < r, mas isto ocorre,

pois
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d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,z)+s=r.

E, portanto, y € B(a;r). ]

3.2 Aplicacoes Continuas
Definicao 3.17. Sejam X,Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcao.

(a) Dizemos que f é continua em um ponto x € X quando para cada aberto V de 'Y
contendo f(x) existe aberto U de X contendo x tal que f(U) C V.

(b) Dizemos que f é continua se para todo aberto V deY o conjunto f7(V) é um

subcongunto aberto de X.

(c) Dizemos que f é aberta se para todo aberto U de X o conjunto f(U) é um

subconjunto aberto de Y.

Definicao 3.18. Sejam X, Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma bijecao. Dizemos

que f é um homeomorfismo quando f e sua inversa f~' sdo funcdes continuas.

Exemplo 3.11. A funcdo F : R — R dada por F(x) = kz,k € R*, é um homeo-
morfismo. De fato, para qualquer y € R a funcio F~'(y) = k~'y é a funcdo inversa
de f, pois Fo F'(y) = F(F'(y)) = F(k'y) = kk™'y = y e ainda F"' o F(z) =
FYF(z)) = F'(kx) = k" 'kz = x. Como F possui inversa segue que F é uma
bijecdo. Ainda, F' e F~! sdo continuas, pelo exemplo 3.14. Logo, como F ¢ bijecao tal

que F' e F~! sdo continuas, segue que F' é um homeomorfismo.

Exemplo 3.12. A aplicacdo f : [0,27) — S', definida por f(t) = (cost,sent), é uma
bijecio continua, mas ndo é um homeomorfismo. Sua inversa f~' : S' — [0,27) &
descontinua. Mais precisamente, f~* ¢ descontinua no ponto a = (1,0) = f(0) € S*.
Com efeito, todo aberto em [0,27) contendo 0 é da forma [0,b), com b € (0,27) e
temos que (f1)7([0,b)) ndo & um conjunto aberto em S*. Pois, todos os subconjuntos
abertos B de S' sdo tais que f7(B) é da forma (c,27), com ¢ € (0,27), isto & ¢ # 0.

Proposicao 3.8. A seguir apresentamos propriedades importantes envolvendo con-
tinuidade entre espagos topoldgicos.

Sejam X, Y e Z espacos topoldgicos. Sao vdlidas as afirmacoes:

(I) Funcao inclusao e constante sao continuas. Ou seja,

(i) Se A € um subespaco de X, entdo a func¢ao inclusao,



Aplicagoes Continuas

58

j:A—>X

a— a,
é continua. Em particular, a fungao identidade iq : X — X, ig(a) = a, €
continua.

(i) Se f: X =Y tal que f(x) = yo, para todo x em X, entdo a funcio f é

continua.

(IT) Composicao de fungoes continuas € uma func¢ao continua. A saber,

Se f: X =Y eqg:Y — Z sdo continuas entdo go f é continua.

(III) Se f : X —Y € uma funcao continua e A é um subespago de X, entao a restrigao

fla: A=Y éuma fungio continua.

Demonstracao. (1) (i) Seja V um subconjunto aberto de X, devemos mostrar

(1)

(I11)

que j7(U) é um subconjunto aberto em A. Observe que, pela definicio da funcio
j, jU) = UnN A e este conjunto, pela topologia do subespaco de A, é um

conjunto aberto em A.

(ii) Seja V um subconjunto aberto de Y. Queremos mostrar que f~(V) ¢ um
subconjunto aberto de X. Para isto, observe que se yp € V, entao f%(V) =X
e, portanto, um conjunto aberto em X; caso contrario, isto é, se yo ¢ V, entao
(V) = 0 que também é um conjunto aberto em X. Portanto (V) um conjunto

aberto em X.

Seja W um subconjunto aberto de Z. Queremos mostrar que (go f) (W) é um

conjunto aberto em X.

Primeiramente, observe que, como ¢g ¢ uma funcao continua e W é um sub-
conjunto aberto de Z, temos que g%(W) ¢ um suconjunto aberto em Y. Por
outro lado, como f também é uma funcio continua e ¢ (W) ¢ um subcon-
junto aberto em Y, segue que f7(g7(W)) é um subconjunto aberto de X. Mas,
g (W) = (go f)7 (W), consequentemente (g o f)™(W) é um conjunto aberto
em X.

Este resultado segue do item anterior. Basta observar que a restricao de f para
o subespaco A, f|4, nada mais é do que a composi¢ao da fungao f com a fungao
inclusdo j de Aem X, ouseja, f|4 = foj com ambas fun¢des continuas. Portanto,
a fungdo f|a € continua.

m
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Proposicdo 3.9. Se [ : A — X3 x Xy € tal que f(a) = (fi(a), f2(a)), sendo que

fi: A X;, i =1,2, entao, f € continua se, e somente se, as fungoes coordenadas f,

e fo sao continuas.

Demonstracao. Primeiramente consideramos as seguintes composicgoes:

(=)

AL xxy ™ox
— (fila), fala)) —  fi(a)

AL xxy = v
— (fila), fo(@) — fala)
onde 7 é a projecao natural de X x Y em X e my é a projecao natural de X xY

em Y.

Temos, por hipotese, que f é continua e observe que podemos escrever as funcoes

coordenadas como as seguintes composicoes:

fi=mofefy=molf.

Observe ainda que m; e 7y, projecoes de X x Y, sao funcoes continuas. De fato,
se U & um subconjunto aberto de X, entdo m;(U) = U x Y & um subconjunto
aberto de X x Y. Analogamente, se V' é um subconjunto aberto de Y temos
75 (V) = X x V como subconjunto aberto de X x Y. Portanto, segue do item I7

da proposicao 3.8, que f; e fo sao fungoes continuas.

Considere um elemento basico U x V em X x Y, com U um subconjunto aberto

de X e V um subconjunto aberto de Y. Veja que,
U V)= f(U)Nf(V)é um subconjunto aberto de A, (%)

pois

a€ fAUXxV)e fla)eUxV & fila) €Ue fola) €V < ac f(U),

a€ f(V)eac f/U)NL V)

Por outro lado, como U é um subconjunto aberto de X e f; é uma funcao con-

tinua, segue que ff(U) é um subconjunto aberto de A e também, como V é um
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subconjunto aberto de Y e f, é uma funcao continua, segue que f,'(U) é um
subconjunto aberto em A. Logo, f(U x V) = f(U) N f;'(V) é um subconjunto

aberto em A e, consequentemente, f é uma funcao continua.

]

Corolario 3.1. Se f : A — X1 x Xox...xX,, €tal que f(a) = (fi(a), fa(a),..., fa(a)),
onde f; : A = X;,i = 1,...,n, entdo, [ € continua se, e somente se, as func¢oes

coordenadas fi, fa, ..., fn sGo continuas.

Demonstracao. Segue da proposicao anterior utilizando o Principio de Inducao Finita.
m

Observacao 3.7. Veja que para espacos topologicos metrizaveis X e Y, via métricas d
e d’ respectivamente, podemos escrever a definicao de continuidade da seguinte maneira:
Sejam X e Y espagos topoldgicos metrizaveis e f : X — Y uma funcao. Dizemos que
f & continua em xy € X, quando para toda e-bola, ¢ > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal
que f(Ba(xo,0)) C By(f(xg),€). Em outras palavras, f é continua em 2y € X quando
para todo € > 0 existe 0 > 0 tais que

d(y, o) < 6= d(f(y), f(x0)) <e.

Em particular, para (R, | |) temos que uma func¢ao f : R — R é continua em z5 € R

se, e somente se,

Ve>0,36>0]||y—aol <d=|f(y) — fzo)] <e.

E para (R",]|| ||) uma funcdo f : R" — R é continua em xy € R" se, e somente se

Ve>0,306>0]ly—=xol| <d=|f(y) — f(zo)] <e.

Lema 3.6. Sejam M, N espacos topologicos metrizaveis. Se M € discreto, ou seja,

todo ponto a € M € ponto isolado, entao, a funcao f: M — N € continua no ponto a.

Demonstra¢ao. Aquiusamos a versao de continuidade para espacos topologicos metriza-
veis, conforme observacao 3.7. Mostremos que f é continua: dado € > 0, basta tomar
d > 0 tal que B(a,d) = {a}. Desta maneira,

d(z,a) <d=rx=a=d(f(z), f(a)) =0<e.
[

Proposicao 3.10. Seja f : M — N uma funcao entre espacos topoldgicos metrizdveis
M e N.
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(i) Se existir uma constante ¢ > 0 tal que, dy(f(z), f(y)) < cdu(z,y), Vx,y € M,
entao f é continua. Uma funcao f com esta propriedade é chamada lipschitziana

e a constante ¢ € chamada de constante de Lipschitz.

(i) Se dn(f(x), f(y)) < dy(z,y),Vo,y € M, entio f é continua. Uma funcao f
com esta propriedade é denominada uma contracao fraca.

(11i) Se cada ponto a € M é centro de uma bola aberta B = B(a,r),r > 0 tal que
f | € lipschitziana, entdo f é continua. Dizemos que uma fun¢io f com esta

propriedade € localmente lipschitziana

. € . €
Demonstra¢ao. (i) Para qualquer € > 0, se tomamos § = —, a condi¢ao dy(z,y) < -
c c

implica em

dn(f(z), f(y) <cdu(z,y) <cd=c % =¢

S Ve>0,36>0dy(z,y) <d=dy(f(z), fly) <e

Portanto, f é continua.

(ii) De fato, sejam a € M e € > 0, quaisquer. Basta tomar § = ¢ para obter:

dy(x,a) <0 =dy(f(x), fla)) <dy(z,a) <e.

Observe que (i7) também pode ser vista como um caso particular de (i), con-

siderando ¢ = 1.

(iii) Seja a € M, qualquer. Por hipotese, existe > 0 tal que f |p é lipschitziana,
onde B = B(a,r), isto &, existe ¢ > 0 tal que:

dn(f(z), f(y) < cd(z,y),¥Y x,y € B.

Em particular, para z = a, temos:

dn(f(a), f(y) <cd(a,y),Yye B (*).

Agora, para qualquer € > 0 defina 6 = min {23, g} Veja que, se d(a,y) < 9,
c
entdo d(a,y) < g < r,isto é, y € B. Logo, por (%) segue que:

(%)

dy(f(a). f(y)) < cdlay) <co<e == <=

Portanto,
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Ve>0,360>0dy(z,y) <d=dn(f(z),f(y) <e.

isto é, f é continua em a, para qualquer a € M. Ou seja, f é continua. n

Observagao 3.8. Se M e N sao espacos normados com normas || ||ar e || ||, respec-
tivamente, e considerando as métricas induzidas por estas normas, entao a funcao f é

lipschitziana se, e somente se,

1f (@) = fW)llx < cllz =yl

1
Exemplo 3.13. Considere R* = R — {0}. A funcdo r : R* — R definida por r(z) = —

x
¢ continua em R — {0}.

De fato, primeiro observe que, para cada k£ > 0, r é lipschitziana no conjunto:

Xy ={zeR||z| > k}.

Pois, dados z,y de modo que |x| > k e |y| > k, e considerando R com a métrica

induzida por | | temos:

1 1‘_Iw—y|_|x—y| 1

r(z) —r(y)=|-—-| = = < clz —yl|,onde c = —.
vyl eyl fxllyl k2

Veja ainda que todo ponto a pertencente a R* também pertence a algum conjunto
®elal > 0, existe k > 0 tal que |a| > k. Note

também que, sempre existe um intervalo de centro a, digamos I, = (a — l,,a + 1,),

X}, pois como R é arquimediano

l, € RY, contido em Xj. Assim, como a func¢ao r ¢ lipschitziana em X}, segue que r
é lipschitziana em [,. Ou seja, r : R* — R é localmente lipschitziana (pois, para todo
a € R*, existe I, tal que r |7, é lipschitziana) logo, pelo item (iii) da proposi¢ao 3.10,

segue que r é continua.

Proposicao 3.11. Se (E,|| ||) € um espagco normado, entao as sequintes fungdes sao
continuas:
(i) s: ExE — E

(z,y) = s(zy)=z+y
(ii)) m: RxE — E
(Nz) = m\z):=Az

Demonstra¢ao. (i) Primeiro observe que a fungao dada por

(@ )llexer = [zl + [lylle,

3Para mais informacdes consulte as paginas 59 e 60, [7].
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é uma norma para F X E, onde || ||g é a norma de E, consequentemente E X F
é um espaco normado. Agora, veja que s : ' x ' — E & uma contracao fraca

(utilizando a métrica d induzida pela norma de E x E), isto &,

1s(z,y) = s(z", )l < [l(z, ) = (", )| pxer-

Pois,

Is(z,y) = s(a",y)le =z +y) = (&' + )|l =

(@ —2") + w=y)lle <llz —2lle+ly = ¥lle =z — 2",y = ¥)l|pxer =
(2, y) — (@' )]

Portanto, |[s(z,y) — s(2’,y)|6ll(z.y) — (2", y)|[Exp-

Logo, como s é uma contragao fraca, segue da proposicao 3.10, que s é continua.
Observemos que é possivel mostrar que, se uma fungao é continua em uma parte
limitada do seu dominio, entao esta é continua para todo o dominio. Entao para
mostrarmos que m é uma funcao continua, basta mostrarmos que m é continua
para cada parte limitada do dominio R x E. Mas para isto é suficiente mostrar
que m ¢ uma funcao lipschitziana em cada parte limitada de R x E. Facamos

isto. Suponha que (A, z) e (u, y) pertencem a uma parte limitada de R x E, logo

podemos dizer que existe a > 0 tal que

[ Al <a, | pl <ozl <aellylls <

Com isto, segue:

[Im (X, 2) = m(p, y)lle = |[Ae — pylle = [|Ae — pe + pe — pylle =
A=)z +p(z —y)lle < ||(A = pa+ pz —y)lls <

NNzlle + [z = y)lle < T A= pl llzlle + 1 pl [lz —ylle <
A—pla+alle—ylls =a(lA - pl +|lx —ylls) =

a([A = pl + |z = ylle) = a [[(A = 2 = y)llexe =

a [[(Az) = (1 y)|[rxe-

Portanto, tomando c := a, segue que

[Im(A 2) = m(p,y)l[e < e ||(A2) = (1 9) |k

Logo, m é continua pela proposicao 3.10.
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Proposigao 3.12. Sejam (M,dy) um espago métrico, (E,|| ||g) um espago vetorial

normado. Se as funcoes f,g: M — FE ea,5: M — R, 8 # 0 sao funcgoes continuas,
!

entao sao continuas as aplicagoes f+qg : M — E, af : M — E e E M — R,

definidas por:
(i)

f+g: M — E
z = (f+g)(x) = f(z)+g(x)

(ii)

(iii)

w5 R

Demonstragao. (i) Considere a funcao h definida por

h: M — ExFE
z = (f2),g(x))
Pela proposicao 3.9 esta funcao é continua, ja que f e g o sao.

Agora, pelo item (i) da proposicao 3.11, a funcao

s: FExE — E
(a,b) — a+b

¢ continua.

Observe que f 4 g = so h, ou seja,

s

f+g: M & ExE = E
v — (f(2),9(x) — f(@)+g(x) =(f+9)(x)

Como provado na proposicao 3.8 composicao de funcoes continuas é uma funcao

continua, logo temos f + ¢ uma funcao continua.
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(1)

(i)

Considere a funcao n definida por
n: M — Rx FE
z = (o), f(2)
Veja que a funcao n é continua, pela proposicao 3.9, pois a e f o sao.
Agora, pelo item (ii) da proposi¢ao 3.11, a funcao
m: RxFE — FE
Ay) = Ny
também é continua.
Note ainda que af = m on, isto é,
af . M - RxFE SN E
z — (a(@), f(2) — al2)f(z) =af(x)

Logo, a.f é uma composicao de fungoes continuas e, pela proposicao 3.8, continua.

Considere p a seguinte funcao

p: M — RxR*
z = (a(z),B(z)

Temos que a funcao p é continua, pois suas funcoes coordenadas o sao. Além

disso, pelo exemplo 3.13 a funcao r
r: R — R
r — r(r) =-—

é continua, e pelo item (i) da proposi¢do 3.8 a funcdo identidade iy : R — R,

ig(a) = a, também é continua.

Consequentemente a funcao t definida por

t: RxR* — R xR
05 o (o) = ()

também é continua, pela proposicao 3.9.

a e .
Observe que B é a composicao E =motop,ja que,

%: M 2 RxR -4 R x R M R
1 a(x) a, |-
v — (ale) B) — (am—ﬁm) o

« .~ ~ .~
Logo, B ¢ uma composicao de funcoes continuas e, portanto, pela proposicao 3.8,

continua.

]
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Exemplo 3.14. Pelo item (i) do resultado anterior, segue que a funcao F' : R — R
definida por F(x) = kz, k € R*, é uma funcao continua.

Ja que, considerando o : R — R como a fun¢io constante a(z) = kel : R —> R a
aplicacio identidade, temos F(z) = kx = a(x)I(z).

3.3 Espaco Quociente

Definicao 3.19. Sejam X e Y espacos topoldgicos e p: X — Y uma funcao sobreje-

tora. Dizemos que p € uma aplicacdo quociente se p satisfaz a sequinte propriedade:

U ¢é um subcojunto aberto deY<:>pﬂ(U) € um subconjunto aberto de X.

Observacao 3.9. Das definicoes 3.17 e 3.19 vemos que toda funcao sobrejetora, aberta
(ou fechada) e continua, entre espagos topologicos, ¢ uma aplicagdo quociente. Ressalta-
mos porém que nem toda aplicacao quociente é aberta (por exemplo, a aplicagao quo-
ciente do exercicio 3, p.145, [5]).

Definicao 3.20. Sejam X um espaco topologico, A um conjunto e p : X — A uma
funcao sobrejetora. FEntao, existe uma tunica topologia T em A sob a qual p € uma
aplicacao quociente, a saber:

T={UCA|p'(U) ¢ um subconjunto aberto de X}.

Esta topologia € denominada topologia quociente induzida por p.

Observacao 3.10. Note que, de fato, a colecao 7 da defini¢ao anterior é uma topologia:

(a) @ e A pertencem a T, pois:

com ambos abertos de X (ja que a fungao p é sobrejetora).

(b) Dada uma familia {U, }cs de abertos de A, temos que U U, pertence a 7, ja

acJ
que

pA(U Ua) = U p#<Ua)7

acJ acJ

é um aberto em X.
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(c) Dado um conjunto finito de abertos de A, {U, ..., U,}, temos que ﬂ U, pertence

i=1
a 7 ulla vez que:

¢ um conjunto aberto em X.

Definicao 3.21. Seja X um espaco topoldgico e X™* uma particao de X. Considere
também p : X — X* wma funcao sobrejetora que aplica cada elemento x € X ao
elemento de X™* que o contém. Com a topologia quociente induzida por p, dizemos que

X* € um espaco quociente de X.

Observacao 3.11. A funcao p apresentada em 3.21 estd bem definida uma vez que,
sendo X™ uma partigdo para X, existe um tnico elemento de X* que contém aquele

elemento z.

Exemplo 3.15. Seja X um quadrado dado por [0,1] x [0,1]. Definimos a particao
X" = {X1, X2, X3, Xy} de X, onde X7 = {(z,y) : 0 <z < 1lel <y < 1},
Xy = {(z,0),(z,1) : 0 < z < 1}, X3 = {(0,y),(L,y) : 0 <y < 1} e Xy =
{(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)}. Os respectivos conjuntos abertos em X sdo denotados pelas
regioes sombreadas na figura que segue. Veja que a imagem de cada um desses con-
juntos sob p é um conjunto aberto de X*, como indicado na figura. Esta descricao de

X descreve o toro via a identificacao das arestas de X pela aplicacao p.

Figura 3.4: Esquema do Toro
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Observacao 3.12. Dados X espaco topologico e ~ uma relacdo de equivaléncia *

sobre X, é possivel de se mostrar que o conjunto quociente — := {[z| : x € X}, onde
[z] == {y € X : x ~ y} é uma classe de equivaléncia, forma uma particio para X

(para mais detalhes, consulte [2], pagina 26.). E ainda, observe que a aplica¢ao natural

p: X — — definida por p(x) = [z] é uma aplica¢do sobrejetora. Portanto, podemos

munir o conjunto — com a topologia quociente induzida por p via X.
Por exemplo, a relacdo de equivaléncia sobre R\ {0} dada por: v ~ w se, e

: R {0}
somente se, existe A € R\ {0} tal que v = Aw define o espago quociente —————

chamado espago projetivo n-dimensional e denotado por P".
No contexto acima, enunciamos o seguinte resultado:

Proposicao 3.13. Sejam X e Y espacos topolégicos, f : X — Y uma funcao continua

e ~ uma relacao de equivaléncia em X. Entao existe uma func¢do continua g : — — Y
Y

satisfazendo f = gop se, e somente se, x ~ y implica f(x) = f(y).

Demonstra¢ao. Note que da existéncia de g temos que z ~ y implica [z] = [y], e

consequentemente, temos:

f(x) = g(p(z)) = g([z]) = 9([y]) = 9(p(y)) = f(y)-

Ou seja, x ~ y implica f(z) = f(y).

Por um outro lado, se x ~ y implica f(z) = f(y), a aplicagao g : X — Y dada
por g([z]) = f(z) estd bem definida. Note ainda que, da defini¢ao de ¢ seEue7 de modo
natural, que se € X entdo (g o p)(x) = g([z]) = f(x). Logo, g é tal que f = gop.
Também, g é continua, pois se A é aberto em Y entdo f7(A) ¢ aberto em X, pois

f & continua. Mas pela definicao da topologia quociente, g%(A) é aberto em — se, e

somente se, p (¢7(A)) = f7(A) é aberto em X. Portanto, g*(A) é aberto e segue a
continuidade de g.
[

A proposicao acima é particularmente util para reconhecer espacos quocientes home-

omorfos a espacos topologicos familiares, como veremos nos proximos exemplos.

Exemplo 3.16. Defina a seguinte relagao de equivaléncia sobre R: dois nimeros reais

X e y sao equivalentes quando estes diferem-se por um nimero inteiro, isto é, x ~ y

1Uma relacdo de equivaléncia é uma relacao binaria de X que cumpre as seguintes propriedades:
1. (Reflexiva) Va € X, © ~ x;
2. (Simétrica) Vz,y € X, se x ~ y, entdo y ~ x ;

3. (Transitiva) Vz,y,z € X,sex ~y ey ~ z , entdo x ~ z.
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. . . R
se, e somente se, r —y € Z. Se consideramos R com a topologia usual entao — ¢

~

homeomorfo ao circulo S* = {(z,y) € R* : 2? +y* = 1}.

Com efeito, a funcio f : R — S* definida por f(t) := (cos(2nt),sen(27t)) é sobre-
jetora. Com isto, pela proposicao 3.13 temos a existéncia de uma funcio g : — — S*
tal que f = g o p. E possivel de se demonstrar que g é uma bijecio com invrc:rsa g !

também continua. Ou seja, g & um homeomorfismo entre — e S*.

~

Exemplo 3.17. Se 0 < a < ¢, podemos definir um toro T? como o conjuntos de pontos
(z,y, 2) € R? tais que

(c—Va?+y?)? + 22 =d’.

Do ponto de vista métrico ha varios toros (variando as constantes a e ¢). Mas do
ponto de vista topologico s6 h4d um toro no seguinte sentido: todos estes toros sao
homeomorfos. Assim, sem perda de generalidade, podemos suporc=1e¢ 0 < a < 1.

Vamos visualizar o toro, T2, como um espaco quociente. Para isto, defina a seguinte

relacdo de equivaléncia em R?: dados v,w € R?, v ~ w se, e somente se, v — w € Z>.
2

O conjunto quociente — é homeomorfo a T?.

~Y

De fato, observe que a funcao f : R? — T? dada por

fu,v) = ((1 + acos(2mv)) cos(2mu), (1 + acos(2mv)) sen(2mu), asen(27wv))

é sobrejetora, entao pela proposicao 3.13 segue que existe uma aplicacao continua
2

g: — — T? tal que f = gop. Pode-se mostrar que a aplicacdo ¢ é bijetora e ainda
) . . ) R? 2
com inversa continua, ou seja, g ¢ um homeomorfismo entre — e T~.

~Y

X
Observacao 3.13. Sejam X um conjunto e H C X. Se o conjunto quociente — é

definido a partir da relacao ~ dada por: x ~ y se, e somente se, z —y € H, denotamos

X
— por I Deste forma, pelos exemplos anteriores podemos dizer que S* é homeomorfa

R 2
a 7 e T? é homeomorfo a 73 De modo geral, é possivel se demonstrar que T" C R"™!

n
é homeomorfo a —.
Zn

Encerrado este capitulo partimos finalmente para a conexao entre a élgebra e a

topologia, até entao desvinculadas.



4 Grupo Topologico

Neste capitulo finalmente ocorre a conexao dos capitulos anteriores explorando o
objeto grupo topologico, sua defini¢ao e propriedades, bem como a abordagem de todos
os conceitos anteriores permeadas neste novo contexto.

Como referéncia base para tanto utilizamos [1].

4.1 Sobre Grupo Topolégico

Defini¢ao 4.1. Um grupo topoldgico G € uma terna (G, -, 7¢), tal que:

G1. (G,+) € um Grupo;

Go. (G, 1) € um Espago Topoldgico com a Topologia 1¢;

G5. Todo subconjunto finito de pontos € fechado na topologia 1¢;
Gy. As funcgoes

g : GxG@ — G qg: G — G
(x,y) — zy r — x

sao continuas.

Observacao 4.1. A propriedade G3, isto é, todo subconjunto finito de pontos é fechado
para a topologia 7¢, ¢ conhecida como axioma 7T}, o qual é uma condicao um pouco

mais fraca do que o espaco topologico ser um espaco de Hausdorff.

Proposicao 4.1. Seja (G, -, 7) uma terna tal que (G,-) é um grupo e (G,7) € um
espago topologico satisfazendo o axioma Ty. Entao:

(G,-,7) é um grupo topoldgico se, e somente se, a funcio f de G X G em G definida

1

por (z,y) —> zy € continua.

Demonstra¢ao. (=) Se (G, -, 7) &€ Grupo Topoléogico sabemos que a fungao f esta bem
definida ja que ¥V 2,y € G : zy~ ' € G.
A continuidade da funcao f segue do fato de que as fungoes g e ¢ sao continuas,

pois por hipotese G € um grupo topologico e f =goq

70
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a=(id, q
(id, q)

GxG L @

— (z,yh) — ay”

G xd
(2,9) !

E como ja vimos composicao de fungoes continuas é uma funcao continua.
(<=) Sabemos que a funcdo f de G’ x G em G dada por f(x,y) := xy ' é continua.

Logo, sua restricao

h:f|{e}><g :{e}XG — G

(e,2) +— ex ! =a7t’

onde e elemento neutro de GG, também é continua.

Consequentemente, a composicao h o H, abaixo, também é continua
H=(e,id
¢ "9 raxae oG
y v (ey) — y

Mas esta funcao resulta exatamente na funcao ¢, isto é, ¢ é continua.

Também, a funcao g é continua, pois:

axaq "4 avqg L ¢
(r,y)  —  (zy ) — 2(yT)T =ay
e
g=foK. N

Observagao 4.2. Para testar o axioma T basta verificar se todo conjunto unitéario {a}
é fechado sob a topologia do espago interessado ja que todo conjunto finito X é reuniao
n
finita de conjuntos unitarios, isto é, se X = {ay,...,a,}, temos que X = U{ai}.
i=1

Definicao 4.2. Se A e B sao subconjuntos de G, denotemos AB o conjunto dos pontos

1

ab para a € A e b € B. Denotemos, também, A~ o conjunto de todos os pontos a™ ",

para a € A.

Proposicao 4.2. Seja (G,-,7) uma terna tal que (G,-) é um grupo e (G,7) € um
espaco topoldgico satisfazendo o axioma Ty. Entao (G,-,T) é um grupo topoldgico se,

e somente se, as duas condi¢oes a sequir sao satisfeitas:

1. Sejam x ey elementos quaisquer de G. Entao para toda vizinhanca Wy, de xy

existem vizinhagas Uy e V, de x e y, respectivamente, tais que UV, C Wy,

2. Seja a € G, qualquer. Entdo para toda vizinhanca V,—1 de a™' eziste uma vizi-
nhanga U, de a tal que U, ™" C V,-1.
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Demonstra¢ao. (=) Seja (G, -, 7) um grupo topologico. Denotamos por V,, um aberto
de um determinado espaco que contém o elemento z, ora denominado por vizinhanca

de .

1. Da continuidade de m em G X G, m(x,y) = xy, segue que para todo subconjunto
W,, de G a imagem inversa m™ (W,,) ¢ um subconjunto aberto de G' x G. Como
m~(W,,) é um aberto de G’ x G contendo (r,y) temos que existem vizinhangas

U, V, de z e y, respectivamente, tais que U, x V}, C m%(ny).

Afirmacao. U,V, C Wy,

De fato, seja z € U,V,, qualquer, entdao z = uv,u € U,,v € V. Desta forma,
(u,v) € U, x V, =m ™ (Wyy) = (u,v) € m™ (W) = m(u,v) € Wy,

Logo, z = uv = m(u,v) € Wy,

2. Segue da continuidade de r, 7(x) = 2!, que para todo subconjunto V,-1 de G a
imagem inversa r(V,-1) é um subconjunto aberto de G. Desta fato, segue que

existe uma vizinhanca de a, U, em G, tal que U, C 7"(V,-1).
Afirmacdo. U,”! C V,-1.

Com efeito, seja z € U, ™', qualquer, entdo z = v~ ', com u € U,. Logo,
ue U, Cri(Vo)=ucr (Vo) = r(u) € V.

E portanto temos que z = u "' = r(u) € V,1.

(<=) Assumindo as condi¢oes como hipoteses provemos a continuidade das fungoes

mer.

Para mostrar que a fungdo m é continua em qualquer ponto (z,y) € G x G temos
que provar que para toda vizinhanga, W,,, de m(z,y) = ry a imagem inversa m ™ (W,,)
¢ um subconjunto aberto de G x G, isto ¢, que todo z = (21,22) € m(W,,) C G x G
¢ um ponto interior de m~(W,,) . Para tanto é suficiente que exista uma vizinhanca
de z = (21, 22) inteiramente contida em m™(W,y,).

Uma vez que z = (z1,29) € m%(Ww) C G x G segue que m(z) = 2129 € Wy,
consequentemente W,, ¢ uma vizinhanca de m(z) em G. Nestas condicbes segue,
pela hipotese [item(1)], que existem U,, e V,, vizinhangas de z; e zy, respectivamente,
tais que U, V., C W,,. Agora observe que U,, x V,, ¢ um aberto de G x G tal que
U., x V., € m (Wy), j4 que para todo (a,b) € U., x V., temos m(a,b) = ab €
U.,V., C W,,. Portanto, existe uma vizinhanca de z = (21, 22) inteiramente contida

em m~ (W), a saber, U,, x V,,.

Para mostrar que a funcao r é continua em qualquer ponto a € G temos que provar

que para toda vizinhanca, W, 1, de r(a) = o' a imagem inversa r”(TW,-1) é um

subconjunto aberto de G, isto é, que todo zy € 7“4(Wa_1) C G é um ponto interior de
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r(W,-1). Para tanto é suficiente que exista uma vizinhanca de z, inteiramente contida
em 7~ (W,-1).

Uma vez que zp € 7 (W,1) C G segue que 7(z) = 2~ ' € W,-1, consequentemente
W,-1 &€ uma vizinhanga de r(z) em G. Nestas condi¢oes segue, pela hipdtese [item(2)],
que existe U,, vizinhanca de zy tal que U,,~' C W,-1. Agora observe que U, &
um aberto de G tal que U,, C r(W,-1), ja que para todo b € U, temos r(b) =
bl e UZO_1 C W,-1. Portanto, existe uma vizinhanca de z; inteiramente contida em
r(W,-1), a saber, U,,.

[

Proposicao 4.3. Seja (G, -, 7) uma terna tal que (G,-) é um grupo e (G,7) € um
espaco topoldgico satisfazendo o axioma Ty. Entao (G,-,7) é um grupo topoldgico se,
e somente se a segquinte condi¢cao € satisfeita: Sejam x e y elementos quaisquer de
G. Entdo para toda vizinhanca W de xy™' existem vizinhancas U e V de z e v,

respectivamente, tais que UV 1 C W.

Demonstra¢ao. (=) Sendo G grupo topologico, pela continuidade de f, f(z,y) =
zy !, para todo subconjunto Wyy-1 de G temos que f4(ny—1) ¢ um subconjunto
aberto de G x G.
Deste fato, segue que existem vizinhancas U, e V, tais que U, x V, C f%(nyfl).
Afirmacao. U:,;Vy_1 C Wyy1.

De fato: seja w € UJJ/;J_I, qualquer. Entdo w = zy™!, com z € U,,y € Vy. Desta

maneira, (z,y) € U, x V, C f7(W,,-1). Consequentemente, f(z,y) € W,,-1.

Portanto, w = zy ™' = f(z,y) € Wyy-1.

(«<=) Para mostrar que f é continua em qualquer ponto (z,y) € G X G temos que
provar que para toda vizinhanca, W,,-1, de f(z,y) = zry~ ! aimagem inversa f_|(W$y71)
¢ um subconjunto aberto de G x G, isto &, que todo z = (21, 22) € f (Wyy-1) CGX G
¢ um ponto interior de f~(W,,-1) . Para tanto é suficiente que exista uma vizinhanca
de z = (21, 22) inteiramente contida em f(Wy,-1).

Uma vez que z = (21,29) € f1(Wyy-1) C G x G segue que f(2) = z12," € Wy,
consequentemente W,,-1 é uma vizinhanca de f(z) em G. Nestas condigdes segue,
pela hipdtese, que existem U,, e V,, vizinhancas de z; e z,, respectivamente, tais que
U, V' C W,,-1. Agora observe que U, x V" é um aberto de G x G tal que U, XV, C

Z1 7 z9
fH(Wey-1), ja que para todo (a,b) € U,, x V" temos f(a,b) = ab™' € U,,V,," C W,,-1.
Portanto, existe uma vizinhanca de 2 = (21, 2,) inteiramente contida em f™(W,,-1), a

saber, U,, X V,,.
O

Corolario 4.1. O fato da terna (G, ., T) ser um grupo topoldgico independe da topologia

escolhida para G, desde que esta cumpra pelo menos o axioma T7.
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Demonstracao. Imediato das proposicoes 4.2 e 4.3 j4 que com estas mostramos que
uma terna (G,-,7) é um grupo topoldgico via condi¢bes especificas sobre vizinhangas

caracterizadas por topologias que cumpram o axioma 77.

m
Exemplo 4.1. Sejam ay, . . ., a, uma colecao finita de elementos de um grupo topolégico
G,a1"™,...,a, ™ = coproduto de poténcias de a, onde as poténcias podem ser positivas

ou negativas, e seja W uma vizinhanca arbitraria do elemento c. Entao, existem vizin-
hancas Uy, ..., U, dos elementos a4, ...,a, tais que U;"* ... U, C W, onde definimos
Ui igual a U; se a; = a;

Exemplo 4.2. (Z,+,7) é um grupo topolodgico, onde + é a adigdo usual e 7 é a
topologia discreta. Pela definicao 4.1 para mostrar isto temos que verificar as condigoes:

G, Go, G3 e G4. Facamos isso:
G1. Observamos no exemplo 2.5 que (Z,+) é grupo.

Go. Temos também, que (Z,7) é um espago topologico. Basta tomarmos 7 como

sendo a topologia discreta, como citado no exemplo 3.2.

G5. O axioma T} é satisfeito ja que o complementar de todo subconjunto finito de Z
ainda é um subconjunto de Z e, portanto, pela topologia discreta, um conjunto

aberto. Deste modo, todo subconjunto finito de Z é um conjunto fechado.
G,4. Veja que a fungao:

fio X7 — T
(z,y) — xz—y’

¢ continua.

Com efeito, temos que Z x Z é discreto, pois todo ponto de Z é isolado e cada
par (a,b) em Z X Z é isolado (por exemplo, B((a,b),1/4) = {(a,b)}). Ainda Z x Z é
metrizavel. Assim, pelo lema 3.6 da secao 3.2, a funcao f é continua.

Exemplo 4.3. (R,+,7) é um grupo topolégico, onde + ¢ a adicdo usual e 7 é a

topologia padrao. De fato,
G1. Observamos no exemplo 2.7 que (R, +) é um grupo.
Gs. (R, 7) é um espaco topologico, com a topologia padrao apresentada no lema 3.5.

G3. O axioma Tj é satisfeito, pois {a} C R é um conjunto fechado em R, ja que R—{a}
¢ um conjunto aberto pois este pode ser escrito como a reuniao de intervalos
abertos em R (digamos a > 0, entdo R — {a} = (—00,0) U (0,a) U (a, +o0) ).

n
Assim, se X = {aj,...,a,}, temos que X = U{ai}, logo X é um conjunto

i=1
fechado, ou seja, todo conjunto finito de pontos ¢ um conjunto fechado.
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G4. A continuidade das funcoes

g: RxR — R
(z,y) — z+y’

foi verificada na secao 3.2, através da proposicao 3.11.

Exemplo 4.4. (R*, -, 7), onde - é a multiplica¢ao usual em R e 7 é a topologia padrao,

¢ um grupo topologico.
Gi. (R*,-) &€ um grupo, como visto no exemplo 2.10.

Go. (R*,7) & um espago topolégico, com a topologia padrao conforme visto no lema
3.5.

G5. O axioma 717 é satisfeito, pelo mesmo argumento do exemplo anterior.
Gy4. As funcoes g e q

g: R*xR* — R* qg: R* — R
(x,y) > xy y >y

sao continuas
De fato, primeiramente sejam

m: RfxR* — R* . m: R*xR* — R*
(z,y) +— = (T,y) +— ¥y

~ . . . . €
Temos que a fungdo m; é continua, pois existe § = 3 > ( tal que, para qualquer

>0, ||[(z,y) — (Z,9)|] <0 implica em

NS, o £
|7r1($’y) _7.(1(:1:7y)| S H(x7y) - (xyy)H < 6: 5 < 5’

onde (x) refere-se a propriedade |a| = Va? < y/a? + ¢, sendo ¢ um ntimero real

positivo.
Logo, m; é continua e a continuidade de 7 segue de forma analoga.

Agora, observe que g = o,
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g: R"xR* — R~*
(r,y) = g(z,y) = (m - m)(r,y) = m(r,y) m(z,y) = 2y
Nestas condigbes, pelo item (ii) da proposicao 3.12, segue que g é uma fungao
continua.

Ainda, podemos escrever a funcao g como o quociente da funcao constante igual
a 1 pela funcao identidade de R*, isto é

qg: R* — R

1
y — qly) =-
Yy
onde,

Idg-: R* —s R*
y — oy

Deste modo, segue do item (iii) da proposi¢ao 3.12 que a funcao ¢ é continua.

Exemplo 4.5. (C*, -, 7), onde (C*,-) é um grupo com a opera¢ao vista no exemplo 2.11

e 7 ¢ a topologia induzida pela norma vista no exemplo 3.7, ¢ um grupo topologico.

Com efeito,

G1. Verificamos no exemplo 2.11 que (C*,-) é um grupo.

Go. (C*,7) é um espago topologico, com a topologia induzida pela norma conforme
visto no exemplo 3.7.

G3. O axioma T} é satisfeito, isto é, o subconjunto {z1, ..., 2,} C C* é fechado. Para
tanto basta observar que, pela defini¢do 3.16, o conjunto A = C* — {zy,...,2,} é
aberto ja que para todo ponto z € A, tomando r = min{|z — z|,i € {1,...,n}},
temos B(z,r) C A.

G4. A fungao

fi C'xC* — C

(z1,22) +—— z122_17

é continua. Pois

-1 (T2 — yo1) T1T2 + 1Yo Yoy — Y122\ .
2125 = (21 + Y10 = + [ ZF/———= ).
v = ) e ( 22+ ) ( 22+ )
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e sabemos, via Analise Complexa !, que a funcao f é continua se, e somente se,

as respectivas partes real e imaginaria sao funcoes reais continuas.

Como neste caso, as partes real e imaginaria de f apenas envolvem as funcoes
soma, multiplicacao, subtragao e quociente de nimeros reais, que tem continuidade

garantida pela proposicao 3.12, segue a continuidade de f.

Exemplo 4.6. A terna (GL(n),-,7), onde - é a operacao de multiplicacio de matrizes

e 7 ¢ uma topologia induzida pela norma dada no exemplo 3.8, é um grupo topolégico.

G1. Provamos no exemplo 2.13 que (GL(n),-) é um grupo.
Gs. (GL(n),7), € um espaco topolégico induzido pela norma vista no exemplo 3.8.
G3. Segue pelo fato de que GL(n) é um espago normado.

G4. Usando Anadlise de Varias Variaveis (especificamente, Teoria de Lie) é possivel

mostrar que a funcao f

f: GL(n) x GL(n) — GL(n)
(A, B) — AB7'

¢ diferenciavel e como consequéncia segue sua continuidade. Para nao perder o
foco do nosso trabalho nao abordamos diferenciabilidade porém para mais deta-
lhes veja [9].

4.2 Propriedades em um Grupo Topolbgico

Proposicao 4.4. Sejam (G,-,7) um grupo topoldgico e H subespago de G. Se H ¢é
subgrupo de G entio H e H sio grupos topoldgicos.

Demonstracao. (H,-|g,T|y) € um grupo topoldgico onde -|y é a operagao de G restrita

a H e |y é a topologia para H induzida por 7. De fato:

Esta terna claramente cumpre G e G.

Cada conjunto finito de pontos em H C G é fechado em G, pois G é grupo
topologico, desta maneira, segue que este conjunto também serd fechado em H, ja

que sua intersecao com H resulta o proprio conjunto.

Temos também as funcoes

gg: HxH — H
(z,y) = w|py =y

Vide [8].



Propriedades em um Grupo Topolégico

78

qgg: H — H

—1
r — !

continuas, pois sao restri¢oes de continuas: gy = g|lgxy € qgg = q|lu, onde g e g sdo as

funcoes continuas

g: GxG — G qg: G — G

(x,y) — zy x — b

Observe que ambos contradominios sao iguais a H, ja que H é subgrupo e conse-
quentemente gg(H x H) =¢g(H x H) C H e qu(H) =q(H) C H.

Portanto, a terna (H, |y, 7|y) é um grupo topologico.

Para mostrar que H é um grupo topologico é suficiente mostrar que H é um sub-
grupo de G. Lembremos que um elemento ¢ pertence a H se, e somente se, para toda
vizinhanca W de ¢ existir ¢y € H tal que ¢g € W, isto ¢, HNW # ().

Fagamos isto. Primeiro observe que, como H C H (veja observacao 3.4) e eg € H,
pois H & subgrupo de G, segue que e € H C H, ou seja, H contém o elemento neutro.

Agora, sejam a,b € H C G, quaisquer. Mostremos que ab™' € H, onde - é a
operacao induzida por G e b™' é o elemento oposto a b em G.

De fato, seja W uma vizinhanca do elemento ab™' € G, qualquer. Entdo, como G
¢ um grupo topologico, segue pela proposicao 4.3, que existem vizinhancas U e V dos
elementos a e b, em G, tais que UV~ C W. Mas, a,b € H, logo existem elementos
z,y € H tais que © € U e y € V, consequentemente zy ' € UV~ C W.

Por outro lado, como H é subgrupo, segue que zy ' € H. Ou seja, 2y ' € H e
zy tew.

Uma vez que W é uma vizinhanca qualquer de ab™' e WNH # 0, pois zy ™' € WNH,
segue que ab~ ' € H.

m

Exemplo 4.7. O conjunto S' é um grupo topologico via proposicido anterior, pois é

um subgrupo do grupo topolégico C*.

Definicao 4.3. Dizemos que um espago topoldgico G € um espaco homogéneo se para

todo par x,y de pontos de G, existe um homeomorfismo de G nele mesmo que leva x

em .
Lema 4.1. Se G é um grupo topoldgico e o € G, entao as funcoes fo, 90 : G — G

definidas por

fa:ozxegazxoz,

sao homeomorfismos de G.
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Demonstragio. Veja que f, e g, sdo ambas bijecdes com inversas (f,) ' (z) = a 'z e
(go) "' = za™ !, respectivamente.

A continuidade de f, e g,, bem como de suas fungoes inversas, segue da con-
tinuidade da funcao multiplicacao m. Por exemplo, f, é continua pois se escreve como
a composicao f, =M |{a}xc ©J, cOM M |(ayxa € j = (cte,iq) continuas.

¢ -5 {ayxG M0 g

Y

r —  (a,x) —  ar

e ga = M|ax{a} © k, com m|cx(a} € k = (id, cte) continuas,

¢ 5 ax{a) " @
r —  (z,) — Iz

Proposicao 4.5. Todo grupo topoldgico é um espagco homogéneo.

Demonstracao. Sejam G um grupo topologico e x,y € GG, quaisquer. Pelo lema anterior

! ¢ G ¢ um homeomorfismo, tal que f,(z) = az =

a aplicacao f, onde o = yx~
(y2™ Nz = y(a™'z) = y.
Ou seja, existe um homeomorfismo de G em G que aplica x em y.

Portanto, G é um espago homogéneo. O

Lema 4.2. Sejam U e H subconjuntos de G. Se U é um conjunto aberto de G entdo
UH também o é.

Demonstra¢ao. Observe que UH = U U{h} e U{h} & aberto em G, pois U{h} é

heH
aberto em G, uma vez que U{h} = f;"1(U), com U aberto de G e f,~1 0 homeomorfismo

que aplica cada elemento x em xh~" visto no lema 4.1 e como sabemos do item (b) da
definicao 3.17, imagem inversa de um conjunto aberto por uma fungao continua é um

conjunto aberto. O]

Lema 4.3. Sejam G um grupo topologico, H um subgrupo normal de G e B uma
base para o espaco topoldgico G. Para cada elemento U € B definimos o conjunto U™

de todas as classes laterais da forma xH, com x € U. Nestas condigoes, o conjunto

B*={U":U C B} é uma base para G/H.

Demonstra¢ao. Primeiro note que U* é um aberto em G/H na topologia quociente,
pois U* € G/H & tal que p”'(U*) = U é um aberto de G, onde p é a funcio sobrejetora
de G em G/H vista na defini¢ao 3.20.
Ainda, veja que dado qualquer elemento k de G/ H existe Uy de B* tal que k € Uj.
Com efeito, como k € G/H, temos que existe x € G tal que k = H. Mas, B é

uma base para (G, desta forma existe Uy € B tal que z € Uj.
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Consequentemente, k € UJ, pois k = vH, com x € Uj.

Portanto, B* cumpre a condi¢ao (a) da defini¢ao 3.5 de base.

Também, B* satisfaz a condigad (b) da defini¢do 3.5, ou seja, se k € Uy NU;, com
U ={z;H,x; € U;} em B* entao existe W* € B* tal que k € W* C Uy N Uj.

Observe que como k € U NU; e U é o conjunto de todas as classes laterais yH,
com y € U;, segue que existem x; € Uy e x5 € Us tais que k = x1H e k = xoH.

Afirmacao. Se a € k entao U1 H e Uy H sao conjuntos abertos em G tais que a €
UiHNUH.

De fato, primeiro veja que do lema 4.2 Uy H e Uy H sao conjuntos abertos.

Além disso, a € UyH N UyH, pois sendo a € k, k = x1H e k = x5H, segue que
a=xh€UHea=uzheUH, comh,hec H.

Além disto, sao abertos pelo lema 4.2.

Desta afirmacao e pela condigao (b) da definigao 3.5, para B segue que existe W € B
comaeW CcUHNUH.

Consequentemente W* = {zH, z € W}, é tal que

w*cUu;nuUs.
De fato, dado qualquer zH € W™, temos que z € W C UyHNUy;H. Logo, z € U H

ez € UyH, isto é, z =u1h e 2 = ush, com u; € Uy, uy € Uy, h,h € H.
Assim,

zH =uhH =uwiH,u, € Uy

zH = UQBH = UQH, Uy € UQ.

Logo, zH € Uy N Uy, ou seja, W* C Uy NU;.
0

Observacgao 4.3. Embora definimos U* em G/ H apenas quando U é um elemento de
uma base de GG, podemos estender de modo natural esta definicao para qualquer aberto

Aem G. A Saber se A é um conjunto aberto qualquer de G e B é uma base de G

tais que A = U U;,U; € B, definimos A" : U U, U € B*. Uma vez que é possivel

mostrar que (UZ» UU;)" = U UU; e unido de ConJuntos abertos ¢ ainda um conjunto

aberto podemos também definir a A* apenas como sendo o conjunto {aH,a € A}.

Proposicao 4.6. Seja G um grupo topologico e H em subgrupo de G. Considere o
espago topoldgico (G/H,T), onde T € topologia quociente

(i) O espago topologico G/H é um espago homogenéo;
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(ii) Se H é um conjunto fechado na topologia de G, entao conjuntos unitdrios sao

fechados em G/H;
(11i) A funcao quociente p: G — G/H ¢ aberta;

(iv) Se H é fechado na topologia de G e é um subgrupo normal de G, entio G/H €

um grupo topoldgico.

Demonstragao. (i) Para mostrar que G/H ¢ um espaco homogéneo devemos mostrar
que para quaisquer a,b € G/H existe um homeomorfismo de G/H em G/H que
aplica a em b. Veja que, como a e b pertencem a G/H segue que existem x,y € G

tais que a = xH e b = yH. Defina a seguinte funcao:

F.: G/H — G/H
vH +— F(2H) := f(2)H = (ax)H

onde, f, ¢ o homeomorfismo visto no lema 4.1.
Note que, como f, é um homeomorfismo, segue que F, também o é.

Primeiro observe que F, é uma bijecao pois

F: G/H — G/H
tH +— F(zH) = f;'(2)H = (o '2)H ’

«

é a funcao inversa de F,,. De fato,

(Foo F)(zH) = Fo(fo ' (2)H) = Fa((a™ ) H) =

ala '2)H = (aa YoH = oH

(FoF,)(xH) = F(Fy(zH)) = F((ax)H) = o (ax)H = zH.
Portanto, F é a inversa, Fa_l, de F,.

Ainda, a continuidade de F,, e de sua inversa seguem da continuidade de f, e de

sua inversa, COmo veremos a seguir.
Sejam k € G/H qualquer e A um subconjunto aberto de G/H contendo F,.

Como todo conjunto aberto pode ser escrito como a uniao de elementos de uma
base (conforme a observagao 4.3), podemos supor sem perda de generalidade que
A =V" para algum aberto V C G.

Queremos mostrar que existe um aberto W* de G/H contendo k e tal que

F,(W*)yc V™.
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Observe que como k € G/H temos que k = aH, para algum a € G.
Também, F, (k) €e V' ={axH,z € V C G}, logo F,(k) = TH, para algum z € V.
Assim, fo(a)H = F,(aH) = F,(k)=zH,z € V.

Desta forma, temos que

fala) € VH C G,

onde VH é um aberto de G pelo lema 4.2.

Agora, pela continuidade de f,, segue pelo item (a) da definicao 3.17, que existe
W C G aberto com a € W tal que

fa(W) C Vy.

Afirmagdo. W* é um aberto de G/H contendo k e tal que F,(W*) C V™.

De fato, pela definigdo de W* temos que este é aberto em G/H e ainda contém
k,poisk=aH eacW.

Agora, seja b € F,(W™) qualquer. Mostremos que b € V*. Como b € F,(W,)
temos que b = F,(k) para algum k € W*.

Como k € W*, segue que existe [ € W tal que k = [H, assim:

b= Fu(k) = Fu(iH) = fo()H,

com fo(l) € fo(W) C Vy.
Supondo f,(l) =vh';v €V e k' € H temos

b= fo()H =vh'H =vH,v € V.

Como f,(a)H = zH, segue que (7' f,(a)) € H, logo existe h € H, tal que

7' fo(a) = h = fo(a) =ZTh € VH.
Ou seja, b e V™.
A continuidade da inversa segue de forma analoga.

Seja F' = {x¢H } um conjunto unitario em G/H.
Afirmacdo: G/H — F é um aberto em G/H.

De fato, observe que
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(i)

(iv)

G/H — F = {aH,a € G — {x}},

mas A = G — {zo} ¢ aberto ja que {xy} é fechado em G (axioma -T}).
Portanto, G/H — F = A", com A um aberto de G. Logo, G/H — F ¢é aberto em
G/H e consequentemente F' é fechado em G/H.

Seja A um aberto qualquer de G. Mostremos que p(A) é um aberto de G/H.
Suponha B uma base para G e que A = U U, U; € B.

Em decorréncia da observacao 4.3 e da propriedade que imagem da uniao é a

uniao das imagens por uma funcao, segue que

p(A) = p(UU;) = Up(U;) = UW{p(u),u € U;} = UW{uH,u € U;} =UU;" = A™.

Como A" é um aberto de G/H, segue que p(A) é aberto.

Portanto, p é uma aplicacao aberta.

G/H é um grupo topologico.

(G1. Sabemos pelo lema 2.3 que, sendo H subgrupo normal de G, (G/H, *) é um
grupo, onde a operacao x é dada por

x: G/HxG/H — G/H
(aH,bH) +— (aH)* (bH) := (ab)H

Go. (G/H,T) & um espaco topoldgico, onde 7 é a topologia quociente induzida
pela aplicagao p do item anterior (a sobrejetividade de p segue da observacao
3.9) A saber:

r={ACG/H :p '(A) é um aberto em G}.

Note que a colecao B* apresentada no lema 4.3 é uma base para esta topolo-
gia ja que todo subconjunto aberto A de G/H, via 7, é formado por classes
laterais.

(3. Pelo item (i7) desta proposicdo, a terna (G/H, *,T) cumpre o axioma - T7.
G4. Mostremos que a funcao

f: G/HxG/H —  G/H
(aH,bH) +— f(aH,bH) = (aH)* (bH) ' =ab"'H
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é continua.

Seja V* um aberto qualquer de G/H, queremos mostrar que existe um
aberto Uy x Uy em G/H x G/H tal que f(U; x Uy) C V*.

Observe que do fato de V' ser um subconjunto aberto de GG e da aplicagao f
de G x G em G, dada por

f: GxG — G
(a,b) +— f(a,b) =ab*,

ser continua (pois G é um grupo topoldgico), segue que existe um aberto
Up x Uy de G x G, com Uy, Uy, subconjuntos abertos de G, tal que f(U; X
Uy) CV.

Afirmacio: U x Uy é um aberto de G/H x G/H, tal que f(U; x Uy) C V*.
De fato, obviamente U] e U, sao ambos abertos de G/H, consequentemente
Uy x Uy é um aberto de G/H x G/H.

Agora, dado [ € f(U; x Uy), temos que [ = f(k), para algum k € U; x Uj.
Como k € U] x U;, segue que k = (u1 H,usH ), com uy € Uy e uy € Us.

Assim,

l=f(k) = flurH,usH) = uyuy "H = f(u1,u)H,

com f(uy,uz) € f(Up xUy) C V.

Logo, denotando f(u,us) por ¢, temos

l=qH, com qevV.

Ou seja, [ € V* e, portanto f(U; x Uy) C V*.

Exemplo 4.8. Temos que Z* ¢ um subgrupo normal do grupo aditivo abeliano (R?, +)
e ainda a terna (R? +,7), onde 7 ¢ a topologia induzida pela norma euclidiana, ¢ um
RZ
grupo topologico. Pelo resultado anterior segue que 72 ¢ um grupo topologico. Por
conseguinte, segue que o toro, T2, é um grupo topolégico, ja que no exemplo 3.17 vimos
2
que T? & homeomorfo a 73
Definigao 4.4. Uma vizinhang¢a V do elemento neutro e é dita simétrica se V. =V "

Lema 4.4. Sejam G grupo topoldgico e e o elemento neutro de G. Se U é uma vizi-

nhanca de e, entao existe uma vizinhanca simetrica V de e tal que V'V C U
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Demonstracdo. Pela proposicdo 4.3, sendo U uma vizinhanca de e = ee™' sabemos
que existem vizinhancas V e W de e e e !, respectivamente tais que VW C U. Mas
e = e ', deste modo temos que V = V~!. Ainda, pelo item 2 da proposicio 4.2 e
novamente do fato que e = e~! podemos admitir W como sendo V. Portanto, existe
uma vizinhanca simétrica de e tal que V'V C U.

m

Teorema 4.1. Todo grupo topolégico é Hausdorff, ou seja, para cada x,y € G tais que

x #y, existe uma vizinhanca V de e tal que Vr e Vy sao disjuntas.

Demonstracao. Temos pelo lema 4.4 que existe uma vizinhanca V' de e tal que V-V C
U, onde U é uma vizinhanca de e.
Desta forma, Vo = {vz,v € V} e Vy = {vy,v € V} sdo vizinhangas de z e y,

respectivamente e ainda sao disjuntas ja que x # y. ]

Definicao 4.5. Sejam espaco topologico X e x € X, dizemos que X € regular se para

toda vizinhanca V de x existe uma vizinhang¢a U de = tal que U C V.

Teorema 4.2. Todo grupo topoldgico satisfaz o axioma da reqularidade, qual seja, dado
um conjunto fechado A e um ponto x que nao pertenca a A, existem conjuntos abertos

disjuntos contendo A e x, respectivamente.

Demonstragao. Sendo AN {x} = () temos que x # y, para todo y € A. Desta forma,
pelo teorema 4.1 para todo y € A existe uma vizinhanca V' de e tal que Vx e Vy sao
disjuntos. Ja sabemos também pelo lema 4.4 que, como V' é um aberto, segue que V' A
também o é.

Consequentemente, Vx e VA sao conjuntos abertos disjuntos contendo = e A, re-

spectivamente. O

Corolario 4.2. Se G € um grupo topoldgico e H um subgrupo normal de G fechado na

topologia de G, entao G/H satisfaz o azioma da regularidade.

Demonstrac¢ao. Segue do teorema 4.2, ja que nestas condi¢oes G/ H é um grupo topologico.
O



5 Conclusao

Nesta dissertacao de mestrado apresentamos as definicoes necessérias para estab-
elecer grupo topoloégico que ainda hoje serve como fio condutor em linhas de pesquisa.
Neste sentido fizemos um levantamento bibliografico simbélico para identificar mais
precisamente a atuacao deste objeto matematico ao longo do tempo.

A interligacdo do objeto algébrico grupo com as ciéncias exatas esta presente em
diversos temas, por exemplo na topologia algébrica, onde grupos sao usados para descr-
ever invariantes de espagos topologicos; dentre estes podemos destacar o grupo funda-
mental, o grupo de homologia e o grupo de cohomologia. Em Fisica, o interesse maior
estd na representacao de grupos de Lie, que podem descrever as simetrias que as leis
fisicas devem obedecer em certos sistemas. Em Quimica, grupos sao utilizados para
classificar estruturas cristalinas e as simetrias das moléculas. Sendo que em ambas os
grupos estao intimamente relacionados com a teoria de representacao.

Historicamente, segundo Ioan Mackenzie James em History of topology, o primeiro
matematico a descrever precisamente os fundamentos da teoria moderna de grupos
topologicos foi Schreier, o qual destacou-se pelo seu trabalho em subgrupos de grupos
livres, fornecendo uma abordagem mais algébrica em 1927.

Pouco antes, 1924, Herman Weyl ja havia, de modo informal, introduzido conside-
racoes topologicas na teoria de estruturas e representacoes de grupos de Lie semisimples
e relativamente fechados segundo o teorema de Schreier. Foram entao os teoremas e
o trabalho realizado por Weyl que motivaram o desenvolvimento global de aspectos
topologicos na teoria matematica relacionada com grupos continuos. Do desenvolvi-
mento das nogoes topoldgicas em conexao com a continuidade ramificam-se trés areas:
a topologia de grupos de Lie; o desenvolvimento geral de grupos topoldgicos em con-
junto com o quinto problema de Hilbert e o desenvolvimento da Anélise harmdnica em
grupos.

A maior concentracao de trabalhos relacionados aos grupos topologicos ocorreu na
década de 40 como, por exemplo, o trabalho realizado por Sze-Tsen Hu (1946) sobre
propriedades homotopicas peculiares de um grupo topoldgico, mediante as operagoes
de grupos; também Kenkichi Twasawa (1948) mostra que grupos localmente compactos
podem ser aproximados por grupos de Lie e ainda Jean Dieudonné (1947) o qual teve

o objetivo de sistematizar e estender resultados de topologias em grupos homeomorfos
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publicados na época.

Posteriormente surgiram questoes basicas da existéncia de uma tinica topologia e um
grupo topologico abeliano livre ou mesmo o estudo de um anel topolégico e trabalhos
voltados a estas questoes. H& também trabalhos pautados no Teorema de Birkhoff-
Kakutani que relaciona grupos topologicos metrizaveis com espacgos de Hausdorff.

Recentemente as aplicacoes sao diversas como a interacao entre grupo topologico e
logica fuzzy vista em artigos como "On the Fuzzy Sheaf of the Groups Formed by Fuzzy
Topological Groups"( Serkan Giimiij Cemil Yildi) publicado em 2008, ou mesmo os
inimeros trabalhos realizados por Sergey A. Antonyan em 2009 que mostram diversos
resultados e propriedades de grupos topologicos envolvendo paracompacidade e nor-
malidade em "Proper actions on topological groups: Applications to quotient spaces",
além de apresentar uma representagao continua de um grupo topologico abeliano em
um espaco de Banach.

Feita esta suscinta localizacao histérico-cientifica do grupo topologico em ciéncias
exatas finalizamos este trabalho e esperamos que este seja uma fonte segura e detal-
hada sobre as nocoes basicas sobre grupo topologico e seus prerrequisitos para que, um
iniciante desta linha de pesquisa possa percorrer outros temas que envolvam este objeto
matematico. Além disso, destacamos que este material traz a tona uma conexao inter-
essante envolvendo as grandes areas Algebra e Topologia e este tipo de articulacio esta
presente nos objetivos deste programa de pés-graduacao em Matematica Universitaria,

comprovando sua pertinéncia neste.
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