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RESUMO

Nesta dissertacdo estudamos sequéncias de polindbmios ortogonais que surgem
como auto-funcdes polinomiais do problema de Sturm-Liouville, sob a condicao
de que, nem todos os graus das auto-fung¢des polinomiais estejam presentes na
sequéncia de graus dos polindmios que formam o conjunto ortogonal completo.
Estas sequéncias sdo chamadas de sequéncias de polinémios ortogonais excepci-
onais. Em particular, realizamos um estudo dos polinbmios ortogonais excepcionais

X;-Jacobi e X;-Laguerre.

Palavras-chave: Polinbmios Ortogonais. Polinbmios Ortogonais Excepcionais. X;-

Jacobi. X;-Laguerre.



ABSTRACT

In this dissertation we study sequences of orthogonal polynomials that arise as poly-
nomial eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem, with the condition that not all
degrees of polynomial eigenfunctions are present in the sequence of degrees of the
polynomials that form a complete orthogonal set. These sequences are called ex-
ceptional orthogonal polynomial sequences. In particular, we study the exceptional

orthogonal polynomials X,-Jacobi and X, -Laguerre.

Keywords: Orthogonal Polynomials. Exceptional Orthogonal Polynomials. X-Jacobi.

Xi-Laguerre.
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1 Introducao

Os polinémios ortogonais classicos de Jacobi, Laguerre e Hermite aparecem em
véarias aplicacoes em matemaética aplicada e fisica, estas trés familias sao exemplos fun-
damentais da teoria de polindmios ortogonais. Uma das propriedades mais importantes
desses polinomios ortogonais classicos é o fato de que eles podem ser definidos por meio
de um problema de Sturm-Liouville da forma

[p(2)y']" + q(z)y + Mw(x)y = 0,

com condicoes de contorno nas extremidades do intervalo, onde p(z),q(x) e w(z) sdo
funcoes e A representa os auto-valores da equacao diferencial. O Teorema de Bochner
[1] afirma que, se

T(y) = az2(2)y” + ar(z)y’ + ao(z)y

¢ um operador diferencial de segunda ordem tal que o problema de auto-valor
T(Pn) - )\nPTn

admite solu¢ao polinomial P,(z), com n = grau de P,, para todo n = 0,1,2,3...,
entao, necessariamente, os coeficientes do operador 7" sao polinomiais em x com grau
de as(x) = 2, grau de a;(z) = 1 e grau de ao(z) = 0. Além disso, a sequéncia
polinomial, {P,(z)}>2,, é de Jacobi, de Laguerre ou de Hermite.

Gomez-Ullate, Kamran e Milson, em [2]| e [3], mostraram que existem sequéncias
polinomiais ortogonais completas definidas por problemas de Sturm-Liouville além dos
exemplos classicos acima. Essas sequéncias possuem algumas propriedades que as dis-
tinguem das sequéncias polinomiais ortogonais cléssicas. A mais aparente é que elas
admitem falhas na sequéncia de graus, no sentido de que nem todos os graus estao
presentes na sequéncia de graus dos polinémios que formam um conjunto ortogonal
completo do espaco L. O operador destes problemas de Sturm-Liouville foi chamado,
em [2]| e [3]|, como operador excepcional. Estes operadores apresentam a propriedade
de que um operador excepcional preserva um subespaco polinomial, mas nao espaco
polinomial padrao gerado pelos monomios. Além disso, os operadores diferenciais que
geram os polindmios ortogonais classicos tém apenas coeficientes polinomiais e os ope-
radores excepcionais tém coeficientes racionais.

Os polinémios gerados por operadores excepcionais foram, em [2] e [3], denominados
polinémios ortogonais excepcionais, que sao os objetos de estudo desta dissertacao. Os
primeiros exemplos explicitos de polinémios ortogonais excepcionais foram os polino-
mios X;-Jacobi e X;-Laguerre e encontram-se em [2| e [3]. A partir desses exemplos os
polinébmios ortogonais excepcionais tém sido um tema de muita atividade de pesquisa

(141, [5] e [6]).



Em comparacao aos polinémios ortogonais classicos, surgem algumas perguntas
sobre esses novos polinémios. Por exemplo, os polindémios ortogonais excepcionais
possuem alguma relagdo com os polindomios ortogonais classicos? Os polinomios dessa
nova classe tém todos os seus zeros no intervalo de ortogonalidade?

O objetivo deste trabalho é, portanto, estudar essas novas sequéncias de auto-
funcoes polinomiais e fornecer respostas aos questionamentos anteriores.

Os resultados estabelecidos nesta dissertacao estao distribuidos em trés capitulos.
No Capitulo 2 introduzimos alguns conceitos e resultados preliminares sobre polinémios
ortogonais, problema de Sturm-Liouville e ortogonalidade.

No Capitulo 3 apresentamos cinco caracterizagoes dos polinémios ortogonais classi-
cos, e em seguida estudamos esses polindémios. Optamos por apresentar caracteristicas
dos polinémios ortogonais classicos para, no Capitulo 4, comparar com as caracteristi-
cas dos poliné6mios ortogonais excepcionais.

No Capitulo 4 estudamos o problema de Sturm-Liouville que gera os polinémios
ortogonais excepcionais. Também estudamos algumas propriedades dos polindémios
Xj-Jacobi e Xj-Laguerre tais como, a ortogonalidade em relacao ao produto interno
definido no intervalo (—1,1) e (0,00) respectivamente, a completude das sequéncias,
seus zeros, a relacao com os polindmios ortogonais classicos, a formula tipo Rodrigues
e a relagao de recorréncia de trés termos.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes e resultados necessarios para o desenvol-
vimento deste trabalho.

2.1 Polindmios Ortogonais
Apresentamos aqui algumas defini¢cdes e resultados sobre polindémios ortogonais,
que podem ser encontrados em Chihara [7], Ismail [8] e Szeg6 [9].

Definicao 2.1. Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < oo, w(x) uma fungao
continua, e w(x) > 0 em (a,b), mas nao identicamente nula. Entao, w(z) € chamada
de funcao peso.

Os momentos associados a funcdo peso w(z) sao definidos por

b
,ur:/ z'w(x)dr, r=0,1,2,....

A seguir definimos sequéncia de polindmios ortogonais com relacao a uma funcao
peso w(x) definida no intervalo (a,b).

Definicao 2.2. Uma sequéncia de polinémios ortogonais, com relacdo a func¢ao peso
w(z) no intervalo (a,b), € uma sequéncia de polinémios Py(x), Pi(x),..., com cada
polindmio P, () de grau exatamente n, que satisfaz

/a () P () () — {

Podemos escrever (2.1) como

0, se m#m,

pn >0, se n=m. (2.1)

b
/ P.(z) Py (x)w(z)dr = dpmpn,

onde 0; ; é conhecido como simbolo ou delta de Kronecker, e cujo significado é 0;; = 1
sei=jed;=0sei#j.
A partir de agora consideramos o produto interno (-, -) da seguinte forma

(f. ) = / f(@)g(@)w(z)dz, (2.2)

onde f(x) e g(x) sdo fungoes continuas no intervalo (a, b).

O proximo resultado apresenta uma das caracteristicas mais importantes dos po-
linébmios ortogonais, o fato de que trés polindmios consecutivos estao conectados por
uma relacao de recorréncia.
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Teorema 2.1. Seja {P,(x)};2, uma sequéncia de polinémios ortogonais em (a,b) re-
lativamente & funcgao peso w(x). Entao,

Pn—&-l(x) = (771—}—11: - Bn—&-l)Pn(x) - an—&-an—l(I)a n > 07 (23)

com as condigoes iniciais Py(x) =1, P_1(x) =0, onde i1, Bn, Ya € R, paran >
1, e

an+1,n+1 <xpn> Pn> o Yn+1 <Pn7 pn>

= R POV CLr 1) R , 2.4
Tntd an,n 6 +1 Tnd <Pn>Pn> At Yn <Pn—17Pn—1> ( )

com Ynt+1 # 0, apg1 # 0 € ayn 0 coeficiente de maior grau de P,(z).

A reciproca desse resultado é verdadeira e é conhecida como Teorema de Favard,
veja Chihara [7].

s o e.) o0 A . . .
Teorema 2.2. Sejam {fn}ro, , {an}ely e { e, sequéncias de nimeros reais ar-
bitrarios, com an41 > 0 para n > 1, e seja {P,(x)}>2, uma sequéncia de polindmios
satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos

P(x) = (yx — Bn)Po1(z) — an Pro(z), n>1,

com as condigoes iniciais Po(x) = 1, P_i(x) = 0. Entao, existe uma medida 1, tal
que a sequéncia de polinomios { P, (x)}>2, € ortogonal em rela¢ao a 1.

Aqui ¢ é uma funcao definida no intervalo (a,b), —co < a < b < oo, limitada, nao
decrescente e com infinitos pontos de aumento, tal que

b
Vk:/xkdl/z(x), k=0,1,2,....

a

existam. Quando a fungdo i é absolutamente continua, podemos escrever diy(z) =
w(z)dz.

Outra caracterfstica que podemos destacar dos polindmios ortogonais esta relacio-
nada a seus zeros. Sabe-se que seus zeros sao todos reais, distintos e pertencentes ao
intervalo de ortogonalidade (a, b).

Esses polinomios tém vasta aplicacao nas areas das Ciéncias Aplicadas e sao fer-
ramentas essenciais para a resolucao de muitos problemas, contribuindo em véarios
estudos, em especial no estudo de Equacoes Diferenciais, que apresentamos a seguir.

2.2 Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

Nesta secao estamos interessados em estudar equagoes diferenciais de segunda or-
dem homogéneas, isto é, equacoes diferenciais do tipo

F(z,y(z), y'(x),y"(x)) = 0,

onde além da variavel z e da fungdo y(z), a equac¢do envolve a primeira derivada y'(x)
e a segunda derivada y”(x).
Como exemplos de equacoes diferenciais de segunda ordem, temos
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e A EDO de Jacobi
(1—2)y"+[B—a—(a+B+2)2]y +n(n+a+B+1)y=0, a>-lefp>—1.
e A EDO de Laguerre
vy +(a+1—2)y +ny=0, a>-1
e A EDO de Hermite
y" = 2xy' + 2ny = 0.

A seguir enunciamos um resultado que é uma caracteristica da equacao diferencial
linear homogénea e conhecido como Principio da Superposicao.

Teorema 2.3. Sejam y1(x) e yo(z) duas solugoes da equagdo linear homogénea de
sequnda ordem

y' +p(@)y +qlz)y =0,
entdo a combinacao linear y(x) = c1y1(x) + coyo(x) também € solugdo, quaisquer que
sejam os valores das constantes ¢, e cs.

Definicao 2.3. Um problema da forma

y' = f(z,y,9),
y(wo) = Yo,
y' (o) = Yo,
€ chamado um problema de valor inicial.
O teorema a seguir ¢ um dos resultados fundamentais para problemas de valor
inicial para equagoes lineares de segunda ordem e garante a existéncia e unicidade de
solucoes.

Teorema 2.4. Considere o problema de valor inicial
y' +p)y +q(x)y = g(x),
y(@o) = vo,
y' (o) = yo,
onde p(x),q(x) e g(x) sao fungoes continuas em um intervalo aberto I que contém x.

Entao, eziste exatamente uma solugdao y(x) deste problema, e a solugao existe para todo
x no intervalo 1.

Definicao 2.4. Duas solugoes linearmente independentes de uma equacao diferencial
linear homogénea de sequnda ordem sao chamadas solugoes fundamentais desta equa-
cao.

Uma maneira de determinar se duas solugoes de uma equacao diferencial linear ho-
mogénea de segunda ordem sao solu¢des fundamentais é verificar se a solucao cyy(x) +
coya(x) satisfaz o par de condigoes iniciais (yo, yg), i-€.,

c1y1(zo) + caya(o) = Yo,
/ / /
a1y (wo) + cays (o) = Yo,
tem solugao, ou seja, se o determinante Wronskiano,
y1(zo)  y2(wo)
Wy, o) = det ,
(o) =aet [0 20

é diferente de zero.
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2.3 Problema de Sturm-Liouville e Ortogonalidade

Nesta secao apresentamos os conceitos e alguns resultados sobre o problema de
Sturm-Liouville. Como referéncia utilizamos [10] e [11].
Consideremos a equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem da forma
[p(=)y]" + a(x)y + Mw(z)y =0, (2.5)

onde p(x),q(x) e w(x) sdo fungdes e A representa os auto-valores da equagao.
Seja L um operador diferencial linear definido por

Ly = [p(z)y']" + q(x)y. (2.6)
Entao, a equagao diferencial (2.5) pode ser escrita como
Ly + Mw(z)y = 0. (2.7)

Em (2.5), quando as fungoes p(x), ¢(x) e w(x) sao continuas em a < x < b, p(x) >0
e w(z) > 0 em (a,b), a equagao & dita de Sturm-Liouville ou estar na forma auto-
adjunta.

Definicao 2.5. O problema de valores de contorno de Sturm-Liouville consiste em
i) equagdo de Sturm-Liouville;
i) condigoes de contorno nas extremidades do intervalo (a,b).

O termo das condigoes de contorno especifica o valor da variavel dependente y, ou
de sua derivada, em dois pontos diferentes; para o problema considerado aqui esses
pontos sao a e b.

Os auto-valores de um problema Sturm-Liouville sao os valores de A para os quais
existem solugoes nao triviais, e as solugoes correspondentes para cada um desses A sao
as auto-fungoes deste problema.

Vamos considerar o problema de Sturm-Liouvlle com condi¢oes de contorno espe-
cificas. Tal problema é chamado Problema de Sturm-Liouville regular e definido a
seguir.

Definicao 2.6. Um problema de Sturm-Liouville reqular consiste em encontrar os auto-
valores e as auto-fungoes que resolvem

[p(x)y] + q(z)y + Aw(z)y =0, a<z<b,

com as condi¢coes de contorno da forma

ay(a) + agy'(a) = 0, (2.8)
Biy(b) + Bay'(b) = 0,

onde
a) p(x),p (x),q(x) e w(x) fungoes reais e continuas em a < x < b;

b) p(z) >0 ew(x) >0 ema <z <b
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c) a1, g, By e Py sdo valores reais tais que an® + o # 0 e Bi° + Bo® # 0, isto ¢,
nao se anulam simultaneamente.

As equacoes diferenciais de segunda ordem nem sempre aparecem como na forma
(2.5). E necessério algumas manipulagoes para colocéd-las na forma de Sturm-Liouville.
Consideremos uma equagao diferencial de segunda ordem

as(x)y" + a1(x)y + [ao(x) + Ny = 0, (2.10)

onde os coeficientes ag(x), a1 () e az(z) sdo fungdes continuas e as(x) > 0ema < x < b.
Reescrevendo a equagao diferencial auto-adjunta (2.5), obtemos

p(x)y" +p'(x)y + q(x)y + Aw(z)y = 0. (2.11)

Dividindo a equagao acima por p(z) temos

g P a@) o w@ (2.12)

p(x)”  plz) p()

Agora, dividindo (2.10) por as(z) e comparando com (2.12)

Pie) ) (2.13)
p(x)  ax(z)
Lembrando que I;((f)) = [In(p(z)]" e integrando ambos os lados da equacao (2.13), obte-
mos
In(p(x)]'dx = / al(w)dm.
Jimptayas = [
Logo,

In(p(z)) = / @)k

as(x)

e podemos escrever
z aj(t) dt

p(z) = ela m@®, (2.14)

Além disso, da comparagdo de (2.10) com (2.12), temos

w(z) _ 1
p(x)  ax(z)’
ou seja, @
_ pl@
lU(.I') - a2<$>7
e, ainda

(z) _ ao(x)

p(x)  ax(z)’
Por outro lado, se multiplicarmos (2.10) por w(z) > 0, obtemos

as(z)w(x)y" + a1 (z)w(x)y + ao(z)w(z)y + Aw(x)y = 0. (2.15)
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Comparando (2.15) com (2.11), obtemos

q(z) = ag(x)w(x), (2.16)
w(z) = i(g), (2.17)
ou seja,
o D
w(x) = (@) (2.18)

Assim, sob as condigoes (2.14), (2.16) e (2.17), podemos transformar uma equagao
diferencial homogénea (2.10) em uma equagao diferencial na forma auto-adjunta (2.5).

A fungdo peso w(x) dada em (2.18), satisfaz uma equagao diferencial de primeira
ordem do tipo Pearson, da forma

(az(x)w (@) — a1 (z)w(x) = 0.
Exemplo 2.1. Determinar a forma auto-ajunta da equagao diferencial de Hermite
y" — 2zy’ + 2ny = 0.

Comparando com os coeficientes da equagao (2.10) temos ay = 1, a; = —2x e
ap = 2n. Substituindo em (2.14), vemos que

pla) = el 2o _ (=5,

Das equacoes (2.16) e (2.17), temos w(z) = e™*" e g(z) = 0.
Portanto, substituindo em (2.5), obtemos
(e y) + 2ne~""y = 0.

Antes de apresentarmos algumas propriedades do problema de Sturm-Liouville,
vamos mostrar uma identidade muito utilizada no estudo de problemas de valores
de contorno, conhecida como identidade de Lagrange. Suponha que u(x) e v(x) sdo
funcoes com derivadas segundas continuas no intervalo —oo < z; < x9 < 00, €

/m2 L{ujvdz = /12([p(x)u’]’u + q(z)uwv)dz.

1 1

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo do lado direito, temos

/ng[u]vdw = p(z)u(x)v(z)

1

+ [ty + ot

71
124—/ Liv]udz.

T T

= p(a)[u'(z)o(x) — u(z)v'(2)]

Logo, subtraindo as integrais, obtemos

[ @l = urpde = @)l (e)o(a) — u(w) o)

1

2

(2.19)

1
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que é conhecida como identidade de Lagrange.
Supondo, que as fungdes u(z) e v(x) na equagao (2.19) satisfazem as condigoes de
contorno (2.8) e (2.9), e que ay # 0 e B2 # 0, temos

2

plx)[u' (z)o(x) —u(z)'(2)]| = ple)u(z)o(z1) — u(zr)v'(21)]

1

—P($2)[u'($2)v(l’2) - U(I2)U/($2)]
= pla) e )o(@) + Pl yo(a)]

P2 P
—plea) = ules)u(e) + u(w)o(r)
= 0. (2.20)

Assim, se o operador diferencial L for definido pela equagao (2.6) e se as fungoes
u(x) e v(x) satisfazem as condigoes de contorno (2.8) e (2.9), a identidade de Lagrange

se reduz a 2 2
/ L[u]vdx:/ Liv]udz.

Este operador é dito auto-adjunto.
Note que a identidade (2.19) também ¢ valida em relacado a funcao peso w(z), entao

2

/%2 (L{u]v — uLv]))w(z)dr = p(x)w(z)[u' (x)v(z) — u(x)v' (z)]| . (2.21)

xT1 x1

Apresentamos, na sequéncia, algumas propriedades de auto-valores e auto-funcgoes
de um problema de Sturm-Liouville regular.

Teorema 2.5. Se \,, e \, sdo auto-valores distintos de um problema de Sturm-
Liouville reqular, as auto-funcoes correspondentes y,, € y, sao ortogonais com rela¢ao
ao produto interno (2.2).

Demonstragao: Como as duas fungoes satisfazem as equagoes diferenciais (2.7) entao

Ly, + Aw(2)ym, = 0,

Ly, + Aw(x)y, = 0.

Multiplicando a primeira equacao por y, € a segunda por y,,, subtraindo os resul-
tados e integrando no intervalo a < x < b, encontramos

/ (L[Yym]yn — ymLlyn]) dz + (Am — )‘n)/ Ym ()Y (2)w(x)dz = 0.

De (2.19) e (2.20), temos

b
/ (L[Ym]yn — ymLlyn]) dz = 0.

Assim,

b
(o — ) / Y () ()0 = 0.
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Como \,, # \,, obtemos
b
/ Y (2)yp (x)w(x)dx = 0.

Portanto, {y,,} € um conjunto de fun¢des ortogonais com relagdo a fungao peso
w(x). O

Apresentamos a seguir dois resultados, cujas demonstragoes podem ser encontradas
em [11].

Teorema 2.6. Se \ € um auto-valor de um problema de Sturm-Liouville regular, entdo
a) A € real;

b) Se ¢ e 1 sao auto-fungoes correspondentes a A, entao V(xr) = k¢o(x),
a < x <b, onde k é uma constante nao nula e cada auto-funcao pode ser feita
real multiplicando-a por uma constante nao nula apropriada.

Teorema 2.7. Dado o problema de Sturm-Liouville regular
p(x)y] +aq(x)y + Ar(z)y = 0, a<z<b
com as condigcoes de contorno da forma

ary(a) + agy'(a) = 0,

a) O problema possui um espectro infinito S = {A1, Ao, ..., An,... } € lim A\, = o0;
n—oo

b) Se a1 < 0 e ayfly > 0, o espectro € limitado inferiormente e o0s auto-valores
podem ser ordenados como Ay < Ao < ... < A\, < .... Além disso, se q(x) <0
para a < x < b, entao, A\, > 0 para todo n > 1;

c) Se os auto-valores sao ordenados como Ay < Mg < ... < A\, < ..., a auto-fung¢ao
correspondente a X\, possui exzatamente (n — 1) zeros no intervalo a < x < b.

2.4 Funcao Gama

As definigoes e resultados que apresentamos a seguir pode ser encontrados em Szegs
[9], Andrews, Askey e Roy [12] e Lebedev [13], e ser@o utilizadas neste trabalho.

Definicao 2.7. A funcao gama pode ser dada como a integral de Fuler de sequnda
espécie

I(z) = / et (2.22)
0
para x € C e Re(x) > 0.

Para a > 0 e b > 0 pode-se definir

a\ [(a+1)
(b> ST+ D(a—b+1)
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Propriedade 2.1. I'(z + 1) = z'(x).

Demonstracao: Aplicando a equagio (2.22) para I'(z + 1), temos

F(m—i—l):/ e—tt(l’“)—ldt:/ et dt.
0 0

Integrando por partes, com u = t* e dv = e'dt, obtemos

MNx+1) = —t””e_t‘ +/ ze @Vt = x/ e @ Vdt = 2T (z).
0 0 0

Propriedade 2.2. I'(x + 1) = 2!, para z € N.

Demonstracao: Aplicando repetidas vezes a Propriedade 2.1, obtemos
Fex+1)=al(z)=2x(z—-1(z—1)=-=z(x—1)(zr—2)...1T(1) = 2IT'(1).

Mas, pela equagao (2.22)

ra = / e 't = lim e 'dt = — lim e”'
0

m—oo [ m—o0 0

= — lim [e_m—eo}:— lim [i—l] =1.

m—o00 m—oo | e™

Portanto, I'(x + 1) = z!.



3 Polinémios Ortogonais Classicos

Segundo Chihara |7], os polinémios ortogonais de Jacobi, de Laguerre, de Hermite
sao chamados de polindmios ortogonais classicos. Neste capitulo apresentamos algu-
mas caracterizagoes desses polindomios e em seguida apresentamos algumas de suas
propriedades.

Os polinémios de Jacobi sdo ortogonais no intervalo (—1,1) com relacdo a funcao
peso w(z) = (1 — 2)*(1 + x)?, com os parametros o, 3 > —1 e sdo denotados por
P7(x).

Os polinoémios de Laguerre sao ortogonais no intervalo (0, c0), com relagdo a fungao
peso w(zr) = x%e~ %, com o parametro a > —1 e sdo denotados por L;a)(x).

Os polindomios de Hermite, denotados por H,,(z), sdo ortogonais no intervalo (—oo, 00),
com relacfio & funcio peso w(z) = e .

3.1 Caracterizagoes dos Polindmios Ortogonais Clas-
sicos

Existem varias caracteristicas que destacam os polinémios ortogonais classicos dos
demais. Os préximos resultados estabelecem caracterizacoes destes polindmios, e po-
dem ser encontrada em Chihara [7]. Optamos por apresentar as caracteristicas dos
polindmios ortogonais classicos para, no Capitulo 4, comparar com as caracteristicas
dos polindbmios ortogonais excepcionais.

A primeira caracterizacao foi obtida por S. Bochner [1], que classifica sequéncia de
polinémios ortogonais classicos como solugoes polinomiais para uma equacao diferencial
de Sturm-Liouville.

Teorema 3.1. (Bochner) Seja
T(y) = as(x)y” + ar(z)y" + ao(x)y,
um operador diferencial de sequnda ordem tal que, o problema de auto-valor
T(Fn) = AP, (3.1)

admite solugdo polinomial P,(x), onde n = grau P,, para todo grau n = 0,1,2,3 ....
Entao, necessariamente os coeficientes de T sdo polinomiais em z com grau de as(x)
= 2, grau de ay(x) = 1 e grau de ag(x) = 0.

18
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Além disso, analisando as unicas possibilidades de auto-fungdes polinomiais de (3.1),
Bochner mostrou que sao aquelas que podem ser reduzidas a

y(z) = P9 (z) com a restricio a, f > —1;
y(z) = L%(z) com a restricio o > —1;
y@) = Hyw)

A segunda caracterizagao foi provada por W. Hahn [14].

Teorema 3.2. Se {P,(x)} é uma sequéncia de polinémios ortogonais tal que {P.(z)}
é também uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entdo, {P,(x)} é uma sequéncia
de polinémios ortogonais cldssicos.

Segundo Chihara a terceira caracterizacao foi sugerida por Tricomi e uma demons-
tracao completa foi fornecida por Ebert e Cryer, que apontaram e corrigiram um des-
cuido na analise de Tricomi. Esta caracterizacao garante que os polindmios ortogonais
classicos sao as tnicas sequéncias polinomiais que possuem féormulas de Rodrigues da
forma

P,(z) = K '{w(z)] ' D"[p"(z)w(z)], n=0,1,2,3,..., (3.2)

onde K, ¢ uma constante que depende de n, p &€ um polindomio que independe de n e
de grau menor ou igual a 2, w(z) é positiva e integravel sobre (a,b) e D*[p"(z)w(z)]
se anula paraxr=aex=0b,0<k <n.

A quarta caracterizacdo foi sugerida na conjectura de Karlin e Szegs [15]. Al-
Salam e Chihara [16] mostraram que os polinomios classicos sdo caracterizados pela
ortogonalidade e a existéncia de uma formula de diferenciacao da forma

T(x) Py (7) = (@ + B) Pu(T) + 0 P1 (2), (3.3)

onde 7(x) é um polinémio e a,, 5, e 7, sdo constantes que dependem de n.
Outra caracterizacdo é encontrada no trabalho de Agarwal e Milovanovi¢ [17], com o
seguinte resultado.

Teorema 3.3. As funcoes peso w(x) associadas aos polindmios ortogonais cldssicos
satisfazem a equacao diferencial de Pearson dada por

L (M(xw() = Nzw(z), (3.4
onde
1—22, se(a,b)=(-1,1)
M(z) =< x, se (a,b) = (0,00) (3.5)

e N(x) é um polinomio de grau 1.
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3.2 Polindbmios de Jacobi

Os polindémios de Jacobi, pled (x), sdo ortogonais no intervalo (—1,1) com relagao
a funcao peso w(z) = (1 —2)*(1 +2)?, com o, > -1 e a,3 € R.

A formula de Rodrigues dada em (3.2) para o caso dos polindmios ortogonais de
Jacobi é da forma

Pd) () = (_1)‘n (1—2)*(1+ x)_B%[(l — 2)*" (14 ).

Vamos mostrar a relacao de ortogonalidade, e para isto optamos por utilizar a
fomula de Rodrigues. Derivando a férmula acima pela regra de Leibniz, obtemos

PP (z) = %Z%(a—i—n)(a—kn—1)---(0z—|—/{:+1)
“— k! !

<(Bm@E+n=1) B+ n—k+ D{(-Da" + [(-)* (kﬁl)
—l—(—l)k(nﬁ;ﬁ 1)}1’”1 +}

Pode-se observar que o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios de Jacobi é

1 ¢ 1
App = %;W(Q—FH)(Q‘Fn—l)(O&—Fk—Fl)
x(B4+n)(B+n—1)---(B+n—k+1).
Usando a Propriedade 2.1 da funcao gama, obtemos

IF'(g+n+1)
(B+n—k+1)

Bm)(B4n—1)-(B+n—k+1) =5

Assim, podemos escrever

Fla+n+1) F(B+n+1)

B 1§”: 1 (3.6)
T K- RIT(atn—k+ DB +n—k+1) '

Usando o produto interno, obtemos

n

1
(P Pe?) = [ PSP @)L o (1 4 2)ds
-1

1 2mm]
dm
s (1 — )™ (1 4+ 2)°T™)(1 — 2)*(1 + z)Pdx

i / PN (@) L (1 - (4 ).
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Fazendo y,,(z) = (1 — 2)*t™(1 + x)#*™ e integrando m vezes por partes, obtemos
1 1
(P P} = o [ (P @) ™)
m! J_,

Portanto, disto e da defini¢do da fungao gama (2.22), pode-se obter a rela¢ao de
ortogonalidade para os polinémios de Jacobi

0, se m #n,
(Pld) plas)y — 20t (v 4+ n 4+ DB +n + 1) o (3.7)
m = n.
(a+B+2n+Dnl(a+B+n+1)

Eles podem também ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés termos
P (@) = (na = Buit) Pa(@) ) = aun B (1), 20,
onde Py(z)*) =1, P97 (z) =0,

1 T(a+p+2n+3)a+pB+n+1)
T Y+ DT(a+B+n+ 2l (a+ B+2n+1)
B (B2—a?)(a+B8+2n+1)
Pt = 2n+ 1)+ B+n+1)(a+ B +2n)

(a+n)(B+n)a+F+2n+2)
m+1D(a+B+n+1)(a+B+2n)

Qpi1

Pelo Teorema 3.1 sabemos que os polindmios de Jacobi sao solugoes de uma equacao
diferencial de Sturm-Liouville. Neste caso, as(z) = 1—22, a;(x) = f—a— (a+ [ +2)z,
ap(x) = 0e A\, = n(n+ a+ f + 1), portanto Bga’ﬂ)(x), n > 0 é solucao da equacao
diferencial linear homogénea de segunda ordem

(1=a)y' +[f—a—(a+B+2)aly +n(n+at+f+1)y=0, (3.8)

ou, na forma auto-adjunta

%;ﬂ—xf“ﬂ+wﬁ“yk+Mn+a+ﬁ+UU—qu+ny:0

Da equagao (3.8) obtem-se o operador diferencial da forma
Toply) = (1 =2y +[B—a—(a+f+2)ly,
tal que os polinémios de Jacobi satisfazem a equacao de auto-valor
Toply) =—nn+a+p+1)y. (3.9)

Além disso, tomando

Aasly) = o/,
Bagy) = 1=y +[f—a—(a+F+2)z]y,
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obtemos
Top(y) = Bap(Aaps(y))- (3.10)

A derivada dos polinémios de Jacobi satisfaz

aP™? 1 o
Aup(PPP) = —— = c(n+a+ i+ 1) Pt (3.11)

que é a caracterizagao dada pelo Teorema 3.2, e
B p(PTHAY = —2(n 4 1) P, (3.12)

Que podem ser chamados de operador de reducao e operador de aumento, respectiva-
mente.
A igualdade (3.12) pode ser mostrada da seguinte forma

2
B, g(PlethAthy = B, 5(A, ples)
8(Fy ) a+ﬁ+n+2’ﬂ B(Fh7)),
onde P = mAa,ﬁ(Rﬁi’f)) da equagao (3.11). Das equagoes (3.9) e (3.10)

temos
B s(PLH19) = —2(n + 1) P,
A formula de diferenciagao (3.3) da quarta caracterizagdo é dada por

(a,8)
entat1-)T D — g @ntat B)e)PO )

+2(n+ a)(n + B)PD ().

Sabemos que os polindmios de Jacobi sao ortogonais com relacao a funcao peso
w(z) = (1 —2)*(1 +z)? em (-1,1). Assim, por (3.5) temos que M(z) =1 — 22 e

% <(1 — 23 (1 —2)*(1 + x)6> = (1—2)*(0+2)’[-2r —a(l +2)+ B(1 —z)].
Tomando N(z) = =2z — a(l 4+ x) + (1 — x), temos que N(z) é o polinémio de grau 1
da equagao diferencial (3.4). Portanto, a fun¢do peso satisfaz a equagao diferencial de
Pearson.

Os polinomios de Jacobi tém alguns casos particulares para os parametros « e
B, que aparecem com frequéncia na literatura e sao conhecidos como polinémios de
Gegenbauer quando o = = X\ — %, polindmios de Legendre quando a@ = =0 e
polinémios de Chebyshev de primeira espécie, quando o = 8 = —2, e de segunda

29
espécie, quando o« = § = %

3.3 Polinémios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, denotados por Lg{l) (x), sdo ortogonais no intervalo

(0, 00), com relagdo a fungdo peso w(z) = 2% ", a > —1.
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Para os polinomios ortogonais de Laguerre a formula de Rodrigues (3.2) é da forma

_ T %eT i[‘xoﬁnefx].

n! dz®
Com o intuito de mostrar a relacao de ortogonalidade, optamos por utilizar a for-

mula de Rodrigues. Derivando a férmula acima pela regra de Leibniz, obtemos

L@@ = % (”) (@ m)(atn—1)--(a+j+D)a™(—1)e

!
nt =\

= nizo( ) a+n)(a+n—1) - (a+j+1)27(=1).

L9(z) = kS [(n) (a+n)(a+n—1)---(a+n+1z"(-1)"

n! [ \n
+(nil)(a+n)(a+n—1)---(a+n—1+1)x”_1(—1)”_1+---

_ =D, =D 1
- —(n_l)!(a—i—n)x e

Pode-se observar que o coeficiente do termo de maior grau dos polinémios de Laguerre
é

Usando o produto interno, obtemos

(L), L) — / L) (@) L) (@)a%e " da T (@t L) (@) o (3.14)

0 n‘ o dxm
Seja yn(x) = x*"e*. Entao,
dn a+n _ —x n
%(flf ety =y ().

Logo,

n!

1 [e.@]
(L, L@y = - / L @)y ()do.
0

Integrando n vezes por partes, obtemos

n.

w2 = S8 [T @)@

Assim, disto e da defini¢do da func¢ao gama (2.22), conclui-se que para os polinémios
de Laguerre, vale a relacao de ortogonalidade

0, se m #n,

L Ly =¢ 1 3.15
(Lol L) —I(n+a+1), sem=n. (3:15)
n!
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Eles podem também ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés termos

@n+a+1—2)L(x) — (n+ o)L, (z)

(a) n—

Y

com L@y =1e L (@) = —2 + a + 1.

n>1,

(3.16)

Da mesma forma que os polinémios de Jacobi, os polinomios de Laguerre sao solu-

coes de uma equagao diferencial de Sturm-Lioville, que neste caso é
vy’ +(a+1—2)y +ny =0,

ou, na forma auto-ajunta,

d
%{moﬁrlefzy/} + n(xa€75c>y =0.

Da equagao (3.17) obtem-se o operador diferencial da forma
Tely) = zy" + (o + 1 —2)y,
tal que os polindmios de Laguerre satisfazem a equacgao de auto-valor
Ti(y) = —ny.
Além disso, tomando
Aly) = ¥,
Bily) = zy' + (a+1—2)y,

obtemos
Ty(y) = Be(Ar(y)).

A derivada dos polinémios de Laguerre satisfaz

ALY (@ o
Ay = 28— e

que é o resultado do Teorema 3.2, e

Bk(ngaH)) = nL’E?—égl'

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Que podem ser chamados de operadores de reducao e aumento, respectivamente.

A igualdade (3.21) pode ser mostrada da seguinte forma

n

Br(LE) = —By(An(L%))),

onde LY = _Ak(LSl)Q da equacao (3.20). Das equacoes (3.18) e (3.19) temos

By(LietY) = ”Lfﬁgr



Polinémios de Hermite 25

A formula de diferenciacao (3.3) da quarta caracterizagao

drLt® .
v dx(x) - nnga)(x) —(n+ O‘)LEL—)l(x)-

Os polindémios de Laguerre sdo ortogonais com rela¢ao a fun¢ao peso w(z) = z%™*

m (0,00). Assim, por (3.5) segue que M(z) =z e

d

. (zz%e™) = (a+1—xz)z%e ™

Tomando N(z) = a+1—xz, N(z) é o polindmio de grau 1 da equacao (3.4). Assim, a
funcao peso satisfaz a equacao diferencial de Pearson.
3.4 Polindbmios de Hermite

Os polinémios de Hermite, denotados por H, (), sdo ortogonais no intervalo (—oo, 00),

com relagdo & func¢do peso w(x) = e
A formula de Rodrigues (3.2) para os polinomios de Hermite é dada por

H,(z) = (—1)"6902%[@%2]. (3.22)
Seja ¢(x) ¥7, entao
@) = ) = (1 Hoo). (3.23)

Assim, usando a defini¢do de produto interno e ¢(z), obtemos

(Hy, Hy,) / H (z)dz.

Integrando n vezes por partes, temos
(H,, H,,) / H x)dx.

E conclui-se que, para os polinémios de Hermite, vale a relagao de ortogonalidade

0, se m # n,

(Hr, Hin) = { 2"nl\/m, se m =n.

A relacdo de recorréncia de trés termos para os polindmios de Hermite é obtida
através da relagdo de trés termos (2.3) com as condi¢oes iniciais (2.4) e da equagdo
(3.22), e é da forma

Hy(x) =22H,(z) — 2nH,1(x), n > 1,

com Hy(z) =1e Hy(z) = 2x.
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Derivando a expressao (3.23), obtemos

/

o (2) = (=1)" e 2aH,(2) — H, ()],

n

Portanto, obtemos uma outra relacao para os polinoémios de Hermite,

’

H,1(z) =22H,(x) — H, ().

n

Pelo Teorema 3.1 os polinomios de Hermite satisfazem uma equagao diferencial de
Sturm-Liouville da forma

y'(x) = 2zy/(x) + 2ny(z) = 0,
ou, na forma auto-adjunta
(e y) + 2ne™ "y = 0.

A propriedade da derivada do Teorema 3.2 e da quarta caracterizacao desses po-
linbmios é da forma

dH,(x)
dx

Os polinomios de Hermite sao ortogonais com relagdo a funcao peso w(zx) = e *
em (—o00,00). Assim, de (3.5) temos M(z) =1e

d
e <1ex2> = —2ze .

Sendo N(x) = —2x, o polinoémio de grau 1 da equagao (3.4). Desse modo, a fungao
peso satisfaz a equacao diferencial de Pearson.

=2nH, ().

2
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Polinémios Ortogonais Excepcionais

Neste capitulo vamos apresentar novas sequéncias de polindmios ortogonais que sur-
gem como auto-fungoes de um problema de Sturm-Liouville. E podem ser encontradas
em [2] e [3].

4.1

Polinomios Ortogonais Excepcionais

De maneira geral, uma sequéncia de auto-funcoes polinomiais ortogonais de um
problema de Sturm-Liouville é uma sequéncia de polinomios reais yi,%s,..., com
grau(y;) > grau(y;) se i > j, satisfazendo as seguintes condigdes

i)

ii)

iii)

Existe uma operador diferencial de segunda ordem
Tly] = p()y" + a(x)y" +r(x)y,
com coeficientes racionais p(x), ¢(x) e r(z) tal que
Tlyi] = Ny,
para todo 2, com \; distintos.

Existe um intervalo I = (a,b), —oo < a < b < oo tal que a fungao peso

_ L g
p(x)

¢é positiva para todo x € I, os momentos sao finitos, ou seja,

b
/ rw(z)dr < oo, i=0,1,2,3,...

e tal que p(z)w(z) — 0 na extremidades do intervalo.

Do Teorema 2.5, temos que as auto-fungoes polinomiais sao ortogonais com rela-
¢ao a funcao peso, ou seja,

b
/ yi(x)y;(2)w(x)dr = k05, ki > 0.

O conjunto dos polindomios ortogonais ¢ completo, isto ¢, o span{y;}°, ¢ denso
em L?(w(z)dx,I), onde span{y;}2,, o espago gerado pelas auto-fungoes, ¢ o
conjunto de todas as combinacoes lineares de y;, 1 = 1,2,....

27
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Observe que, se o grau de y;(x) = ¢ — 1 para todo i, entdo segundo Bochner [1] a
sequéncia polinomial ortogonal é de Jacobi, de Laguerre ou Hermite. Além disso, os
coeficientes p(z), q(z) e r(x) s@o polindomios de grau 2, 1 e 0 respectivamente.

Definicao 4.1. Se a sequéncia de grau {y;}5°, ndo contém todos os nimeros natu-
rais, entao a sequéncia de polindmios ortogonais é chamada sequéncia de polindmios
ortogonais excepcionais e 0s coeficientes de T sao fungoes racionais.

Para tal estudo precisamos da definicao de subespaco polinomial excepcional.
Definicao 4.2. Sejam

o P, = span{l,z,2% 23, ..., 2"}, o espaco dos polinémios de grau menor ou igual
an;

o M C P, subespaco polinomial de dimensao k;
em=n+1-—k

o Dy (My) espago vetorial de operadores diferenciais lineares de sequnda ordem com
coeficientes racionais que preservam My.

Se Dy (My) € Do(P,) chamamos My, de subespago polinomial excepcional. Além disso,
m € chamado de codimensao de My, e denota-se um subespaco excepcional de codimen-
sa0 m por X,,.

Exemplo 4.1. Sejam P, e
My = span{p1(z), p2(), ..., pe(x)},
onde My C IP,. Podemos encontrar um operador diferencial de segunda ordem
T(y) = p(x)y" + a(x)y +r(x)y,
tal que T'(My,) C My, mas T(P,) € P,? Considere M,, = span{l,2?,...,2"} e

2
T — I/__ /.
(y) =y Y

Logo, com y € M,, temos
T[] =0, T[z?] = =2, T[z*] =0 e T[2"] = const 2" 2 k > 3.

Note que,
2
Tx| =—— ¢ P,.
7] == ¢

Assim, T(M,,) C M, mas T(P,) € P,. Portanto, M, é um subespago excepcional de
codimensao 1. Ver [4]

Quando m = 1 os polinomios sao chamados de X;-polinémios, seu estudo é o obje-
tivo principal desta dissertagdo, e para isso estudamos os trabalhos [2| e [3].
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Consideramos, agora, o espaco

Ez’b = Span{a(x — b) - 17 (l’ - b)27 (l’ - b)37 te ((L’ - b)n}
= Span{gj —C, (;C — b)27 (.I‘ — b)3, cey ($ — b)n},

onde a #0,a=1/(c—0b), paran=1,2,3,....
Por simplicidade denotamos

u(r) = (x —c), wi(r)=(r—-0), j=2.3,...

Assim,

e = span{uy, ug, ..., up,}.

Consideramos T' o operador de segunda ordem definido por

i@ ,, 7

Tly) = pl)y" + ==y + ——u, (4.1)
onde
p(x) = ko(z —b)* + ki(z —b) + ko,
() = alz —c)(ki(x —b) + 2ko), (4.2)
r(z) = —aki(x —0b)— 2aky,
B 1
“ = c—0b

com a, b, c, kg, k1 e ky constantes reais e assumindo que kg # 0, a # 0 e b # c.

Primeiramente, vamos mostrar que 7', definido em (4.1), deixa €% invariante, ou
seja, se P, pertence ao espago span{uj,us,...,up}, n > 1, e T(P,) = @, entdo

Qn<x> S Spa’n{ulv U, - - 7un}'
De fato, substituindo  — ¢ =2 — b — % em (4.2) obtemos

p(z) = ko(z —b)? +ki(z —b) + ko,
G(xr) = aki(z—b)*+ (2ake — k1) (z — b) — 2k,
7(x) = —aki(x —b) — 2ako,

Como P,(x) € span{uy,usg,...,u,} entdao

P.(z) = aquy () + aous(x) + agus(x) + - - - + au, (),

1
e usando o fato que ui(x) =z — b — —, obtemos
a

Po(z) = —% +3 " ay(a — by
j=1
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Para o calculo de T'(P,) precisamos de

p(x)P!(z) = [ko(x —b)? + ky(x — b) + ko|[2a2 + 6as(z — b) + - -]
= 2]60062 -+ [6]{]0063 + 2]{1@2](37 — b) + -
G(z)P(x) = l[aki(z —b)* + (2ako — k1) (z — b) — 2ko][a1 + 2an(z — b) + 3az(z — b)? + - -
= —2/{300(1 + [2@/{30041 - ]{71061 - 4]600[2] (.’L‘ — b)
+[(al€1a1 + 4&]6’0042 - k‘lOéQ) — 6]?0043](33 - b)2 +
7(z)P,(x) = [—aki(x—0b)— 2ak0][—% +ai(z —b) + az(r — b)* + az(xr — b)* + -]
= —2]{?00(1 + [—2(1]{?0(1/1 + klal](x - b) + [—ak‘lal - 2@]{’00[2](1' - b)2 + -
Entao,

Q) =T(Pu(@) = p@)PUw) + T Py 4 "D p 0

= —2koas + 2akoaz(z —b) + - - .

1
Novamente usando u;(z) = x — b — —, obtemos
a

Qn(af) == 2ak0a2u1 ({E) + ..

Portanto, Q,, € span{uy,us, ..., Up } O
Além disso, observe que

T(x—c) = f(iC)b + ::(f)b (x —c)
= a(x —¢)(ki(x —b) + 2ko) — a(ky(xz — b) 4+ 2ko)(z — ¢) =0,
T((x—b)*) = 2p(x)+24(z) +7(z)(z —b)
= 2(ka(z — 0)* 4+ k1 (z — b) + ko) + 2(a(x — ¢) (k1 (z — b) + 2ko))
—a(kyi(z —b) + 2ko)(z — b)
= 2ke(x — b)* + 2ako(z — ¢) + 2ki (x — ) + 2ko + ak (v — b)?
+aki(z — b)? — 2ky(x — b) — aki(z — b)? — 2ake(x — b) + 2ake(z — ¢)
= (2ky + aky)(z — b)? + 2koa(x — c),
T((—0)") = nln—p()e — B +ni(e)(@ — )" + 7 (@) — b

(ka(z — b)* + k1 (z — b) + ko) (n(n — 1)(z — b)"?)

+(a(z — ¢)(ki(x — b) + 2ko))n(z — b)" 2 — a(ki(x — b) + 2ko)(z — b)"
= (n—1)(nky + aky)(x —b)" + (n(n — 2)k;

+2(n — 1)ako)(x — b)" ' +n(n — 3ko(x —b)" 2, n>2.
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Resumindo, temos
T(x—c) = 0,
T((x —b)?) = (2ky + aky)(z — b)* + 2koa(r — ¢),

T((zx—0)") = (n—1)(nky+aki)(z—0)"+ (n(n —2)k
+2(n — Dako)(x —b)" ' +n(n — 3)ko(x —b)" 2, n>2. (4.3)

Assim, a equacao de auto-valor, Ty, = \,y,, define uma sequéncia polinomial,
{P\(z), Py(x),...,P.,(x)}, que por construgio, cada P, € %* e da equacgao (4.3) os
auto-valores sao da forma

A = (n—1)(nky + aky), n>1.

Uma vez que T possui coeficientes racionais, ele ndo preserva P,,. Logo, T' € Dy(e2?)
mas T ¢ Dy(P,), além disso, e%* C P, é subespago polinomial de dimensao n. Dessa
forma, o subespago tem codimensao 1 e Dy(%%) € Dy(P,).

Portanto, pela Defini¢ao 4.2, €%® é um subespaco excepcional X e é possivel enun-
ciar o seguinte resultado, encontrado em |[2].

Teorema 4.1. O operador T definido em (4.1) deiza invariante € para todo n > 1.
Entao, a equacao de auto-valor

define uma sequéncia de polinomios {y,(z)}°%,, onde y,(z) € €2* com grau y, =n e
A = (n—1)(nky +aky), n>1.

A reciproca desse resultado também é verdadeira e pode ser encontrada em |[3].

Teorema 4.2. Seja T operador diferencial de sequnda ordem tal que a equacdo de
auto-valor, Ty, = A\yn, seja satisfeita por polindomios y,(x) para todo grau n > 1,
mas nao para n = 0. Entao, a menos de uma constante aditiva, T tem a forma (4.1)
sujeito a (4.2) e y,(x) € 2.

O proximo resultado apresenta uma caracteristica do operador T' definido em (4.1),
e ¢ encontrado em |2].

Teorema 4.3. Se todas as auto-fungoes polinomiais de um problema de Sturm-Liouuville,
com o operador T' definido em (4.1), formam uma sequéncia de polinémios ortogonais
de Sturm-Liouville, entdo a menos de uma transformacao afim da varidvel indepen-
dente, a familia em questao é Xi-Jacobi ou X1-Laguerre.

Demonstracao: Por hipotese, T' é um operador diferencial de segunda ordem com
um conjunto completo de auto-funcoes polinomiais, {y,(z)}>2 ;. Note que, se uma
constante, yo(z), é auto-funcao de T, entdo necessariamente essa auto-fungao pertence
a L?, uma vez que, 0 momento de ordem zero da medida w(r)dx esta bem definido.
Consequentemente a sequéncia {y,(z)}>°; ndo é densa, contrariando a hipotese.

Dessa forma a menos de uma transformacao afim de z, p(z) em (4.2) assume uma
das seguintes formas canonicas

= 1—2z%

= 1+a2%
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Substituindo as formas candnicas acima em (4.2) encontramos uma expressao para
o operador (4.1). Escrevendo o operador na forma auto-adjunta encontramos as ex-
pressoes para as funcoes peso.

Como exemplo, consideramos a forma canoénica p(xz) = 1, vamos encontrar explici-
tamente a funcao peso relacionada ao problema de Sturm-Liouville. Os outros casos
sao analogos.

Substituindo p(x) = 1 em (4.2) obtemos ky = k1 = 0 e kg = 1. Assim, as fungoes
¢(z) e 7(z) em (4.2) sdo dadas por

() = 2a(z — o),
r(zr) = —2a,
e, substituindo em (4.1) obtemos

2a(x — ¢) 2a
T — !/ !/ .
W) =y"+— ¥~V

Para que T esteja na forma auto-adjunta (2.5), precisamos obter p(x), para isso
temos que calcular [ Z;EB dr que aparece em (2.14)

[l - [ 150 [

T c
= QG{/x—bdx_/x—bd4

= 2a[(blog(x —b) + x) — clog(x — b)]
= 2a(b— c)log(x — b) + 2ax

= —2log(z —b) + 2ax

= log(x —b)~? + 2ax,

pois a(b — ¢) = —1. Assim,

ean
p(T) = —. 4.6
p(x) L (4.6)
Substuindo (4.6) em (2.17), obtemos a fungao peso
62ax
BT

O
De maneira analoga, escrevendo cada um dos 5 casos de p(z) dado (4.5) na forma
auto-adjunta, obtemos as seguintes expressoes para as respectivas fungoes peso

. z—1 —a+ab 41 a+ab
1) w(:p) = (=1 (x—b()2+ ) ;

.. . eZaa7>ctanw(1+m2)ab .
i) w(x) = e :
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Note que o intervalo de ortogonalidade nao pode incluir = b, pois todas as auto-
fungoes polinomiais devem ser quadrado integravel. Pode-se entao, usar a indentidade
(2.21), onde f(x) e g(x) sdo quaisquer combinagoes lineares de auto-fun¢oes polinomiais
de T'. O Teorema 4.2 afirma que as auto-fungoes polinomiais pertencem ao subespaco
g%t e como

(x —b)*P C e, para P € P,_,,

entdo a identidade (2.21) vale, em particular, para

f(@) = (z = b)* (@),
g(z) = (z = b)*gi(x),

onde fi(x), g1(x) sdo polindomios arbitrarios.
Observe que

['@)g(e) - f@)g (@) = (@b (fi@)g () - filz)g ()
— (& —b)"h(a),

onde h(x) = (f{(x)g1(x) — fi(x)g)(z)) é um polindémio arbitrario.
Pela ortogonalidade o lado esquerdo de (2.21) se anula, entdo, a expressao

[p(z)w(x)(z — b)*h(x)]%> = 0 para todo polinomio h(zx), que é equivalente a

plr)w(r:) = p(x2)w(zs) = 0, (4.7)

onde as avaliacoes acima devem ser entendidas no sentido limite se um ou ambos os
pontos finais x1, x5 forem infinitos.

Vamos, agora, analisar os 5 casos de funcoes peso de acordo com a condigao (4.7).

A condigao (4.7) exclui os casos (i7) e (v) de (4.5) para todas as possiveis escolhas
de z1 e x5 uma vez que, p(x) e w(x) sdo ndo nulos para = no intervalo [xy, z3].

O caso (7ii) também é excluido pelo requisito de que todas auto-fungoes polinomiais
sejam quadrados integraveis em relagdo a w(x) sobre o intervalo [xy, 5]

No caso iv), ao redimensionar = podemos assumir, sem perda de generalidade,
a = —1. Da equacio (4.7) obtem-se

a1 —b
e ] {x1:00ux1:oo,
T

o VT b<1

Entao, ;1 = 0,20 = o0 e b < 1.
Contudo para que b permanega fora do intervalo [z, x5] devemos impor b < 0.
Fazendo

a fungao peso iv) torna-se

- e Tk
Wi(z) = T (4.8)

onde z € (0,00) e k > 0. A
Assim, os polinémios ortogonais com relagao a Wy (x) sdo solu¢oes do problema de
Sturm-Liouville

—aoy + (x4 k4 1)y — ),

r+k




Polinémios Ortogonais Excepcionais 34

com as seguintes condicoes de contorno

lim z"e ™ (y(x) — (z — )y (z)) = 0,
z—0t
lim #*e " (y(z) — (z — )y (z)) = 0,
Tr—r0Q0
e os correspondentes auto-valores A\, = n —1, n = 1,2,.... Eles sao conhecidos

como polindmios ortogonais X;- Laguerre, {EE’“) (x)}22,. Além disso, eles pertencem ao
espago €, .= {p € P,|p'(—k) — p(—k) = 0}, ou ainda,

8;17_k = Sp(ln{-T + k 4+ 17 <$ + k)Qa (-T + k)ga DI (33 + k)n? s } (49)

No caso (i), a equacao (4.7) implica

(1- xz)(xl — 1)ty + 1)+ —0 r1=—1oux =1,
! (x1 —b)? |b] > 1 e sgn(a) = sgn(b) ’

onde sgn(a) é o sinal de a. Entao,
ry=—-l,zo=1lealbtl) > -1
Fazendo o = ab — a e 8 = ab + a, obtemos

_B+a
-B+e

Com as restrigoes (4.10) a funcdo peso i) torna-se

b

sgn(a) = sgn(B) e a#p. (4.10)

< (1 =2)(1 + )P
Wap(x) = 3+a 2
(w_ﬁ—a)
onde x € (—=1,1), a#p5, «aef>-—1.

Assim, os polinémios ortogonais com relagao a Waﬂ(.l’) sao solucoes do problema
de Sturm-Liouville

(4.11)

1-0
(x2—1)y"+2a(b *

— X

) ((z =)y —y),
com as seguintes condicoes de contorno

lim (1—2)*"(y(z) — (z = )y/(x)) = 0,

Tz—1~
lim (1 —2)" ! (y(z) = (z - )y'(x)) = 0,
z—1t
e os correspondentes auto-valores A\, = (n — 1)(n + a + ), n = 1,2,.... Eles sdo

conhecidos como polinémios ortogonais X;-Jacobi, {f’i(a’ﬁ) (x)}2,. Além disso, eles
pertencem ao espago £2° := {p € P,|p/'(b) + ap(b) = 0}, ou ainda,
e = span{r — ¢, (x — b)%, (x —b)3, ..., (x = b)", ...}, (4.12)

n

com c=0b+1/a. O
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4.2 Os Polindmios X;-Laguerre

Como vimos os polinomios Xj-Laguerre sao definidos como sendo a sequéncia po-
linomial, {Lgk) (x)}24, k > 0 que, por (4.8) e (4.9), podem ser obtidos pela ortogonali-
zagao de Gram-Schmidt a partir da sequéncia

{r+k+1,(x+k)* (@+k)?. .. (z+k)" ...} (4.13)
que provém de £° com a = —1 e b = —k e relativo ao produto interno
(ha)e = [ @i (114
0
onde
R A e Tk
diiy, = Wi(z)dx = W——k)de’ x € (0,00). (4.15)
Pode-se impor a condicao de normalizagao
~ —1)"
L (z) = %:p” + termos de graus menores, n > 1. (4.16)
n—1)!

Proposicao 4.1. Os polinémios X1-Laguerre formam uma sequéncia de auto-fungoes
polinomiais ortogonais de um problema de Sturm-Liouwville.

Demonstracao: O Teorema 4.1 garante que os polinomios X;-Laguerre sao solugoes do
seguinte problema de Sturm-Liouville

+k($+k+1)y'—y), (4.17)

x
Tely) = —zy" +

x

com as seguintes condicoes de contorno

lim 2" e~ (y(z) — (v —)y'(x)) = 0,

z—0t

lim 2**'e (y(2) - (2 — cy'(z) = 0,

T—00

e de (4.4) os correspondentes auto-valores sao A, =n—1, n=1,2,....
Falta mostrar que a sequéncia formada por essas auto-funcoes polinomiais é com-
pleta em L2. Para isso, vamos precisar da seguinte propriedade.

Propriedade 4.1. Seja P o anel de polinémios em x € R com coeficientes reais. O
espaco vetorial

£={p e Plp(=k) =0},
¢ denso no espago de Hilbert L*([0, 00), i) onde

duy, = (v + k)*djy, = a"e “dz.
Demonstragio: Como P = R @ &, ¢é suficiente mostrar que 1 estd em L2(uy) fe-
cho de &, pois queremos mostrar que [~ |f(z) — p(z)]*a*e dx < €, p(z) € € e
f(fL‘) S L2([Oa Oo)vluk) ASSiIIl7
| 1@ sl de < [ 1) - po)Pote vda
0 0

+ /OOO Ip(z) — p(x)|*2 e *dx, p(x) € P.
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Como p(x) € P, pode-se escrever p(x) = c¢(x).1 4+ go(z), onde c(x).1 € Re go(x) € €.
Logo,

| 1@~ saPste e < [ 1r) - po)Pate vda
0 0
+/ 11— G(z)]Pa*e"dx, () €&
0
Considere a funcao

0, se 0<x <k,
f(x)_{l Se$>/€,

x)

que pertence a L?([0,00), u1x). Como o conjunto dos polindmios de Laguerre, Lffﬁ)(

¢ denso em L%(]0,00), i) existe um polinomio p € P tal que

x)?

/ |f(2) — p(2)|22* e dx < e Pe.
0

Dado € > 0,

o0 o0 1
/ 11— (z+k)pz+ k) Pabede = / | iR p(z+ k)2 (z + k)2afe ™ dx
0 0

<t/|————m$+mux+MH%*m
0
— 6k/ |__ ( )|2 lc+2e ydy
k
< e / |f(y) — p(y)|Py" e vdy
0
< e

O

Lembrando que {ﬁf’“) (x)}2, sdo definidos pela ortogonalizacao de Gram-Schmidt

da sequéncia (4.13), o conjunto é ortogonal por construgao. Logo, é suficiente mostrar
que

e~ b7F = span {u;}2°, ¢ denso em L2([0, 00), u1z).

Dado um f € L*([0,00), jix) arbitrario e ¢ > 0. Seja

Como, f € L*([0,0), jiz) temos

o0 9 . 00 ) rke—®
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A Propriedade 4.1 garante que existe um polinomio p(x) tal que

/000 1f(z) — (z + k)p(z)| Pz e de < e.

Portanto,
‘A 1£(2) — (2 + k)p(@)| djig < c.

Tomando h(x) = (x + k)*p(x), temos que W'(—k) — h(—=k) = 0 e deste modo
(z + k)*p(x) € eb7F. Assim, os polinémios X;-Laguerre formam uma base ortogonal
de L2([0, o), fu).

E, disto conclui-se que, os polindémios X;- Laguerre formam uma sequéncia polino-
mial de um problema de Sturm-Liouville. O

E facil mostrar que a funcio peso Wk(x), dada em (4.15), satisfaz uma equacao do
tipo Pearson, da forma
x—k

@wWﬂ@y:x+k@+k+UWﬂm.

4.2.1 Foérmula Tipo Rodrigues

A seguir sdo definidos dois operadores que podem fatorar o operador 7" dado em
(4.17) de duas formas diferentes.

Sejam
x+k+1, ,
Ar(y) —W(y —y)—y (4.18)
B _(a:+/€+1)2i y
N r+k der\z+k+1)’
e
x(x+ k),
Bi(y) = ﬁ(y —y) +ky (4.19)
_ N vd [((x+k+1)% .

onde a func¢ao Wk(a:) ¢ a funcao peso dada em (4.15). Usando os operadores acima,
conclui-se que

T, = BiAy; (4.21)
= Aklekfl—l. (422)

De fato, observe que

Ay = _@FREDE@rRY + @kt Dy = @kt Dy + @+ Ry
* (l’+k>2 )

(x+k+1)2

Bi(y) =



Os Polinémios X:-Laguerre 38

Assim, substituindo A} (y) e Ax(y) em (4.19) e B,(y) e Bx(y) em (4.18) encontramos
(4.21) e (4.22). O

Esses operadores satisfazem a seguinte relacao

(f, Brghi = (Aif: 9)i+1, (4.23)

onde o produto interno esta definido em (4.14) e (4.15).
De fato, usando (4.20), sabemos que

I f(x) d [(z+k+1)
(f, Brg)k —/0 ($+k+1)Wk($)dx[ oy

_ /Oooxf(k‘”ll% {(HHDQQ@)W’“H@)} da.

g(az)mH(x)] W (2)da

x+k
Integrando por partes, temos

 flla)e+k4+1) = f(z) (e +E+1)° .
(f, Beg)x = CEYTEIE Py g(x)Wiii(x)

o0

0

®(r+k+1)? . f(x)(x+k+1)— f()
- [ W@ R

Assim,

= /OOO {—%k:l(f’(:c) — f(@) = f(@)] g(2) Wi (2)da

= <Akf7 9>k+1-

O

Vamos mostrar, agora, que o operador A; é um operador de reducao de grau e o
. 2 (k .
operador By, é um operador de aumento de grau para L )(m), ou seja,

ALy = LY, > 2, (4.24)
Bp(L¥Dy = L™ - 0> 1. (4.25)

Mostremos por inducgao que as relagoes sao validas.
_Podemos ver que o resultado ocorre para n = 2 e n = 1, respectivamente, pois como
L@ =2 —k—1e LP(x) = 22 — k(k +2), de (4.18) e (4.19) temos

ALY = Ap(@® = k(k +2))
_ _(x—i—k:—kl)[Qz—i—_ZQ—i—k(k—l—Q)]_x2+k(k+2)
—(z+k)?—2(x+k)
r+k

= —(z+k)—2=L""
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Bo(L"™) = By(—(z+k)—2)
_ <J;(x+k);z(;21?+k+2) k(x4 k) —2)

= 22— k(k+2) =LV,

Suponha, que as relagoes sao validas para n, ou seja,

A(LP) = LY

n—1 »

Bp(L¥D) = ni™ .

n

Como T}, é inversivel, obtemos

LY = ALY,

n—1

- 1y 7k
LY = Bkl(nLEz-i)-l)'

Lembrando que a equacao de auto-valor para os polinomios X;- Laguerre é da forma

Ti(LP) = (n — 1)LP),

n

e T, pode ser fatorado de duas maneiras (4.21) e (4.22), assim, de (4.21) e da equagao
de auto-valor acima, temos

Ti(L)) = Be(A(LP)) = (n = 1)L,
Como By, é inversivel temos
A(LPY = Bt (n — 1)L, (4.26)
E de (4.22) e da equagao de auto-valor, obtemos
(Ag_1Br—1 — D)(LP) = (n — 1LY,

ou seja,

(A1 (B (L¥))) = nL®).

n

Ay é inversivel, entdo, podemos escrever

~

Bea (L) = AL, (nL9). (127)
Usando (4.26), (4.27) e as hipoteses de indugao, obtemos

ALy = Bil(nLl))) = LI+,

n

Bu(L¥Y) = A ((n+ DLEY) = (n+ 1LY,

Portanto, pelo principio de indugao finita, concluimos que (4.24) e (4.25) valem. [

Outra propriedade desses operadores é o fato de que aplicando iterativamente o
operador de aumento (4.25) obtém-se a formula tipo-Rodrigues para os polinémios
X;-Laguerre da forma

(BiBy ... By ))|(x + k+n)2Wipn_ 1}

—(n—1ILW =
(z + k+ 1),
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De fato, iterando (4.25) obtemos

Bjpno LY = 1L
Bk"rn—SBk-f—n 2[A/(k’-i-n—l) _ Bk+n_31£gk+n—2) _ (2>(1)I:(k+n—3)
Bytn—aBitn—3Bi1n— 2L(k+n b= Bk+n74(2>(1)Li(3k+n 8 =3l LA(LHH Y

Bk-‘rn—n- Bk+n 4Bk+n SBk-i-n 2L(k+n Y = (n_ 1)'f’£zk) (428)
Usando (4.20) em By p_o(L¥™ ™) na equacao (4.28) temos

~(n—=DILPY = By ... (Brsna(Brin_s(Brin oz +k+n))))

z+k+n
i (A W + k4 n)

(37 +k+n— 1)Wk+n—2

—(n - 1)'j—17(1k) = BkJrn,n c. (Bk+nf4(Bk+n73 ))

Tomando B;(y) = a4 (HHEIJ;’;&QHJH)Q} e reescrevendo (4.28) obtemos
(IL‘ + k + )Wk
0
4.2.2 Relacao de Recorréncia de Trés Termos
Os coeficientes dos termos de maior grau do polindmio, [A/%k)(x) de grau n, sao
(=" (=D"(n=2)(n+k) .,
" " S 4.29
m—n" " m—1 " (4.29)

De fato, mostremos por indugao quais sao os termos dos coeficientes de maior grau
do polinémio de grau n.
Pela condigao de normalizacao (4.16) e do primeiro termo do conjunto (4.13) temos

que ﬁgk) = —x — (1 + k). Assim, usando a notac¢ao
[A/;k) (z) = dglex” + dnlfzz_ll“"_l + dg?z—ﬂn_z +
temos 1)t
~ (k -
‘ DY 1 —2)(1+k
. ~D'(1-2)(1+

Logo, o resultado ¢ valido para n = 1.
Suponha, que é valido para n — 1, ou seja,

(k1) (=1t

CALn—l,'rL—l - (’I’L _ 2)| )

LD (=1)"2(n—=3)(n + k)
n—ln=2 " (n —2)! '




Os Polinémios X:-Laguerre 41

Usando (4.18) e (4.24), obtemos

~ / ~
~(@+k+1) (L) + LY
r+k nob

Logo,
(et k1) [ %) e 4 (n — 1)a;k;_1g;n—2+...]
+ [d(’“> el +] (z + k) [ Ul gt —|—d(k+1)72x”’2+~~] .
E pode ser reorganizado como
(na®) +al)) & + (=nlk +1)al), - (0= Dal_, +al ) a" -+ =
dikilgl "+ <kank+11n 1t nk+11n 2) "
Comparando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os lados, temos

A~ (k+1)
n—1n—1»

—(n—1)a

(k )

—n(k+1)al), — (n—2)a®)_, = kP +a®Y

n,n

Usando a hipotese de indugao, obtemos

(="

~(k)
e T o)
e
alk ok
n,n—1 (Tl 2)
-1 (nk+D(E=D" D) ()P =3)(n k)
= +k -
(n—2) (n—1)! (n—2)! (n—1)!
(D) —2)(n+ k)
B (n—1)! '
Portanto, pelo principio de indugao finita, concluimos que
all) = = 4.30
¢ -1
ao (DT (n=2)(n+ k)
n,n—1 " )
’ (n—1)!
para todo n > 1. O
Propriedade 4.2. Para os polinémios X;- Laguerre vale
* ¢ gk k+n
L2 S 2y koor, n> 1. 4.31
/0(">(x+k:) Tkyn_1mb = (4:31)

L(n+k)

( D) ¢ a norma dos polinomios de Laguerre, L( ) (), definida em
n —

onde k,_; =

(3.15).
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Demonstracao: Mostremos por inducao que a igualdade é valida.
Usando o produto interno (4.14) temos

o k41
<L§’“), L§k>>k - %P(l{: +1).

Logo, para n = 1 o resultado ocorre.
Suponha, que a relagao é valida para n — 1, ou seja,

<L(k) [A/(k)> _k+n—1F(n+k—1)
n—1r “n—1 -
k k+n—2 (n—2)!

Lembrando que o operador T}, satisfaz
Ti(LP) = (n— 1LY,

e usando a propriedade do produto interno (4.23) temos

~ ~ 1 A
(10,20, = (L0 BAL)

n—1

1 ~ ~
- <—L1(1)7Bk([/$1k 11))>
k

n—1

1 “ N
= < A(LF)y, Liﬁ”>
k+1

n—1

1 E+n T(n+k)
n—1k+n—1(n—2)!

kE+n TI'(n+k)
k+n—1(mn-1)"

Portanto, usando o principio de inducao finita, (4.31) vale, para todo n > 1. 0

A segulnte relagdo apresenta uma conexao entre os polindmios ortogonais X;-
Laguerre, L )( ), e os polinémios ortogonais de Laguerre, L )( ), da forma

LW (@) = —(@+k + DL (2) + Lyy(@). (4.32)
De fato, comparando os coeficientes dos termos de maior grau de LP (x) dado

m (4.30) e de LY (z) em (3.13), e lembrando que {Lgk)(x) "o ¢ uma base para P,,
podemos escrever

LW (z) = —xL! k) )+ Z a; L k) . (4.33)

Assim, aplicando o produto interno (3.14) dos polinémios de Laguerre, temos

<ﬁ§j€>,L§k>>:< L(’“1+ZaLk) L<’“> (=aLP), 1) + <ZaLk) L(k>
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Considerando 7 = 0,1,2,...,n — 1 e usando a ortogonalidade dos polinémios de La-
guerre, obtemos

J J

(29, 19) = = (2, 2LP) + a; (L, L) (4.34)

k

Lembrando que a funcio peso de Laguerre ¢ w(z) = e “a* e w(z) = (& — k)2Wi(z),

temos
<ﬁ£lk)> L§-"’°> = <1A—J7(f), (x + k)QLg.k)> =0, para j <n — 2.
k

Dessa forma, usando a ortogonalidade dos polindmios de Laguerre e X;-Laguerre em
(4.34) obtemos
a; =0, paraj<n-—2. (4.35)

Com j =n — 2, (4.34) torna-se
(L0, 10,) = = (L, 0L ) + o (L5, 1) (4.36)

Vamos calcular

Escrevendo ,
(2 + kLY, (2) = 6, L0 (2) + Y &L (),
=1
o valor de &,, pode ser calculado pela igualdade
(=H"=2 . O ot
o T T Tt

Assim, &, = (n — 1).
E, portanto

<j—’7(1k)7 Lg{—)2> = <ink)7 (z + k)ngzk—)2>k

= (0D (LY. L)
k+n T(n+k)

= -1 . 4.37
= T o) (4.37)
Calculemos agora, <L£Lk21,xL§l’?2>. Escrevendo
n—1
wL2y(@) = DBl (@) = Baa L2y (@) + Buoalia(@) +oo, (438)
=0

o valor de (,,_1 pode ser calculado pela igualdade
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Assim, 8, 1 = —(n—1).
Portanto, usando (4.38) e a ortogonalidade dos polinémios de Laguerre, temos

k k I'(n+ k)
Usando (4.37) e (4.39) e a ortogonalidade dos polinomios de Laguerre em (4.36)

obtemos
k+n T(n+k) T(n+k) I'(n+k—1)

Ftn—1m=20 (=2 T2 o

Deste modo,
I'(n+k)

g = = 1. 4.40
2T Gt n—Dh(n+ k- 1) (4.40)
Fazendo j =n — 1 em (4.34), temos

<L(k) L® 1> __ <Lg@1,ng@l> + <L§f’1,L(’“> > . (4.41)

Calculemos <j}7(1k),L k_)1> Escrevendo

n

k Zﬂz k) n ()—i_ﬁn 1L)()+"-,

o valor de (3,_1 pode ser calculado por

D" . ED =2+ k) Lo _
(n—l)!x * (n—1)! v s

N [<—1>” \ <—1>"—1<n+k>mn_1+,,,]

T+

(n)! (n—1)!
(_1)n—1
(n—1)!
Comparando os coeficientes dos termos de maiores graus em ambos os lados da igual-
dade, obtemos

+Bn-1 [ ™! —|—5n_1x”—2+...} 4.

Bn =n,
e
()" 'n=2)(n+k) ()" ' (n+k) (=)t
1) o s e s
Assim, 5,1 = —2(n + k).
Portanto,
<ﬁ§f), Lﬁf_)1> —o(n + k) <Lnk)1, L® > . (4.42)

Da relagao de recorréncia de trés termos (3.16) dos polinémios de Laguerre, temos
(L)) = @n =14 8) (20, 20,). (4.43)
Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.41), obtemos

—~2(n+ k) (L0200, L, ) = (@0 = 14k) (2020, L, ) + e (2020, L, ).
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Assim,
an_1=—(k+1). (4.44)

(4.40) e (4.44) em (4.33) , a relagao entre os polino-
(x), e os polinémios ortogonais de Laguerre, L,(lk)(x)

Portanto, substituindo (4.35),
mios ortogonais X;-Laguerre, L

é da forma
LP(x) = —(x+k+ 1)L, (@) + LY, (2).
]

Os polinomios X;- Laguerre satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos
da forma

(n+1) [(w+ k)2 n+k) — k] L (@) + (n+ k) [(@ + k)2(x — 20—k — 1) + 2k] L) (2)
tn+k=1) [ +E>?n+k+1) -k LP (@) =0, n>2
com LW (2) =~z —k—1e LV (2) = 22 — k(k + 2).

De fato, reescrevendo a relagao (4.32) usando a relagao de recorréncia de trés termos
(3.16) dos polinomios de Laguerre, temos as seguintes igualdades:

L8 (z) = nL®(z) — 2(n + k)LY | (2) + (n + k) LY, (2) (4.45)

(x4 k)2LW (2) = (n+ 1)L, () = 200+ k) L) (@) + (n+ k — 1)LW (2).  (4.46)

- A . N k
De fato, usando a relacao de recorréncia de trés termos de Laguerre em Lﬁll

relacao (4.32), temos
L) = —(@+k+ 1LY, (2) + Ly (2)

= —(@+k+ LY (@) +nLP (@) + (@ — 20—k + DL (@) + (0 + k)L, (2)
= nLP (@) = 200+ kLY, (2) + (n+ k)L ().

o(z) na

Para mostrar a igualdade (4.46), note que, a relagdo (4.32) pode ser reescrita como
(n+ L) = (n+ D[=(+k+ DL, (@) + LP](@).
2+ ML) = 20+ k)@ kDL @) + LY (@),
(n+k—1DLB @) = (n+k—1D[—(z+k+ DL (2) + LY, (x).
Somando as trés equacoes anteriores, obtemos

(n+ 1)Ly (@) = 20+ k)L, (2) + (n+ k — 1) LY (2) =

—(n+ 1)z +k+1D)LE (2) + 2n(z + k) + 3n+ 2k(z + k + 1) + 1]LP () +

[—2n — 2k —nz —nk —n —kx — K + 2 + 1L (2) + (n + k — 1)L, (2).

Usando a relagao de recorréncia de trés termos (3.16) dos polindmios de Laguerre em

ijﬂl(x) e Lflk)g(a:) temos

(n+ D)L, (x) = 2(n + k)L n+1< )+ (n+k—1)LP () =
(z+k+D[xz—2n+1)—k+1)LW(z) + (n+k)L(k (@) +
[2n(a:+k:)+3n—|—2k:(a:+k’+ )—l—ank)( )+

[—2n — 2k — nw —nk —n — kr — K> + = + 1]L%, (2) — nL®) (2) +
—(x—2n—k+1 )L,(f_)l(x)
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Assim,
(n+ DLE, (@) — 200+ k) L) () + (n + k = 1)LV (2) = (z + k)2LE (2).

O
Usando novamente a recorréncia de trés termos (3.16) dos polinomios de Laguerre
e a equacao (4.45), obtemos

Usando a relacdo acima e (4.46) temos

(n+1) [(x+k)2(n+k) — k] L¥) @) + (n+ k) [(@+ k) (@ — 20—k — 1)+ 2k] £F) (2)

+(n+k—1)[(x+k)>*n+k+1)— k] L¥ (2) = 0.

Obtendo assim a relagao de recorréncia de trés termos dos polinomios X;-Laguerre. [J

4.2.3 Zeros

Os zeros dos polindémios excepcionais sao classificados em duas classes: zeros re-
gulares, que estao no intervalo de ortogonalidade, e zeros excepcionais, que ficam fora
desse intervalo.

Proposicao 4.2. O n-ésimo polinémio X:-Laguerre, ﬁ%k)(x), k>0, tem um zero em

(—o0,—k) en —1 zeros em [0, 00).
Para a demonstracao da proposicao vamos precisar do auxilio dos seguintes lemas.

Lema 4.1. Seja P € ;7% polinémio com n zeros reais. Se P(—k) # 0, pelo menos
uma desses zeros estd em (—oo, —k).

Demonstragio: Lembremos que e, %% = {p € P|p'(—k) — p(—k) = 0}

Assim, p'(—k) e p(—k) tem o mesmo sinal, isto é, p'(—k) > 0 e p(—k) > 0 ou
p'(—k) <0ep(—k) <O.

Analisemos o caso em que p'(—k) > 0 e p(—k) > 0. Considerando o minimo que o
polindémio atinge para x em (—oo, —k) é possivel identificar dois casos:

e Se —00 < MiNge(—oo,—k) P(z) < 00U Minge(—oo,—k) P(x) = —00, entdo existe um
m < —k tal que P(m)P(—k) < 0. Logo, existe pelo menos um zero no intervalo
(—o0, —k).

® Se Milye(—oo,—k) P(x) > 0, entdo P, nao tem n zeros reais contrariando a hipotese.

No caso em que p'(—k) < 0 e p(—k) < 0, considerando o maximo que o polinémio
atinge para x em (—oo, —k), também é possivel identificar dois casos:

e Se —00 < MaXye(—oo,—k) P(2) < 00U MAXpe(—o0o,—k) P(T) = —00, entdo existe um
m < —k tal que P(m)P(—k) < 0. Logo, existe pelo menos um zero no intervalo
(—o0, —k).

® Se Milye(—oo,—k) P(z) > 0, entdo P, ndo tem n zeros reais contrariando a hipotese.
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Assim, pelo menos um zero de P(x) deve estar em (—oo, —k). Caso contrario P(z)
nao pode ter n zeros reais. O

Lema 4.2. Eﬁf)(—k) # 0.

Demonstracao: Primeiramente lembremos que ESZ“)(x) sao definidos recursivamente
pelo operador de aumento By, (4.20), que tem a forma

Buly) = o+ 0210 (£50).

r+k
onde f(z m e g(z) = e 22" e desse modo f(—k) e g(—k) sdo nao nulos.
Como Eﬁ’“)( k) # 0, segue por inducdo que LP (—k) # 0, para todo n > 1. O

Demonstracao da Proposicao 4.2: Pelos Lemas 4.1 e 4.2 segue que L(f) (x) tem no
maximo n — 1 zeros em (—k, 00) em particular n — 1 zeros em [0, 00).

Suponhamos por absurdo que L (x) tem &,&,...,& 1 < j < n—2 zeros em
[0, 00) e seja

Qi(z) = (r = &)@ — &) ... (z = §).

Se L () ndo tem zeros em [0, 00) consequentemente ()(z) ndo tem zeros nesse
intervalo, entdo neste caso consideramos Q;(z) = 1.
Por hipotese Q1(—k) # 0, Vk € [0,00), assim pela contrapositiva do Lema 4.1

temos Qq(x) ¢ g, "

Mas podemos escolher £ tal que
Qx) = (z — §)Q1(2).
Dessa maneira Q(z) € €, ", pois (—k — €)(Q,(—=k) — Q1(—Fk)) + Q1(—k) = 0

Assim, usando novamente o Lema 4.1 temos £ ¢ [0, 00).
Como & é zero de Q(z) e £ ¢ [0,00) entdo, a funcdo

Q@)LP(x) = (& —&)(x = &)z = &) (2 = &)’z — 2511) . (2 — 2)

nao muda de sinal em [0, c0).

Consequentemente, (E%’“ ,@Q)r # 0. Absurdo, pois L e ortogonal com relacao a
polindmios em £, "

Portanto, L (x) tem exatamente n — 1 zeros em [0,00). O zero restante é real e,
pelo Lema 4.1, pertence a (—oo, —k). O

4.3 Polindmios X;-Jacobi
Sejam « e [ numeros reais tais que a > —1, f > —1, a # 3, sgn(a) = sgn () e

f—a b_5+a
2 C f—a’

1
=b+ —. 4.4
c + - (4.47)

a =

com |b| > 1.
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Como vimos, em (4.11) e (4.12), podemos obter os polinémios X;-Jacobi, {]51(0"5) (x)
pela ortogonalizacao de Gram-Schmidt a partir da sequéncia
{x—c,(x—0)2x—0)> ..., (x—0b)" ...} (4.48)
que é obtida de £%® e relativo ao produto interno
d)ap = [ S0 (4.49)
onde 5
. 1—x)*(1
Qi = W p(@)de — LD AFD 00 e (211). (4.50)
m_ﬁ+a
g —«
Pode-se impor a condicao de normalizagao
. -2
P,Ea’ﬁ)(l) _ a+nfa+n . (4.51)
00—« n—1

Proposicao 4.3. Os polinomios Xi-Jacobi formam uma sequéncia de auto-funcgoes
polinomiais ortogonais de um problema de Sturm-Liouville.

Demonstracao: O Teorema 4.1 garante que os polinomios X;-Jacobi sao solugoes do
seguinte problema de Sturm-Liouville

1—-b
o) = (0 = 1+ 20 (5=

— X

) (zx—0o)y —v), (4.52)
com as seguintes condic¢oes de contorno

lim (1 —2)*"(y(z) — (x — )y (z)) = 0,

Tz—1~

lim (1 —2)™(y(z) = (z = )y () = 0,

z—1t

e (4.4) os correspondentes auto-valores sio A\, = (n — 1)(n+a+ ), n=12,...
Falta mostrar que a sequéncia formada por essas auto-funcoes polinomiais é com-
pleta em L2. Para isso, vamos precisar das seguintes propriedades.

Propriedade 4.3. Seja P o anel de polinomios em x € R com coeficientes reais e
defina P C P o seguinte subespaco de P

7=0

onde os k pontos x1,y, -+, 7} ndo pertencem a [—1,1] e pY)(z;) denota a j-ésima
derivada de p avaliada em z;. Entdo P é denso em C[—1,1] com respeito a norma do
supremo.

Demonstragao: Precisamos mostrar que, dada uma f € C[—1,1] arbitraria e € > 0
qualquer, existe um polinomio p € P tal que

|f(z) —p(z)| <€, Voe[-1,1].

[e'¢)
=1
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Considere a fungao

o) — f(x)
4e) 1 (= @)t

onde todos os polos z; estao fora do intervalo [—1,1].
Pelo Teorema de Aproximagao de Weierstrass [18], existe um polinémio p € P tal
que

e C[-1,1],

l9(@) —p(@)] < =, Vre[-11]

onde a = T, (1 4 |z]) 7.
Note que o polinomio p(z) = [I,(z — 2;)"*"p(z) € P. Assim,

f@) - ()| = [Hemle =@ Py

Hi:l(x — x;)tHri i=1

k
= |[[= =)™ lg(z) = p(z)| < e Ve [-1,1],

=1

Wril < (1 + |ay])t™ para x € [—1,1]. O

sendo que |(z — ;)
Propriedade 4.4. Se [b| > 1, 0 espago ¢*® =, 2" é denso em L?([—1,1], fia5)

Demonstragio: Como e%* := {p € P,|p'(b) + ap(b) = 0} C P e |b| > 1, a Propriedade
4.3 garante que £%° é denso em C[—1, 1] com respeito a norma do supremo. Portanto,
como o espago das fungdes continuas C(R") é denso em LP, e»* também ¢ denso em
L2([1,1], i p)- O

A sequéncia {]%(Q’B ) >, € ortogonal por construcao, entao é suficiente provar que é
uma base para L*([—1,1], fia 5)-

O‘vﬁ)}oo

Mas por definicao span{]%( = &% entao, pela Propriedade 4.4 garantimos o

resultado.
Portanto, os polinomios X;-Jacobi formam uma sequéncia polinomial de um pro-
blema de Sturm-Liouville. 0

Também é facil mostrar que a funcio peso W, z(x), dada em (4.50), satisfaz uma
equacao do tipo Pearson, da forma

A

(@ = 1) Wsw)) = 20 (522 0= sl

4.3.1 Foérmula Tipo Rodrigues

Como no caso dos polinomios Xj-Laguerre, o operador T dado em (4.52) dos po-
linomios Xi-Jacobi pode ser fatorado de duas formas diferentes.
Sejam

r —cC

Aaply) = —— ' +ay) —ay (4.53)

- () o




Polinémios X;-Jacobi 50

B.sly) = (2*—1) (z : Z) (v + ay) — a(x* — 2bz + 1)y (4.55)
= — <(x — C)Waﬁ) - % ((i__Cb)QWaH,ﬁHy) ) (4.56)

onde a, b, ¢ estao relacionados com a, § por (4.47) e a fun¢do peso Waﬁ(x) é definida
em (4.50). Usando os operadores (4.53) e (4.55), obtemos

Twp = BapAap (4.57)
= Aafl,ﬁleafl,,Bfl — o — ﬁ (458)

Estas relagoes podem ser mostradas analogamente ao que foi feito para os operadores
dos polinébmios X;-Laguerre.

Outra propriedade desses operadores é a relacao do produto interno definido em
(4.49) e (4.50), dada por

<Aaﬂf> g>o¢+1,5+1 = <f7 Boa,,BQ)a,ﬁ- (459)

De fato, usando (4.53) vemos que

Uosf Dorpn = [ |Z5 (@) +af(@) - af @) o) Woss (o)

1 le—0

= [ @@ Ve (@)

1T —b
+ / | {af(x)[(:v ;?b— (z— b)]} 0 Wor s (2)da
- /1 ; : Zf,(@g(x)waﬂ,ﬂﬂ(x)dx
+/1 a(b _;)if)g(x)Wa+1,5+1(x)dx,

Como a(b —c¢) = —1,

(Aagfr Gar1pe1 = /_ 1 (2= 9f ,(xf(_xé_ J@9@) G w)de. (460)

Usando (4.56), sabemos que

o Basthas = [ 1) Buslao) Wasle)ie
B /1 f(z) {—% <(21022Wa+1,ﬁ+19(x)>} W o(@)d
L (2 — )Was e

_ [ d (MW%LM(@) du.

1x—cdx x—b
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Integrando por partes, temos

(f,Ba,gglap = —(x_;){(;)g<x)wa+1,ﬁ+1($> »
.\ / (z — C)f’(:c)xg(_w)b @@ e

Como o primeiro termo da expressao acima é nulo, obtemos

b —o)f(x)g(x) — f (:r:)g(@m+1 g1 (2)dz. (4.61)

(- Bustos = [

-1 $'—b

Portanto, de (4.60) e (4.61)

(Aapfs Gar1,501 = ([, Basg)a,s-

O
Além disso, o operador A, 3 é um operador de redugao de grau e o operador B, 3

¢ um operador de aumento de grau para PP (x), ou seja,
. 1 .
Aap(PP) = Snta+ BPITY, 022 (4.62)

Bog(PetH+0y — on p) -y >, (4.63)

n
De fato, mostremos por inducao que as relacoes acima sao validas.
Podemos ver que o resultado ocorre para n = 2 e n = 1 respectivamente, pois como
a+pB+2

P (a) = —go — 52255 o P () = —oi2y? — ey et entio
Ao (B = Aa,ﬁ(_(a +64+ 2)z®  o? +622(;r_2(ﬁa)+ Bz« +f+ 2)
B (ﬂf—%‘?)(_(a+ﬁ+2)x_a2+ﬁ2+2(a+5))
a x—gf—g 2 2(a = )
L] [(a+ﬁ+2)x2 (@®+ B2 +2(a+B))x a+ﬁ—|—2}
z — Ete 4 2(a— f3) 4
_ 1 [_(a+ﬁ+2)x2+(a+ﬁ+2)2x_(a+ﬁ)[(a+ﬂ)2+6(a+ﬂ)+8]
z— gt 4 2(8 —«) 4(a - B)?
(a+B+2)z (a+5+2)(a+p+4)

4 4o — B)
1 (e
= S@+a+ )P,

|
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Ala+1,8+1 T
Ba75(P1( +1,8+ )) = Ba,ﬁ(—g — W

|

1 22— 1)(z—b r a+p+2
= (Jgi%ﬁzg) [—( ;( )+2a(bx—1)(m—b) —2—2(04%
(x2—2bx+1)[ r a+p+2
(:c—aﬁ%ﬁa"ﬂ) 2 2(a-p)
B 1 [ (a+B+2)2® [(a+p)?—8a+p)—4—2a%—25%z
(x_aﬁ%ﬁa-ir?) 2 2(8 —a)
1 [_ (302 — 382 —4(a+ B) + 2a8)x N (a+ B+ 2)2]
S = 2= 2 A=)
(@4 B+22® (P4 B+ 2+ Pz (a+B+2)
2 a—0 2
— 2P0

Suponha que as relacoes sao vélidas para n, ou seja,

1
Aup(PP) = S(nta+BPITH, (4.64)
Ba,B(PTSa+LB+1)) — anéif). (4.65)

Lembrando que a equacgao de auto-valor para os polinomios X;-Jacobi é da forma
Top(P?) = (n = 1)(a + B+ n) P,

e T, 5 ¢ inversivel e pode ser fatorado de duas maneiras (4.57) e (4.58). Assim, de
(4.57) e da equacio de auto-valor acima, temos

Bas(Aap(PL) = (n = 1)(a + 8+ n) B
Como B, s ¢ inversivel, temos
Aas(P?) = B L((n — 1)(a + B+ n)P*P). (4.66)
E, de (4.58) e da equacao de auto-valor, obtemos
(Aa-1.5-1Ba-15-1 —a — B)PP) = (n = 1)(a + B+ n) PP,

ou seja, A
Aac1,5-1(Bac1 o1 (PLD)) = n(a+ B+n — 1) P,

A, p € inversivel, entao, podemos escrever
Ba1,51(B7) = AL 5 (n(a+ B4+ n—1)PIP). (4.67)
Usando (4.66), (4.67) e as hipoteses de induc¢ao, temos

a 1 .
Aup(P) = Boh(n(a+f+n+ DPGY) = S(n+ 1+ a+ BP0,

a+1,6+1 — a+1,6+1
Bug(BS3) = AZL((n+D)(a+ B+ 2+ n)BSTY) = 2(n + 1) BT,

|
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Portanto, pelo principio de indugao finita, concluimos que (4.62) e (4.63) vale para
todo n > 2 e n > 1, respectivamente. O

Usando estes operadores é possivel obter uma férmula tipo-Rodrigues para os po-
linbmios X;- Jacobi, da forma

Blég . Bn,1>[<l’ — bn)Qanl]
(37 - bl)WO

(~2)(n — 1P - | 7
onde b; = b+ j/a.

De fato, iterando o operador de aumento (4.63) e denotando B,, = Byp g1n, Obte-
mos

Bn_2p1(a+n—1,ﬂ+n—1) _ 2(1)' A2(a+n—2,ﬁ+n—2)

Bn_an_2p1(a+n—l,ﬁ+n—l) _ 22(2)' A3(o¢+n—3,,3+n—3)

ByoaBus By P = @) P
Boon ... By o POt 1D only ) pledh), (4.68)

Usando (4.56) em B,,_o(P*" 74Dy temos

(—=2)"(n— 1)1P@H = B, ... (Buo(z —by))

d (x_ﬁ+023+2n_2)2 N

—a

1z o Bfatzn—1 Wa—i—n—l,ﬁ—i—n—l(x - bn)
B—a

(=2)"(n = )PP = B, ... | Bus

~

2n—2
(iL’ - %%;)Wa+n72,ﬂ+n72

Tomando

e reescrevendo (4.68) obtemos

. By B
(=2)"(n — 1)!P@H) = (B

4.3.2 Relacao de Recorréncia de Trés Termos

Denotando os polinomios Xj-Jacobi por 27 (z) = S 4P 33 os coeficientes

J=0 "n,j
dos termos de maior grau sao

A(enB) F(a—}-ﬁ—l—?n—l)

= o )T (a + B + 1) (4.69)
e
s _ [ ma=p) | (@®=F)B-a)+(B+a)atB+2m)??] T(a+B+2n—1)

=l (a0 + B+ 2n) (a+B+2n)(a+B+2n—2)(f—a) |2"n—DT(a+B+n)
(4.70)
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De fato, mostremos por inducao matemaética quais sao os termos de maiores graus
dos polindmios X;-Jacobi.
Pela condicao de normalizacdo (4.51) e do primeiro termo da sequéncia (4.48) temos

que Pfa’ﬁ) (z) = —32 — ;a“fﬂf Assim,
d(a’ﬁ) _ _1 _ F(Oé—l-ﬁ-i— 1)
L1 2 (a4 B+ 1)
e
PR _ 24a+p (@ —P) . (@ —B)* = (a+B8+2)?] T'(a+B+1)
1,0 2(a — B) 2(a+ B +2) 2@+ B+2)(a—p) 20(a+B+1)

Logo, o resultado ¢ valido para n = 1.
Suponhamos, que para n — 1, é valido

GeHLA+D) _ [a+B+2n—1)

n-ln-l _2”—1(n -2 (a+pB+n+1) (4.71)
sy _ [ D@=5) | (@+1? = (B+1D2)(E—a) + (B+0+(a+H+20)°
n—1ln-2 (a+ 5+ 2n) (a+B+2n)(a+F+2n—2)(—a)

[(a+p+2n—-1)
“on T o) (atftntl)

(4.72)

Usando o operador de reducao A, s dado em (4.53) e (4.62), temos

(x — ) (B (@) — PP (x)
x—>b

= Sla+B+m) P (@),

Logo, substituindo 27 (z), (P (z)) e P (x), obtemos

(=) [nalGPa " + (0= a2 4| = falPan + a2t

n,n—1 n n,n—
(= b)(a+B+n) [ (at1,8+1) +1,641) 02

_ n—1 A(Oz
- 9 |:an—1,n—1 z + Ap—1n—2 + - :| ;

ou seja,

(n—1)al&Pam + [(n —1)al%? — enale?) —al%d } 2!

n,n—1
a+B+n [ (1,541 (@4 1,B+1) g A(a+1,84+1)y pe1
= 5 |:an71,n71 AR S (TS SO 4 } :

Comparando os coeficientes em ambos os lados, obtemos

a+ [+ N (at1,8+1)

(n - 1)&20,[1’16) = 9 n—1,n—1

(n — 2>d(a,6) cnd;‘ff) N a+p+n [&(a+1,6+1) _pglettsn]

n,n—1 = 2 n—1,n—2 n—1,n—1

Usando as hipoteses de inducao, (4.71) e (4.72), obtemos (4.69) e (4.70). O
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Propriedade 4.5. Para os polinomios X;-Jacobi vale

/_ ( LoD o) = (a _|(-an—i__n1))<(ﬂﬁ—:_72 —y 0ot (4.73)
2048 (o + n)I(B + n)

onde C,—1 = (a+pB+2n—1DI'n)(a+B+n)

dada em (3.7).

¢ a norma do polinémio de Jacobi

Demonstra¢ao: Mostremos por inducao que a igualdade (4.73) é valida.
Usando o produto interno (4.49), obtemos

(Bfe? pe?y = 2 (0 + 1B+ D(a + DI(B+ 1)
oot e dafa+ B+ 1D)D(a+p+1) '

Logo, para n = 1 o resultado vale.
Suponha, que a relacao é valida para n — 1, ou seja,

<A(a76) A(a,ﬁ)> _ 20t a4+ n—1)(B+n—Dl(a+n—-1I(B+n—1)
bt S dla+n—2)(B4+n—2)(a+B+2n—3)T(n— DI (a+B+n—1)

Lembrando que o operador Ty, g satisfaz
TU(PED) = (n—1)(a + B+ n) PO,

e usando a propriedade do produto interno (4.59), a propriedade (4.62) e a hipotese de
inducao, temos

~ o 1 ~ ~
(e by = ( P, Bap(AnalP0))
0.8 (n—1)(a+5+n) o
= 1 plad) B (0‘ +8+ ”p(a+1,/3+1))
(n=D(a+p+n) " T 2 o5

2048+ (o ) (B + n)T(a + n)T(B + n)
Ya+n—1)(B+n—1)(a+B+2n—1)I(n)(a+ 8+ n)

Portanto, usando o principio de inducao finita, (4.31) vale, para todo n > 0. O

Os polinomios X;-Jacobi apresenta uma conexao com os polinomios de Jacobi da
seguinte forma

A

b P () — B ()
a+p+2n—-2

(@) = —3 (o = DED (@) + (1.7)
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Comparando os coeficientes de maior grau dos polinoémios X;-Jacobi (4.69) com os dos
polinémios de Jacobi (3.6), podemos escrever

. I o
EPia) = —3ePl @) + (@)
1 n—1
= P @) + Y ek (@),
k=0

Assim, usando o produto interno do polinomio de Jacobi, temos

J J

n—1
» a 1 a a o
100,500 = (ariep S e
k=0

Considerando 7 =0,1,...,n — 1, e usando a ortogonalidade dos polinémios de Jacobi
obtemos 1

D (o anB — C!,B O{,B OL,B a:ﬂ
Note que

H(e,B) plaB)\ _ /plap) 12 plaB)
(B, Py = (B (= b) "™ )as.
Dessa forma, usando as ortogonalidades na equagao (4.75) os coeficientes a; = 0 para

j<n-—2 Paraj=n-—2em (4.75), temos

PO PO ) 4 (PO PP (476)

o valor de a, pode ser calculado pela seguinte igualdade

) Fla+8+2(n—2)+1) . T(fa+pB+2n-1)

xqun_mm@+5+@pay+nﬁﬂ+””:aqu_nm@+@+nﬁ

AT (a+B+2n=3)T' (a+B+n)(n—1)
T(a+B+n—1)T'(a+B+2n—1)

Assim, a,, =
E, portanto

(P, BE)) = (B (o = 0P P )
AMa+B+2n—=3)(a+F+n)(n—1)

 T(a+B+n—1D(a+pf+2n—1)
207 D (a4 B+ 2n — ) (a+n+ DI(B+n+1)(n—1)

T(a+B+n—D(a+B+20)Tn)(a+n—-1)(B+n—1)

(4.77)

(P, Be) g

Calculemos agora, <Pr(ﬁ’1ﬁ ) apl) )>. Escrevendo

n—1
ePP(x) = Bl (1), (4.78)
k=0
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o valor de (3,_1 pode ser calculado pela seguinte igualdade

MNa+pB+2(n—-2)+1) MNa+B+2(n—-1)+1)
2n2(n =2)MNa+ B+ (n—2)+1) 2n=t(n - DI (a+ B+ (n—1)+1)

n—1

P =

Assim,
2n—1)(a+B+n—-1)
(a+p+2n—3)(a+8+2n—-2)

Portanto, usando (4.78) e a ortogonalidade dos polinoémios de Jacobi, temos

5n71 =

(PP aP) 2277 2(n —1)(a+ B+ n— DI(a+n)0(8 + n) |
nel =2 (a+B8+2n-3)(a+B+2n—-2)(a+S+2n—1I'(n)I(a+ B+n)
(4.79)
Usando (4.77), (4.79) e a ortogonalidade dos polinémios de Jacobi em (4.76) obte-
mos

1
I Y B+2n—2
Fazendo j =n — 1 em (4.75), temos
> a 1 « « « «
(P Py = =2 () PO )+ an (PP PEY) . (480)

pled) plos)

Calculemos ( , P07, Escrevendo

Ped@) =3 BB (@),
k=0

os valor de (3, e 3,1 podem ser calculados pela igualdade

[(a+p+2n—1)
_2n(n—1)!F(a+B+n)x
n(a+ B +n)(a—B)Na+ 5+ 2n) ol

20(n — Dl a+B+2n)(a+B+2n—-1I(a+F+n+1)
(@ =)B-a)+B+a)la+B+2n)?

(a+B+2n)(a+pL+2n—2)(8—«)
MNa+p6+2n+1) (=B (a+B+2n)
5n[2"n!f‘(a+ﬂ+n+1)x 2(n—)T(a+f+n+1) +}

n

8 I'a+pF+2n—-1) -1 (a—B)F(a+ﬁ+2n—2)xn72+“.
2T — DT (a + B+ n) 271 (n — )T (a + B + n) ‘
Comparando coeficiente a coeficiente de ambos os lados da igualdade, obtemos
8, = n(a+ 8 +n)
" (a+B+2n)(a+B+2n—1)
e
5= (@ = *)(B — ) + (B +a)(a+ B+ 2n)*
"I (a4 B+ 2)(a+B+2m—2)(B—a)
Portanto,
2 _ p2\(A3 _ 2
B pepy = & D 0l 2 P4 0@t DB, pra pley (ag)

20+ B+ 2n)(a+ B +2n—2)(f — o)
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Da relacao de recorréncia de trés termos, temos

62_052
(a+ B +2n)(a+B+2n—2)

Substituindo (4.81) e (4.82) em (4.80), obtemos

(B+ a)(a+ B+ 2n)
26— a)(a+p+2n—2)

(@P), P Py, (4.82)

Ap—1 =

b (avﬁ) (

Portanto, relagao entre os polindbmios ortogonais X;-Jacobi, P, x), e os polino-

mios ortogonais de Jacobi, P (x) é da forma
bR () = P ()
a+B+2n—-2

O

Os polinomios X;-Jacobi satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos da
forma

Fant[(0F = 1) = (@ +n)(8 +n)(z — b)) PL7) (x)

(20,0 ~ 1) ~ 203 (a? ~ 1)(z - 4 LT +2n)x(x “Riple @)
+ha[(B? = 1) = (@ +n+1)(B+n+1)(z — b P (z) =0,
onde
s n(a+ B+ n)
" (a+B+2n—1)(a+p+2n)
_— (n+a)(n+f)
In = (a+B+2n)(a+B+2n+2)
Lo n—1+a)(n—1+p)
" (a+B+2n)a+B+2n+1)
com pl(a,ﬂ) ($) _ —%l’ o ;(J;_/@:Jg o p2(a,5) (l’) _ _a+f+2x2 . a2+§(2;72/g;{+6)x . o<+f+2'

De fato, reescrevendo a relagao (4.74) usando a relacao de recorréncia de trés termos
dos polinémios de Jacobi temos as seguintes igualdades

bP) (z) — P (x)

PO () = = fu PP (@) + 20 gu P2 () + a+f+2m—2 (459
onde
B (a+n)(B+n)
T et Brm—2)a+itom)
A (a+n)(B+n)
" (atf+2m-2)(atft+2m—1)
e
CC O s 4 = g BOD (@) — 25 PP (@) + PO @), (484)

4
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pois, usando a relagao de recorréncia de trés termos de Jacobi em P,(ﬁ’g )(iL’) e substi-

tuindo na equacao (4.74) temos (4.83) e usando a relagao de recorréncia de trés termos
de Jacobi em P37 (z) e P9 (x) na relacdo (4.74) obtemos (4.84).
Usando novamente a recorréncia de trés termos dos polinémios de Jacobi e a equacao

(4.83), obtemos

(»*—1)

H(a, T ~(a,
TPE@) = (a4 )B4 n) (Lo P @) + P @)

—2(a® = Db g P37 (2) — (@ +n+ 1)(B +n+ Dh, LD ().
E usando a relacio acima e (4.84), temos
Fantl0® = 1) = (@ +n)(8+n)(@ = b)’| P ()
(=2 gu(? — 1) — 2 gu(a? — 1)(x — b)? 4 LB+ el = b

2
+ha[(0? = 1) = (@ +n+1)(B+n+ 1) (z — b)) P> (z) = 0.

1B ()

Obtendo assim a relagao de recorréncia de trés termos dos polindmios X;-Jacobi. [

4.3.3 Zeros

Sobre a localizacao do zero excepcional e dos zeros regulares dos polindémios X-
Jacobi tem-se a seguinte propriedade.

Proposicao 4.4. Suponhamos sem perda de generalidade que a < 0 entao o n-ésimo
polinémio de Jacobi, Péa’ﬂ), tem um zero em (—o00,b) e n — 1 zeros em (—1,1).

Para a demonstragao da proposicao vamos precisar do auxilio dos seguintes lemas :

Lema 4.3. Seja P € % polinémio com n zeros reais. Se a < 0 e P(b) # 0, pelo
menos uma desses zeros estd em (—oo,b).

Demonstragao: Lembremos que e* = {p € P|p/(b) + ap(b) = 0}.

Assim, a = —% e portanto p/(b) e p(b) tem o mesmo sinal, isto é, p/(b) > 0 e
p(b) > 0 ou p'(b) <0 e p(b) <O.

Analisemos o caso em que p'(b) > 0 e p(b) > 0. Considerando o minimo que o

polindmio atinge para = em (—oo, b) é possivel identificar dois casos:

e Se —00 < MiNge(—oop) P(r) < 0 ou Minge(—oop) P(x) = —00, entdo existe um
m < b tal que P(m)P(b) < 0. Logo, existe pelo menos um zero no intervalo
(—OO,b).

e Se minge(_oop) P(x) > 0, entdo P, ndo tem n zeros reais contrariando a hipotese.

No caso em que p/(b) < 0 e p(b) < 0, considerando 0 méaximo que o polinémio atinge
para x em (—o0,b), também é possivel identificar dois casos:

e Se —00 < MaXye(—oop) P(r) < 0 0U MaxXye(—oop) P(r) = —00, entdo existe um
m < b tal que P(m)P(b) < 0. Logo, existe pelo menos um zero no intervalo
(—00,b).

e Se MiNge(—oop) P(z) > 0, entdo P, ndo tem n zeros reais contrariando a hipotese.
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Assim, pelo menos um zero de P(x) deve estar em (—o0,b). Caso contrario P(z)
nao pode ter n zeros reais. O

Lema 4.4. PP (b) + 0.

Demonstracao: Primeiramente lembremos que plep) (x) sao definidos recursivamente
pelo operador de aumento B, g, (4.56), que tem a forma

Busn) = (o =020 (25).

onde f(x) = _(x—c)(l—alc)“(1+m)5 e g(z) = (1 —2)*(1 + 2)P*! e desse modo f(b) e g(b)

sd0 ndo nulos. Como P{*”(b) # 0, segue por inducio que P (b) # 0, para todo

n > 1. ]

Demonstracao da Proposicao 4.4: Pelos Lemas 4.3 e 4.4 segue que 1575"’5)(35) tem
no maximo n — 1 zeros em (b,00) em particular n — 1 zeros em (—1,1).
Suponhamos por absurdo que P8 (z) tem &;,&,...,& 1<k < n—2 zeros em
(—1,1) e seja
Qi(z) = (- &)@ — &) ... (x— &)

Se PLP) (x) nao tem zeros em (—1,1) consequentemente ()1 (x) nao tem zeros nesse
intervalo, entao neste caso consideramos Q(x) = 1.

Por hipdtese a < 0 e Q1(b) #0, Vbe (—1,1), assim pela contrapositiva do Lema
4.3 temos Qy(z) ¢ 2.

Mas podemos escolher ¢ tal que

Q(x) = (z — §)Qu(x).

Dessa maneira Q(z) € e°,, pois (b — &)(Q4(D) + aQ1(b)) + Q1(b) = 0.
Assim, usando novamente o Lema 4.3 temos & ¢ (—1,1).
Como & é zero de Q(x) e £ ¢ (—1,1) entao, a funcao

Q)P (@) = (z = &)(z — &) (x = &)* - (v = &) (¢ — 2pnr) .- (2 — )

nao muda de sinal em (—1,1).

Consequentemente, (ﬁ’éa’ﬁ), Q)ap # 0. Absurdo, pois P & ortogonal com relacio
a polinomios em £“°,.

Portanto, 2" (x) tem exatamente n — 1 zeros em (—1,1). O zero restante ¢é real
e, pelo Lema 4.3, pertence a (—o0, b). O



Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos os polindémios ortogonais excepcionais de codimensao
1, em particular, realizamos um estudo dos polindbmios ortogonais excepcionais Xj-
Jacobi e X;-Laguerre, cujos resultados sao encontrados em [2] e [3]. Mostramos que, de
fato os polindmios ortogonais excepcionais apresentam uma conexao com os polinémios
ortogonais e observamos que existem dois tipos de zeros, os conhecidos como zeros
regulares, que pertencem ao intervalo de ortogonalidade, e o zero excepcional, que nao
pertence ao intervalo de ortogonalidade.

Outros resultados em comparacao com os polinomios ortogonais classicos também
sao validos, como por exemplo, os polinémios ortogonais excepcionais sao solugoes de
um problema de Sturm-Liouville, possuem formula tipo Rodrigues, possuem operador
diferencial de reducao e de aumento de grau e a funcao peso satisfaz uma equacao do
tipo Pearson. Além disso, satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos e a
norma ¢ um multiplo da norma dos respectivos polindmios ortogonais classicos.
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