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RESUMO

Nesta tese são propostas condições que garantem a estabilidade de uma classe de sistemas não

lineares com incertezas paramétricas e atraso no tempo, coma especificação da taxa de decai-

mento e utilizando um controle chaveado. Os projetos dos controladores são realizados com

base no modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) com representaçãoexata do sistema não linear com

atraso no tempo. Novos teoremas são propostos com condiçõesbaseadas em desigualdades

matriciais lineares (do inglês Linear Matrix Inequalities- LMIs) e funcional de Lyapunov-

Krasovskii (L-K) com intuito de obter vários ganhos para o controlador. O controlador cha-

veado, em um certo instante de tempo, é formado por um único ganho, escolhido entre um

conjunto de ganhos previamente projetados, que é determinado pela lei de chaveamento. Essa

lei retorna o menor valor da derivada temporal do funcional de L-K. Os controladores chave-

ados apresentam um desempenho melhor ou igual, quando comparados com o controlador de

ganho único na realimentação do vetor de estado, e as LMIs utilizadas para determinar os ga-

nhos do controle chaveado são mais relaxadas do que as LMIs que determinam o ganho único,

pois proporcionam áreas factíveis maiores ou iguais. Para verificar a eficácia da metodologia

proposta, nesta tese são apresentadas simulações numéricas abordando projetos de controlado-

res chaveados e de ganho único para modelos fuzzy T-S com atraso no tempo e parâmetros

incertos, incluindo por exemplo um sistema Truck-Trailer.

Palavras-chave:Sistemas não lineares com incertezas paramétricas e atrasono tempo. Con-

trolador chaveado. Modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Desigualdades matriciais lineares (LMIs).

Funcional de Lyapunov-Krasovskii.



ABSTRACT

This thesis proposes conditions to ensure stabilization ofa class of nonlinear systems with un-

certain parameters, time delay and considering the specification of the decay rate, using a swit-

ched control. The designs of the switched controllers are performed based on the Takagi-Sugeno

(T-S) fuzzy model which exactly describes the nonlinear systems with time delay. New theo-

rems are proposed with conditions based on Linear Matrix Inequalities (LMIs) and Lyapunov-

Krasovskii (L-K) functional for obtaining several gains for the control. The switched controller,

at a certain instant of time, is formed by a single gain, chosen from a set of previously projected

gains, which is determined by the switching law. This law returns the smallest value of the time

derivative of the L-K functional. The switched controller performs better than or equal to the

controller with only one state feedback gain, and the LMIs for this switched control are more

relaxed than the LMIs for one state feedback gain, because itoffers feasible regions greater

than or at least equal to that obtained with only one controller gain. To verify the efficacy of the

proposed methodology, this thesis presented numerical simulations about the designs of swit-

ched and one state feedback gain controllers to T-S fuzzy models with time delay and uncertain

parameters, including for instance a Truck-Trailer fuzzy system.

Keywords: Nonlinear systems with uncertain parameters and time delay. Takagi- Sugeno fuzzy

model. Linear matrix inequalities (LMIs). Lyapunov-Krasovskii functional.
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1 INTRODUÇÃO

Os sistemas com atraso também são chamados de sistemas hereditários ou equações dife-

renciais de diferença. Estas equações representam modelosem que o estado futuro do sistema

depende do seu passado e, por este motivo, esta dependência éconhecida como efeito heredi-

tário. Sistema com atraso no tempo é uma subclasse de equações diferenciais funcionais. No

século XVIII Bernoulli, Euler e Concordet foram uns dos primeiros a estudar equações com

atraso (FRIDMAN, 2014).

No ano de 1931 Volterra escreveu um livro sobre o papel dos efeitos hereditários em mode-

los para a iteração de espécies. Em 1940 este tema é fortemente estudado na Ex-União Soviética

em modelos de engenharia de controle (SOUZA, 2019). Nas décadas de 50 e 60 surgiram as

teorias básicas que tratam da estabilidade do sistema com atraso no tempo. Elas abrangem a

existência e unicidade de soluções para equações dinâmicas, teoria de estabilidade para solu-

ção trivial, etc (WU; HE; SHE, 2010). Nas décadas seguintes surgiram os livros Differential-

Difference Equation de R. Bellman e K. L. Cooke de 1963 e o livro Functional Differential

Equations de Jack K. Hale de 1977 tratando deste tema (SOUZA,2019).

Muitos sistemas de controle contínuos no tempo apresentam atraso podendo ocasionar ins-

tabilidade ou oscilações. A estabilidade e o controle dos sistemas com atraso no tempo é impor-

tante tanto na parte teórica como na parte prática. Modelos com atraso no tempo surgiram pri-

meiramente na área de ciências biológicas e mais tarde foramencontrados em diversos sistemas

da engenharia, tais como, transmissão mecânica, transmissão de fluído, processos metalúrgicos

e controle de redes (KOLMANOVSKII; MYSHKIS, 2012, HALE; LUNEL, 2013, FRIDMAN,

2014, WU; HE; SHE, 2010).

Segundo Fridman (2014) o começo do século XXI pode ser caracterizado como o ápice

do estudo de sistemas com atraso no tempo, pois foram obtidosvários resultados importantes

(GUAN; CHEN, 2004, CAO; FRANK, 2001, MOONet al., 2001, GU, 2000, GU; CHEN;

KHARITONOV, 2003, LIN; WANG; LEE, 2006, ZHAOet al., 2008).

O projeto de sistemas de controle, para plantas não lineares, baseado nos modelos fuzzy

Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI; SUGENO, 1985) está presente em diversos trabalhos (WANG;

LAM, 2019, ANGULO; DAVID; BERNAL, 2018, CHEet al., 2018, COSKUN, 2020, GAOet

al., 2019, LIAN et al., 2017, SOUZAet al., 2014b, LIN; WANG; LEE, 2006, ). Ele é bastante

eficaz em projeto de controle principalmente quando não se conhece toda a planta do projeto.

A descrição de sistemas não lineares com atraso através de modelos fuzzy T-S possibilita
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representá-los como uma combinação de modelos locais ponderados por uma função de perti-

nência (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996, WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995, TEIXEIRA;

ASSUNÇÃO; AVELLAR, 2003). Com esta representação é possível utilizar LMIs (do inglês

Linear Matrix Inequalities) (BOYDet al., 1994) em projetos de controle para sistemas com

atraso no tempo.

O método mais eficiente para analisar a estabilidade de sistemas com atraso no tempo é o

de Lyapunov. Para estes sistemas, são dois os procedimentosmais importantes para o estudo da

estabilidade, com base nos resultados de Lyapunov: o de Krasovskii (KRASOVSKII, 1963, GU;

CHEN; KHARITONOV, 2003, ANGULO; DAVID; BERNAL, 2018, WANG;LAM, 2019, ) e

o de Razumikhin (RAZUMIKHIN, 1956, LIN; WANG; LEE, 2006).

Existem vários artigos publicados com a temática sobre sistemas fuzzy T-S com atraso no

tempo. A grande maioria desses trabalhos buscam maximizar oatraso admissível dentro da

estabilidade e diminuir o conservadorismo e, para isso, sãodesenvolvidos diversos tipos de fun-

cionais de Lyapunov-Krasovskii (L-K) (WANG; LAM, 2018, ANGULO; DAVID; BERNAL,

2018, CHEet al., 2018). Um estudo mais profundo sobre sistemas fuzzy T-S comatraso no

tempo pode ser encontrado em Wang e Lam (2018). Em Fridman (2014) encontra-se um tuto-

rial sobre métodos baseados em Lyapunov para estabilidade de sistemas com atraso no tempo e

alguns resultados avançados sobre o tema.

Segundo Wang e Lam (2018) a maioria dos teoremas que garantemestabilidade para o

sistema fuzzy T-S não utilizam as funções de pertinência no funcional de L-K tornando assim

as condições para a estabilidade do sistema mais conservadoras. De fato, os melhores resultados

presentes na literatura que abordam a estabilidade do sistema fuzzy T-S com atraso no tempo

com menor conservadorismo e máximo atraso são os que utilizam as funções de pertinência no

funcional de L-K (ANGULO; DAVID; BERNAL, 2018, WANG; LAM, 2018).

Recentemente o controle chaveado tem sido utilizado em projeto de controle mostrando

um desempenho melhor ou pelo menos igual comparado com um controlador de ganho único

(constante). O controlador chaveado proposto por Souzaet al. (2013) para plantas lineares

e invariantes no tempo com incertezas politópicas é menos conservador do que o controlador

de ganho único na realimentação do vetor de estado. Um novo método de projeto de controle

chaveado e um novo critério de estabilidade para sistemas não lineares incertos descrito por

modelos fuzzy T-S são propostos em Souzaet al. (2014a, 2014b). O projeto do controlador

chaveado é baseado na função de Lyapunov quadrática por partes do tipo mínimo e na mini-

mização da derivada temporal desta função de Lyapunov. No projeto de controle chaveado em

Alves et al. (2016a, 2016b) são apresentados condições que garantem a estabilização local,

com taxa de decaimento, de uma classe de sistemas não lineares contínua no tempo, incertas e

com saturação no atuador. Além disso, Oliveiraet al. (2018) considera o índice de desempenho

H∞ nesta estrutura. Em Wolmuthet al. (2019) é proposto o projeto de controleH∞ chaveado
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com realimentação derivativa de sistemas lineares incertos considerando a saturação do sinal de

controle. Em Carniatoet al. (2020) foi realizado um estudo do problema de controle robusto

envolvendo custoH∞ para sistemas lineares chaveado no tempo contínuo, sujeitoà saturação

no atuador e com incertezas politópicas considerando leis de chaveamento e controle chaveado

dependentes da saída da planta.

De acordo com Santimet al. (2012) mesmo que o sistema não linear tenha parâmetros

incertos é possível obter um modelo fuzzy que o represente através de um modelo exato dentro

de uma região de operação. Porém, as funções de pertinência obtidas são incertas, pois depen-

dem de parâmetros incertos e, desse modo, não podem ser aplicadas as técnicas de controle que

utilizam a Compensação Distribuída Paralela (CDP).

Inspirado em Souzaet al. (2014a, 2014b) este trabalho propõe um projeto de controle

chaveado para modelos fuzzy T-S com atraso no tempo. A principal vantagem em utilizar o

controlador chaveado que será empregado, é que o conhecimento das funções de pertinência

não é necessário na sua implementação. Na verdade, sua definição é baseada no funcional de

L-K e na minimização da derivada temporal desse funcional. Ocontrolador chaveado, em um

certo instante de tempo, é formado por um único ganho, escolhido entre um conjunto de ganhos

previamente projetados, que é determinado pela lei de chaveamento. Esta lei retorna o menor

valor da derivada temporal do funcional de L-K.

Para exemplificar a metodologia proposta, implementações computacionais foram realiza-

das utilizando a linguagem Yalmip (LOFBERG, 2004) com o solver SeDuMi (STURM, 1999)

ou LMILab (GAHINET et al., 1994).

No Capítulo 2 apresentam-se lemas e proposições que são fundamentais na demonstração

do principal resultado desta tese e é introduzido o conceitode equações diferenciais com atraso

no tempo.

No Capítulo 3 é feita uma breve introdução sobre o método proposto por T-S para deter-

minar uma representação de uma classe de sistemas não lineares com atraso como uma com-

binação convexa de sistemas lineares com atraso. Define-se alei de chaveamento para siste-

mas fuzzy T-S com matriz B constante, o controle chaveado e o controle de ganho único. Os

resultados que garantem a estabilidade do sistema apresentam taxa de decaimento para os con-

troladores chaveado e de ganho único. São realizadas simulações numéricas comprovando que

o desempenho do controlador chaveado é melhor ou pelo menos igual ao do obtido com um

controlador de ganho único.

Uma nova lei de controle chaveada é proposta no Capítulo 4 para sistemas não lineares com

atraso no tempo em que a matrizB possui parâmetros incertos que são representados por mo-

delos fuzzy T-S. O controlador chaveado proposto apresentaum bom desempenho e elimina a

necessidade de encontrar as expressões explícitas das funções de pertinência que, muitas vezes,
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podem serem desconhecidas devido às incertezas na planta. Neste capítulo o principal resultado

que garante a estabilidade do sistema com controle chaveado, permite a especificação da taxa

de decaimento e, também, são adicionadas restrições nas normas dos ganhos do controlador.

São apresentadas simulações numéricas para comprovar a eficácia da metodologia. Neste caso,

foi observado que a região de factibilidade para o controlador chaveado é superior à região de

factibilidade para o controlador de ganho único.

O Capítulo 5 aborda as conclusões finais e as perspectivas futuras.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Este capítulo apresenta alguns lemas e exemplos que são fundamentais para o entendimento

da demonstração do principal resultado desta tese, tornando a prova mais clara e simples.

Proposição 2.1.(ZORICH, 2016) Seja P= {(s, t) ∈ R
2/a ≤ s≤ b e c≤ t ≤ d}. Se a função

f : P→ R for contínua, então a função

F(t) =
∫ b

a
f (s, t)ds (2.1)

é contínua para todo t∈ [c,d].

Prova: Como f é uniformemente contínua emP, isto é, dadoε > 0 existe umδ > 0 tal que

|(s, t)− (s, t0)|< δ ⇒ | f (s, t)− f (s, t0)|<
ε

b−a
.

Assim,

| f (t)− f (t0)|=
∣∣∣∣
∫ b

a
[ f (s, t)− f (s, t0)]ds

∣∣∣∣≤
∫ b

a
| f (s, t)− f (s, t0)|ds<

∫ b

a

ε
b−a

ds= ε,

desde que|(s, t)− (s, t0)|< δ .

Proposição 2.2.(ZORICH, 2016) Se a função f: P→ R for contínua e tem derivada parcial

contínua em relação a t no retângulo P= {(s, t) ∈ R
2/a≤ s≤ b e c≤ t ≤ d}, então a integral

definida em (2.1) é de classe C1([c,d],R) e

dF(t)
dt

=
∫ b

a

∂ f (s, t)
∂ t

ds. (2.2)

Prova: Para todot ∈ [c,d] e utilizando a igualdade (2.1) é verdade que

F(t+k)−F(t)
k

=

∫ b
a f (s, t+k)ds− ∫ b

a f (s, t)ds

k
=

∫ b

a

f (s, t+k)− f (s, t)
k

ds. (2.3)

Como por hipótesews = f (s, t), comt ∈ [c,d], pelo Teorema do Valor Médio existēt entret e
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t+k tal que

f (s, t+k)− f (s, t) =
∂ f (s, t̄)

∂ t
k,

ou seja,

f (s, t+k)− f (s, t)
k

=
∂ f (s, t̄)

∂ t
. (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3), obtém-se

F(t+k)−F(t)
k

=

∫ b

a

∂ f (s, t̄)
∂ t

ds.

Como
∂ f
∂ t

é contínua emP, então

lim
k→0

F(t +k)−F(t)
k

= lim
k→0

∫ b

a

∂ f (s, t̄)
∂ t

ds,

isto é,

dF(t)
dt

=
∫ b

a

∂ f (s, t)
∂ t

ds

concluindo a prova.

Lema 2.1. (ZORICH, 2016) Para uma função F(t) =
∫ α2(t)

α1(t)
f (s, t)ds, seα1(t) e α2(t) são

diferenciáveis em t e f(s, t) é contínua em s e existe a derivada parcial de f(s, t) em relação a

t, então

dF(t)
dt

= α̇2(t) f (α2(t), t)− α̇1(t) f (α1(t), t)+
∫ α2(t)

α1(t)

∂ f
∂ t

(s, t)ds. (2.5)

Prova: Considerandoα1, α2 ∈ [a,b] e t ∈ [c,d], a função

Φ(α1,α2, t) =
∫ α2

α1

f (s, t)ds (2.6)

está bem definida. E supondo que H(s,t) é a primitiva de
∫ α2

α1

f (s, t)ds, tem-se que

Φ(α1,α2, t) =
∫ α2

α1

f (s, t)ds= H(α2, t)−H(α1, t).
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Logo,

∂Φ
∂α2

=
∂H
∂α2

(α2, t) = f (α2, t),
∂Φ
∂α1

=
∂H
∂α2

(α1, t) =− f (α1, t),

∂Φ
∂ t

=
∫ α2

α1

∂ f
∂ t

(s, t)ds.

Pela Proposição 2.1 conclui-se que todas as derivadas parciais deΦ são contínuas em seu do-

mínio. A fórmula dada por (2.5) segue da regra da cadeia para afunção

F(t) = Φ(α1(t),α2(t), t),

ou seja,

dF(t)
dt

=
∂Φ
∂α1

.
dα1

dt
+

∂Φ
∂α2

.
dα2

dt
+

∂Φ
∂ t

.
dt
dt

concluindo a prova.

Lema 2.2. (WANG; LAM, 2019) Para uma função F(t)=
∫ θ2(t)

θ1(t)

∫ s2(θ ,t)

s1(θ ,t)
f (θ ,s, t)dsdθ seθ1(t),

θ2(t) são diferenciáveis em t; s1(θ , t), s2(θ , t) são contínuas emθ e existe a derivada parcial

em relação a t; f(s,θ , t) é contínua em s,θ e existe a derivada parcial em t, então

dF(t)
dt

= θ̇2(t)
∫ s2(θ2(t),t)

s1(θ2(t),t)
f (θ2(t),s, t)ds− θ̇1(t)

∫ s2(θ1(t),t)

s1(θ1(t),t)
f (θ1(t),s, t)ds

+
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂s2(θ , t)
∂ t

f (θ ,s2(θ , t), t)dθ +
∫ θ2(t)

θ1(t)

∫ s2(θ ,t)

s1(θ ,t)

∂ f (θ ,s, t)
∂ t

dsdθ

−
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂s1(θ , t)
∂ t

f (θ ,s1(θ , t), t)dθ .

(2.7)

Prova: Seja

F(t) =
∫ θ2(t)

θ1(t)
F1(θ , t)dθ , em queF1(θ , t) =

∫ s2(θ ,t)

s1(θ ,t)
f (θ ,s, t)ds. (2.8)

Então, aplicando o Lema 2.1 em (2.8), tem-se
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∂F(t)
dt

= θ̇2(t)F1(θ2(t), t)− θ̇1(t)F1(θ1(t), t)+
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂F1(θ , t)
∂ t

dθ

= θ̇2(t)
∫ s2(θ2(t),t)

s1(θ2(t),t)
f (θ2(t),s, t)ds− θ̇1(t)

∫ s2(θ1(t),t)

s1(θ1(t),t)
f (θ1(t),s, t)ds

+
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂F1(θ , t)
∂ t

dθ

(2.9)

e

∂F1(θ , t)
∂ t

=
∂s2(θ , t)

∂ t
f (θ ,s2(θ , t), t)−

∂s1(θ , t)
∂ t

f (θ ,s1(θ , t), t)+
∫ s2(θ ,t)

s1(θ ,t)

∂ f (θ ,s, t)
∂ t

ds.

(2.10)

Substituindo (2.10) em (2.9), encontra-se

dF(t)
dt

= θ̇2(t)
∫ s2(θ2(t),t)

s1(θ2(t),t)
f (θ2(t),s, t)ds− θ̇1(t)

∫ s2(θ1(t),t)

s1(θ1(t),t)
f (θ1(t),s, t)ds

+
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂s2(θ , t)
∂ t

f (θ ,s2(θ , t), t)dθ −
∫ θ2(t)

θ1(t)

∂s1(θ , t)
∂ t

f (θ ,s1(θ , t), t)dθ

+
∫ θ2(t)

θ1(t)

∫ s2(θ ,t)

s1(θ ,t)

∂ f (θ ,s, t)
∂ t

dsdθ .

Os exemplos a seguir ilustram aplicações dos Lemas 2.1 e 2.2.

Exemplo 2.1.Seja d(t) uma função real satisfazendo0< d(t)≤ τ; derivável em relação a t e

R= RT > 0, R∈ R
n×n. Mostre que a derivada da integral definida por

F(t) =
∫ t

t−d(t)
x(s)TRx(s)ds

é igual aḞ(t) = x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))x(t−d(t))TRx(t −d(t)).

Considereα2(t) = t, α1(t) = t −d(t) e f (s, t) = x(s)TRx(s). Utilizando o Lema 2.1

dF(t)
dt

= x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))x(t−d(t))TRx(t−d(t))+
∫ t

t−d(t)
0ds.

= x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))x(t−d(t))TRx(t−d(t)).

(2.11)

Exemplo 2.2. Sejamτ > 0, τ ∈ R e S= ST > 0, S∈ R
n×n. Mostre que a derivada da integral

definida por
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G(t) =
∫ t

t−τ

∫ t

θ
ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ (2.12)

é igual aĠ(t) = τ ẋ(t)TSẋ(t)−
∫ t

t−τ
ẋ(s)TSẋ(s)ds.

Considerandoθ1(t) = t − τ, θ2(t) = t, s2(θ , t) = t, ou seja,s2(θ , t) depende apenas det,

s1(θ , t) = θ , isto é,s1(θ , t) depende apenas deθ e f (θ ,s, t) = ẋ(s)TSẋ(s). Então,

θ̇1(t) = 1, θ̇2(t) = 1, f (θ2(t),s, t) = f (θ1(t),s, t) = ẋ(s)TSẋ(s), (2.13)

s2(θ2(t), t) = t, s1(θ2(t), t) = θ2(t) = t,

s2(θ1(t), t) = t, s1(θ1, t) = θ1(t) = t − τ,
(2.14)

∂s2(θ , t)
∂ t

= 1,
∂s1(θ , t)

∂ t
= 0,

∂ f (θ ,s, t)
∂ t

= 0, (2.15)

f (θ ,s2(θ , t), t) = ẋ(t)TSẋ(t), f (θ ,s1(θ , t), t) = ẋ(θ)TSẋ(θ). (2.16)

Utilizando o Lema 2.2 em (2.12) e as igualdades dadas por (2.13)-(2.16), obtém-se

Ġ(t) = 1
∫ t

t
ẋ(s)TSẋ(s)ds−1

∫ t

t−τ
ẋ(s)TSẋ(s)ds+

∫ t

t−τ
1ẋ(t)TSẋ(t)dθ

+
∫ t

t−τ

∫ t

θ
0dsdθ −

∫ t

t−τ
0ẋ(θ)TSẋ(θ)dθ

=−
∫ t

t−τ
ẋ(s)TSẋ(s)ds+(t− (t − τ))ẋ(t)TSẋ(t)

= τ ẋ(t)TSẋ(t)−
∫ t

t−τ
ẋ(s)TSẋ(s)ds.

(2.17)

Lema 2.3. (Desigualdade de Jensen) Para qualquer matriz S∈R
n×n, ST =S> 0, escalar a< b

e ω : [a,b]→ R
n, tal que a integral envolvida está bem definida, então

(b−a)
∫ b

a
ω(s)TSω(s)ds≥

∫ b

a
ω(s)Tds S

∫ b

a
ω(s)ds (2.18)

Prova: Encontra-se em Gu (2000).

Lema 2.4. (Complemento de Schur, BOYD et al., 1994) Uma matriz simétrica M=

[
M1 M2

MT
2 M3

]

é definida positiva se, e somente se,
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1. M1 > 0 e M3−MT
2 (M1)

−1M2 > 0,

ou

2. M3 > 0 e M1−MT
2 (M3)

−1M2 > 0.

Prova: Veja (BOYD et al., 1994).

2.1 DEFINIÇÃO DE EQUAÇÃO DIFERENCIAL FUNCIONAL COM ATRASO

Com o intuito de introduzir o conceito de equações diferenciais com atraso (retardo), con-

sidere a seguinte equação

ẋ(t) = f (t,x(t−2)) (2.19)

em quef (t,x) é suposta contínua parat ≥ 0, x é real. Esse caso não representa uma equação

diferencial ordinária (em que ˙x(t) depende apenas det e da funçãox(t)). Veja que na equação

(2.19) ẋ(t) depende det e da funçãox calculada no instantet − 2. Equações desse tipo são

chamadas de equação diferencial funcional com atraso.

Observa-se que a soluçãox para equações do tipo (2.19) não depende apenas do conheci-

mento da mesma em um instante inicial denotado port0, como ocorre nas equações diferenciais

ordinárias, mas sim do conhecimento da solução em um certo intervalo anterior at0, ou seja, é

preciso conhecer um certo passado da solução anterior at0.

Sejamτ,H com 0≤ τ < ∞, 0 < H ≤ ∞, CH =
{

φ ∈ l([−τ,0],Rn)/‖φ‖ ≤ H
}

em que

l([−τ,0],Rn) é o espaço de Banach das aplicações contínuas de[−τ,0] emR
n com a norma

‖φ‖ = sup
−τ≤θ≤0

|φ(θ)|, |·| denotado uma norma usual doRn. Se t0 ∈ R, A ≥ 0 e x ∈ l([t0−

τ, t0+A],Rn), então para qualquert ∈ [t0, t0+A], tem-sext ∈ l definida porxt(θ) = x(t + θ),
θ ∈ [−τ,0] (HALE; LUNEL, 2013).

Definição 2.1.(HALE; LUNEL, 2013) Seja f(t,φ) uma aplicação de[0,∞]×CH emR
n. Diz-se

que

ẋ(t) = f (t,xt) (2.20)

é uma equação diferencial funcional com atraso. Uma função x(t) contínua em[t0− τ, t0+A],

0< A≤ ∞, t0 ≥ 0 é uma solução de (2.20) se existe a derivada de x(t) em[t0, t0+A), x(t0) =

xt0 = φ e ẋ(t) = f (t,xt) para t0 ≤ t < t0+A.

Observa-se que não é exigido dex(t) definida em[t0− τ, t0+A) seja diferenciável emt0.

No instantet0 considera-se apenas a derivada à direita. Quandoτ for igual a zero a equação
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(2.20) reduz a uma equação diferencial ordinária (HALE; LUNEL, 2013).

Exemplo 2.3.Encontre a solução do Problema de Valor Inicial (PVI) dado por

{
ẋ(t) = x(t −1)

xt = φ(t) = t, t ∈ [−1,2]
. (2.21)

Parat ∈ [0,1] tem-set −1∈ [−1,0], assim o PVI (2.21) pode ser escrito por

{
ẋ(t) = φ(t−1)

x0 = φ(0) = 0
⇒

{
ẋ(t) = t−1

x0 = 0
. (2.22)

Resolvendo (2.22), encontra-sex(t) =
t2

2
− t. Portanto, a solução de (2.21) em[−1,1] é dada

por

x(t) =






t, −1≤ t ≤ 0

t2

2
− t, 0≤ t ≤ 1

. (2.23)

Agora, consideret ∈ [1,2]. Logo,t −1∈ [1,0]. De modo





ẋ(t) = x1(t−1)

x1 =−1
2

⇒






ẋ(t) =
(t−1)2

2
− (t −1)

x1 =−1
2

⇒






ẋ(t) =
t2

2
−2t +

3
2

x1 =−1
2

. (2.24)

Resolvendo (2.24), obtém-sex(t) =
t3

6
− t2+

3t
2
− 7

6
. Portanto, a solução de (2.21) em[−1,2]

é dada por

x(t) =





t, −1≤ t ≤ 0

t2

2
− t, 0≤ t ≤ 1

t3

6
− t2+

3t
2
− 7

6
, 1≤ t ≤ 2

. (2.25)

Utilizando esse processo é possível determinar a solução (2.21) para o intervalo[0,∞].

Este método para encontrar a solução do PVI utilizado no Exemplo 2.3 não é aplicado para

todas as equações diferenciais funcionais com atraso.
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2.2 ESTABILIDADE DE SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

Suponha quext ∈CH parat0 ≤ t < t0+A ext0 = φ sejam satisfeitas relativamente à equação

(2.20) em[0,∞)×CH . Suponha que a origem seja um ponto de equilíbrio de (2.20), isto é,

f (t,0) = 0, t ≤ 0. As definições a seguir tratam da estabilidade do ponto de equilíbrio x= 0.

Definição 2.2. (GU; CHEN; KHARITONOV, 2003) Suponha f(t,0) = 0 para todo t∈ R. A

solução x= 0 de (2.20) é

1. estável se dadoε > 0 e t0 ≥ 0 existe umδ , δ dependendo deε e t0, ou seja,δ = δ (ε, t0)
tal que‖φ‖< δ e t≥ t0 implica‖xt(t0,φ)‖< ε;

2. assintoticamente estável se for estável e a todo t0 ≥ 0 corresponde b0 = b0(t0) > 0 tal

que‖φ‖< b0 implica xt(t0,φ) tende a zero quando t tende ao infinito;

3. globalmente assintoticamente estável se a condição 2. for satisfeita comδ = ∞;

4. uniformemente estável se dadoε > 0 e t0 ≥ 0 existe umδ = δ (ε) tal que‖φ‖< δ e t≥ t0
implica‖xt(t0,φ)‖< ε;

5. uniformemente assintoticamente estável se for uniformemente estável e existe b0 > 0 de

modo que para todoε > 0 existe um t0(ε) tal que se‖φ‖< b0 e t0≥ 0, então‖xt(t0,φ)‖<
ε para todo t≥ t0+ t0(ε);

6. globalmente uniformemente assintoticamente estável sea condição 5. for satisfeita com

δ = ∞.

Teorema 2.1.(Teorema Lyapunov-Krasovskii, FRIDMAN, 2014, GU; CHEN; KHARITONOV,

2003) Suponha f(t,φ) uma aplicação deR× l [−τ,0] emR
n e que u,v,w : R+ → R

+ funções

contínuas não-decrescentes, u(s) e v(s) são positivas para s> 0 e u(0) = v(0) = 0. A solução

x= 0 de (2.20) é uniformemente estável se existir um funcional contínuo V: R× l [−τ,0]→R
+

definido positivo, isto é,

u(‖φ(0)‖)≤V(t,φ)≤ v(‖φ‖c),

e

V̇(t,φ)≤−w(‖φ(0)‖).

Se w(s) > 0, para s> 0, então x= 0 é uniformemente assintoticamente estável. Se em adição

lim
s→∞

u(s) = ∞, então x= 0 é globalmente uniformemente assintoticamente estável.

Prova: Veja (GU; CHEN; KHARITONOV, 2003).
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3 MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO

Este capítulo aborda condições para estabilidade de um sistema não linear contínuo no

tempo com atrasos nas variáveis de estado. Para isso, usa-seo método proposto por Takagi-

Sugeno (T-S) que permite obter uma representação de uma classe de sistemas não lineares como

uma combinação convexa de sistemas lineares. Com o intuito de facilitar a leitura utiliza-se as

seguintes notações:

Kr = {1,2, . . . , r}, ‖x(t)‖2 =
√

x(t)Tx(t),

(A,Ad,B)(α) =
r

∑
i=1

αi(Ai ,Adi ,Bi),αi ≥ 0,
r

∑
i=1

αi = 1, α = [α1,α2, . . . ,αr ]
T ,

(3.1)

em quer = 2s e s é o número de funções não lineares distintas somado ao númerode termos

distintos que dependam exclusivamente de parâmetros incertos da planta, como apresentado em

Alveset al. (2016a, 2016b). Para o sistema não linear fuzzy T-S,αi = αi(x(t)) são funções que

dependem das variáveis de estado.

O modelo fuzzy T-S, introduzido por Takagi e Sugeno (1985), utiliza regras Se-Então para

descrever localmente a dinâmica de um sistema não linear. Uma regrai do modelo T-S para

o sistema não linear com atraso nas variáveis de estado pode ser escrita da seguinte maneira

(ANGULO; DAVID; BERNAL, 2018):

Regrai − Se:z1(t) éMi
1 ez2(t) éMi

2 e . . . e zp(t) éMi
p

Então

{
ẋ(t) = Aix(t)+Adi x(t − τ)+Biu(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0].

(3.2)

em quei ∈Kr , r é o número de regra,z1 éMi
1 ez2 éMi

2 e · · · ezp éMi
p é o antecedente da regra e

a dinâmica ˙x(t) = Aix(t)+Adi x(t−τ)+Biu(t) é o consequente da regra sendox(t)∈R
n o vetor

estado,u(t) ∈ R
m a entrada do controlador eτ ∈ R

+ a constante de atraso,Ai , Adi , Bi , i ∈ Kr

são matrizes reais constantes de dimensões adequadas eφ ∈ l([−τ,0],Rn) é uma função inicial

para o sistema (3.2) el([−τ,0],Rn) é o espaço de Banach de funções contínuas sob o intervalo

[−τ,0] com

‖φ‖τ := sup
θ∈[−τ,0]

‖φ(θ)‖ .
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Pode-se dizer quex(t,φ)∈R
n é uma única solução para cada condição incialφ ∈ l([−τ,0],Rn)

e t ≥ 0. Uma soluçãox(t,φ) pode ser representada da seguinte maneira:

x(t,φ) := {x(t +θ ,φ) : θ ∈ [−τ,0]}.

O modelo fuzzy T-S completo é obtido através de um processo deinferência e, nesse caso,

é necessário calcular o grau de ativação de cada regrai a partir das variáveis de premissa.

ConsiderandoMi
j(zj(t)) ∈ [0,1], j ∈ Kp o grau de pertinência da variável de premissazj(t) ao

conjuntoMi
j , o grau de ativação da i-ésima regra é calculada como

µi(z(t)) =
p

∏
j=1

Mi
j(zj(t)),

em quez(t) = [zi(t) z2(t) · · · zp(t)]
T. Do fato deMi

j(zj(t)) ∈ [0,1] segue queµi(z(t)) ∈ [0,1].

Sejar o número de regras que compõe o sistema fuzzy. Ele é inferido como a soma pon-

derada dosr modelos locais usando o grau de ativação de cada regra. Denotandoα(z(t)) = α
tem-se, parar regras como dada em (3.2), a descrição completa do sistema fuzzy dada por





ẋ(t) =
r

∑
i=1

αi(z(t)){Aix(t)+Adix(t − τ)+Biu(t)}

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0].
(3.3)

com o grau de pertinência normalizado dado por

αi =
µi(z(t))

r

∑
i=1

µi(z(t))

.

Observa-se queαi ≥ 0 e
r

∑
i=1

αi = 1, poisµi(z(t)) ∈ [0,1]. Assim, considerandoz(t) = x(t) e

usando a notação dada em (3.1) no sistema (3.3) tem-se, supondo queBi = B, i ∈Kr , que

{
ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t− τ)+Bu(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0].
(3.4)

3.1 CONTROLE CHAVEADO DE MODELOS FUZZY T-S COM ATRASO NAS VARIÁ-
VEIS DE ESTADO E COM A MATRIZ B CONSTANTE

Considere um modelo fuzzy T-S com atraso variável descrito por
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27

{
ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t−d(t))+Bu(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0]
(3.5)

em quex(t)∈R
n é o vetor estado,u(t)∈R

m é a entrada do controlador,Ai ∈R
n×n, Adi ,∈R

n×n,

B∈R
n×m são matrizes reais constantes para todoi ∈Kr , d(t) é uma função calculada no instante

t satisfazendo 0< d(t)≤ τ e ḋ(t)≤ ρ < 1, τ ∈ R, ρ ∈ R.

O controle chaveado aplicado em (3.5) utiliza em sua construção a seguinte definição.

Definição 3.1.(SOUZA et al., 2013) Considere o conjunto de índicesΩH(t) definido por

ΩH(t) = arg min
i∈KN

xT(t)Hix(t) = { j ∈KN : xT(t)H jx(t) = min
i∈KN

xT(t)Hix(t)}

sendo Hi ∈ R
n×n, i ∈KN e x(t) ∈ R

n. O menor índice j∈ ΩH(t) será denotado por

arg min
i∈KN

∗{xT(t)Hix(t)}= min
j∈ΩH (t)

j.

O conjuntoΩH(t) da Definição 3.1 pode conter mais de um elemento, mas o uso dearg min∗

faz com que seja escolhido apenas um elemento. Assim, utilizando a Definição 3.1 a lei de

controle chaveada é dada por

u(t) = uσ = Kσ x(t)+Jσx(t −d(t))

(σ) = arg min∗
s∈Kr

ξ T

{[
2PBKs PBJs

∗ O

]}
ξ

(3.6)

em queξ T =
[
x(t)T x(t −d(t))T

]
eO é a matriz nula. Substituindo (3.6) em (3.5), tem-se

ẋ(t) = Aαx(t)+Adα x(t −d(t)) (3.7)

sendoAα = A(α)+BKσ eAdα = Ad(α)+BJσ .

Na demonstração do Teorema 3.1, proposto neste capítulo, que garante a estabilidade as-

sintótica do ponto de equilíbriox(t) = 0 de (3.7) são utilizados os Lemas 2.1 e 3.1.

Lema 3.1. Dado um sistema (3.5) sujeito à lei de controle (3.6), suponha que existam as matri-

zes simétricas definidas positivas P∈R
n×n, R∈R

n×n, β ∈R, β > 0 e o candidato ao funcional

de Lyapunov-Krasoviskii (L-K)
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V(x(t)) = x(t)TPx(t)+
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds.

Então, vale a seguinte desigualdade

V̇(x(t))+2βV(x(t))≤ ξ T

[
2P(A(α)+BKσ )+R+2βP P(Ad(α)+BJσ )

∗ −e−2βτ(1−ρ)R

]
ξ . (3.8)

Prova: Considere o candidato ao funcional de L-K

V(x(t)) =V1(x(t))+V2(x(t)) (3.9)

em que

V1(x(t)) =x(t)TPx(t),

V2(x(t)) =
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds,

Derivando em relação ao tempoV1(x(t)) descrita na equação (3.9), tem-se

V̇1(x(t)) = 2x(t)TPẋ(t). (3.10)

Derivando em relação ao tempoV2(x(t)) e utilizando o Lema 2.1, encontram-se

V̇2(x(t)) =1.e2β (t−t)x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))e−2βd(t)x(t −d(t))TRx(t −d(t))

−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds

V̇2(x(t)) =x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))e−2βd(t)x(t −d(t))TRx(t −d(t))

−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds.

(3.11)

Como 0< d(t) ≤ τ e ḋ(t) ≤ ρ < 1 e utilizando (3.10), (3.11) e (3.7) a derivada de (3.9) em

relação ao tempo pode ser escrita da seguinte maneira
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V̇(x(t))≤ 2x(t)TPAαx(t)+x(t)TRx(t)+2x(t)TPAdα x(t −d(t))

−e−2βτ(1−ρ)x(t−d(t))TRx(t −d(t))−2β
∫ t

t−d(t)
e−2β (s−t)x(s)TRx(s)ds.

(3.12)

Multiplicando o candidato de L-K descrito em (3.9) por−2β , tem-se

−2βV(x(t))+2βx(t)TPx(t) =−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds (3.13)

e substituindo (3.13) em (3.12), encontra-se

V̇(x(t))+2βV(x(t))≤ 2x(t)TPAαx(t)+x(t)TRx(t)+2x(t)TPAdα x(t −d(t))

+2βx(t)TPx(t)−e−2βτ(1−ρ)x(t−d(t))TRx(t −d(t)),
(3.14)

ou seja,

V̇(x(t))+2βV(x(t))≤ ξ T

[
2P(A(α)+BKσ)+R+2βP P(Ad(α)+BJσ)

∗ −e−2βτ(1−ρ)R

]
ξ . (3.15)

concluindo a prova do Lema.

O resultado a seguir garante a estabilidade assintótica do ponto de equilíbriox(t) = 0 do

sistema descrito em (3.7).

Teorema 3.1.Considere um modelo fuzzy T-S descrito por (3.5) e sejamβ ∈ R, β > 0, ρ ∈ R,

ρ < 1 e τ ∈ R conhecidos. Suponha a existência de matrizes simétricas definidas positivas

X,R∈ R
n×n, e matrizes Mi , Ni ∈ R

m×n para todo i∈Kr tais que

[
Φ Adi X+BNi

∗ −e−2βτ (1−ρ)R

]
< 0, (3.16)

sejam satisfeitas para todo i∈ Kr . Então, para quaisquer d(t) e ḋ(t), tais queḋ(t) < ρ e

0< d(t)≤ τ, a lei de controle (3.6) aplicada ao sistema (3.5) torna a origem assintoticamente

estável com taxa de decaimento maior ou igual aβ sendo que Ki = MiX
−1 e Ji = NiX

−1,

Φ = AiX+XAT
i +BMi +MT

i BT +R+2βX e i∈Kr .

Demonstração: Pré e pós-multiplicando (3.16) pordiag(X−1,X−1), com X−1 = P e substi-

tuindoKi = MiX
−1, Ji = NiX

−1, X−1RX−1 = R, obtém-se
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[
Φ PAdi +PBJi
∗ −e−2βτ (1−ρ)R

]
< 0 (3.17)

em queΦ = PAi +AT
i P+PBKi +KT

i BTP+R+2βP e i ∈ Kr . Multiplicando a desigualdade

(3.17) porαi , em queαi ≥ 0,
r

∑
i=1

αi = 1, e somando as desigualdades resultantes de 1 atér

encontra-se




Φ PAd(α)+
r

∑
i=1

αiPBJi

∗ −e−2βτ (1−ρ)R


< 0 (3.18)

sendo queΦ = PA(α)+A(α)TP+
r

∑
i=1

αi(PBKi +KT
i BTP)+R+2βP.

Paraξ 6= 0, pré-multiplicando (3.18) porξ T e pós-multiplicando (3.18) porξ , tem-se

ξ T




Φ PAd(α)+
r

∑
i=1

αiPBJi

∗ −e−2βτ (1−ρ)R


ξ < 0. (3.19)

A partir da lei de controle (3.6) e sabendo que o mínimo em um conjunto de números reais

é menor ou igual a qualquer combinação convexa dos elementosdeste conjunto, observa-se da

definição da lei de chaveamento em (3.6) que

ξ T

[
2PBKσ PBJσ

∗ O

]
ξ ≤

r

∑
i=r

αiξ T

[
2PBKi PBJi

∗ O

]
ξ . (3.20)

Somando

ξ T

[
2PA(α)+R+2βP PAd(α)

∗ −e−2βτ (1−ρ)R

]
ξ

em ambos os lados de (3.20), obtém-se paraξ 6= 0

ξ T

[
2P(A(α)+BKσ )+R+2βP P(Ad(α)+BJσ )

∗ −e−2βτ (1−ρ)R

]
ξ ≤

ξ T




Φ PAd(α)+
r

∑
i=1

αiPBJi

∗ −e−2βτ(1−ρ)R


ξ < 0.

(3.21)
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Comparando (3.21) com o Lema 3.1 conclui-se parax(t) 6= 0

V̇(x(t))<−2βV(x(t))

finalizando a demonstração do teorema.

Agora, considere a lei de controle

u(t) = Kx(t)+Jx(t−d(t)), (3.22)

em queK ∈ R
m×n eJ ∈ R

m×n. Aplicando (3.22) em (3.5), obtém-se

ẋ(t) = A αx(t)+A dα x(t −d(t)) (3.23)

sendoA α = A(α)+BK eA dα = Ad(α)+BJ.

Nestas condições é possível enunciar o seguinte Corolário.

Corolário 3.1. Considere um sistema descrito por um modelo fuzzy T-S (3.23)sendoβ , ρ ∈R,

ρ < 1, β > 0, τ ∈R conhecidos. Suponha a existência de matrizes simétricas positivas definidas

X,R∈ R
n×n e matrizes M,N ∈ R

m×n tal que

[
Π Adi X+BN

∗ −e−2βτ(1−ρ)R

]
< 0, (3.24)

i = 1, . . . , r

sejam satisfeitas para todo i∈Kr . Então, para quaisquer0< d(t)≤ τ a lei de controle (3.22)

aplicada ao sistema (3.23) torna a origem assintoticamenteestável com taxa de decaimento

maior ou igual aβ sendo que K= MX−1 e J= NX−1,Π = AiX+XAT
i +BM+MTBT +R+

2βX.

Demonstração:A prova é similar ao do Teorema 3.1

Para obter a solução das LMIs do exemplo numérico, a seguir, utiliza-se o software MatLab

com o solver SeDuMi e a interface Yalmip. Com o MatLab/Simulink é possível obter a trajetória

das variáveis de estado desse sistema.

3.2 EXEMPLO NUMÉRICO

Seja
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ẋ(t) = A(α)x+Ad(α)x(t−d(t))+Bu(t), (3.25)

um sistema fuzzy T-S com atraso no tempo, 0< d(t)≤ τ, ḋ(t)< ρ e B uma matriz constante.

O Exemplo 3.1 utiliza o Teorema 3.1 e o Corolário 3.1 para comprovar que o Teorema 3.1 é

menos conservador do que o Corolário 3.1.

Exemplo 3.1.Considere o sistema (3.25) com as seguintes matrizes

A1 =

[
−2 1

0,1 −2

]
, A2 =

[
−2 0

0 −1

]
, Ad1 =

[
−1 0

−2 −1

]
, Ad2 =

[
2 0

0 −1

]
, B=

[
1 0

0 1

]
.

Considere as restrições 10≤ τ ≤ 50, 0≤ ρ ≤ 0,9 eβ = 0,9. Utilizando o Teorema 3.1 e o

Corolário 3.1 é possível obter a região de factibilidade quepode ser vista na Figura 1. Observe

que a região de factibilidade utilizando o Teorema 3.1 é maior do que a região obtida com o

Corolário 3.1.

Figura 1 - Região de factibilidade: Teorema 3.1 (©) e Corolário 3.1 (×).
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Fonte: próprio autor.

Com os parâmetrosτ = 20s, ρ = 0,3, β = 0,9 e usando o Teorema 3.1, obtém-se
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X−1 =

[
1.0000 0.0000

0.0000 1.0000

]
(3.26)

e

K1 =

[
0.1000 0.0000

−1.1000 0.1000

]
, K2 =

[
0.1000 0.0000

−0.0000 −0.9000

]
(3.27)

J1 =

[
1.0000 0.0000

2.0000 1.0000

]
, J2 =

[
−2.0000 −0.0000

0.0000 1.0000

]
. (3.28)

O sistema (3.25) com a lei de controle (3.6) foi simulado com uma condição funcional

inicial dada porx(θ) = [1,6 0,6]T , ∀ θ ∈ [−20,0], com as funções de pertinênciaα1(t) =
1

1+ex1(t)+0,5
, α2(t) = 1−α1(t), com os ganhos dados por (3.27), (3.28) e a matriz (3.26)

obtendo a resposta temporal em malha fechada. A Figura 2 mostra o desempenho das variáveis

de estado, o respectivo sinal de controle denotado poru(t) e o índice de chaveamento.

Figura 2 - Trajetórias dex(t) do sistema (3.25) sob a lei de controle (3.6),τ = 20 se o índice
de chaveamentoσ .
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Fonte: próprio autor.
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3.3 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo foi proposto um novo método de projeto de controle chaveado para sistemas

fuzzy T-S com atraso no tempo em que a matrizB deste sistema é constante. Os resultados

que garantem a estabilidade do sistemas apresentam taxa de decaimento para os controladores

chaveado e de ganho único. Além disso, as LMIs utilizadas para obter os ganhos do controla-

dor chaveado são menos conservadoras do que as LMIs do controlador de ganho único como

pode ser visto na Figura 1, em que a região de factibilidade utilizando o Teorema 3.1 é bem

maior quando comparada com o Corolário 3.1. Como o Exemplo 3.1 não apresentou o modelo

não linear com atraso, pois é um exemplo numérico, a simulação para obter a resposta tempo-

ral das variáveis de estado foi encontrada usando o MatLab/Simulink utilizando o controlador

chaveado e as funções de pertinências descritas no exemplo.
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4 CONTROLE CHAVEADO DE MODELOS FUZZY T-S COM A MATRIZ B
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Este capítulo aborda uma nova lei de controle chaveada para sistemas não lineares com

atraso no tempo em que a matrizB possui parâmetros incertos que são representados por mode-

los fuzzy T-S. Além disso, é apresentado um controlador com ganhos constantes com intuito de

comparar a região de factibilidade deste sistema utilizando esses dois controladores. Observa-se

que a região de factibilidade com controle chaveado é maior do que a região de factibilidade

com controle de ganho constante, comprovando a eficácia do projeto de controle chaveado pro-

posto nesta tese. Este resultado pode ser visto nas Figuras 3, 4 e 7.

São necessários alguns lemas e teoremas para obter o principal resultado deste capítulo

(Teorema 4.2) que garante a estabilidade do sistema não linear com controle chaveado.

Lema 4.1. (GUAN; CHEN, 2004) Para quaisquer matrizes reais Xi,Yi , i ∈ Kr e S= ST > 0

com dimensões apropriadas, valem a desigualdade:

2
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα jX
T
i SYj ≤

r

∑
i=1

αi(X
T
i SXi +YT

i SYi) (4.1)

sendoαi ≥ 0, α j ≥ 0,
r

∑
i=1

αi = 1 e
r

∑
j=1

α j = 1.

Prova: ComoS= ST > 0 é verdade que

0≤ (Xi −Yj)
TS(Xi −Yj) = XT

i SXi −XT
i SYj −YT

j SXi +YT
j SYj , i, j ∈Kr ,

ou seja,

XT
i SYj +YT

j SXi ≤ XT
i SXi +YT

j SYj . (4.2)

Sejax(t) ∈ R
n, pré-multiplicando a desigualdade (4.2) porx(t)T e pós-multiplicando por

x(t), encontra-se

x(t)T
(

XT
i SYj +YT

j SXi

)
x(t)≤ x(t)T

(
XT

i SXi +YT
j SYj

)
x(t)

x(t)T
(

2XT
i SYj

)
x(t)≤ x(t)T

(
XT

i SXi

)
x(t)+x(t)T

(
YT

j SYj

)
x(t). (4.3)
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Multiplicando a desigualdade (4.3) porα1α j e somando de 1 atér, tem-se

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα jx(t)
T
(

2XT
i SYj

)
x(t)≤

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα j

{
x(t)T

(
XT

i SXi

)
x(t)+x(t)T

(
YT

j SYj

)
x(t)

}

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα jx(t)
T
(

2XT
i SYj

)
x(t)≤

r

∑
i=1

αix(t)
T
(

XT
i SXi

)
x(t)+

r

∑
j=1

α jx(t)
T
(

YT
j SYj

)
x(t)

=
r

∑
i=1

αix(t)
T
(

XT
i SXi +YT

i SYi

)
x(t).

(4.4)

Portanto,

2
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα jX
T
i SYj ≤

r

∑
i=1

αi

(
XT

i SXi +YT
i SYi

)
. (4.5)

Considere um modelo fuzzy T-S descrito em (3.5) comu(t) = 0, ou seja,

ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t−d(t)) (4.6)

Lema 4.2. Dado um modelo fuzzy T-S descrito por (4.6) comρ , β e τ escalares conhecidos,

ρ < 1, β > 0, 0< d(t)≤ τ e ḋ(t)≤ ρ . Suponha que existam as matrizes simétricas definidas

positivas P∈ R
n×n, R∈ R

n×n e S∈ R
n×n e o candidato de L-K

V(x(t)) = x(t)TPx(t)+
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds+ τ

∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

Então, vale a seguinte desigualdade

V̇(x(t))+2βV(x(t))≤
r

∑
i=1

αiξ T

[
2PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτS

∗ −e−2βτ [(1−ρ)R+S]

]
ξ

+ τ2ξ T

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]
ξ ,

(4.7)

comξ = [x(t)T x(t −d(t))T]T eΨ22 = R−e−2βτS+2βP.

Prova: Considere o candidato de L-K

V(x(t)) =V1(x(t))+V2(x(t))+V3(x(t)) (4.8)
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em que

V1(x(t)) =x(t)TPx(t),

V2(x(t)) =
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds,

V3(x(t)) =τ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ

DerivandoV1(x(t)) descrita na equação (4.8), tem-se

V̇1(x(t)) = 2x(t)TPẋ(t). (4.9)

DerivandoV2(x(t)) descrita em (4.8) e utilizando o Lema 2.1, encontram-se

V̇2(x(t)) =1.e2β (t−t)x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))e−2βd(t)x(t −d(t))TRx(t −d(t))

−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds

V̇2(x(t)) =x(t)TRx(t)− (1− ḋ(t))e−2βd(t)x(t −d(t))TRx(t −d(t))

−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds.

(4.10)

DerivandoV3(x(t)) descrita em (4.8) e utilizando o Lema 2.2, obtém-se

V̇3(x(t)) =τ2ẋ(t)TSẋ(t)− τ
∫ t

t−τ
e2βτ(s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds

−2βτ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

V̇3(x(t)) =τ2
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα jξ T

[
AT

i

AT
di

]
S
[
A j Ad j

]
ξ − τ

∫ t

t−τ
e2βτ(s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds

−2βτ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

(4.11)

Aplicando o Lema 4.1 em (4.11), encontra-se

V̇3(x(t))≤τ2
r

∑
i=1

αiξ T

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]
ξ − τ

∫ t

t−τ
e2βτ(s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds

−2βτ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

(4.12)
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Considerando que para todos∈ [t−τ, t] é verdade quee−2βτ ≤ e2β (s−t) ≤ 1, ou seja,−1≤
−e2β (s−t) ≤−e−2βτ , e do fato ded(t)≤ τ tem-se− τ

d(t)
≤−1 et − τ ≤ t −d(t), então

−τ
∫ t

t−τ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds≤− τ

∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds

≤− τ
∫ t

t−d(t)
e−2βτ ẋ(s)TSẋ(s)ds.

(4.13)

Utilizando a desigualdade de Jensen, descrita em (2.18), nolado direito de (4.13), tem-se

−τ
∫ t

t−d(t)
e−2βτ ẋ(s)TSẋ(s)ds≤− τ

d(t)
e−2βτ

∫ t

t−d(t)
ẋ(s)Tds S

∫ t

t−d(t)
ẋ(s)ds

≤−e−2βτ [x(t)T −x(t −d(t))T ]S[x(t)−x(t−d(t))].

(4.14)

Das desigualdades (4.13) e (4.14) conclui-se

−τ
∫ t

t−τ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)ds≤−e−2βτ [x(t)T −x(t −d(t))T ]S[x(t)−x(t−d(t))]. (4.15)

Substituindo (4.15) em (4.12), tem-se

V̇3(x(t))≤ τ2
r

∑
i=1

αiξ T

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]
ξ −e−2βτ [x(t)T −x(t −d(t))T]S[x(t)−x(t−d(t))]

−2βτ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

(4.16)

Assim, da desigualdade (4.16) e das igualdades (4.10) e (4.9), sabendo que 0< d(t)≤ τ e

ḋ(t)≤ ρ a derivada deV(x(t)) é dada por

V̇(x(t))≤ 2x(t)TPẋ(t)+x(t)TRx(t)− (1−ρ)e−2βτx(t −d(t))TRx(t −d(t))

+ τ2
r

∑
i=1

αiξ T

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]
ξ −e−2βτ [x(t)T −x(t −d(t))T ]S[x(t)−x(t−d(t))]

−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds−2βτ

∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

(4.17)

Como o candidato de L-K descrita em (4.8) pode ser reescrita por



4
CONTROLE CHAVEADO DE MODELOS FUZZY T-S COM A MATRIZ B DEPENDENTE

DE α , ATRASO NO TEMPO E TAXA DE DECAIMENTO
39

−2βV(x(t))+2βx(t)TPx(t) =−2β
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds

−2βτ
∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ

(4.18)

e substituindo (4.18) em (4.17), encontra-se

V̇(x(t))+2βV(x(t))≤
r

∑
i=1

αiξ T

{[
2PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτ S

∗ Ψ33

]
+

[
τAT

i

τAT
di

]
S
[
τAi τAdi

]}
ξ

(4.19)

sendo queΨ33 =−e−2βτ[(1−ρ)R+S
]

concluindo a prova.

Teorema 4.1.A origem do modelo fuzzy T-S descrito em (4.6) com escalaresρ , β ∈ R com

ρ < 1, β > 0 conhecidos é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual

a β para todo0 < d(t) ≤ τ, ḋ(t) < ρ , se existirem matrizes simétricas definidas positivas

P, R, S∈ R
n×n tais que a LMI




AT
i P+PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτS τAT

i S

∗ Ψ33 τAT
di

S

∗ ∗ −S


< 0 (4.20)

é satisfeita para todo i∈Kr .

Prova: Supondo que a condição no Teorema 4.1 seja satisfeita e aplicando o complemento de

Schur em relação à última linha e coluna de (4.20), obtém-se

[
AT

i P+PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτS

∗ Ψ33

]
+

[
τAT

i S

τAT
di

S

]
S−1

[
τSAi τSAdi

]
< 0. (4.21)

Multiplicando as desigualdades resultantes de (4.21) porαi e fazendo a soma dei atér, encontra-

se

r

∑
i=1

αi

{[
AT

i P+PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτS

∗ Ψ33

]
+ τ2

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]}
< 0. (4.22)

Paraξ 6= 0, pré-multiplicando (4.22) porξ T e pós-multiplicando porξ , obtém-se
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r

∑
i=1

αiξ T

{[
AT

i P+PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτ S

∗ Ψ33

]
+ τ2

[
AT

i

AT
di

]
S
[
Ai Adi

]}
ξ < 0. (4.23)

Substituindo (4.23) em (4.19) encontra-se

V̇(x(t))+2βV(x(t))< 0,

isto é,

V̇(x(t))<−2βV(x(t))

concluindo a prova do Teorema.

Lema 4.3. (Lema da Projeção, TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2001) DadosΦ ∈ R
n×n, Λ ∈

R
m×n eϒ ∈ R

r×n, existe uma matrizΩ ∈ R
r×m tal que

Φ +ΛTΩ Tϒ +ϒ TΩΛ < 0 (4.24)

se, e somente, se

NT
Λ ΦNΛ < 0 e NT

ϒ ΦNϒ < 0. (4.25)

comΛNΛ = 0 eϒ Nϒ = 0.

Prova: Veja (TUAN; APKARIAN; NGUYEN, 2001).

Note queNΛ eNϒ são as bases dos espaços nulosΛ eϒ respectivamente.

Lema 4.4. A origem do modelo fuzzy T-S descrito por (4.6) com escalaresτ, ρ , β ∈ R com

β > 0 conhecidos é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual aβ para

todo0< d(t)≤ τ, ḋ(t)< ρ , se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, R,S, V1, V2,

e V3 ∈ R
n×n tais que a LMI




−V1−VT
1 P−VT

2 +V1Ai −VT
3 +V1Adi V1+ τS

∗ Ψ22+AT
i VT

2 +V2Ai e−2βτS+AT
i VT

3 +V2Adi V2−P

∗ ∗ Ψ33+V3Adi +AT
di

VT
3 V3

∗ ∗ ∗ −S−2τS



< 0. (4.26)
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é satisfeita comΨ22 = R−e−2βτS+2βP eΨ33 =−e−2βτ
[
(1−ρ)R+S

]
.

Prova: A prova desse Lema é inspirada em Coskun (2020). Além disso, faz-se o uso do Lema

da Projeção na LMI (4.26) que pode ser escrita como




−V1−VT
1 P−VT

2 +V1Ai −VT
3 +V1Adi V1+ τS

∗ Ψ22+AT
i VT

2 +V2Ai e−2βτS+AT
i VT

3 +V2Adi V2−P

∗ ∗ Ψ33+V3Adi +AT
di

VT
3 V3

∗ ∗ ∗ −S−2τS



=




O P O τS

∗ Ψ22 e−2βτS −P

∗ ∗ Ψ33 O

∗ ∗ ∗ −S−2τS



+




−V1−VT
1 −VT

2 +V1Ai −VT
3 +V1Adi V1

∗ AT
i VT

2 +V2Ai AT
i VT

3 +V2Adi V2

∗ ∗ AT
di

VT
3 +V3Adi V3

∗ ∗ ∗ O



=

Φ +




−VT
1 −VT

2 −VT
3 O

AT
i VT

1 AT
i VT

2 AT
i VT

3 O

AT
di

VT
1 AT

di
VT

2 AT
di

VT
3 O

VT
1 VT

2 VT
3 O



+




−V1 V1Ai V1Adi V1

−V2 V2Ai V2Adi V2

−V3 V3Ai V3Adi v3

O O O O



=

Φ +




−VT
1 −VT

2 −VT
3

AT
i VT

1 AT
i VT

2 AT
i VT

3

AT
di

VT
1 AT

di
V2 AT

di
V3

VT
1 VT

2 VT
3







I O O O

O I O O

O O I O


+




I O O

O I O

O O I

O O O






−V1 V1Ai V1Adi V1

−V2 V2Ai V2Adi V2

−V3 V3Ai V3Adi V3


=

Φ +




−I

AT
i

AT
di

I




[
VT

1 VT
2 VT

3

]
ϒ +ϒ T




V1

V2

V3



[
−I Ai Adi I

]
=

Φ +ΛTΩϒ +ϒ TΩΛ

com,

Φ =




O P O τS

∗ Ψ22 e−2βτS −P

∗ ∗ Ψ33 O

∗ ∗ ∗ −S−2τS



, Λ =

[
−I Ai Adi I

]
,

ϒ =




I O O O

O I O O

O O I O


 , Ω =




V1

V2

V3


 .
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Tome as bases dos espaços nulosΛ eϒ dadas por

NΛ =




Ai Adi I

I O O

O I O

O O I




e Nϒ =




O

O

O

I



.

Assim,

ΛNΛ =
[
−I Ai Adi I

]




Ai Adi I

I O O

O I O

O O I



=

[
O O O

]

e

ϒ Nϒ =




I O O O

O I O O

O O I O







O

O

O

I



=




O

O

O


 .

Considerando que (4.26) é válida então segue queNT
Λ ΦNΛ < 0, isto é,

NT
Λ ΦNΛ =




AT
i I O O

AT
di

O I O

I O O I







O P O τS

∗ Ψ22 e−2βτS −P

∗ ∗ Ψ33 O

∗ ∗ ∗ −S−2τS







Ai Adi I

I O O

O I O

O O I




NT
Λ ΦNΛ =




P AT
i P+Ψ22 e−2βτS τAT

i S−P

O AT
di

P+e−2βτS Ψ33 τAT
di

S

τS O O (−I − τ)S







Ai Adi I

I O O

O I O

O O I




=




AT
i P+PAi +Ψ22 PAdi +e−2βτS τAT

i S

∗ Ψ33 τAT
di

S

∗ ∗ −S


< 0.

(4.27)

Observe que a desigualdade (4.27) é igual a (4.20) que pelo Teorema 4.1 resulta eṁV(x(t))≤
2βV(x(t)). Por outro ladoNT

ϒ ΦNϒ < 0 e assim,
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NT
ϒ ΦNϒ =

[
O O O I

]




O P O τS

∗ Ψ22 e−2βτS −P

∗ ∗ Ψ33 O

∗ ∗ ∗ −S−2τS







O

O

O

I




=
[
τS −P O −S−2τS

]




O

O

O

I



=

[
−S−2τS

]
< 0.

(4.28)

De (4.27) e (4.28) conclui-se a prova do Lema.

4.1 NOVO CONTROLE CHAVEADO

Considere o modelo fuzzy descrito por

{
ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t−d(t))+B(α)u(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0]
(4.29)

e a lei de controle chaveado

u(t) = uσω = Kσ x(t)+Jωx(t −d(t))

(σ ,ω) = arg min∗
q∈Kr

s∈Kr

ξ T

{[
Q11q Q12q

QT
12q

Q22q

]
+

[
Y11s Y12s

YT
12s

Y22s

]}
ξ (4.30)

comξ T = [x(t)Tx(t −d(t))T ]. Substituindo (4.30) em (4.29), obtém-se

ẋ(t) = Aαx(t)+Adα x(t −d(t)) (4.31)

em queAα = A(α)+B(α)Kσ eAdα = Ad(α)+B(α)Jω

Lema 4.5. Dado um sistema descrito por (4.31) com0 < d(t) ≤ τ, ḋ(t) < ρ . Suponha que

existam as matrizes simétricas definidas positivas P, R, S∈ R
n×n e o candidato de L-K

V(x(t)) = x(t)TPx(t)+
∫ t

t−d(t)
e2β (s−t)x(s)TRx(s)ds+ τ

∫ t

t−τ

∫ t

θ
e2β (s−t)ẋ(s)TSẋ(s)dsdθ .

Então, vale a seguinte desigualdade
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V̇(x(t))+2βV(x(t))≤ ξ T

{[
2PAα +R−e−2βτS+2βP PAdα +e−2βτS

∗ −e−2βτ [(1−ρ)R+S]

]

+ τ2

[
A

T
α

A
T
dα

]
S
[
Aα Adα

]}
ξ ,

(4.32)

comξ T =
[
x(t)T −x(t −d(t))T].

Prova: A prova é similar a do Lema 4.2.

Teorema 4.2.A origem do sistema fuzzy descrito em (4.31) comλ , δ , ρ , β , τ ∈R, ρ < 1, β > 0

conhecidos é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual aβ para todo

0< d(t)≤ τ, ḋ(t)< ρ , se existirem matrizes simétricas definidas positivasP̃, R̃, S̃, X,∈ R
n×n

matrizes simétricas̃Qll , Ỹll , Z̃ll , ∈ R
n×n, l = 1,2, matrizesQ̃12, Ỹ12, Z̃12, ∈ R

n×n e matrizes Mj ,

Nk ∈ R
m×n, j,k∈Kr tais que

[
Q̃11i Q̃12i

Q̃T
12i

Q̃22i

]
+

[
Ỹ11i Ỹ12i

ỸT
12i

Ỹ22i

]
+

[
Z̃11i Z̃12i

Z̃T
12i

Z̃22i

]
< 0, (4.33)




−2X P̃−λX+AiX+BiM j −δX+Adi X+BiNk X+ τS̃

∗ Σ̃22 Σ̃23 λX− P̃

∗ ∗ Σ̃33 δX

∗ ∗ ∗ −S̃−2τS̃



< 0 (4.34)

seja satisfeita para todo i, j,k∈Kr sendo

He(B) = B+BT ,

Σ̃22 = ∆̃22+λHe(AiX+BiM j),

Σ̃23 = ∆̃12+δ (XAT
i +MT

j BT
i )+λ (Adi X+BiNk),

Σ̃33 = ∆̃33+δHe(Adi X+BiNk),

∆̃22 = R̃−e−2βτ S̃+2β P̃− Q̃11j −Ỹ11k − Z̃11i ,

∆̃12 = e−2βτ S̃− Q̃12j −Ỹ12k − Z̃12i ,

∆̃33 =−e−2βτ[(1−ρ)R̃+ S̃
]
− Q̃22j −Ỹ22k − Z̃22i ,

K j = M jX
−1, Jk = NkX

−1, j, k∈Kr .

Prova: Multiplicando (4.34) porαi , em queαi ≥ 0,
r

∑
i=1

αi = 1, somando as desigualdades

resultantes de 1 atér, e fazendo a mudançaj = σ ek= ω, tem-se
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


−2X P̃−λX+A(α)X+B(α)Mσ −δX+Ad(α)X+B(α)Nω X+ τS̃

∗ Σ̃22 Σ̃23 λX− P̃

∗ ∗ Σ̃33 δX

∗ ∗ ∗ −S̃−2τS̃



< 0 (4.35)

Σ̃22 = ∆̃22+λHe(A(α)X+B(α)Mσ )

Σ̃23 = ∆̃12+δ (XA(α)T +MT
σ B(α)T)+λ (Ad(α)X+B(α)Nω),

Σ̃33 = ∆̃33+δHe(Ad(α)X+B(α)Nω),

∆̃22 = R̃−e−2βτ S̃+2β P̃− Q̃11σ −Ỹ11ω − Z̃11(α),

∆̃12 = e−2βτ S̃− Q̃12σ −Ỹ12ω − Z̃12(α),

∆̃33 =−e−2βτ[(1−ρ)R̃+ S̃
]
− Q̃22σ −Ỹ22ω − Z̃22(α).

Pré e pós-multiplicando (4.34) pordiag(X−1,X−1,X−1,X−1), X−1 = V e considerando

V1 = V, V2 = λV, V3 = δV, Kσ = Mσ X−1, Jω = NωX−1, VP̃V = P, VS̃V = S, VR̃V = R,

V∆̃22V = ∆22, V∆̃12V = ∆12, V∆̃33V = ∆33, VQ̃klV = Qkl , VỸklV =Ykl , VZ̃klV = Zkl , k, l = 1,2,

encontra-se




−2V P−λV +VAα −δV +VAdα V + τS

∗ ∆22+λHe(VAα) ∆12+δAT
αV +λVAdα λV −P

∗ ∗ ∆33+δHe(VAdα ) δV

∗ ∗ ∗ −S−2τS



=




−V1−V1 P−V2+V1Aα −V3+V1Adα V1+ τS

∗ ∆22+He(V2Aα) ∆12+V2Adα +A
T
αV3 V2−P

∗ ∗ ∆33+He(V3Adα ) V3

∗ ∗ ∗ −S−2τS



=




−V1−VT
1 P−VT

2 +V1Aα −VT
3 +V1Adα V1+ τS

∗ ∆22+He(V2Aα) ∆12+V2Adα +A
T
αVT

3 V2−P

∗ ∗ ∆33+He(V3Adα ) V3

∗ ∗ ∗ −S−2τS



< 0,

(4.36)

∆22 = R−e−2βτS+2βP−Q11σ −Y11ω −Z11(α),

∆12 = e−2βτS−Q12σ −Y12ω −Z12(α),

∆33 =−e−2βτ[(1−ρ)R+S
]
−Q22σ −Y22ω −Z22(α).

Como (4.36) pode ser escrita no formatoΦ +ΛTΩ Tϒ +ϒ TΩΛ < 0 e utilizando o Lema da
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Projeção, tem-se

NT
Λ ΦNΛ < 0 e NT

ϒ ΦNϒ < 0.

Com,

Φ =




O P O τS

∗ ∆22 ∆12 −P

∗ ∗ ∆33 O

∗ ∗ ∗ −S−2τS




NΛ =




Aα Adα I

I O O

O I O

O O I




e Nϒ =




O

O

O

I



.

DeNT
Λ ΦNΛ < 0, obtém-se




2PAα +∆22 PAdα +∆12 τAT
αS

∗ ∆33 τAT
dα S

∗ ∗ −S


< 0. (4.37)

Aplicando o complemento de Schur em relação à última linha e coluna de (4.37), encontra-se

[
2PAα +∆22 PAdα +∆12

∗ ∆33

]
+

[
τAT

αS

τAT
dα S

]
S−1

[
τSAα τSAdα

]
< 0. (4.38)

Paraξ 6= 0 pré-multiplicando (4.38) porξ T e pós-multiplicando (4.38) porξ , tem-se

ξ T

{[
2PAα +∆22 PAdα +∆12

∗ ∆33

]
+

[
τAT

αS

τAT
dα S

]
S−1

[
τSAα τSAdα

]}
ξ < 0, (4.39)

ou seja,

ξ T

{[
2PAα +Ψ22 PAdα +e−2βτS

∗ Ψ33

]
+ τ2

[
A

T
α

A
T
dα

]
S
[
Aα Adα

]}
ξ < ξ T

{[
Q11σ Q12σ

QT
12σ Q22σ

]
+

[
Y11ω Y12ω

YT
12ω Y22ω

]
+

[
Z11(α) Z12(α)

Z12(α)T Z22(α)

]}
ξ

(4.40)

Ψ22 =R−e−2βτS+2βP,

Ψ33 =−e−2βτ[(1−ρ)R+S
]
.
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A partir da lei de controle (4.30) e sabendo que o mínimo em um conjunto de números reais

é menor ou igual a qualquer combinação convexa dos elementosdeste conjunto, observa-se

ξ T

{[
Q11σ Q12σ

QT
12σ Q22σ

]
+

[
Y11ω Y12ω

YT
12ω Y22ω

]}
ξ ≤

r

∑
i=1

αiξ T

{[
Q11i Q12i

QT
12i

Q22i

]
+

[
Y11i Y12i

YT
12i

Y22i

]}
ξ . (4.41)

Somando em ambos os lados de (4.41)
r

∑
i=1

αiξ T

[
Z11i Z12i

ZT
12i

Z22i

]
ξ , obtém-se

ξ T

{[
Q11σ Q12σ

QT
12σ Q22σ

]
+

[
Y11ω Y12ω

YT
12ω Y22ω

]
+

[
Z11(α) Z12(α)

Z12(α)T Z22(α)

]}
ξ ≤

r

∑
i=1

αiξ T

{[
Q11i Q12i

QT
12i

Q22i

]
+

[
Y11i Y12i

YT
12i

Y22i

]
+

[
Z11i Z12i

ZT
12i

Z22i

]}
ξ .

(4.42)

Multiplicando (4.33) porαi , em queαi ≥ 0,
r

∑
i=1

αi = 1 e somando as desigualdades resultantes

parai ∈Kr , tem-se

r

∑
i=1

αi

{[
Q11i Q12i

QT
12i

Q22i

]
+

[
Y11i Y12i

YT
12i

Y22i

]
+

[
Z11i Z12i

ZT
12i

Z22i

]}
< 0. (4.43)

De (4.43), (4.40) e do Lema 4.5 conclui-se

V̇(x(t))<−2βV(x(t)) (4.44)

finalizando a prova do Teorema.

4.2 CONTROLADOR DE GANHO ÚNICO

Considere o modelo fuzzy (4.29) descrito por

{
ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t−d(t))+B(α)u(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0].

Seja

u(t) = Kx(t)+Jx(t−d(t)) (4.45)
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o controle de ganho único em queK,J ∈ R
m×n. Aplicando (4.45) em (4.29), encontra-se

ẋ(t) = Aαx(t)+Adα x(t −d(t)), (4.46)

sendo queAα = A(α)+B(α)K e Adα = Ad(α)+B(α)J

Nestas condições é possível enunciar o seguinte corolário.

Corolário 4.1. A origem do sistema fuzzy descrito em (4.46) comλ , δ , ρ , β , τ ∈ R, ρ < 1,

β > 0 conhecidos é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual aβ para

todo 0 < d(t) ≤ τ, ḋ(t) < ρ , se existirem matrizes simétricas definidas positivasP̃, R̃, S̃, X,

∈ R
n×n, matrizes simétricas̃Qll , Ỹll , Z̃ll , ∈ R

n×n, l = 1,2, matrizesQ̃12, Ỹ12, Z̃12, ∈ R
n×n e

matrizes M, N∈ R
m×n, tais que




−2X P̃−λX+AiX+BiM −δX+Adi X+BiN X+ τS̃

∗ Σ̃22 Σ̃23 λX− P̃

∗ ∗ Σ̃33 δX

∗ ∗ ∗ −S̃−2τS̃



< 0 (4.47)

seja satisfeita para todo i, j,k∈Kr sendo

He(B) = B+BT ,

Σ̃22 = R̃−e−2βτ S̃+2β P̃+λHe(AiX+BiM),

Σ̃23 = e−2βτ S̃+δ (XAT
i +MTBT

i )+λ (Adi X+BiN),

Σ̃33 =−e−2βτ[(1−ρ)R̃+ S̃
]
+δHe(Adi X+BiN),

K = MX−1, J = NX−1.

Prova: A prova é similar a do Teorema 4.2.

Teorema 4.3. Dada uma constanteµ, µ > 0, pode-se obter um limitanteη, η > 0 para a

norma das matrizes Kj , Jk,∈R
m×n, j, k∈Kr de realimentação dos estados, com Kj = M jX

−1,

Jk = NkX
−1,X = XT > 0, X ∈ R

n×n, M j , Nk ∈ R
m×n (substituindo Kj = K, Jk = J, Mj = M e

Nk = N) encontrando o valor mínimo deη tais que KjK
T
j <

ηI
µ2 e JkJ

T
k <

ηI
µ2 . O valor ótimo de

η é obtido através da solução do seguinte problema de otimização

minη
[

ηI M j

MT
j I

]
> 0

(4.48)
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[
ηI Nk

NT
k I

]
> 0 (4.49)

X > µI

(con junto de LMIs)
(4.50)

em que o conjunto de LMIs é igual a (4.33), (4.34) (conjunto deLMI (4.47)) sejam factíveis

para todo j,k∈Kr .

Prova: Aplicando o complemento de Schur em (4.48) e (4.49), encontra-se

M jM
T
j < ηI e NkN

T
k < ηI . (4.51)

Pré e pós-multiplicando ambos os lados de (4.50) por
√

X, obtém-se

µX < XX. (4.52)

Agora, pré-multiplicando (4.50) porK j e pós-multiplicando (4.50) porKT
j , tem-se

K j µIKT
j < K jXKT

j . (4.53)

De modo análago, pré-multiplicando (4.50)Jk e pós-multiplicando (4.50) porJT
k , obtém-se

JkµIJT
k < JkXJT

k . (4.54)

SubstituindoM j = K jX eNk = JkX em (4.51), encontra-se

K jXXKT
j < ηI e JkXXJT

k < ηI (4.55)

De (4.50) - (4.55), tem-se

K j µIKT
j < K jXKT

j <
K jXXKT

j

µ
=

M jMT
j

µ
<

ηI
µ
,

JkµIJT
k < JkXJT

k <
JkXXJT

k

µ
=

NkNT
k

µ
<

ηI
µ
.

(4.56)

Logo,K jK
T
j <

ηI
µ2 eJkJ

T
k <

ηI
µ2 concluindo a prova do Teorema.

Para obter a solução das LMIs dos exemplos numéricos, a seguir, utiliza-se o software
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MatLab com o solver SeDuMi e a interface Yalmip. Com o MatLab/Simulink é possível obter

a trajetória das variáveis de estado desse sistema.

4.3 EXEMPLO NUMÉRICO

Seja

ẋ(t) = A(α)x(t)+Ad(α)x(t−d(t))+B(α)u(t) (4.57)

um sistema fuzzy T-S com atrasod(t), 0< d(t)≤ τ, ḋ(t)< ρ .

O Exemplo 4.1 dessa seção apresenta apenas a estabilidade dosistema (4.57). A Figura 3

comprova que as LMIs do Teorema 4.2 que determina os ganhos docontrolador chaveado são

menos conservadores do que a LMI do controlador de ganho único (Corolário 4.1).

Exemplo 4.1. (COSKUN, 2020) Considere o sistema (4.57) com as seguintes matrizes

A1 =

[
0,3 0,1

0 0,2

]
, Ad1 =

[
−1 0,4

0,2 0,1

]
, B1 =

[
0,1 0,4

0 −1

]
,

A2 =

[
0,1 0,3

0,7 0,1

]
, Ad2 =

[
0,1 0

0,5 0,4

]
, B2 =

[
0,2 1

0,4 −0,3

]
.

Figura 3 - Região de factibilidade: Teorema 4.2 (©) e Corolário 4.1 (×).
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τ (s)

0
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0.4

0.5
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0.7

0.8

0.9

ρ 

Fonte: próprio autor.
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Com os parâmetros 1,2 < τ ≤ 1,5, 0,1 ≤ ρ ≤ 0,9, λ = 2,75, δ = 0,35, β = 0,15, η =

114,4, µ = 1 e utilizando o Teorema 4.2 e o Corolário 4.1 para determinara região de factibi-

lidade representada pela Figura 3. Observando a Figura 3 nota-se que a região de factibilidade

utilizando o Teorema 4.2 é maior do que a região obtida com o Corolário 4.1, comprovando a

eficácia do projeto de controle chaveado em relação ao projeto de controle de ganho único.

A Figura 4 é uma ampliação da região de factibilidade do Exemplo 4.1 utilizando o Teorema

4.2 e o Corolário 4.1 para determinar a região de factibilidade com 1,489≤ τ ≤ 1,529 e 0,01≤
ρ ≤ 0,2. Observa-se que a região de factibilidade utilizando Teorema 4.2, representada por©,

é bem maior do que a região× obtida através do Corolário 4.1, isto é, o controlador chaveado

proposto apresenta um espaço de solução maior em relação ao controlador de ganho único.

Figura 4 - Zoom da região de factibilidade do Exemplo 4.1.
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0.14
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Fonte: próprio autor.

Utilizado o Teorema 4.2 no Exemplo 4.1 comτ = 1,5 s, β = 0,15, λ = 2,75, δ = 0,35 e

ρ = 0,1, η = 114,4, µ = 1, obtém-se

X−1 =

[
0.9334 −0.1854

−0.1854 0.4833

]
, (4.58)
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K1 =

[
−4.4330 −2.9245

−0.6111 0.5597

]
,

K2 =

[
−3.9919 −3.1441

−0.7374 0.5883

]
,

(4.59)

J1 =

[
1.3357 −2.5789

0.3830 0.2326

]
,

J2 =

[
0.9134 −2.4178

0.5077 0.1181

]
.

(4.60)

O sistema com a lei de controle (4.30) foi simulado com uma condição funcional inicial

dada porx(θ) = [2,1], ∀ θ ∈ [−1,5,0], com as funções de pertinênciaα1(t) =
1

1+ex1(t)x2(t)
,

α2(t) = 1−α1(t), com os ganhos dados por (4.59), (4.60) e a matriz (4.58). Para τ = 1,5 s

obtém-se a resposta temporal em malha fechada, o sinal de controle chaveado denotado por

u(t) e os índices de chavementoσ e ω que podem ser vistos na Figura 5.

Figura 5 - Trajetórias dex(t) do sistema (4.57), lei de controle (4.30) paraτ = 1,5 s e os índi-
ces de chavementoσ e ω.
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Fonte: próprio autor.

Exemplo 4.2. (ANGULO; DAVID; BERNAL, 2018) O modelo matemático do Truck-Trailer é
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dado por

ẋ1(t) =− vt
Lt0

x1(t)+
vt
lt0

u(t),

ẋ2(t) =
vt
Lt0

x1(t),

ẋ3(t) =
vt
t0

sen

[
x2(t)+

vt
2L

x1(t)

]
(4.61)

em que l= 2,8 m, L= 5,5 m, v=−1,5 m/s,t = 2 s e t0 = 0,5 s.

Para aplicar o Teorema 4.2 em um sistema com atraso assume-seque o estadox1(t) do

sistema (4.61) contém um atraso, obtendo um novo sistema dado por:

ẋ1(t) =−a
vt
Lt0

x1(t)− (1−a)
vt
Lt0

x1(t−d(t))+
vt
lt0

u(t),

ẋ2(t) = a
vt
Lt0

x1(t)+(1−a)
vt
Lt0

x1(t −d(t)),

ẋ3(t) =
vt
t0

sen

[
x2(t)+a

vt
2L

x1(t)+(1−a)
vt
2L

x1(t −d(t))

]
(4.62)

sendo quea∈ [0,1]. Quandoa= 1 no sistema (4.62) é equivalente ao sistema (4.61), ou seja,

sem atraso, e paraa = 0 ele terá o estado atrasado. Nessa análise usa-sea = 0.7. O estado

x1(t) representa a diferença angular entre a cabine do caminhão com a carreta,x2(t) é o ângulo

da carreta ex3(t) é a posição vertical da parte traseira da carreta do caminhãocomo mostra a

Figura 6

Figura 6 - Modelo Truck-Trailer.

Fonte: GAOet al.p. 342.
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O modelo fuzzy para o sistema (4.62) é dado pelas regras

Regra 1

Sex2(t)+a
vt
2L

x1(t)+(1−a)
vt
Lt0

x1(t−d(t)) for igual a 0,

então ˙x(t) = A1x(t)+Ad1x(t −d(t))+B1u(t).

Regra 2

Sex2(t)+a
vt
2L

x1(t)+(1−a)
vt
Lt0

x1(t−d(t)) for igual aπ ou −π ,

então ˙x(t) = A2x(t)+Ad2x(t −d(t))+B2u(t).

sendo

A1 =




−a
vt
Lt0

0 0

a
vt
Lt0

0 0

a
v2t2

2Lt0

vt
t0

0



, Ad1 =




−(1−a)
vt
Lt0

0 0

(1−a)
vt
Lt0

0 0

(1−a)
v2t2

2Lt0
0 0



, B1 =




vt
lt0

0

0


 , (4.63)

A2 =




−a
vt
Lt0

0 0

a
vt
Lt0

0 0

a
dv2t2

2Lt0

dvt
t0

0



, Ad2 =




−(1−a)
vt
Lt0

0 0

(1−a)
vt
Lt0

0 0

(1−a)
dv2t2

2Lt0
0 0



, B2 =




vt
lt0

0

0


 , (4.64)

comd =
10t0

π
. Desse modo, o modelo fuzzy T-S para o Truck-Trailer é dado por

{
ẋ(t) = Aix(t)+Adi x(t −d(t))+Biu(t)

xt(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ,0],
(4.65)

com as funções de pertinênciaα1(t) =
1

1+e(x1(t)+0,5)
, α2(t) = 1−α1(t).

Considerando os parâmetros,ḋ(t) < ρ , 0,15≤ ρ ≤ 0,22, 1,34488≤ τ ≤ 1,3451, λ =

5,75, δ = 1,35, β = 0,15, η = 2,9559,µ = 1 e utilizando o Teorema 4.2 e o Corolário 4.1

para determinar a região de factibilidade. A Figura 7 comprova que a região de factibilidade

utilizando o Teorema 4.2 é maior do que a região obtida como o Corolário 4.1.
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Figura 7 - Região de factibilidade: Teorema 4.2 (©) e Corolário 4.1 (×).
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Fonte: próprio autor.

Utilizado o Teorema 4.2 para o modelo fuzzy Truck-Trailer descrito matricialmente em

(4.65) comτ = 1,345s, β = 0,15,λ = 5,75,δ = 1,35 eρ = 0,2, η = 2,9559,µ = 1, obtém-

se

X−1 =




0.6267 −0.3945 0.0117

−0.3945 0.5822 −0.0183

0.0117 −0.0183 0.0009


 (4.66)

K1 =
[
0.9352 −0.4848 0.0140

]
,

K2 =
[
0.9311 −0.4785 0.0138

]
,

J1 =
[
0.2417 0.0700 −0.0024

]
,

J2 =
[
0.2409 0.0705 −0.0025

]
.

(4.67)

O sistema Truck-Trailer com a lei de controle (4.30) foi simulado utilizando com uma

condição funcional inicial dada porx(θ) = [4,2,1], ∀ θ ∈ [−1,345,0], com os ganhos dados

por (4.67), a matriz (4.66) e o sistema não linear descrito neste exemplo, dispensando o uso das

funções de pertinências. Os resultados obtidos na simulação digital deste sistema controlado,

relacionados às variáveis de estado e ao sinal de controle, denotado poru(t), podem ser vistos

na Figura 8.
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Figura 8 - Trajetórias dex(t) do sistema (4.65) sob a lei de controle (4.30) eτ = 1,345s.
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Fonte: próprio autor.

Os índices de chaveamentoσ e ω que corresponde aos ganhosKσ e Jω , respectivamente,

foram utilizados a cada instante de tempo, como mostra a Figura 9.

Figura 9 - Índices de chaveamentoσ e ω paraτ = 1,345s.
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Fonte: próprio autor.



4.4 CONCLUSÕES PARCIAIS 57

4.4 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo foi apresentada uma nova lei de controle chaveada para sistemas fuzzy T-S

com atraso no tempo em que a matrizB depende deα. A vantagem do controlador chaveado é

que ele elimina a necessidade de obter as expressões explícitas das funções de pertinência para

implementar a lei de controle. As LMIs utilizadas para obteros ganhos do controlador chaveado

são menos conservadoras do que as LMIs do controlador de ganho único como podem ser vistas

nas Figuras 3, 4 e 7.
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5 CONCLUSÕES

Neste trabalho foram propostos novos métodos de projeto de controle chaveado de sistemas

não lineares com parâmetros incertos e atraso no tempo utilizando o modelo fuzzy T-S para

determinar LMIs, com taxa de decaimento, que garante a estabilidade assintótica da origem

do sistema. Uma nova lei de controle chaveada foi definida para este sistema com matrizB

constante e com matrizB dependente de parâmetros incertos.

No Capítulo 3, foram propostos novos métodos de controle para sistemas não lineares com

parâmetros incertos e atraso no tempo descritos por modelo fuzzy T-S com matrizB constante.

Neste controlador o ganho é escolhido por uma lei de chaveamento que retorna o menor valor da

derivada temporal do funcional L-K. Além disso, as LMIs utilizadas para determinar os ganhos

são menos conservadoras do que as LMIs que utilizam apenas umganho único de realimentação

do vetor de estado, como pode ser visto na Figura 1.

No Capítulo 4 foi proposta uma lei de controle para sistemas não lineares com parâmetros

incertos e atraso no tempo descritos por modelos fuzzy T-S com incertezas na matrizB. Neste

caso, a lei de chaveamento, também, retorna o menor valor da derivada temporal do funcional

L-K. As LMIs utilizadas para determinar os ganhos do controle chaveado são menos conserva-

doras quando comparada com as LMIs que utilizam ganho único na realimentação do vetor de

estado. Este resultado pode ser visto nas Figuras 4 e 7.

Uma proposta de trabalho futuro seria adicionar no modelo fuzzy T-S com atraso no tempo

uma região de operação e saturação no atuador. Como observado na Figura 2 o surgimento de

chattering, utilizar a definição de mínimo suave desenvolvida por Alveset al. (2016a, 2016b) e,

de modo análogo, construir um controle chaveado suave com intuito de minimizá-lo no sinal de

controle. Fazer uma implementação prática utilizando o projeto de controle chaveado proposto

em sistemas não lineares com atraso no tempo.
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