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RESUMO

Nessa dissertacdo, estudamos a constru¢do da sequéncia espectral de Serre associada a uma
fibracdo. Para culminar em sua formulagdo, passamos por topicos da Topologia Algébrica tais
como élgebra homoldgica, grupos de homotopia, grupos de homologia e de cohomologia, sis-

temas de coeficientes locais e grupos de homologia e cohomologia com coeficientes locais.

Palavras-chave: Fibracao. Homologia. Cohomologia. Sequéncia espectral.



ABSTRACT

In the present dissertation, we study the construction of the Serre spectral sequence associated
to a fibration. In order to get its formulation, we first developed topics in Algebraic Topology
such as homological algebra, homotopy groups, homology and cohomology groups, system of

local coefficients, and homology and cohomology groups with local coefficients.

Keywords: Fibration. Homology. Cohomology. Spectral sequence.
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1 Introducao

Depois de 1930, os seguintes novos invariantes de um espago topoldgico X foram introduzidos:
os grupos de homotopia de dimensdo alta, m,(X), por Hurewicz e Cech, e o anel de coho-
mologia, por Alexander, Kolmogoroff e Whitney. As vdrias teorias de homologia (simplicial,
de Rham, Cech, singular, etc.) foram classificadas a partir da axiomatiza¢do de Eilenberg e
Steenrod.

O computo de tais invariantes seguiu lentamente, mesmo para classes de espagos importan-
tes, como € o caso das variedades, os grupos de Lie, e seus espacos homogéneos associados. A
inclusdo de um subgrupo conexo e fechado H de um grupo de Lie G determina uma fibragao
(na verdade, um fibrado)

H— G— G/H.

Muitos esfor¢os foram dispensados na tentativa de relacionar os invariantes algébricos de H,G e
G/H. Apesar de ainda nido ter a linguagem de sequéncias exatas longas, Hurewicz provou algo

equivalente ao que conhecemos hoje como a sequéncia exata longa de grupos de homotopia
v = m,(H) — m,(G) = my(G/H) = w1 (H) — - -

Leray resolveu o problema de relacionar os anéis de cohomologia dos espagos (F,E, 7, B)
quando essa quidrupla determina um espaco fibrado. A relacdo € explicitada nos seguintes dois

teoremas.

Teorema [A sequéncia espectral de homologia de Leray-Serre]. Sejam G um grupo abeliano.
SejaF — E % Buma fibracdo, onde B € conexo por caminhos e F' € conexo. Entdo, existe uma

sequéncia espectral de primeiro quadrante, {EJ ,,d"}, convergindo para H.(E;G), com

2~ . .
E; = H,(B; %, (F;G)),
a homologia do espago B, com coeficientes locais na homologia da fibra de 7. Ademais, essa

sequéncia espectral € natural com respeito as aplicacdes fibradas.

Teorema [A sequéncia espectral de cohomologia de Leray-Serre]. Seja R um anel comu-
tativo com unidade. Seja F — E % B uma fibracdo, onde B é conexo por caminhos e F €

~ . A . ~ . . *, k
conexo. Entdo, existe uma sequéncia espectral de dlgebras, de primeiro quadrante, {E;",d, },



11

convergindo para H*(E;R) como uma dlgebra, com
E}! = HP (B; #(F:R)),

a cohomologia do espacgo B, com coeficientes locais na cohomologia da fibra de 7. Essa sequén-
cia espectral é natural com respeito as aplicacdes fibradas. Ademais, o produto cup, —, sobre o

anel de cohomologia com coeficientes locais e o produto -, sobre E; * estdo relacionados por
/
uov=_(=1)r%—v,

! !
ondeuc EV?eveENY.

Nessa dissertacdo, discutiremos a constru¢do da sequéncia espectral de Serre. Para isso,
organizamos o trabalho do seguinte modo: o Capitulo 2 é constituido de defini¢des e resulta-
dos bdsicos da teoria de grupos topoldgicos, grupos de homotopia e dlgebra homolégica. No
Capitulo 3, tratamos dos espagos de recobrimento, dos fibrados e das fibragdes. O Capitulo 4
trata da homologia e cohomologia de um espago obtida através de cubos singulares. Nesse ca-
pitulo, destacamos os Exemplos 4.1.1 e 4.1.2 onde descrevemos como calcular a (co)homologia
do plano projetivo a partir de uma divisao por quadrados dada. Ainda no Capitulo 4, tratamos
da teoria de (co)homologia com coeficientes locais. Para exemplificar, temos o Exemplo 4.2.1
onde determinamos a (co)homologia do plano projetivo com coeficientes locais dado pelo sis-
tema local de orientacdo. Culminamos no Capitulo 5, onde tratamos da construc¢io da sequéncia
espectral de Serre e algumas de suas propriedades. J& no dpice do assunto objeto dessa disser-
tacdo, finalizamos com o Capitulo 6, onde explicamos a motivagdo para a escolha desse tema e
lancamos luz sobre a nossa intencao para o doutoramento, € em como o traquejo com a sequén-

cia espectral de Serre nos sera util nessa fase vindoura.
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2 Preliminares

Neste capitulo, serdo introduzidos algumas defini¢cdes e resultados basicos da teoria de gru-
pos topoldgicos, bem como das teorias de grupos de homotopias e de dlgebra homolégica. O
objetivo € ter uma fonte pratica e rdpida de algumas defini¢des e resultados que sustentam os
argumentos usados no decorrer dos proximos capitulos. Entdo, para mais detalhes tais como
exemplos e demonstracdes ou aprofundamento, vide referéncias apontadas no fim de cada se-

¢do.

2.1 Grupos topolégicos

Um grupo topoldgico € essencialmente um espago topoldgico com uma estrutura de grupo con-

tinua.
Definicao 2.1.1. Um conjunto G € um grupo topologico se possui as seguintes estruturas:

1. G é grupo, isto €, existe uma funcao multiplicacdo u : G X G — G juntamente com um

elemento identidade e € G e uma funcgio inversdo t : G — G satisfazendo os axiomas:

ge=eg=g, (g8)8"=2(gs"), 88 =g g=e,
onde, por simplicidade, escrevemos pi(g,g') =gg' et(g) =g~

2. G é um Ty-espago, 1sto €, G € um espago topoldgico: existe um familia de subconjuntos

(abertos) of = {A; },en satisfazendo os axiomas

* 0.Ge
e SeparacadaA, A; € &/ entdo UyA; € o
e SeA|,Ay € o/ entio A|NA; € o,

e também satisfaz o axioma 77: Para todo elemento g € G, {g} é fechado.

3. Asfungdes 4 : Gx G — Ge1l:G— G sdo continuas.

Recordando que, dados espacos topoldgicos X e Y, uma fungdo f : X — Y € continua se a
imagem inversa f~!'(A) de todo conjunto aberto A de ¥ é aberto em X. No contexto de grupos

topoldgicos, faremos uso das terminologias canOnicas de grupos e de espagos topoldgicos:
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G é abeliano se gg' = g'g para quaisquer g,g’ € G;

H é um subgrupo de G se H é um subespaco nio vazio de G e h,h’ € H implica que h~ '/ € H;

N é um subgrupo normal de G se N é um subgrupo de G e gN = Ng, para qualquer g € G;
Considerando subconjuntos A, B de G, define-se:

A-B={ab|a€A,becB};

N(A) ={g € G | gA = Ag} o normalizador do subconjunto A em G;

Z(A) ={z€G|za=az, VaeA} o centralizador do subconjunto A em G;

Z(G)={z€G|zg=gz, Vg€ G} ocentrodeG.

H € um subgrupo fechado (aberto) de G se H é um subgrupo de G e um subconjunto fechado
(aberto) de G.

f: G — G' é um homomorfismo de grupos topoldgicos se f é continua e satisfaz f(gg’) =

F(2)/(¢), para quaisquer g,¢' € G.

Dois grupos topolégicos G e G’ sdo isomorfos se existem homomorfismos ¢ : G — G’ e

v : G’ — G de grupos topolégicos tais que
wo ¢ = 15 (identidade de G), ¢ oy = 1 (identidade de G').

A fungdes v, ¢ sdo isomorfismos de grupos e homeomorfismos de espaco topoldgicos.

Para mais detalhes ver [11] e [15].

2.2 Acoes de um grupo topologico

Definicao 2.2.1. Para um grupo topoldgico G e um espago topolégico X, uma aplicacio conti-
nua

U=Ux :GxX =X (ouXxG—X)
€ uma agdo a esquerda (ou a direita) de G em X se satisfaz as seguintes condigdes:
1. g(g'x) = (88')x (ou (xg)g" = x(gg"))-

2. ex = x (ou xe = x), para a identidade e € G,
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onde u(g,x) = gx.

A agdo u é dita ser efetiva se gx = g'x, para todo x € X, entdo g = ¢/, e transitiva se para

cada x,x’ € X, existe g € G tal que gx = x'.

Dado g € G, para a agdo a esquerda, define-se L, : X — X dada por L,(x) = gx, e para a
acdo a direita, define-se R, : X — X dada por R,(x) = xg. A continuidade da agdo u implica
que L, (ou R,) € continua e as condicdes 1 e 2 equivalem a

1. Lg OLg/ = ng/ ( ou Rg/ ORg = Rgg/).

2. Lo=1x (ouR, = 1Ix).

Consequentemente, Ly : X — X € R; : X — X sd0 homeomorfismos.

Definicao 2.2.2. Um espaco topoldgico X € um espaco homogéneo de um grupo topolégico G

se G age sobre X transitivamente.

Se um espaco topoldgico G age pela esquerda (ou direita) sobre X, definimos a relacdo de

equivaléncia em X dada por:
/ 2 0 o
x~x se,esése, gx=x (xg=x),

para algum g € G. E denotamos X /G = X/ ~ o espago quociente e por 7w : X — X /G a projecao.
Cada ponto de X /G é uma classe de equivaléncia Gx = {gx | g € G} (ouxG = {xg | g € G}), a

qual chamamos de drbita de x por G.
Para mais detalhes ver [15] e [11].

2.3 Algebra homolégica

Em toda essa secdo, R denota um anel comutativo com unidade.

Definicao 2.3.1. Um grupo abeliano aditivo X, juntamente com uma fungdo y : R x X — X, é

um R-moédulo se u satisfaz as seguintes condigdes:

s u(a+pf,x)=p(o,x)+p(B,x),



15

* p(ox+y) = p(o,x)+p(e,y)
* w0 p(B.x)) = p(ap,x);
© u(lx)=x

para o, 3 € R e x,y € X quaisquer.

Definicao 2.3.2. Dados X e Y R-mddulos, uma funcio f : X — Y € um R-homomorfismo se

flutv)=f)+f0v) e flou)=af(u)
para todo u,v € X e todo o € R.

Definicao 2.3.3. Um complexo de cadeia € uma sequéncia de R-mddulos e R-homomorfismos

I I o0 P
C: 5 Chi) 50 25 Cp g =5 -

satisfazendo d,,_1 o d, = 0 para cada n. Os elementos de C,, sdo chamados de cadeias de dimen-

sdo n e os homomorfismos d, sdo chamados os operadores bordo.

Dado um complexo de cadeias C como acima, em C, consideramos os R-submoddulos
Z,(C) =ker (9, :Cp — Cy—1) € By(C) =1Im (Jy11 : Cyr1 — Cy). Uma vez que d, 009,41 =0,
temos B,,(C) C Z,(C) e, entdo, podemos considerar o quociente H,(C) = Z,(C) /B,(C), o qual

€ nomeado a homologia de dimensdo n do complexo de cadeia C.

Definicao 2.3.4. Sejam C e D complexos de cadeia. Um homomorfismo f : C — D entre esses
complexos de cadeia é uma sequéncia de homomorfismos f = {f, : C, — D, | n € Z} tais que
dof, = fu_100, para todo n € Z. Nesse caso, fica bem definido um homomorfismo entre as
homologias, H,(f) : H,(C) — H,(D), o qual é dado por H,(f)(z+ B,(C)) = f(z) +B,(D), para

cada n. O homomorfismo H,(f) é chamado de homomorfismo induzido de f.

Definicao 2.3.5. Dados f,g : C — D dois homomorfismos entre os complexos de cadeia C e D,
dizemos que tais homomorfismos sdo homotdpicos quando existe uma familia de homomorfis-
mos h = {h, :C, — Dy4+1 | n € Z} tal que, paracadan € Z, d oh,+h,_1 0d = f, — g,. Dizemos

também que /& € uma homotopia entre os homomorfismos f e g (f >~ g).

Proposicao 2.3.1. Se os homomorfismos de cadeias f,g : C — D sdo homotdpicos, entdo
Hy(f) = Hn(g) : Hy(C) — Hu(D),

onde H,(f) e H,(g) sdo os homomorfismos induzidos de f e g, para todo inteiro n € Z.
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Definicao 2.3.6. Um homomorfismo % : C — D entre complexos de cadeia é uma equivaléncia
de cadeias se existir um homomorfismo k : D — C tal que as composi¢des ko h e hok sao

homotépicas aos homomorfismos identidade 1¢: C — Ce 1p : D — D, respectivamente.

Proposicao 2.3.2. Seja h: C — D uma equivaléncia de cadeias. Entdo, 4 induz um isomorfismo

H,(C) = H,(D) para cada n.
Definicao 2.3.7. Por um complexo de cocadeia entende-se uma sequéncia
6}17 — 8,,, n 6n
Cronn 22y onmt Oty on Oy ontl Ol

de R-médulos e R-homomorfismos tais que &, © 8,1 = 0, para todo n. Denota-se por Z"(C) =
kerd, e por B*(C) =Im§,_;. Uma vez que 8,0 6,1 =0, tem-se B"(C) C Z"(C) e, analoga-
mente ao caso de homologia, definimos a cohomologia de dimensdo n do complexo de cocadeia

C por H"(C) = Z"(C) /B"(C).

Os resultados e defini¢cdes acima para complexos de cadeia comportam-se similarmente para

complexos de cocadeia.

Para mais detalhes ver [2] e [8].

2.4 Classes de homotopia e grupos fundamentais

Para subconjuntos Ay, ...,A, e By,...,B, de espagos topoldgicos X e Y, respectivamente, € uma

fun¢do continua f : X — Y satisfazendo f(A;) C B;, i =1,...,n, escrevemos

f: (X,Al,...,An) — (Y,Bl,...,Bn).

Definicao 2.4.1. Duas fungdes f,g: (X,Ay,...,A,) = (Y,B1,...,By,) sdo chamadas homotdpi-

cas se existe uma fungdo H : (X x LA xI,...,A, xI) — (Y,By,...,B,) tal que
H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x), Vx€X.

Dizemos que H € uma homotopia entre f e g, € escrevemos
f~g:(X,A,...,Ay) —» (Y,B1,...,By)

se f e g sdo homotdpicas.
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Pode-se provar as seguintes propriedades:

1. A relacdo de homotopia ~ é uma relacdo de equivaléncia.

2. A relacdo de homotopia € preservada por composi¢do: estando definidas as composi¢coes

flofeglogsef~gef ~gentiofof~gog.

Definicao 2.4.2. Seja f: (X,Ay,...,A,) — (Y,By,...,B,;) uma funcdo continua. Denotamos
por [f] o conjunto de todas as fun¢des homotdpicas a f : (X,Aq,...,A,) = (Y,B1,...,B,) e

chamamos [f] de a classe de homotopia de f.

Os sistemas de espagos (X,Ay,...,A,) e (Y,By,...,B,) sdo chamados homotopicamente

equivalentes se existem funcodes

f: (X,A],...,An) — (Y,B],...,Bn)

e
g:(Y,By,...,By) — (X,Ay,...,A,)
tais que
gof~1:(X,Al,....,A;) = (X,Aq,...,Ap)
e

fog~1:(Y,B,...,By) — (Y,By,...,By,).

Neste caso, também dizemos que os sistemas de espacos possuem o mesmo tipo de homo-
topia. Em particular, um espaco € dito contrdtil se possui 0 mesmo tipo de homotopia que um
ponto.

Espacgos com o mesmo tipo de homotopia adquirem uma correspondéncia bijetiva entre seus
conjuntos de classes de homotopia. E podem ser considerados equivalentes quando considera-

mos grupos fundamentais, grupos de homotopia, grupos de cohomologia e assim por diante.

Dado uma homotopia H : X x I — Y, para cada ¢ € [0, 1], define-se a fungio
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por h;(x) = H(x,t). Veja que, com essa notagdo, hp ~ h; : X — Y.

Notagao:
7'[1<X,X0,)C1) = {(0 : (1,0, 1) - (X,X(),)q)}/ =

m (X, x0) = m (X, x0,x0) = {@: (I,dI) = (X,x0)}/ ~

71 (X,xp) com a operagdo produto induzida pelo produto de caminhos é um grupo, o qual

chamamos de grupo fundamental de X com ponto base xg.
Para mais detalhes ver [15], [1] e [6].

2.5 Propriedades fundamentais dos grupos de homotopia
Notagao:

[X,A1,...,Ai;Y,B1,....By| ={h: (X,A1,...,Ay) = (Y,Bi,...,By)}/ ~
= {o conjunto das classes de homotopia [h]};

o I"=A{(t1,....,tn) ER"|0<1; < 1,i=1,...,n} 0 cubo unitdrio;

o II"={(t1,...,tn) €I" | T, ti(1 —1;) = 0} 0 bordo do cubo unitdrio;

c = {0 t) €1 | T 6(1—1) = 0} = 91" — I"~1 x {O};

Tu(X,A,x0) = [I",91",J" 1 X A, x0], x0 €A C X;
° nn(Xy-xO) - [Inyaln;Xax()] (Z nn(Xu-anxO));

Para duas fungdes Ay, hy : (I",d1",J""') — (X,A,xo) definimos a operagio * por
hyshy: (I, 0", J" 1) = (X,A,xy) com

hi (21,10, 1), © <

I

=

(hl *hz)(l‘l,...,tn) =
hy (2t — L,tp,. .. 1), 1 >

Y

=

que s6 faz sentido paran > loun=1¢e A = xo.

Entdo, para n > 2, sejam M = {h: (I",dI",J"~') — (X,A,xo) continua},

sS:MxM—M e p:M—M/~
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dadas por s(hy,hy) = hy xhy e p(h) = [h], respectivamente.
De s induzimos

§:m(X,A,x0) X m(X,A,x0) — W, (X,A,x0),

pois m,(X,A,x0) =M/ ~.
Portanto, obtemos a igualdade p os(hy,hy) = 5o (p x p)(hy,hy), isto &, [h] * [ha] = [h * h)

H H
que estd bem definida, visto que se tomarmos f; ~ hy, fr ~hye g £ (hy % hy), entdo a fungdo

HyxHy: (I" < I,oI" x I,J" 1 x I) = (X,A,x0)

definida por

H](2t17t27"'7tms)7 fH < 17

\S]]

(H] *Hz)(l‘l,...,l‘n,s) =
H2(2t1 - 17t27"'7li’lvs)7 5] Z

b

RI—

¢ uma homotopia entre fi x f; e hy x hy. E pela transitividade da relacdo de equivaléncia (=),
(f1* f2) = g, de modo que [fi] *[f>] = [g]-

A vista disso, 7, (X,A,xp) é um grupo com a operagao *, o qual chamamos de n-ésimo grupo
de homotopia de (X,A,xg).

O caso em que n = 1, se considerarmos os caminhos @ : (1,0,1) — (X, x0,x;) e @ : (1,0,1) —
(X, x1,x2) dizemos que o caminho @ * @' : (1,0,1) — (X,x0,x2) € a justaposicdo dos caminhos

e ®'. Além disso, se A = xy chamamos o grupo 71 (X, x¢) de grupo fundamental .

Proposicao 2.5.1. Uma fungdo continua f : (X,A,x9) — (¥,B,y¢) induz um morfismo f; :
7, (X,A,x0) — m,(Y,B,y0) que é dado por f,[h] = [f o h], onde sdo satisfeitas as seguintes pro-

priedades:
e Se f~ fentdo f, = fI
* (gof) =80 fu
* (Ix)«=1
* f.« € um homomorfismo quando a adi¢do € definida.

Demonstragdo. Sejam 17 : 1 — I a identidade de I, h € M e H uma homotopia entre f e f’.
Entdo, Ho (hx 1) : (I" x I,dI" x I,J"~' xI) — (X,A,x0) é uma homotopia entre fohe f oh
e, portanto [foh] = [f' oh], isto &, fi[h] = fL[h].
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Dados f: (X,A,x0) — (Y,B,y0),g: (Y,B,y0) = (Z,C,z0) e [h] € m,(X,A,xp), por definicao,
(gof)«[hl=1[(gof)ohl=[(go(foh)] = g:lfoh] = g0 filh]. [

Proposicido 2.5.2. Sen >2,oun=2e A =xy, m,(X,A,xp) é um grupo abeliano.

A classe da fungdo constante 4 : I" — {xo} é denotada por 0 € m,(X,A, x9). Quando

7, (X,A,x0) é um grupo, 0 é o elemento neutro.

Proposicao 2.5.3. A sequéncia

e et (X, A, x0) D (A x0) 5 (X, x0) Lo (X, A, x0) — -

S (X, A, x0) B To(A) 5 mo(X)

é exata, onde i : (A,xp) — (X,x0) e j: (X,x0) = (X,A,xp) sdo as inclusdes e
o0: 77:,1+1(X7A,X()) — ﬂn(A,xO)

é dada por d[h] = [h| [nx{()}:| , sendo um homomorsfimo para n > 1. Além disso, d é natural, isto

€, o seguinte diagrama é comutativo:

Diagrama 1: Comutatividade entre f, € d (fx0d =d o f;)

Tn+1(X, A, X0) (A, x0)
S S
ﬂn+1(Y7B7y0) ﬂn(vaO)

Fonte: Mimura [15] (1991, p. 63).

Proposicao 2.5.4. A sequéncia

e M1 (XA, %0) D (AL B X0) 5 (X, Byxo) Lo (X, Auxg) — -

_>7II(X7A7-X0)

€ exata, onde i € j sdo as inclusdes e d é andlogo ao anterior.
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Proposicao 2.5.5. Para uma funcao continua i : (I",dI") — (X,x;) e um caminho @ : (1,0,1) —
(X ,x0,x1), existe uma homotopia h; : I" — X tal que h; = he h(dI") = o(t). A classe [®] induz
um isomorfismo

(@] : 7, (X,x1) = m,(X,x0) onde [@]«[h] = [ho],

que independe dos representantes @ e h, e satisfaz
(0* 0], =[w]o[0]. e [0=1.

Em particular 7; (X, xo) age sobre 7, (X,x).

Como resultado imediato, se X é conexo por caminho, 7,(X,xo) independe da escolha do
ponto base xp a menos de isomorfismo. Portanto, o denotamos por 7, (X ). Analogamente, para

7, (X,A,x0) se A for conexo por caminho, tal serd denotado por 7, (X,A).

Para mais detalhes ver [1] e [15].
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3 Espacos de recobrimento, fibrados e fibracoes

3.1 Espacos de recobrimento

Definicao 3.1.1. Dizemos que um espago topoldgico X é localmente conexo por caminhos
se dada uma vizinhanca arbitraria U de cada ponto x € X, existe uma vizinhanca conexa por

caminhos V dextalquexcV C U.

Definicdo 3.1.2. Um espacgo X é chamado /-conexo quando X é conexo por caminhos (my(X) =

0) e simplesmente conexo, isto é, m;(X,x) = 0 para todo x € X (m;(X) =0).
Definicdo 3.1.3. (X, p,X) é um espaco de recobrimento se:
1. Os espagos X e X sdo localmentes conexos por caminhos e conexos por caminhos;

ii. A aplicagdo p : X — X € continua e sobrejetiva e, para cada x € X, existe uma vizinhanca
conexa por caminho U de x de modo que cada componente conexa por caminho Uy de
p~1(U) é abertae P|ug : Ua = U € um homeomorfismo. Chamamos U de uma vizinhanga

Jundamental.
Segue de imediato da definicao de espaco de recobrimento que:

+ p~!(x) possui a topologia discreta, ou seja, todo ponto de p~!(x) é aberto em p~!(x): de
fato, seja ¥ € p~!(x) qualquer. Segue da definicdio de espago de recobrimento que existe

um aberto Uy de X com Uy N p~!(x) = {&}. Portanto, {X} é aberto em p~' (x).

* Seja U uma vizinhanga fundamental. Ento, y : p~!(U) — U x p~!(x) dada por

v(y) = (p(y),2), onde y € Ug e z € p~ ! (x) N Uy

é um homeomorfismo. Este fato segue da verificacdo direta de que ! : U x p~1(x) —

p~Y(U) é dada por:
yl(nz)=w,  w=pj, (v)ondeze€ p~!(x) V.

Dizemos que X € o espaco base, p é a projecdo ou aplicagdo de recobrimento, Xé espaco total

ou espagco de recobrimento e p~'(x) é a fibra sobre x € X .
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Exemplo 3.1.1. (R, p,S") é um espago de recobrimento para p(t) = (cos (27t), sen (27t)).

Considerando, por exemplo, o subconjunto U = {(x,y) € S' | x > 0} C S!, entdo p~ ! (U)
consiste dos pontos ¢ € R tais que cos (27¢) > 0, ou seja, p~'(U) = U,V,, onde V,, =|n —
T.,n+ [ e n € Z. Restringindo ao intervalo fechado Vj,, a fungéo P Ve — S I ¢ injetiva pois
sen (27t) € estritamente crescente em V,.

Além disso, por p, segue uma correspondéncia sobrejetiva de V,, em U e de V,, em U, pelo
Teorema do valor intermedidrio. Sendo V,, compacto, P, V, =2 U (homemomorfismo). Em
particular pyy, : V, — U € um homeomorfismo.

Aplicando o mesmo argumento as intersecdes de S' com os semi-planos abertos de R?,

obtemos as vizinhancas fundamentais.

Definicéio 3.1.4. Dois espacos de recobrimento (X, p,X) e (Y,q,Y) sdo equivalentes se existem

homeomorfismos 71: X — Y e h: X — Y tais que hop=goh.

Definicao 3.1.5. Sejam ()? ,p,X) um espaco recobrimento e f : Y — X uma funcdo continua
qualquer. Chamamos uma funcio continua f: Y — X de um levantamento de f emrelacdo a p

se aigualdade po f = f é satisfeita.

Diagrama 2: Levantamento de f relativo a p

X
ARy
Y / X
Fonte: Mimura [15] (1991, p. 50).

Para um caminho o : (1,0,1) — (X,xp,x;), denotamos por @ : (1,0,1) — (X,x1,xp) o ca-

minho inverso de @, onde @(s) = @(1 —s) para s € I

Lema 3.1.1. Seja (f ,p,X) um espacgo de recobrimento. Para um caminho @ : [ — X e um
ponto £ de X satisfazendo p(¥) = ®(0), existe um tinico levantamento @ de o tal que @(0) = £.
Além disso, se @ ~ o, entdo para os respectivos levatamentos @ e @;, @(0) = @;(0) implica

A1) =@ (1) e ®~ @.
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Demonstracdo. Consideremos primeiramente o caso em que @(/) C U para alguma vizinhanga
fundamental U de p(%). Temos p~!(U) = UqUy, onde os Uy’s sdo as componentes conexas
por caminhos de p_l(U ), cada Uy € aberto em Xe PlUg Ug — U € homeomorfismo. Assim,
a fungdo prL o : I — X define um caminho em X. Sabendo que Uy NUp = 0 para quaisquer
o # B, existe um tnico « tal que ¥ € Uy. Portanto, o levantamento @ = p\_UL ow:l—Xé
tinico de modo que ®@(0) = p‘;}a(a)(O)) = pﬁjla (p(x)) = X. Supondo a existéncia de um outro
levantamento @' (po @' = ®), pela hipétese inicial, temos que @' (1) C p~ ' (U). Como &' (0) =
e @' (I) é conexo entdo @' (I) C Uy e, por conseguinte, @' = pﬁ]{x ow =M.

De modo geral, ®(I) pode ser coberto por um nimero finito de vizinhangas fundamentais
pois @(I) é compacto e, consequentemente, @ € obtido pela justaposicdo dos levantamentos
obtidos pelo argumento acima reproduzido para cada vizinhan¢a fundamental da cobertura finita
em questao.

Seja H : I x I — X uma homotopia entre @ e @;. Particionamos / em um ndmero finito
de intervalos /; de modo que cada H(I; x I;) esteja contido em uma vizinhanga fundamental
(ver [16], Lemma 54.2, pag. 343). A partir disso, existe um levantamento H:IxI— X de
H satisfazendo H(0 x I) = @(0) = @;(0). Entdo H(1 x I) é um caminho constante em 7,
pois H(1 x 1) C p~'(x1), x1 = @(1) = @ (1) e p~'(x1) possui a topologia discreta. Portanto,

(1) =a,(1) =% e ® ~ @, sendo que PNIUXo =0 eﬁ\lxl = @, pela unicidade.

Teorema 3.1.2. Seja ()? ,p,X) um espago de recobrimento.
I - Para quaisquer dois pontos xq e x| de X existe uma bijecdo p~'(xo) = p~!(x1).
1l - A aplica¢do p, : (X, %) = 71 (X, x0) € um monomorfismo.

Il - Para o quociente w1 (X,x0)/Imp, = {(Imp,)a | a € 7 (X,x0)}, a aplicacdo

v m(X,x0)/Imps — p~' (x0)

dada por
v({[o]}) = a(1),

onde @ é um levantamento do caminho fechado @ com ®(0) = X, € uma bijegdo.

Demonstragdo. (I) Considere um caminho « : (1,0,1) — (X, xg,x;). Para qualquer ¥ € p~!(x),

temos o(0) = p(X) e, pelo Lema 3.1.1, existe um unico levantamento & tal que po & = o e
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@(0) = £ Como &(1) € p~'(x1), definimos a fungio Wy : p~!(x9) — p~'(x1) sendo dada por
Vo (%) = @(1), onde a injetividade é garantida pela unicidade e a inversa (Wq ) ™' = w5 se obtém

do caminho inverso & de ¢.

(II) Dados quaisquer [o],[B] € m; (X, %) tais que [po a] = [po B], existe uma homotopia
H:IxI— X tal que H(s,0) = poa(s) e H(s,1) = po (s). Denotando por ® = poa ¢
@' = po 3 temos, pelo Lema 3.1.1, que existem tnicos levantamentos @ e @’ tais que @ ~ @’

Como poa=po@de pofl =po®, segue da unicidade que @ = e @ = 3, ou seja, [¢t] = [B].

(III) A fungdo W : 7t (X, x0) — p~ ' (x0) dada por ¥([w]) = @(1), onde @(0) = %y € p~ ' (x0),
estd bem definida pela unicidade do Lema 3.1.1. Dado % € p~!(xo) qualquer, sendo X co-
nexo por caminho, tomemos um caminho & : (1,0,1) — (X, %o, %). Assim, [po &] € m (X, xo)
e W([poa]) = @(1), ou seja, W é sobrejetora. Para [v] € m(X, %), o Lema 3.1.1 garante
que ¥(p«(v)[@]) = ¥([povl[o]) = ¥([(pov) * w]) = &(1). E se §([o]) = ¥([w]), entdo

-1

[@][o] 7! = [0* @] = [po (@ @)] € Imp,, isto é, y € injetora. O

Definiciio 3.1.6. O nimero de elementos ou a cardinalidade de p~!(xo) é chamado de grau do

recobrimento.

Proposicao 3.1.3. Sejam ()? ,p,X) um espago de recobrimento, @, @’ : I — X caminhos que co-
megam no mesmo ponto x € terminam no mesmo ponto final y, e @, @' : I — X seus respectivos
levantamentos a partir de um ponto & € X. A fim de que @(1) = @'(1), é necessdrio e suficiente

que [0+ @] € p.(m (X, ).

Demonstragdo. Supondo que [@ * @'] € p,(m)(X,%)), o levantamento A do caminho @ * @’
a partir do ponto % é fechado. Os caminhos @,®’ definidos por @(s) = A(s/2) e @'(s) =
A(1—s/2), comegam no ponto X, terminam no ponto A(1/2) e sdo levantamentos de ® e @',

respectivamente. A reciproca €é imediata. [
O seguinte lema nos proporciona um critério para a existéncia de um levantamento.

Lema 3.1.4. Sejam (X, p,X) um espago de recobrimento, ¥ conexo por caminhos e f : (Y, yo) —

(X,x0) uma fung@o continua.

I- Dados £, :Y — X levantamentos de f, se Ff(yo) = &(vo) entdo f = g.



26

- Se Y é localmente conexo por caminhos e f.(m;(Y,y0)) C p«(m (X, %)), onde % €
p ' (x0), entdo existe um tnico levantamento 7 : ¥ — X de f tal que f(yo) = %. Em
particular, a suposi¢io & satisfeita para qualquer %) € p~!(xp), onde Y é localmente co-

nexo por caminhos e 1-conexo.

Diagrama 3: Indugdo de f e p ao grupo fundamental
m (X ’ )EO)
P+

S+ 7 (X, x0)

4| (YJO)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstragcdo. (I) Dados y € Y e um caminho o : (1,0,1) — (Y, yo,y) em Y, segue que fo® :
(1,0,1) = (X,x0, f()) é um caminho em X. Assim, por hipétese, fo® e §o @ sio levantamen-

tos de f o w tais que fo ®(0) = §o w(0). Consequentemente, pelo Lema 3.1.1, fow = go m,

ou seja, f(y) = fow(l) =gow(l) =3().

(IT) Para y e @ como acima, sejav:1 — X um levantamento de f o de modo que ¥(0) = X,
definimos f(y) = #(1). Se considerarmos um outro caminho @’ : (1,0,1) — (Y,yp,y) entio
@' * @ é um caminho fechado em yq. Dai, fo @ * fo® = fo(®' *®) € um caminho fechado
emxge [fo(w' x®)] € fi(m (Y,y)). Portanto, de acordo com a Proposicdo 3.1.3, #(1) = (1),
onde V' é um levantamento de fo @', isto é, f estd bem definida e satisfaz po f = f e f(yo) = %o.

Considere uma vizinhanga U de f(y) sendo uma componente conexa por caminhos da ima-
gem inversa p~!(U) de uma vizinhanga fundamental. Por hipétese, e pela continuidade da fun-
¢do f, existe uma vizinhanca conexa por caminhos V tal que f(V) C U e, consequentemente,
FfO) e f(v)nu.

Dado y’' € V qualquer, seja @' : (1,0,1) — (Y¥,y,y’) um caminho em Y de y a y’. Entdo fo @’
¢ um caminho na vizinhanga fundamental U que, sendo homeomorfa a U (p| 7" Ux~U ), nos
diz que existe um caminho @' = pfﬁl o fo®' do ponto f(y) ao ponto ¥ = pfﬁl o f(y'), com
po® =fow'.

Assim, @+ @' é um caminho em X de modo que po (@ @') = po@*po® = fowx fow =
fo(wxw') e que pela defini¢do de f diz f(y') = (@ @' )(1) = %, ou seja, f(y) € U, donde

f(v)c U. Logo f é continua. A unicidade é uma consequéncia imediata do item (I).
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3.1.1 Grupos de transformacoes de recobrimento

Definiciio 3.1.7. Um homeomorsfismo f : X — X é uma transformagcdo de recobrimento do

espaco de recobrimento (X, p,X) se po f = p.

O conjunto das transformacdes de recobrimento com a operagdao de multiplicagdo sendo a

composi¢do forma um grupo, chamado de grupo das transformagées de recobrimento.

Lema 3.1.5. 1- Se uma funcdo continua f : X — X satisfaz po f=p,entio f é uma trans-

formacdo de recobrimento.

IT - Para dois pontos %, e £ em p~!(x(), existe uma transformagio de recobrimento f tal que
f (Xo) = X1 se, e s se, para cada caminho @ de Xy em ¥; o elemento [p o @] pertence ao

normalizador
NH)={acm(X,x) | aH =Ha} de H=p.(m(X,i)).

Demonstragdo. (II) Sejam o : (1,0,1) — (X, %,%) um caminho em X, f apenas um levanta-
mento de p (p = po f) tal que F(%) =% e [a] € m (X, %) qualquer. Como [@](f.[a])[o] €

(X, %) e o (pila])a = p.([@* (foa) x®]), onde a = [po ] € 7y (X, xp), entdo
o (p:la))a € H = p.(m (X, %)),

ou melhor o € N(H).

Reciprocamente, se considerarmos o = [po ] € N(H) entdo, para [a] € m; (X, %), existe
[b] € m (X, x0) tal que ax(pla))o™" = p.[b]. Portanto, p.[a] = &' (p.[b]) o = p.([@][b][w]) €
Pe(m (X, 51)). isto &, p.(m (X, %0)) C ps(m (X, 51)).

(I) Aplicando o item (IT) do Lema 3.1.4, para p = f, obtemos um levantamento f satisfa-
zendo f(%)) = %1. Assim, pelo mesmo argumento acima, tomando o caminho inverso @ ligando
%1 a %, existe um levantamento g de p tal que g(%;) = %o. Por conseguinte go f e 1 % séo le-
vantamento de p que satisfazem g o f (%)) = % = 13(%), que pelo item (I) do Lema 3.1.4 nos
diz que go f = l; e, de modo andlogo, obtemos também que fog=1g, ou seja, f é um

homeomorfismo. Logo, f € uma transformac¢do de recobrimento.
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Diagrama 4: Representacdo da igualdade p = po f

X
Ry

X X

p=1r
Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 3.1.6. O grupo G das transformacdes de recobrimento de (Xv ,p,X) € isomorfo ao

grupo quociente N(H) /H.

Demonstragdo. Dado f € G qualquer, sabemos que po f = p. Assim %),% € p~!(xo), onde
%1 = f(%), e para qualquer caminho @ : (1,0,1) — (X,%o,%), pelo item (II) do Lema 3.1.5,
[po®] € N(H) e consequentemente {[po @]} € N(H)/H.

Da bijecdo v do Teorema 3.1.2 obtemos que N(H)/H = w(N(H)/H) C p~—'(x9) e w({[po
®]}) = @(1) =% = f(%). A vista disso, estabelecemos por ¢ a correspondéncia ¢ (f) = {[po
|} (i f(%0)) do grupo G ao grupo quociente N(H)/H.

O item (II) do Lema 3.1.5 nos diz que ¢ € sobrejetiva em relag@o a y. De fato, para qualquer
%1 € y(N(H)/H) existe [@] € N(H) de modo que y({[w]}) =% e X; = @(1), onde @ é o
levantamento de @ por p (po @ = ®), ou seja, [po @] € N(H) e existe uma transformacéo de
recobrimento f tal que & = f(%). Logo ¢(f) ¥z

Supondo que ¢ (f) = ¢(g), segue f(X) = (%), isto é, f = &, pelo item (I) do Lema 3.1.4.

Por fim, dados f e g, considere os caminhos @; : (1,0,1) — (X, %o, f(%)) e @ : (1,0,1) —

(X,%0,8(%)). Como oy * (f o @,) é um caminho de % a (f o g) (%), entdo o elemento

[po(@(fom))]=[powi][pofom]=[pow][poa)],

em N(H)/H correspondente a f o g é um produto de elementos correspondentes a f e g, ou seja
O(fog)=¢(f)o(g). Assim, ¢ é um isomorfismo.
O

Definicao 3.1.8. Um espaco de recobrimento é regular se, dados %1,%, € p~'(xo) quaisquer,

existe uma transformacio de recobrimento f tal que f(%;) = %».

Proposicao 3.1.7. 1- Um espaco de recobrimento (f ,p,X) é regular se, e somente se, H =

p«(71 (X, %)) é um subgrupo normal de 7; (X, xp).



29

IT - Para um espaco de recobrimento regular ()? ,p,X), 0 grupo quociente

G = m(X,x0)/p«(m (X, %))
age em X sem fixar pontos (isto €, gX¥ = ¥ implica g = e).

Demonstracdo. (1) Para qualquer [a] € 1 (X, x0) existe um dGnico caminho @ tal que po® =
e p(o(1)) = xo . Entdo, o leva % a ¥; = ®(1) que, por hipétese, nos diz que existe f tal
que f(%y) = X1, ou seja, [a] = [pow] € N(H). A vista disso, m;(X,x0) C N(H) C m(X,xp).
Logo, H é um subgrupo normal de 7 (X, x0) = N(H ). Reciprocamente, sejam %o, % € p~ ! (xo)
e o(I,0,1) — (X,%o,% ). Por hipétese, p.[@] € N(H). Dai, pelo item (IT) do Lema 3.1.5, existe

uma transformagio de recobrimento f satisfazendo f(%)) = &|. Portanto (f ,p,X) é regular.

(IT) Pelo isomorfismo do Teorema 3.1.6 podemos tomar G sendo o grupo das transformacoes

de recobrimento do espaco (X, p,X). Entdo, a acdo de G em X é dada por u(f,%) = f(%).

Assim, parae =13 €Ge f € G qualquer tal que f(%) = %, segue do item (I) do Lema 3.1.4 que
Fe.

[

3.2 Fibrados

Definicao 3.2.1. Seja p : E — B uma fung¢do continua e sobrejetora. Dizemos que a quadrupla
& =(E, p,B,F) é um fibrado produto ou uma fibragdo trivial quando existe um homeomorfismo
¢:BxF — Etalque po¢(b,f)=b. EE =(E,p,B,F) é chamada uma fibracdo localmente
trivial se para cada ponto de B existe uma vizinhanga U tal que &, = (p~! (U),p|p71(U),U,F)

¢ uma fibracdo trivial.

Nomenclatura: Dizemos que E € o espaco total, p a projecdo, B o espaco base, F a fibra,
F, = p~!(b) a fibra sobre b, onde b € B, U uma vizinhanga coordenada e o homeomorfismo

oy = ¢|U :U x F — p~Y(U) de funcdo coordenada.

Defini¢ao 3.2.2. Uma fungdo f : &' — & entre fibragdes localmente triviais &' = (E', p’, B, F)
e & = (E,p,B,F) com a mesma fibra é uma aplicacdo fibrada se f : E' — E é uma fungéo
continua tal que para todo b’ € B', f(Fy) C Fj, para algum b € B. Entdo a fungdo f : B’ — B
definida por f(b') = b satisfaz po f = fop'.
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Lema 3.2.1. Dados uma fibragdo locamente trivial & = (E, p,B,F) e uma funcdo continua

g : B’ — B, se considerarmos
g'E={(x,t)) EExB | p(x)=3g(t))}, &x,b)=xep/(x,b))=V

entio g"E = (¢"E,p’,B',F) é uma fibraciio localmente trivial e g : g*E — E é uma aplicagio

fibrada (§ = g). Chamamos g*E de fibracdo localmente trivial induzida de & por g.

Demonstragdo. Para b’ € B’ qualquer, existe U vizinhanga de b = g(b') tal que ¢y : U X F —
p~1(U) é um homeomorfismo e U’ = g~ (U) é uma vizinhanca de b. Assim, dado (x,y) €
U'xF, (g(x),y) €U XF e ¢y(g(x),y) =z € p'(U), logo pody(g(x),y) = p(z) implicando
na igualdade g(x) = p(z) o que nos diz (z,x) € g*E e consequentemente p’(z,x) = x implica

(z,x) € p'~1(U"). Assim, podemos descrever ¢/, : U' x F — p'~1(U’) da seguinte forma

(x,y) = (x’ (X,y)) = (X7 (g(x)ay)) = (X, (])U(g(x),)’)) = (X,Z) = (Z,X)

que claramente € uma funcdo continua.

Dados (x,y),(x',y") € U' x F tais que ¢/, (x,y) = ¢/, (x',y’), entdo (z,x) = (,x’), donde
z=7 ex =X, portanto ¢y (g(x),y) =z=7 = ¢y(g(x'),y’). Como ¢y é injetiva segue que
y =1y, logo ¢y é injetiva. Por outro lado tomando y = (z,x) € p'~'(U"), p'(y) eU' =g~ ' (U) e
g(P'(y)) = g(x) = p(z) € U por conseguinte z € p~ 1 (U) 2 U x F. Assim existe (s,t) € U x F
de modo que ¢y (s,1) =z e como s = po Py(s,t) = p(z) = g(x) segue ¢, (x,1) =y, isto &, ¢,
¢ sobrejetiva.

A inversa de ¢/, é dada por ¢[’J_,' (z,x) = (x,y) onde (g(x),y) = ¢, ' (z) e como ¢l'/71 pode
ser descrita por

(%) = (%,2) = (5,85 (2)) = (x, (8(x),¥)) = (%),
vemos que q){j,l é continua. Portanto ¢/, ¢ um homeomorfismo e pela igualdade p'o ¢/, (x,y) =
p'(z,x) = x podemos dizer que g*& ¢é fibracio localmente trivial.

Como os elementos da fibra sobre b’ € B’ sdo da forma (x,b") € Fyy, de modo que p(x) =
g(b'), segue que g(Fy) C Fj, para b = p(x). Definindo g(b') = b obtemos go p’ = po g, logo
op'(x,y) = pog(x,y) que equivale a g(y) = p(x) = g(y). Assim, g é uma aplicagdo fibrada e

OoQu  OQu

:g.
U

Definicao 3.2.3. Seja (E, p, B, F) uma fibragdo localmente trivial e suponha G um grupo topo-

16gico agindo sobre a fibra F pela esquerda. Seja {Ugy, ¢ } uma familia de vizinhangas coorde-
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nadas e fun¢des coordenadas para (E, p, B, F). Dizemos que a 6-upla (E, p,B,F,G,{Uq,9q})

€ um fibrado coordenado quando cada fungdo gg, : Uy NUp — G determinada pela condigio

¢ uma funcdo continua.

Dizemos que {ggq(b)} sdo transformagées coordenadas e que G € o grupo estrutural.

Defini¢ao 3.2.4. Uma aplicacdo fibrada f : & — &’ entre fibrados coordenados

gz(E7p7BaF7G7{UOh¢OC}) € 6/:(E/7plvBlaF7G7{Ué7¢[,3})

¢ uma aplicagdo fibrada f onde cada fungdo ggg : Ug M f! (U Ilf) — G determinada pela condi-
cdo

£ 0 6a(b,y) = 0(F(b).pa(b) -¥) & continua, para b € U N~ (U).

Definicao 3.2.5. Dois fibrados coordenados

5 :(E7p7B7F7G7{Ua7¢a}) € 5/:(E7P7B7F7G7{Ué7¢b})

que diferem apenas nos sistemas de coordenadas, sdo equivalentes (§ ~ &') se a fungdo iden-

tidade 1g : E — E é uma aplicagdo fibrada (1g : § — &').

A defini¢do acima define uma rela¢do de equivaléncia. De fato, sejam &, &' e & fibrados
coordenados como na Defini¢do 3.2.5.

Considerando a fungdo 1z : E — E, vemos que 1 = lg e

1Eo¢a(ba)’) - ¢ﬁ(13(b)7gﬁa<b> y) = ¢O€(bay) - (Pﬁ(bvgﬁa(b) y)

que, pela defini¢do de fibrado, equivale a dizer que ¢g (b, 84 (P) -y) = @5 (b,gpa(b) -y). Como
¢p € um homeomorfismo, ggq = gpa- 1510 €, ¢ € continua e por conseguinte 1g : E — E €
uma aplicagdo fibrada (& ~ §).

Supondo & ~ &' (1g : &€ — &’ uma aplicacdo fibrada), vale

0o (b,y) = (])['3 (b,gga(b)-y), onde gg, € continua e (b,y) € (Ug ﬂU[’;) x F.

Assim, a fungdo Zop(b) = (Zpa (b)) ! determinada por

¢[/3(va> = ¢[,3(bv [gﬁa(b) (gﬁa(b»il] y) = q)[/%(b:gﬁa(b) (gaﬁ(b) Y)) = ¢a(bvgaﬁ(b) °y)
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'em G é continua. Logo 1x : &’ — & é uma aplicacdo fibrada,

€ continua pois a operagdo g — g~
isto é, &' ~ &.

Agorase E ~ & e & ~ &, entdo

‘Pa(b,y):%(b,gﬁa(b)')’) € (P[/%(b?y):(l);//(b?gyﬁ(b)y)v

onde &g, € &y sdo continuas. E para (b,y) € (UaN U[g N U{,’) X F obtemos

9a(b,y) = 04(b,Zpa(b) -¥) = 0y (b, (315 (b)8pa(b)) -¥) = 9y (b,8yar(b) )

Consequentemente gy definida por gyq(b) = gyg(b)&pga(b) € continua pois a operagdo do

grupo topoldgico G é continua. Portanto & ~ &”.

Definicao 3.2.6. Uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados é denominada um fibrado

e é denotada por ¢ = (E, p, B, F,G) (omitindo o sistema de coordenadas).

Dado um fibrado coordenado & = (E, p,B,F,G,{Uqy, 0¢ }), se considerarmos a fun¢do

1%« :[[Ua x F — E, dadapor | [ ¢a(b,y) = ¢a(b,y) para (b,y) € Uy x F C | JUqa x F,
o o o (04

de uma soma topoldgica de Uy X F no espaco total E, entdo E pode ser visto como:

E= ([JUaxF)/~ (homeomorfismo), onde (b,y) ~ (b,gpa (b)),
[0

(b,y) € Ug X F e (b,ggq(b)-y) € Ug x F. De fato, dados (b,y), (b)) € [1qUa x F de modo
que [Ty 00 (b,y) = 1y 9a(b',Y'), entdo existem o e &' tais que @u(b,y) = ¢o(b',y') € como
b=podu(b,y)=pody(b',y)=">"segue que ¢ (b,y) = 0o/ (b, (D) -y) = P (V',y'). Por-
tanto, ggq(b) -y =y, isto é, (b,y) ~ (V',y’). E, dado e € E, existe « tal que p(e) = b € Uy,.
Sendo ¢y : Uy X F — p~!(Uy) um homeomorfismo, existe (b,y) € Uy X F tal que ¢g (b,y) = e.
Assim, [[, 0« (b,y) = ¢ (b,y) = e. Observando que a continuidade de [ [, ¢ € uma consequén-
cia imediata da continuidade de ¢, 0 mesmo valendo para a inversa, concluimos o homeomor-

fismo.

Exemplo 3.2.1. O fibrado tangente 7M de uma variedade diferenciavel M é construido como
acima, com ggq(b) € GL(n,R). Além disso, o fibrado tangente de M € um fibrado: Ty =
(TM,p,M,R" GL(n,R)).



33

Definicao 3.2.7. Seja F um corpo. Um fibrado com fibra " e grupo estrutural G sendo um

subgrupo do grupo linear GL(n,F) é chamado de F-fibrado vetorial de dimensio n.
Teorema 3.2.2. Toda fibra F", = p~!(b) de um F-fibrado vetorial de dimensdo n,
é = (Evpo7IFn7GL(n7F))7

possui estrutura de um F-modulo a direita (em particular, um espago vetorial complexo ou real
quando F = C,R) e a acdo a direita de F: E xF — E e a adi¢dao {(u,v) | p(u) = p(v)} C
E X E — E sdo continuas. Reciprocamente, se uma fibracdo localmente trivial (E,p,B,F")
possui adicdo e a agcdo a direita de IF em E continuas, entdo tal fibracdo possui estrutura de um

F-fibrado vetorial de dimensdo n.

Demonstragcdo. Sejam Uy uma vizinhanga coordenada de b em B € o homemomorfismo ¢y, :
Ug x F* — p~1(Uy). Por um lado, po ¢y (b,y) = b, o que implica que ¢o(b,y) € p~'(b). E,
por outro, dado e € p~!(b), existe (b,y’) € Uy x F" tal que ¢g(b,y') = e. Entdo, {b} x F" =
p~1(b) =T} e, pela identificagdo {b} x F" = F", obtemos que F} ¢ um F-médulo  direita.
Para qualquer (e,z) € E x IF, digamos que e € F}, , ¢¢(b,x) = e e @ seja a identificagdo
{b} xF" =F". Assim, define-se a fungdo i : E x F — E por (e, z) = ¢o(b,xz) € F}, C E, sendo

continua, pois tal € descrita como composi¢do de fungdes continuas segundo a correspondéncia:
(e,2) = (9g ' (€),2) = ((b,%),2) = (@(b,x),2) = (x,2) = x2
= @ 1 (x2) = (b,x2) = ¢ (b,x2).

Dando-se vilidas as igualdades p(u(e,y),y’) = u(e,yy') e u(e,1) = e entdo u é uma agéo
a direita de F em E. Analogamente, para (u,v) = (¢o(b,x), 9a(b,)),

(uv) = (B (1), 8 () = ((B:), (B,)) = (@(b,x), 9(b.y)) €

(@(5,2),0(5,y)) = (x,y) = (x+y) = ¢~ (x+y) = (b,x+y) = Pa(b,x+Y)
define a adigdo continua. Supondo b € Uy NUg, ¢ (b, x) = ¢ (b,x') = e € 9o (b,y) = ¢g(b,y) =
¢’, por defini¢do ggy(b) -x =x" e ggo(b) -y =V'. Entdo ¢q(b,x2) = g (b,x'z) € ¢o(b,x+y) =
o (b,x' +y"), isto é, as fungdes definidas acima sdo independentes da escolha da vizinhanga
coordenada.
Reciprocamente, das igualdades ¢q (b, x) = ¢g(b,x’) € ¢ (b,y) = ¢g(b,y’) parab € Us NUp,

obtém-se pela acao e adicao:

¢(X(b7xz):¢[3(b7xlz) € ¢a(b7x+y):¢ﬁ(b7xl+y/)'
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Isto €, um operador linear de " e se o denotarmos por ggq(b), segue que (E, p, B,F") possui

estrutura de um [F-fibrado vetorial de dimensao n. O]

3.2.1 Propriedades dos fibrados

Antes de seguir com o proximo resultado, vale lembrar que da agcdo de G sobre F, a funcdo

2gq(b) : F — F € um homeomorfismo, para todo b € Ug N Ul/3'

Teorema 3.2.3. Seja uma aplicacdo fibrada f : &€ — &', comnB=B'e f = 1p. Entdo f : E — E'
¢ um homeomorfismo e a funcdo inversa f~' 1 E' — E é uma aplicagdo fibrada f~' : E' — E.
Demonstragdo. Lembrando que dados e,¢’ € E de modo que f(e) = f(¢), pelas igualdades
p'of =pe ple) =b, obtemos que e,e’ € p~1(b) e f(e),f(e') € p'~'(b). Assim, para as

vizinhangas coordenadas Uy e U, [’3 de b € B, denotamos e = ¢y (b,x) e €' = @y (b,x’), portanto

9p(b,8pa(b) - x) = fo9u(b,x) = foa(b,x) = d5(b,8pa(b) - X).

Donde obtém-se que ggq (b) - x = gpy(b) - X', isto &, x = x' (e =¢').

De modo semelhante, considerando ¢’ € E’ tal que p'(¢/) =b e ¢ = ¢,(b,y), onde y =

Zpa(b) -y, entdo fodu(b,y) =¢'.

Definindo f~': E' — E por f~1(¢) = ¢ (b,y) = e onde ¢’ = (b[’i(b,y’) ey =gpa(b)-y. Se
tomarmos U uma vizinhanca qualquerde e € E, V = U Np~!(Uy) também serd uma vizinhanca
de e. Logo, da topologia produto em Uy, X F, existem V| C Uy e V, C F , ambos abertos, tais que
(b,y) €VixVa C ¢g ' (V). Comob e Wy =ViNUg =ViN(UaNUp) ey € W2 =gpa(b) (V2),
segue que ¢’ € P5 (Wi xWa) CE'e

fﬁl((Z)[/;(Wl X Wz)) = (Z)a(Wl X Vz) C ¢o¢(V1 X Vz) cVcCcu,

isto é, f~! é continua. Em vista disso, f é um homeomorfismo e, tomando g, g(b)=(gpa(b))” L
£~ é uma aplicagdo fibrada.

O]

Definic¢ao 3.2.8. Dois fibrados & e &', com os mesmos B, F e G, sdo equivalentes (& = &’) se

existe uma aplicagio fibrada f : & — &' tal que f = 1.

Definicao 3.2.9. Um espaco topoldgico X € paracompacto se para qualquer cobertura aberta
{Uq} de X (X = UqUq), existe uma cobertura fechada {Vp} sendo um refinamento de {Uq }
(isto €, cada Vi estd contido em algum Uy) e localmente finita (cada ponto de X possui uma

vizinhanga W de modo que o nimero de indices 3 tais que W N Vg # 0 € finito).
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Definicao 3.2.10. Uma fungdo s : By — E é chamada de se¢cdo em By C B de uma fungdo

p:E— Bsepos=lg,

Uma se¢do s : Bp — E em B é simplesmente chamada de se¢do de p e uma se¢do de um
fibrado (E, p, B, F,G) é definido como sendo a se¢do da projecéo p.
Para um fibrado & = (E, p, B, F, G) com o sistema de coordenadas {Uy, ¢¢ } € 0 intervalo

unitdrio I = [0, 1], denotamos por
ExI=(ExI,px1;,BxI,F,G),

o fibrado com o sistema de coordenadas dado por {Uy X I, D¢ }, onde @y ((b,1),y) = (¢pa(b,y),t)

paratr €.
Proposicio 3.2.4. 1. n%E = & x I paraa projegio m: Bx I — B.
2. i*(& xI) =& paraainclusio i; : B— B x I dada por i;(b) = (b,t).
Demonstragdo. (1) Como n*& = (a*E, p’,B x I, F,G), onde
7'E = {(x,(b,t)) €Ex (BxI) | p(x) = m(b,t) = b}

e p'(x,(b,t)) = (b,t). Entdo para f : 1"& — & x I dada por f(x, (b,t)) = (x,t) e f = lpxs segue
que (px1))of=fop.

Diagrama 5: Comutatividade entre as composigdes (p X 17) o f e 1pxj0p’

n*E f ExI
4 px1
1
BxI — 2 L BpxI

Fonte: Elaborado pelo autor.

Considerando os sistemas de vizinhangas {Uy X I,®q} e {Uy x I,®4} relacionados aos
fibrados 7#E e & x I, respectivamente, onde @y ((h,1),y) = (9o (b,y),(b,1)) € {Uq, ¢o} é um
sistema de &.

Assim, da igualdade f o @y ((b,1),y) = Pg(f(b,1),8p(b1) - y) obtemos que

(¢ﬁ(b7gﬁa(b) 'y)at) = ((Pa(b,Y),t) = ((pﬁ(b?gﬁa(bﬂt) 'y),l‘),

isto €, ggq (b,1) = gpe(b) consequentemente ggy, : (Ua xI) N (Ug x I) — G é continua.
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(2) Sendo i (& x I) = (i#(E xI),p', B, F,G) o fibrado induzido, onde
it (Ex1)={((x,t),b) € (ExI)xB|(px1;)(x,t) = ir(b)}
e p'((x,t),b) = b. Tomando f : i (& x I) — & definida por f((x,t),b) = x e f = 1p segue que
pof=fop.

Diagrama 6: Comutatividade entre as composi¢des po f e 1gop’

I .k

i*(E x1)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo mesmo argumento acima, com os devidos sistemas de vizinhangas, conclui-se que

8pa : UaNUp — G € continua. ]

Defini¢ao 3.2.11. Chamamos uma aplicagdo fibrada H : & x I — &’ juntamente com a familia

hy =H( ,t): & — &' de uma homotopia de fibrados. E denotamos por
ho~hy: & =&
para nos referir que hg,/; sao homotdpicos.

Teorema 3.2.5. Sejam & e &' fibrados possuindo em comum o grupo estrutural G e a fibra F.
Suponhamos que o espaco base B de & é paracompacto e Hausdorff. Dadas uma aplicagéo
fibrada h : & — &' e uma homotopia H : B x I — B' de modo que h = hy, entdo existe uma

homotopia de fibrados H : & x I — &' que induz H tal que h = hy,.

Demonstragdo. Supondo que o fibrado &’ € trivial, ou seja, E' = B’ x F (homeomorfismo),

podemos considerar o diagrama comutativo (7r; o h = ho p).

Diagrama 7: Comutatividade entre as composicdes 7rj oh e ho p

E h

B' X F

5|

B h | p

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Definimos H (x,t) = (H(p(x),t),hy(x)), onde h: E — B' X F e h(x) = (h1(x),ha(x)). Assim,

H(x,0) = (H(p(x),0),h2(x)) = (h(p(x)),h2(x))
= (m(h(x)), k(%)) = (h1(x), ha(x)) = (x)
emoH=Ho(px1j).

Diagrama 8: Comutatividade entre as composi¢des 7 o H e Ho (p X 1)

ExI B xF
p X1y M
Bxl — 1 . p

Fonte: Elaborado pelo autor.

O caso geral pode ser encontrado em [18], pag. 96. U

3.3 Fibracoes

Definicdo 3.3.1. Uma tripla (E, p, B) é chamada de fibracdo (no sentido de Serre) se p: E — B
¢ continua, sobrejetora e satisfaz a propriedade de levantamento de homotopia para I" (n =

0,1,2,...),isto é,se f: I" — E e G : I" x I — B sdo fungdes continuas tais que
(pof)(x)=G(x,0), paraxel”,
entdo existe uma fun¢do continua F : I" x I — FE satisfazendo

G=poF e F(x,0)=f(x), paraxel".

Diagrama 9: Representacio da propriedade de levantamento de homotopia

7

Fonte: Mimura [15] (1991, p. 64).

I" E

x0 p

I"x1 B

Teorema 3.3.1. Se & = (E,p,B,F,G) é um fibrado, entdo (E, p,B) é uma fibracdo. Em parti-

cular, um espago de recobrimento ()? , D, X) é uma fibragdo.



38

Demonstragdo. Sejam f:I" — E e G : I" x I — B fungdes continuas tais que po f(x) = G(x,0),
para x € I", e g"& = (¢"E, p',I",F,G) sendo o fibrado induzido por g = po f, onde g"E =
{(e,x) €EXI" p(e) =g(x)} e p'(e,x) =x.

Como I" é paracompacto e Hausdorff, segue do Teorema 3.2.5 que existe uma homotopia de
fibrados H : g*& x I — & tal que H = G, Hpyo=ho=§ e §: ¢"E — E. Em outras palavras,
estendemos & : g"E — & para H : g*é x 1 — €.

Se definirmos uma secdo s : I" — g"E por
s(x)=(f(x),x) e F=Ho(sx1):I"xI—E

entdo
E(X,t) = H(x,?) :H(p/(f(x),x), ll(t)) —Ho (p' X 11)((f(x),x),t)

=poH((f(x),x),t) =poHo(sx 1;)(x,t) = poF(x,1),
para qualquer (x,t) € I" x I, e
F(x,0)=Ho (s x 1;)(x,0) = H((f(x),x),0) = Ho(f(x),x) = §(f (x),x) = f (x).

para (x,0) € I" x I, ou seja, poF = G e F|jnyo = f- Por fim, segue diretamente do Lema 3.1.4
que um espago de recobrimento é uma fibragéo, pois 7 (I" x I) = 0.

]

Para mais detalhes sobre o capitulo 4 ver [13] e [15].
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4 (Co)homologia de espacos topologicos
4.1 O anel de (co)homologia de um espaco topologico
Notagdo: [n] = {1,...,n}. Para a funcdo o : [m] — [n] onde
I1<o(l)<a2)<---<o(m)<n,

definimos 9§ : I — I"', com € = 0, 1, por

sj (i=a())),
OE(S1, .. Sm) = (t1,....1y), onde t; = {
e(i¢Ima).
Em particular, 9 : I""! — 1" (1 <k < n) é definido por
jse j<k
It = a5, onde o (j) =
j+1se j>k,

ou seja, I (S1,---58n—1) = (51, -, Sk—1,€;8ks - - -1 8n—1)-

Também definimos a fungdo m : I" — I"! (1 <k < n) por

ﬁk(ll,...,ln) = (l‘l,...,l‘k_17tk+1,...,ln).

Definicao 4.1.1. Um n-cubo singular u em um espago topoldgico X é uma aplicacdo continua

do cubo n-dimensional /" no espago X descrito por u : I" — X.

A face (k,€) de um n-cubo singular u é uma aplicagio ¢ u = uodé; : I""! — X. Um
n-cubo singular u é chamado degenerado (n > 0) se existem ve ktalque u =vom : I" = X,

isto é, existe um k tal que u ¢ independente de ;. Note que v € um (n — 1)-cubo singular.

Considerando o conjunto B = {u : I" — X | u é continua} formado por todos os n-cubos

singulares, para uy,...,uy € Beay,...,a; € Z, dizemos que
k
Y au;
i=1
¢ uma combinac@o linear finita de uy,...,u;. Definimos Q,(X) como sendo o grupo abeliano

7z

livre que consiste de todas as combinagdes lineares finitas de elementos de B, isto é, Q,(X) é

gerado pela base B .
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Também definimos D, (X) o subgrupo de Q,(X) gerado pelos n-cubos singulares degenera-

dos. Assim, podemos considerar o grupo quociente C,(X) = Qn(X) /Dy (X).

Definimos o homomorfismo d : C,(X) — C,—1(X) dado por
n
Z Y (Ru— dlu).
Dado u € D,(X), existem v e j tais que u =vom;: I" — X. Assim,
n n
Z ) (90w — 9 u) :Z )“(9 (vom) = 9 (vomy)),

onde dfu = df(vom;) = (vom;)odf : I""! — I" — "1 — X. Considerando (sy,...,s,—1) €

"1 segue:

% (€3]

k
(S17"-7Sn—l) — (Sl,...,Skfl,g,Sk,...,Sn_l)
Tj
— (Sl,...,ijl,Sijl,...,Sk_l,g,sk,...,snfl).

Donde podemos ver que (8]9(\/ oT;)— 8} (vom;)) =0e df(vom;) independe da j-ésima entrada
se j < k ouindepende da (j— 1)-ésima entrada se j > k. Portanto, conclui-se que du € D, (X),
ou seja, d(Dy (X)) C Dy—1(X).

Também, direto da defini¢do, dado u € C,(X), segue:

(~D!(Pu—3}u))

~1)*d(3u—gu) = Y (~1)"(d(3fu) — d(d{u))

I

U
~~
1=

(dod)(u)

»4
I
_

I
[:j:

k=1 =
n n—1 )
=) (_1)’<( Y (—1)/(0990u— 9! aPu — afa,gu+a}a,3u)).
k=1 j=1

Observando que, para j < k,
€/ 1§ £ £ &
aj’8kku(s1,...,sn,2):uoak"oaj’(sl,...,sn,z):uo&k"(sl,...,sj,l,sj,sj,...,snfz)
_u(slv"'7Sj—17£jvsj7"'7sk—27£kask—17‘"7sn—2)
entdo 9 90%u = 9% 97 u, logo
Jj Tk k—17j ™
k+j+6 Ej & k—1)+j+0 & € — —
(—1) 7+ 95 gy (1) DHHO 9% 91 = 0, onde § = & +&;.
~ . E; E;
De modo andlogo, para k < j, temos d j’ 8,fku = 8,5" 8]. i |1 , consequentemente

(_1)(k+j+5)a;ja]fku (- 1)(k+(1+1)+6)aekae,

]+1 u=0.
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O caso em que k = j obtém-se como consequéncia dos casos anteriores. Portanto podemos dizer
que (dod)u=0. Assim C,(X) = (C,(X),d) é um complexo de cadeia, chamado de complexo

de cadeias ciibicas de X.

Para f : X — Y continua, definimos o0 homomorfismo f : C,(X) — C,(Y) dado por f(u) =

fou. Como

(frod)(u) = fald(w) = fy( X (=1)"(%u—0w)) = X (=1 1u(%w) — ()]
:Z(—l)k[fOMOQk fouoak :Z oak f#(u)oakl]
k=1 k=1

— 1) fa(u) — 0 fa(u)] = d far(u)

I
[:j:

I
_

|
— bl
S
o
=
~—
—~
<
~—

para qualquer u € C,(X), segue fyod = d o fy. Entdo fy é um homomorfismo de cadeia.

Proposicao 4.1.1. Sejam f,g: X — Y aplica¢cdes homotdpicas ( f £ g) entdo fu e gy sdo homo-
morfismos de cadeia homotdpicos (fy ~ g4 : C(X) — Ci(Y)), isto é, dD+ Dd = g4 — f onde

Du : I"t! — Y é definido por Du(t,...t,41) = H(u(ts, ...ty 1),t) parau: I" — X.

Demonstragdo. De fato, como

Zg#u—f#qu:i( ) (9 Du— 9 Du) I_Zn‘i( ) (D(9'u) = D(dy u))
D(dfu) = df° | Du, entdo
n+1 n
Y (—1)(9¢Du— 3¢ Du) + Z D(3/'u)) =
Logo (dD —|—Dd)];_i guu — fau, para qualquer: u:I" — X, como queriamos. O

Definicdo 4.1.2. Defini-se o produto cross de C,(X) por C4(Y) como sendo a fungdo bilinear
X :Cp(X) X Cy(Y) = Cpyig(X xY), dadapor X (u,v)=uxv,

onde (u X v)(t1,...,tprq) = (U(ti, ... ,1p),V(tpr1,- - lpiq)) Para (f1,...,1p4q) € IPF.
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Vale observar que se u ou v forem degenerados, entdo u x v também sera.

Proposi¢io 4.1.2. 1. O produto cross é natural, isto é, para as fungdes f: X — X', g: Y — Y’

efxg:XxY =X xY temos
(f x g)u(uxv) = fulu) X gu(v).
2. Parau € Cp(X)eveCy(Y),
d(ux v) = dux v+ (—1)Pu x dv.
Demonstragdo. Dado u x v e Cy(X xXY),
(f x ga(uxv) = fxgluxv)=fu) xg(v) = fi(u) x gs(v).

E para u x v € Cp14(X x Y), obtemos as relagdes: Jf (u x v) = (Jfu) x v parak < p e

Jf (uxv)=ux(J¢_,v) parak > p. Portanto,

ptq
d(uxv):];l(—l)k@,?(uxv) (uxv) :]; 8k (uxv)— akl(uxv))

—1)1(810(u><v) L ( uxv)) i xv—(&ku)xv)

_|_
—~
L
~—
=
1=
—~

N
Il

—_

=~

1
P
(Z 8ku—8ku)) v

k=1

4
L
=

1=

(1) (uwx (v) —ux A} (v

N
I
—_

—1D)l(aPv— (9111/)) =duxv+(—1)Puxdv.

-+
|
[
=
<
X
—~
g

~
—

Como d : C4(X xY) = C,—1(X X Y) dada acima satisfaz dod =0 e d(Dy(X xY)) C
D,—1(X xY), podemos dizer que (C,(X xY),d) = C«(X xY) é um complexo de cadeia.

Também chamamos de produto cross e denotamos da mesma forma o homomorfismo:

X :Cp(X)@Cy(Y) = Cpig(X xY), onde UV 1 X V.

Considerando o conjunto C,(X) ® C,(Y') formado pelos elementos

(C.(X)®Cu(Y)), = @ Co(X)®Cy(Y), paran>0, segue:
p+a=n



43

Defini¢iio 4.1.3. Dizemos que um homomorfismo f : Ci(X) — Ci(X’) é de grau k € Z se
f1Cp(X) = Cpyi(X'). E dados f: Cu(X) = C(X') € g: Co(Y) — Ci(Y'), definimos f® g :
Ci(X)RC(Y) = C(X')RC(Y') por

(f®8)(umv) = (~1)F s ae) fu) @ g (v),
onde grau(u), grau(v) € Z, de modo que u € Cyyay(y)(X) € v € Copgu(v)(Y).
Como consequéncia, t€ém-se a propriedade :

(f®g)o(h@k) = (1)@ ®(fon)® (gok).

Observe que a identidade 1 : C,(X) — C«(X) e 0 homomorsfimo d : C,(X) — C,(X) pos-

suem graus 0 e -1, respectivamente. Definimos o operador dg, = d ® 1 + 1 ® d como segue:

de(u®v)=(d14+10d)(u®v)=do1)(uxv)+(12d)(u®v)
_ (_1>gmu(u)grau(1)du®v+ (_1>gmu(u)gmu(d)u®dv
=du®v+ (-1 uxdv,

onde p = grau(u). Assim, podemos dizer que C(X) ® C«(Y) € um complexo de cadeia, visto

que dgodg = 0.
Induzindo x : C,,(X) ®Cy(Y) — Cpiy(X x Y) para os complexos de cadeia, obtemos que
X 1 C(X)RCu(Y) = Co(X XY)
¢ uma equivaléncia de cadeia, cuja equivaléncia de cadeia inversa € dada por
O:C(X XY) = C(X) RC(Y),
sendo induzida e definida como abaixo:

O:Cu(X xY) = Y Co(X)®@Cy(Y)
ptq=n

D) =Y e(a)dqux © dguy, u(t) = (ux(t),uy(t)),

onde o : [p] = [n]. B gl = [n]. [n]=a([p)UB(4q)). e(a)=(-1)"¥ e v(a)=
i (i) —i).
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A vista disso segue as relagdes

X odg =do X Uod =dgoll.

Além disso, obtemos que
xoll~lc (xxyy © Uox~lc xac.(v) (cadeias homotopicas);

Por conseguinte

Hy(C(X xY)) = H, (Co(X) @ Ci(Y)).

Para mais detalhes, ver [15] e [8].

4.1.1 Grupo de homologia

Sejam X um espaco topoldgico, A um subespago de X e G um grupo abeliano, que serd chamado

de grupo dos coeficientes. Denotemos:
* Co(X,A;G) = (Cy(X)/Cu(A)) @ G 0 grupo de cadeia;
e d=d®1:CyX,A;G) = Cy_1(X,A;G) 0 homomorfismo bordo ou diferencial,
* Zy(X,A;G) =kerd =ker (9 : C,(X,A;G) — C,—1(X,A;G)) o grupo de ciclos;
* B,(X,A;G) =Imd =Im(9 : Cuy1(X,A;G) — Cu(X,A;G)) 0 grupo de bordos;

Como dod=(d®1)o(d®1)=(dod)®(1lol)=0®1=0, Ci(X,A;G) é um complexo

de cadeia. Considerando o homomorfismo
fo=fa®1:Co(X,A;G) — Cy(Y,B;G) induzido por f:(X,A) — (Y,B)
e definido por fy({u} ®g) = (f4® 1)({u} ®g) = { fu(u)} © g, onde
Fa:Ca(X)/CalA) = Cu(Y) /C(B)
e {u} ® g € C,(X,A;G), segue a relaciio
feod =fa@lod®1=(faod)®@(lol)=(dofy)®(lol)=d@1ofs@1 =200 fy

Assim, fz ¢ homomorfismo de cadeia. Logo

f#(Bu(X,A;G)) CB,(Y,B;G) e fu(Zs(X,A;G)) C Zy(Y,B;G).
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Definicao 4.1.4. O grupo H,(X,A;G) = Z,(X,A;G)/Bn(X,A;G) é chamado de n-ésimo grupo
de homologia do par (X,A) com coeficientes em G. E H,(X;G) = H,(X,0;G) é chamado de

n-ésimo grupo de homologia de X.

Exemplo 4.1.1. Consideremos o plano projetivo RP> = D?/ ~, onde
D? ={(x,y) eR* | x*+y* <1} (disco unitdrio em R?)

e a relacdo é dada por (x,y) ~ (—x, —y), para (x,y) € dD?.

Diagrama 10: Divisio por quadrados do plano projetivo RP?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a divisdo por quadrados dada acima, podemos calcular a homologia de RP?, com

coeficientes em Z, do seguinte modo:
* Vértices (dimensao 0): vg,vy,V2,V3,V4,Vs;
¢ Arestas (dimensdo 1):
Ar=ovi] Ax=[vovi] Az=[vovs] As=[vavs] As = [vi v4]
Ag=1[v3ve] Ar=[vovs] Ag=[nvi] Ag=[1v] A= [nvs)
¢ Faces (dimensao 2):
Fi = [A| A3 A4 As] F = [Ay As Ag A7) F3=[A| A7 Ag Ao]

Fy=[A2 A3 Ag Ayo) Fs =[A4 Ag Ag Ayo);

Assim, obtemos o complexo de cadeia ctibica com coeficientes em Z, C,(RP?,Z) = C,(RP?)

(pois C,(RP?,Z) = C,(RP*) ® Z = C,(RP?)) :
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C.(RP?) : 0 —s G (RP?) -2 € (RP?) -5 Co(RP?) — 0,
onde os grupos de cadeia sdo gerados pelos cubos singulares de mesma dimensao:
« C(RP?) = (F\,F>,F3,F3, Fs);
« C1(RP?) = (A,A2,A3,A4,As5,Aq,A7,A3,A9,A1);

* CO(sz) = <V(),V1,V2,V3,V4,V5>;

Calculando kerd; e Imd; | parai =0, 1,2, obtemos as homologias H;(RP?) =kerd;/Imd; .
Visto que d3 = 0 e dy = 0, entdo Imd; = 0 e kerdy = Co(RP?).

Convencionando que a orientagdo das arestas ¢ dada do menor indice (dos vértices que o
constitue) para o maior e que a orientacdo dos quadrados ¢ a anti-hordria, segue.

Para d>: Como

dy(F1) =A1 — A3 +As+As, dy(F) = —Ay —As+A¢ + A7,
dy(F3) =A1 —A7+Ag+ Ay, dy(Fy) = —Ar+Az —Ag — Ao,
dr(F5) = —A4 —Ag —Ag + Ay,

a matriz de d, é dada por

(10 1 0 0]
0 -1 0 -1 0
100 1 0
1 0 0 0 -1
G| 100
01 0 0 -1
0 1 -1 0 0
00 1 0 -
00 1 -1 0
(000 0 -1 1|




De imediato segue que
Ide - <Cl,C2,C3,C4,C5> = <(1307_171717050707070)7(07_170507_171717()’070)7
(1,0,0,0,0,0,—-1,1,1,0),(0,—1,1,0,0,0,0,0,—1,—1),
(0,0,0,—1,0,—1,0,—1,0,1)).

Sendo

gl

o

niFi) = (nl +n3,—ny —n4,—ny +ng,n| —ns,ny —na,
1

~.

ny —ns,ny —n3, N3 —ns,n3 —n4,—n4+n5),

entdo d» (Z?:l n,~F,-> = 0 nos diz que n; = 0, parai = 1,2,3,4,5, ou seja, kerd, = {0}.

Para d; : Como,
di(A1) =vi—vo, di(A2)=vi—vo, di(A3)=vs—vo, di(As)=v5—vs,
di(As) =vs—vi, di(Ag) =vsa—v3, di(A7) =v3—vo, di(Ag)=v3—12,
di(Ag) =vy —v1, di(A10) =vs—v2,

a matriz de d; é dada por

(1 11000100 0]
1 100 100 0 -1 0
000000 0 -1 1 -1
[di] =
0000011100
00011120000
001 10000 0 1

€ Imd, = <a1,a2,a3,a4,a5> = <(_1717070;070)7(_150707070;1)7

(0,0,0,0,—1,1),(0,0,0,—1,1,0),(0,0,—1,1,0,0)).

Pela igualdade d, (Z}:01 niAi> = 0 obtemos o sistema:



—ny—np—n3—ny =20
ni+ny—ns—ng =0
n3—+ng+njo =0
ns —ng4 + ng =0
ny —ne—+ng =0

—ng+ng —njg =0.

Resolvendo, segue as relagdes:
ng =ng —nio ne = N7 +ng —njg n4 = n7+ns-+ng —njo
n3 = —n7 —ns5 — ANy ny = —ny +ns+ng.
Logo,
10

Z”iAi = (711,nz,713,n4,n5,ﬂ6,n7,n8,n9,n10) = (—n2+n5+n9,n2,—n7 — N5 —no,
i=1

ny7 +ns +ng —njo,ns,n7 +n9g —nip,N7,N9 —ﬂ107n9,n10)
=m(-1,1,0,0,0,0,0,0,0,0) +n5(1,0,—1,1,1,0,0,0,0,0)
+n7(0,0,—-1,1,0,1,1,0,0,0) +n9(1,0,—1,1,0,1,0,1,1,0)
+n10(0,0,0,—1,0,—1,0,—1,0,1),

isto &,

kerd) = <b17b27b37b47b5> = <(17_17070707070707070)7(_170717_17_17070707070)7
(0,0,1,-1,0,—1,-1,0,0,0),(-1,0,1,—1,0,—1,0,—1,—1,0),
(0,0,0,1,0,1,0,1,0,—1))

Assim,
kerdl _ <b17b27b37b47b5> _ <b],b2,b3,b4,b5>
Ide <C1,C2,C3,C4,C5> <_b2,b1+b2_b3,b3—b4,b1+b4—|—b5,—b5>

_ (b1,by, b3 — by, by + by, bs) _ (by) z _
<—b2,2b1,b3—b4,b1—|—b4,—b5> <2b1> 27

2

2Ly

CO(]RPZ) o <a1,a2,a3,a4,a5,el> .
Imdl <alaa23a3aa4aa5>

(er) =2,

48
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onde e¢; = (1,0,0,0,0,0).

Portanto H>(RP?,7Z) =0, H;(RP>,Z)=7Z, e Hy(RP? Z)=17.

Considerando uma fungdo continua f : (X,A) — (¥, B) podemos induzir o homomorfismo
fe=(fi)s : Ho(X,A;G) = Hu(Y, B; G)

definido por f,({u®g}) = {fs(u®g)}, para {u® g} € H,(X,A; G).

Os axiomas a seguir, devido a Eilenberg-Steenrod, sdo satisfeitos:

(Al)- 1.:H,(X,A;G) — Hy(X,A;G):
Da func¢do identidade 1 = 1y : X — X induzimos os homomorfismos
L1 Go(X) = Gu(X),  1y: Ca(X)/Ca(A) = Cu(X) /Ca(A) e
12 ® 16 : Ci(X,A;G) — Ci(X,A;G).
Por fim obtemos 1, = (14 ® 1g)x;
(A2)- Para as fungdes f: (X,A) — (Y,B)e g: (Y,B) — (Z,C), vale (go f)« = g« 0 fi:

Observando que para f, o homomorfismo f, : H,(X,A;G) — H,(Y,B;G) é dado por

f{zog}) = (fr@1).({z0g}) = {fs()® (1)(8)} = {fsx) @ g},

onde {z® g} € H,(X,A;G). Valendo analogamente para g, obtemos entio,

(gof)«({z®g}) = ((goNs®1) ({z®g})

{(gofNu(x)@1(g)} ={(@sofu)(z)@(1o1)(g)}
{Ero ) (fse1)(@)} =@ D).{(fro)(z2g)})
= ((

Zu®@1),0(fs®1).)({z®g}) = (g0 fi) {z®g});

(A3)- Para a trio de espacos (X,A,B), BC A C X, a sequéncia

0= Co(A,B;G) 5 Cu(X,B;G) 25 Cu(X,A;G) — 0
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€ uma sequéncia exata de complexos de cadeia e 0 homomorfismo bordo
d« :H,(X,A;G) — H,—1(A,B;G)
é definido por 9, {z} = {i; ' 9j; ' (2)} 2 € Zu(X,A; G):
Das inclusdes i : (A,B) — (X,B) e j: (X,B) — (X,A) induzimos os homomorfismos
iy : Cy(A,B;G) — Cy(X,B;G), J# 1 Cu(X,B;G) — Cy(X,A;G).
(que estamos denotando simplesmente por iz € j em vez de ix ® 1 e j, ® 1, para facilitar
a notacao).
Observando que
Im ji = j#(Ca(X,B;G)) = jy4(Ca(X)/Cu(B)) @ G
= j#(Ca(X)) /Ci(A) ® G = C,(X,A;G),
keriy = C,(B)/Cn(B) ={0} e Imiy=C,(A,B;G) = ker jy,
podemos dizer que a sequéncia € exata.

O homomorfismo d; : H,(X,A;G) — H,_1(A,B;G), definido por

9e({x}) = {(i5 9y ") ()} = {2},

onde x € Z,(X,A;G), ix(z) = d(y) e ju(y) = x, estd bem definido e sua constru¢do pode

ser interpretada pelo diagrama abaixo.
Diagrama 11: Interpretagdo do homomorfismo 0, : H,(X,A;G) — H,—1(A,B;G)

0 Cu(A,B;G) *+ Co(X,B;G) Th Cu(X,A:G) —+0

0
I J#
0—+Co1(A,B;G) T+ Co1(X,B;G) 5 Coli (X, A:G) — 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dados {x} = {x'} € H\(X,A;G), onde iy(z) = (), ju(y) =x, is() = d(y) e ju(y/) =¥,
segue que x —x' € B,(X,A;G), portanto existem w' € C,11(X,B;G) e w € C,11(X,A;G)
tais que dw =x—x" e ju(w') = w. Assim, d o ju(w') = dw e por conseguinte jzod(Ww') =
ow =x—x" = ju(y) — j#(y/) o que implica jz(d(w') — (y —y')) = 0. Logo existe v €
Cu(A,B;G) de modo que ix(v) = d(w') — (y — '), entdo aplicando 0 obtém-se d oix(v) =
d2(w') —d(y—y') que equivale a ix0 d(v) = —ix(z—7'), consequentemente 9 (v) =7’ —z,

isto é, {z} = {}, ou seja, d; estd bem definida.
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(A4)' a* Of* = (f|A)>f< o &*;
(AS)- Axioma da exatiddo. A sequéncia
-+ — Hy(A,B;G) i—*>Hn(X,B;G) j—*>Hn(X,A;G) 2*—>H,,,1(A,B;G) — -

¢é exata:

Primeiramente mostremos que as composi¢des duas a duas sdo identicamentes nulas. To-
mando {u® g} € H,(X,B;G) segue j.oi,({u®g})={jsoizx(u®g)} =0. Se denotarmos
por {x®g}=j({veg}), para {v®g} € H,(X,A;G), entdo d,({x®g}) = {z® g}, onde
i#(zg)=0d(y®g)e jxy®g) =x®g. Dai, js(y®g) = ja(v®g), por consequéncia
existe u® g € C,(A,B;G) tal que ix(u®g) =yRg—vRge

ip(d(u®g)) =dipuwg)=0(yog—veg) =0d(y®g) =ixz®yg),

pois d(v®g) = 0. A vista disso, d(u® g) = z® g, sendo assim, {z® g} = 0. Por fim,
ixd:({x®g}) = ix({z®g}) = {ir(z®g)} = {d(y®g)} =0, segue pela defini¢do do

homomorfismo bordo d.
Assim, Imi, C ker j,, Im j, C kerd, e Imd, C keri,.

Agora, as inclugdes contrdrias. Para {u® g} € ker j., j.({u®g}) =0, ou seja, jy(u®
g) =9 ®g), para algum v’ ® g € C,+1(X,A;G) . Sendo j# um epimorfismo, existe
vRg € Cpi1(X,B;G) tal que jy(veg) = d (1 ®g), logo

Jeu®g—0(veg)) = jsu®g) — jzd(veyg)) =0u' ®g) —d(jiveg))
=0 ®g)—d ®g)=0.

Assim, existe v ® g € C,(A,B;G) de modo que ix(V ® g) =u®g—3d(v®g), isto &,
i ({V@eh) ={is(Vog)} ={uwg-d(veg)}={uvg}

Portanto ker j, C Imi,.

Considerando {x® g} € kerd,, d,({x®g}) ={z®g} =0para, ix(zRg) =d(y®g) e
ja(y®g) =x® g, consequentemente z® g = d(x' ® g), onde X' ® g € C,(A,B;G). Logo

d(ig(xX ®g)) =ig(d(X¥ ®g)) =is(z0g) =(y®g),
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ou seja, d(y® g —ix(xX ®g)) =0, 0 que nos diz que y® g —is(¥' ® g) € Z,(X,B;G) e por

conseguinte

J-({yog i @e)}) = {s(y@g—ixx' ®g))}

={jsh@g) -0} ={jsb@g)} = {x®g}.

Deste modo, kerd, C Im j,.

Dado {z® g} € keri,, i.({z®g}) =0,ist0 é, ix(z0¢) =d(y®g) e ju(yRg) =xRg €
Cu+1(X,A;G) para (y® g) € Cp1(X,B;G). Dai

d(x@g) =d(js(y@g)) = j#(d(y@g)) = jr(is(y® g)) = 0.
Assim, {x®g} € H,11(X,A;G) e d,({x® g}) = {z® g} implicando que keri, C Imd.;

(A6)- O Axioma da Homotopia. Se f ~ g: (X,A) — (Y,B) sdo fun¢des homotdpicas, entdo
fr =g« Hy(X,A;G) — H,(Y,B;G). Pois se f ~ g, pela Proposi¢do 4.1.1, f ~ gu. Assim,

J« = &+, pela Proposicdo 2.3.1;

Seja R um anel comutativo com unidade 1. Se o grupo coeficiente G ¢ um R—mddulo, entdao

H,(X;G) também é, basta definir
U:RxH,(X;G) = Hy(X;G), dada por u(o,{u®g}) ={ux(ag)}.

Em particular, se R € um anel principal, o Teorema do Coeficiente Universal (vide [8]) vale:

H,(X,A;R;G) = H,(X,A;R) ®x G

®Tor®(H,_1(X,A;:R),G),
onde H,(X,A;R;G) = H,(C+(X,A;R) ®& G). Sendo
X : Co(X,A;R) @Ci(Y;R) — Co(X X Y,AXY;R)

uma equivaléncia de cadeia, pela formula de Kunneth, segue

Hy(X xY,AxY;R) = H,(C.(X,A;R) @ C(Y;R))

=~ Y H,(X,A;R)@rHy(Y:R)® Y, Tor®(H,—1(X,A;R),Hy(Y:R)).
pt+q=n p+q=n—1
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Quando X € um grupo topolégico, a composicdo do produto cross com o homomorfismo
Ny induzido pela agdo 1 : X x X — X de X x X em X nos define um produto em H,(X;G) =
Y, H,(X;G) (soma direta) da seguinte forma:

Definimos
Y. CP(X;R) ®Cq(X;R) — Cp+q(X X X;R) h Cp+q(X;R),

onde {u®@st@{vet} = {uxvest}— Nu(uxv)®st. Como ¥(Z,(X;R) C Zpy(X;R) e
Y(B,(X;R) C By14(X;R) induzimos

Y :H,(X;R)®Hy(X;R) = Hp4(X;R).

Podemos ver que {u® 1} € Hy(X;R), onde u = ex o elemento neutro do grupo X, é a
unidade. Consequentemente (H.(X;G),+,¥) € um anel com unidade e é denominado por anel
de Pontrjagin ou anel de homologia de X.

4.1.2 O anel de cohomologia

Notagao:

C"(X,A;G) = Hom(Cy(X)/Cy(A),G) o grupo de cocadeia;

5 :C"(X,A;G) — C""(X,A;G) (homomorfismo de cocadeias);

Z"(X,A;G) =kerd o grupo dos cociclos;,

B"(X,A;G) =1Im§ o grupo dos cofronteira/cobordo;
Como (006)(h)(u) =06(6(h))(u) = 6(h)(du) = h(d(du)) = h(0) = 0 entdo
(C"(X,A;G),8) =C*(X,A;G)

¢ um complexo de cocadeia.

Dada uma fungio continua f : (X,A) — (¥, B), pelo homomorfismo
fu:Cu(X,A) = Cy(Y,B),
definimos o homomorfismo induzido

f=(fa)": C(Y,B;G) = C"(X,A;G),
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por (f*(h))(u) = h(fu(u)) que satisfaz a relacdo f* o8 = & o f* pois,
(ffo8)(h) = f*(hod) = (hod)o fy=ho frod = f*(h)od = 8(f*(h)) = (8o f*)(h),
para qualquer & € C"(Y,B;G)
Definicéo 4.1.5. O grupo H"(X,A;G) é denominado o n-ésimo grupo de cohomologia.
Consequentemente obtemos o homomorfismo entre cohomologias
fr=("" (Y, B:G) — H"(X,A:G)

induzido do homorfismo f*.

Exemplo 4.1.2. Cohomologia de RP? com coeficientes em Z.

Considerando a divisido quadrangular do RP? dada no Exemplo 4.1.1, obtemos:

C*(RP2,Z): 0 — CO(RP2,Z) %5 CY(RP2,Z) 2 C2(RP?,Z) — 0.

Para 6 :

A matriz de 0; é dada por

-1 1.0 0 0 O
-1. 1.0 0 0 O
-1 0 0 0 0 1
0O 0 0 0 -11
s =ay=| 000
O 0 0 -1 1 0
-1. 0 01 0O
0O 0 -1 1 00O
O -1 1.0 0 O
_0 0O -1 0 O 1_

e consequentemente ker 6; = <(1,1,1,1,1, 1)> ~7 e
Im51 = <(_17_17_1a070707_1707070)v(171707()’_13070707_170)7
(0,0,0,0,0,0,0,-1,1,-1),(0,0,0,0,0,-1,1,1,0,0),(0,0,0,—1,1,1,0,0,0,0)).

Para 0, :
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A matriz de &, é dada por

S
I
5
I
—
o
o
© o o
o
o
—
—_
—_
o

e por conseguinte

ker & = ((b1,b2,b3,b4,bs))
— ((0,0,0,—1,1,1,0,0,0,0),(1,1,1,0,0,0,1,0,0,0),
(-1,-1,-1,-1,1,0,0,1,0,0),(—1,—1,0,0,1,0,0,0,1,0),
(0,0,1,1,0,0,0,0,0,1))

Iméo, = <(1,0,1,0,0),(0,—1,0,—1,0),(—1,0,0,1,0),(1,0,0,0,—1,),(1,—1,0,0,0)>.

Entao
kerd, (b1,b2,b3,b4,bs) 0
Imd, <—b2,—b4,—b3 +b4—b5,—b1+b2+b3,b1>
e
C*(RP*Z) (e1,e2,€3,e4,€5)
Imé, (e1+e3,—er—es,—e1 +es,e1 —e5,61 —€2)

o <€1,€2,€3,€4,€5>
(e1+e3,—ex—es,—e1 +es,e1 —e5,2¢4)

B <€1 +e3,—ey—eq,—e1Fe4,€] —€s,e4>
(e1+e3,—er—es,—e1 +es,e1 —e5,2e4)

_le) L Z _
<2€4> 27

ou seja, HO(RP*,Z) =7, H'(RP*Z)=0 e H*(RP%Z)=17,.

I

Z27

Analogamente, aos axiomas para homologia dados na secdo anterior, sdo satisfeitos os se-

guintes axiomas para cohomologia:



56

(Al)- 1*: H"(X,A;G) — H"(X,A;G);
(A2)- Para as fungoes f: (X,A) — (Y,B)eg: (Y,B) — (Z,C), vale (go f)* = f*og*;
(A3)- Para a trio de conjuntos (X,A,B), BC A C X, a sequéncia
0= Co(X,4:G) L5 Co(X,B;G) L5 Co(A, B;G) = 0
€ uma sequéncia exata de complexos de cadeia e 0 homomorfismo
8* :H"(A,B;G) = H"™ (X ,A;G)

¢ definido por 6*{z} = {j“‘*_1 obo i#_l(z)}, z€Z"(A,B;G);

(A4)- Axioma da exatiddo. A sequéncia
S H'(X,A:G) L HM(X,BG) D HY(A,B;G) % H'TU(X,AG) — -

é exata;

(A5)- O Axioma da Homotopia. Se f ~ g : (X,A) — (Y,B) sdo fungdes homotGpicas, entdo

ff=¢":H"(Y,B;G) — H'(X,A;G);

Sejam R um anel comutativo com unidade, f € CP(X;R) e g € C4(Y;R) homomorfismos,

entdo definimos
f@g:C(XiR)@C(YiR) > ROR— R por (f@g)u@v)=f(u)-g(v),
onde R® R — R € candnico (isto é, a @ — - p).

Assim, € obtido

fxg=(f®goLeC (X xY;R)

sendo o produto cross para grupos de cocadeia.

A partir da fungéo diagonal A : X — X x X, definida por A(x) = (x,x), induzimos os homo-

morfismos

Ap:Cr(X) = Co(X xX) e A":C"(X xX;R) — C"(X;R).
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Entao define-se cup

— :CP(X;R) x C1(X;R) — CPT4(X;R),
para f € CP(X;R), g € C{(X;R) e u € Cp4(X;R), por

— (f:8) () = (f — g)(u) = A%(f x g)(u) = (f x g) 0 Ap(u) = (f @) o Tlo Ag(u)
= (f@g)o0(hou) = (fo8)( Le(e)dh(Aou)x © Ih(Aou)x)
= (f®g) (Zs )ou dhu)
= Ze (8ﬁ u).
Observagdo. Convencao de Sinal. Para ser consistente com a dlgebra homologica, em alguns
casos é necessario adicionar um sinal na férmula 8 f = fod, ou seja, 8 f = (—1)8" N+ fo 9.

Vale ressaltar que esse sinal ndo possui efeito sobre cocadeia nem cociclos, isto €, ndo afeta

grupos de cohomologia. Para mais detalhes vide [1].

Assim, obtemos as seguintes relacdes entre o operador 8 e os produtos cross e cup:

Para o produto cross,

§(fxg)=(~1)!" " (fxg)od = (~1)!*"*(fog)oDod

(
DPrr(fg)eds o0 = (<17 (f@g)o(1@d+d@1)er
P (f@ (god)) + (~1)(fod)@g)] o0

NPT (F@8(g)) + (—1)PTTH(8(f) @ g)] o O
1)PF242(£2.8(g)) o O+ (— 1) P25 (f) @ g) o O

P (f®8(g)) o0+ (8(f)®g) o

=38(f) xg+(=1)"fx8(g).

Para o produto cup,

6(f—¢)=

(=
= (=
= (=
= (=
= (=
= (=

—1)PHIT(f —g)od = ((fx g)oAy)od = (=1)PT""(f@g)oTodo Ay
= (f®g)odyodoAy = (—1)P T (fog)o(10d+d®1)ooAy
)P [(f@(god)) + (1) (fod)@g)] o Do Ay

PR (f @ 8(g)) + (— 1) S (f) @g)] o Do Ay

— )PP (@ 8(g)) 0o Do Ag+ (—1)P21H2(5(f) @ g) o Do Ay
—1)P(f@8(g))oToAs+(8(f)®@g)oDoAy

5(f) xg) o+ (—1)P(f x6(g)) oAy

=6(f) —g+(=1)Pf—5(g).
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O produto cup possui também a propriedade associativa, isto é, para quaisquer f € C”(X;R),

g€ C!UX;R),he C"(X;R) e u € Cpygir(X),

(f— (g—h)) Zs f(u) - (g = h)(pu)
=Y e(X) £(u)- <Ze 8(0)u) - h(9}dyu) )

=Y e(A)e(A)f(du) -g(&/%&y,u) -h(ay&;/u)

=Y e(a)e(a)f(ddqu) -g(aézagu) h(&éu)

Portanto H*(X;R) = Y H"(X;R), com o produto cup induzido, é um anel com unidade
1 € H°(X;R) sendo a classe de cohomologia de 1 € C°(X;R) dada por 1(u) =1 € R, u € Co(X).
Chamamos H*(X;R) de anel de cohomologia do espago topoldgico X sobre R.

Por fim, o Teorema do Coeficiente Universal toma a seguinte forma:
H"(X,A;G) = Homg(H,(X,A;R),G) ® Extg(H,—1(X,A;R),G),

para R sendo um anel principal.

4.2 (Co)homologia com coeficientes locais

Definicdo 4.2.1. A colecio G = {G,}rcx é um grupo (anel) de coeficientes locais sobre X se,
para cada x € X, G, é um grupo abeliano (ou um anel) e para cada caminho @ : I — X, existe

um homomorfismo @, : Gg(1) = Gy(o) de grupos (anéis) satisfazendo:
(a) 0, =1, onde 0 é o caminho constante.
(b) @y ~ w; implica Wy, = @y,.
(c) Para o produto de caminhos, (@ * @) ), = @p« © O

Para o caminho inverso @ de @ temos ® * @ ~ 0 consequentemente @, o @, = 1. De modo

andlogo, @, o @, = 1.
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Definicao 4.2.2. Um grupo (anel) de coeficientes locais € trivial se existe um grupo (anel) G e

isomorfismos A, : G — G,, para todo x € X, tal que @, o Aw(l) = lw(o)-

Quando G é dado sobre um espaco topolégico X, supomos que o coeficiente g, de um cubo
singular ndo-degenerado u : I" — X pertence ao grupo G, onde 0 = (0,...,0) € I",

Considerando o conjunto

CG(X;G) = {Zgu u (soma finita) | g, € Gy )}

e definindo a soma e 0 homomorfismo bordo d por

Zgu-u+2g;~u22gu+g;)'u €
a(zgu‘u) ZZ gu aku wk*gu'aklu)a

. ) g . .
respectivamente, onde @y (s) = u(0,...,s,...,0) (s pertence a k-ésima entrada). Dizemos que

u(0) é o ponto base do cubo singular u.

Dado u : I" — X, segue que

az(gu ‘u

1

QU
VN
M= =

(—1) (80 90— 4o (22) - 3u))

=~
I

|
=

(=1 (9w 0u) — (B (2u) - o)

~
I
—_

7
L

I
=

(=1 (gu- 97901 — B 1.(8u) - 9} O — Gk (8u) - 7 9 u+ 7, 0 () - 9} I ),

~
I

—_
~
I

—_

onde, para o par de indices (j,k),

( r

ak(S) = M(O, O ,O) (_Xk* : GM(O) — Gaklu(())
G 5
Bj(s) = a]?”(()?" 58,500 = B Gaj(-)z?/?u(O) - G“(O) — Gajla,r?M(O)
G) _
\}/J(S) = (}’klu((), R ,O) \'}/j* . Ga]()aklu(o) = Gaklu(o) — Gaj]aklu(o)

Sabendo que para j < k, 88’88" 8,?‘ 181’, onde & =0,1 e £ =0, 1. Obtemos, pelo par de

indices (k— 1, j), os caminhos
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e consequentemente as igualdades

/

o = PBr—1

Bi=o;

O *Y; = O * Ye—1,
\

onde os caminhos do lado esquerdo das igualdades ou da homotopia sdo referentes ao par de
indices (j,k) e os caminhos do lado direito sdo referentes ao par de indices (k— 1, j).

A vista disso, pelas propriedades da Definicdo 4.2.1, segue as igualdades
O :Bj* O :ﬁk—l* 7j*oak* = Vi1 © & ji.
Portanto, se considerarmos 9%(g, - u) = Y (= 1)/**a; ., podemos dizer que a;x = ax_1 ;,

para j < k. Como resultado segue que 9%(g, -u) = 0.

Assim, C.(X;G) = (C,(X;G),d) é um complexo de cadeia e podemos definir o grupo de

homologia de X com coeficientes locais sendo
Hn(X;Q) = Hn(C*(X;Q))'

Exemplo 4.2.1. A homologia de RP? com coeficientes locais Z sendo o sistema local de orien-
tacao;

O sistema local de orientacio, com grupo tipico Z, sobre RP? funciona do seguinte modo:
para cada caminho fechado @ : I — RP?, 0 homomorfismo ®, : Z — 7 é o homomorfismo
identidade caso o lago omega preserve orientacdo € € o homomorfismo menos identidade caso
inverta a orientacao.

Com o sistema de coeficientes locais, fixaremos como ponto base o vértice de menor indice
do cubo singular em questdo. Por exemplo, os pontos base dos cubos F3 e Ag sdo vy e vy,

respectivamente. Entao:

2B € G(RPEZ), 7€ 7,
7-Ag € C1(RP1EZ), 7€ 7y,

Assim, o isomorfismo presente na férmula do homomorfismo bordo d pode ser interpre-

tado com a mudanca de sinal do respectivo coeficiente de acordo como a mudanga de sinal do



61

caminho, pelo bordo, do ponto em questdo ao ponto base. O sinal é encontrado no seguinte

diagrama.

Diagrama 12: Mudanga de sinal presente no homomorfismo d

Vo
2 _/I\+
T
"
Vi FxVv2 +
A\" o
T
\-__L_//

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para F3, como d(F3) = A| — A7+ Ag + Ag e os pontos base dos cubos F3, Ay, A7, Ag e Ag

sdo v, Vo, Vo, V2 € V1, respectivamente, obtemos que

8(1 -F3) =1-A—-1 -A7+(X(1) -Ag—l—ﬁ(l) -Ag

pois os pontos base dos cubos A| € A7 coincidem e os pontos base dos cubos Ag e Ag diferem
do cubo F3. Assim, considerando o caminho, pelo bordo de F3, de vy a v,, segue que o produto
dos sinais € igual a +, ou seja, o isomorfismo « é o identidade. De modo andlogo, temos que f3

¢é o isomorfismo menos identidade. Portanto,
8(1 -F3) =A| —A7+Ag—Ao.

Assim obtemos o complexo de cadeia

C.(RP%,Z): 0 —s C>(RP%,Z) -2 C1(RP2,Z) 2 Co(RP2,Z) — 0.
Para d,: Como
h(F1)=A1 —A3—A4—As, h(F) =—Ay—As+Ac+A7,
h(F3) =A1—A7+A3—Ag,  O(F4) =—Ar+A3—Ag+A,

0y(F5) = —As —Ag —Ag + Ao,



a matriz de o, é dada por

(1 0 1 0 0]
0 -1 0 -1 0
10 0 1 0
10 0 0 -1
oy | 000
01 0 0 -1
0 1 -1 0 0
00 1 0 -1
0 0 -1 -1 0
(000 0 1 1|

Portanto, kerd, = <(1,—1,—1,1,—1)> ~7 e

Imo, = <(1,0,—1,—1,—1,0,0,0,0,0),(O,—l,0,0,—l,l,l,0,0,0),

(1,0,0,0,0,0,—1,1,—1,0),(0,—1,1,0,0,0,0,0,—1,1)).

Para 0; : Como,

di1(A1) =—vi—vo, 0Ji(A2) =vi—vy, 0i1(A3)=—vs—vy, 0i(As) =Vvs—va,
01(As) =vq—vy, 01(Ag) =va—wv3, di(A7)=v3—vo, Ji(Ag) =v3—y,

01(Ag) = —vo — vy, di(A10) =vs— 12,

a matriz de d; é dada por

o o o o
o
—_
—_
—_
o
o
o
o
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entdo segue que
keral - <(b17b27b37b4)>
= <(—1,0,1,1,1,0,0,0,0,0),(—1,—1,1,1,0,1,1,0,0,0),
(O,1,—1,—1,0,—1,0,—1,1,0),(0,0,0,—l,O,—l,O,—l,O,1)>

c
Imd; = ((-1,-1,0,0,0,0),(-1,1,0,0,0,0),(-1,0,0,0,0, - 1),
(0,0,0,0,—1,1),(0,0,0,—1,1,0),(0,0,—1,1,0,0))
Assim,
kerd; (b1,b2,b3,bs) _ (=b1,=by+by,—by—b3,—b3+bs)

Imody  (—by,—by+by,—by—b3,—b3+bs)  {—b1,—bi+by,—by—b3,—b3+bs)

Co(RP?) (vo,v1,v2,V3,V4,V5)
Im o, <—V0 —V1,—Vo+ V1, —Vo — V5, —V4+V5,—V3 +V4,—V2+V3>

<V0,V1,V2,V3,V4,V5>
(—vo—v1,2v1,—Vo — Vs, —V4+ V5, —V3+ V4, —V2 +V3)

<—Vo—V1,V1,—V0—Vs,—V4+V5,—V3+V4,—V2+V3>
(—vo—v1,2v1,—Vvo — Vs, —V4+ V5, —V3+ V4, —V2 +V3)

Logo, Hy(RP?,Z) =7, H\(RP*>,Z)=0 e Hy(RP?Z)=17,.

Agora, dado o conjunto

C'"(X:G)={f:C(X) =G| f(u) € Gy}

com a operagdo de adi¢do (f + f')(u) = f(u) + f'(u) e 0 homomorfismo cobordo § dado por
S 1
Z ak u wk*f(ak M)) )

onde @y, : Gaklu(o) — Gy eu: "1 = X, segue que 5% =0
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De fato, desenvolvendo 82(f)(u) para f € C,(X) e u € Cy12(X), obtemos:

n+2
§2(f)(u) = 8(8(/))(w) = Y (=1 (8()(9u) — @x.8(f)(u)) =

k=1

n+2n+1 )
Z Z (—1)k+ (f(&;)&,?u) — wj*f@jlo'?,?u) - mk*f(a}’a,ju) + a)k*a)}*f((?}aklu)),
k=1 j=1

denotando a(; sy = (f (9] u) — @;..f (9] Ru) — 4 f ()9 u) + W4 @], £ (9] I} u)) 0 termo ge-
ral do duplo somatorio, vamos mostrar que a; xy = a1, j), para j < k.

Dados os caminhos «, 8 : I — I"*? definidos por

(k)
(0,...,2s,...,0), s€10,4]
a(s) = 0 © e
0,...,2s—1,...,1,...,0), s€[3,1]

()
(0,...,2s,...,0), s €10,%]
B(S): G) k)
0,..y1y..,25—1,...,0), s€e[4,1],

¢ uma homotopia H entre a e 3 dada por

) &) |
(0,...,2st,...,25(1 —1),...,0), s€]0,5]

(0,...,(2s—1)8—t)+t,...,(l—t)—|£k22s—l)t,...,0), s€[3,1]

H(s,t) =

_ ! o /
Vemos que u o O = @y x ®; e uo f = @;* @y portanto
/— ~Y f— . /
W% O; =uo o ~uof = j*wy_,

e por (b) e (¢) da Defini¢do 4.2.1 obtemos @y, o a)}* = W), 0 wEk—l)*'
Além disso, como wy_(s) = 81(-)u(0, . .(,kil,). .,0) =u(0,... f?, ...,0) = ax(s), podemos di-
zer que
Ak = Alk=1j)
pois ja foi provado que para j < k, 8]8’ o u = ;¢ 18;" u. Assim, para cada termo do duplo
somatorio, existe um correspondente ao qual se anulam.

Consequentemente C*(X;G) = (C"(X;G),0) é um complexo de cocadeia e a partir disso

definimos o grupo de cohomologia de X com coeficientes locais

H"(X;G)=H"(C*(X;Q)).
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Observacdo. Tomando dois caminhos homotdpicos em I”, segue pelo item (b) da Definicao
4.2.1 que, quando compostos com um cubo singular u, os isomorfismos induzidos dos caminhos
resultantes, sdo iguais (este resultado foi provado de modo particular para os caminhos o ¢ f3
acima). Assim ndo hé necessidade de especificar detalhadamente os caminhos que surgem nas

defini¢Ges dos operadores d e 8.

Observagdo. Vale a pena ressaltar que a existéncia dos caminhos cujos isomorfismos aparecem

nas defini¢des de d e 0 é garantida pelo cubo singular tomado.

Exemplo 4.2.2. Cohomologia de RP? com coeficientes locais Z :

C*(RP%,Z): 0 —s CORP2, Z) 2% CY(RP2, Z) 25 C2(RP2, Z) — 0.

Para 6;: Sua matriz é dada por

-1 -1 0 0 0 O
-1 1.0 0 0 O
-1 0 0 0 0 -1
0O 0 0 0 -1 1
sl=@r=| 000
0O 0 0 -1 1 O
-1. 0 01 0 O
0O 0 -1 1 0 O
0O -1 -1 0 0 O
i 0O 0 -1 0 0 1 |

ekero; =0e
Im&, = ((—1,—1,-1,0,0,0,—1,0,0,0),(—1,1,0,0,—1,0,0,0,—1,0),
(0,0,0,0,0,0,0,—1,-1,-1),(0,0,0,0,0,—1,1,1,0,0),
(0,0,0,—1,1,1,0,0,0,0),(0,0,—1,1,0,0,0,0,0,1)).

Para 6, : Sua matriz é dada por

)
1
[
]
(=]
1
[
p—
p—
(=]
(=]
o o O
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Por conseguinte

ker62 = <b17b27b37b47b57b6>
= <(O,1,1,0,—1,0,0,0,0,0),(0,—1,—1,1,0,—1,0,0,0,0),
(-1,-1,-1,0,0,0,-1,0,0,0),(1,0,0,1,0,0,0,—1,0,0),

(—1,0,—1,0,0,0,0,0,—1,0),(0,0,1,—1,0,0,0,0,0,—1)).

Imé, = <(1,0,1,0,0),(0,—1,0,—1,0),(—1,0,0,1,0),(—1,0,0,0,—1)>.

Entao

ker52 . <b17b27b37b47b57b6>
Imd;  (b3,by +bs,bs+bs+be,by — b3 — by, —by — by, —bg)

_ <b17b27b47b5>
(b1 4+ bs,bs+bs, by —bs,—by — b))

_ <b17b27b47b5>
(b1 bs,bs+bs, by — by, 2bs)

B (b1 +bs,bs+bs, by — b, by)
~ (by+bs,bs+bs,by — by, 2b)

_ )z _,

~ (b)) 2z 7

C*(RP*,Z)

C*(RP*,Z)
Im b, _<(1,(),1,0,0),(O,—l,O,—l,()),(—l,0,0,1,0),(—1,0,0,0,—1)>

B (e1,(1,0,1,0,0),(0,—1,0,—1,0),(—1,0,0,1,0),(—1,0,0,0,—1))
— {(1,0,1,0,0),(0,—1,0,—1,0),(—1,0,0,1,0),(—1,0,0,0,—1))

= <el> = 7.

Assim, H)(RP?,Z) =0, H'(RP>,Z)=7, e H?*(RP?>,Z)=17.
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Quando R = {R,} é um anel de coeficientes locais sobre X, definimos o produto cup de

feCP(X;R)e g€ C!X;R) por

(f — &) w) =Y e()f(qu) - 0p.g(Igu).

(04

De modo andlogo vale as relagdes
(f—8) —h=f—(¢s—h)e

6(f—g)=06(f) —g+(=1)Pf—5(g).
Entao o produto

— :HP(X;R) x HI(X;R) — HP™(X;R)

¢ definido e portanto H*(X;R) = Y H"(X;R) é um anel.

Lema4.2.1. 1. Se X é 1-conexo entdo qualquer grupo de coeficientes locais € trivial.

2. Se um grupo (anel) de coeficientes locais sobre X é trivial, entdo os grupos de homologia
e cohomologia com tais coeficientes locais podem ser identificados com os grupos de

homologia e cohomologia padrdes (isto é, com um unico coeficiente).

Demonstracdo. (1) Seja G = {G,} um grupo de coeficientes locais sobre X. Fixado xop € X e
denotando G = Gy,, se considerarmos dois caminhos @, @ : (1,0,1) — (X,x,x0), entdo @ * @’ :
(1,0,1) = (X,x0,x0). Por hipdtese @ * @’ ~ 0y, consequentemente (@ * @'), = lg,, logo
@, 0 @, = lGxQ donde @, = !, pois @, = w_ !. Assim, basta definir A, = @, onde a condicio
d)*ld,(l) = l@(o) € provada usando o mesmo argumento acima.
(2) Considerando o isomorfismo ¢ : C,(X;G) — C,(X; G) definido por
o(Louu) = L(uog"), onde g" = Al (2.).
u u

Para qualquer g, - u € C,(X;G),

900 (1) = 9o ( Y (~1) (u- fu— Grugu-0fu))
k=1

=Y (-1 RQueg —duc ! (Dugu))
aku(O)

oy, = (wk*/lalu(o))*l = l;(é) segue que



90(gu-u (Z J(0fu—alu)) @ 8" = duw g = du@g") = 9o plgu-u),

logo ¢ od = d o @. Assim obtemos a identificdo H,(X;G) = H,(X;G).
De modo andlogo, considerando o isomorfismo y : C*(X;G) — C"(X;G) dado por

w(Lr) =TS onde (71 1)0) = A, )

Segue que
WIS = (189w = Ay 8w = Ay (L i DM/ () — o (3u)})
— Z:(_ D {20/ (Bu) = Ay Ok f (B}
Como A, 0k = (0 Au)) ™" = (@)~ = Ayl entao
Y(S(f))u= Zj(—l)"{%)fwfu) ~ oy )}

_ ;§<_1>k{<z—1f><a£u> — (A )@k}
_ Z:<_1>k{w<f><a,9u> —y(f)(0}u)}
=v(f) (Zij(—l)k(afu— 3u)) = w(f)(du) = S(w(f)u

isto é, yo 4 = § o y. Por conseguinte H"(X;G) = H"(X;G).

4.3 Os coeficientes locais de (co)homologia associado com fibracoes
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Nesta se¢do mostraremos que em uma fibragéo (E, p, B) os grupos de (co)homologia das fibras

F;, sobre cada ponto b € B formam um sistema de coeficientes locais sobre B.

Lema 4.3.1. Seja L ndo-vazio, contrdtil e formado pela unido de faces dfI". Se as fungdes

f:L— Eeh:I"— B satisfazem po f = hj;, entdo existe uma extensdo f:I"— E de f,isto

é, fiL = f.tal que po f=h.

Demonstragdo. Para mais detalhes ver Mimura [15] (1991, p.107)
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Lema 4.3.2. Para cada caminho @ : / — B em B existe uma fungdo S = Sy : On(Fy(0)) —

On(Fy(1)) satisfazendo as seguintes condi¢des (onde para u : I" — Fp, Su : "' - E):

1. (poSu)(ty,... .thy1) = 0(t1);

2. R (Su)=u, JF

F(Su) = S(dfu), (1 <i<n);

3. S(Wom)=Su'omyy, (1<k<n, u:1"! — Fy(0))s

Definindo wsu = 811 (Sou). Se ® ~ @' (caminhos homotGpicos) entdo Wy =~ @y Cu(Fp(0)) =

Cn(Fw(l))

Demonstragdo. A prova € feita por inducdo em n, onde construimos S. Para n = 0 e qualquer
u: 1" — Fyg) se considerarmos @ : I X I' — B onde @ (I x I') = w(I), entdo (pou)(I°) =
o ({0} x I°) = w(0).

Assim, pela propriedade de levantamento de homotopia, existe Su : I = I x I° — E tal que

u(1°) = Su(0) e (poSu)(t) = o(t).

Diagrama 13: Comutatividade entre as composi¢des poSu = @ e Suo (0x) =u

" . E
Ox\%p
0]

Ix1° B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto S : Qo(Fy(0)) = Qo(Fy(1)) € dada por S(u) = Su(1). Em resumo, para cada ponto
da fibra Fy, ) definimos caminhos em E de modo a percorrer cada fibra Fy, ;). Fixando cada
caminho obtido em n = 0 partimos para o caso n = 1.

Dado v : I — Fg() ndo-degenerado podemos ver v(0) e v(1) como cubos singulares de
dimensdo 0, ou seja, v(0),v(1) € Qo(Fy()) € por conseguinte S(v(0)),S(v(1)) : I — E sdo
caminhos em E, pelo caso anterior.

Considerando I facamos a identificacio nos dominios desses caminhos do seguinte modo:
. 80 2 ~ . 1072 ~ . 1,2 ~
vidilm =1— Fy) S(v(0)):,I"=1—E S(v(1)): =1 —E.

Agora, se denortamos por L = 91> UV? U > = {0} x IUI x dI C I, a fungdo f: L — E
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dada por

v(t), se s =0,
F(s,8) = € 8(v(0))(s), set=0,

S(v(1))(s), set=1.

é continua e satisfaz po f =  para ®(s,?) = ®(s). Logo, pelo Lema 4.3.1, existe Sv: I> — E

tal que Svp = fe poSv= 0.

Diagrama 14: Comutatividade entre as composi¢des poSv = @ e Svp = f

f

L E
Sv
p
w
I? B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em vista disso, vale as propriedades:
i. poSv(s,t) = o(s);

ii. aPSv(t) =Sv(0,1) = f£(0,) = v(t);
95 (Sv)(s) = Sv(s,€) = f(s,€) =S(v(€))(s) =S(dfv)(s), para e =0, 1;

iii. Para v degenerado (isto é v =10, onde v/ : I = Fy,(g)) temos v() = x € Fyg) , para
todo ¢ € I. Entdo, por construgdo, S(v(0)) = S(v(1)) = S(v(¢)) : I — E e consequente-

mente Sv(s,t) = S(v(t))(s). Como v/(I°) = x entdo S(v(t)) = SV, por isso
Sv(s,t) = S((t))(s) = SV (s) = SV o my(s,1),
ouseja, S(v'om) = Sv' omp. E definimos S: Q1 (Fy(0)) — Q1(Fy(1)) por S(v)(t) = Sv(1,1).

Fixamos as funcdes Sv obtida pelos caminhos v, partimos para n = 3 e assim por diante. For-
malmente, supondo por indu¢do a existéncia da funcao S satisfazendo as propriedades para n, a
demonstracdo para n+ 1 € feita de maneira bem semelhante e se faz uso do Lema 4.3.1, onde
L=0xI"UIx dI".

Seja W : I — B uma homotopia entre @ e @’ (isto &, W(0,5,) = (1), W(1,1) = o' (),
W(t1,0) = 0(0) e W(t;,1) = @(1)) construimos Du : I"t? — E analogamente a Su, onde to-

mamos L = 3 x "N UT x 0 x " UI? x 91", satisfazendo:
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i pODu(ll,--- ,tn+2) = W(tl,lz);

ii". 9)(Du) = Seu, 9] (Du) = Seyu, 05 (Du) = uom, o5,

(Du) = D(dfu);
iii". D(u' om) = D(u') o My ;

Definindo D'u = 0, (Du) segue, para u : I'" — Fyy),

J’_
(dD' +D'd)u= (doD)u+ (D' od)u=d(} (Du)) (Z Ye(90u — 3} u))
n+2 n+1 .
= (—1)1(810821 (Du) — 81 95 (Du)) + Z D’(ak u) — (8,3u))
=1 k=1
n+2 n+l
=Y (=1)'(80; (Du) — 9/ 33 (Du)) + Y (—1)*(9; D(3fu) — 3 D(d{ u))
i=1 k=1
n+2
—01 93 (Du) — %9} (Du) + Y (~1)" (3033 (Du) — 933 (Du))
=2
n+1 0 | 0
+ Z )¥(0202,1D(1) — 339, 1 D(u)) = 9{ 5 (Du) — 379, (Du)

:al (91 (DH) — all a?(DH) = 811 (Swll/t) — 811 (Swlxl) = w#;bl — O4U,

pois 9fd) = alaH para [ > 2. Portanto @}, ~ oy.
[

Observagdo. A necessidade de fixar as fungdes em cada passo n vem da propriedade de levan-

tamento de homotopia que nos garante a existéncia e ndo a unicidade.

Assim, para o caminho @ : I — B, obtemos os homomorfismos
Wy : Cn(Fw(O)) — Cn(Fa)(l))a Wy Cn(Fa)(l)) — Cn(Fw(O)) €

(1)# : Cn(Fw(l),R) — Cn(F (0);R),

onde @*(f) = fowy e @ é o caminho inverso de . Também para u € Cu(Fo(1))s v € a1 (Fy(1))
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e f € C"(Fy(1);R) , obtém-se as igualdades:
n
(Ogod)(u Z 8ku—8ku Z K(@4(30u) — @4(d)lu))
k=1 k=1

(—=1)(9] (SFu) — 9/ (Su)) = ¥ (=1)*(9) . Su— 9 9.1 Sw)
k=1

(=1 (9@ (u) — I @(u))

|
M:

T
I

agE

(—1)X(309) Su— ! ) Su) =

I
=

I
—_

I
—~ bl
QU

O

gl

3+
~—
—~

<
~—

k

I
—_

(80a")(f)(v) = 8(0"(f))(v) = 8(fo ) (v) = (foay)(dv) = (f o wyod)(v)
= (fodoay)(v) = (fod)(ax(v)) = f(d(ws(v))) = 8(f)(ws(v))
= (8(f) o) (v) = @*(8(f))(v) = (0" 0 8)(f)(v).

Consequentemente podemos induzir os homomorfismos:
* Para homologia de fibras com o grupo coeficiente G,
s = (D4)s : Hy(Fyp(1);G) = Hu(F(0);G) dadapor  o.({u®g}) = {(0su)®g}.
» Para cohomologia de fibras com o anel coeficiente R,

W, = (a)#)* tH"(Fy(1):R) — H”(Fw(o);R) dadapor w.({f})= {a)#f}.

Teorema 4.3.3. Com . acima, {H,(Fy;G)}pcp € {H"(Fp;R)}pcp sdo sistemas de grupos de

coeficientes locais sobre B.

Demonstracdo. Para homologia de fibras: Sendo @ trivialmente homotdpico a si mesmo, se
tomarmos @14(u) = ®g(u) = 3" (Su) e @ (u) = @y(u) = '1(Sru) para Syu e Syu distintos,
entdo o Lema 4.3.2 nos diz que @» ~ @4 o que implica, pela Proposi¢ao 2.3.1, (@14). =
(24)+, ou seja, @, independe da escolha de Sg.

Dado o caminho constante 0 = 0y : I — {b} C B, escolhendo Sy de modo que Sou = uo 7y,

entao
0.{u®g} = {04(u) © g} = {9} (Sou) © g} = {0} (uom) ®g} = {ug},
para u® g € H,(F;G). Logo 0, = 1.
Pelo Lema 4.3.2, se @ ~ @' entdo @y =~ @y : Cy(Fy(1)) — Ca(Fe(0)) que, pela proposicio

2.3.1, implica @, = @, : Hy(Fy(1)) — Hu(Fu(0))-
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Sejam @, ®’ : [ — B caminhos em B tais que @(1) = @’(0), denotemos * = ®, B =@ e

definimos Sg,qu para Sq € Sg por

Sﬁu(zﬁw'-atn)a SIS [07%]

Sa (0} (Spu)) (261 —1,...,8), 11 € [4,1].

Sﬁ*au(l‘l,. ..,l‘n) =

Portanto,

O 0y(u)(ty,. .. ty) = (@ *@)u(u)(tr,....tn) = (B 0)a(u)(t1,... 1)
= 0} (Spratt) (11,1 1n) = (Spugt) (1,11, 1)
= Sa (91 (Spu)) (Lt1,...,ta) = 9] (Sa (] (Spu))) (t1, .- ,tn)
= (Sac(Bsw)) (11, - - ,1n) = 0t (Byu) (11, . ., 1)
=agoPu(u)(ty,... ty)
=WyoWy(u)(ty,... ty),
ou seja, (0 * @), = W, 0 .

Para cohomologia de fibras: Primeiramente observemos que se ® ~ @’ entdo

(50D”+D”o5) ( oD”) (f)(u )+(D/'o5)(f)(u)
=8(D"(f))(u)+D"(8(f))(u) = D"(f)(du) + D" (f od) (u)
f(D'(du)) + f(d(D'(u))) = f(D'(du) +d (D' (u)))

= f (k) — 0y(u))) = f o h(u) — f o ()
= 0™ ()W)~ 0" () () = (0 — ") () (w),
isto é, wj, ~ wy, onde D" ¢ induzida por D’ pela cohomologia.
Usando o mesmo argumento acima, obtemos que @, independe da escolha de S, € conse-

quentemente para um caminho constante 0 = 0 : [ — b temos:

0.({f}) ={0*(f)} = {f 004} = {f},

onde Sy € dada como anteriormente.

Supondo que @ ~ @' temos ®* ~ w™, usando a versio para cohomologia da Proposicio
2.3.1 conclui-se que @, = ®.. Por fim, dado o caminho @ * @’ definimos Sy, por

Seu(2t1,...,1,), 1 €1[0,7%]
Sw*w’u(ﬁw .. ,l‘n) =

Sw/(all(swu)>(2t1 —1,....t;), 1€ [%,1].
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Assim obtém-se a igualdade @ * @' = @;, o wy e por conseguinte

(0+0).({f}) ={(0x0)* ()} = {fo (00} = {fowjomy} = {0*(fow})}
= 0 0%(f)} = o0 wl({f}),

portanto (@ * @), = @, 0 @,. O
Corolario 4.3.4. {H"(Fy;R)}pcp € um sistema de anel de coeficientes locais.

Para mais detalhes sobre o capitulo 4 ver [15].
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5 A construcao da sequéncia espectral de Serre

Nesse capitulo, introduzimos a nocao de sequéncia espectral, com particular atenc¢do a sequén-
cia espectral de cohomologia de Serre de uma fibracdo p : E — B. Baseamo-nos em [14] e
[15].

Em todo o capitulo, os médulos bi-graduados sdo (Z x Z)-médulos bi-graduados sobre R,

onde R é um anel comutativo com unidade.

5.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 5.1.1. Um médulo bi-graduado diferencial sobre um anel R é uma cole¢do de R-
moédulos {EP7}, onde p e g sdo inteiros, juntamente com uma aplicagdo R-linear, d : E** —
E**, chamada de diferencial, de bi-grau (s,1 —s) ou (—s,s — 1), para algum s, e satisfazendo

dod=0.

Abaixo, uma representacéo grafica de um médulo bi-graduado diferencial de bi-grau (3, —2).
O modo candnico de representagdo €, no plano cartesiano, pensar no R-médulo E7 localizado

no ponto (p,q) e, entdo, representar as diferenciais por setas.

Diagrama 15: Médulo bi-graduado diferencial de bi-grau (3, —2)

Fonte: McCleary [14] (2001, p. 29).

Com a diferencial, digamos de bi-grau (s, 1 — s), podemos considerar a homologia do mé-
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dulo bi-graduado diferencial:

kerd : EP9 — EPTS:p—st]

Dq ( **
H (E 7d) - Imd: EP—s9+s—1 5 Epq’

Combinando esses objetos, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1.2. Uma sequéncia espectral é uma colecdo de R-médulos bi-graduados dife-
renciais {E,",d,}, onde r = 1,2,...; as diferenciais sdo todas de bi-grau (—r,7 — 1) (para as
sequéncias espectrais do tipo homoloégicas), ou todas sdo de bi-grau (r,1 —r) (para as sequén-

cias espectrais do tipo cohomolégicas), e para todo p,q,r, EV%, é isomorfo a HP4(E;"  d,).

Apesar de, na defini¢do acima, termos feito a indexacdo porr=1,2,.. ., é claro que podemos
comecar a indexagdo a partir de qualquer inteiro. O mais frequente é comegar a sequéncia com
r =2, onde E; "™ & conhecido. Quando EY*? = 0 sempre que p < 0 ou g < 0, dizemos que a
sequéncia espectral € de primeiro quadrante.

Mostraremos abaixo que uma sequéncia espectral pode ser representada como uma torre de
submoédulos de um moédulo dado.

Comecemos com E;”". Denote:

Z09 =ker(dy : EN? — E§+2’q_l)

BYY =1m(dy : EY 271 5 EDY).
A condi¢do d> odr, = 0 implica em Bg e Zf I e, por defini¢do, Ef = Zé’ )/ Bg /_ Denotemos
Z0? =kerds : ED? — Eé’%’q*z.

Uma vez que Z{"? ¢ um submdédulo de ES?, 227 é da forma Z{? /B5 para algum submédulo

Zé’ ! de ZV?. E se denotamos
pPd . P—3,q+2 Pq
BYY = Imd; : E} — ED,

entao, como submoddulo de Ef 4 Bg 4 ¢ da forma Bg 4 / Bg 4 para algum submédulo Bg 4 de Zf 4,

Consequentemente,
Vi
P9 2 P,q
EPH ~ 3 ~ B, ~ Z3
4= =

pPd — g p.q-



7

As informacgdes acima podem ser representadas por uma torre de inclusdes de submddulos
de Ef 4

P.q P.q P.q P-q pq
By c By cZy c Zi? Cc EfY.

Indutivamente, a sequéncia espectral nos d4 uma torre infinita de submoédulos de EJ,

P,q P,q .. P,q .. P.q .. 1204 P,q 1204
ByYcBYc...cBrC..czpic--cZb czZb c EDY,

. . . l,g—

com a propriedade de que Ef;’_ql =7l /B, a diferencial, d,, 1 : Ef;’_ql — Ef:ff +ha-n pode ser
1,g— Lg—n . ‘

tomada como um homomorfismo Z27 /BL? — zE 147" /gPHntLa=" cyio niicleo é zi4 /BRA,

i ' —n—1 1 —n—1
e a diferencial d,, | : EP /'™ atn gpon=latn

Pq p—n—
] — E,}'; como um homomorfismo Z,

Z /B cuja imagem é Bgfl /Bh. A sequéncia exata curta induzida por d, 1,

1204 P.q P,q
Zn+1 Zn Bn+l

— —
Bg’q Bﬁ?q B£7q

=B,

0—

— 0,

nos dd o isomorfismo Z;/Z /B, para todo p,q,n. Reciprocamente, uma torre de

n+1
submoddulos de E; juntamente com tais isomorfismo determina a sequéncia espectral.

Abaixo, quando possivel, omitiremos os super-indices por economia.

Definicao 5.1.3. Dizemos que os elemento de E; que moram em Z, sobrevivem ao r-ésimo
estagio da sequéncia. Ja os elementos do submdédulo B, de E; sdo chamados de bordos do r-
ésimo estdgio da sequéncia. O médulo bi-graduado E,”* é chamado de E,-termo da sequéncia
espectral, ou de E,-pagina da sequéncia espectral.

Seja Zeo = (), Zn 0 submddulo de E, dos elementos que sobrevivem sempre, ou seja, 0s
elementos que sdo ciclos em todos os estdgios. O submédulo B.. = J,, B, consiste dos elementos
que em algum estdgio sdo bordos. Da torre de inclusdes, vé-se claramente que B, C Z. €, assim,
aparece o que, em geral, é o objetivo dos calculos com sequéncias espectrais: Ew = Zw/Bo é
o moédulo bi-graduado que sobra apds o computo das sucessivas homologias. Mais adiante,

discutiremos a no¢do de convergéncia da sequéncia espectral.

Definicao 5.1.4. Dizemos que a sequéncia espectral colapsa no N-ésimo termo quando d, = 0

paratodor > N.

Observe que, da sequéncia exata curta

dy
0—2%,/B,-y—Z_1/B—1 — B,/B,_1 — 0,
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acondi¢do d, =0 acarretaem B, = B,_1 e Z, = Z,_1. Assim, se a sequéncia colapsa no N-ésimo
termo, teremos

BzCB},C"'CBN71:BN:"':BOOCZ°°:
o =IN=IN_1CIN2 C - CZ3C7ZyCEy

e, consequentemente, E., = Ey.

5.2 Como surge uma sequéncia espectral?
5.2.1 Mbédulos diferenciais filtrados

Definicao 5.2.1. Uma filtracdo F* sobre um R-médulo A é uma familia de submédulos

{FPA} ,cz tal que
. FPTIA C FPAC FP7'A C-.- C A (filtragdo decrescente)

ou

. FPIACFPAC FPHA C ... C A (filtragdo crescente).

Exemplo 5.2.1. Considere a seguinte familia de submddulos de Z:

7, se p<O0
2°7, sep>0

FP7 =

A familia acima € uma filtracdo decrescente de Z:

 C3ZCI6ZC8ZCALC2LCLCTC - CZ.

Definic¢do 5.2.2. Dado um médulo filtrado A, o médulo graduado associado, Ej, é definido

por
E2(4) FPA/FPTIA, quando F é decrescente
0 =
FPA/FP~1A, quando F é crescente

No exemplo acima, E} (Z) = {0} se p<0e E,(Z) =Z/2Z se p > 0.
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Definicao 5.2.3. Seja H* um R-md6dulo graduado e filtrado e considere FPH" = FPH* N H" (a

filtracdo no nivel n). Define-se

EP9(H* | F) FPHP4/FPHIHPY quando F é decrescente
0 ’ =
FpHp+q/Fp_1Hp+‘7, quando F é crescente

Defini¢io 5.2.4. Dizemos que a sequéncia espectral {E,""} converge para H*, H* um R-médulo

graduado, se existir uma filtragdo F sobre H* tal que
ELA = EPI(H" F),
onde EZ* € o termo limite da sequéncia espectral.

Definicao 5.2.5. Um R-médulo A ¢ um médulo graduado diferencial filtrado se

1. A é uma soma direta de submoddulos, A = @A".
n=0

2. Existe uma aplicagio R-linear, d : A — A, de grau 1 (d : A" — A"T1) ou grau —1 (d : A" —

A" 1) satisfazendo d od = 0.
3. A possui uma filtracdo F que é respeitada pela diferencial d, ou seja, d : FPA — FPA.

Com as defini¢des necessarias colocadas, enunciamos e provamos o principal teorema da
secdo. Por conveniéncia, suporemos A um mdédulo graduado diferencial filtrado com diferencial

de grau +1 e filtracdo decrescente. Esse € geralmente o caso dos exemplos cohomolégicos.

Teorema 5.2.1. Cada mddulo graduado diferencial filtrado (A,d, F*) determina uma sequéncia

espectral, {E;"" d,}, r=1,2,..., comd, de bi-grau (r,1 —r) e
EP9 = HPTA(FPA/FPTIA),

Adicionalmente, suponha que a filtracdo seja limitada, ou seja, que em cada dimensdo n,

existem valores s = s(n) e t = t(n) tais que
{0y c FFA" C F A" C ... c F'HA" C F'A" = A",
Entdo, a sequéncia espectral converge para H(A,d), ou seja,

EP4 = FPHPYI(A d) /FPYIHPY(A,d).
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Demonstracdo. No que segue, mantemos em mente a filtracao decrescente:
.. C FPAPTE « FP=1APta — pP=2p0+4 — ... 7

bem como o fato de que d(FPAP+4) C FPAPT4+1 Considere as seguintes defini¢des:

ZP4 = elementos em FPAPT4 que possuem bordo em FP T APTa+1

— FpAp+q ﬂd_l (Fp+rAp+q+l)

BP9 = elementos em FPAP*4 que formam a imagem de d definida sobre FP~"APT4~!

= FPAPTIQJ(FPTAPTE])

ZP4 = ker(d) N FPAPTY

B4 = Im(d) N FPAPY.

A filtracdo decrescente, juntamente com o fato de que a filtragdo € respeitada pela diferen-

cial, ou seja, d(FPAPT4) C FPAPT4*! nos fornece a torre de submédulos
ByYcBc...cBliczbic...czPlczpt
bem como

d(Z}]}—r,q—O—r—l) — d(Fp—rAp-‘rq—l ﬁd_l(FpAp+q))
= FPAPYINA(FPTAPTET)

— D>q
— BPA,

A hipétese da filtragdo ser limitada nos dd que, parar > s(p+q+1)—per>p—t(p+q—
1),z = 7B e B = B, 0 que nos assegura a convergéncia.
Defina, para todo 0 < r < oo, EP'? = Zf’q/(Z‘DJrl’(r1 +Bf’q1) e nt? .z — EP? como

sendo a projecdo candnica cujo niicleo é ker(n/?) = Z¥ +11 -1 + B, . Observe que d(ZP7) =
Bg+q,q—r+1 C Zf+r,q—r+1 N
+17 —1 5 +]> -1 ’
A7 B = ) e

C Bp+rq r+l+0

+r+1,q—r +rg—r+l
C ZT BT
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—r+1
Pt

Assim, a diferencial como uma aplicacdo d : Z/* induz um homomorfismo, d,,

de modo que o seguinte diagrama comuta.

Diagrama 16: Igualdade entre as composi¢cdes Nod ed,on (nod =d,on)

d —r+1
qu Zf“q r+

Nt

d, _
E}gxq Ei)—&—r?q r+1
Fonte: McCleary [14] (2001, p. 35).

Uma vez que d od = 0, conclui-se que d,od, = 0.

Para finalizarmos a demonstracdo, devemos ainda estabelecer os isomorfismos:
L H*(E/",d,) = E,]|.
II. E > HPHI(FPA/FPTLA).
L. E.=FPHPT(A,d)/FPTIHPTI(A d).
Com respeito a I, considere o diagrama

Diagrama 17: Esquema do isomorfismo E”% = HP4(E;" d,)

1,g—1 C C d —r+1
Z£7+ q _|_B£77‘Z ijll Z,I?’q Zf+r’q r+
n| lnrpxq Ln}{ﬂrr,qﬂrl
, dr +rg—r+1
kerd, EP4 EPT4

HP4(E'" d,)

0

Fonte: McCleary [14] (2001, p. 35).

Observe que n//(Z!"%) = kerd,. Considere ™! (kerd,). Uma vez que d,on =1 od,

d,(n(z)) = 0 se, e somente se, d(z) € ij{“ q=r —i—Bfflr’q_rH e, pelas defini¢des de Z, ™ e B;'™,

: 4 P4 p+1.g9-1 . -1 _ 7P p+1.q—1
1SS0 SO ocorre se, € somente se, 7 € ZrJrl +Z._, . Assim, n~ " (ker d,) = ZrJrl +Z., e,

B} +17 -1 ) +l7 -1 9
portanto, ker d, = 1 (Zﬁ7 +q1 —|—fo1 ) =nq (Zf fl), uma vez que fol 7" C ker nP.

Observe que zptha=l | ppa _ 2" 0 ((mP")~1(Imd,)). Sabemos que

Imd, = nf9(d(Z0 ") = npa(By)
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e, assim,
(nP4)~'(Imd,) = BP9+ kern
_ , D:q p+1l,qg—1
- Bf’) 1 +Br—1 +Zr—1

_ D, P+176]—1
= BMM4+Z 7.
Uma vez que
ijll 4—1 mszl — Fptlprta mdfl(FP+rAP+q+1) N FPAP T md71<Fp+r+1Ap+q+1’

FPtlgpta — ppprta

+r+14p+ +rpAp+
FPHrHlopta c prtrppta,

temos

1,qg—1 , — _
ijl q ﬂzf_:]] _ Fp+1Ap+qmd 1<Fp+r+1Ap+q+1) _ Z£7+1,q 1.
Isso, unido aos calculos anteriores, nos da
p+1.g9-1 g\ —1 _ ptlg-1 ,
27 (P 4) (Imd,) = 704 4 Bpe.

Finalmente, seja y: ZY, — HP(E;"",d,) a composi¢do de 1/ com a projegdo candnica

kerd, — HP(E;"",d,). O nicleo de y é dado por

ker y=ZI% N ( P4y !(Imd,) =z a1 4 gpa.

Como 7y € um epimorfismo, o teorema do isomorfismo nos fornece

9 ; 1, -1 ) o~ ) )
EPS = 208 /(20 1 BPa) = HPA(ES d)),

Portanto, ¥ induz um isomorfismo que torna a nossa torre de inclusdes numa sequéncia espec-
tral.
Com respeito a II, observe que Ej = Zé’)”q/(Zl_ﬂf]’q_1 + B"1), onde ZfJfl’q_l e B”{ sao
definidos por
2P S AP e B = d(Fr AP

Uma vez que d respeita a filtragao,

EP? = FPArtan dV(FPAPTaTY) J(FPHIAPTE 4 g(FPHIAPTO=TY)

FPAPTA JpP Vax's
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A diferencial dy : E)" — E]) 4+ ¢ induzida da diferencial d : FPAPY9 —s FPAPT4+] ¢ assim,
q ~ 1
EVT = HPY(FPA/FPT(A)).

Com respeito a III, sejam n&? : Z&7 — ELY e m : kerd — H(A,d) as projegdes naturais.

Entao:
FPHPY(A d) = HPT(Im(FPA — A),d) = n(FPAP M Nker d) = w(Z29).

Como
RlkernZ) = m(Z2 971 + BLY) = FPHHP9(ALd),
temos que 7 induz um epimomorfismo d.. : EX? — FPHPT4(A,d)/FPT'HPT4(A,d). Observe

que

kerd, = nP4(m Y (FPTIHPTI(A,d))NZPT)
= nba(zbrand(A) nze)

C ﬁ,q(zyl,w + BP9 = {0}.

Portanto, d.. € um isomorfismo.

5.3 A sequéncia espectral de Serre associada a uma fibracao

Nessa secao, construiremos a sequéncia espectral de Serre associada a uma fibracdo, a qual é
comumente utilizada para relacionar a (co)homologia do espaco total £ com as (co)homologias
do espaco base e da fibra, como veremos no teorema principal e nas aplicagcdes.

No que segue, p : E — B é uma fibragcao no sentido de Serre, com fibra F.

Defini¢do 5.3.1. A, , € o subgrupo de Cp,,(E) constituido pelos cubos singulares u : P17 — E

tais que (pou)(t1,...,tp+4) independe das g tltimas coordenadas t,1,...,¢y4+4, onde p,q € Z.

Para u € A, 4, pou independe das ¢ tltimas coordenadas, entdo, com maior razio, pou

independe das g — 1 dltimas coordenadas, isto €, u € A, 1 4 1. Assim, obtemos as relagoes:
° Apvq C Ap+17q_1 ‘

* Ay =Cpig(E)seq<O0.
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* Apy=1{0}se p<0,

o que define uma filtragéo limitada do Z—médulo C,,4(E):

{0} Co - CAp1g11 CApg CAprig1 T CCpyy(E).

Além disso, considerando u € A, 4, notemos que dfu € A,_1 4 CAp 1 parai=1,...,p, e
ofucA,,1parai=p+1,...,p+q. Ouseja, d(A,4) CAp4—1. Por conseguinte, definimos

o subcomplexo de cadeia

d d
Ap=YApg:i——Apg1 —Apg—Apg 1 —>

Para a sequéncia espectral de homologia, tomamos A;% g =Apq®G, d =d® 1 e definimos

0S grupos

Zrg :A/ 119" ( prgtr—1): B;,q:A/ ﬁa(Ap+rq r1)s
_Zr q/( 14+1 +B ) Dp,q:lm(i* tHpiq(Ap:G) _>Hp+q(E;G)),

parar>1,2,... e p,q € Z.

Definimos também o homomorfismo
r . r r
d : Epaq - Epfr,qurfl
3 1 . r r 1 .
induzido por 9 : Zp’q — B o rgtr—1 de acordo com o diagrama:

Diagrama 18: Igualdade entre as composi¢des d” opj e prod (d"op; = pr0d)

z" P z" B =FE"

D.q . q/( 1q+1 + ) — =pg

0 d’

B P2 Br 0(Z B E"
p—rg+r—1 —r,g+r— 1/ ( 1 q+1 + ) C p—rg+r—1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Isto é, d"({u}) = {d(u)}, onde p; e p, sdo as aplicagdes quociente. Como d” estd bem

definida e satisfaz d" od” = 0, obtemos a sequéncia espectral de homologia:

dr
r r
o —>Ep+rq r+1 —>E —>Ep—r.,q+r—l —
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De modo semelhante, para a sequéncia espectral de cohomologia, consideremos o subgrupo

AP = (f € Hom(Cpyg(E),R) | f(Ap-1.441) = 0}.

Observando que AP4 C AP~14+1 ' pois A, 412 CAp_1 441, obtemos a seguinte filtragdo limi-

tada de CPT4(E;R):

{0} c--- C APTLa=1 = pAPd - AP~ Latl — L~ CPT4(E;R).

Como, para f € AP, §(f) € AP*14, entdo §(AP9) C AP4T!, Assim, definimos & : AP —
APt por §(f) = fod, que satifaz § 0§ = 0 e, por conseguinte, obtemos o subcomplexo de
cocadeia:

AP - s AP i>AP7(1 i>AP7¢I+1 ...

Considerando os grupos

ZP4 = APAN G (AP BPa = AP §(AP AT
EP9=zpa)(zPT 7 4 gPe) DP9 =ker (i* : HPYI(E;R) — HPT(A, 1;R)),
onder>1,2,...,p,geZei:Ay_i 441 = Cptq(E) induz
i, : CPTI(E;R) — CPT(Ap_1 4+15R).

—r+1
BT

Entdo, define-se d, como sendo o homomorfismo induzido por 0 : zP de acordo

com o diagrama:

Diagrama 19: Igualdade entre as composigdes d,opj € pr00 (dyop; = p200)

P1 Lol
7P . Zfﬂ/(zﬁ—l vl +Bf’,q1) — EP4

0 d,

+rg—r+1 p2 +rg—r+1 +1,q—1 , +rg—r+1
By B 6 (20 B € B

Fonte: Elaborado pelo autor.

onde p; e p» sdo as aplicacdes quociente.
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Entdo d, : EPY — EP"! dada por d,({f}) = {8(f)}, estd bem definida e satisfaz

d,od, = 0. Dando origem a sequéncia espectral de cohomologia

—rgtr—1 dr d _
Ef* 1o — Epratr=l Sy pra S prrg-rl

Mostremos que o produto cup estd definido naturalmente para os subgrupos AP9 de CPT4(E;R),
isto &,
— AP AP s pPtPatd
Primeiramente fagamos a seguinte observagdo do comportamento dos indices & e B do

produto cup, focando especialmente nas fungdes d3) e 81;, a partir do exemplo particular:

Considerando p =3 e g = 2. Sejam f € C3(E;R) e g € C*(E;R), entio f — g€ C>(E;R) e

(f = &)(u) =Y &(a) f(Iqu) - g(Ipu),

parau € Cs(E). Como o : [3] — [5] e B : [2] — [5] sdo fung¢des crescentes, de modo que a([3]) U

B([2]) = [5], entdo um dos indices do somatdrio é dado por o : [3] — [5], onde a(1) =1, o(2)
3e a(3) =5. Assim, d)(t1,t,13) = (1,0,15,0,13) e, como 8 complementa o, 8& (51,82) =
(1,s1,1,s2,1). Agora, voltando para o nosso objetivo.

Dadou €Ap, 1 41q+1, entdo pou independe das (¢ + ¢’ + 1) tltimas entradas e
(f = g)(u) =Y e(a) f(Iqu) - g(Ipu),
04

onde d0u : IP*4 - E e %u 1Pt 5 E. Fixado o : [p+q] — [p+p' +q+4). Se 39 leva
no minimo as (g + 1) dltimas entradas nas (g + ¢’ + 1) dltimas entradas, entdo du € A, 411
Caso contrdrio, ou seja, 82 leva no maximo as ¢ dltimas entradas nas (¢ + ¢’ + 1) tltimas entdo
85, sendo a fungiio que complementa 99, leva as ¢’ + 1 dltimas entradas nas (¢ +¢’ 4 1) dltimas,
ou seja, %u € Ay _1,4+1. Assim, para qualquer a, 0u€Ap_14+10u %u €Ap_14+1. Logo
(f—8)(Apip—14+g+1) = 0e por conseguinte f— g €A,y oo

A partir do subcomplexo de cadeia
d d
Ap[Ap-1:- = Apgi1/Ap-1g12 = Apg/Ap-1g+1 = Apg-1/Ap-14—

onde d({u}) = {d(u)} € Ap4—1/Ap—14, para {u} € Ap4/Ap—1,4+1, Obtemos o complexo de

cocadeia

« 1)
C (Ap/Ap—1§R> s Cp+q(Ap,q/Ap—1,q+l§R) — CPHH(Ap,q+1/Ap—1,q+2§R) —
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onde 8(f){u} = f(d{u}) = f{d(u)}.

Proposicdo 5.3.1. ¢, : E["" — CP*9(A,/Ap—1;R) e W, : EVY — HPT9(A,/A,_1;R) sdo iso-

morfismos.

Demonstragdo. Como Ap,_j 411 CAp g, dado {f} € El, por defini¢do, f: Cpiy(E) — R é um
homomorfismo e f(Ap—Lq-H) = 0. Logo o homomorfismo f: Apq/Ap—14+1 — R estd bem
definido por f({u}) = f(u), isto é, f € CPT9(A,/Ap_1;R).

-1 -
47" B"1 entdo

Denotando por @, a correspondéncia { f} — f e observando que se h € Z” Tl
h(Apq) = 0, vemos que se {f} = {g} em E[*? teremos que (f —8)(Apq/Ap-14+1) = (f —
g)(Ap4) =0, ou seja, f =g, em palavras, @, estd bem definida.

Sejam {f},{g} € EL quaisquer, de modo que 9.({f}) = ¢.({g}), entdo ¢, ({f — g}) = 0
o que equivale a dizer que (f —g)(A,,4) = 0, em particular (f — g)(d(A)—14+2)) = 0, pois
d(Ap—14+2) CAp_14+1 CApg. Assim 8(f —g) € AP9T! 0 que implica f—g € 51 (AP4TT),
consequentemente f — g € Z’ffl’q_l C (lel’q_l +B"1), portanto { /} = {g}.

Por outro lado, dado i € CP*9(A,/A,_1;R), se tomarmos h € AP tal que h(u) = h({u}),
onde u € A, 4, entdo h € Z5" e @, ({h}) = h.

Considerando f € Z}"? = AP4N §~1(APT19), entdo 6 f € APT14, isto &, f(d(Ap441)) =0,
em vista disso, 8 f(Ap g+1/Ap—14+2) = F(d(Apg1/Ap—14+2)) = f(d(Ap 4+1)) = 0 implicando
que f € ZPT9(A,/Ap_15R).

Assim definimos

Ve BT HPY(ALJA, R) por w({f}) = {F),

onde f possui a mesma definicio acima e f € ZPT9(A »/Ap—1;R). Para provar que y; estd bem

1 5 y 17 -1 3 .
definida observemos, para {f} =0 € E}"! =zl /(zV" 47" + BbY), que:

* Sefe ZgH’q*l = APTLa-1 0 §=1(APT19) entdo
T(Anq/Ap—l,qH) =f(Apg) =0 (y:{f}=0).

* Se f€BYT=APIN§(AP9 ) entdo §(h) = f,onde h € AP L e f(A,_1 441) =0. Como
h também pertence a Z9"' = AP4=1 0§71 (AP4), segue que {h} € EL""". Portanto,

@ {h} =heCP*i 1 (A,/A,_1;R). Assim,

8(h) =80 . {h} = @.odo{h} = ¢ {0h} = 9.{f} =],

isto &, f € BP™9(A,/A,—1;R), 0 que implica em y,.{f} = {f} =0.
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Diretamente dos dois itens acima podemos dizer que se {f} = {g} € EI"? entdo ¢.{f} = ¢.{g}.
Dados {f},{g} € E}"! =21/ (2§47 + B}?) tais que ¢.{f} = ¢.{g}. entdo

f—g€B"(Ap/Ap1iR),
ou seja, existe 1 € CPT971(A,/A,_;R) tal que §h = f —g. Por @, temos

0. {0h} = g.odo{h} =60 @.{h} =0h=[f—g=0.{f} —o{e} = 0. {f — g}
o que implica que (f —g) —6h € (Zlerl’q_1 —|—B’i’?). Novamente em casos:

o Se(f—g)—8hezlTh 1 = Artla-Ing—1(APa+!) entdo 6((f—g)—8h) = 6(f—g) €
S(APHLa=1y C APT4. Logo (f —g) € Zy ™19 = ap+la-In g1 (aptla),

* Se (f —g) — 6h € B"! = AP4 N §(APT1472) entdo (f —g) — 6h = S(K'), para h' €
APT1.4=2 Como APH14=2 c AP~ segue que (f — g) = 8 (W +h) € 5(AP4~1). Portanto,
(f—g) € BEI=APIN (AP,

Assim, em ambos os casos, obtemos que {f} = {g}. Seja {h} € H, entdo v, ({h}) = {h},

para h(Anq) = E(Ap,q/Apflqu)- 0

Um fato usado para demonstrar que V¥, € isomorfismo € dado como consequéncia imediata

do isomorfismo @ :

Corolario 5.3.2. O diagrama

Diagrama 20: Comutatividade de @, com dg € & (¢, ody = 6 0 @)

dy

Pq _ g+l
E, E

(28 O

CP*i(A,/Ap—1;R) CPratl(A,/A,_1;R)

Fonte: Elaborado pelo autor.
é comutativo, ou seja, § o @, = @, ody.
Demonstragdo. Para quaisquer {f} € Ey'? e {u} € Ap411/Ap_1 442, vale:
Soo.({fH{u}) =8(F)({u}) = fod({u}) = f({du}) = f(du)
. odo({fH)({u}) = @.({8/}) ({u}) = £ ({u}) = 8/ (u) = f(du).

Portanto 6 o ¢, = @, od). O
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Defini¢do 5.3.2. Parau: I"™9 — E, u € A, 4, definimos
Bu:1" — B por Bu(ty,...,t)) = (pou)(ti,....lp,tpi1s- . slprg) €
Fu:1"—F, por Fu(ty,...,t;) =u(0,...,0,11,...,1,),

onde b = Bu(0,...,0).

Considerando C? (B; CY4(F, R)) como o R-moédulo formado pelas fungdes que associam cada
cubo singular u : I” — B em C?(B) ao homomorfismo f(u) em C?(Fj;R), onde b = u(0,...,0).

Assim, pelo homomorfismo
& : C?(B;CY(F;R)) — CP(B;C?*(F;R)) dadopor & (f)(u) = (—1)P&(f(w)),

obtemos que C? (B;C*(F;R)) = (C” (B;C%(F;R)), 50> é um complexo de cocadeia.

Com as seguintes propriedades:
Seu € Ap_1 441 entdo Bu € degenerado. (1)

SeucApgyiparai < pentdo ofu €Ap_1g41. )

podemos definir o homomorfismo
@ :CP(B;CI(F;R)) — CP* (A, /A,_1;R) = ENY,

onde (¢f)({u}) = (f(Bu))(Fu) para cada {u} € Ap/Ap-1.

O homomorfismo satisfaz a relagdo 6 o ¢ = ¢ o &y. De fato, considerando
f €CP(B;C!(F;R))

e {u} € Apytr1/Ap—14+2 quaisquer. Pelas propriedades (1) e (2), segue que B(dfu) =0 €
Cy(B), pois dfu € Ap_1 441 para qualquer k = 1,..., p. Ou seja, (¢ f)(du) = 0, para qualquer
k=1,...,p.

Por defini¢do, podemos ver que Bdfu = Bu e F(Jfu) = akgfp(Fu), parak=p+1,....,p+

g+ 1. Dai, como por um lado tém-se
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pt+q+1

((30)) () = (3(0N) ({uh) = (o1 () = (@) (* X (-1 (3P~ 3})
p+qg+1 ptq+l B
=(@N( Y DYRu—-9w) =Y (~D ((ef)(u)~(9)(9n))

k=p+1 k=p+1
+ +1
'y ~D*((£(Bw) ) = (f(B3w)) (F(3}u)))
k= p+1
p+q+l k |
~DF((£(Bu)) (3 (Fu)) = (£(Bu)) (9, (Fu)) )
k= p+l
p+q+1
k= p+1 k< ) (9%- p(Fu) — - P(Fu)))
q+1 )
=17 (7(Bu) ( L (=1 (9] (F1) =0 (Fu)) ) = (= 1)7 (/(Bw) (d(w)
€ por outro,

((9080)(f)) ({u}) = (80(f)(Bu)) (Fu) = ((—=1)"8(f (Bu))) (Fu) = (=1)" (f(Bu)) (d(Fu)),

entdo obtemos a relagdo 6 o ¢ = @ o &.

Entao, através de ¢, podemos induzir o homomorfismo

©: CP(B;H'(F:R)) — H" (Ap/Ap—1;R) = E[,

definido por @({f}) = {@(f)}, pois para f € C?(B;Z%(F;R)) (isto é, &(f) =0),
000(f)=@od(f)=0,

o que implica que {@(f)} € HP9(A,/Ap—1;R) = EV. Dados {f},{g} € C” (B;H!(F;R)) tais
que {f} = {g}, entdo f — g = &(h), para algum h € C?(B;C?"'(F;R)). Logo, a igualdade

@(f—8) = @(b(h)) = 6(¢(h))

nos diz que ¢(f —g) € B"T9(A,/A,—1;R) (pois ¢(h) € CPT471(A,/A,_1;R)) e por conseguinte
{o(f)} ={9(g)}. Portanto P estd bem definida.

Teorema 5.3.3. (O Teorema Fundamental de Serre). Sejam (E, p,B) uma fibracdo, R um anel
comutativo com unidade, entdo existem uma sequéncia {Ef?}, p,q € Z, r =2,3,...,00 e uma

sequéncia de subgrupos {DP"~P} de H"(E;R) satisfazendo as seguintes propriedades:
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. EP? ¢ um R-médulo com o produto
! ! / !/
Psq P'q p+ra+q
EP4x EP4 — E} .

—r+1
L EpTRaT

. Existe um homomorfismo d, : EF" satisfazendo

drody(x)=0 e dp(x—y)=di(x) —y+(=1)"x—d(y),

para todo x € EF?. Além disso, o grupo de cohomologia H(EF*?), com respeito a d,, é

Pq

isomorfo a E, |

(preservando o produto).

. E? é isomorfo ao grupo de cohomologia H? (B;HY(F;R)). O produto do lado esquerdo
do isomorfismo, dado por 5.3.3(1), difere apenas pelo sinal (—1)”/‘1 do produto do anel

de cohomologia do lado direito.

. EPT=ELY (r > Max(p,q+1)).

. O produto em H*(E;R) induz o produto DP9 x D4 — pr+r'a+d’,

. Drtta=l c pra, pra/prtla—t = ERY (isomorfismo preservando o produto).
. H"(E;R) =D > p"tl-1 = 0.

. A funcdo fibra f : (E,p,B) — (E',p',B’) entre fibracoes induzem as fungoes
fr ! EPY s EPY e fp! DP9 — DP

que preservam e comutam com dy, (f,)* = [ | e (fp)* = fw. Também f> e (fD)‘/DO,n sao

induzidas por f.

.- O homomorfismo i* : H'(E;R) — H"(Fy;R) induzido pela inclusdo i : F, — E se decom-

poe como segue:

n . _ nO.n proj 0n _ 0n 0,n 0,n
H"(E;R) = DO 220 On — g0 g0 ... C B

— HO(B; H"(F3R)) " HO({b}; H" (Fy; R)) = H" (Fyi R),

onde iy : {b} — B € a inclusd@o. Como d, =0: Efr’"ﬂfl =0— E?’n, podemos observar

E)!\ = H(E)") =ker(d, : E;" — E;" ") C E}".
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10. O homomorfismo p* : H*(B;R) — H*(E;R) induzido pela projecdo p : E — B se decom-

11.

poe como segue:

H"(B;R) % H"(B;HO(F3R)) = Ey© 2%, g0 720, . 1ol pn)

=EL" =D"" C H'(E:R),
onde i : R — H°(F;R) é uma funcdo definida no anel de coeficientes locais trivial R =
{Ry}yer dada porr —r-1; € HO(F,:R).

Comod,=0:EM 5 EF 1 =0 (r > 2), entdo existe uma projecdo

,0
En,O E;l o H(En,O) _ Enso
S gy ED

Suponhamos que o anel de coeficientes locais é trivial e que F e B sdo 0-conexo, entdo
podemos assumir que H"(Fy;R) = Ey" ¢ H""'(B;R) = H"' (B, {b};R) = E; 7' (n > 0).

Entdo no diagrama

Diagrama 21: Representagdo dos homomorfismos 6, p*, d, 11 e k

5* p*
H"(F,:R) ~ H""Y(E,F,;R) H""(B;R)
0 0n dyt1 n+1,0 k 42,0 o
E," DE,, E " ~ E, (k : projecdo)

Fonte: Mimura [15] (1991, p. 110).

obtemos E O

n+1
k(y).

Comrespeito ady, Er =Y, , EP? de grau total p + q é um complexo de cadeia e obtemos

={x € H"(Fy;R) | 0*(x) € im p*} e 6*(x) = p*(y) se, e s6 se, dy+1(x) =

uma sequéncia de cohomologias
H(E,)=E3, H(E3)=Es, ..., HE)=E1, ....

{E,, d,} é geralmente chamada de sequéncia espectral (de cohomologia). A sequéncia

presente no Teorema 5.3.3 é chamada de sequéncia espectral de Serre (para cohomolo-

gia).

Demonstracdo. Abordaremos a seguir a verificacdo dos itens inicias do teorema, para mais

detalhes ver [15].
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1. Pela fungio u : R x EP"? — EP*? dada por u(a,{f}) = {a.f} vemos que :

n(LASY) ={/f1-

plo+B.{f1) ={(a+B)f} ={of +Bf} ={of} +{BSf} = u(e, {f}) +u(B,{f})
plo{f+g}) ={al(f+e)} = {af +ag} = {of} +{og} = u(a, {f}) + u(a {g}).
(o, u(B,{f}) = (e {Bf}) = {a(Bf)} = {(aB)f} = u(aB,{f})

Assim, EF*? ¢ um R-médulo.
/]
Dados f € ZP e ge zP 7, entdo 8f-g, f-8g € APHP+ratd —r+1 bortanto, pela relagdo

O(f-g)=0f g+ (—1)Ptif-dg,

f-g € APTPaHd A gL (APTP ratd —rily = Zptpatd
! .

Isto basta para definir o produto cup

g Ef’q » Ef/,q/ N E£1+p/,q+q/ por {f} _ {g} = {f — g},

2. Sendo d, definido por d,({f}) = {S8(f)} temos

d,({f}{8}) =dr({f-g}) ={8(f-8)} ={8f g+ (-1)"""f Sg}
={0f g} + (=1)7"U{f g} ={of}-{e}+ (=1)"""{f}-{Sg}
=d:({f}){gt + (=D {f}-d,({g}) e

drod,({f}) =d{6(f)} ={606(f)} =0

O isomorfismo E% = H(E}) :

1 P9 1204 3 — / P9 S / P9 1

Pela relagdo Z."| C Z;", se considerarmos f = {f'} € E, " entdo {f'} € E;*". Aqui
vale observar que mesmo possuindo 0 mesmo representante a classe de f' em Efj:]l é
diferente da classe de f’ em E}*/, assim usaremos a notagio £ f = { '} para representar

a classe de f' em EF¥.

Como {f"} € EI'f}, segue que ' € ZI'Y, = AP4N &1 (APTH1477) entdo

f/ EAp-l—r—O—l,q—r—l C e CAp—O—l,q—l'
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Aplicando & em f tém se 8§ f' € APTr+14=r c AP+ra—+1 Jogo
5f e AP+l A 5(Ap+1,q—1> — ijlnq—rﬂ'
Portanto, para d, : E/? — gprra-rtl d(Ef)=d{f'} ={6f'} =0, pois
EPrra—rl Zf—i—r,q—r—l—l/(zfjlﬂrl,qfr_’_Bfirlr,q7r+l)7
ou seja, Ef € ker (d, : EP'? — Eerr’q*rH).

A vista disso estabelecemos a correspondéncia E : EZ'% — H(EP™?), por E(f) = {& f}.

Dados f={f'} ={¢'} =g€ Effl, fl—g¢ e Zf“’qfl + B,

« Supondo que f/ —g' € ZPT17! ¢ ijll’qfl segue Ef=Ege EP? ouseja,

* Se
fl—g eBPi=APIN 5<Ap*nq+r71)

entdo 8K’ = f' — g, para algum K’ € AP~ =1 Como f' —g € AP, segue de

imediato que /' € § 1 (AP9), dai
% € Apfr,q+rfl N 671(Ap,q) — for,q+rfl, h—= {h/} c E}{)fr,qurfl

¢ d,(h) = £ f —Eg.

Em ambos os casos, & f — Eg € im (d, : EP"T"~1 — EP). O caso mais geral segue do

homomorfismo:
E(f+g)={6(f+e)}={f +&t ={+{g ={&/} +{Ee} = E(f) +E(g).

Tomando f,g € EVY tais que E(f) = E(g), entdo £ f — &g € im d, e existe h = {h'} €

EP7" 1 de modo que d,(h) = Ef — Eg. Assim, pode-se ocorrer:

« S(W)—(f'—g) € BP9 = AP §(APTHIatr-2)

* S(h/) - (f/ _g/) S Z’{)ijil :APJrl,C]fl N 671(Ap+r,q7r+1)

No primeiro caso, existe [ € AP~"+1:4+r=2 c Ap=4+7=1 gatisfazendo

5(1)=8(n)—(f"-g),
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isto &, (f'—g') = 8(W —1) € §(AP~"4*"=1), Por conseguinte
f'—g eBri=AP4N 5(Ap*r7q+r*1)_
No segundo caso, §(#') — (f' —g') € §~1(AP+ra—r+1)y c Ap+ra—r c APt14=1] donde

S5(f' —g')cArtlae f' — o' € §-1(APFT14) c APH14=1 Como supomos que f,g € E

r+1
podemos dizer que f' — g’ € § 1 (APTT1477), Entdo
f/ _g/ e Ap+1,q—1 N 6—1(Ap+r+1,q—r) _ Zﬁﬂ_’q_l.

As outras situagdes se obtém em fun¢do das acima. Em todo caso, f =g (& é um
monomorfismo).
Para provar que E € um epimorfismo, tomamos {& f} = {{f'}} € H(E!"?) qualquer, entdo
observa-se que

o flezl=APIN 5—1(Ap+r7q—r+1);

o B € ZPATIE 2 Aptra-rl [ 51 (APF2RG-242) poig
d{f'y ={8f'} € EpFra=ril);

Como 571(Ap+2r,q72r+2) C APT2rq=2r+1 — pAp+2r—(r—1),q=2r+1+(r—1) — gp+r+l.g—r segue

8 € APrtLa=r Portanto f' € AP4N G (APTHLATT) = 7P isto ¢,

f={fYeES e E(f)={sft={{f}} cH(E).

Por fim, o isomorfismo preserva o produto:

[x]

Diagrama 22: Comutatividade do produto com os homomorfismos = e E x

— —
- 2
Nt Nt

EP9x EPY - H(EP9) x H(EP)
/ / = / /
E'{’:‘lp q4+q H(E,I«)+p q4+q )

Fonte: Elaborado pelo autor.

E(f—g)={f g =L —e={{f &= —{}}
={{/"1} — {{}} ={&f} — {&g} =Z(f) — E(g).
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3. Analisando o conjunto A, 1 442, SEUE:

e Se Max(p,q+1) = pentdo 0 > g—r+2, quando r > p;

* Se Max(p,q+1)=qg+1entdio 0 > g—r+2,quando r > g+ 1;

Em ambas as situagdes, se u € Ap1,—1 4 r+2 sSegue que pou depende de todas as p+q+1

coordenadas. Dessa observagdo obtém-se as relagdes:

e C Ap+r—37q—r+4 C Ap+r—27q—r+3 = Ap+r—l,q—r+2 = Ap+r,q—r+1 =

. :Ap+r+l,q—r :Ap+r,q—r+l :Ap+r—l,q—r+2 C Ap+r—2,q—r+3 C -

E isso € o suficiente para dizer que

Pq __ 7D.q p+l,g—1 _ »p+lg—1 D,q _ pP4
Zr—i—l_Zr—I—Z’ ZV _Zr—H ¢ Br _Br—l—l’

ou seja, Ef'? = E”,. A prova sendo feita por indugéo em n, o caso n = 1 estd provado.

P4 _ pPA P4 _ pPA .
Supondo que Ex™ = E, 1, para provar que E” = E, ) | basta repetir o mesmo argu-

mento acima para mostrar a igualdade E fﬁ = Efj:f1 41

4. Dados {f} € DP4 ¢ {g} € D”"4 obtemos que
{fy =g} ={f — 8} e H"" IV (E:R),
i"({f — &}) ={i"(f — g)}, onde i* : CPTP I (ER) — CPTPHIYI (A, 1iR).
Assim, por hipétese, §(f') = f, para f' € CP*4~1(E;R), entdo

f/ —g c Cp—|—p/+q—|—q’_l(E;R) e l-#(f/ — g) c Cp+p/+q+q/_l<Ap+p/_];R)-

Logo,
Soi'(fl—g)=i"08(f —g) =i"o(8(f) — g+ (1)1 f — 5(g))
=i*o8(f) —g=i"(f —g).

Portanto, i*(f — g) € BP*P"*9T4 (A, | ;R), ou seja, i*({f — g}) = 0 0 que equivale

a dizer que {f — g} € prtr'atd’,
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Abaixo, apresentamos um exemplo simples, com o objetivo de apresentar as filtragdes e os

passos técnicos na sequéncia espectral de Serre.

Exemplo 5.3.1. Considere o fibrado (E, p,S LI, 7), onde o espago total
E={(xy2) eR [P +y =lezel=[0,1]}

é ocilindroe p: E — S' é a projecio dada por p(x,y,z) = (x,y) para qualquer (x,y,z) € E.

No espaco total E consideramos a divis@o por quadrados de modo a obter como:

* Cubos singulares de dimensdo 0 (Vértices): Sendo as funcdes v; : I° — E, para i =

0,1,2,3,v;(I) =v; e
vo=(0,—1,0) v =(0,1,0) v=(0,—1,1) vz =(0,1,1).

Assim, podemos tomar o grupo Cy(E;Z) = <v0, V1, V2, V3> como sendo o grupo de cadeia

de dimensao 0 do espaco E gerado pelos cubos singulares v; .

* Cubos singulares de dimensao 1 (Arestas): Sendo as fun¢des A; : [ — E, parai=0,1,2,3,

4,5, dadas por

Ao(s) = (cos (s — %), sen W(s—=),0)  Aj(s)=(cos w(s+ %), sen Jr(s—i—%),O)

Ay(s) = (cos m(s— %), sen(s—=),1)  Asz(s) =(cos m(s+ %), sen 7t(s + %), 1)

A4(t) = (0,—1,1) As(t) =(0,1,1)

Portanto, definimos o grupo C{(E;Z) = <A0,A1,A2,A3,A4,A5> como sendo o grupo de
cadeia de dimensdo 1 do espaco E gerado pelos cubos singulares A;. Obtemos também

as seguintes relacdes entre os vértices e as arestas definidos acima:

A() = [V() V]] A] = [v1 V()] A2 = [Vz V3] A3 = [V3 Vz] A4 = [V() VQ] A5 = [v1 V3]
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* Cubos singulares de dimensao 2 (Faces): Sendo as fungdes F; : I? - E,i=0,1, dadas
por
| 1

Fo(s,t) = (cos m(s — 5), sen (s — E)’t) e

1 1
Fi(s,) = (cos n(s+§), sen 7 (s + 5)’t)'

Por conseguinte obtemos o grupo C>(E;Z) = <F0,F1> como sendo o grupo de cadeia de
dimensao 2 do espago E gerado pelos cubos singulares F;. As relacdes entres arestas e

faces sao dadas por:

Fy= [AO As Ay A4] = [Al Ay Aj As].

Assim, podemos definir o complexo de cadeia

0 CE;Z) 2 Cl(E;Z) 2 Co(E;Z) — 0,

onde

8:(uw) = Y (—1)(80u—o}u).

k=1
parau € C;(E;Z)ei=1,2.
Como, parai = 2:
82(F0) =Ag—A)—A4+A;5 82<F1) =A| —A3+A4—As
eparai=1I:
di(Ag) = —vo+vi di(A1))=—vi+vy  di(A2)=—v2+Wn
o (A3) =—vi+w o (A4) =—vg+2 o (As) = —V{ +v3,
as matrizes de d, e d; sdo dadas por:
1 0
0 1 -1 1.0 0 -1 O
-1 0 1 -1 0 0 O -1
[0h] = [01] =
0 -1 0O 0 -1 1 1 O
-1 1 0O 0 1 -1 0 1
1 -1
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Por consequéncia, os grupos de cocadeia C¥(E;Z) = Hom(Cy(E;Z);Z), para k = 0,1,2,

sdo definidos como

lsei=]j
CO(E’Z) = <f07f17f27f3>7 onde fl<vj) = para i,j =0,1,2,3.
Osei+#j
' lsei=]j o
C (E’Z) = <g01glag27g3ag4ag5>7 onde gl(A]) = parai,j :07172737475'
Oseizj
5 lsei=j
C*(E;Z) = (ho,h1), onde hi(F;) = parai,j=0,1.
Oseiz£j

dando origem ao complexo de cocadeia
0— C(E;2) 2 Y (E;2) 2 CHE;Z) — 0,
onde os homomorfismos §; sdo dados como
6;(f)(u) = f o di(u),
onde f € C""Y(E;Z) e u € Ci(E;Z), para i = 1,2. Consequentemente obtemos as matrizes
(1] =[] e [&]=[d]

de &; e &, em fun¢do das matrizes dos homomorfismos d; € d,, respectivamente.

Filtragdo dos grupos de cadeias Cx(E;Z), k=0,1,2 (com p,q € Z):
e Parap+qg=2:

- A270 = CZ(E;Z).

— A1 = G(E;Z). Pois poFy(s,t) = (cos m(s—3), sen (s — 1)), ou seja, po Ky
independe da tltima coordenada, o mesmo valendo para p o Fj, segue que Ay | =
G (E; 7).

- Apr ={0}.

{0} =Ap2 CA1 =A20=Co(E;Z).
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e Parap+g=1:

- AI,O :Cl(E;Z).

- A071 = <A4,A5>. Pois pOA4(Z) :pOFQ(O,l) = (0,—1,0) epoA5(I) :pOFl(O,I) =

(0,1,0), isto é, poAs e poAs independem da tdltima coordenada (no caso, a dnica).

— A1, ={0}.

{0} =A_1pCAp1 CAIo=C (E;7Z).

e Parap+¢g=0:

{0} =A_y, C Ao =Cy(E:Z).
Filtracio dos grupos de cocadeia CX(E;Z), k=0,1,2: Como
AP ={f € CPT(E;Z) | f(Ap-1,4+1) =0},
entdo verifica-se que
« CH(E;Z) =A% =Al 5 A% = {0}.
* Dado que A" = {g € C1(E;Z) | g(Ao,1) = 0} e Ag,1 = (A4,As), segue que
A0 = (g0,81,82,83) e, por conseguinte,
CYE;Z) =AM 5 A0 54271 = {0}
s CUE;Z) =A% 5 AT = {0}.

dando origem ao seguinte diagrama:

Diagrama 23: Esquema das filtracdes de cocadeia do cilindro limitado

CUE;z) = A% o Al = A2 = {0}
5 l 5 l 5 l

C'(e:iz)y = A oS A0 5 a7t = {0}
I R

CXEZ) = A% = ALl S5 A20 = {0}

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Como por definicao

Zp7q
7P = AP §TV (AP BPa — AP §(APTHTYY e EPY = - qfrl .
Zr—l 7 +Br’—1

Entdo, parar=1, (r,1—r)=(1,0) e 5” = AP9 — AP4F] onde i = 1,2, obtemos que

22 422 sl 412
Z;22 = A2205 (A1)

=CYE;Z)n 8 1 (CHE;Z))

=CY%E;7)
Z?,Z :A072m671(A172)
=C*(E;2)n 8 ({03)

=C*(E;Z)

0,1 0,1 —1/41,1
Z; =A""Né (AY)

=Cl(E;Z)N &, (CA(E;Z))

=CYE;Z)nAMY

_ 410

Z?,O :A0,0 ﬂ 671(A1,0)
=C(E;Z)N&; (A"
= CY%(E;Z)n{0}

= {0}

Z%,O :AZ,Oﬂ 5_1(143’0)
= {0} N5~ (4%0)
= {0}.

o que implica na seguinte igualdade Ell’1 = E?’O = Ell 0= Elz’0 ={0}. Eparar=0, (b1 —r) =

—1,2 12 ~ s—17402
Z;=A120571(402)

=CY(E;Z)n &, (CHE;Z))

=CY(E;7)

1,1 -1, —1/ 40,
Z7 M = A NS A0

=CUE;Z) N8 N (CH(E;Z))

=CY%E;7)

z' =AM N5 (A
= C*(E;Z)n{0}
= {0}

21170 :Al,Oﬂéfl(AZ,O)
:A1’0m52*|1(A2’0)
=AY {0}

= {0}
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(0,1), segue que

ZO_L] :A—l,l ﬂ5_1(A_1’2) Z(())-,l :AO,I ma—l(AO,Z)
:CO(E;Z)QSfI(Cl(E;Z)) :CI(E;Z)HSEI(CZ(E;Z))
:CO(E;Z) :CI(E;Z)

Z(()),O :A0,0ﬂ5—1(A0,1) ZéO :A1,0m6—1<Al,l)
=CE;2)n & (CHE;Z)) :AI’OQSil(CZ(E;Z))
=C'(E:Z) =A"nAlY

_ 410

7yt =AM ns1(Aal?)
=C*(E;Z)ns 1 ({0})

= C*(E;7)

o que implica que El_z’2 = El_l’2 = E?72 = EI_L1 = E1170 = {0}.
Além disso, como
kero; = <(1, 1,1,1)>,

Imé; = ((-1,1,0,0,—-1,0),(1,-1,0,0,0,—1),(0,0,—1,1,1,0),(0,0,1,—-1,0,1))

= (a1,az,a3,a4) = (a1,a2,a3) (pois a4 = —ai; —a» —a3),

ker&, = ((1,0,0,1,1,0),(0,1,0,1,0,0),(0,0,1,—1,—1,0),(0,0,0,0,1,1))

= (b1,by,b3,bs) e
Im&, = ((1,0),(0,1),(=1,0),(0,~1,)) = ((1,0),(0,1)) = C*(E; Z),

segue de imediato que
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HY(E,Z) =ker§ = {(1,1,1,1)) 2 Z,

H](E Z) _ ker52 _ <b17b27b37b4> _ <b1,b2,b3,b4> _ <b17b27b4>
5 Im 9, (a1,az,a3) (=bi+by,by —by—bs,—b3) (—bi+by,—by)
< bi+by,by)

sy =(b) =7 e

_C*E,Z)  C*E,Z)  C*E,Z)
HY(E,Z) = Imé,  ((1,0),(0,1)) C*E,Z = {0}

~—

Teorema 5.3.4. (A sequéncia exata de Serre). Sejam m e n niimeros inteiros positivos. Se,
na fibracdo (E,p,B), B e F sdo 0-conexos, o sistema de coeficientes locais H1(F;R) é trivial,
H(B;R) =0para0<i<meH(F;R)=0para0 < j < n, entdo tem-se a seguinte sequéncia

exata:

0— H'(B;R) 5 HY(E;R) 55 - % HY(B;R)
LN Hk(E'R) LN Hk(F'R) 5 H Y BR) D

Demonstracdo. Veja que, das hipdteses, na sequéncia espectral de Serre (cohomologia) associ-
ada a fibragdo (E, p,B), tem-se E‘"0 =HP(B;R) e qu HY(F;R). Ainda, se p#0,g#0e
p+q<m+n, E{? =0. Logo, para k < m+n,

= P Eri= EXO g EOK.
ptq=k

Assim, para k < m+ n, temos a sequéncia exata

0 E 507() inclusdo projegdo

HY(E;R) E%F 0.

Para determinar os termos E50 e EQX, sob a condigdo k < m+ n, veja que:

k0

. Eko Ellccol = Ek
+ Ok 1 k0"

Im(dy : E — Ep )
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k,0
E7
e Paras <k, EX **~' = 0. Portanto, ET+l = —— - = EX0. Assim,
Im(d, : Ef "' — EYY)
kip. oy kO k0 kO
H*B;R)=EY’ =E{’ = ... = E°.
« EY*" = HYFR);, EYY = ker(dy BV S EVN) =B L EYE =
0
ker(dj_1: EQ5 T = EF 1) = EXSL Ou seja,
=0
=1/ oy 0k—1 _ 0k—1 __  0k—1
H YRR =B =B = = )

« EQ 1= EX = ker(d YN EXY) c EXFL

Logo, para k < m-+n, é exata a sequéncia

inclusdo -1 d rojecio
0 0 inclus EI?,kl k E/l{c,OP jeg E]Z(_)l 0
~—
,0
=Ey

Arranjando as sequéncias exatas acima, obtemos a sequéncia desejada:

1
0 HI(B:R) = B — ELO% 1 (. )
=p*
proJe(;aO EO 1 Eg’l inclusdo Eg’l _ Hl (F;R)
=i
d2:T

2,0 .
2= Ey” =H*(B;R)---
O

Uma classe importante de fibrados sdo os fibrados cuja fibra possui a (co)-homologia de
uma esfera. Nesse caso, a sequéncia espectral de Serre nos fornece uma importante ferramenta:
a Sequéncia exata de Gysis. Abaixo, enunciamos o resultado. Para uma demonstracio, ver

[15] ou [14].

Teorema 5.3.5. Seja n > 1 um niimero natural. Seja (E, p,B,F,G) um fibrado. Se o sistema de

coeficientes locais H"(F;R) é trivial e H*(F;R) ~ H*(S"~;R), existe uma sequéncia exata
s HTU A HBR) S H(BR) L HITM(ER) — -

onde & € H"(B;R) é chamada de classe de Euler do fibrado (E,p,B,F,G), £&* : H'(B;R) —
H"(B;R) é dada pelo produto cup E*(y) =& -y, e A(p*(x)-y) =x-A(y).



105

6 Consideracoes finais

O teorema cldssico de Borsuk-Ulam afirma que para toda funcdo continua f : §" — R", da
esfera de dimensdo n no espago euclideano de dimensdo n, existe um ponto z € S” tal que
f(z) = f(—z), onde —z é o ponto antipodal a z. Esse resultado possui vdrias formas equi-
valentes de enunciado, diversos tipos de demonstracido e muitas aplicacdes. Uma das formas
equivalentes de enunciado € aquela da ndo existéncia de uma funcio continua Z,-equivariante
@ : 5" — §"!. Conta-se que o enunciado do Teorema de Borsuk-Ulam foi conjecturado pelo
matematico polonés Stanistaw Ulam e provado pelo matemético Karol Borsuk, também polo-
nés. Depois de sua formulagdo classica, temos na literatura um desenvolvimento significativo
de generalizacdes do teorema de Borsuk-Ulam. Muitas dessas generalizagdes sdo aplicagdes de
resultados de ndo existéncia de fun¢des G-equivariante. Ja para o tratamento de ndo existéncia
de funcdes equivariantes, temos o desenvolvimento de teorias de indice. Na década de 1950, C.
Yang usou teoria de indice cohomoldgico de valor numérico para estabelecer resultados de nao
existéncia de aplicacdes equivariantes. Posteriormente, Connor-Floyd, Krasnoseski e Fadell-
Husseini generalizaram tal teoria de indice com aplica¢des em teoria de pontos criticos € em
andlise ndo linear. Em 1988, Fadell e Husseini [4] introduziram um indice de valor ideal Ind°X
para um G-espago X, o qual se encontra no anel de cohomologia H*(BG) do espaco classifi-
cante BG de G. Em particular, eles mostraram que se existe uma G-aplicacdo ¢ : X — Y entre
dois G-espacos entdo Ind®Y C Ind®X. Essa teoria tem se mostrado bastante titil em resultados
recentes com respeito a problemas do tipo Borsuk-Ulam (ver [4, 7, 10, 12]).

Outra linha cldssica em Topologia Algébrica é o problema do ponto fixo, o qual consiste
em resolver uma equacio da forma f(x) = x, sendo esse fundamental em foda a matematica.
O primeiro teorema dessa natureza € aquele equivalente ao Teorema do Valor Intermedidrio,
de B. Bolzano, provado em 1817. Em 1909, L.E.J. Brouwer provou a versdao andloga para
dimensdes maiores, a qual afirma que toda funcdo continua f : D" — D" sobre o disco fechado
de dimensao n possui a0 menos um ponto fixo. Posteriormente, S. Lefschetz, um dos pioneiros
da Topologia Algébrica, contribuiu para o desenvolvimento de técnicas topoldgicas a fim de
provar seu celebrado Teorema de ponto fixo de Lefschetz de 1921, uma generalizacdo de longo
alcance do Teorema de Brouwer. Nao muito tempo depois, 1927, J. Nielsen desenvolveu uma
teoria de ponto fixo um tanto mais fina (hoje conhecida como teoria de ponto fixo de Nielsen).

Essas duas teorias cldssicas - Teoria de Ponto Fixo e Teoremas do tipo Borsuk-Ulam, pos-

suem numerosas aplicacdes tais como existéncia de multiplas solu¢des em equacdes diferenci-
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ais, existéncia de um nimero infinito de pontos criticos de funcionais, bem como solu¢des para
problemas de equiparticdo na geometria combinatorial. E novas relagdes com outros ramos da
matematica continuam langando luzes sobre esses dois temas cldssicos.

Dado um espago topolégico X, dizemos que esse possui a propriedade do ponto fixo (p.p.f.)
se foda fungdo continua f : X — X possui a0 menos um ponto fixo. Assim, o resultado cldssico
de Brouwer nos diz que o disco D" possui a propriedade do ponto fixo. Usando a teoria de
Lefschetz, conclui-se que X possui a p.p.f. se X possui 0 mesmo tipo de homotopia de D".

Saber se um dado espaco topoldgico X possui a p.p.f. € uma questdo fundamental em
topologia. No entanto, a p.p.f. ndo é uma propriedade bem comportada. Por exemplo, se X e
Y sao variedades compactas, cada uma com a p.p.f., sabe-se (ver, por exemplo, [9]) que X x Y
ndo precisa possuir a p.p.f. (para uma descri¢do da teoria de ponto fixo topoldgica até 1970, ver
[3D).

Findado o mestrado, daremos continuidade com o doutoramento, onde propomos um es-
tudo da p.p.f. para espacos homogéneos via resultados do tipo Borsuk-Ulam. Segundo [3],
a propriedade do ponto fixo para espacos homogéneos é equivalente a um problema do tipo

Borsuk-Ulam, como segue.

Sejam G um grupo de Lie conexo e compacto, K um subgrupo fechado de G e G/K o espago

das classes laterais. Uma primeira observacgao € a seguinte.

Proposicdo 6.0.1. Se G/K possui a p.p.f. entdo o normalizador de K em G, Ng(K), é igual a
K.

Para uma demonstragdo do resultado acima, observe que se existir um elemento & € Ng(K) —
K, pode-se demonstrar que a aplicac¢do f : G/K — G/K dada por f(gK) = gaK é livre de ponto
fixo.

A segunda observacdo que fazemos €: pode-se considerar as seguintes acdes de K sobre G

e sobre G/K:
1. K age sobre G viak* g = gk~ .
2. K age sobre G/K via k- (gK) = (kg)K.
Seja f : G/K — G/K uma auto-aplicacdo de G/K. Associada a f, temos a K-aplica¢do

¢r:G—G/K



107

dada por
9r(8) =8~ ' f(8K).

Seja Fix(f) = {x € G/K | f(x) = x} o conjunto dos pontos fixos de f. Entdo,
gK € Fix(f) <= @5(g) = K.
Por outro lado, dada uma K-aplica¢do ¢ : G — G/K, fica bem definida e é continua a funcao
fo:G/K— G/K

dada por
fo(gK) = g9(8).

Além disso, pode-se mostrar que ¢(gK) = eK se, e somente se, fo(gK) = gK.
Tal equivaléncia nos diz que os pontos fixos das auto-aplicagdes de G/K estdo intimamente

ligados aos zeros das K-aplicacdes de G em G/K. Abaixo, sintetizamos a discussao acima.

Proposicao 6.0.2. O espaco G/K possui a p.p.f. se, e somente se, para toda K-aplicagdo ¢ :
G — G/K, ¢~ !(eK) # 0. Em outras palavras, G/K possui a p.p.f. se, e somente se, nio existe

K-aplica¢do ¢ : G — G/K — {eK}.

Dado um subgrupo K’ de K, por restri¢do da agdo, os espagos G € G/K podem ser vistos

como K’-espagos. Assim:
Corolario 6.0.3. Se ndo existir K’-aplicagdo ¢ : G — G/K — {eK} para algum subgrupo K’ de

K entdo G/K possui a propriedade do ponto fixo.

6.1 O indice de valor-ideal de Fadell-Husseini
Dado um G-espago X, o grupo de isotropia de x € X € o subgrupo
Gy={g€G|gx=x}.

O subespaco
G(x) ={gx€X | g€ G}

é a 6rbita do ponto x. O espago das 6rbitas é denotado por X /G.
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Um ponto x do G-espaco X € dito estaciondrio (ou um ponto fixo da a¢do) se G(x) = {x},

ou seja, gx = x para todo g € G. O subespago dos pontos fixos da ag¢do é denotado por
XY = {x € X | gx=x para todo g € G}.
Em alguns livros, também encontramos a notacao

F(G,X)=XC.

Sejam G um grupo de Lie, EG um G-espaco livre e aciclico e BG o espaco classificante de

G. Dado um G-espaco X, a construcao de Borel associada € o espaco de orbitas
XG =EG XgX = (EGXX)/G,

onde G age sobre o produto EG x X viag-(y,x) = (y-g~!,g-x), (y,x) € EG x X. A cohomologia

equivariante de X, com coeficientes no anel R, é definida por
H5(X,R)=H*(EG xgX;R).
A aplicacdo que colapsa X em um ponto determina uma fibragcao
X S EGxgX 2% EG xg* = BG.

Definicao 6.1.1. O indice de valor ideal de Fadell-Husseini do G-espaco X, com coeficientes

no anel R, é definido por
Indf(X) := ker(my : H*(BG;R) — HE(X;R)).

Para calcular o indice de valor ideal de Fadell-Husseini do G-espaco X, note que a sequéncia

espectral de Leray-Serre induzida pela fibragdo
X < EGxcX 2% BG
converge para o anel graduado H(,(X,R). Os E>-termos da sequéncia espectral sdo dados por
EY? =~ HP(BG; #1(X;R)),

onde 779(X;R) é um sistema de coeficientes locais. A sequéncia espectral de Leray-Serre nos

dad uma fatoragdo do homomorfismo 7y como uma composi¢do:

H*(BG;R)=E}° - E;* - E}* — ... 5 E5° C H*(EG X6 X:R).
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Em geral, usamos a decomposi¢io acima para calcular o nicleo de 7y.

Uma propriedade importante do indice de valor ideal de Fadell-Husseini € a seguinte.

Teorema 6.1.1 ([4]). Sejam X e Y G-spacos. Se existir uma G-aplicacdo f : X — Y entdo

Ind%(Y) C Ind&(X).

6.2 A propriedade do ponto fixo para G/K

Em vista do Teorema 6.1.1 e do Corolario 6.0.3, uma estratégia para mostrar que um espaco da
forma G/K possui a propriedade do ponto fixo é mostrar a existéncia de um subgrupo K’ de K
tal que

Indg/ (G/K — {eK}) Z Indg/ (G).

Uma classe importante de espacos homogéneos € a classe das variedades grassmannianas:

Gr(p,q) = {V |V ésubespago vetorial de R”*? de dimgpV = p}
~ _Olp+q)
0(p) x 0(q)

Pode-se observar que se a grassmanniana Gg(p,q) possui a p.p.f. entdo p # g e os nimeros
p € g ndo podem ser ambos impares, ou seja, pg € par. Uma conjectura posta na década de
70 € que essas duas condi¢gdes necessdrias sao também suficientes. Os casos ja resolvidos na

literatura sdo os seguintes:

1. Espagos projetivos: Gg(1,2n) = RP?" (aplicacio cldssica do teorema de Lefschetz).
2. Ggr(2,q) possui a p.p.f. paratodo g =4ke g=4k+1,k=1,2,3,... ([17]).

3. Suponha pgq par. Entdo:

(a) Se p<Telq/2]>[p/2] ou

(b) p>7Telq/2] >2[p/2]> —[p/2] -1
entdo Gr(p,q) possui a p.p.f. ([5])

O estudo das variedades de Grassmann possui longa histéria. A topologia das variedades de

Grassmann € bem entendida. No entanto, € interessante notar que a classificacdo dos espagos
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dessa classe que possuem a p.p.f. ainda ndo estd totalmente estabelecida. A técnica bésica
usada na demonstracdo dos resultados listados acima € o cdlculo do nimero de Lefschetz de
uma auto-aplicac¢do de um tal espaco mas a dificuldade € o entendimento dos endomorfismo do

anel de cohomologia das grassmannianas.

6.3 O futuro

Uma questdo relevante na Topologia Algébrica € o estudo da propriedade do ponto fixo para
espacos homogéneos. Em geral, a técnica utilizada para tal estudo € o cdlculo do nimero de
Lefschetz das auto-aplicacdes de um tal espaco. Com tal técnica mostrando-se insuficiente
mesmo em casos onde os espagos tem topologia bastante conhecida, como € o caso das varieda-
des grassmannianas, no doutoramento, pretendemos utilizar uma abordagem via ndo existéncia
de func¢do equivariante que, por sua vez, pode ser tratada via teorias de indice tais como a teoria
de indice de valor ideal de Fadell-Husseini. Observamos que o uso da teoria de valor ideal
de Fadell-Husseini demanda certo traquejo com célculos utilizando a sequéncia espectral de

Leray-Serre. Por isso a importincia de termos desenvolvido tal treinamento no mestrado.
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