
r. r ... *K 



IFT.TM-05/87 

ANTONIO EDSON GONÇALVES 

EQUAÇÕES DE BLOCH NÃO LINEARES: EFEITO DA 

TEMPERATURA NO FENÔMENO DE SUPERRADIÂNCIA 

DÍ8s«iação de Mestrado Apresentada 

no Instituto de Física Teórica. 

Orientadores: Salomon Syhrsdn Miirahi /Bruto Max Pimentel Escobar 

fo 

São Paulo 

Junho de 1987 



AGRADECIMENTOS 

> Aos Professores Salomou Sylvain Mishari e Bruto Max Pimeutel Escobar pela 

dedicação e orientação durante a realização deste trabalho. 

- Ao Salomon e Pimeutel pela amizade e apoio durante estes anos de convivência no 

L F. T.. 

' Ao Professor Paulo Leal Feixdra pelo interesse e atenção a mim dedicados. 

Ao Professor Sérgio Augusto Carias de Oliveira por ter me giüado em meus primeiros 

passos na dsica. 

Ao Carias pela amizade, companheirismo e pelas discussões que compartilhamos. 

- Ao Jonas, pela oportunidade de juntos trabalharmos nesta pesquisa, pelo amigo 

insublstit uivei e por tudo o que juntos aprendemos. 

- Ao Ricardo, Juan e Ubirajara pelas inúmeras sugestões nos cãlculos numéricos, na 

confecção deste trabalho e por suas amizades. 

Ao Birinha, pela valiosa amizade. 

- Ao CNPq e CAPES pelo suporte financeiro. 

De um modo geral agradeço a todos estudantes, funcionários e professores que direta 

ou indiretamente colaboraram na realização deste trabalho. 



RESUMO 

A partir de uma descrição microscópica chega-se a uma equação piloto para o operador 

estatístico (na Aproximação Markoviana ) que descreve a dinâmica de um sistema de 

muitos corpos interagindo com um reservoir. Na aproximação de campo médio é deduzida 

a equação para o operador estatístico de um corpo, a qual é usada no estudo de um sistema 

de dois níveis. Neste contexto obtemos um sistema de equações diferenciais não lineares 

acopladas, conhecidas como Equações de Bloch Não Lineares (E.B.N.L.). A partir destas 

estudamos o efeito da temperatura no fenômeno de superradiãncia. 

ABSTRACT 

Starting írom a microscopic description we deduce a Master Equation for the statistical 

operator ( in a Markovian approximation ) which describes the dynamics of a many-body 

System interacting with a reservoir. Mean-field approximation leads to an equatiop fpr 

the one-body statistical operator useful in studying a two-level system. In this Lramework 

we obtain a non-linear, differential coupled equation system known as non-linear Bloch 

equations. We use them to analyse the eífect of temperature in superradiance phenomenon. 
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INTRODUÇÃO 

Em 1954, R.H. Dicke [1] propôs a existência de um novo processo de emissão de 

radiação coerente por um sistema atômico, êle partiu de uma idéia simples: num sis- 

tema composto de átomos ou moléculas de um gás suficientemente diluido, apesar de 

que a interação entre os mesmos possa ser desprezada (suas funções de onda não se 

superpõem ), seus constituintes não seriam livres de correlações , se estiverem interagindo 

com um campo eletromagnético externo. Dicke mostrou que este sistema pode emitir ra- 

diação coerente, com »ma intensidade proporcional ao quadrado do número de átomos do 

sistema, e a este processo ele chamou de emissão superradiante para distinguir da emissão 

de radiação normal cuja intensidade é proporcional a densidade de átomos. 

Conúderando que os átomos do sistema possuem somente dois níveis ativos, pode-se 

aproveitar do isomorfismo existente entre a algebra SU{2) dos operadores de spin 1/2 com 

a dos operadores de criação e destruição associados com os estados excitado e fundamental 

dos átomos, para contruir um estado coletivo de JV-átomos totabnente simétrico, | J M >, 

que é autoestado dos operadores e associados ao momento angular de itT-partículas 

de 8pin-l/2. Em seu artigo Dicke considera que as dimensões do sistema são grandes com 

relação ao comprimento de onda da radiação emitida e faz uma análise semiclássica deste 

fenômeno, no entanto sem estudar a sua evolução dinâmica. 

Posteriormente, com o desenvolvimento de fontes que emitem luz com alta coerência 

(laser), tomou-se possível tentar uma verificação experimental da emissão superradiante, 

a primeira experiência na qual pôde-se observar tal fenômeno foi feita por Feld e colabo- 

radores em 1972 j2]. Nessa o sistema é um gás de HF contido num recipiente cujo com- 

primento pode variar de 30cm a lOOcm e com diâmetro variando entre 12mm e 28mm; os 

átomos desta amostra são excitados por um pulso de laser de HF, de comprimento de onda 
i 

A = 2.5mm. Âs linhas do HF que foram estudadas correspondem a transição rotacional 
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J -f 1 -+ J nas bandas v = 1, com J variando desde 0 até 4, correspondendo aos compri- 

mentos de onda A = 252, 126, 84, 63, 50 (im respectivamente, (observe que as dimensões 

do sistema são maiores do que o comprimento de onda da radiação emitida ). Neste exper- 

imento pôde-se verificar a previsão de Dicke de que um sistema, composto de átomos de 

dois níveis, sujeito a uma inversão total de população pode emitir um pulso superradiante. 

Desde então muitos trabalhos, tanto teóricos como experimentais foram realizados sobre 

este assunto, nos quais se percebe duas linhas de trabalho entre os pesquisadores: uma 

aborda (do ponto de vista quântico ou semiclássico ) as condições favoráveis para que o 

sistema emita um pulso superradiante, correlações átomicas, simetrias e flutuações de um 

sistema de dois níveis, sem preocupação com a relação entre o meio e a propagação da 

radiação ; a outra linha procura, através do cálculo numérico, obter uma compreensão do 

fenômeno real a partir das equações dinâmicas. Um estudo detalhado do fenômeno não é 

simples porque estão envolvidos a geometria do sistema, efeitos não lineres resultantes da 

interação da radiação com o sistema (as equações dinâmicas são não lineares e geralmente 

não podem ser integradas por quadraturas portanto sua solução não podem ser expres- 

sas em termos de funções elementares). Na maioria dos casos uma emissão superradiante 

não envolve somente dois níveis não degenerados, em vários trabalhos (3], considera-se os 

átomos de três níveis, assim como a existência de degenerecência dos níveis atômicos que 

poderíam explicar outras propriedades da emissão superradiante observadas experimental- 

mente, não previstas (teoricamente) quando os átomos são considerados como constituídos 

por dois níveis ativos. A preparação experimental de um átomo de dois níveis (não de- 

generado) não é propriamente um problema na montagem experimental, no entanto uma 

grande dificuldade ocorre na observação de emissão superradiante em sistemas cujas di- 

mensões são pequenas com relação ao comprimento de onda da radiação emitida. Esta 

dificuldade tem sua origem na existência de interação dipolar (força de van der Waals) 

entre os constituintes do sistema (átomos ou moléculas). Para compreendermos tal difi- 

culdade consideremos um sistema cujas dimensões são pequenas quando comparadas com 
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o comprimento de onda da radiação emitida, ao mesmo tempo que impomos a simetria 

da função de onda do sistema queremos que este seja snficientemrate denso para que pos- 

samos ter uma condição favorável para uma emissão superradiante; porém com o aumento 

da densidade do sistema a interação dipolar entre os seus constituintes cresce consideravel- 

mente (esta interação quebra a simetria de troca de partícula do abtema e destrói o efeito 

cooperativo que leva á emissão superradiante, num tempo muito curto, ou seja menor que 

o tempo necessário para que este efeito cooperativo sedesenvolva ao máximo [3]. A função 

de onda do sistema, é totaimente simétrica (em relação a troca de qualquer par de átomos) 

enquanto que a interação dipolar depende da geometria do sistema e não é invariante pela 

troca de dois átomos quaisquer, ou seja a intensidade da interação dipolo-dipolo é diferente 

para os vários vizinhos de um dado átomo, de forma que a aproodmação de campo médio 

é quebrada. Este problema foi apontado e abordado por vários autores |3], e algumas 

propostas para contornar este problema foram apresentadas,como por exemplo, considerar 

sistemas com uma particular distribuição atômica 

S. Harosche [3], em seu artigo de 1982, fei uma revisão da mmoria dos trabalhos teóricos 

apresentados até então, êle discute os efeitos da interação dipolar e propõe uma particular 

distribuição atômica (circular) na qual a simetria do sistema pode ser recuperada. Ainda 

em 1982, S. Harosche [4] montou um experimento no qual se pode observar a emissão 

de um pulso superradiante de um sistema de dimensões menores do que o comprimento 

de onda da radiação emitida, onde o problema da interação dipolar entre os átomos do 

sistema foi superado usando-se uma cavidade ressonante tipo fhbry-Perot. Esta permite 

que todos os átomos do sistema sintam o mesmo campo, nas suas posições , de forma que 

toda a amostra possa ser tratada como um único sistema quântico, recuperando assim 

a validade da aproximação de campo médio e permitindo que o sistema emita um pulso 

superradiante, antes que a interação dipolar se tome dominante. Na hgura 1 damos uma 

representação esquemática deste experimento: 
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FigA. Representação esquemática da cavidade ressonante Fabry — Perot, 

doa parâmetros geométricos relevantes e a posição da amostra. 

Uma amostra composta de átomos de Rydberg (átomos de Na com o elétron de 

valência excitado com nm grande valor do número quântico principal n) é iluminada por um 

feixe de laser, de forma que transições correspondentes à emissão de radiação de compri- 

mento de onda da ordem de milimetros são observadas. Os átomos de sódio são excitado# 

para o mvel nS 1/2 e a transição observada foi a n5i/a -+ n^Pi/2, com a cavidade ajustada 

para ressonar a frequências associadas a esta transição . O meio ativo (amostra) possui 

um comprimento Z2 - zi < X. Neste experimento é observado um pulso superradiante 

assim como a dependência do tempo de retardo tq (tempo que decorre desde a excitação 

de átomos do sistema até a emissão de um pulso superradiante) nas condições iniciais. 

A maioria dos trabalhos, tanto teóricos como experimentais têm seu interesse voltado a 

temperaturas T « ^ (teórico) assim a relaxação térmica do sistema se dá devido a 
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flutuações do vácuo. Dentre os trabalhos de revisão nesta área (que íasem um estudo 

abrangente do fenômeno) podemos dtar, além daquele de S. Harosche, os de G.S. Agarwal 

(5), Pérsico |6], R. Bonifácio [7j ( particularmente o de 1970, no qual ele fas um estudo, 

tanto quântico como semiclássico da emissão cooperativa de um sistema cujas dimensões 

são maiores do que o comprimento de onda da radiação emitida). No trabalho de A.V. 

Andreev [8] são citados vários experimentos que foram realizados para observar um pulso 

superradiante em vários regimes de frequências. 

Neste trabalho fazemos uma abordagem semiclássica do fenômeno (ausência de cor- 

relações quãnticas ou aproximação de um corpo) levando em conta os efeitos da tem- 

peratura sobre o sistema (ou seja o número médio de fótons presentes no sitema em 

r = 0) e observamos os efeitos resultantes da interação deste sistema com um campo 

eletromagnético (reservoir) para diferentes temperaturas T, o que nos permite ver que 

ocorre uma competição entre a relaxação térmica e a perda de coerência no sistema até 

este atinar o estado final de equilíbrio térmico. 

No capítulo I apresentamos o formalismo usado para a abordagem deste problema e 

é deduzida, na aproximação Markoviana, uma equação piloto para o operador estatístico 

ps{i) do sistema. 

No capítulo II obtemos o Hamiltoniano do sistema -f reservoir (no gauge de Coulomb), 

no formalismo de segunda quantização . 

No capítulo in introduzimos a aproximação de campo médio na equação de hierarquia 

do operador estatístico de p-corpos. 

No capítulo IV deduzimos as Equações de Bloch Não-Lineares (E.B.NX.) e também 

discutimos 0 significado físico dos termos destas equações .Apresentamos também o modelo 

de Dicke jSjassim como uma outra abordagem (o método neoclássico) [6] que possibilita 

obter 08 mesmos termos não lineares que aparecem nas E.B.N.L.. Finalmente no capítulo 

V fazemos uma análise e discutimos as soluções (numéricas) das E.B.N.L. para várias 

condições iniciab e diferentes temperaturas do reservoir. 
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CAPÍTULO I 

L- TEORIA QUÂNTICA DOS PROCESSOS DE RELAXAÇÃO. 

Consider^noa um sistema aberto, 5, em contato com o resto do universo, represen- 

tado por um outro sistema, de forma que possa haver uma troca de energia, partículas, 

polarização , etc; entre estes dois sistemas. Se, inicialmente, o sistema $ não se en- 

contra em um estado de equílibrio, para certas condições que serão especificadas abaixo, 

este evoluirá para ura estado de equilíbrio determinado por condições externas tais como 

temperatura, potencial químico, pressão, etc. A esta gradual evolução para o estado de 

equihbrío chamamos de um processo de rel&xãção . 

Existem várias abordagens para tratar tais processos, neste capítulo vamos considerar 

uma que permite obter a equação de movimento que descreve a dinâmica irreversível do 

sistema 5 e cujo ponto crucial é a introdução da condição de irreversibilidade, já que 

partimos da equação de Liouville quântica que é reversível no tempo. Assim vamos aasodar 

ao sistema global ( 5 + ^ ) um operador estatístico p e usar subsequentemente a técnica 

de projeção de Zvanzlg [9]. 

1.1- O Espaço de Ltouville. 

Consideremos um sistema quântico isolado descrito por um hamiltoniano È definido 

sobre o espaço de Hilbert U. £m mecânica estatística os estados do sistema são represen- 

tados por certos operadores sobre chamados matriz densidade ou operador estatístico, 

que têm as seguintes propriedades: 
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i)pt = ^ 

%i)Trp < 00 (1.1) 

iii)Tr^ < Trp 

Para estadannos a cinemática dos observáveis do sistema é mais conveniente intro- 

duzirmos um novo espaço de Hilbert, ou seja o espaço de LiouviUe, ü,introduzido por 

E)mch [10]. Seja o espaço de Hilbert (finito ou infinito) da descrição microscópica (ve- 

tores de estados) e B()l) o conjunto de todas as aplicações lineares limitadas(operadore8 

lineares) de )( sobre si. Cada estado microscópico pode ser representado por um operador 

estatístico, que é um operador limitado, auto-adjunto, positivo e de traço unitário, definido 

sobre cada operador corresponde a um estado. A sequir consideremos o conjunto: 

£ = {A|/l € B{xy, TtaU < oo}, 

equipado com a forma sesquilinear: 

(Aj, Aa) = TrAjAa. 

Esta forma satisfaz todos os axiomas de um produto escalar sobre o «spaço de Hilbert 

complexo. Sabendo que a norma de um elemento fáe )í e: 

ll/ll = VR7J)I. 

e a distância entre f tg\ g e ó j]/ - jf||, segue que a expressão 

(Ai,A,) = rrAlA, 

gera uma norma positiva definida: 

IIAIU = y/Tr(AU). 
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Assim com a estrutura matemática definida C acima é chamado de espaço de Liou- 

ville, associado ao espaço de Hilbert Desta forma dadas as propriedades do operador 

estatístico, ^ e a estrutura matemática do espaço de Liouville, vemoe que p G ü. 

1.2- Equação de Movimento para o operador estatístico p [11]. 

Vamos definir agora o operador de Liouville também chamado de *superoperador* 

por 

tA=[È,A\, yfA£Í, (1.2) 

e assumimos que L e limitado em £, que decorre da condição de que È e limitado em 

M. Assim a equação de Liouville quântica, também chamada de von Neumann, descreve a 

evolução dinâmica de um sistema fechado e se escreve como 

4 I ^‘) >= ^ I 

Consideremos agora um sbtema global que pode ser decomposto em dois subsistemas 

que interagem entre si; sejam $ eX, estes dois subsistemas, se estamos interessados somente 

na dinâmica de um dos subsistemas é suficiente considerar o operador estatístico redusido 

deste subsistema que é obitido faaendo-se a soma sobre todos os graus de liberdade do outro. 

Assumimos que inicialmente $ e X são não^orreladonados (os sistemas são preparados 

sem interação ), assim o operador estatístico do sistema total em t=0 tem a forma 

P(0)=^s(0)pií(0), (1.4) 

onde ps ^ Pz ^ os operadores estatísticos associados aos sistemas S e X respectiva- 

mente. O acoplamento entre os dois subsistemas pode ocasionar em uma troca reversível 

de energia, polarização , etc.... Vamos considerar que 5 representa o subsistema que es- 

tamos querendo observar, agora para que o operador estatístico Ps descreva um processo 
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irreversível devemos impor condições sobre o sistema Z para evitar que a energia inicial- 

mente transferida do ristema 5 para o sistema Zy retome para o sistema 5 em nm tempo 

finito. Neste ponto fazemos a s^inte suposição (12}: Z possui infinitos graus de liber- 

dade de forma que os efeitos da interação com 5 são totalmente dissipados e desta maneira 

não reagindo de volta em S^e Z permanece descrito por uma distribuição de equilíbrio 

térmico a temperatura constante, independentemente da quantidade de energia e de po- 

larização transferidas de $ para Z. Em outras palavras o snbsistema Zy é conriderado 

macroscópicamente grande (um "rescrvoíV ou banho de calor) representado em qual- 

quer tempo I p>or seu estado micial, ^^(O), que pode ser uma distribuição microc2mônica, 

canônica ou macrocanônica. 

Seja H o hamiltoniano do sistema total, escrito como 

£r = fTo + K, (1.5) 

onde ifo, é a soma dos hamiltonianos dos sistemas S e Zy isto é: 

Ho = Hs-^Hzy (1.6) 

observe que se considerarmos que as partes do subsistema 5 interagem entre si, estas 

interações estarão em H$ e não em V; a mesma observação cabe para fije, desta forma 

estamos considerando que V representa a interação entre $ e Z apenas. È opera no espaço 

de Hilbert Z do sistema total, o qual é definido como o produto direto doe espaços de 5 e 

Zy i.e. Z = Zji ® Zs- 

Substituindo as expressões (1.5) e (1.6) em (1.2) obtemos 

tA A] 

= + [ÈIr^A] -h \V,A], 

de onde decorre que o operador Liouvilliano L pode ser perito como 

L = Lq + tiniy (1.7) 
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com 

Lq — ts tjlf (1.8) 

e Lint e o operador andado à interação entre ZeS. t opera sobre o eq^aço de Lionville 

C do sistema total, o qual é definido como o produto direto doe espaços Zs ^ Cz. Tomando- 

se o traço nas variavéis do reservoir (subsbtema Z) obtemos o operador estatístico leduiido 

^s(i) = (1.9) 

que é o operador estatístico para o subsistema 5. Para obtermos a equação de movimento 

para ^s(t)> ^ conveniente escrever o operador estatúitlco do sistema global como 

p{t) = PsWz{Q) + x(0- (1.10) 

Neste ponto é conveniente fasermos algumas observações sobre a expressão (1.10). Seja 

l^i > um conjunto completo de vetores, em um espaço vetoríal descrevendo o sistema 5, e 

líl* > o conjunto completo do resto do universo, o sistema Z. A função de onda mais geral 

assodada ao sistema global (5 + Z) pode ser escrita como: 

1^(1) > — >, 

ií$|^ > = Eflti >, 

ÈxHi>= 

com c,y(0) = Oibjt e devida a correlações desenvolvidas no decorrer do tempo não podemos 

escrever 

1^.- > = |^< > > . 

Isto significa que neste caso o operador estatístico não pode ser decomposto como um 

produto direto dos operadores estatísticos de cada subsistema; ou seja p não pode ser 

escrito como 

Pz^Pst 
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devido ás correlações que existem entre os subsistemas $ e Z. Desta forma o operador 

na equação (1.10) descreve as correlações existentes entre os dois subsistemas. Observe 

que a equação (1.10) representa a condição básica de irreversíbilidade, pois consideramos 

pz{0) para qualquer tempo. Usando (1.9) segue de (1.10) que: 

Ps(0 = Trzp[i) = Ps{t)Trjipz{0) + Tr^m, 

mas como pje(O) é o operador estatístico associado a um ensemble, assim temos que 

rr;ep;e(0) = 1 e 

Tr/íXÍí) = 0. (1.11) 

Para t = 0, considerando ausência de correlações iniciab, x(0) = 0, temos que 

p{0) = pmpsio) 

o que representa a condição de que para t = 0 os subâstemas S tZ não interagem entre 

si. 

Agora vamos introduair o operador linear P em C que atua sobre p{t) e projeta a 

componente de interesse pji(0)^5(f)i P e definido por 

Pa = PKÍ0)TrjiA, V A € (1.12) 

onde 

Ittx = {A e C\TrzA < oo}. (1.13) 

A partir da igualdade 

p{i) = Pm + (i.M) 

onde /, é o operador identidade, usando a equação (1.12) os dois termos do lado direito 

desta equação escrevem-se 

pf{t) = h{o]TnMt) = pmm. 
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(/-^)p{<) = ^(0 - ^/i(0)ps(í) = x(<). 

0 operador P possui as seguintes propriedades: 

i) p^ = P => P ' idempotente 

ü) P geralmente não é hermitiano para um subspacoilji C Cr. 

Para verificarmcw a primeira propriedade vamos operar duas veies com P 

P^A = 

mas como TtrA não depende das grandezas assodadas a Z podemos escrever 

P^A = PR{0){TrRA)TrR\pRm 

= px(0)TrxA = Pa, 

onde usamos o fato que TtrPrÍO) = 1. Vamos considerar a segunda proppriedade: Como 

já vimos o produto escalar no espaço de Liouville é definido como (A, B) = Tr(AtB), e 

para um superoperador F, limitado em £, seu adjunto é definido como 

(A,FtB) = (FA,B) V A,B G C. (1.15). 

P e hermetiano conjugado se 

{A, PB) = (FA,B). (1.16) 

Vamos considerar que A = Ar Ai t B = BrBs^ assim temos que 

{A,PB) =Tt[A^PB) = rr{At|;;j(0)rr;tB|} 

= rr(Atpx(0)rr;í(BjtBs)} 

= Tr{A^ pR{0)BsTrRBR}t 

olMerve que Tr = TfRTrst « com isto a equação anterior pode ser escrita como 

{AfPB) = rrjerrs[Atpj{(0)BsrrjeB;i] 

= 3’rje[Ajp;í(0)]rr5(A{B5)rrxBjt, 
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por outro lado 

(Pã,B) = TrxAÍTrs(AtBs)TrxlBxMO)h 

então P e h^mitiano se a seguinte condição for satisfeita, 

rrjcB;err;e|A]^^;e(0)} = rrje[fljep;e(0))rr;e|AÍ]. (1.17) 

que nem sempre ocorre (em particular Pf é hermetiano se Bie = aJ), Desta forma P não 

é hermitiano sendo um operador de projeção num sentido menos restrito. 

Vamos agora operar com Pe(I- P)üa. equação de von Neumann (1.3), para obtermos 

um sistema de duas equações diferenciais lineares acopladas: 

= fU(t) 

=p£iPm+(f-í^)mí, (U8) 

e ! 

= (/ - Wm+(/ - (U9) 

Nas equações acima usamos a equação (1.14) considerando que o operador P e indepen- 

dente do tempo; assim (1.18) é a equação de movimento para p$(f) enquanto que (1.19) 

é para x(i). Para escrever a solução formal de (1.19), primeiro int^ramos a equação 

homogênea 

onde x(i) — (f - P]p(i) cuja solução é 

x(t) = 

usando o método da variação das constantes escrevemos 

x(t) = 
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a seguir substituímos esta na equação (1.19) obtendo 

cuja forma integral 

t 

^t) = -i I 

equivale a 

t 

x(0 = (/-^W<) = -i( (1.20) 

Esta equação é a representação integral da equação (1.19); não fizemos uma combinação lin- 

ear desta equação com a solução para a equação homogênea porque consideramos ausência 

de correlações iniciais. Substituindo a equação (1.20) em (1.18) obtemos 

ii[Pf{t)\ = ptPm -i í -/>)£/»;(<'), (1.21) 

a qual é a equação de evolução para Pp{i). Enquanto a equação de evolução para p(t), é 

governada pela equação de von Neumann, a equação para Pp(i) é uma equação integro- 

diferencial com o meemo conteúdo físico. A equação (1.21) pode ser simplificada levando 

em conta que ^jí(9) é uma distribuição estacionária, i.e 

li5«(0), fr«l = 0. (1.22) 

Substituindo a expressão (1.7) para o operador de Liouville, í, e usando as relações : 

Pio = IsP, (1.23) 

P(f-P) = 0, (1.24) 



obtemos a segninte equação para 

=(£s+^ii«)^W + 

i 

- i í l(/ - P)LMP^q. (1.2S) 

Conúderemos o termo PLinti^P{i)i q^e aparece nesta equação , 

PLintPp = pR{0)TrzlffiM, Pz{0)Trn^ 

= pR{0)Trz{BintpJi[0))ps - pR{0)psTrz{HàuPz[0)). 

que se anula pois 

rr£(fr,nt^ji(0)) = 0 (1.26) 

Esta condição não é satisfeita quando os elementos diagonais de Hint não são nulos, neste 

caso o termo PLj„fP corresponde a forças exercidas sobre o dstema S que certamente não 

dão origem a dissipações. Nós assumimos que a parte diagonal de Êitu na representação de 

ener^pa do sistema fi está incorporada em Êq^ desta forma Êint não é diagonal e portanto 

PtiruP = 0. (1.27) 

Substituindo na equação (1.26) a definição explícita do operador P^ eq. (1.13), e tomando- 

se o traço nas variavéis de k sobre ambos os ladc« desta equação obtemos 

t 

•jPíW = -tí/>«(<) - • / - <')/>! («'), (1.28) 

onde o chamado kemel de memória G e dado por 

G(í - í') = (1.29) 

Na equação (1.29) o primeiro termo descreve o movimento livre do sistema 5, enquanto 

que no s^undo termo aparecem os efeitos da interação entre S t k- £«sta é a equação 

fundamental para estudarmos a dinâmica do sistema 5. 
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CAPÍTULO II 

IL-A INTERAÇÃO ÁTOMO-FÓTON, 

No capítulo anterior obtivemos uma equação de movimento para o operador estatwtico 

a qual nos permite estudar as propriedades fáicas de um sistema de interesse carac- 

terizado por um hamiltoniano È. Neste capítulo obteremos o hamiltoniano de N átomos 

interagindo com um campo eletromagnético, os N átomos constituem o sistema 5 que estu 

daremos, enquanto que o campo eletromagnético fas o papel do “reservoir*, Z. Partindo 

da hamiltoniana clássica de um elétron num campo eletromagnético, generalisaremos para 

N elétrons, e em seguida escreveremos o hamiltoniano em termos de operadores de campo. 

Este hamiltoniano é bastante comum na literatura que versa sobre assuntos tais como 

superradiância, superfluorescênda e de uma forma geral nos textos reladonados à teoria 

quântica dos processos de relaxação . Vale observar também que a partir deste hamiltoni- 

ano podemos obter o hamiltoniano do modelo de Dick (6]. Podenamos ter assumido este 

hamiltoniano como ponto de partida, porém as aproximações e considerações envolvidas e 

que levam à sua obtenção são bastante interessantes, por causa da necessária consistênda 

das aproximações que serão feitas na equação de movimento de Ps(í). 

Consideremos então a hamiltoniana clássica H de uma partícula não relativística de 

massa m e carga -e, na presença de um campo eletromagnético representado pelo potencial! 

vetor A(x) e pelo potendal escalar ^(x) 

^ = ^(P - + '^(W) + (2.1) 

onde V(lx|) pode ser considerada como sendo a energia potendal eletrostática ( estamos j 

trabalhando no sistema C.G.S.). Iremos agora considerar o campo eletromagnético sem ^ 
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fontes, ou seja 

= 0, (2.2) 

e usar o *gauge” de Coulomb 

= 0, (2.3) 

onde a equação para A(x) pode ser expressa inteiramente em termos da corrente transver- 

sal ou seja temos 

^ ^ c* di^ ~ c ***’ 

a partir das equações de Maxwell [13]. Reescrevendo a equação (2.1), levando em conta 

(2.2), obtém-se 

^ = Is + -,í (AP + (M 

A quantiiação desta hamiltoniana é feita fazendo-se a correspondência usual entre *c- 
I 

number -► q-number", 

p -»-tftV, 

assim 0 comutador 

(A(x),pj =->av.A, 

juntamente com (2.3) permitem escrever a hamiltoniana (2.4) como 

+ + (2.5) 

Para N átomos ( considerarando que cada átomo possui um único elétron) o hamilto- 

niano atômico é dado por 

= Ê ê+£ + i ''(I**- - (2.6) 
»=i *=i »>7=i 

(desprezamos o movimento dos átomos e tomamos o centro de massa situado no núcleo); 

os termos restantes irão descrever a interação entre os átomos e o campo. 

HifU — Sjint d" Hjjint 
N 

»=J 1=1 
(2,7) 
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lLl'5eyt{nda Quantização do Hamiltoniano Ha 

No formalismo de segunda quantisação a função de onda eletrônica ^(x) toma-se un 

operador de campo [14]. Decompomos $(x) num conjunto completo de funções ortogonaií 

(2.8] 
3 

= 5^ 4^iW» (2.9; 
1 

onde a|, é um operador de criação e ay (seu hermitiano conjugado) um operador d< 

destruição de elétrons. Como estamos trabalhando com um sistema fermiônico (os elétronsl 

08 operadores obedecem à regra de anticomutação , 

{ í(x), ít(y) } = í(x)çt(y) + $t(y)^(x) = í(x - y), (2.10; 

e considerando o grau de liberdade do spin ou de polarização temos: | 

{ í«(x), ^J(y) } = 5a^6(x - y), (2.1l| 

{ ^«(x), í^(y) } = { íííx), tj(y) } = 0, (2.121 

O operador hamiltoniano neste formalismo é escrito como 

^ - j íí*x$^(x)5i(x)'í(x) + 

+ iy d^xd^x'’ít(x)íft(x^)K(x,x')t(x^)^t(x), (2.13] 

onde Hi (x) e V(x,x') são operadores de um e dois corpos, respectivamente. Consideremos 

agora o hamiltoniano dos átomos Haí onde vamos desprezar a interação entre os elétrons 
I 

o termo X)í>i=i ''"(N “ segunda quantização é obtido aubstituindd 

0 hamiltoniano usual da equação de Schrodinger ! 
1 

fli» = (-^V* + V(*)) = (2.14| 
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em (2.13), resultando em 

Hi = jií»x«'t(x)fl,í(x) = Iá>xít{x)4r(x) 

N 

.5 
(2.15) 

As funções ^(x) que aparecem na expansão de \P(x), eq.(2.8), são soluções da equação 

de Schrodinger para o elétron livre, 

^(x) = (2.16) 

onde V,é o volume de integração . Nas expressões (2.8) e (2.9) subentendemos que o indíce 

j inclui a soma sobre a polarização do campo. 

Substituindo (2.16) em (2.8) temos 

t(x) = ÇakV-^e*-*, 

^t(x) = Çttív-ée-*** 

que substituídas na equação (2.15) dão: 

(2.17) 

O índice i corre sobre os N átomos do sistema e a energia hw está assodada ao vetor de 

onda k através da relação 

Ato = (2.19) 

isto mostra claramente que a soma em k equivale a somar sobre oe níveis de energia dos 

átomos. Para obtermos a expressão em segunda quantização do hamiltoniano de interação 

, eq.(2.7), necessitamos da expressão do potencial vetor A, portanto vamos considerar 

agora a quantização do campo eletromagnético. 
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U,Z-Quantização do Campo Eletromagnético Livre. 

As equações de Maxwell no vácuo são escritas como 

V.E = 0, V.B = 0, 

e 08 campos E e B podem ser escritos em termos dos potenciais A e 

(2.20) 

c at 
Wif> B = V X A, (2.21) 

assim a densidade de Lagrangeana do campo eletromagnético é dada por 

L (2.22) 

Como estamos considerando o campo eletromagnético sem fontes, <^ = 0, temos 

= (í-23) 

e lembrando que estamos trabalhando no *gange* de Coulomb, as equações (2.22) dão as 

expressões para o campo eletromagnético transversal. De (2.23) podemos obter o momento 

canônico II conjugado a A 

dJjcE 1 ^A 
n = 

ã(^ 4xc3 dt ’ 

que é usado para escrever (2.23) como 

Lcb = - ^(V X A)\ 

(2.24) 

(2.25) 

a partir da qual obtemos a densidade de hamiltoniano )Ice ® o hamiltoniano Hqe do 

campo livre como 

UCB = 2«“n» + ^(V X A)“, Hce 
-í 

d^xH, CE (2.26) 



respectivamenke. Consideremos agora que o campo eletromagnético satisfaz às condições 

de periodicidade sobre as faces de um cubo de lado L e de volume K, as transformadas de 

Fourier de A e II, são 

A(x.í) = = Ç)Ay{<)ei,ui,W 

(2.27} 

nny = -nik,-, 

(2.28) 

onde 

«k;W = 

são vetores de base representando ondas planas,com o vetor número de onda 

2jr, 
= + jn» ++kn,) nx, »y, n, = 0,±1,±2,...; 

os versores Cki e eka são perpendiculares ao número de onda k com propriedades 

®kj — ®k/ — ®—kj‘j ®kj»*ky' — ^33, i k.Ckj — 0, (j — 1,2). 

Junto com k formam uma base, com isto obtemos a decomposição do campo eletro- 

magnético em um conjunto discreto e infinito de modos normab, caracterizados por um 

dado vetor de onda k e índice de polarização j. 

A quantização é obtida considerando Aky e Ilk/ como operadores com regras de 

comutação 

|Akj(í), nk'y'(í)l = »*úkk'úyy/. (2.29) 

No entanto a introdução de novos operadores, iky e &!.kyj (2.27) e (2,28), 

Aky(0 = (^)Mtky(O + élky(f)], (2.30) 

nky(0 = tujb = ck, (2.31) 
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com as regras de comutação 

[6kjjèk<í'] = l^kjí^Lj'] ~ (2.32) 

á conveniente para o tratamento formal assim como para a interpretação ásica. 

Substituindo a eq.(2.30) na eq.(2.27) temos o potencial vetor quantizado 

A(x,í) = + »tk,(0). (2.33) 

que substituído na expressão (2.26) dá a seguinte expressão para o Hamiltoniano do campo 

eletromagnético quantizado livre 

Hce “ ^ Ç i). (2.34) 

As relações de comutação (2.32) são características de operadores bosônicoa, desta forma 

a eq.(2.34) exibe a equivalência do campo eletromagnético livre com um conjunto de 

partículas bosônicas. As expressões para os campos elétrico e magnético seguem dire- 

tamente de (2.33) e (2.21), com ^ = 0. 

Os autovalores normalizados de Hcst eq.(2.34), podem ser escritos na representação 

de fbck como Inkijij^ikajai— > de forma mais compacta como [{nkj } >, onde cada 

nky é um número inteiro e positivo. Nesta notação representamos o autoestado de Scb 

caracterizado por nkij, bosons no modo do vetor de onda kj e de polarização «k,ji,nk*yy 

bosons no modo do vetor de onda k} e de polarização Ckaj, etc.... Estes bosons que vão 

constituir o campo eletromagnético são chamados fótons. Usando as relações de comutação 

, eq.(2.32), pode se mostrar que [15) 

^kij K^kj} \Z*^kiy l^kiji» Wk*yji •••! **kiy ~li”'^i (2.35) 

|{^ky) ^^kij "b ^l^ki/i> ^kjyj> •••j ^kiy (2.36) 

4iy- ^k,y |{»kj) >= nk,y ({nky} > . (2,37) 
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A ação do operador 6k|j «obre um autoestado de Ece aniquila um fóton no modo k/;i, 

enquanto que a ação de cria um fóton neste modo; por isso os nomes de operadores 

de criação e de aniquilação para eh respectivamente. O operador fc]-6kjy é chamado 

de número de fótons pois seu autovalor fornece o número de fótons nk,y no modo (kiji). 

n.3-5<^unda Qxtantização do HamiUoniano dc Interação : Áiomoê-Campo. 

O Hamiltoniano de interação dos átomos com o campo é dado pela expressão (2.7). 

Neste trabalho não vamos considerar o termo (5^t)A^ pois quando se trabalha (em nosso 

caso) com sistemas cujas dimensões lineares são pequenas comparadas com o comprimento 

de onda da radiação emitida este termo não modifica a dinâmica do sistema[16]. Para 

obtermos o Hamiltoniano de interação era segunda quantização substituimos a expressão 

para Hint dada por (2.7) no primeiro termo do lado direito da expressão (2.13) correspon- 

dente ao operador de um corpo, usando (2.34) e tendo em vista (2.28), obtemos 

N 

=- O X X X +‘wWi 
i,f,s=J kiji íaj9 kj 

(2.38) 

onde usamos as expressões (2.8) e (2.9) para os operadores de campo í e Çt e as autofuções 

{^kj'(x)) dadas por (2.16). 

Vamos reescrever a expressão (2.38) como 

N A I 

\ ^ ^ ^ ^ ^ i^^t,{,«.ky.kijx.kayi ^tkijx ®íkaya[^—ky(0 "b ^ky(t)], 

ly k»Jj kaí» 

onde 

(2.39) 
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é a constante de acoplamento átomos-campo. Como não estamos considerando a interação 

entre os diversos átomos, as funções de onda dos elétrons não se superpõem e com isto os 

operadores associados a diferentes átomos comutam entre si, ou seja, estas funções de onda 

são ortogonais, desta forma podemos reescrever as expressoões (2^9) e (2.40) colocando o 

índice no lugar de / e s e somamos sobre i. Vamos introduzir agora na expressão (2.40) 

a aproximação de dipolo: Os <^ikj representam funções de onda dos elétrons que estão 

centradas num ponto Xot (núcleo atômico) e com valor apreciável apenas num volume 

(Ai)^ em tomo de xoí; assume-se que a onda plana Uk(x) associada ao campo possui 

um comprimento de onda muito maior do que as dimensões do átomo, ((Az)^), portanto 

Uk(x) variará muito pouco dentro deste volume de integração . Para se ter uma idéia 

as frequências que provavelmente influenciam o movimento atômico no domínio óptico 

correspondem a comprimentos de onda da ordem de 10^ A®, enquanto que as dimensões 

atômicas são da ordem de 1 A® [5|. Desta forma nós podemos assumir que os {«ki(3c,)} 

são constantes dentro do volume de integração o que permite escrever (2.40) como 

Agora vamos calcular o elemento de matrii que aparece nesta espressão, para isto usamos 

F-mx-^[Ü,x], (2.41) 

e calculamos os elementos de matriz 

< kilP.ika >= ‘íwwfcifc» < ki|x,lka >, (2.42) 

onde 

Wkikt 
- Ekt 

h 

Substituindo a expressão Uky(x) que segue de (2.27) e usando a relação (2.42) na expressão 

para g obtemos, 

Çi,kjykijuk%ji (2.43) 

24 



onde 

V = (2.44) 

e 

Pkik.l =< kilociiia >, (2.45) 

Retomando as expressões (2.18), (2.34) e (2.39) obtemos o Hamiltoniano para N- 

átomos (de nm elétron com infinitos níveis de energia) interagindo com nm campo eletro- 

magnético externo com mfinitos modos, ou seja: 

H —Ha + Hce + Hint = 
N . . 

^ ^ Afff.ky,kiyi,k,y3fll]ijy,«ik>y3[5litjf(í) + ^ky(0]i 
*=i kj ktji kjja 

onde a energia do vácuo ^ Y!,kj considerada. 

n.4- O Átomo de Dois Nmis de Energia. 

(2.46) 

Vamos supor que os átomos do nosso sistema possuem somente dois níveis de energia, 

neste caso a soma que corre sobre os índices ki e nos termos correspondentes ac« 

operadores dos átomos só, na equação (2.46), contribuem com dois termos, 1 e 2, e levam 

à seguinte expressão para o Hamiltoniano de N- átomos de dois níveis jAp.B]; 

H . If . 

^ = tí>0 ^sf + AÇ tüfcòiytkj + )(^lki + *'ki), (2.47) 

onde s+,s“ e s* são os operadores de momento angular para s = 1/2. Esta é a expressão 

para o hamiltoniano que usaremos em nosso trabalho. 
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cAPÍTxn,o m 

m.- EQUAÇÃO MASTER PARA 0 OPERADOR ESTATÍSTICO DE P-CORPOS, 

NA APROXIMAÇÃO DE CAMPO MÉDIO DE UM CORPO (NÃO CORRELACIONADA}^ 

0 operador estat^tico ps contém toda a informação sobre um sistema de iV-átomos. 

Para átomos de dois níveis, possui 2^^ diferentes elementos de matria e a matriz densidade, 

reduz-se a um pequeno espaço gerado por JV + 1 estados simétricos (3). Portanto toma-se 

muito trabalhoso determinar este objeto matemático (operador estatístico ps) o qual nos 

permite, em princípio, calcular os valores médios dos observáveis do sistema atômico. No 

entanto estando nosso interesse situado no estudo do processo de emissão individual segue 

que as correlações entre os átomos não precisarão ser consideradas. Neste espírito vamos 

obter neste capítulo uma equação de movimento para o operador estatístico de p-corpos 

(1 < P < Ppy O qual dependerá íuncionalmente do operador pp+t de (p -f 1). 

coipos. Agora iremos considerar os átomos do sistema no estado coerente inicial j^o > 

(ío < ir) e obter uma hierarquia de equações na aproximação de partícula independente 

com ausência de correlações . 

in.l- Rierarquia de Equações para o Operador Estatístico de p-Corpos pp (ISj. 

A equação piloto para o operador estatístico de jV-corpos, ps{t) é dada por 

I 
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N N 

PN{t) = - 2sJpnPn4 + P/f«í«7)íl + n(^tüo)| + 

14=1 

N 

-70 " 24/)írPAr«7 + pwfir^/H/3tüo); (3,1) 
i^=l 

cuja dedução está do apêndice C, considerando o caso de temperatura T = Oj (s^e de 

(C-46) que n(/ftoo) = 0) a equação (3.1) reduz-se a 

N N 

h{t) = Pn] - 70 ^(a.^sTpAT - 2sJpNsf + PNsfsj), (3,2) 
t=J uj=l 

Assim o campo de radiação , no estado de vácuo, interagindo com o sistema atômico é 

um reservoir a temperatura nula, com isto fica descrito 0 processo de emissão espontânea 

com relaxação . Vamos definir agora a taxa de radiação /(t) como a taxa de variação da 

energia do sistema atômico [5], ou seja 

I{i) = -^-^'^Trsipsiit)] = -wo~ < s*(0 > • (3.3) 
i t 

Multiplicando os dois lados da equação (3.2) por s„ tomando-se o traço sobre as variáveis 

do sistema e usando as relações de comutação (B-17), ou s^a 

I4,íj| = ±JU?íi,-, K = 1, (3.4) 

obtemos 

^ < «í > + 5^7ü{ < (3.5) 

} 

agora substituindo esta em (3,3) verificamos que a taxa de radiação é dada por 

I(t) = 2woJ^ 'Ui < s} {t)sj (0 > , (3.6) 

Considerando as características da radiação emitida em t = 0 e fazendo a aproximação 

de grandes comprimentos de onda, (C-82), obtemos 

7(0) = 2wq'}o<S^Sj- >0, (3.7) 
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onde 5+ e 5“ são os operadores coletivos introduzidos no Apêndice B, eq.(B-30), e < >o 

refere-se ao valor médio no estado inicial. Vamos calcular /(O) quando os átomos estão 

inicialmente em estados coerentes de Bloch [14] 

/>Ar(0) = = n^il^o ^0 >*i< ^0 ^oji (3.8) 

na ausência de correlações onde j^o ^ > e dado por 

|ío,#o >i = co.(|)e-^«/»|+ >i + >,, (3.9) 

e 1+ >,• e j— >,• são os estados excitado e ftmdamental do i-ésimo átomo respectivamente. 

Substituindo (3.8) em (3.7) e escrevendo 

S*S- = V + y, >t>7< (3-10) 

obtemos a seguinte expressão para a intensidade da radiação : 

/(O) = 2i«,oAr«n»(^){l + {N - 1)mí»(^)}; (3.11) 

para ® grandes valores de N temos 

/(O) a 

0 que mostra que um sistema excitado para um estado da forma (3.8), (com = |) dá 

origem a uma emissão superradiante caracterizada por ser proporcional ao quadrado do 

número de átomos. Note-se que o estado inicial (3.8) com Ôq = e possuidor de um 

momento de dipólo máximo, pois 

N 
< 5+ >0 = "2 í«n(^o)cí>«(^o)f 

e 

N 
< 5“ >0 = y5en(^o)«««(^o). 
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Este tipo de emissão é conhecida como snperradiância de primeira espécie e é devida ao 

fato de que o sbtema possui iniciabnente um momento de dipólo finito. Consideremos 

agora a equação (3.2), o operador estatístico de p-corpos, (p < é obtido de pst 

tomando-se o traço sobre as coordenadas das partículas restantes, ou seja 

Pp - rrp+i,p+3^...^jv(p), (3.12) 

onde rrp+i,p+3,...,i^, indica o traço sobre as coordenadas dos (p-f-1), (p + 2), ..., JV-ésimo 

átomo. Considerando (3.2) e (3.12), obtemos a seguinte equação 

N 

—Pp — ,p]+ 

i=l 
N 

+ 7o V - 2Sj p//st + p//fitfiy), (3,13) 

que pode ser reescrita como 

p N I _ 
—Pp = -1- ^ }^^(p+l),(p+2),...,nl5f »pj + 

f=l i=p+l 

+7o{ ^ + Y1 

X rr(p+i),(p+2),...,»(«?■- 2sJpNsf -h Pn4^J)-^ 

-f ]T rr(p+,),(p+a)....,„(fi?-fi7pjv - 28rpNsf + Pífstsr). (3,14) 

p+í^<N 

Nos termos em que o índice da soma coincide com o índice do traço , podemos usar a 

propriedade cíclica deste último, como por exemplo 

N 

Y^ rr(p+i)j(p+3),.,.,jvl3/^®,’jP] = Y1 ^ 
i=l>+l í=p+l 

s 

= y, ^'■(p+i),íp+3),....íf(«?'*rp - 4^ip) 
. »=p+i 

= 0, (3.15) 
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e desta forma os termos onde aparecem somatdrias 

N 

E. 
i=P+l 

E ■ 
P+l<»ríÍ<W 

são identicamente nulos. No segundo menbro da equação (3.14), o segundo e terceiro 

símbolos de soma podem ser escritos num só termo se trocarmos t -+ jf, assim a equação 

(3.14) reduz-se a: 

P r 

-Pp(t) =ÍW^Vl3j-3f,Pp] -f- 'ro{V(sí'3rpp - 28jPp3f + Ppst3j] + 

i.í=l 

+ ^ ~ ^ ~ )}(3.16) 
KKp 

P+Í^J<^ 

Vamos agora simplificar o ultimo termo desta expressão: Como todos os átomos são 

idênticos segue que todos os termos em 5Zp+i<kjv« ^ mesma contribuição , portanto 

como 

T 1 = {N -p), (3.17) 
P+^<N 

e usando a propriedade uclica do traço no termo —2sJpsf^ a equação (3.16) escreve-se 

Pp(0 

p p 

= -ÍW^y^[8Í3i,Pp\ - 7o ^(s/37/>p - 23jPpSt 

M=I i 
P 

— 7o(^ - p)r^p+i{^p+il]^^i^ »pp+ij + A.C.), 

+ pp4^7) + 

(3.18) 

onde A.c. e o termo adjunto do anterior. Esta equação mostra que o operador estatístico 

de p-corpos, />p, depende funcionalmente do operador estatístico de (p-f- l)-corpos, e é uma 

característica geral dos sistemas de muitos corpos. Para obtermos um sistema de equações 

fechados nós devemos romper a hierarquia destas equações, tornando-se necessário efetuar 

uma aproximação apropriada sobre o operador estatístico de (p+ l)-corpos. Consideramos 

que o operador estatístico de p-corpos, pp, se constitua de um produto de operadores 
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estatísticos de um corpo. Nós nos referimcM a esta aproximação como a * Aproximação de 

ausência de correlação ", ou "Aproximação de Campo Médio", 

Pp = n<=iPi(0- (3.19) 

Por exemplo o operador estatútico de dois corpos pode se escrito como 

^(1,2) = P\[l)pi[2) + x(l|2), (3.20) 

onde 

/>i(l) = rra/?2(l,2)cpi(2) = Tnp2{l,l), (3.21) 

e X contém as correlações existentes entre as partículas 1 e 2; ao assumirmos a aproximação 

(3.19), estamos considerando que x ser desprezada para certas condições iniciais em 

que o sistema pode ser preparado. Uma equação para o operador estatístico de p-corpos, 

Pp, pode ser obtida de (3.1), seguindo o mesmo procedimento usado na dedução da equação 

(3.2), ou por observar que o termo que é multiplicado por n(;9«?o) em (3.1) pode ser obtido 

de uma íorma sistemática trocando os operadores sf -* sj e «t —» na expressão que 

é multiplicada por [1 + n(^tuo)], desta íorma s^ue diretamente de (3.18) que 

p p 
Pp(0 = - lio Y^Í4^7Pv - 2s7PpsJ- + PpSÍ37)[l + n(^Wo)] + 

i=l IJ=1 

- 7o(^-p)rrp+i{Sp+,|Vs/',Pp+i] + /i.c.}[l + n(^u;o)] + 

p 

-7o V(«74/'p - 23+Ppí7 + Pp^Js^W^Oq)^ 

p 

— 7o(iV — p)Trp+i(Sp^i(^^s,. ,Pp+i] + /i.c.)n(^u?o)» (3.22) 

*=i 

esta se caracteriza por ser uma equação não linear nos termos multiplicados por (N — p). 
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CAPÍTULO IV 

I.- EQUAÇÕES DE BLOCH NÃO LINEARES PARA A MAGNETIZAÇÃO E SU- 

PERRADIÂNCIA . 

Vamos passar ao estudo da dinâmica de um átomo genérico do conjunto dos i\T-átomo8 

do sistema considerando p = 1 na equação (3.22) que vai descrever o comportamento 

de um átomo imerso no campo médio dos {N — l)-átomos restantes, onde todos os V- 

átomos interagem com o reservoir. Como iremos trabalhar com o operador estatístico de 

um corpo, de um átomo de dois níveis, será introduzida uma base completa de operadores 

hermitianos, construida a partir dos operadores s~ e s, de spin 1/2 junto com o 

operador identidade I, Nesta base é possível decompor o operador estatístico de um corpo 

com 0 intuito de obter um sbtema de equações diferenciais não lineares de primeira ordem, 

acopladas, conhecidas como Eiqnações de Bloch Não Lineares (E.B.N.L.). Ihmbém iremos 

apresentar uma outra abordagem conhecida como método neoclássico [6], o qual permite 

obter 08 mesmos termos não lineares que c^arecem nas equações de Bloch más onde agora 

0 campo eletromagnético é tratado classicamente, enquanto que as variáveis atômicas são 

consideradas como objetos quânticos. Estes tratamentos serão aplicados ao modelo de 

Dicke que descreve o fenômeno de superradiância. 

rV.l* EqiMÇÕ€3 de Bloch Não Lineares para a Magnetização . 

0 operador estatístico de um átomo é obtido de (3.22) fazendo p = l, ou seja 
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Pi = -ittÍTiíísríPil - - Zs^pisf + /7is}-í7){1 + n(^u>o)J + 

-Tfolpo - V^~^)rr»{í4[aí,pi(l)/),(2)1 + A.c.}|l + n\fiwo)\ + 

-Tfo(«r«íí>i - ^iPi^T + Pi«r4W*«o) + 

-1fo(po - K~^)Tr3{4lar»Pi(l)Pi(2)i + A.c.}»(^u>o), (4.1) 

onde usamos a aproximação de nm corpo (ausência de correlações quânticas) para o oper- 

ador estatístico p2{l,2), 

P3(1)2) = pi(l)pi(2), (4.2) 

e Tra representa o traço sobre os operadores da partícula 2, Os termos dentro do sinal do 

traço na equação (4.1) podem ser agrupados e com isto esta equação redur-se a 

p = - - 7o(5‘*'5“/) - 2fi"p5'‘' + ps+s")!! + n(^tíJo)j+ 

— 7o(s"s'‘'P - 2s*ps~ + />5“s+)n(^inD) + 

- 'loifo - í" > >}. (4.3) 

e como todos os operadores são de uma partícula genérica não se toma necessário manter 

08 índices. O último termo desta equação é quadrático no operador estatistlcx), porque 

<a~ >= Tr{8-p), (4.4) 

isto mostra a sua naturesa não linear. No Apêndice B introduzimos os autovetores |2 > e 

jl > representando respectivamente o estado exdtado e fundamental de um átomo de dois 

níveis, aqui vamos representar estes estados por |4- > e j— >, autoestados do operador s®, 

c da teoria geral do momento angular temos que 

5+1+ > = 8-|- > =;0, (4.5o) 

s+|->= !+>, (4.56) 
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3“1+ > = 1- >, (4.5c) 

s^±>= ±|l± >, (4.5d) 

onde 08 operadores 3+, 3“ e 3, estão definidos no Apêndice B. Os estados 1+ > e j— > 

são ortonormais, ou seja 

<+!+> = <-!->= 1, (4.6o) 

i 

<+!-> = <-!+>= 0. (4.6i) 

Vale observar que estes estados correspondem a uma notação conveniente dos estados 

li, m >, onde j = 1/2, m = ±1/2, com 

3=‘=|i,m>= li(i + l) - m(m±l)p/*|i,m±l/2>, (4.7) 

3afi,m>= m|i,m>. (4.8) 

a partir das quais segue as equações (4.5). Com os operadores 8+, s es, podemos 

construir uma base gerada pelos operadores 

o, = i(/ + 2í.), 

O2 — ~ 23,), 

0, = + «-). 

0. = - 0-). 

ou inversamente 

1 
3, = = í(Oi - O3). 

Os operadores Oi são hermitianos, 

Oi = OÍ. 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(<14) 
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e satbfaíem á condição de ortonormalidade na definição de produto interno 

< Oi\Oj > = TrOiOj = ^ < m\OiOj\m > = 
m=-,+ 

(4.15) 

que é de imediata verificação usando as definições (4.9) a (4.12) e (4.5). Nesta base o 

operador estatístico de um corpo p pode ser escrito como 

P(0 = (4.16) 

onde a dependência temporal de p[i) está nos coeficiente da expansão tü,(<). Substituindo 

esta expressão em (4.3), multiplicando em seguida os dois lados por O,- e calculando o traço 

obtemos um sistema de quatro equações acopladas para os coeficientes 

. 4 4 
w^j(í) = -tio.y^uí,rr0y[s+5',0,) - 7|1 + n()9tüo)]^ty,rr0,(s+5"0, - 2s“0,s+ + 0,-s+s' 

t=i t=i 

~~ lon[^xDo) ^ WjTrOj{8 s‘^0» - 2s"^C>ís + 0,s s"^) 4- 

feí 
4 

-7o(po - V-')^tí;irrOy{<s->l5+,Oíj + < 3+>}, * = 1,2,3,4, (4.17) 
»=i 

onde 

< 5± > = Y,WiTr{s^Oi), 

í=j 

porém a condição de nomialisação do operador estatístico p(í), 

+ 4^ 

Trp{t] = ^ = “1 +«^ =1. 

(4.18) 

(4.19) 
m= í=l 

vincula 08 coeficiente u>i e tüs e com isto o sistema se reduz a três equações acopladas. 

Os cálculos são feitos no Apêndice D, aqui apresentamos as equações obtidas para estes 

coeficientes 

éi = -27o(1 + n)wi + 27o»«>3 - 7o(Aj - V ^)(toÍ + lüj), (4.20) 
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Ú2 = 2to(1 + n)wi - 27ontü3 + 7o(/>o - V-^){ivl + u/J), (4.21) 

u»3 = - 7o(l + 2n)tü3 + 7o(po - - tüa), (4.22) 

tÒ4 = -w^ufz - 7o(l + 2n)t04 + 7o(po - K"^)uí4(«;i -u^q), (4.23) 

lembrando que pa = N/V e a densidade atômica. 

Vamos introduzir a definição da magnetização macroscópica M [12] dada por 

Mj = ipoTff < <^í >1 A = 1, (4.24) 

onde i = x, y e x e 7^ e a razão ^omagnética. Usando as expressões em (4.13) e a 

equação (4.15), obtemos de (4.24) que 

* 2 

Af, = pQ'lgTr{ssJ2^i^i) = (4.25) 

1 
Mg = PolgTr{sgJ2^i^i) = 

* 1 

Mm - polgTr{sM'^WiOi) = ^Po'1g{Wi - W3). 

(4.26) 

(4.27) 

Substituindo as equações (4.20)-(4.23) em (4.25)-(4.27) e como toi + toa = 1, conforme 

a equação (4.1&), obtemos: 

Af. = -WiM, - ^ + 7--- / 
•*3 Polg 

Mu = WíMj, 
Mm 

+ 1 
Po - V-^ 

Polg 
M„Mm, 

,V 7/^7<r _ ^Po_z_XZÍ 
2 

onde 

r, = [27(» + j)]-s 

T, = l7(n + ^)rs 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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são tempoe de relaxação térmica e 

7 = 27o. 

A equação (4.30) sem o termo não linear tem como solução : 

M.(i) = _ 1). 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

e para tempos muito grandes seu valor de equlLbrio é 

Ma[t_oo = AG(OO) = -y7ff7Ti. 

I^endo a mudança de variáveis 

X = Y = ^, Z = Z(oo) = (436) 
1, Ia 7í ' 1, ‘ ' 

usando (4.35) e multiplicando os dois lados das equações (4.28)-(4.30) por wi~^^ podemos 

reescrever este conjunto de equações como 

X = -^Y - ^ +   —XZ, 
7 7J3 fú 

Y = ^x - ^ + ^ ~ 
7 1^2 Po 

^ ^ _z -JH _ + r»), 

(4.37) 

(4.38) 

TTi Po (4.39) 

onde o tempo é medido em unidades de 7“^ assim temos uma variação temporal adimen- 

sional, e X, Y e Z possuem dimensão de densidade. 

IV.l.l-Eqtuições de BlocL 

Consideremos a parte linear do sistema de equações (4.37)-(4.39), 

X wl 
[J X i], 

1T2' (4.40) 
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(4.41) 

onde 

1 
|Jxí), - 

Y 

TT,' 

Z - Zioo) 

TT, • 
(4.42) 

j = xi + y} + zi (4.43) 

á chamado de vetor de Bloch. O conjnnto das equações (4.40)-(4.42) foi primeiramente 

introduzido fenomenologicamente por Bloch (1946)(18j e posterionnente justificado micro- 

scopicamente por Bloch e Wangsness (1952)[19jj este sistema é conhecido como Equações 

de Bloch. A principal característica do processo de relaxação é a sua descrição em termos 

dos tempos de relaxação , Ti e T^. Vamos discutir a natureza áedca destes tempos: Con- 

sideremos as equações (4.40)-(4.42) sem os termos que descrevem o processo de relaxação 

X= -V, 

Y = X, 

Z = 0, 

(4.44a) 

(4.446) 

(4.44c) 

o vetor J precessa livremente ao redor do campo estático Ho com uma frequência W£,, 

A componente Z permanece constante e X e Y giram, com módulo constante no plano 

z — y. Introduzindo a interação do sistema de spin com a vizinhança, este relaixará para o 

equilíbrio térmico e seu comportamento será descrito pelas soluções das equações (4.40)- 

(4.42), ou seja: 

X(t) = X(0)sen(wi,i -f ^)c“‘/^», (4.45a) 

Y(i) = y(0)cos(iüLt + (4.456) 

m = 1^(0) - ^(oo)]e-‘/r^ + Z(oo), (4.45c) 

onde <f> e uma fase inicial. Estas equações mostram que ^(1) e Y(í) tendem assintóticamentel ^ 

a zero e Z{t) alcançará seu valor de equilíbrio Z(oo). Desta forma Ta está relacionado a 
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relaxação de X(i) e ^(f), os quais são ortogouzds a Ho, e por esta rasão 7a e chamado 

de "tempo de relaxação transversal”; enquanto que Ti está relacionado com a relaxação 

da componente longitudinal Z de J e desta forma é chamado de "tempo de relaxação 

longitudinal*. 

A rasEo porque X{i) e F(f) vão a sero quando o sistema atinge o equitíbrío térmico é 

devido ao fato de não haver uma direção transversal preferida, A direção das componentes 

transversab individums variam aleatoriamente de um átomo para outro de forma que a 

resultante é nula. Por sua ves a componente longitudinal Z{t) não é nula no equilíbrio 

térmico devido à simetria axial do sistema, mantida pelo campo magnético estático Hq, o 

qual produs uma diferença de energia entre os dois níveis que está associada à diferença de 

população destes no equilíbrio térmico. Observamos que nestas equações os tempos Ti e 

Ta dependem da temperatura; usando a expressão (C-44) podemos escrever a componente 

Z(oo) como: 

Z(oo) = (4.46) 

e desta forma vemos que a diferença de população dos estados de spin ou de partículas nos 

estados |+ > e ]- > depende da temperatura do reservoir. 

IV,2.-Descrição Clássica da Emissão de Radiação de um Sistema de N-Átomos (6]. 

Nosso objetivo nesta seção é apresentar uma descrição semiclássica do comportamento 

dinâmico do modelo de Dicke para N-átomos na ausência de um campo externo e as- 

sim obter os mesmos termos não lineares que aparecem nas equações (4.37)-(4.39). A 

abordagem é chamada "neoclássica" (6] e supõe que o campo eletromagnético seja de- 

scrito clássicamente, enquanto que as variáveis atômicas são consideradas como objetos 

quânticos. As componentes dos operadores de dipolo são substituidas por seus valores 

! 
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médios, que tem o mesmo papel das componentes dos dipolos clássicos [20]. Seguindo 

esta linha vamos calcular o campo elétrico Ej(t), que atua no hésimo átomo, gerado pelos 

dipolos elétricos oscilantes associados a todas as fontes (átomos de dois níveis) presentes no 

sistema. Primeiro vamos escrever a contribuição para E((t) devido a fonte m, com m ^ f, 

a qual representamos por £im(0* ^ dipolo oscilante clássico associado ao m<ésimo átomo 

él211 

Dra(t) = < eqm >t = (447) 

onde qm « a média do operador posição da carga eletrônica do m-ésimo átomo, conforme a 

equação (2.45), onde a média é feita sobre o estado quântico do m-ésimo átomo no tempo 

í. Vamos assumir que todos os dipolos estão orientados na mesma direção de forma que o 

vetor unitário n ^ independente de m. O campo elétrico gerado no ponto xj é dado pela 

expressão [22] 

TO í3]Í?to] , 3[Dm] [^m] fl^m] . j^m] , [^m] ^119^ 
E,„(t) = + ^ + - {^ + ^ + ^)n, (4.48) 

onde 

Xfm = Xí - Xm, (4.48a) 

x/m = I X/m |j (4.48Ô) 

e 

1D„) = D„(t - ^). (4.49) 
c 

Na eletrodinâmica clássica costuma-se considerar o campo gerado por cargas em movi- 

mento como o resultado da soma de duas contribuições , o campo de indução e o campo 

de radiação [23], O campo de indução é a parte do campo total que se caracteriza pelo 

fato de que sua contribuição para o fluxo associado ao vetor de Poynting se anula quando 

o raio da esfera de integração é tomado como infinito e a restante e chamada campo de ra- 

diação . Esta separação é importante para que a descrição neoclássica seja consistente com 

a emissão superradiante de Dicke e neste caso o campo de indução deve ser desprezado. 
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Infeliímente a separação destas duas contribuições para um dado valor de Xim não é ime- 

diata na equação (4.48) por causa da dependência espacial implícita nos tempos de atraso 

em (4.49). Porém usando a suposição que temos feito nos cálculos anteriores, de que a 

dimensão do sistema é bastante pequena com relação ao comprimento de onda da radiação 

emitida, pode-se considerar o campo elétrico £ini(f) no limite de pequenas distâncias. 

Nestas condições a equação (4.48) toma-se [24] 

onde o campo de indução é o termo dentro das cbaves, observamos que este depende do 

inverso do cubo da distância. O campo total gerado por todas as fontes sobre o l-ésimo 

átomo, é a soma de todas as contribuições com l^m. Devemos considerar também 

o campo E{{(t), do l-ésimo átomo, que atua sobre si mesmo. Conforme Stroud e Jaynes 

podemos escrever [20] 

Esta equação dá a contribuição para o autocampo devido a todos os modos eletromagnéticos! 

com uma frequência de corte o termo associado a frequência de corte kg dá, somente 

a contribuição para o •Lamb-shift", de forma que aqui não consideraremos este termo. 

Vamos agora obter as equações para a evolução quântica de cada uma das N-fontes que 

formam a parte atômica de nosso sistema. Como a fonte 1 está sujeita ao campo elétrico 

clássico ^ 

E")(í) = (4.52) 

dado por (4.50) e (4.51) vamos escrever o operador interação entre as fontes e o campo 

como 
N 

Bi = -^Dí.E,(0, (4,53) 

onde D/ e o operador de momento de dipolo da 1-ésima fonte. Como o campo elétrico é 

clássico, Hi age somente no espaço de Hilbert da parte atômica de todo sistema. Além 

(4.51) 
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disto como 00 operadores de dipolo associados a diferentes átomos comutam entre si então 

Hi e aditivo com respeito a estes operadores (partícula independente em campo médio 

). Se o estado atômico inicial pode ser escrito como o produto de estados de uma fonte, 

esse permanecerá nesta forma para qualquer tempo (25]. Neste sentido podemos dizer que 

a aproximação neoclássica tem como consequência direta forçar a evolução do sistema, 

em estados fatorízadoe. Desta foram nosso problema se reduz ao de uma ánica fonte 

genérica e por isto podemos centrar nossa atenção na 1-édma fonte. No espaço de Hilbert 

bi-dimensional gerado pelos autoestados |+ >i e j— >( da 1-ésima fonte, podemos escrever 

um operador vetorial como uma superposição linear dos operadores de Pauli e 

<Tm \ como já fizemos anteriormente. A ener^a da bésima fonte pode ser escrita como 

hS> = «.(.('), » = 1, (4.M) 

enquanto que o operador de dipolo pode ser escrito como 

D(" = úd>!!>, (4JÍS) 

(o momento de dipolo d e definido na equação (2.45)) observe que á não é operador e situ 

um versor. A evolução temporal da l-ésima fonte na representação de interação obedece à 

equação 

i^lt >, = B,m >,. (4.56) 

onde 

= - <rJÍ’Mn(ioit)]. (4-57) 

A equação de Schrodinger (4.56) é equivalente a equação vetorial [26] 

j(0 = X J<*>, (4.58) 
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de valores médios de um conjuuto completo de operadores, onde J**) e o vetor de Bloch, já 

definido na equação (4.43) caracterizando o estado do 1-ésimo átomo. Neste caso as com- 

ponentes cartesianas e de são iguab aos valores médios dos operadores 

e respectivamente. O vetor frequência que depende do tempo, tem 

componentes 

(4.59) 

n[í'(i) = -2ii‘.I!(‘líen(wií), (4.60) 

ny'(i) = 0, (4.61) 

Observe que o movimento descrito pelas equações (4.59) e (4.60) ocorre no espaço fictício 

da esfera de Bloch de raio unitário -f- -f = l), Para podermos manter 

a condição de invariância do campo na região ativa não consideramos a interação dipolo- 

dipolo, (campo de indução ) que é o termo entre chaves na equação (4.50), assumiremos 

que o campo elétrico na posição do l-ésimo átomo seja dado por 

E'" = Aà^^wlDrnit). (4.62) 
m 

Escrevendo o momento de dipolo DÍ"^1(<) em função das componentes transversais do 

vetor de Bloch J, num sistema de referência que gira com frequência angular constante wi 

e substituindo £l^^(í) dado pela eq.(4.€2) em (4.59)-(4.61), a equação de movimento para 

toma a forma 

X(0 = - «?m)íl + y*”’^scn|(tüí - (4.63) 

m 

^{XÍ”*íscnl(iüí - + yí”**cos[(w{ - (4.64) 

m 

P^) = 7o{y**^^{^*"*- <^m)f| + yí’"^C05[(u;i - türo)<]}+ 

m 

_ + yí*”^scnl(tt/{ - u/m)f]}. (4.65) 

m 
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Para chegar a esta expressão despreza-se os termos de oscilação rápida de frequências 

^ ~ 2tW(>, onde tüo « a frequência de ressonância e o valor de gama é dado 

por (C-72). Estas equações mostram que mesmo na ausência da interação dipolo-dipolo o 

comportamento de cada fonte é modificado pela presença das outras, e que este efeito pode 

ser descrito em termos clássicos. Vamos considerar o caso em que os N-átomos possuem 

a mesma frequência ressonante wi = too, as equações (4.63)-(4.65) são somadas em I, 

levando a 

X = joX^, (4.66) 

y = 7oFZ, (4.67) 

Z = + r^), (4.68) 

onde X, y e Z são as componentes do vetor de Bloch macroscópico 

3 = Èj'". (4.69) 
1=1 

Podemos verificar que e uma constante de movimento: Tendo em vista (4.C9) é suficiente 

mostrar que o produto escalar de um dado par de fontes é independente do tempo, 

segue de (4.58) que 

l(jWjM) = (Í)M X Jí"»)) = 

= (n‘"*» - n“)).(j(”*» X JW); (4.70) 

que é nula para wi = to,„. Consequentemente o comprimento do vetor macroscópico é 

determinado pelas direções iniciais dos N vetores de Bloch Jl^^(O) 

J2(í) = = ^Jí”»»(0)J{‘»(0) = P(0). 

i,m i,m 
(4.71) 

Dependendo das orientações iniciais do vetor o comprimento do vetor J pode 

assumir valores entre 0 e N. Como veremos mais adiante se todos os vetores de Bloch 
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individuais estiverem alinhados em t = 0 então J ~ iV e os dipolos irão emitir 

em fase possibilitando assim a emissão de radiação cuja intensidade é proporcional ao 

quadrado do númeio de dipolos radiantes do sistema, ou seja chamada de emissão 

superradiante e neste caso 

(4.72) 

Ihndo em vista a expressão para a intensidade da radiação , eq.(3.3), e usando as 

eqs.(4.54) e (4.68) temos 

/(<) = -^“0^ = (4.73) 

a qual mostra que para Z ^ 0 ocorre uma emissão superradiante. Substituindo a eq.(4.72) 

em (4.68) e integrando obtem-se 

Z(t) = -manhl{i^)\, (4.74) 

onde 

Te = 
1 

^70* 
(4.76) 

é o tempo de relaxaçio característico da emissão superradiante sendo da ordem do tempo 

de rélaxação da emissão normal, r» = 70" S (decaimento exponencial) dividido pelo 

número de fontes radiantes Na equação (4.74) o tempo de retardo, foj é o tempo decorrido 

desde t = 0 até o momento em que a intensidade da emissão de radiação atinge o seu 

valor máximo proporcional a N^. Uma expressão para a intensidade da radiação pode ser 

obtida das equações (4.73) e (4.74), 

/(<) = 

onde 

Io - Towo, 

(4.76) 

(4.77) 

tP 
Hk] = (4.78) 
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0 tempo ío depende das condições iniciais, dos valores absolutos das componentes 

transversais do vetor de Bloch, isto pode ser visto substituindo a equação (4.74) em (4.72) 

X(0)“ + r{0)> = JV»[1 - (4.79) 

assim quanto menor o valor absoluto dos dipolos iniciais, será mais longo o tempo de 

retardo. Podemos verificar também que para diferentes valores de X(0) e P(0) teremos 

iguais curvas para a intensidade da radiação , no entanto com picos de emissão máximo 

localizados de acordo com os diferentes valores de fo« 

Segue também desta equação que a condição inicial X(0) = P(0) = 0 condus a 

uma configuração metaestável, ou seja o tempo de retardo <o diverge, to -* co, e isto 

significa que o sistema deve permanecer num estado excitado indefinidamente. Isto é uma 

falba que ocorre neste tratamento neoclássico. 

IV.S.-Os Estados de Dicke 

Obtivemos anteriormente,eq.(B'31) o Hamiltoniano de Dicke, bem como os operadores 

coletivos (B-20) de forma que este Hamiltoniano define o chamado modelo de Dicke. O 

que faremos agora é obter os autoestados dos operadores coletivos e J,. Para isto 

vamos assumir que em f = 0 todos os átomos estão excitados no mvel |+ >, de forma que 

0 sistema atômico esteja no estado 

|í(0)>= lCi|+>i, (4,80) 

No formalismo do "pseudo-spin" introduzido no Apêndice B, descrevemos cada átomo 

do ensemble como um ristema de spin 1/2, representado pelos estados (+ > e j- >. Um 

estado de JV-átomos invariante por permutações destes é isomorfo a uma superposição 

simétrica de JV-estados de spin 1/2, \JM >, com J = N/2. Existem iV + 1 estados 
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obtidos por repetidas operações com o operador coletivo de destruição , j sobre o 

estado inicial |^(0) >; 

I «D’’'-"' I+.+■ -■ + >. ím 

onde 

-J < M < J, (4.82) 

O estado \JM >, é totalmente simétricos com {J + M) átomos no estado j+ > e (J - Aí) 

átomos no estado |- >. Os operadores coletivos e dados por (B-20), também podem 

ser escritos em termos dos operadores individuais 

«+ = 1+ >< -I, «r = I- X +1. (4-83) 

- I- X -II. (4.84) 

N 

Jz = (4,85) 

I 

J-J+) -h J?. (4.86) 

Os estados [ JAÍ > são autoestados de e 

J,1/AÍ>= AÍ1JAÍ>, (4.87) 

J^\JM >= J{J + 1)1 > (4.88) 

e pode-se verificar facilmente que 

< JAÍlÇsts,-|JAÍ >= J + Aí < JAÍ|Çs,"stjJAÍ>= J - Aí, (4,89) 

de forma que os operadores sf s,- e rcpros^t^J^ o número de átomos nos 

estados |-h > e |- > respectivamente.A energia do sistema, íTx, sem o campo externo. 

como 
N 

,±. 

satisfazendo a equação 

+ 
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(reservoir) no estado \JM > e Mtüo enquanto que a energia no estado |J 0 > e tomada 

como "origem*. Desta forma a evolução temporal do sistema atômico aparece como uma 

evolução em "cascata" dos 2J + 1 = iV^ + 1 níveis equidiatantes. Na figura abaixo 

representamos esquematicamente este processo 

UM=J> 

UM=J-1> 
IJ.M=J-2 > 

|J,M=0> = 

UM=1-J> 

UM=-J > 

S ílg.e,... 

S (Ig.g.e. 

I 

e> 

•e> 

•>i 

S jlg,g.. g, e,..e,e> j 

N/2 N/2 

s iig^g.g- 

>g*g.g- 

e> 

g> 

Fig.2. Diagramas dos N-\-1 estados simétricos \JM >: 
O sistema atômico é preparado emr = 0no estado 
IJM >= l+,+ + > e decai, emitindo radiação, 
através dos estados intermediários \ JM> até o 
estado fundamental . 

Usando a equação (3.7) podemos calcular a taxa de emissão ou intensidade de radiação, 

eq.(3.2), quando o estado inicial é dado por (4.81) da mesma forma que foi feito para a 

obtenção da equação (3.11), 

/(O) = + 1) - AÍ^ + Mj. (4.90) 

Para M = 0 temos 

m « (,.»,) 

ou seja, o sistema preparado em f = 0 num estado ® ^ condus a uma 

superradiante; fazer Aí = 0 significa que o momento de dipolo coletivo é nulo a emissão 
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superradiante é devida às correlações atômicas presentes no sistema. Desta forma podemos 

distinguir duas espécies de emissão superradiante: aquelas dada pela equação (3.11) na 

qual não existe em f = 0 correlações entre os átomos e a superraciância é devida a um 

momento de dipolo inicial finito; este tipo de superradiância é chamado de superradiância 

de primeira espécie. Já na emissão de radiação dada pela equação (4.90),de segunda 

espécie os momentos de dipolos em < = 0 são nulos e mesmo assim o sistema conduz a 

uma emissão superradiante a qual neste caso é devida às correlações atômicas presentes 

no sistema em f = 0. 

W.Z.Í-Cãcxdo aproximado do tempo de retardo. 

Conaderemos agora a equação (3.2) (vamos nos limitar a parte real) que descreve o 

processo de relaxação 

Pr«U = -7o(S+S-/> - 2S-/>S+ + pS*S-), (4.92) 

onde mtrodntimos os operadores coletivos (4.85). Galcnlando o valor esperado nos estados 

\JM > obtemos a equação master 

Piá{t) = -27o(*/ + A/)(J - Aí + l)pu + 27o(J + M + 1)(J - M)pu+i- (4.93) 

Definindo as probabilidades de transição 

Taí^m-i = 2to(^ + M)\J - (Aí - 1)], (4.94) 

= 27o(J' + M + 1)(J - AO, (4.95) 

podemos reescrever a equação (4.93) como 

pli = -ru-*lá-iPM + Tif+i-tA/pAí+i, (4.96) 
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onde pii e a probabilidade de encontrar o sistema no tempo t, no estado \JM >, e 

consequentemente a probabilidade de que o sistema tenha emitido J — M fótons. Vamos 

usar esta equação para huser uma análise qualitativa do processo de emissão: No início do 

processo de emissão em *cascata* com o sistema, preparado em t = 0, no estado \ J J >; 

a probabilidade de emissão por unidade de tempo do primeiro foton é 

= 2')oNf (4.97) 

assim para tempos t > 0, podemos fazer a seguinte aproximação na equação (4.94) 

J + M a Nf (4.98) 

e escrever 

(J - Aí + 1) = s; (4.99) 

definindo o tempo médio de emissão do s-ésimo fóton como 

1 “ (270-1^^) *» (4.100) 

construimos o seguinte diagrama para os intervalos de tempo de emissão entre dois estados 

consecutivos 

j • n = = 27UAT 

1J, J-l> 

^, fa = = 4^qN 

\J, J-2> 

i 

1 

^ • rfr = nl+i—j = (270^)“^ 

jJ,-J > 
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A 0oma dos tí nos dá uma estimativa da duração do processo global, ou seja 

+ I + I = 

C , 1 InN l ^ Âk 

~2^ 270 47oÍ^'^ +!).,.(i\r + K-l)’ 

onde 

Ak = T f dx x(l — x)(2-x){3 - ®)...(A—1 - z), 
K Jo 

e C = .577215,.., ' a constante de Euler. Para AT » 1 e mantendo somente os termos 

da ordem de obtemos 

= 2^"r = = 2""-r- 

onde Tií é o tempo de duração do pulso, eq.(4.79); assim esta equação nos dá um valor 

finito para o tempo de retardo <oj o não íoi possível de ser obtido da abordagem 

neoclásslca. 
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I 

CAPÍTULO V 

V.- ANÁLISE E DISCUSSÃO DAS E.B.N.L.. 

No capítulo anterior apresentamos as E.B.N.L., eqs.(4.37)>(4.39), e discutimos as im- 

plicações físicas decorrentes de situações tnmcadas: as equações de Bloch, eqs.(4.41)-(4.43) 

e o sistema de equações não lineares, eqs.(4.66)-(4.68). Neste capítulo vamos estudar as 

B.B.N.L. sem truncamento e verificar como elas descrevem o fenômeno de superradiância. 

O sistema foi integrado para diferentes condições iniciais e para diferentes valores da tem- 

peratura. 

Vamos escrever as E.B.N.L. considerando p » V~^ 

X = -'^Y-;^X + XZ, (6.1) 

Í = ^X-^Y + YZ, (5.2) 

Z = ~^\Z - Z,„,| - (X» + r>), (5.3) 

e onde o tempo é medido em unidades de = jt. A& transformações 

X = »'(r)«,(^r + 4), (5.4) 

Y = H'(T)síti(í^r + 4), (5.5) 

permitem eliminar os termos oscilantes das E.B.N.L. onde W{7) é o módulo da projeção 

do vetor de Bloch sobre o plano x — y. Substituindo as expressões (4.31) e (4.32) para 

Ti e Ta podemos reescrever (5.1)-(5.3) como; 

w = -[(n t i) - Z\W, 

Z = -1(2» + l)^ + £ + w% 
L 

(6.6) 

(5.7) 



A intensidade da radiação emitida pelo sistema segue imediatamente das eqs.(3.3] e (5.7), 

sendo dada por 

/(f) = (2n + 1)^ + I + W‘‘. (5.8) 

O sistema de duas equações acopladas, (5.6) e (5.7) pode ser reduzido a uma dnica equação 

diferencial de segunda ordem para Z{t) 

Z+ 1)Z — 2ZZ = 4(2n + í)Z^ + (4(2íi + l)^+/?)^ — p, (5«9) 

identificamos o lado esquerdo como a equação de Ricatti (27] que no caso homogêneo 

possui solução dada em termos das funções de Bessel. Nas equações (5.1)-(5.3) X eY 

representam as densidades de momento de dipolo transversal do sbtema, enquanto que Z 

e a densidade de momento de dipolo longitudinal (na direção do campo magnético Nq, o 

qual tem a direção £), assim se no tempo r = 0 todos os dipolos do sistema estiverem 

alinhados na direção do campo as componentes X tY serão nulas, por sua vez para X(0) 

e i^(0) máximos, Z[0) será nulo. Desta forma as condições iniciús IV(0) e Z(0) não são 

independentes mas possuem um vínculo que pode ser determinado a partir das definições 

(4.24) e (4.36) e de AT, V e Z. Consideremos o sistema S preparado em < = 0 nos estados 

coerentes atômicos, de forma que o operador estatístico de um corpo seja escrito como 

p(0) = j^oi^o >< ^Ojí^oIj (5.10) 

com isto 08 valores médios iniciais das componentes do vetor de Bloch são dadas por 

Ji -P< «i >0 = pTr{ii\$Q,^0 >< ^oi001) 

= /? < ^0i 001 «í 1^0,00 >; (* = y,z). (5.11) 

substituindo 

a* = 2^*^ 

«, = ^(«+ - Í-), (5.13) 
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e 0 estado atômico coereate 

|^o,^o>= co3(y)« + 3en(Y)e‘^/*|->, (5.14) 

em (5.11) obtemos 

J*(0) = X(0) = p< Íqi^oI 8* j<?Oj^O > 

= |sen(^o)co«(^o)j (5.15) 

J,(0) =1^(0) = p< íos^ol Sf I^Oj^O > 

= |«»(ío)«cn(^o), ^ (5.16) 

J«(0) = Z(0) — p< ^Oi^ol 8a l^Oj^O > 

= (5.17) 

que são as compouentes do vetor de Bloch em coordenadas esféricas; segne destas equações 

que 

X(0)» + K(0)’+ Z(0)» = H'(0)» + ^(0)* = (|)’, (5.18) 

assim fixando o valor inicial de Z(0) (IV'(0)) o valor de 1^(0) (-?(0)) é determinado por 

»'(0) = l(|)" - 2(0)’l'/’. (5.19) 

ou 

m = l(f)’ - iy(0)’l'/’. (5.20) 

Isto mostra que para 

Z(0) = 0 => = í, (5.21) 

e para 

«'(O) = 0 =(. Z^ = í. (5.22) 
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No modelo neoclássico (seção 4.2) o vetor de Bloch é uma coustaute de movimento 

devido à ausência de interação do sbtema com o reservoir. Considerando a interação ligada 

o valor máximo do módulo desse vetor é § que não é mais uma constante de movimento, 

sua evolução temporal é governada pela equação 

1 + 7») = _(„ + *)|iyí + 2^] -éz, 

que reflete a influência do reservoir sobre o sistema. Ao conduzir o ústema para o equilíbrio 

térmico o reservoir introduz uma irreversibilidade no mesmo, que pode ser verificada a 

partir das equações (5.6) e (5.7): Consideremos primeiro o ástema e o reservoir não inter- 

agindo, as equações dinâmicas são dadas por 

w = wz, (5.23) 

Z = (5.24) 

as quais são basicamente as equações (4.66)-(4.68). Como o vetor de Bloch tem o mesmo 

caráter de simetria que o vetor de momento angular 

L = r X p, (5.25) 

vemos que as três componentes,X, Y e Z do vetor de Bloch trocam de sinal sob uma troca 

T—♦ —T 

X —► -X, (5.26o) 

-Z 

(5.266) 

(5.26c) 

W{-r) W{t), (5.26d) 
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verificando-se assim a invariância por reversão temporal das equações (5.23) e (5.24).No 

entanto fazendo uma reversão temporal no sistema de eqs. (5.6) e (5.7) obtemos 

»' = [(» + |) + m (5-27) 

È = -|-(2n + l)í + £ + W\ (5.28) 

não se verificando a invariância por reversão temporal, o que caracteriza a ocorrência de 

um processo irreversível. 

A interpretação do fenômeno descrito pelas E.B.N.L. pode ser feita em termos da 

magnetização ou em termos da diferença de população dos níveis. No primeiro caso 

X(f), y(T) e Z{r) nos dão a evolução temporal da componentes longitudinal e transver- 

sal da magnetização macroscópica M = J7,,, e as condições iniciais VT(0) = 0 e 

Z(0) = 2'(0)m<i* = f significam que todos os momentos de dipolo dos átomos do sis- 

tema estão alinhados na direção do campo; quando o sistema vai para 0 equilíbrio térmico 

Z(oo) = os momentos de dipolo estão alinhados com a direção positiva do campo 

magnético estático, Quando 0 sistema tem, em r = 0, componentes de momentos de 

di|X)lo transversais não nulas, ou seja W(0) 0, o vetor de Bloch precessa ao redor do eixo 

do campo com a frequência de Larmor tui,. Já quando interpretamos estas equações como 

representando a dinâmica do número de ocupação dos níveis de energia, as componentes 

do vetor de Bloch, X{t) e F(r), correspondem á taxa de transição de população entre os 

dois níveis dos átomos, enquanto que 2Z(r) mede a diferença de população das partículas 

que se encontram nos estados ]+ > e j— >. Assim quando 2Z(0) = p, todos os átomos 

do sistema estão no estado excitado e para r suficientemente grande o sistema alcança o 

equilíbrio com 2Z{oo) = -p, ou seja todos os átomos estão no estado fundamental (para 

T = 0). 

■■ 
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V.l- Solução Numérica das E,B.N,L 

As equações (5.6) e (5.7) podem ser integradas numericamente para diversas condições 

inicims, H^(0) e Z(0), e para diversas temperaturas via n{pwi). Consideremos as figuras 

A-1 a A-4, que contêm em gráfico tV(r), Z{t), a intensidade da radiação /(t) e a função 

2[lV(f)^ + ^(f)*]^/^ respectivamente; para n{^u>L) = Oep — 100, Z(0) assume alguns 

valores entre 0 e 50 e W{0) assume os valores dados pela eq. (5.19). A figura A-1 mostra 

que IV(t) possui um máximo em T = 0 para as condições iniciais Z(0) = Oeiy(O) = 50, 

todas as componentes dos dipolos do sistema no instante inicial são transversais, porém 

a medida que o valor Z(0) é aumentado os valores máximos W^(to) se tomam menores e 

se deslocam para a direita porque o efeito de relaxação "térmica” do sistema começa a 

tornar-se significativo. Esses valores máximos ocorrem num tempo de retardo, ro, que é o 

tempo para o qual Z{tq) = 0 (fig. A-2), ou sqa, para tV^(O) = 50 e Z(0) = 0 o tempo 

To é nulo e a medida que aumentamos os valores iniciais de Z(0), (consequentemente 

diminuimos tV(0)) o tempo tq começa a assumir valores não nulos. Esta situação toma- 

se mais evidente quando olhamos a fig. A-3, que mostra a intensidade de radiação i(r) 

emitida pelo sistema. 

i 

Para as condições iniciais ^(0) = 50 e tV^(O) = 0 o sistema emite radiação 

normal, isotrópica e não coerente, cuja intensidade de emissão segue uma lei exponencial 

com tempo caracteiístico r» = 7^', representada pela curva assinalada por Z(0) = 

50, as componentes transversab terão momento de dipolo nulo em r = 0, que assim 

permanecerão indefinidamente. A medida que K^(0) assume um valor finito, por menor 

que seja, as componentes transversais passam a interagir de uma maneira ordenada criando 

no sistema um efeito cooperativo que leva a uma emissão coletiva de radiação coerente e 

anlsotrópica que é chamada emissão superradiante. As características essenciais desta 

emissão são: a intensidade de emis^ proporcional ao quadrado do valor máximo que 
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podem assumir as componentes dos momentos de dipolo transversais (cjn.d.t.) em r = tq; 

o tempo de retardo to, que depende da condição inicial IV(0), e a largura de linha que 

á da ordem de 2jp. Em particular a condição inicial 7(0) = 0 leva o sistema a emitir 

coletivamente com uma intensidade máxima proporcional a tV(0)* = pois o tempo 

de retardo é nulo;, a medida que diminuimos o valor de tV(0), a emissão normal toma-se 

mais significativa, de maneira que será necessário mab tempo para a ocorrência de um 

apreciável alinhamento das c.m.d.t., ou seja para que o efeito cooperativo seja máximo. 

O tempo de retardo, to, aumenta fazendo com que o sistema demore mais para emitir 

coletivamente porém com uma intensidade atenuada devido á competição com a emissão 

normal. Nas figs. A-1 e A-3, para tempos suficientemente grandes, tanto W{'t) quanto 

/(r) vão a zero por valores positivos enquanto que 7(t), (fig.A-2), vai a no caso do 

reservoir se encontrar a temperatura nula. Observe que a área limitada pelas curvas da 

fig. A-3 ^ão as mesmas ianto para a emissão coletiva euperradiante como para a emissão 

normal, já que no primeiro caso o sistema emite um pulso de alta intensidade, porém num 

intervalo de tempo bastante curto, da ordem de no segundo caso o sistema emite com 

baixa intensidade, porém durante um tempo mais longo 

A figura A-4 mostra o comportamento do módulo do vetor de Bloch na ausência de 

interação com o reservoir este módulo é uma constante de movimento; já com a interação 

ligada a temperatura nula, o módulo deixa de ser constante, partindo do valor máximo 

em r = 0 ele decresce com o tempo atingindo um mínimo que será menor quanto menor 

for 0 valor inicial IV(0). Este mínimo ocorre em r = tq e para r suficientemente grande 

todas as curvas voltam para o valor inicial. Desta maneira podemos dizer que o desvio no 

módulo do vetor de Bloch do seu valor inicial no decorrer do tempo fornece uma medida 

da perda de coerência do sistema e quanto menor o mínimo maior será o tempo necessário 

para que se desenvolva um efeito cooperativo no sistema, verificando-se portanto um efeito 

competitivo entre a relaxação térmica e o desenvolvimento do efeito cooperativo, 

Nas figuras B-1 a B-4 estão os gráficos de W^(r), 7(t), /(t) e 2[W(t)^ -f 7(r)*]*/^ 

58 



para n(/?ii;L) = 0, p = 100, F^(0) = 1, 10“^ e 10~® com Z(0) assumindo os valores 

dados pela eq.(5.20), considerando o sistema sem e com interação com o reservoir. Na fig. 

B-3 as três curvas que possuem o mesmo valor para /(r) máximo representam a radiação 

emitida pelo sistema sem a interação com o reservoir para diversos valores iniciais da 

componente transversal IV^(O); os tempos de retardo serão maiores quanto menor for W^(0) 

apresentando porém a mesma intensidade máxima. Já com a interação ligada as curvas se 

modi&cam de forma bastante acentuada e para pequenos valores de o sistema levará 

mais tempo para emitir coletivamente, o efeito de relaxação térmica (emissão normal) 

se tomará apreciável (uma fração significativa dos átomos do sistema já terão decaido 

espontâneamente de forma que o efeito cooperativo, responsável pela emissão coletiva se 

dará somente com a fração restante dos átomos excitados que devem decmr) de mandra 

a levar a uma grande redução da intensidade da radiação a ser emitida em tq. l^bém 

podemos notar uma alteração nos tempos de retardo que se tomam maiores na presença 

do reservoir, porque este faz com que aumente a desordem no sistema de tal maneira que se 

toma necessário um maior intervalo de tempo para que se desenvolva o efeito cooperativo 

que conduz á emissão coletiva. 

Nasfigs. C-la05 estão em gráfico as funções ]y(f),Z(r), /(r) e2(W’(f)^ + ^(r)*]*/^ 

para n{pwi,) variando desde 0 até 40 com sucessivos incrementos de 10, com condições ini- 

ciais p - 100, tV(0) = 50 e Z(0) = 0, o que corresponde a assumir o sistema inicialmente 

em um estado coerente que emite em ro = 0 uma radiação com uma amplitude máxima 

que não é afetada pela relaxação térmica. Nestas condições o efeito cooperativo predomina 

sobre o efeito de relaxação . Na fig. C-2, com o aumento da temperatura, verifica-se a 

existência de dois estados de equilíbrio distintos competindo: o equilíbrio alcançado pelo 

sistema após a perda total de coerência e o equilíbrio térmico com este dominando assin- 

toticamente. Nessa figura todas as curvas começam em Z(0) = 0 e para r sufidentemente 

grande elas atingem valores assintóticos diferentes para as diferentes temperaturas ou seja, 

Z(0) = — .f iya')> quanto maior a temperatura, o sistema tenderá a um estado 
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de equilíbrio térmico caracterizado por um número menor de componentes de momento 

de dipolo longitudinal (c.m.d.L) na direção oposta á do campo magnético ; outrossim com 

uma diferença de população , cada vêz menor. As c.m.d.t. irão sempre a 

zero, por valores positivos, num tempo suficientemente grande, o que mostra que essas 

distribuir-se-ão aleatoriamente. 

Para T ^ 0, a curva Z{t) apresenta um mínimo associado com a perda de coerência 

do sistema, que sempre assume um valor menor que o valor de equilíbrio assintótico. Á 

análise do mínimo pode ser feita partindo da solução da equação (4.84) que descreve a 

dinâmica do sistema sem interação com o reservoir, 

/(r) = 

onde esta atinge o seu mínimo assintótico em - Por outro lado considerando as equações 

com a interação ligada, da fig. C-2 podemos ver que o mínimo de Z[t) não atinge o valor de 

-p/2, pois Z{t) contém uma contribuição exponencial devida i relaxação térmica; contudo 

0 ponto de mínimo será menor que o valor assintótico -p/4(n + 1/2). Assim este ponto 

de mínimo está relacionado com a presença dos termos não lineares das eqs, (5.6) e (5.7), 

enquanto que os demais termos são responsáveis pelo equilíbrio térmico que domina para 

tempos suficientementes grandes; fica então caracterizado que o efeito cooperativo é um 

fenômeno transiente. 

A figura C-3 mostra a energia irradiada pelo sistema e verifica-se que para T ^ 0 

haverá uma emissão seguida por uma absorção pois o valor de equilíbrio de perda de 

coerência é menor que o valor de equilíbrio térmico; o sitema absorve energia do reservoir 

após ter havido uma emissão superradiante com tempo de retardo nulo. As figs. C-4 e 

C-5 mostram o comportamento da função 2|ÍV(t)^ -f Z(r)^]*/^ para diferentes intervalos 

de tempo, a curva que aparece para n = 0 desvia-se muito pouco em relação à reta 

J = 100, vendo-se que com !T = 0eFP(0)=Ça relaxação térmica afeta muito pouco 

a emissão coerente do sistema; porém a medida que aumentamos a temperatura o efeito 
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cooperativo é rapidamente atenuado. O módulo do vetor de Bloch retoma seu valor inicial 

quando T = 0, mas para T ^ 0 seu valor assintótico é dado por 

" 2(n + 1/2)’ 

como pode se visto nas figs. C-4 e C-5. 

As figs. D-1 a D-4 mostram o comportamento das mesmas funções anteriores com 

variando desde 0 até 8 com incrementos sucessivos de 2, e com 1^(0) = 1. Estas 

figuras mostram que com o aumento da temperatura a taxa de emissão de radiação coerente 

ó fortemente reduzida devido ao decaimento normal, pois como a densidade de c.m.d.t. é 

inicialmente pequena o tempo tq, é grande com relação ao tempo de decaimento da emissão 

normal |2{n + 1/2)70]“^ para n 0. Também pode-se verificar que 0 tempo de retardo Tq 

aumenta com a temperatura até que a emissão siga essencialmente uma lei de decaimento 

exponencial, sem a presença do pico de emissão coerente, portanto não podemos mais 

falar em tempo de retardo. Na figura D-3 podemos ver que a taxa de radiação emitida 

assume valores negativos, enquanto que a figura D-4 mostra 0 comportamento de J(r) para 

os diversos valores de n(Pwi,); para T = 0, a intensidade do efeito cooperativo é menos 

afetada quando comparada com as outras curvas. 

É importante notar que 0 pico da taxa de emissão de radiação é atenuado com o 

decréscimo do valor inicial IV^(O), assim para 1^(0) muito pequeno a emissão normal pre- 

domina sobre a emissão coerente, ou seja o efeito cooperativo do sistema desaparece dando 

lugar somente a uma emissão incoerente, tal situação é mostrada na figura E-1 onde I(r) 

é dado para n{pwi) = 0 com diversas condições iniciais de H^(0) variando desde 10“* até 

10“* com incrementos de 3 X 10“*. A medida que ty(0) diminui tq aumenta até que se 

deixe de observar 0 pico correspondente à emissão coerente. 

Em todas as figuras A-D consideramos p = 1(K), porém todas as caractensticas 

apresentadas por estas curvas são preservadas para densidades atômicas diferentes. 

Vale a pena observar que para temperaturas T ^ 0, a eq.(C-76) possui um termo de 

correção da frequência (*Lamb-shiít*) dependente da temperatura, que não consideramos 
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em nossos cálculos, porém para introduzi*lo nas equações anteriores é suficiente faser a 

s^uinte substituição 

WL —Moí = tPo + n[l + 2n(/?tuo)li (5.29) 

com isto podemos ver das equações (5.1) e (5.2), que , as componentes de momento de 

dipolo tranversal precessarão com uma frequência tanto maior quanto mmor for T. Dos 

resultados obtidos das equações (5.6) e (5.7) vemos que a emissão superradiante ocorre 

com maior intensidade quando tq « fnt assim para o acoplamento átomo-reservoir fraco 

('Y pequeno) e altas densidades atômicas obtemos condições mais favoráveis para a emissão 

coerente (mesmo nos casos de acoplamento átomo-reservoir fraco, o aumento da densidade 

do sistema é limitado pela interação dipolo-dipolo -força de Van der Walls- a qual pode 

tomar-se bastante significativa para a mmoria das dbtribuições geométricas dos átomos 

numa amostra [28]). 

Por último vale observar que embora nós nos limitamos a átomos de dois níveis o 

Hamiltoniano obtido no capítulo II pode ser usado para átomos com mais de dois níveis de 

energia, e também outra generalisação consistiria em introduiir as correlações quânticas 

tratando o operador estatístico de p-corpos numa ordem mais alta. 
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APÊNDICE - A 

Obtenção da equação (1.28) 

Consideremos a dedução da equação (1.28). Para isto reescrevemos a equação (1.21.4): 

- i /' - P)lPp{f), (il - 1) 

e também as relações (1.7), (1.12), (1.23) e (1.24) do capítulo 1, 

L= Lq-^ Líju = ^5 + + Lintt {A — 2) 

pA^pzTrjiA, V A € Ítp*, (A-3) 

Pto^^tsP, (A-4) 

P{!-P) = 0, (A-5) 

as expressões (A-2) e (A-3) já foram comentadas anteriormente; (A-4) pode ser verificada 

operando com o lado esquerdo desta em um operador A, onde A e V A 6 írr*»temos 

PLqA —P[ts + tjí)A = P{Ls + ^Jt)AsAz = 

=PAjiLsAs = L$PAjiAs = L$PAf 

O operador P só opera nas variáveis do reservoir R. portanto ele comuta com L$, devido 

a definição de L^ 

Í=[Ô,|, (A-6) 

segue que 

PtjiAji = P\HjiiAji] = pzWTrji\Sji^Aji\ = 0, 

Nesta última passagem usamos a propriedade cíclica do traço . Como já dissemos A e 

um openidor arbitrário, assim a equação (A-4) fica demosntrada. A expressão (A-5) s^e 
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diretamente da idempotência de P\ ou seja 1» = p. Vamos substituir a expressão (A-2) 

em (A-1) e considerar cada termos separadamente, o primeiro termo do lado direito desta 

expressão fica; 

pLPp{t) = P{to + LM)Pm = PtoPm = ísPm. {*-'>) 

conforme a equação (1.27), ou seja estamos considerando que a interação não é diagonal. 

O termo Ptexp[—i{t — t'){í — P]L\{1 — P)LPp que aparece dentro do sinal de integração 

fica: 

x(/-^(£o + M-8) 

onde 

n=0 ‘ 

OU seja O unico termo não nulo na soma ocorre para n = 0, os restantes anulam-se devido 

à propriedade de idempotência de P, eq.(A-S). Levando este resultado em (A-8) temos 

para o primeiro termo no parentese, no lado direito da equação , 

- P)LPp = lsP(I - P)lPp = 0, (A- 10) 

novamente devido a idempotência de P. Consideremos agora o termo (I—P)(Èo + 

de (A-8), sabendo que 

(/-^)(^o + ^ínt) = Lq - t$P 4- (/ — P)Lintt (A -11) 

seque que 

(!-P](U + li,t)Pp = toPp - tsf"ê+{í- P]ImPp = 

= {toP - tsP)P +{t- P]tuuPp = 

= tzPp + (/ - P)tiMpp = 

= (/ - P)tMPp, {A -12) 
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onde usamoe o íato que to = L$ Lr e que p;i(0) é uma distribuição estacionária. 

Substituindo a expressão (A-11) no argumento da exponencial que aparece no lado direito 

da expressão (A-8) e expandindo em série de potência obtemos: 

+ !.„,)(/ -P)=f' - P). (il -13) 

onde 

a = -1(1 - f), 

$ = U - IsP + {1 - P)Um- 

A A 
Desenvolvendo a soma obtemos as seguintes expressões para as potências ^ e 

4(/ -P) = \U,-UP^■{!- - /») = Ii« + (/ - - P), 

- P) = |io - UP + (/ - í)t,„.|lio + (/ - - /*) = 

= (í? + £o(/- P)ti„, - tsPU - UP(1-^)í,„.+ 

+ (í-P)tMU+\{l-P)tM?){.í-h = 

= lio + (/ - /‘)ii».l’(i - P)\ 

onde usamos a equação (A-5) em jâ(/ — P) e para — P) usamos 

ísPío{! - P) = tlPto{! - P) = o, 

que é obitida usando (A-4). Para n = 3,4,o termo em potências de ^5 P bem como os 

termos cruaados anulam-se, com estes resultados a eaqjressão (A-13), toma-se, por indução 

,-(i.-í-it/-PHic+i = f;^[io + (i - ^)ii„.r(i - í) = 

n=0 

Substituindo as expressões (A-7), (A-10), (A-12) e (A-14) em (A-1), e usando a 

definição do operador expressão (A-3), obtemos, 

= IsMWnm + 

X (í - ^)W*(0)rr,Ki')}- (A - 15) 
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Agora como 

Ps{t) = 

condderando a interação não diagonal, 

Pti^í> = 0, 

tamando o traço sober as variáveis do reservoir em ambos os lados da equação (A-15), 

tendo em vista a normalização 

Trzpjt{0) - 1, 

seque que 

ips{t) = Lsh[i) + <■ + 

{A -16) 

que é a equação (1.28). 

*1 
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APÊNDICE - B 

Sistemas de Dois NÍveis. 

Na obtenção da equação (2.47) temos considerado nm caso particular, ou seja que 

08 ãtomos que constituem noeso sistema possuem apenas dois níveis de energia. Esta 

aproximação pode ser justificada porque para determinadas experiências, as condições ex- 

perimentais evidenciam um particular par de estados atômicos, o qual representamos por 

|1 > e |2 >, sendo que todos os outros estados exercem uma influência n^ligenciálvel na 

dinâmica do processo que se está observando. Em particular podemos citar um experi- 

mento de ressonância fluorescente de um átomo de dois níveis; na flgura 3, íaxemos uma 

representação esquemática do experimento. 

f tj.3. Bepreecntação esquemática de um experimento de ressonância 
fluorescente. Um feixe de luz de laser monocromática 

é analizada após ser espalhada por um feixe de átomos de 
dois ntveu. 

Um febce de átomos de dois níveis, de frequência wq^ com v)q = tsa — wi, é espalhado 

por um fe‘ixe de laser de frequência w próxima a frequência atômica ing. A frequência da 
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liu fluorescente emitida pelos átomos na região do espalhamento é analisada. O espéctro 

desta lui mostra nm dnico pico com seu máximo ocorrendo para uma frequência u^, para 

um laser de baixa potênda. Quando o febre de laser é de alta potênda aparecerá um 

espéctro com três picos como mostra a flgura 4 Nesta figura a frequênda do pico central 

e a mesma do laser a tn = too, tomada como origem, enquanto que os picos laterab são 

deslocados por Sn — 2cy^, onde e ' a constante de acoplamento do campo do laser com 

08 átomos de dois nívds, e n ' o námero de fótons do laser na unidade de volume do campo 

quantiiado; sendo proporcional a potênda do laser. 

FigA. Eepeciro de alta potência da radiação Jluorencente de 
um átomo de dois níveis. 

0 primeiro experimento (o qual propordona dados satisfatórios para a radiação emi- 

tida) só realisado por Schuda et.al. em 1974 [29|, que usou um Laser de corante cuja 

frequência w pode ser variada dentro de um intervalo de 100 MHs centrado na frequênda 

tflu. As bandas atômicas são de átomos de Na, sendo que os níveis envolvidos são: 

F = 2 e F = 3 separadas por Ao = 5890 A®. Os resultados experi- 
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mentais e^denciam a existência de três picos no espêctro de Ini fluorescente. Observamos 

que cada um dos estados, F = 2eF = 3, ê (2F + 1) veaes degenerado; consequente- 

mente o sistema ilsico não é exatamente um sistema de dois níveis. Harting et. al.[30] 

melhoraram as condições experimentais usando lui drcularmente polarizada e assim se- 

lecionam somente as transições de mr = 3 para mp = 2 e desta forma êles obtêm 

realmente um átomo de dois nívds. 

Conúderemos então a espressão (2.46) e espealizamos esta para AT-átomos de dois 

níveis, ou seja 

xlíli+M. (fl-i) 

Da expressão (2.40) podemos verificar que a constante de acoplamento possui as 

s^uintes propriedades 

= 0, (-B-1) 

ÇitkjthxA» — ^j(yjia,kii (-® ~ 2) 

asrim por (B—2) os termos fir*,ky,ki,ki « y^ky,ks,kat na expressão (B-1) são nulos. Observe 

que estamos descrevendo a dinâmica do sistema no subespaço 2x2 gerado por |1 > e |2 > 

onde |2 > e |1 > representam os estados excitados e fundamental respectivamente. A 

representação matricial destes estados pode ser obtida lembrando que os operadores a e at 

são fermiônicos e desta forma para um átomo no qual os elétrons têm dois níveis aces^veis 

seguem as relações de anticomutação: 

{o*, «í»} = ^kk> *,1/ = 1,2 

{ok, <»k'} == (4. 4) = 0, (fl~4) 
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onde temoe qne 

« o número de ocupação do nível k e 

ftfc = a|ajfe, 

4 = ftfc, 

(5-5o) 

(B-56) 

08 autovalores de n^, ou seja 

ftfcinfc > = nfc|n* >; 

com autos valores tik = 0, L Como os estados ib = 1,2 são escludentes, segue que 

ni + na = 1, (^-®) 

e nos rotulamos |njk > = \k >, mas especificamnte, 

\h > = |2 >, 

|li>= |1>. 

T^sndo em vista as equações (B-4), (B-5) e (B-6) podemos verificar as seguintes relações 

para os operadores que aparecem na expressão (B>1) 

(4ai)^ = (4<»3)^ =0, (fl-7) 

[4<*3,Í(4<»3 - 4«i)I = -4<>a» (^-8) 

l4<»i4(4oa - 4«i)l = 4<»i. (^-®) 

|4<»i,4<»3l = (4«a - 4«i)i (5-10) 

{4«i,4fl3} =1* 

Agora conúderemos os operadores de momento angular para uma partícula de spin 

1/2; as matrizes de PauJi 

(; ;)■ (í • )■ (i -")• 
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servem como uma base para os operadores de spin 

** — 2^«f h — 2^s» ** “ 2^*’ 

com 08 quais podemos definir os operadores 

st = Sa+tS„ i 

s“ = s*-»s„ 

os quais saiisfasem as s^intes relações de comutação 

[s#,s*) = ±Ãs=*=, 

Ist.s-] = 2fis„ 

|s»,st] = [s*,s-| = [s*,s,l = 0, 

e 8* pode ser escrito como 

= ^(sts +s“st) + íj. 

Usando as equações (B-12)-(B-15) podemos mostrar que 

(.t)* = (,-)» = 0. 

(B-13) 

[B -14) 

{B -15) 

(fl-16) 

(B -17) 

(B-18) 

(5-19) 

(B-20) 

(B-21) 

Comparando as expressões (B-7) com (B-12), (B-8) e (B-9) com (B-17), e (B-10) com 

(B-19), vemos que eriste um isomorfismo da álgebra dos operadores de um ástema de 

dois níveis com a álgebra de uma partícula de spin 1/2, desta forma faaemos a seguinte 

correspondência 

st^-^ (5-22) 

s" 4-> fiafoa, (B - 23) 
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^ - 24) 

e usando estas expressões podemos reescrever o hamiltoniano (B-1) on função doe oper> 

adores st, s~ e s«, consideremos o primeiro termo do lado direito de (B-1), este pode ser 

escrito como 

Ha = +«>3)(afai-|-4<»a) + |{»a - wi)(4«a - 4«i)l» 

if * 

= (wi + Ws)-t + AiOi)S,lí, 
fei * 

onde 

tüQ = ttfa - toi, 

(B-25) 

{B - 26) 

a frequência de ressonância dos átomoe do sistema. No termo que descreve a interação 

podemos substituir diretamente os operadores st e s_, de forma que a expressão (B-l) 

para o hamiltoniano toma-se 

N N 

+ + + ííi,2.ku4)(4ki + 6ky), (B-27) 

a qual é a expressão (2.48). No início do capítulo 2 comentamos que deste hamiltoniano 

podemos obter o hamiltoniano de Dicke, isto pode ser feito se prímdro considerarmos que 

ao fazer a aproximação de dipolo, consideramos que na expansão do campo A(xi) em série 

de fburier, as componentes que dominam a dinâmica do sitema âtomico são caracterizados 

por fatores de fases para os quais exp(ikjc) a 1, assumindo o ndcleo localizado em xq. 

Desta forma podemos aproximar o hamiltoniano de interação por 

|s1 

consequentemente a expressão para a constante de acoplamento toma-se 

r2irâts^^ 

(B - 28) 

(B-29) 

72 



a qual segue de (2.43). A soma sobre 1 (número de átomos) não aparece míds na constante 

de acoplamento, de forma que esta k feita somente nos operadores st, s~, e s«, o que 

permite introduzir os operadores atômicos coletivos 

N . N N 

= S- = V..-, S. = T>l, (fl- 

•=1 1=1 1=1 

agora assumindo a aproximação de onda girante na expressão (B-27), a qual consiste em 

desprezar os termos antiressonantes e 05*“, o que pode ser justificado quando temos o 

sistema em ressonância com o campo externo. Por exemplo na representação de interação 

o termo hS~ possui o fotor de fase exp{—i{wx + u\>)f]i enquanto que ao termo òts~ está 

associada a fase exp(i(u?A — Wo)f]i oi^de wx ' a frequência do campo externo, como na 

ressonância tuo contribuição do termo hS~ toma-se n^ligenciálvel em relação a 

de (t5~, devido a oscilações rápidas. Tsmos então o hamiltoniano de Dicke escrito como 

Jí = Ç +Ç(ík,y»Ls-+iS - «) 

08 operadores coletivos dados por (B-30) satisfazem às mesmas relações de comutação que 

(B’13]-(B-16), só que para um momento angular S = N/2 e não s = 1/2 para o caso 

de um único átomo. 

Os cálculos que temos feito a partir da equação (B-1) são para AT-átomos de dois 

níveis, e como temos mostrado, eqs. (B*22)-(B-24), existe um isomorfismo, puramente 
I 

matemático, entre a álgebra dos operadores atômicos com a do gmpo 5f/'(2). Isto nos 

permitiu introduzir os operadores e s«, de uma partícula de spin 1/2, sendo que o 

papel destes operadores pode ser encarado de duas maneiras. Tratando o sistema como 

JV-átomos de dois níveis, os operadores possuem o seguinte papel: 

excita uma partícula passando-a do estado |— > para o estado j-f- >, 

8~: desexcita uma partícula, passando-a do estado j-f- > para o estado |- >, 

s«: a soma de todos os s* dá a diferença de população entre o número de partículas que 

se encontram no estado |-b > e as que se encontram em |— >. 
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Observe que estamos considerando as partículas sem graus de liberdade axlicionais. 

Podemos também atribuir aos operadores e s« um outro significado: 

troca o spin da direção z negativa para a positiva, 

s*~: troca o spin da direção z positiva para a negativa, 

Sgi seu autovalor dá o valor da projeção do spin sobre o eixo z. 

Em particular temos a seguinte equivalência entre a Hamiltoniana do sistema de 

elétrons com o sistema de spin: 

-ff# = + gtFm<r~) *—► “ «t^i) + W+5»fl4®a)i 

onde 

òíE = ^ — El* 

Note que o significado íúsico de IIvq e àE bem como de e ^Fs são completamente 

diferentes, Iívq e g» szo determinados do produto do campo magnético H com o campo 

magnético associado ao spm, ou seja, sendo 

B. = ~—<rM = (fl - 32) 
mc mc 2mc' " 2mc' 

temos que 

hvo = ~B„ ÍB-33) 
mc 

k,:r* = - ÍB,), (fl-34) 

h,F„ = - ^{B. + ÍB,). (JJ-SS) 

Um sistema de dois níveis é o mms simples no qual podemos observar a ressonância 

magnética (12], por exemplo, átomos ou moléculas com momento angular orbital nulo e 

spin 1/2, ou átomos sem momento angular eletrônico e spin nuclear 1/2. Se um campo 

magnético estático Ho ' aplicado na direção a, a enerj^a dos dois estados de spin |+ > e 

i->' 

B+ = B. = (B-36) 
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(ver fig.(5) onde aasnmimoa que o momento magnético é po^thro). 

£^=-/^lHol 

Fiq.l. Separação dos níveis de energia de um átomo em 

um campo magnético estático. 

A diferença de energia entre os níveis |+ > e |— > e 

AE = B+ - B- = -2;*|Ho|, (B~37) 

desta forma se nm campo eletromagnético transversal H(t), oscilando a frequência wi e 

satisfasendo a condição de ressonância 

liWí - AEt (JB~S8) 

é aplicado, o sitema absorve energia quando os elétrons são excitados do nível |— > para 

0 j+ >. Na equação (B-38) w/, e a frequência de Larmor. 
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APÊNDICE - C. 

Obtenção da Equação Master 

Consideremos a equação (1.29), obtida no capítulo 1, 

d r 
= ís«(t) - i f (C-1) 

na qual faremos a aproximação de Bom; que consite em manter a menor potência na 

interação . Como já temos esta em segunda ordem dentro da expressão do traço , á 

exponencial é aproximada para 

^ (C-2) 

Agora do ponto de vista operacional toma-se mais conveniente escrever a equação 

(G-1) na representação de interação , antes porém consideremos algiimas propriedades do 

operador Liouvilliano L = ^[If, ]. Sabendo que para operadores arbitrários A, B e C 

temos a relação 

B + 1^,B| + (C-3) 

seque imediatamente que ! 

^iHtlhB^-istfK ^ ^iLtg (C-4) 

onde é a versão quântica do operador de evolução para operadores, e que têm a 

propriedade distribuitiva, 

e*"(AJ5C) = (c»"A)(c^‘B)(e»^‘C'). (C-5) 

Usando a propriedade (C-4) escrevemos a expressão para o operador estatístico ^5(1) 

na representação de interação como 

PsM = Mi) = = e“'“ps{i)] (C-6) 
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Derivando no tempo a expressão (C-6) e substituindo em (C-l) obtemos 

ífi{t) = - rrr*lí(C- 7) 

onde o kemel da integral (C-7) pode ser escrito como 

K{t - e)h{t') = -"'‘■‘fli.,, M(0)ps(i')]l. (C-8) 

Para obtermos esta expressão o termo eip(»isí) íoi inserido dentro do sinal do traço 

e em seguida usamos a equação (C-6) e o fato de Lr comutar com L$ e ambos comutarem 

com pje(O), obtendo portanto a equação de evolução do operador estatístico reduzido, na 

representação de interação e na aproximação de Born 

ps(i) = - /'*'*(< - nMf)- (C-9) 

Retomando agora a expressão (2.47) para ÍT, a qual escrevemos como 

ff =r ffs ^ Br -h Hint, iC-ÍO) 

onde 
N 

Hs = tí;o^4' 
»=i 

(0 

Hr 

N 

Bint — + í?i,a,l,kj«J|)(í>íy + Í>kí)j 

(C-llo) 

(C-116) 

(C-llc) 

onde consideremos i/t = 1. Antes de substituirmos a expressão (G-10) na equação (C-9) 

vamos introduzir uma notação mais prática onde os conjuntos de operadores {ua} e 

pertencem aos espaços do sistema 5 e do reservoir Z respectivamente. Para o nosso estudo 

vamos identificar o conjunto, 

{«a} = {szi «■*■,«) = (ui, «2, «3 ); (C-12) 
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{»(.} = (6. 6^) = (0| »3| «3). (C-13) 

08 quais permitem reescrever 0 ^miltoniano de interação como 

3 

Sint — ^ ^ {Ç ~ 14) 
A,/i=3 

Substituindo (C-14) em (C-8) obtemos 

iC(t - í")ps(íO =3’rjel(e*’^**UA)w#*, pz{0)ps[t')]\'1xnlafi 

= 7AM7a/?{«A(0«a(^)rr;elv^(< - <')v/jpje(0)lps(<') + 

- ría{i']Trz[v^{t - <')WJl(í>)]ps(<')tÍA(<) + 

- Íix{t)Trzlvpv,t{t - l')PJz(0)l^s(O«a(O + 

+ h{i')^a{Í^)Trz\vpVft{t - t*)p;e(0)lÚA(<)}' 

Para deduzir esta expressão primeiro observamos que o operador L$ s6 atua sobre os 

operadores ua enquanto que Lz atua sobre os assim usando a propriedade dlstríbutiva 

(C-5) e (O4)podemos escrever, por exemplo 

rr£[vAV^(P - Í)pz{0)] = 

= Trz[e~*^^' ~ üA«~*^‘* “ = 

= Trji\vx{t - í')w«(0)l» 

com procedimento análogo para os demais termos. Nas expressões anteriores estamos 

considerando que os índices mudos estão sendo somados de 2 < A,/i,a,/9 < 3, conforme a 

expressão (C>14). Por conveniência vamos definir 

- f) = (C- 15) 

- f") = - l'W(0)l, (C7-16) 
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e assim a expressão para o Kernel K(t — poàe ser escrita como 

X(t - t') = IX,(í - í-) - X„(í - ÍMpít') = 

= 7Xs7«p{[ü)i(<). “«(*')W(í')lísp(< - <') + 

- lixW, - <')} = 

= ÍWi(í'). (C-17) 

onde é definido como 

jCxmü^ = 7A^7a^{[«A(0, - 0~ 1«x(0, * ~ ^')}> (C* “ 18) 

onde • ^ o lugar ocupado pelo operador sobre o qual £xftafi atua. 

Note que a expressão (C-17) define Kj e iC//. Consideremos agora K/, fazendo a 

soma sobre os índices A, /i, a,de 2 à 3 temos 

Kz(t -1*) =7aa73altt2(0» «a(0ps(0l63(í “ f') + 7327aa[tÍ3(0j «2(f')^s(f')l6a(t -1*)+ 

+7a37aal«3(í)> ^aíO^ií^OKsaíf ~ + 73372a[tt3(0j - f^)+ 

+723733|ua(f), U3(Í0Ps(^')163(1 - <') + 733733[«3(Í)i «3(<OT]Í32(< ~ í^)+ 

+723733[«a(0» í*3(f^)ps(f’)1^33(< - <*) + 733733[«3(0i ^3(t0^5 (*0]Í33(t - f^)+ 

+723733(tiaíO» ^aítO^ííOKaaíf ~^) + 733723[«3(0> ^a(f0^s(O]^33(t - f^)+ 

+7337331«3(0> «a(í% (0163(1 - <') + 733723[Ü3(0i «2(Í0PS (0]63(< ~ 1*)+ 

+723733[tt2(l)» «3(0^5(0)63(1 “ 1*) + 733733Í«3(1)j «3(10PS(0]63(1 - í*)+ 

+723733|«3(l)> «3(0^5(1^)163(1 - 1*) + 733733[«3(l)t «3(1*)PS(0163(1 - f'). 

(C-19) 

Retomemos o Hamiltoniano de interação para reescrevermos a constante de acopla- 

mento ff e:q)licitamente, segue de (2.44) que 

gi,i,2.kj\ = -»(^)(^)* exp A jc., (C - 20) 
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(C - 21) 

onde 

íi,3,i,kj, = -t(^)(^)i^ejg.P3,i,iexpikjC|, 

UÍ21 = <^ia = E2 - El = WQt = 1, 

conforme a expressão (B-26) e o valor médio de momento de dipolo dos ãtomos é dado pela 

expressão (2.46). Fctzendo a soma nos índices A e da expressão (C-14) e usando (C-12) 

e (C-13) temos 

Eint = 73363+ + 7336Í’s+ + 73363“ + 7336^3“, 

comparando esta com a expressão para Hint, eq.(C-ll), verifica-se que 

7i2 = 723 = ffí,2,l,k,/, (C - 22a) 

733 = 733 = ^«,l,3,k,/i 

e assim podemos escrever para os produtos dos 7’s que aparecem em (C-19), 

(C - 226) 

723733 = 733733 = 733733 = ff»,2,l,k,i^l,3,l,k j, (C-23a) 

733733 = 733733 = 733732 = ffi,l,3,k,j^l,l^,k Ji 

733733 = 733733 = 733733 = ?i,3,l,k,jff/,1.2,k4J 

(C-236) 

(C-23c) 

Vamos calcular agora as expressões para ^31, ^33, 1J33 e ^33; tendo em vista que 

08 são dados por (C-15), e usamos a matriz densidade do ensemble canônico para 

caracterizarmos o reservoir, ou seja 

m(o) 

onde 

(C-24) 

(C-25) 
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sendo ks a constante de Boltzmann. l^os de (C~13) e (C<1S) que 

íss(í -f) = rrniík (t - í')tk m(0)|, (C-2G) 

&a(í - <') = rr,[6i {t - fjò], «(0)], (C- 27) 

fs2(t - O = rrnlil (i - t')tk m(0)1, (C-28) 

6s(t - f) = rrnltl (í - fjòj m(0)|, (C- 29) 

O traço é calculado fazendo se a soma dos elementos diagonais do valor esperado dos 

operadores, calculado nos autoestados do campo eletromagnético definidos pelas expressões 

(2.35)-(2.37). A expressão (2.37) mostra que o termo txp{-^XDkh\.hk) é diagonal, desta 

forma segue diretamente que as expressões para e ^23 são nulas porque a operação 

consecutivas de dois operadores de criação ou aniquilação levarão a estados ortogonais 

para ki = ks ou ki ^ kj, portanto 

Í22{t -f) = -0 = 0- (c^-so) 

Para calcular ^23 e ^33 vamos antes obter a dependência temporal dos operadores 6 e fct 

usando a equação de movimento de Heisemberg no subspaço Sk. de Z, on seja 

onde Hz é dado por (C-11), esta expressão pode ser integrada diretamente para dar 

b[{t) = (C-32a) 

I 
e analogamente 

bk{t) = (C-32Ò) 

Da mesma forma a dependência temporal dos operadores no subspaço Cs do sis- 

tema é 

s=*=(f) = (C-33) 

81 



4»* = 0. (C-34) 

onde Sz e uma constaute de movimento. Retomemos agora o cálculo de ^2, substituindo 

os autoestados definidos por (2.36)-(2.38) e a expressão (C-24) em (028) temos 

(S2{t - í*) = ^ Hat < nalfci (t -  K >* (0-35) 

onde 

Ilalíla > — ^ ~ **• 

Z(fi) = Trzt-fE^ (C-37) 

e a função partição do ensemble canônico. A operação de czp{pWkb\bk) sobre |n^ > dá 

(C-38) 

agora o fiitor exponencial comuta com òtò e pode sair da expressão do valor médio, e com 

isto resta calcularmos 

Hrf < n«i4,(í - í')»m 1»Í > = " ‘''«kAt.. - ®®) 

substituindo (C-38), (C-39) em (035) obtemos 

62(í - n = E (c-®) 
•iKt *-*- 

a soma que aparece nesta expressão é efetuada 

^ «kí-fE; Y, = 

1* 
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Subistituindo (C-37) e (C-41) em (C-40) obtemos 

V V —f-füi—jK.C - «'Ifj j , 

No produto dos dois primeiros termos do lado direito da expressão anterior, todos os termos 

a menos da soma sobre ki cancelam-se e esta soma dá: 

= 1 _ (C-42) 

nfc. I 

substituindo esta na expressão para ^33 temos 

Í3j(< - <’) = (C-43) 

onde definimos 

^ = H” [c-u) 

como 0 número de ocupação médio do estado k é uma temperatura T. O cálculo de ^33 

segue analogamente se usamos a relação de comutação de &t e 6, 

Ím(í - O =í’r*[6k(í - O^ImÍO)! = 

= í’''je[/’je(0)l^k k + rrjeliJ h [t - OwtO)! = 

= [nífiw^ ) + IJe-*-- - '"lík K . (C - 45) 

Subistituindo as expressões (C-23), (C-44) e (C-45) em (C-19) obtemos que 
1 

N 

Ki{t {Çi,2,Uk 

+ y»,i,3,k 9j\ia,k {[«< + [«ííOiS,- (Ops(í")]}}x 

xjl -b -b +T»09u;jt>-*<(*-*'))5k^k^.(C-46) 
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Consideremos agora a equação para K[i{i — dado por (C-17). l%ndo em vista os 

cálculos que levaram a equação para Ki{i — t') e observando a dependênda temporal nos 

operadores da expressão (C-16) em relação a (G-15) bem como a posição dos operadores 

no comutador de IC//, com relação ao operadores de iTj, podemos escrever imediatamente 

que 

N 

+ 3i,l,3,k gj\l,2,k {[ãrW.Pí(*')«/■(01 + (01}}x 

Por convenienda não vamos somar as expressões (C-46) e (C-47), mas am considerar 

primeiro a integração no tempo, que aparece na equação (G-9) dos termos de Ki{t — t') 

comecemos com o termo exp—iwk (t — P), ^ 

= - y** duj [sfJsit - 

introdusindo a Aproximação Markoviana (AM), 

—* - ‘j i»í.#í[ <»«■“*" * = 

= -•/ + «»z) - (C-48) 

A aproximação Markoviana consiste em despresar a memória do sistema Z sobre 5, 

e 0 operador estatístico depende agora apenas de t e não mms da diferença (t - i'). Na 

integral (C-48) usamos o resultado [31| 

í*(n) = r = irí(n)±iPg, (C-49) 
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onde 0 simbolo P refere-se a parte principal. O simbolo //i(-) representa a integral do 

primeiro membro do Kemel Ki{i - V) associado a fase exp{—iwk (f - P)}. Considerando 

que os campos não possuem frequências negativas obtemos que 

Çí(u?o + u/fc) = 0. (C-50) 

Procedendo analogamente introduzimos a aproximação de onda girante nas equações 

(C-46) e (C-47) para obtermos: 

í/(0 = -- tnife)}x 

jl -f n(^wjfc)] -}- - tüfc) + [a,^,8jps{t)]{i]P}X 

(C-51) 

W) = -|^Ç7i.j,k{{lai .PsajWlfi (t«o - ^k) + 

[1 -f n{fiwk)\ + + tgfc 

n(^tnfc))}, (C-52) 

onde 

7»j.k = ffi,a.i.kSi.3,i,k- (C-53) 

Vamos fazer agora a integração angular sobre o vetor ek,y do campoj a soma sobre 

as direções de polarização está implícita na soma sobre o índice k. Aproximando a soma 

para uma integral, 

g-Difei’■ 

•Dé'T '“■/ d(p J dSsenOf (C — 54) 
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uaando (C-20) e (C-21) escrevemos explicitamente a expressão (C-53) 

7ij,k — 9i,2,l,k93\2,l,ií — íi,3,l,kí?j,l,3,k — 

= - **>. (C - 55) 

onde ek,a já foi definido anteriormente. Consideremos agora a integral 

I = Fii',j^’*áí>jr'<i9«íníÇ(êk,..P,.j.i){êk,a.Pijj)í’‘’‘‘i, P = PP, (C-56) 

onde 

Xij = Xi - Xj, {C - 57) 

Lembrando que èk,aJc = 0, = ^aa'» onde a = 1,2 obtemos que 

5](«k,a-Pi)(êk,.-Py) = Pi-Py - (PiÍ)(Pyí), (C-58) 
a 

substituindo em (C-56) temos que 

^ = /«aiPí-Py - (kP.Oíi-Py)!»'’' *-'. (C-59) 

A 
como estamos int^ando no vetor unitário k, o resultado da integral deve ser da forma 

p.p. ~ [oPi*Py + 6(PiJty)(Pjjt,j)|, (C —60) 

onde a e 6 independem de P< e Py. Observe que precisamos de duas condições para 

determinarmos a e 6, considerando todos os dipolos iguais entre si e com a condição 

P,- = Py = Í,y, 

s^e de (C-59) e (C-60) que 

» + k - gxiiíííííal - 

agora fazendo 

P. = P,- = S. S = 4(1,1.1), X,y = (1,0,0), 

(C-61) 

[C - 62) 

(C-63) 
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r| 

»
- 

obtemos de (C-59) e (C-60) que 

a+h=í‘J^. (C-M) 
3 X [kxij] ^ ^ 

As equações (C-62) e (C-64) definem a e 6, e portanto 

/ = 4»|Pi|’{[l-(P,Í,y)»lf^jíl+ll-3(P,it.-,fllí^|l-fíg^l}. (C-65) 

^ /* 
como consideramos P» = Py, então 

PíJ*y = PiPjCosB = |Pi|^; cos$ — 1. 

Por conveniência vamos introduzir a notação 

8 
I = |ir|P,pA„(tii,), (C-66) 

onde (C-65) e (C-66) definem Aij{kxij). Substituindo (C-66) em (C-51) e (052) e tendo 

em vista (C-17), a equação master (09) escreve-se 

N 

X (1 + w.(^w*)] 4- 

1 
+ {[«ísr>ps(0]^ 

N 

- [s< «Í,P5(01-P; 
+ «>* ‘ /I tüo _ tü* 

}n09w*)} + 

X |1 + n(ySw*)] + 

+ {[4>7,h{t)\P 

N 
tüo + iOk ‘ * 

+ ^ 7o[«Í87^5(0 - ^sjh{i)4 + + n[^m)\ + 
ij=l 

N 

+ ^ 7oh «yPs(0 - 2st^s(í)s7 -I- Ps(í)«r«?WM). (C-67) 

ij=l 
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Obflerve-se que separamos a soma sobre as partes principais em « = ; e t / j, ainda 

usamos as seguintes relações , válidas para sistemas de dois níveis [32]: 

14 «r. p] = 4» p1=pI (^ - 

\44* p]=^í44* pI (c-69) 

e nos dois últimos termos foi efetuada a int^ação sobre ^(too - tsfc)* As integrações 

que envolvem os com i ^ são efetuadas usando o cálculo dos resíduos para os polos 

em tc/fc = ±too, onde consideramos que n(j3wk) é centrado em tomo da frequência too, 

com isto n{pwis) n(^tSo), smndo este termo do integrando. Quanto ás integrações sobre 

vemos de (C-65) e (C-66) que 

Aii(*oXii) = 1, (C7-70) 

e estas integrais podem ser feitas diretamente levando a 

ps(t) 

onde 

N S 

í#j=i 
s 

*5=1 
s 

7*y(«r4Ps (0 - 2s+h (f)«r + h (0«74 W^)* - 71) 

"b ^11 
Q 

7«j — ®»i = *»■“ 

(C-72) 

(C - 73) 

(C-74) 

fly(Ao®ü) = 

(C-75) 
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Na equação (C-73) kc « um •cut-oflP*. A equação (C*71) está na representação de 

interação , na representação de Schrodinger p$ (t) é escrita como 

«(<)=-w7El*í*r./>sWI-2»n E Ê o«(*0*<y)K+*7./>í(<)I+ 
»=1 i=3^l 

N 

- 53 “ 2«7pí(0«Í + + »(/?Wo)l + 

K 

“ 5^- 28+ps(í)s^ + Pí(<)«r»jW»o), (C-76) 

onde 

u>7 = tüo + fl, (C-77) 

é a fi^uência renormalizada. Vale a pena observar que não fiiemos a ^roximação de 

onda giranie na Hamiltoniana (G-ll), como foi fdto para obter o hanodltoniano de Dicke, 

expressão (B-31), assim como nas expressões (C-4€) e (0'47); com isto obtivemos uma 

frequência vo^ renormalizada e o termo niy(A;oXty), os quais não aparecem quando usamos 

o hamiltoniano (B-31), já que estes termos provêm dos termos antiressmiantes e 

8~bf os qums são desprezados em (B-1). A parte imaginária da equação (C-64) possui 

termos dispersivos, («>o -- w)“‘ e (too+«>)”*, e assim descrevem processos antiressonantes, 

as somas esu i = j levam somente a uma correção na frequência, também chamada 

*Lamb-8hift” e pode ser vista como uma renormalização da frequência atômica Ihrre u\). 

Os termos correspondentes a t ^ ji aparece como uma nova contribuição que representa a 

troca de fótons virtuais, entre i e j. Observe que na aproximação de dipolo, Xq » Xjj, 

este termo possui uma forte contribuição , ou seja este termo diverge para koZij -*0. k 

parte real da equação (0*67) corresponde aos termos nos quais apareceu é(too — wíí;), e 

desta forma descreve o acoplamento de fótons ressonantes (wq = w^), assim a expressão 

(0-74) pode ser aproximada para 

la ^ TtoJ Aiy(*o*ij) 1 para A© » X(j-, 
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na aproximação de dipolo. Vamos ignorar aqui oa efeitos do termo ííij{kQXij) bem como 

0 *Lamb-sliiít* dependente da temperatura, com isto a equação (C-76) reduz-se à 

N N 

ps(t) = “ 2s7p5(fK^ + Ps(t)4^7l^ 
i=t ij=l 

X (1 -f- n(j9tyo)l + 

u 

“ 7o ^ [«r4(0 “ ^4(0«r4 
i^=l 

Observe que nas equações (C-76) e (C-78) suprimimos os índices s de ps. 
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APÊNDICE - D. 

Obtenção do Sistema de EqtMçôes a (^-SS) 

No capítulo IV miroduzimos uma uova base de operadores, O,-, »= 1,2,3 e 4 a qual 

á obtida de uma combinação linear dos operadores de spin s~ e Sa> qne satisfazem ás 

seguintes relações de comutação 

(sa,í*l = ±s=^, 

(s+,«“l = 2s »» 

(U-l) 

(D-2) 

(consideramos = 1 } e como consideramos spin 1/2 os operadores e s~ tem o sen 

quadrado nulo, 

(.+)» = (.-)» = 0. (í>-3) 

Os operadores e s, agem nos autoestados |+ > e {— > modificando-os, 

«+1+ > = > = 0, 

«+|- >=!+>, 

•"1+ > = I- >, 

(D-4) 

(D-S) 

(D-6) 

enquanto que Sg é diagonal 

5,|± > = ±il± >, {D - 7) 

conforme as equações (4.5a)-(4.5d). Neste apêndice introduzimos os operadores Oi, O2, O3I 

e O4 que são uma combinação linear dos operadores e Sj e são dados pelas expressões 

(4.9)-(4.12) ou seja 

Oi = Ui + 2s.), (D-8) 
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(J>-9) 

(D -10) 

Pa = i(/ - 2í.). 

+ *')• 

0< = - .-)• (D - 11) 

Estes operadores são hermitianos, e as relações de comutação para êles podem ser 

obtidas com a ajuda das equações (D-1) e (D'2), e são mostradas na tabela T-1 abaixo: 

Com a ajuda das equações (l>-4)-(0-7) podemos determinar o resultado da ação dos 

operadores Oj, s sobre os autovetores |+ > e |— >, temos que 

Ã(J^+2sa)l+> = l+>i Oi — l+X+1, (D -12) 

Oi|->= 0, 

Oj1+>= j(/—2»,)|+>= o, Oj = |—><-|, 

Oj|-> = |->, 

(0-13) 

(0-14) 

(0-15) 

0.1+ > = :;^('^+*-)l+ > = ;^l- >. o, = ]-><+\^\+><-[, (B-16) 

0.1->- ^l+>> (O -17) 

0.1+ > = -.-)!+ > = >. o* = ,!+>< 1^1 x+l, 

(0-18) 
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(D-19) 0,|_>=^|+>. 

T^ce também que o traço dos Oi$ são 

TrOí = i < +1(7 + 2«,)|+ > = 1, {D- 20) 

TrOi = 1, 

TrOa = 0, (D-22) 

rK>4 = 0, (i)-23) 

e TrOiOj são mostrados na tab^ T-2 ababco, 

Desta tabela s^e a equação (4-15), ou sqa o <x)njunto de operadores {Oi, O3,03,04) 

" ortonormal a partir da definição do produto interno 

< Oi\Oj > = TrOfO^ = TrOiOj = éfy, {D - 24) 

Vamos determinar agora, de (4-17), a equação para w^^ as equações para tôs e 11)4 

seguem analogamente. Consideremos então a equação (4.17) 
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Wj{t) = - itft, ^ u>irrO/|a+« ,0,] - 7II + n(j9too)) V WiTr0j{9^$~0i - 2«~0,«+ + OiS^a )+ 

U=l »=1 
4 

-7o»(^Wq) WiTr0j[8~8^0i - 2a+0*«~ + 0i3~a+)+ 

4 

“7o(/>o - V“^) J^ti;<rr0y{< «” > la+,0,] + [0í,«"1 < «+ >}, i = 1,2,3,4, (D - 25) 

Conuderando 7 = 1 e tratando separadamente cada termo desta eqnação, tanos para 

0 primeiro qne 

4 4 + 

= íDiTr0i[8'^s i^»l =y^**^* <m\0i8'^8‘‘0i-0i0i8^3 |m>= 

1=1 1=1 m=— 

4 + 

= < ml|0í,0i)s+s“|m >= 
1=1 m=— 

4 

=V' < +!l^t» ^i]|+ >= 
fei 

=ttP3 < +|04j+ > —*tP4 < +j03j-t- >= 0. (X? — 26) 

Para obtermos esta expressão usamos a propriedade cíclica do trago , as relagões de 

conmtagão para os 0,*s definidas na tabela T-1 e as eqnagões (D-12)-(D<19); nos cálculos 

seguintes estaremos usando estas relagões . Consideremos o segundo termo de (D~25), que 

possui três parcelas, vamos tratar separadamente cada uma delas. A primeira parcela: 

4 4 - 4 

u;,TrOis'*'a"C< = < mjOjOis+s~|m > = Wi < +|OiOi|+ > = tüi, 

(D - 27) 

a segunda parcela: 

4 

^ WiTrOi 8~ O,-5+ oíi ^ < mjC>is"C<s+|m > = < -10is“0,-|- > = 

m=+ 

= tlíj < -|OiS“|+ > + ^ < “1^1* l~ > ” ^ 1~ > = 

= V>1 < -|Oi|- > = 0, {D- 28) 
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e a terceira parcela: 

^WiTrOiOiS^a ~ ^2^* <m\0i0is^8 |m> = 

1=1 m=+ 
4 

= < +|í?iO»l+ > = toj, 

e das equações (I>-26)-(D-28) s^e então que 

4 

WjTrOí (s~*^a~Oj - 28~Oíí'*‘ + (?,*«■*■«“) = 2«>i, 

procedendo analogamente com os demais termos obtemos 

(D-29) 

(D-30) 

tôi = -270(1 + n)«?i + 27ônt£^ - 7o(Po - V )(«>a + *04)1 ~31) 

o termo não linear provém do último termo em (]>-25], uma vez que 

<«=*=>= -^[«03 ± »t04l. 
v2 
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LEGENDAS DAS FIGURAS 

Fig. A-1. 

Fig. A-2. 

Fig. A-3. 

Fig. A*4 . 

Fig. B-1. 

Fig. B>2. 

Fig. B-3. 

Fig. B-4 . 

Fig. (M. 

Fig. C-2. 

W{t) X T, eq.(5.6), para as condições iniciais: 1^(0) = 50, 48.96, 40, 0, n = Q, s 

p = 100; cnrvas 1, 2, 3, e 4, respectivamente. Para a condição inicial IV(0) = 0, W{r) 

e sempre nulo. 

Z{r) X r, eq.(5.7), para as condições iniciais: Z{0) — 0, 10, 30, 50, n = 0 e 

p = 100; curvas 1, 2, 3, c 4, respectivamente. 

I{t) X r, eq.(5.8), para as condições iniciais citadas nas figuras A-1 e A-2; curvas 

1, 2, 3, e 4, respectivamente. 

|J(r]| X r, para as condições iniciais citadas nas figoras A-1 e A-2; curvas 

1, 2, 3, c4, respectivamente. 

W{r) X T, para as condições iniciais: ÍV(0) = 1, 10“^, 10“®, 0, n = 0, c p — 100; 

curvas 1, 2, e 3 para o sistema sem a interação com o reservoir e curvas 4, 5 e 6 para 

0 sistema com interação com o reservoir, respectivamente, 

Z{r] X r, para as condições iniciais: Z(0) = 49.989, 49.999, n = 0, e p = 100; curvas 

1 - 3 e 4 - 6 como na figura B-1. 

I{t) X f, para as condições iniciais citadas nas figuras B-1 e B-2, curvas 1 - 3 e 4 - 6 

como na figura B-1. 

|J(r]| X r, para as condições iniciais citadas nas figuras B-1 e B-2, curvas 1 -* 3 para 

o sistema interagindo com o reservoir, para o sistema sem interação |J(r)j e uma 

constante de movimento e as curvas 4 — 6 são as retas |J(r)| = 100. 

1V(t) X T, para as condições iniciais: íV(0) = 50, /? = 100 e n = 0, 10, 20, e 40; curvas 

1, 2, 3, c4, respectivamente. 

Z{r) X T, para as condições iniciais: Z(0) = 0, p e n assumem os mesmos valores da 
I 

figura C-1 com as curvas 1-5 associadas a estes valores, respectivamente. 

98 



Fig. 03. /(t) X T, para as condições iniciais citadas nas figuras C-1 e 02, curvas 1-5 como 

na figura Ol. 

Fig. C-4 . 1J(t)| X r, para as condições iniciais: IV(0) = 50, Z{Q) = 0, /> = 100 e n = 0. 

Fig. EM. t7(r) X T, para as condições inici^: tF(0) = 1, /? = 100 e n = 0, 2, 4, 6, e 8; curvas 

1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente. 

Fig. D>2. Z{r) X T, para as condições iniciais: Z(0) = 49.989998, pen assumem os mesmos 

valores da figura D-1 com as curvas 1 - 5 associadas a estes valores, respectivamente. 

Fig. D-3. /(t) X T, para as condições mici<ds dtadas nas figuras D*1 e D-2, curvas 1-5 como 

na figura D-1. 

Fig. D-4 . |J(t)| X T, para as condições iniciais citadas nas figuras D-1 e D-2, curvas 1-5 como 

na figura D-1. 
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