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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados sobre modularidade de
reticulados. Mais especificamente, apresentamos as propriedades de um reticulado
modular num espago euclidiano arbitréario e a relagao entre as theta séries de
reticulados modulares pares e formas modulares. Além disso, apresentamos o
estudo de modularidade em reticulados ideais fornecendo condigoes de existéncia,
construcoes e caracterizacao de reticulados ideais modulares para graus especiais em

corpos ciclotomicos.

Palavras chave: reticulados, reticulados modulares, reticulados ideais.



Abstract

The aim of this work is to show results about modularity of lattices. More
specifically, we show the properties of a modular lattice in an arbitrary Euclidean
space and the relationship between theta series of even modular lattices and modular
forms. Moreover, we show the study of modularity in ideal lattices giving existence
conditions, constructions and characterization of modular ideal lattices for special

levels over cyclotomic fields.

Key words: lattices, modular lattices, ideal lattices.
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Lista de simbolos

conjunto dos niimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros

: conjunto dos numeros racionais

O N Z

conjunto dos nimeros reais

RZ: conjunto dos nimeros reais positivos (maiores que 0)
C: conjunto dos niimeros complexos

i: nimero complexo /—1

Z: conjugado complexo de x

#C'" cardinalidade do conjunto C'

R, O, 0: anéis

a,p, P, T, Q: ideais

R*: conjunto das unidades do anel R

M, N: R-moédulos

Hompg(M, N): conjunto dos homomorfismos de R-médulos
Endr(M): conjunto Hompg(M, M)

(a;j): matriz

det(a;j): determinante da matriz (a;;)

M, (Z): conjunto das matrizes quadradas n X n com entradas em Z
GL,(Z): conjunto das matrizes de M, (Z) com determinante nao nulo
G, H: grupos

(G : H): indice de grupos

K, L, F: corpos

K|F: extensao de corpos

[K : F]: grau da extensao de corpos K|F

Trg p(z): traco do elemento x na extensao K|F

Nk p(z): norma do elemento x na extensao K|F

N(a): norma do ideal a

Og: anel de inteiros de um corpo de nimeros K

dy: discriminante do corpo de ntimeros K
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Dk p: diferente da extensao K|F
D;ﬂlF: codiferente da extensao K|F

¢(n): fungao de Euler do natural n
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Introducao

Um reticulado modular é um reticulado integral que satisfaz uma condicao de
similaridade com seu reticulado dual. Tal conceito, introduzido por Quebbemman
em [15], estende a bem conhecida no¢ao de unimodularidade (ou autodualidade) e
também os resultados que envolvem a theta série de um reticulado par satisfazendo
tal propriedade.

Quebbemman notou que enfraquecendo a condicao sobre o dual, a conexao de
tais estruturas com formas modulares também se generalizava, estabelecendo que a
theta série de reticulados modulares pares sdo formas modulares de peso n/2 para
[y (¢), onde n é o posto do reticulado e £ o grau de modularidade do reticulado. Além
disso, através de uma condigao mais forte em reticulados modulares, introduziu o
conceito de analiticidade extrema para reticulados [16], nogao que esté fortemente
ligada a empacotamentos esféricos densos.

A importancia das ideias introduzidas por ele se deve ao fato de que, além das
importantes consequéncias da relagao com formas modulares cujos exemplos podem
ser encontrados em [7], reticulados modulares tem sido utilizados numa abordagem
recente como codigos Wiretap em canais Gaussianos e Rayleigh Fading.

Com base nos conceitos e resultados estabelecidos em [15], Bayer-Fluckiger
aborda em [2] e [6] os aspectos de modularidade em reticulados ideais, que foram
introduzidos e estudados por ela em [3] e [1]. Reticulados dados por esse caminho
sao Otimas ferramentas para a teoria de codificacao visto que alguns parametros
sao expressos por propriedades e relacoes da teoria dos niimeros algébricos. Como
referéncia para o uso de reticulados ideais em teoria de cédigos podemos citar [4]
e [5]. Especificamente, nos trabalhos [2] e [6], Bayer-Fluckiger fornece construgoes
de reticulados ideais modulares de graus especiais através de corpos ciclotomicos e
resultados com condigoes suficientes para a existéncia de reticulados ideais modulares
de certos graus e do tipo trago em corpos ciclotomicos.

Sendo a proposta deste trabalho o estudo de modularidade em reticulados e,
especialmente, em reticulados ideais, estruturamos o texto em trés capitulos da

seguinte forma:



e Inicialmente fazemos uma breve discussao sobre formas bilineares e espacos
euclidianos, cuja referéncia foi [10], e que serao usadas como preliminares
para a formalizacao da teoria de reticulados em espacos euclidianos abstratos,
onde apresentamos os conceitos relacionados com a definicao de reticulados.
Para o desenvolvimento das propriedades envolvidas neste estudo utilizamos
como base a referéncia [12], no entanto, é possivel encontrar tais tépicos
para consulta em [7]. Também neste capitulo, apresentamos o conceito de
modularidade e as propriedades basicas de reticulados com esta condi¢ao. Para

isto, foram usados os artigos [15] e [16].

e No capitulo seguinte, tratamos da exposicao das propriedades das theta séries
de reticulados pares. Com este proposito, desenvolvemos algumas ferramentas
que culminam na identidade para theta séries do reticulado e seu reticulado
dual e, com as propriedades introduzidas, apresentamos brevemente os tépicos
iniciais da teoria de formas modulares que nos permitem relacionar a theta
série de reticulados unimodulares pares com formas modulares. Em seguida,
apresentamos a generalizacao desta relacao para reticulados modulares pares.
Para esta finalidade, fizemos uso dos livros [19] e [8]. Para uma leitura mais

detalhada sobre formas modulares recomendamos a referéncia [9].

e No capitulo final, apresentamos a teoria de reticulados ideais cujos principais
resultados decorrem de [1] e [3]. Além disso, fornecemos condigdes de
existéncia, construgoes e uma caracterizacao de reticulados ideais modulares
de graus especificos em corpos ciclotomicos. Para isto, foram utilizados os
artigos [2] e [6].
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Capitulo 1

Reticulados

Neste capitulo, abordaremos a teoria de reticulados (sob a perspectiva da teoria
dos nimeros) em espagos euclidianos abstratos. Para tal proposta, faremos uso
de algumas nocgoes e propriedades sobre moddulos, formas bilineares e espacgos
euclidianos. Com isso, para que se tenha justificada tais terminologias ao longo
do texto, desenvolvemos brevemente estes conceitos na primeira se¢ao. De posse de
tais ferramentas, iniciamos, na se¢ao seguinte, o estudo detalhado das propriedades
envolvidas com conceito de reticulado em espagos euclidianos, seguidos dos conceitos

de dualidade e modularidade.

1.1 Formas bilineares e espacos euclidianos

Consideremos R um anel comutativo com unidade e M um R-mddulo.

Definicao 1.1.1. Uma aplicacao b: M x M — R é chamada uma forma bilinear
de M em R se satisfaz as seguintes condigoes:

(1) para cada x € M, a aplicacao y — b(z,y) é R-linear;

(71) para cada y € M, a aplicagao = — b(x,y) é R-linear.

Se, além do mais, valer
b(xz,y) = b(y,x) , para todo x,y € M ,

a forma bilinear b em questao é dita simétrica.



Denotando o conjunto das formas bilineares de M em R por L*(M, R), notemos

que, munido da adi¢ao e da agdao de R em L*(M, R) dadas por
(by + bo)() = bi(x) + ba(x) e (AD)(x) = Ab(z) ,

L*(M,R) possui a estrutura de R-médulo. Consideremos, agora, o R-médulo
Hompg (M, R) = M*, chamado mdédulo dual de M. Tem-se entao o seguinte resultado
para M*.

Proposicao 1.1.2. Seja M um R-modulo livre finitamente gerado. Se B =
{1, 29, ...,2;} € uma R-base de M, entao {f1, fa,..., i} C M* é uma R-base para
M* satisfazendo f;(x;) = 6;;, onde 6;; € o delta de Kronecker, parai,j=1,2,..,1.

Demonstracao: Seja f € M*. Assim, para r = Zizl oa;r; € M, com o; € R,

escrevendo a; = f(x;) parai=1,2,...,1, segue que

! ! !
fla) = f(z ;) = Z a; f(zi) = Z Qi -
i=1 i=1 i=1
Portanto, tem-se que f = Zézl a;fi, ja que fi(x) = 2321 a;fi(z;) = a;. Agora,
supondo

l
> Bifi=0,
=1

para f3; € R e avaliando a expressdao em z;, tem-se que f3;f;(x;) = 0 e, portanto,
pi =0, para ¢ = 1,...,l. Portanto, {f1, f2, ..., fi} é uma base para M*. [

Agora, fixada uma forma bilinear b € L?*(M, R), é possivel observar que a
aplicacao
wp : M — M~
y — oy)(x) =b(z,y)
¢ um homomorfismo de R-mdédulos, uma vez que b é uma forma bilinear de M em
R.

(1.1)

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma forma bilinear b de M em R é nao-degenerada

se 0 homomorfismo ¢, de R-médulos definido em (1.1) é um isomorfismo.

Considerando, ainda, M um R-moédulo munido de forma bilinear b de M em R

nao-degenerada, tem-se que os R-modulos

Endp(M) e LA(M,R) (1.2)



sao isomorfos e que dependem da forma bilinear b fixada. De fato, tomando A €
Endg(M), tem-se que a aplicacao (z,y) — b(z, Ay) é uma forma bilinear de M em
R. Reciprocamente, dado h € L?(M, R) e fixando y € M, tem-se que h,(z) = h(z,y)
¢ uma aplicacao linear e daf h, € M*. Sendo b bilinear, segue que existe y' € M tal
que ¢p(y') = hy. Assim, tem-se que y — ¢y’ é uma aplicagao linear de M em M, ou
seja, estd em Endg(M). Além disso, vemos que tais aplicagdes sdo as respectivas
aplicagoes inversas uma da outra.

O préximo resultado fornece uma condigao suficiente para que uma forma bilinear

seja nao-degenerada.

Proposigao 1.1.4. Se M é um R-mddulo livre finitamente gerado e b € L*(M, R),
entao sao equivalentes:

(1) b € uma forma bilinear nao-degenerada;
(2) se {x1,xa,...,2;} € uma R-base de M, entio det(b(x;,z;)) € R*.

Demonstracao: O resultado segue do fato que, se y = 22:1 ajr; € M, entao

l

ov(y) (i) = blziy) = Y _ bl ;)

j=1
e, portanto, (b(z;,x;)) é a matriz de ¢y escrita na base {@y(21), po(z2), ..., wu(x1) }-
Deste modo, ¢, é um isomorfismo se, e somente se, (b(z;,z;)) é inversivel, o que

equivale a afirmar que det(b(z;,z;)) € R*. u

Com isso, dado M um R-médulo livre finitamente gerado com base B =
{1, x9,...,2;} junto com b uma forma bilinear nao-degenerada de M em R, segue
que existe uma correspondéncia entre a base {fi, fa,..., fi} de M* e os elementos
{x},23, ..., } de M dados por z} := ¢, '(fi), onde i = 1,2...,1. A Proposicio 1.1.5

relaciona tais elementos com sua respectiva base de M.

Proposicao 1.1.5. Se M é um R-mddulo livre finitamente gerado com uma base
B = {x1,22,....,2;} eb é uma forma bilinear nao-degenerada de M em R, entao o
congunto B* = {x},x},...,x7} é uma R-base de M satisfazendo

b((L’Z,ZL’;) = 52’]‘ y
ondet,7=1,2,....1. A base B* € chamada base dual de B para M.

Demonstracao: Seja x € M. Sendo <,0b_1 sobrejetora, segue que existe f =
25:1 a;fi € M* com o; € R, para i =1,2,...,1, tal que

l l
r=¢, () =Y g, () =) ;.
=1 =1

3



Além disso, se Eizl Bixf = 0, para f3; € R, entao

l ! l
0=> Ba; = Bigy"(f) =9, (Q_Bif)
=1 =1 1=1

implicando em 2221 Bifi = 0, j& que ¢, ' é injetora. Sendo {f1, fa, ..., fi} uma R-
base de M*, segue que 5; =0, para i = 1,2, ...,[. Portanto, B* é uma R-base de M.
Além disso, tem-se que

bwi, 25) = (@) (w:) = ol (f3)) (@) = f(wi) = 035

0 que prova a proposicao. [

Notem-se que a base B* ¢é unica para cada R-base B de M, pois caso exista
outra base {r', 1y, ...,z;} de M satisfazendo b(z;, 7}) = ¢(2})(x;) = d;j, como w0, ' é
injetora, segue que existem g1, go, ..., i € M* tal que ; = ©, ' (g;) e dai, g;(z;) = i,
ou seja, g; = fj, para todo j = 1,2,...,1. Com isso, tem-se a seguinte relacao entre

uma base e sua base dual.

Corolario 1.1.6. Se M ¢ um R-mddulo livre finitamente gerado e b é uma forma

bilinear simétrica e nao-degenerada de M em R, entao para toda base B de M wvale

(B*)" = B.

De agora em diante, passaremos a considerar modulos especiais munidos de uma
forma bilinear, os espagos euclidianos. Estes espacos serao o ambiente de trabalho

para o desenvolvimento das proximas segoes.

Definigao 1.1.7. Um espaco euclidiano (E,b), é um espago vetorial F sobre R de
dimensao finita munido de uma forma bilinear b : £ x F — R simétrica, nao-

degenerada e positival.
Tem-se que, como definida, tal estrutura herda através da norma definida por
||| = b(x, x)'/?

a estrutura de espaco de vetorial normado e, consequentemente, a de espaco

topoldgico, dado pela métrica

d(z,y) = llz =yl ,

para quaisquer x,y € E. Com isso, temos, para z € E e r € R}, definida a bola

fechada de centro x e raio r pelo conjunto

Blz,r]={y € E; |z —y|| <r}.

LQue satisfaz b(z,x) > 0 para todo = € E.



Exemplo 1.1.8. Munido do produto escalar usual -, tem-se que R™ é um espaco
euclidiano. Um outro exemplo de espago euclidiano é o conjunto M,,(R) das matrizes
quadradas n x n com entradas em R munidas da forma trago (A4, B) — tr(AB?),
onde tr representa a soma dos elementos da diagonal principal. Mais geralmente,
podemos considerar o espaco euclidiano 2n*-dimensional (M,,(C), Re(tr*)), onde a
forma bilinear em questdo é dada por (A, B) — Re(tr*(ABY)).

No que segue, apresentamos o conceito de isometria entre espacos euclidianos.

Definigao 1.1.9. Sejam (Ej, by) e (Es, by) espagos euclidianos. Uma isometria é um

R-linear isomorfismo o : £} — FEj satisfazendo a relacao
bZ(U(I)7 J(?J)) - bl(xv y) , para todo x,y € El'
Outra importante nogao ¢ a de similaridade entre espacos euclidianos.

Definicao 1.1.10. Uma similaridade é uma aplicacao R-linear o : £y — FEy que
satisfaz

bg(O’([L‘),O‘(y)) = Cbl('r7y) , para todo x,y € El ’

para algum ¢ € RY. Neste caso, a similaridade é dita ter norma c.

Note ainda que, da simetria de b, tem-se que, para quaisquer x,y € FE, vale a

seguinte relagao

br,y) = 5(bla +y,7 +y) — b, ) — by, ) (1.3)

Uma outra propriedade importante dos espacos euclidianos é dada através do
Teorema de Gram-Schmidt que mostra a existéncia de uma base B = {ey, €2, ..., €, }
ortonormal? para E. Note que com isso, é possivel identificar qualquer espaco

euclidiano (F,b) n-dimensional com o espaco (R", ), visto que a aplicacao

: E — R”
! . . (1.4)
L = Zz‘:l Q€4 77(:15) = Zi:l Qi€
onde {€1,€,....,6,} é a base candnica de R™, é uma isometria. Portanto, sendo

R” munido da medida de Lebesgue pp, o isomorfismo n determina uma medida
p:n () — RU {400} para F definida por

u(n 1 (A)) = pr(A)

No sentido de que vale b(e;, e;) = &;;, para i,j = 1,2,...,n.




onde ¥ representa a o-algebra dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis de R™. De fato,
p ¢ uma medida, pois (&) = 0, u(A) > 0 para todo A € n742) e se (An)nen 6

uma familia de conjuntos em 1~ *(X) disjuntos dois a dois, entao tem-se que

N(U A,) = N(U 77_1(Bn)) = M(W_I(U B,)) = ,UL(U B,) = U pr(Bn) = U 1(An)

neN neN neN neN neN neN

e, além disso, possue a propriedade de invariancia por translacao, ou seja,
p(x + A) = p(A) , para quaisquer € Ee Acn (%),

ja que a medida de Lebesgue py possue tal propriedade. Note, ainda, que sendo
n linear e invertivel, tem-se que 1 é um homeomorfismo entre £ ¢ R", e como os
conjuntos abertos e fechados de R" sao Lebesgue-mensuraveis, segue que os abertos

e fechados de F sao mensuraveis em 7~ 1(2).

1.2 Reticulados em espacos euclidianos

Consideremos (F,b) um espago euclidiano de dimensao n sobre R.

Definicao 1.2.1. Dizemos que um conjunto L C E é um reticulado, se existem

vy, Vg, ..., Uy € E linearmente independentes sobre R tais que
L={oyv + avg + ... + vy, ; o € Z parai=1,2,...n} .

O conjunto B = {vy, vy, ..., v} é dito ser uma base do reticulado L. Além disso,

dizemos que um reticulado L é completo, se m = n.

Exemplo 1.2.2. Um exemplo cléssico e com fortes propriedades é a familia dos
reticulados A,, C R™™!, para n > 1. Tal configuraciao é obtida considerando a base
candnica {€g, €1, ..., €, } de R"* e o hiperplano H = {x = >_"" ja€e; ; > ya; = 0}.
Com isso, tem-se que A,, = Z""'N H, ou seja, explicitamente o reticulado é descrito
por
A, ={(ag,a1,....,a) €Z"  ag+ay + -+, =0} .

Note que apesar de que A,, esteja contido em R"*!. o reticulado tem posto n, pois,
neste caso, os conjuntos B = {vy,vq,...,v,} e B = {v], v}, ...,v,}, onde v; = € — €
e v =¢ —e€_1, parai = 1,2,...,n, sdo bases para o reticulado. A Figura 1.1 ilustra

o reticulado As.

Note que de acordo com a Definicao 1.2.1, um reticulado L é um subgrupo

abeliano livre e finitamente gerado de E. No entanto, tal condi¢ao nao é suficiente

6



Figura 1.1: Reticulado A,.

para que um subgrupo de E seja um reticulado, como é o caso de Z + Z/2
considerado no espago euclidiano (R, ). A seguir, veremos uma condi¢ao adicional

suficiente para que um subgrupo de E tenha a estrutura de reticulado.

Teorema 1.2.3. Um subgrupo L de E é um reticulado se, e somente se, L é

discreto®.

Demonstragao: Seja L um reticulado em E com base B’ = {vy, v, ..., v, } tal que
m < n = dimg £ e tomemos um elemento x = Zzl a;v; € L. Extendendo a base

B’ de L a uma base B = {vy,vs, ...,v,} de E, tem-se que o conjunto aberto

n
Gz: Z)\ﬂ}i;)\Z'GRCOH1|)\¢—()(¢‘<1,Vi:1,2,...,n
i=1
de E satisfaz G, N L = {z}. Portanto, L é discreto. Reciprocamente, consideremos

L um subgrupo discreto de E. Sejam B = {vy, vs, ..., v} 0 maior subconjunto de L

3Dizemos que um subconjunto A de E é discreto se para todo x € A, existe G um aberto de E
tal que AN G = {z}. Equivalentemente, tem-se que:
(i) A é discreto;
(ii) para todo K compacto de E, tem-se que K N A finito;
(iii) para todo conjunto limitado U de E, tem-se que U N A finito.
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linearmente independente sobre R, consideremos o subconjunto limitado

P:{x:ZameE; Ogai<1}

i=1
de E. Assim, dado z € L — (BU{0}), segue, da maximalidade de B3, que o conjunto
{v1,vg, ..., v, x} é linearmente dependente sobre R e daf existem (i, £, ..., 11 € R

nao todos nulos, tal que

Zﬁivz‘ + Bz =0.
=1

Em particular, §,,1 # 0, pois, caso contrario, contradizemos a independéncia linear

de B sobre R. Com isso, podemos escrever

1=1

com \; € R, para7=1,2,...,r. Agora, consideremos para todo j € Z,
Tj = Jr — ZU)\ZJW :
i=1

onde [j\;| denota a parte inteira do nimero real j\;. Assim,

T T

i=1 i=1
Como 0 < jX; — |jA;] <1, segue que x; € P para todo j € Z. Além disso, z; € L,
pois L é subgrupo com jz, |[j\;|v; € L, para todo j € Z e todo i = 1,2,...,r.
Portanto, para todo j € Z, segue que z; € P N L. Note, com isso, que L é um

Z-modulo finitamente gerado, pois
r =2 + ZI_)\J’Ul
i=1

para j € Z e, deste modo, é gerado por PN L, que é finito ja que P ¢ limitado e L é
discreto. Assim, do fato de P N L ser finito e Z infinito, segue que existem j, k € Z

com j # k tais que x; = zj, de onde segue que
(= k)X = [GAi] = [EA]

0 que mostra que \; € Q para ¢ = 1,2, ..., na Equagao (1.5). Agora, sendo L
finitamente gerado, consideremos d o produto dos denominadores dos coeficientes

de seus geradores. Logo, tem-se que

dL C H = ini .
i=1
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Sendo H livre e L finitamente gerado, segue que existem, v; € Z, para i = 1,2,...,r
e uma Z-base {wy, we,...,w,} de H tal que dL = (ywy, yows, ..., Yrw,)z. Como dL
é livre ja que H é livre e dL e L isomorfos como Z-médulos, segue que L é livre e,
assim, dL e L possuem mesmo posto sobre Z. Mas, como dL. C H C L segue que
H possui o mesmo posto de L sobre Z. Deste modo, concluimos que 7; # 0 para
i=1,2,...,r e que {wy,ws,...,w,} é linearmente independente sobre R pois, como
w; = Z;Zl Bijv; com det(8;;) # 0 ja que {wy, ws, ..., w, } é linearmente independente

sobre Z, segue que, para toda combinagao linear real . oyw; = 0, tem-se que

0= iaiwi - io‘i (i 5%’]’”]’) = i (i Oézﬂij) vj.
i=1 i=1 j=1 1 \i=1

j=

Da independéncia linear de {v,vs, ..., v, }, tem-se o seguinte sistema linear
T
E ;3 =0 paraj=1,2..r.
i=1

Como det(f;;) # 0, segue que a; = 0 para ¢ = 1,2,...,7 e, portanto, {wy, wa, ..., w, }
¢ linearmente independente sobre R, ou seja, L possui uma base que ¢ linearmente

independente sobre R, provando ser um reticulado em FE. [ ]

De agora em diante, passamos a considerar apenas reticulados completos, isto
porque podemos sempre nos restringir ao espaco vetorial real gerado pelo reticulado.
Portanto, ao longo deste texto, reticulados serao subgrupos discretos de posto
maximal num espago euclidiano (F, b) n-dimensional. Com essa presun¢ao, é comum
e equivalente definirmos os reticulados (no sentido da teoria dos nimeros) como
um par (L,b), onde L é um grupo abeliano (Z-mdédulo) livre de posto finito e
b : Lg X Lg — R uma forma bilinear simétrica, positiva e nao-degenerada do
R-espago vetorial de dimensao finita Lg = L ®z R em R obtido por extensao
dos escalares (note que Lg possui dimensao igual ao posto de L como Z-mébdulo),
deixando subentendido a imersdao de L no espago euclidiano (Lg,b) dada por
x +— x ® 1. Abaixo, consideraremos alguns conceitos e suas propriedades relativas

ao estudo de reticulados.

Definigao 1.2.4. Seja F = {1, xa, ..., x,} uma familia de vetores em E. Definimos
o discriminante de F por
Ar = |det(M£)|

onde as colunas de Mr sao as coordenadas com relacao a alguma base ortonormal
de F.



Lema 1.2.5. Sejam F = {x1,29,...,2,} ¢ F = {a), 2}, ...,2} dois conjuntos
ordenados de vetores em E. Se Mz e Mz sao as respectivas matrizes de F e

F' em relacao a uma mesma base ortonormal de E, entao
(b(ZL‘Z, )) M]:Mf/ .

Em particular, se My = Mgz, entio MEMzr = (b(z4,2))nxn € det(Gr) =
(det(M;))2

Demonstragao: Considerando {ey, €s, ..., £, } uma base ortonormal de E e escrevendo

N n !/ n /
= D j1 M€k © T)j = D, M€, tem-se que

n
t /
b(w;, o) g E MM b Ek,Eg E MMy = E MMy
k=1

k=1 (=1 6

0 que prova o resultado. [ ]

Defini¢ao 1.2.6. Dado um conjunto ordenado F = {xy, s, ..., 25} de vetores em

E, definimos a matriz Gram de F por
Gr = (b(zi, 75))sxs -

Para um reticulado L em FE, definimos uma matriz Gram de L como sendo uma

matriz Gram Gg de uma base B = {vy,vq, ..., v, } de L.

Observe que, do Lema 1.2.5, uma matriz Gram Gp de L, para alguma base B de
L, 6 MiMg, onde My é a matriz cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores de
B em relagao a alguma base ortonormal de E. Tal matriz é conhecida por matriz
geradora de L, ja que é possivel obter L por MgZ". O proximo resultado nos diz a

respeito de um importante invariante das matrizes Gram associadas a um reticulado.

Proposicao 1.2.7. Se L ¢ um reticulado em E, entao o determinante de uma

matriz Gram de L ¢ invariante, para qualquer base de L.

Demonstracao: Sejam B e B’ bases distintas do reticulado L. Dada uma base
ortonormal de F, sejam Mp e Mp as respectivas matrizes cujas colunas sao as
coordenadas de B e B’ em relagdo a base ortonormal fixada. Consideremos @) a
matriz de mudanca de base B para B, ou seja, a matriz () € GL,(Z) invertivel (isto
é, det(Q) = £1) tal que Mp = MpQ. Assim, do Lema 1.2.5, segue que

Gp = My Mg = (MpQ) ' MpQ = Q"MEMpQ = Q'GsQ ,
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e, portanto, det(Gp) = det(Gp), ja que det(Q) = det(Q") = +1. [ |

A Proposicao 1.2.7 nos permite a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.2.8. Dado um reticulado L, definimos o determinante e o discriminante

de L ,respectivamente, por
det(L) = det(Gg) e A= Ag,
onde B é uma base de L.
Assim, com as defini¢oes e os resultados dados anteriormente, segue que
det(L) = A3, (1.6)

Exemplo 1.2.9. Sendo B = {(1,0),(1/2,4/3/2)} uma base do reticulado L em

(R?, ), segue que a matriz Gram do reticulado L gerada por B ¢ dada por

I ERERY
G6_<1/2 1 )

Deste modo, o determinante do reticulado L em questao ¢ igual a T

Daqui até o fim da se¢ao, abordaremos o importante conceito de integralidade e
suas ramificagoes. Adiante, veremos como este se traduz em termos da dualidade e

quais as suas consequéncias nos reticulados com essa propriedade.

Definigao 1.2.10. Dizemos que um reticulado L em (F,b) é integral, se b(z,y) € Z,

para quaisquer =,y € L.

Assim, se L é integral, entdo Gg € M, (Z), para toda base B de L. Dentre os

reticulados integrais, tem-se o caso mais refinado abaixo.

Definigao 1.2.11. Dizemos que um reticulado é par, se b(z,x) € 2Z, para todo

x € L. Caso contrario, L é dito impar.

Da Equacao (1.3), segue que se L é um reticulado par, entdao L é um reticulado

integral.

Exemplo 1.2.12. O reticulado L = v/2Z? é um reticulado par em R?, onde uma

2 0
Gp = )

para B = {(v/2,0),(0,1/2)} uma base de L.

matriz Gram é

11



Proposicao 1.2.13. Um reticulado L em E € par se, e somente se, umas das suas

matrizes Gram tem entradas inteiras com diagonal par.

Demonstra¢ao: Supondo L um reticulado par em FE, tem-se que b(x,z) € 2Z para
todo © € L e, em particular, L é integral. Assim, se B = {vy,vs,...,v,} é uma
base de L, entdo as entradas da diagonal da matriz Gy sao b(v;,v;) € 27, para
i =1,2,...,n. Reciprocamente, suponhamos que para uma base B = {vy, vs, ..., U, }
de L a matriz Gram Gp possui entradas inteiras e diagonal par. Seja x € L dado

por z =Y. a;u; com «; € Z. Sendo b simétrica, podemos escrever

b(z,x) = Z (Z a;ob(v;, vj)> = Za?b(vi,vi) +2 Z (Z a;a;b(v;, Uj))
i=1 \j=1 i=1 i=1 \j>i
Como b(v;,v;) € Z e, em particular, b(v;,v;) € 2Z para i = 1,2,...,n, segue que

b(x,x) € 2Z e, portanto, L é par. [

Definicao 1.2.14. Dizemos que um reticulado L é unimodular, se L ¢é integral e

det(L) = 1.

Exemplo 1.2.15. Um exemplo de reticulado unimodular em R™ é L. = Z". De fato,
tem-se que L integral com det(L) = 1, visto que a base candnica do R™ é uma base

para L.

1.3 Isometrias, similaridades e reescalares

Nesta secao, apresentamos as equivaléncias entre reticulados. Observe, no
entanto, que tal abordagem nao sera com relacao a estrutura de moédulo, visto
que sendo um reticulado L um Z-médulo livre de posto maximal n, tem-se que
sempre L é isomorfo (como Z-mdédulo) a Z". Nosso tratamento serd com relacao as

propriedades métricas do reticulado, como veremos a seguir:

Definicao 1.3.1. Sejam L; e Lo reticulados nos espagos euclidianos (Ey,b;) e
(B9, by), respectivamente. Dizemos que L; é isomorfo (ou isométrico) a Lo, se existe

uma isometria o : By — FEy com o(L;) = Lo. Neste caso, denotamos L; ~ Ls.
Abaixo introduzimos o conceito de reticulados similares.

Definigao 1.3.2. Sejam L; e Ly reticulados nos espacos euclidianos (Ep,b;) e
(Es, by), respectivamente. Dizemos que Ly é similar a Lo, se existe uma similaridade

o de Ey em E, tal que o(L;) = L. Neste caso, denotamos Lj ~ Ls.

12



Exemplo 1.3.3. Os reticulados Z? e v/2Z? sdo similares, visto que a transformacio
linear ¢ : R? — R? dada por z — v/2z é uma similaridade de norma 2, ja que
satisfaz

o(r)o(y) = 2xy , para quaisquer x,y € R? .
Além disso, tem-se que o(Z?) = \/2Z>. Portanto, Z> ~ /272

Definicao 1.3.4. Sejam L um reticulado em (E,b) e ¢ € R*. Definimos °L o

reticulado reescalado de L por ¢ como L no espago euclidiano (E, cb).

Proposicao 1.3.5. Se os reticulados Ly e Ly em (F1,b1) e (FEa,by) sao,

respectivamente, similares com norma c, entao °Ly ~ Lo.

Demonstracao: Tal resultado segue de forma imediata do fato de que uma
similaridade de (E7,b;) para (Es,bs) com norma ¢, é uma isometria de (Fy,cbh)
para (FEs, bs). u

Proposicao 1.3.6. Se L é um reticulado em (E,b), entdo, para todo c € R, vale

°L ~ \/cL.

Demonstragao: A transformagao linear o : (E,cb) — (E,b) dada por z — +/cx é

uma isometria entre os espacos euclidianos, visto que satisfaz

b(o(x),o(y)) = b(Vex,Vey) = cb(z,y)

para quaisquer z,y € E. Além disso, tem-se o(L) = \/cL. Portanto, °L e \/cL sao

isométricos. [ ]
Exemplo 1.3.7. Como consequéncia das Proposicoes 1.3.5 e 1.3.6, segue que Z2 ~

272 ~ /272

1.4 Dualidade

Como usual, seja (E,b) um espago euclidiano n-dimensional. A seguir,

introduzimos o importante conceito de reticulado dual.

Definicao 1.4.1. Seja L um reticulado em E. Definimos o reticulado dual de L por
L#*={xcE; bx,L) C7Z} .

A proposicao a seguir justifica a terminologia do reticulado com respeito a
dualidade.
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Proposicao 1.4.2. Se L é um reticulado com base B = {vy,vq,...,v0,} e B* =

{v§,v5,...,v5} € a base dual de B para E, entdo
L# = {oawf +agvl + ...+’ s  €Z, parai=1,2,..n} .

Demonstracao: Notemos que B* C L#, j& que para todo x = Z;LZI a;v; € L tem-se

que
b(vf, ) = b(v}, Y aguy) =Y ab(vl,v) =Y il =0, €.
j=1 Jj=1 Jj=1

Assim,
(> Bvf, Y aguy) =Y Bib(v], Y au) =Y By €L,
=1 7j=1 =1 7=1 =1

e portanto, » -, Zv} C L#. Por outro lado, sendo B* uma R-base para F, tem-se
que se * € L¥ podemos escrever x = Yo, Bivf, com f; € R. Com isso, como

b(z,v;) € Z, para j = 1,2...,n, pois © € L¥ e v; € L, segue que

bz, v;) = (D Bivf,v) = Y Bib(vf,v) =Y Bibiy = B € Z,
=1 =1 =1

0 que prova a proposicao. [

Exemplo 1.4.3. Considerando em (R?,-) o reticulado L = /272, tem-se que seu

reticulado dual é L# = \%Zz, pois sendo B = {(v/2,0), (0,v/2)} uma base de L,

tem-se que B° = {(5,0), (0, 5)}.

Corolario 1.4.4. Se L é um reticulado, entio (L*)# = L.

Demonstracdo: Como (B*)* = B, segue, pela Proposicao 1.4.2, que (L¥)#* = L. m

Proposigao 1.4.5. Se L é um reticulado e ¢ € R*, entdao (cL)# = ¢ 'L¥.

Demonstragdo: Seja y € L#. Para todo z € L, tem-se que b(cx,c™ty) = b(z,y) € Z
e, portanto, tem-se que ¢ !L# C (cL)#. Por outro lado, se y € (cL)¥, entdo
b(cz,y) € Z, para todo x € L. Da R-linearidade de b, segue que cy € L¥, ou seja,
y € c71L# e, portanto, (cL)# C ¢71L#. n

Alguns invariantes do reticulado dual L# dependem exclusivamente dos

invariantes de L como ¢ possivel notarmos nos resultados a seguir:

Proposigao 1.4.6. Se L é um reticulado, entio det(L#) = det(L)™! .
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Demonstragao: Dadas B = {vy,vs,...,v,} uma base de L e B* = {v},v},...,v'} a

base dual de B para F, segue da relagao b(v;, v]*) = 0;; que

Ly = (b(vi, v})) = (b(vi, Y _ trjwe)) = (O tagb(vi, vr)) = (b(vi, v0))T

onde T é a matriz (ty;) € GL,(R) dada por t; = b(v,v;) e sendo v; = v,

tem-se que

b(vi, vj) = b(vy, Z%’%’) = Ztijb(vz,vi) =ty -
Deste modo, segue que (b(v;,v;))"t =T = T", pois b é simétrica e, portanto, tem-se
o resultado jé que det(L#) = det(b(vj,v})). n

s,

Proposigao 1.4.7. Se M é uma matriz geradora do reticulado L, entao (M')~! ¢

a matriz geradora de L7 .

Demonstracao: Sejam B = {vy,vs,...,v,} uma base de L e B* = {v],v5,...,v:} a
base dual de B para E e sejam M e M* as respectivas matrizes geradoras de L e
L# cujas colunas sdo, respectivamente, as coordenadas de B e B* em relacio a uma

base ortonormal de E fixada. Como b(v;,v}) = dy5, segue que M tM* = 1, e, com

]
isso, tem-se que M* = (M*)~L. n

No que segue, veremos como as propriedades de integralidade e unimodularidade
de um reticulado estao relacionadas com condigoes sobre seu reticulado dual.
Proposicao 1.4.8. Um reticulado L ¢ integral se, e somente se, L C L.

Demonstrac¢ao: Seja x € L. Como, por hipétese, b(z,y) € Z para todo y € L,
segue que * € L¥ e dai tem-se que L C L#. Reciprocamente, se z,y € L, entao
b(z,y) € Z, j4 que x € L. n

Com o propésito ja discutido acima, apresentamos a seguir uma importante
nocao para reticulados, que permitira caracterizar o determinante de um reticulado

integral.

Definigao 1.4.9. Sejam L; e L, reticulados em (F,b) com respectivas bases B; e

B,. Definimos o invariante relativo a Ly e Lo por
X(Ll, LQ) = |det(MB2,Bl)‘ )

onde Mg, 5, € GL,(R) é matriz de mudanga de base de B para B;.
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Proposicao 1.4.10. Se Ly, Ly e L3 sdo reticulados em (E,b), entdo valem as
sequintes propriedades:

1. x(Ly1, Ly) = 1.

2. x(L1, Ly) = x(Lo, Ly) L.

3. x(Ly, Lo) - x(Lo, Ls) = x(L1, L3).

4. Ly C Ly = x(Li1,Ls) = (L1 : L), onde (L : L) denota o indice de grupos de
Lo em L.

Demonstragao: As propriedades (1),(2) e (3) sao imediatas das propriedades das
matrizes de mudanca de base. Agora, supondo L; um reticulado com base B; =
{v1,v9,...,0,} € Ly C Ly, segue que existem ay, s, ...,a, € 7Z positivos tal que
By = {aqvy, agvs, ..., a,v,} ¢ uma base para Ly. Com isso, tem-se que Mp, 5, =

(diag(;)),.., e, portanto, x(L1, Ls) =[]\, ;. Agora, como

Ll/LQ ~ @Z%/@Zazvl ~ @Z/O[ZZ s
i=1 i=1 i=1
segue que (Ly : Lo) =[], a;. n

Notemos que o discriminante Ay, de L é igual a x (Lo, L), onde Ly é um reticulado

gerado por uma base ortonormal de F.
Proposigao 1.4.11. Se L é um reticulado integral, entio det(L) = (L¥ : L).

Demonstracao: Sendo L integral, pela Proposicao 1.4.8, segue que L C L, e com

isso
(L*: L) = x(L¥,L
X(L#, Lo)x(Lo, L)
= X(Lo, L#)""'x(Lo, L)
= AZ;EAL
_ A2
= det(L)

0 que prova a proposicao. [

Corolario 1.4.12. Um reticulado L é unimodular se, e somente se, L = L*.

Demonstragao: Segue como consequéncia imediata da Proposicao 1.4.11. ]
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1.5 Empacotamentos

Consideremos (F, b) um espago euclidiano n-dimensional.

Definicao 1.5.1. Seja L um reticulado em E. Definimos a norma de L por
min(L) = inf{b(z,z) ; x € L, © # 0} .

Observamos que a norma de um reticulado L é a menor norma (com relagao
a norma definida na Segao 1.1 para F), ao quadrado, de um ponto do reticulado.

Outra nogao geométrica importante é seguinte:

Definicao 1.5.2. Dado L um reticulado em F, definimos a regiao de Voronoi de
xo € L por
Vi(wo) ={r € E; |z —woll < lz -yl , Vye L},

Observe que, geometricamente, podemos dizer que a regiao de Voronoi de um
ponto xg € L é o conjunto dos pontos de F que estdao “mais proximos”de xy (com

relagdo a métrica definida na Segao 1.1), do que qualquer outro ponto do reticulado
L.

Exemplo 1.5.3. Em (R?,-), a Figura 1.2 ilustra uma regiao de Voronoi do reticulado
L do Exemplo 1.2.9.

Figura 1.2: Regiao de Voronoi V(0) do reticulado L.

O préximo resultado diz respeito a uma propriedade importante das regices de
Voronoi de um reticulado.
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Proposicao 1.5.4. Se L é um reticulado em E, entdo, para todo xo € L, tem-se
que
VL(IO) = 2o + VL(O) .

Demonstracao: Se x € Vi(xg), entao
|z — x| < ||z —yl|| , paratodoy € L .
Em particular, como xy + y € L, para todo y € L, segue que
[ = ol| < [l = (zo + y)ll = I(z — z0) —yll , paratodoy € L,

ou seja, x—xg € V1(0) e, portanto, z € x¢+ V7 (0). Por outro lado, se z € x¢+V;(0),

entdo x — xg € V1,(0) e dai
|z =zl < ||[(z —x0) —yll , paratodoy e L.
Como y + xg € L, para todo y € L, logo tem-se
|z = zoll < [[(x —x0) —y +moll =llz—yll, Vye L,

e, portanto, = € Vp(xo). [

Observe que uma familia de regides de Voronoi (Vi (z))zer é uma cobertura de
E.

Exemplo 1.5.5. A Figura 1.3 elucida o ladrilhamento de R? pelas regices de Voronoi
do reticulado L do Exemplo 1.2.9.

Figura 1.3: Ladrilhamento de R2.
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Definigao 1.5.6. Uma familia de subconjuntos P = (K;);e; de E, onde I é um
conjunto de indices, é dita ser um empacotamento de E se o interior de quaisquer
dois subconjuntos K; e K; sao disjuntos, sempre que ¢ # j. Dado L um reticulado
em E, um empacotamento P de E é dito um empacotamento pelo reticulado L, se
P = (K + x)zer, para algum K C F.

Em especial, dado um reticulado L em FE, tem-se sempre relacionado a £ um
empacotamento particular chamado empacotamento esférico do reticulado L, que é
um empacotamento por reticulado P = (K +x),¢r,, onde K é a esfera n-dimensional
B0, pr], onde

pr =sup{r € Ry ; B[0,r] C VL(0)} .

Note que, neste caso, o empacotamento é dado por P = (B[z, pr|)ser-

Exemplo 1.5.7. O empacotamento esférico do reticulado L do Exemplo 1.2.9 estéd

ilustrado na Figura 1.4.

Figura 1.4: Empacotamento esférico do reticulado L.

43

O problema de empacotamento esférico por um reticulado visa avaliar “o
quanto”de E é coberto pelas esferas de P = (B|x, pr])zer. Para isto é necessario o

conceito de regiao fundamental de um reticulado.

Definicao 1.5.8. Seja L um reticulado em E. Um subconjunto fechado F' C F é
dita uma regiao fundamental de L se (F + x),¢cr, ¢ uma cobertura de E e (F + )¢,

é um empacotamento pelo reticulado L de E.
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Exemplo 1.5.9. Dado um reticulado L com base B = {vy,vs,...,v,}, a regido de

Voronoi V7,(0) e o conjunto

PBZ@ZZ%’M’ €eE; 0<qo<lparai=1,2,..n}
i=1

sao regioes fundamentais de L.

A seguir tem-se a principal propriedade de uma regiao fundamental de um
reticulado. Omitiremos a demonstracao deste resultado por fugir ao escopo deste

texto.

Teorema 1.5.10. [11] Seja L um reticulado em E. O wvolume de uma regio

fundamental de um reticulado é invariante.
A seguinte defini¢ao refere-se ao invariante que mede o quao denso é o reticulado.

Definicao 1.5.11. Seja L um reticulado em FE. Definimos a densidade do
empacotamento esférico P pelo reticulado L por
A(L) = 1(BI0, pr])
(Ve (0))

Observe que tal invariante estd bem definido uma vez que (z + V7,(0)),er é uma
cobertura de E. Além disso, pela uniformidade com que esta disposto o reticulado
em F, tem-se A(L) = %, para todo zg € L, uma vez que Blzg,pr] =
zo + B[0,pr] e Vi(x9) = xo + VL(0). Com isso, estamos aptos a encontrar uma
expressao para a densidade do empacotamento esférico de L com base nos seus

invariantes.

Teorema 1.5.12. Se L ¢ um reticulado em E, entdo o empacotamento esférico pelo

reticulado L tem densidade

min(L)™/?

A(L) = wyon
(L) = wn s qet (L)1

onde w, = u(B[0,1]).

1
Demonstragao: Notemos inicialmente que py = 3 min(L)"/? e

w(Pg) = /dn(vl)dn(vg)...dn(vn) = / | det(n(v;))|derdes...de, = |det(n(v;))| = det(L)l/Q.

Como pu(B[0, pr]) = ptwn, onde w, = u(BJ0, 1]) e, sendo Pz uma regiao fundamental

de L, segue que u(V5(0)) = u(Pg). Assim,
_ u(B[0,p]) _ min(L)"?
IR AT T ALES

o que prova o Teorema. [ ]
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Definicao 1.5.13. O invariante de Hermite do reticulado L é

~ min(L)
") = Germyn
O invariante (L) P
_o-n nj2 _ D L)”
6(L) =2"(L) S det (L)1

é chamado a densidade de centro de L.

1.6 Modularidade

Seja (E,b) um espaco euclidiano n-dimensional. Introduzimos a seguir a nogao

de modularidade para reticulados.
Definigao 1.6.1. Um reticulado integral L em (E,b) ¢ dito ser modular se L ~ L#.

De acordo com a definicao, L ser modular implica na existéncia de uma
similaridade o de norma ¢ € R} em F tal que o(L*) = L. Por isso é comum
dizermos que L é (-modular, onde ¢ ¢é dito o grau de modularidade de L. No que
segue, trataremos dos resultados que decorrem do conceito de modularidade para
reticulados. A proposi¢ao a seguir fornece uma relacao de inclusao com o reticulado
dual.

Proposigao 1.6.2. Se L em (E,b) é um reticulado {-modular, entdo {L* C L.

Demonstracao: Da hipotese, existe ¢ uma similaridade de norma ¢ de E tal que
o(L*#) = L. Consideremos x € L#. Para todo y € L# tem-se que

b(La,y) = b(z,y) = blo(x), o(y)) -

Como o(x),0(y

) € L e L é integral, segue que b({x,y) € Z, para todo y € L*, ou
seja, lx € (L#)# =

L
L. [ ]
Com base na Proposicao 1.6.2, observamos que a nocao introduzida na Defini¢ao

1.6.1 estende a no¢ao de unimodularidade, que aqui é o caso modular de grau ¢ = 1.

Para seguirmos com nosso estudo, precisamos da seguinte proposicao.
Proposicao 1.6.3. Se L em (E,b) é um reticulado (-modular, entio ¢ € Z.

Demonstrag¢ao: De acordo com a Proposicao 1.6.2 e a integralidade de L, tem-se
que /L# C L C L* . Portanto, é necesséario que ¢ € Z, j4 que {L* C L. n
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Exemplo 1.6.4. Um exemplo de reticulados modulares em (R?,-), sao os do tipo
Cu = Z.1+/(Z, para ( primo, onde Z1+/{Z representa o Z-médulo em (E, b) gerado
pela base ortogonal B = {e,v/le;} para {ej, e} a base canonica de R%. Com
isso, tem-se que B* = {61,\/%62}. Definindo o : Cyy — CZZ por € —— \/%62 e
Vi0es 25 €, segue que se & = 16,422V ley € Clo), entao o(x) = xoe1+21 \/%62 € C’ZZ
e, assim, se r = T1€; + xQ\/ZEQ ey = Yy + yg\/z€27 entao x -y = x1y; + laxays e
o(x) - o(y) = z2y2 + 37191 €, portanto,

o(x)-aly)=Lx-y,

para todo z,y € Cy). Logo, C) ¢ modular de grau ¢ em E. Mais geralmente,
para todo inteiro positivo ¢, podemos considerar em (R, .), onde d(¢) = Zd\é 16

o numero de divisores de ¢, o reticulado /-modular
Cy = LaeVdZ,

que representa o reticulado gerado pela base B = {\/die1, Vdseo, ..., Vdawedw
onde {ey, €2, ..., €40)} a base canonica de RO,

Proposicao 1.6.5. Se L em (E,b) ¢é um reticulado (-modular, entio L ~ /(L#.
Demonstracio: Das Proposicoes 1.3.5 e 1.3.6 segue que L ~ ‘L# e {L# ~ \/IL# ¢,
portanto, L ~ /(L#. n

O determinante de um reticulado modular é unicamente determinado pelo grau
de modularidade e pelo seu posto como veremos a seguir:
Proposicao 1.6.6. Se L em (E,b) € um reticulado {-modular, entdo

det(L) = "2

onde n = dimp E.

Demonstragdo: Se {vi, vy, ..., v, } é uma base de L#, entdo {\/Zvl, N \/ZU,L} é
uma base de V/IL*. Logo, tem-se que

det(VIL#) = det(b(vlvi,Vlvy),,,) = det((lb(vi,v))),..)
= ("det(b(v;,v;),...) = ("det(L¥)
(" det(L)7!,

ou seja, det(L) det(v/¢L#) = ¢*. Da Proposicao 1.6.5, segue det(L) = det(v/(L#) e,
portanto, det(L) = (/2. ]
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Observe na Proposicao 1.6.6 que devemos ter n € 27 a menos que £ seja um
quadrado perfeito. O resultado a seguir fornece uma cota superior para a norma
de um reticulado modular com graus especiais. Omitiremos sua demonstragao por

tratar com técnicas e ferramentas que fogem ao propdsito deste texto.

Teorema 1.6.7. [15] Se L é um reticulado par e £-modular com £ =1 ou um primo
satisfazendo (¢ + 1) | 24, entdo tem-se

wins) <2 L2101

Conclusao

Neste capitulo apresentamos o objeto central deste trabalho junto com suas
principais propriedades. Estudamos seus invariantes, os conceitos de paridade e
integralidade e como essas nogoes se relacionam com o reticulado dual, introduzido
na Sec¢ao 1.3. Introduzimos também os empacotamentos por reticulados, onde vimos
os parametros de densidade de um empacotamento deste tipo a partir dos invariantes
do reticulado. Por 1ltimo, apresentamos a definicao de reticulado modular,
que generaliza o conceito de reticulado unimodular, e também as consequéncias

imediatas dessa nocao nos invariantes do reticulado.
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Capitulo 2

Theta séries e formas modulares

Neste capitulo, tratamos da exposi¢ao da teoria de theta série de um reticulado
com certas propriedades num espago euclidiano. Tal tratamento visa estabelecer a
conexao da theta série de alguns reticulados com formas modulares para o grupo
modular e, mais geralmente, para um de seus grupos de congruéncia. Com isso,
formalizamos inicialmente a definicao de theta série de um reticulado par bem como
apresentamos algumas propriedades especialmente no que refere-se a relacao entre
a theta série de um reticulado e a theta série de seu reticulado dual. Na se¢ao 2.1,
introduzimos o conceito de formas modulares junto com seus principais resultados e
mostramos que a theta série de reticulados unimodulares pares sao formas modulares
para o grupo modular. Finalizamos o capitulo apresentando a generalizagao da

relacao de theta séries de reticulados modulares pares com formas modulares.

2.1 Theta séries

Consideremos (E,b) um espago euclidiano n-dimensional. A seguir definimos a
transformada de Fourier de uma funcao de E com valores complexos. Tal conceito

serd usado adiante nos resultados relacionados a theta série de um reticulado.

Definicao 2.1.1. Para uma funcao f : £ — C, definimos, sempre que houver

sentido!, a transformada de Fourier de f como sendo a funcao f : EF — C dada

!Nos referimos & convergéncia da integral.
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por
_ / f(l,)e—%ri-b(:c,y)du(x) 7
E
onde pu representa a medida de E definida na Secao 1.1 e 2 = y/—1.

Exemplo 2.1.2. A funcdo h(z) = e ™®%) satisfaz h = h. De fato, identificando
(E,b) com (R™, ) através de uma isometria, a medida p identifica-se com a medida
de Lebesgue dx = dxidxs...dx,. Logo, é equivalente mostrarmos o resultado para

~ _ . _ 2 .
a fungao h(z) = e ™% = [, e ™, onde & = (x1,x9,...,x,) € R™. Assim, para

T = (xla To, ..., xn) ey = (yb Y2, -y yn) tem-se que e_QFZCC.y = H?:l 6—2W1$iyi e dai

n n
2 i _
:/ e~ T e 27rza:ly1d$ :/ | | 7ra: 27rzx1yldl, )
Rn - l

=1 %
Com isso, pelo Teorema de Fubbini, segue que

/ / / H efrrx 727rz:r:1yldw _ H/ 727rzxzyldx _ H e —ma?

Assim, basta mostrarmos o resultado para o caso em que n = 1. Seja, portanto,

1

h(z) = e~™ Com isso, a transformada de h, para y € R, é dada por

/ﬁ(y> — / 6—7T12€—27ri33ydx 7
R

e derivando obtemos

dh( ) /e—wx2i(€—27rixy)dl, _ ’l// —2W$6_ﬂim26_27ri$yd$ .
dy R dy R

Utilizando u(z) = e 2™ ¢ o'(z) = —2mze™ e fazendo uso de integracdo por
partes na integral, segue que
dh g
_(y) = ¢le™ eszmy‘R_/ 27le€ T 27r1,zydl,
dy %f_/o R
= 27ri2y/e”262””yd:c,
R

. dh ~
j& que e~2m¥ 6 limitada ¢ =™ — 0. Assim, d—(y) = —2myh(y). Agora, utilizando
Y

a derivacdo de g(y) = h(y)/e™", tem-se que Z—z =0 e, assim, h(y) = Ce™™", para

alguma constante C'. Mas, sendo

)

segue que C' =1 e, portanto, h = h.
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Consideremos o resultado a seguir para transformadas de Fourier:

Lema 2.1.3. Seja uma funcao f : E — C tal que sua transformada de Fourier
[+ E — C esteja bem definida. Se fa(z) = f(Az), para A € GL,(R), entio
Faly) = [ det(A)| 7 f((A) ) .

Demonstracao: Tem-se que
Falw) - e 2D dy(z)
f mw-%mwmmw
= ff(x)e‘zml’“‘ O det(AT)|du(a') (v = A
@ Je 2T det(A) T dpa(a)

= |detA /Ef:r )e 2 AD T gy ()
| det(A)| " F((A) 1),

0 que prova o lema. [ ]

Lema 2.1.4. [8] Se f : R" — C ¢ uma func¢ao satisfazendo
|f(x)|dz < +o0;
Rn

2. Z | f(x+u)| converge uniformemente para u € K, para todo K C R™ compacto;
TEL™

3. 3 1)l < +oc,

YyeEL™
entao vale

> fw=> Fy
uEZL™ yeZ"
O resultado a seguir generaliza o Lema 2.1.4 para qualquer reticulado e seu dual

em espacos euclidianos.

Teorema 2.1.5. (Férmula da Soma de Poisson) Se L é um reticulado em (E, b)

e f: E— C € uma funcao satisfazendo
L [ 1f@)ldn < 40
E

2. Z |f(z + u)| converge uniformemente para v € K, para todo K C E compacto;
z€eL

3.3 1f(y)] < +oo,

yEL#
entao

> fl@) =det(L) Y f(y)

z€L yeL#
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Demonstracao: Identificando (E,b) com (R™,-) através de uma isometria, tem-se
que L = MZ" com M € GL,(R) (note que M é uma matriz geradora de L). Assim,
pelo Lema 2.1.4, segue que

S f@) =Y fMu)y =3 fuw) = ) -

reLl uEL™ ueL™ yeEL™

De acordo com o Lema 2.1.3, tem-se que fM(y) = |det(M)]_1f((Mt)_1y) e, deste

modo,

> fla) = |det(M)TH D F((M)y)

yeL yeL™
Mas, pela Proposicao 1.4.7, segue que L# = (M")~1Z". Assim, sendo |det(M)| =
Ap = det(L)Y?, segue que

> f@) =det(L) 2D fly)

0 que prova o teorema. [ |
A seguir, apresentamos o conceito de theta série de reticulados pares e suas
propriedades:

Defini¢ao 2.1.6. Seja L um reticulado par em (F,b). Definimos a theta série de L

OL(z) =) "=,

xeL
onde ¢ = e** e z € H={z € C; Im(z) > 0}.

por

Notemos que, de acordo com a Defini¢ao 2.1.6, podemos escrever

OL(q) =Y ard", (2.1)

onde ay = #{z € L ; b(z,z) = 2k}, ou seja, a; fornece o nimero de elementos de L

que pertencem a fronteira de B[0, v/2k], como é possivel notar no exemplo a seguir:

Exemplo 2.1.7. A Figura 2.1 ilustra como sao dados os coeficientes da theta série
Oy, para L = /272, representados pelo nimero de pontos de L nos circulos coloridos.
Com isso, tem-se que

+o0

OL(2) =Y ard® =1+ 4g+4¢> + 4¢" +8¢° + 4¢° + 4¢° + . ..
k=0
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Figura 2.1: Reticulado v/272.

Agora, com a Equagao (2.1), denotando para cada inteiro positivo kg a respectiva
soma Ny, = 21120:0 ar que é o nimero de elementos de L em B[0, v/2k], segue que
o numero a; ¢ finito para todo inteiro k positivo, ja que ar < N, e N é finito
pois L é discreto e B0, \/ﬁ] ¢ limitado em FE. Além disso, notemos que O,
estd bem definida, pois quando k — oo, tem-se que N, cresce proporcionalmente
ao volume p(B[0,v/2k]), uma vez que Ny, é estimado por % e n(Vp(0)) é
invariante. Como p(B[0, v/2k]) é da ordem de k2, logo temos Nj, < Ck™?, para k
suficientemente grande e C' uma constante adequada. Assim,

Jim 0 < i YRR =1

e, portanto, tem-se que o raio de convergéncia R de ©; é R > 1 e, em particular,

Oy, converge para g € C com |g| < 1, o que equivale a z € H, pois

(.

| 2riRe(2)FIm(2)1)| — o=27Im(2) | (cog(2m Re(z)) + i sin(2mRe(2)))] = e 2™ < 1 & Im(z) > 0.

1

Com isso mostramos que O, estd bem definida. O resultado seguinte nos mostrara
que O converge uniformemente nas partes compactas de H, resultado que nos

permitird concluir sobre sua analiticidade (ou holomorfia) em H.

Lema 2.1.8. Se L € um reticulado em (E,b), entdo Or(z) = Y, e™*@2) converge

uniformemente e absolutamente para todo z € C com Im(z) > vy > 0.

Demonstracao: Identificamos o espaco E com R™ através de uma isometria que

leva uma base ortonormal {ei,€s,...,€,} de R™ em uma ortonormal de E. Sejam
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L = MZ" onde M € GL,(R) é a matriz geradora de L e

€= %{fn {b(Mu, Mu)} .
llull=1

Com isso, tem-se que € > 0 e b(Mu, Mu) > eu® para todo u € R™. Deste modo,

considerando Im(z) > vy, segue que

Z ’eﬂ'izb(:v,m)’ _ Z |e7rizb(Mu,Mu)|

el uezZn
— 2 e*ﬂlm(z)b(Mu,Mu)

ueL"

2 effrvob(Mu,Mu)

ueL"

2
—TVOEWU
Z € ’

ueL"
(o]

_ 2
_ (Zeﬂ'voer)n<oo’

rT=—00

IA

IN

0 que prova o resultado. [ ]

Desde que ©f, pode ser escrita por uma série de fungoes > ;- f cujos termos
fe(2) = are™* sdo holomorfos (sdo uma composicao de funcdes holomorfas), segue,

da convergeéncia uniforme dada no Lema 2.1.8, que a ©, é holomorfa em H.

Lema 2.1.9. A transformada de Fourier da func¢ao f(z) = e’”%(”p)z, onde x,t,p €
R comt>0¢é

Fly) = VieXmirve—mv®

Demonstracao: Tem-se que

flo) = [ emtiesore g,
R

Utilizando a mudanga de coordenadas u = x—j{’, ou seja, com x = \tu — p, segue

que

f<y) _ / e—wu26727ri[u(\/gy)*Py] \/Edu _ \/Ee271'ipy / e—7ru2€—27riu(\/f€y)du ' (22)
R

R

Como ﬁ(y) = e ™" para h(z) = e~ ™ segue da Equacdo (2.2) que

~

f(y) = \/2_5627Tipy6—7r(\/5y)2 — \/EeQWipye—ﬂ—tyQ :

0 que prova o lema. [ ]
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Teorema 2.1.10. Se L € um reticulado par em (E,b), entdo
O4(2) = det(L)V2(i/2)"?0,(-1/2) . (2.3)

Demonstrag¢ao: Sendo ambos os lados da Equagao (2.3) fungoes holomorfas em H,
pelo Teorema da Identidade?, é suficiente provar tal identidade para z = t, onde
t € R comt > 0, desde que tal conjunto de pontos de H possui ponto de acumulagao
em H. Com isso, considerando a funcio g(z) = e ™()2@) ¢ tomando uma isometria
de F com R", segue que g é obtida através do calculo da Transformada de Fourier
da fungao e i para x € R". Mas, como feito no Exemplo 2.1.2, podemos nos
restringir ao caso n = 1 e, portanto, ao calculo de fpara flz) = e 17" onde
x € R. Assim, pelo Lema 2.1.9, segue que f(y) = Vite ™" de onde segue que

g(y) = t"2e™Wy)  Agsim, pela Férmula da Soma de Poisson (Teorema 2.1.5),

@L(_ﬁ) _ Zeﬂ'i(—%t)b(ac,ac)
z€L

=Y et

zeL
— det(L)—l/Q Z tn/Zefﬂ'tb(y,y)
xeL#
_ /2 det(L)_1/2 Z e~ b (YY)
xeL#
— /2 det(L)fl/Q Z e (t8)b(y,y)
xELHF

= t"/2det(L) V20 (it) .

Como z = it, segue que t = z/% e, portanto, temos o resultado. [ ]

tem-se que

2.2 Theta séries como formas modulares

Consideremos o semiplano superior H e I'" o subgrupo linear
SLo(Z) = {\ € GL(Z) ; det(N) =1}

de GLy(Z), o qual chamamos de grupo modular completo. Consideremos ainda,

a b
para cada A = € I' , a transformacao linear fracionaria dada por
c
az+b
A— Az = + ,
cz+d

?(Teorema da Identidade) [17] Sejam F e G funcdes holomorfas de uma regido conexa
H C Cem C. Entdo F = G se, e somente se, o conjunto {z € H ; F(z) = G(z)} tem um ponto de

acumulacao em H.
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para todo z € H. Assim, notando que se z € H, entao Az € H, pois

az +b)(cz + d)) _ Im(adz + bcz)

lcz + d|? lcz + d|?

Im(\z) = Im <<

Deste modo, como Im(adz + bez) = det(A)Im(z) = Im(z), segue que

Im(2)

= —=>0.
lcz + d|?

Im(Az)

Temos portanto definido uma agdo de I' em H. Como {£I} C SLy(Z) age

trivialmente em H, ou seja, =1z = 2, segue que podemos considerar
G =SLy(Z)/{+£I},

que chamamos grupo modular e cujos os elementos serao denotados sem as barras.

Desta forma, os elementos

0 —1 11
1 0 0 1
de G, agem em H), respectivamente, por

s —1 T
2 — e zr—z+1.
z
O resultado a seguir caracteriza G através de seus geradores. Omitiremos sua

demonstracao por fugir dos propésitos deste texto.
Teorema 2.2.1. O grupo modular G € gerado por S e T

Demonstragao: Ver ([8], Cap. 2, §2). u

Veremos a seguir o conceito de formas modulares que, a grosso modo, sao fungoes
sobre H que possuem bom comportamento com relagao a acao do grupo modular

completo I" em HI.

Definicao 2.2.2. Seja k € Z. Dizemos que uma fun¢ao holomorfa f : H — C ¢

uma forma modular de peso k para I' e denotamos f € M(I'), se satisfaz:

(i) f(A2) = (cz + d)* f(2), para todo \ = ¢ Z el
c

(i1) f é escrita como série de poténcia em g = e*™.

Note que se k é impar, entao toda forma modular de peso k para I' é nula, visto

-1 0
que para —I = 0 L tem-se que f(z) = (=1)*f(2) e, portanto, f(z) = 0
para todo z € H. Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que o inteiro

k é par.
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Proposicao 2.2.3. Se f : HH — C € uma fun¢ao holomorfa, entio f € My(I)
se, e somente se, satisfaz f(z +1) = f(2), f(=1/2) = 2*f(2) para todo z € H e f
possui uma expansdo em série de poténcias em q = e* .

Demonstrag¢ao: Se f € My(T), entdo o resultado segue da Definicao 2.2.2 e do

Teorema 2.2.1. Reciprocamente, como

dAz) d (az - b) a(cz+d) —claz+b)  ad—be 1

dz  dz\cz+d) (cz + d)? :(cz—l—d)zz(cz—I—d)?’

segue que podemos escrever

Fz) = (cz + )" f(2) (2.4)

F002) (d(df))k/z = £(2

e daf segue que f(A\2)d(A\2)*/? = f(2)dz*/2. Assim, tem-se f(z)dz"/? invariante para

CO11O0

multiplicagao por A, o que mostra que se a Equagao (2.4) é satisfeita para A, Ay € T,
entao é valida também para A;\s. Desta forma, é suficiente analisa-la para T e S,

uma vez G é gerado por tais elementos. Como

f(T2)=flz+1)=f(2) e f(S2)=f(-1/2)=2"f(2),
para todo z € H, tem-se provada a proposicao. [ ]
Os préximos resultados permitem estabelecer uma relacao entre theta séries de
reticulados unimodulares pares com formas modulares para o grupo modular T'.

Teorema 2.2.4. Se L é um reticulado unimodular par em (E,b), entdo
n =0 (mod 8).

Demonstrag¢ao: Suponhamos que 8 1 n. Assim, sem perda de generalidade, podemos
tomar n =4 (mod 8), ja que caso contrario é possivel substituir o reticulado L por
L®LoulL® Ld L@ L que sdo ambos unimodulares e pares (basta notar que uma
matriz Gram desses reticulados sao formadas por blocos de alguma matriz Gram de
L) de modo que o posto obtido seja congruo a 4 médulo 8 e a aplicar a argumentagcao
que segue. Como L é unimodular, segue que L = L# e det(L) = 1. Deste modo,

pelo Teorema 2.1.10, tem-se, para todo z € H, que
O,(S2) =0, (—1/2) = —2"20.(2) ,
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pois n/2 = 2 (mod 4) e, com isso, i"/? = —1. Ainda, do fato de L ser par, segue,
para todo z € H, que

@( ) @L Z +1 Z eﬂ’zz -b(z,z) 7r7, b(z,x) __ Z eﬂ’iz-b(x,z) _ @L(z) ) (25)

zeLl €L

Assim, tem-se que O ((T'S)z) = —2"/20(z), para todo z € L. Agora, notemos que
(T'S)? =1 pois

TS) )”/QGL(
—1

z@—%$221$—2i1&—2i1>i>z—1>l>z. (2.6)
Assim,
O.(2) = O.(TS)%
= (=1)((TS)?2)"20,((TS)%2)
= (=1)((TS)%2)"?(-1) TS)z) (2.7)
1)(

(
= (- )220 (2)
= (=1)(TS)?z ”/2((TS 2)”/2 ”/2@L(2) )

Pelas relagoes em (2.6), segue que

1 a1\
(@Spar(rs)y et = (2] = e,

z—1 =z
Da Equacao (2.7), segue que
Or(2) = (=) (=1)"?01(2) = —O.(2) ,

implicando que O, = 0 e, portanto, L = @ o que nos leva ao absurdo. [ ]

Com isso, temos o seguinte resultado para O, com L um reticulado unimodular

par.

Teorema 2.2.5. Se L é um reticulado unimodular par em (E,b), entdo ©p(z) €
Mi(T) para k =n/2.

Demonstracao: De acordo com a Proposicao 2.2.3, é suficiente mostrar que
OL(z4+1)=0.(2) e O (-1/2) = 2"?0.(2) ,

uma vez que da Equacdo (2.1), segue que ©f pode ser escrita como uma série de

27z

poténcias em g = e“™*. A primeira igualdade decorre da paridade de L como na

Equagao (2.5). J4 a segunda, como L = L# e det(L) = 1, segue, pelo Teorema
2.1.10, que

OL(~1/2) = det(L)""*(2/9)"*O 14 () = 2"?O.(2) ,
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j& que n = 0 (mod 8) implica que n/2 = 0 (mod 4) e, com isso, i"/* = 1. Portanto,

tem-se que O é uma forma modular de peso n/2 para I'. [ ]

Exemplo 2.2.6. Um exemplo de reticulado unimodular par é o reticulado FEg

definido por
Es = {(a1,an,...,a8) ER®; oy € Z ou o; € Z + 1/2 com Zai =0 (mod 2)} .

Com o auxilio da estrutura de My(T") é possivel mostrar que Eg é, a menos de
isomorfismos, o unico reticulado unimodular par em dimensao 8 e que sua theta

série é dada por

Op, = 1 +240(q + 9¢* + 28¢® + 73¢* +126¢° +...) .

2.3 Theta séries de reticulados modulares pares

Consideremos N um inteiro positivo. Chamamos de subgrupo principal de

congruéncia de grau N o conjunto

F(N):{<Z 2) el; aEdzl(modN)ebECEO(modN)}.

E simples ver que T'(N) é um subgrupo de I" e que, em particular, tem-se que
['(1) = I'. Dizemos que um subgrupo [” de I' é um subgrupo de congruéncia, se
existe N € N tal que I'(N) C I". Neste caso, dizemos que IV é um subgrupo de

congruéncia de grau N.

Os principais grupos de congruéncias de I' sao

rO(N):{<‘C‘ Z)er; CEO(modN)}

Fl(N):{(Z Z) GFO(N);azl(modN)} .

D(N)CTy(N)CTy(N)cCT.

Observe que

Além disso, tem-se os seguintes isomorfismos de grupos
I''(N)/T(N) = Z/NZ e To(N)/T\(N)— (Z/NZ)*, (2.8)
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uma vez que considerando os homomorfismos sobrejetores de grupos

¢ Z)r—>b(m0dN)

I''(N) —Z/NZ ; (

a b

To(N) — (Z/NZ)* ; ( d) — d (mod N)

C

tem-se ['(IV) e I'1(/V) como seus respectivos nicleos e, com isso, obtem-se os

isomorfismos de grupos.

b
Definicao 2.3.1. Sejam f : H — C uma fungao e k € Z. Para A\ = ( ¢ p ) el
c

definimos

(fled)(2) = (e +d) ™" F(N2) -

Notemos que o simbolo introduzido na Definicao 2.3.1 satisfaz a seguinte
propriedade:

(fle(AaA2))(2) = ((FleAn)]rA2) (2), (2.9)

para quaisquer A, Ay € I'. Agora, estamos aptos a definir o que sao formas

modulares para subgrupos de congruéncias.

Definicao 2.3.2. Sejam k € Z, I'" um subgrupo de congruéncia de grau N e € um
caracter® de IV. Uma funcao holomorfa f : H — C ¢ dita uma forma modular de
peso k para I com caracter £, denotada por f € My(I”, ¢), se satisfaz:
(i) flxA =e(N)f, para todo A € T;

2wtz

(17) f é escrita como uma série de poténcias em gy = e~ .

De agora em diante, sejam L um reticulado par em um espago euclidiano (E, b)
n-dimensional com n par e p € E. Aqui, substituiremos b(z,y) por (z,y) para

simplificar a notacao.

Definicao 2.3.3. Definimos para todo z € H a série
@p+L(Z) = Z 67riz(ﬂ:,:6> — Z 67riz<x+p7m+p> .
z€p+L z€L

A proposicao a seguir, cuja demonstragao omitiremos por fugir do escopo deste
trabalho, fornece uma expressao que nos permite relacionar formas modulares a

theta séries de reticulados modulares e pares.

3Seja J um grupo. Chamamos de caracter do grupo J toda aplicacdo € : J — C*X que é um
homomorfismo de grupos.
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Proposigao 2.3.4. [8] Se L é um reticulado (-modular e par, p € L¥ e X\ =

b
( ¢ ) € I'y({), entdo
c d

@p+L|n/2/\ = E;()‘)67”:ab<p7p>('_')ap—i-L )

onde .
det(L)~'/?(ic)™/? Z e para ¢ # 0
e(\) = yeL/cL

d—"/? , para c =0

Em particular, se p = 0 na Proposicao 2.3.4, entao O, satisfaz
OLln2A = €(N)Or , para todo A € I'g(¢) . (2.10)
Como, da Equacao 2.9, vale
EAA)OL(Z) = (Orhy2AiA)(2) = ((OrlpA)l2da) (2) = £(A)=(A2)O1 (2),
para quaisquer A, Ao € I'g(¢), segue que
e(AMA2) = e(A)e(A)

e, portanto, € é um caracter do subgrupo de congruéncia I'y(¢). O objetivo, a
seguir, é explicitar uma forma simples para €. Para isto, consideramos os préximos

resultados:

Lema 2.3.5. Se A = ( Z Z ) € ['o(f) com ¢ # 0, entdo, para todo t € Z, tem-se
a b o a b+ta
6(0 d>_€<c d+tc)'
Demonstragao: Segue da Proposicao 2.3.4. ]

Lema 2.3.6. [8] Se A = ( : Z ) € I'o(¢) com ¢,d # 0, entdo

e(\) = d-"/2 Z emia ()

yeL/dL

Agora, consideremos para d # 0, o nimero

Gbd)= Y emali)

5eL/dL
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Lema 2.3.7. Se A = (" Z ) € I'o(£) com ¢, d # 0, entio G(b,d) € Q. Além disso,
G(b,d) = G(1,d).

Demonstracdo: Sendo L par, tem-se que G(b,d) € Q(C), onde ¢ = €™/ uma vez
que G(b,d) = ZﬁeL/dL ¢t/2 - Agora, da Proposicao 2.3.4 e do Lema 2.3.6, segue,
para todo t € Z, que

G(b,d) = d"?c(A) = dV?(d + tc) ™2 Z it ()

SeL/(d+tc)L

Pelo mesmo raciocinio, concluimos que G(b,d) € Q(Z), onde E: e?mi/(dHte) para
todo inteiro [. Mas, como det(\) = ad — cb = 1, segue que mdc(c,d) = 1 e, com isso,
existe t' € Z tal que mdc(d,d + t'c) = 1. Assim, tomando { = ¢>™/(@+9)  tem-ge
que Q(¢) N Q(E) = Q e, portanto, G(b,d) € Q. Com isso, G(b,d) ¢ invariante por
automorfismos de Q(¢). Tomando o automorfismo ¢ — ¢® em G(1,d), segue que

G(b,d) = G(1,d). [ |
Lema 2.3.8. O caracter € so depende de d.

Demonstracao: Seja A = ( Z Z ) € T'g(¢). Pelo Lema 2.3.5 segue que £(\) =
( ‘i Zii‘; ) para todo ¢t € Z. Assim, se A € I'y(¢), entdo d = 1 (mod () e, com
isso, existe ¢ € Z tal que 1 = d + t'{. Deste modo, pela Lema 2.3.6, tem-se
b+ta
1
via um caracter de I'o(¢)/I';(¢). No entanto, das relagdes em (2.8), tem-se que

que €(A) = &( Z ) = 1. Portanto, o caracter € : I'(({) — C* se fatora

Lo(¢)/T1(¢) =~ (Z/0Z)* por A — d. Deste modo, ¢ se fatora via um caracter y de
(Z/0Z)* que s6 depende de d. n

O préximo lema faz uso do simbolo introduzido a seguir:

Definigao 2.3.9. Sejam p e a ndmeros inteiros com p primo e mdc(p,a) = 1.

Definimos o simbolo (%) € {£1} pelo nimero

(E) = a?V/2 (mod p), se p é impar
p

(‘_L) = ()P sep=2.

D

Note que quando p é impar, o simbolo acima é chamado simbolo de Legendre.

Lema 2.3.10. ¢(A\) = x(d) = (§), onde A = (=1)"/?det(L) e (%) € o simbolo de

Jacobi-Legendre.
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Demonstragao: Consideremos os primos p # 2 tal que mdc(p, ) = 1. Assim, existem
t,u € Z tal que pt — fu = 1. Deste modo, pela Proposi¢ao 2.3.4, com A = ( fe 1 ),
tem-se que

x(t) det(L)Y2(iul)"/? = Z o™it ()
FELJulL

_ Z (et )y

yEL/ulL
b v (2.11)

Z e (1) (mod p)

YEL/ulL

Coa )det(L)W(iuf)n/?)p (mod p) .

ul

Agora, como &( ulg plt ) = 1 pois ( ulg ;t ) € I'1(€), e pfdet(L) = "2, segue, por
(2.11), que

X(t) = (det(L)"(iul)"2)P~* (mod p) (2.12)
= (det(L)(iul)™)®=V/2 (mod p) . ‘

Mas, sendo n par, tem-se que 3" = (—1)"2 pois 4 | n ou n = 2 (mod 4), o que
equivale a n/2 par ou impar, respectivamente. Além disso, de pt —fu = 1, segue que
ul = —1 (mod p) e, com isso, (uf)” =1 (mod p) ja que n é par. Assim, de (2.12),
tem-se que

x(7) = AP (mod p) | (2.13)
onde A = (—1)"/2det(L). Portanto, de (2.13) e da Defini¢do 2.3.9, tem-se

A
H=(2).
X(8) = ( p)
Como pt = 1 em (Z/lZ)*, segue que x(p)x(t) = 1, mas x(p), x(f) € {£1}, logo
X(p) = x(t) e, deste modo, tem-se

A
p

x(t) = (=)

Assim, se d € (Z/IZ)*, entdo d = pS* - -+ p% com mdc(p;, ) = 1, para i = 1, ..., s.

Com isso,
- A A
Xd :Xpel...]jis — _61..._65’
(d) = x(p3 ) =( pl) ( ps)
o chamado simbolo de Jacobi-Legendre (%), provando portanto o lema. [ ]
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Teorema 2.3.11. Seja L reticulado par e (-modular em (E,b) com um espago
euclidiano de dimensao n par. Entao ©p € uma forma modular de peso n/2 para

To(€) com caracter x dado por x(d) = (%) (sémbolo de Jacobi-Legendre) para
A= (=1)"2det(L).

Demonstrag¢ao: Sendo L um reticulado /-modular, pela Proposicao 1.6.5, segue que
L ~ \/IL# ou seja, existe uma isometria o tal que o(L) = v//L#. Com isso,

Or(z) = Z q<2?,90)/2 - Zq@(w)ﬂ(m))/? - Z q5<y,y>/2 — Z qéfyfw/? _ Z qéy,y>/2'

€L zeL yEL# yeL# yelL#

¢ Z)ero(e)e

Pela Equagao (2.10) e pelo Lema 2.3.10, segue, para todo A = (
c

todo z € H, que
®L|n/2)‘(2> = X(d)OL(2).

Portanto, temos © 7, uma forma modular de peso n/2 para I'g(¢) com caracter x () =
x(d) = (§) para A = (—1)"/2det(L). =

Conclusao

Neste capitulo apresentamos a nocao de theta série de um reticulado par. Vimos
algumas de suas propriedades e a identidade que relaciona a theta série de um
reticulado com a theta série de seu reticulado dual. Com isso, estudamos a relagao
entre as theta séries de reticulados unimodulares pares com formas modulares para
o grupo modular completo e, mais geralmente, o resultado que abrange esta relagao
para reticulados modulares, afirmando que as theta séries de reticulados modulares

sao formas modulares para um subgrupo de congruéncia do grupo modular completo.
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Capitulo 3

Reticulados ideais

O presente capitulo é dedicado a apresentacao de reticulados obtidos via
técnicas algébricas, mais detalhadamente, através de ideais fracionarios em corpos
de numeros, os quais chamamos de reticulados ideais. Tais estruturas, cujos
invariantes derivam da teoria dos nimeros algébricos, fornecem algumas vantagens
quando deseja-se obter contrucoes com parametros especificos. A formalizacao
dessas estruturas se deve, em grande parte, aos trabalhos [1] e [3] e tem
sido usados sistematicamente em aplicagoes nos trabalhos [4] e [5]. Com isso,
abordamos a formalizacao dos reticulados ideais bem como suas propriedades
basicas. Seguindo, consideramos o estudo de modularidade em reticulados ideais
via corpos ciclotomicos. Para isto, faremos uso de alguns topicos em teoria dos
numeros algébricos, cujo conteido encontra-se para consulta no Apéndice A ao final

do texto.

3.1 Caracterizacao

Consideremos K um corpo de nimeros com grau n = [K : Q] e F' seu subcorpo

maximal real, ou seja,
F=KNR={xeK; z=x},

onde * denota a conjugacao complexa. Assim, [K : F] < 2. A seguir veremos que um

reticulado ideal é um ideal fraciondrio munido de uma forma bilinear satisfazendo
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uma propriedade de invariancia.

Definigao 3.1.1. Um reticulado ideal ¢ um par (a,b), onde a é um ideal fracionério
de K eb:axa— Q éuma forma Z-bilinear simétrica, positiva e nao-degenerada

satisfazendo a relacao
b(nz,y) = bz, my) , (3.1)

para todo n € Ok e para quaisquer x,y € a.

Aqui observamos que, apesar de nao explicitarmos o espaco euclidiano de

ambiente do reticulado em questao, é sempre possivel fazer a imersao de tal

reticulado no espago euclidiano (Kg,b) por (r — x ® 1), onde kg = K ®g R e

b estende b por g(xl ® 11, e @ r9) = b(w1, x2)T172.

Exemplo 3.1.2. Consideremos p > 2 um primo ¢ K = Q((,) o p-ésimo corpo
ciclotomico. Tomando, conforme o Teorema A.6.1, p = (1 — ;) o unico ideal primo

de Ok acima de p e, para t > 1 inteiro, a forma bilinear

b : ptxpt — Q
(r,y) — Trre(,27)

obtem-se os reticulados de Craig Az(,t) = (p', b), que sao reticulados ideais j& que:

e b é nao-degenerada, pois pela Proposicao A.2.2, a forma bilinear (z,y) —
Trig(zy) é nao-degenerada e, com isso, b(z,y) = %Trm@(xg) também é nao-

degenerada.

e b ¢é simétrica, ja que para quaisquer x,y € K, tem-se que
1 _ 1 _ l— 1 _
b(z,y) = ];Trm@(l‘y) = ]—)Trm@(xy) = ];Trm@(w‘y) = ];Trm@(xy) =b(y,z) .

e b é positiva, uma vez que para x # 0, tem-se que

1
b(x,x) = %Tr;q@(xa_c) = oi(zx)
i=1
1« 1 — )
= - oi(x)o(x) = —Z|0i(x)| >0
L P53

e para todo 1 € Ok e quaisquer z,y € K, tem-se que b satisfaz

1 1 _ .
b(nz,y) = ];Trm@(nwy) = ];Trm(my) = b(x,ny) .
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Definigao 3.1.3. Um elemento o € K é dito ser totalmente positivo se o;(«) > 0

para todo o; : K — C monomorfismos de K.

O préximo resultado mostra a relagao entre reticulados ideais com a forma traco.
Mas antes é necessario notarmos que, para todo ideal fracionario a de K, tem-se que

K = aQ e, com isso, K pode ser escrito como

K:{%;xeaeyeZ\{O}}. (3.2)

Proposicao 3.1.4. Se a é um udeal fraciondrio de O eb:axa — Q é uma
forma Z-bilinear simétrica, positiva e nao-degenerada, entdo, (a,b) € um reticulado

1deal se, e somente se, existe a € F* totalmente positivo tal que
bz, y) = Trjlacy) . (3.3)

Demonstragao: Se (a,b) é um reticulado ideal, da relagao (3.2), podemos estender

a forma bilinear b de a para K da seguinte forma

b(m x’) _ b(x,a")
v v

obtendo-se uma forma bilinear de K em Q. Além disso, a extensao de b satisfaz

b(nz,y) = b(z,1ny) ,

para qualquer n € K, pois para % € K, tem-se que

x! 1 1 _ T’ '

Agora, sendo a forma bilinear (z,y) — Trxg(zy) de K em Q nao-degenerada, segue

do isomorfismo dado em (1.2) que, para x,y € K, existe h € EndgK tal que
b(x,y) = Trgg(zh(y)) -
Como b(nz,y) = b(z,ny), para todo n € K, segue que

Trrig(nzh(y)) = Trrg(zh(ny)), para todo n € K,

e, portanto, h(7y) = nh(y), para quaisquer y,n € K. Seja o = h(1). Assim,



Ainda, como

b(z,y) = Trgg(azy) = Trgp(azy) = Trxg(axy) = Trig(azy)
Q
€

b(l'? y) = b(yv l’) = TrKlQ(O‘-i'y) )

segue que Trgg(azy) = Trxg(azy), para todo y € K. Assim, & = o com « # 0,
visto que b é uma forma bilinear nao-degenerada. Reciprocamente, se b: axa — Q
satisfaz a condicao (3.3), entao b satisfaz as condi¢oes da Definigao 3.1.1 e, assim,

(a,b) é um reticulado ideal. [

Em virtude da existéncia do elemento a € F'* assegurada na Proposicao 3.1.4,

passamos a denotar o reticulado ideal (a, b) satisfazendo a condigao (3.3) por (a, a).

Agora, para prosseguirmos com o estudo de dualidade para reticulados ideais, se

faz necessario a seguinte ressalva: vale a seguinte igualdade de conjuntos

{r®1eKg; blr,a) CZ} ={z@reKp; bz®@raea®l)eZ,Vaca}.

De fato, se x € K com b(z,a) € Z, paratodo a € a, entéog(x@)l, a®l) = b(x,a) € Z,
para todo a € a. Por outro lado, se x ® r € Kx com g(m ®@r,a® 1) =b(x,a)r € Z,
para todo a € a, entdo, como b(z,a) € Q, segue que r € Q e, assim, x@r = (rz)®1
satisfaz b(rz, a) = b(z,a)r € Z para todo a € a. Portanto, em posse desta igualdade,

concluimos que o reticulado dual de um reticulado ideal (a,b) é o conjunto
af ={z e K ; b(x,a) CZ} .
Com isso, a préxima proposicao explicita o reticulado dual de um reticulado ideal.

Proposigao 3.1.5. O reticulado dual de (a,a) é o reticulado ideal (a¥, ), onde

Demonstrag¢ao: Como

Trm@(aole;(ll@ﬁ_lﬁ) = Trgjo(Dy|

segue que ole;quﬁ_l C a. Por outro lado, como aOx = @, segue que

Tri|o(aa®aOk) = Trgg(aa*a) C Z,
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implicando que aa”a C D;ql(@ e, deste modo, a” C a‘lDI_(TQﬁ_l.

Como consequéncia, tem-se uma condigao necessaria e suficiente para avaliar a

integralidade em reticulados ideais:

Corolario 3.1.6. Um reticulado ideal (a,c) € integral se, e somente se,

-1

aaa C DKlQ .

Demonstragao: Pela Proposigao 1.4.8, tem-se que (a,«) integral se, e somente se,

1 ™

a Ca¥ =a "Dy a

Note que essa explanacao sobre reticulados ideais nao tem nenhuma diferenga
com a observacao dada apds o Teorema 1.2.3, uma vez que o ideal fracionario a de
K, que é um Z-médulo livre de posto finito n, é visto como um reticulado imerso
no espaco euclidiano (aR,E), onde ag = a®z R e g(xl ® 11, Te @ T9) = b(xy, 29)r 79,
No entanto, tem-se que Kr C ag, uma vez que * Qr = a ® % € ag, desde que, da

forma de K dada em (3.2), podemos escrever = £, coma € aey € Z \ {0}.

Um outro invariante, dado explicitamente por ferramentas algébricas, é o

determinante do reticulado ideal como podemos verificar no resultado a seguir:

Proposicao 3.1.7. Se (a,a) é um reticulado ideal, entdo
det(a) = NK|Q(04)N<CI)2’dK’ . (34)

Demonstracao: Note inicialmente que se b é um ideal inteiro, entao o reticulado ideal
(b, ) é integral, uma vez que b C Ok C D;ﬂl(@ edaibb C b C Ox C O C D;(}Q.
Além disso, tem-se que abb C bb pois bb | abb (note que abb = (O )bb). Agora,

tomando o ideal fracionario a, segue que existe ¢ € Z nao nulo tal que ca C Ok e
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com isso, (ca,«) é integral. Assim,

—
[
=~
—
-

=

det(ca) =" ((ca)® : ca)
Y ((ca)*, Ok)x(Ox, ca)
L (Ok, (ca)#) X (Ok, ca)
= N((ca)#)*lN(ca)
(125 N(c~ta#)"IN(ca)
B2 Nyga(e™)IN(a#) N g (0)N(a)
= Ngjo(c)®N(aa# 1)
Nkg(c)’N(aaaDg g)
" Nio()N(a)N(a)N(Dgq)
)

Agora, se {z1,xs, ..., x,} é uma Z-base de a, entao
det(ca) = det(b(cz;, cx;)) = det(c?b(wy, z;)) = ¢*" det(a) ,

o que conclui a demonstracao. [ ]

Exemplo 3.1.8. De acordo com a Proposi¢ao 3.1.7, o determinante dos reticulados

de Craig é dado por

det(AP) = Ngio(1/p)N(B)*|dk| = (1/p)"~'p*p"~ = p* .

O préximo corolario fornece a densidade de centro do empacotamento esférico

por um reticulado ideal.

Corolario 3.1.9. Se (a,«) é um reticulado ideal, entao sua densidade de centro é

dada por
n/2
la

~ 2 M@ (Viia(@)ldx]) 72
onde t, = min{ Trx|g(ex®) ; * € a,  # 0}.

d(a)

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 1.5.12. [ ]

O préximo resultado fornece uma condi¢ao na extensao K | F' quando [K : F] =

2, suficiente para que os reticulados ideais integrais em K sejam pares.

Proposicao 3.1.10. Seja (a,«) um reticulado ideal integral. Se 2 ndao ramifica em
K | F, onde [K : F] =2, entao o reticulado ideal (a,c) € par.
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Demonstra¢ao: Como [K : F| = 2 e 2 nao ramifica em K | F', segue da Proposigao
A.3.7 que a extensao K | F' é moderadamende ramificada e, com isso, da Proposi¢ao
A.3.8, tem-se Trg p(Ok) = Op. Assim, existe y € Ok tal que Trgp(y) = y+y = 1.

Deste modo, tem-se que

Trx(arz) = Trgelaly +y)zx)
= Trio(ayzrz) + Trgg(ayzz)
(

= Trg(aysz) + Trgg(ayr)
= Trgo(ayr®) + Trgg(ayzr)
= 2Trgg(ayz) € 2Z |

pois, sendo (a, @) integral, segue que caa C D;ql(@ e, deste modo,
Trgo(ayxr) € Z,
0 que prova a proposicao. [
Dizemos que um reticulado ideal (a,«) é do tipo tragco se « = 1. A seguir,
veremos a existéncia desses reticulados com determinante pré-definidos.

Proposicao 3.1.11. Seja d um inteiro positivo. Eziste um (a,1) reticulado ideal
integral com det(a) = d em K se, e somente se, existem Q e J ideais fraciondrios
de K tais que N(Q) = d e Do = Q77.

Demonstragao: Se existe um (a, 1) reticulado ideal integral do tipo traco em K

com det(a) = d, entdao a C a¥ = ﬁ’lDa@ L ou seja,
1

Do = a 'a 'Q, para algum ideal fraciondrio Q. Portanto, tomando J = a™' e

e, com isso, Dgjg C a~'a~

notando que
d = det(a) = N(a)?|dg| = N(aaDxgg) = N(37'37'Q37) = N(Q) ,

segue resultado. Reciprocamente, considerando o reticulado ideal (a,1) onde a =

771, tem-se que

~—1 ~y—1 —— —
a=3"1CIDg,=0a"Dyg=0a",

uma vez que D g C JJ. Portanto, (a,1) é integral. Além disso, tem-se que
det(a) = N(a)’|dx| = N(aaDg|g) = N(I7'T7'Q37) = N(Q) = d,
o que prova o resultado. [ ]

Corolario 3.1.12. Existe um reticulado ideal do tipo traco e unimodular em K se,

e somente se, existe J ideal fraciondrio de K tal que Dg|g = 33,

46



Demonstracao: Segue imediatamente da Proposicao 3.1.11. [ ]

No que segue, introduzimos um conceito de equivaléncia para reticulados ideais.
Essa nogao nos permitira analisar uma classe especial de reticulados ideais modulares

através de condigoes de existéncia.

Definicao 3.1.13. Dizemos que dois reticulados ideais (a,a) e (a/,a’) em K sao

Arakelov-equivalentes, se existe 3 € K* tal que a = Bae o = (38) 'a.

Exemplo 3.1.14. Considere K = Q({,), com p um ndmero primo tal que p #
1 (mod 4) e r > 1. Seja p o unico ideal de Ok acima de p, entdo os reticulados
ideais (p*,1) e (p~@**) p), onde a = p" ' (pr —r —1) e s = W
equivalentes, pois existe f = \/%—p € K*, tal que p~(@ts) = \/%—pps, uma vez que

sendo ¢(p")/2 = s+ 2a e \/—pOk = p%ﬂ, tem-se

Vopp et =p

, sao Arakelov-

com p = (5)~".

Definicao 3.1.15. Um reticulado ideal (a,«) sobre K ¢ dito ser Arakelov-modular
de grau { € Z se (a,a) e (a¥,fa) sdio Arakelov-equivalentes. Chamamos um
reticulado ideal (a,a) de Arakelov-modular, se existe ¢ € Z tal que (a,«) seja

Arakelov-modular de grau /.

Notemos que reticulados Arakelov-modulares sao reticulados modulares, onde a
similaridade é dada por (z + (Sz), para € K* garantido na defini¢do. Com isso,

tem-se o seguinte resultado para a existéncia de reticulados Arakelov-modulares.

Proposicao 3.1.16. Seja ¢ um inteiro positivo. Existe um reticulado ideal (a, o)
Arakelov-modular de grau ¢ em K se, e somente se, existe \ € K* com { = A\ tal
que

A0k = aaaDg|g .

Demonstragao: Se (a,«) é um reticulado ideal Arakelov-modular de grau ¢ em K,

entdo, por definicdo, existe 3 € K* tal que a = fa* e a = fa(BB)~!. Tomando

A\ = f3, como a” = a‘lDaQﬁ_l, segue que

a =" = \a Dy a7 = MOk = aaaDg|g -

Reciprocamente, considerando as existéncias do ideal fracionario a e do elemento

A de K nas condigoes do enunciado, tem-se que AOx = (a)~la e, desse modo,
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a = Aa” com ¢ = A)\. Finalmente, mostremos que (a,q) é integral. Para isto, seja
B um ideal primo de O. Como A0k = aaaDgg = MOk, uma vez que Dgig C Ok
e Ok = Ok, segue que vp(A) = vy()) e, portanto,

vp(l) = vp(AN) = vp(X) + (V) = 2up(N) -

Agora, como ¢ € Z C Ok, segue que {Ok é um ideal de Ok e, com isso, vp(€) > 0
uma vez que O C Op = {z € K ; vg(z) > 0}. Assim, vg(\) = vip(£)/2 > 0 para
todo ideal primo B de Ok e, portanto, A\Oxg C Ok. Assim, A € A\Ok C Ok. Deste
modo, a = Aa¥ C a” ji que a” é um ideal fraciondrio de K (um Og-médulo). m

Exemplo 3.1.17. Note que nas condigoes do Exemplo 3.1.14, sendo Dy = p* e

considerando a = p*, como a = a, podemos escrever
VoPOx = aaDyjy = popip” = pt = p?®2.

Portanto, pelo Teorema 3.1.16, segue que existe um reticulado Arakelov-modular de

grau { = /—py/—p = p em K = Q((,). De fato, o reticulado dual de (p*,1) é
(p*)* = p~(@3) Assim, como (p*,1) e (p~(@%) p) sdo ideais Arakelov-equivalentes

com p = \/—p-+/—p, segue que o reticulado ideal (p*, 1) é Arakelov-modular de grau
.

O seguinte resultado nos diz que podemos considerar apenas reticulados ideais

Arakelov-modulares de graus livres de quadrados.

Proposicao 3.1.18. Seja ¢ um inteiro positivo. Se existe um reticulado ideal
(a, ) Arakelov-modular de grau £ com ¢ = (13 para {y livre de quadrados, entio o

reticulado ideal reescalado (a,ly a) é Arakelov-modular de grau (.

Demonstracio: Seja A € K* tal que £ = A\ e a = Aa*. Considerando \; = \/fs,
tem-se que M\ = £1 e MO = GlaaﬁDmQ. Assim, pela Proposicao 3.1.16, segue

que (a, 4, ') é um reticulado ideal Arakelov-modular de grau /;. |

3.2 Modularidade em corpos ciclotéomicos

Nesta secao, tratamos de obter condigoes para a existéncia de reticulados
ideais Arakelov-modulares do tipo traco em corpos ciclotomicos e também da
caracterizagao de reticulados ideais do tipo traco que sao Arakelov-modulares para

graus primos em corpos ciclotomicos. Para isto, consideremos m um inteiro positivo
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fmpar ou divisivel por 4, K = Q((,,) 0 m-ésimo corpo ciclotomico e F' = Q((, +¢,)
seu subcorpo real maximal. Precisamos da nocao de norma dada pela seguinte

definicao.

Definigao 3.2.1. Sejam p um primo e m um natural tal que p { m. Dizemos que

p é uma norma de m se B # P, para todo ideal primo P de Ok acima de p, para

Outro conceito necessario é o de bom divisor.

Definigao 3.2.2. Sejam p primo com p | m. Dizemos que p é um bom divisor de m
se o diferente Dy da extensio K|Q, para K = Q((), pode ser escrito como Q37,
onde J é um ideal de Ok sobre p e Q um ideal relativamente primo a p. Um inteiro

m' é dito ser bom divisor de m se seus divisores primos sao bons divisores de m.

Exemplo 3.2.3. Note que 2 é um bom divisor para todo m, pois como 4 | m, segue
que m = 2"m’ para r > 2 e m’ impar. Assim, seja p o unico ideal de Q((yr) acima
de 2. Como Dy ¢,y @ = p* com p = p, onde a = 2" (r — 1), segue que

Do(eyryie = P> 7R
Portanto, como Dkjg = Drjo(e,r)(Paer)eOk), segue que 2 é um bom divisor de

m.

Note que tomando um ideal fraciondrio a de K satisfazendo A\Ox = aaaDg|q,
sendo o € F, tem-se que \Ox = AOg ou, equivalentemente, (A/\)Ox = Ok e,
portanto, A/ é uma unidade de OF. Se £ é um inteiro positivo que satisfaz £ = A\,
entao podemos escrever \> = uf, onde u é uma unidade de O. Consideremos,
portanto, que ocorra a seguinte situagao: ¢ é um inteiro positivo livre de quadrados
tal que todos os seus divisores primos ramifiquem em K e A\ € K* com A\ = u/
para u € {£1, +i} satisfazendo ¢ = ¢1{5, onde ¢; é o produto dos divisores primos p
de ¢ tais que p = 1 (mod 4) caso m seja impar ou m divisivel por 8, e 5 é o produto
dos divisores primos p de ¢ tais que p = 3 (mod 4) caso m = 4 (mod 8). Com isso

tem-se o seguinte:

Lema 3.2.4. Seja p um divisor primo de m. Se todo ideal primo B de O acima

de p satisfaz P # B, entio p € um bom divisor de m.

Demonstrag¢ao: Como p | m, segue que p ramifica em K e, se P é um ideal primo de
O acima de p que ramifica, do fato que pOx = (][] U(‘,B))Mpr), segue que P também
ramifica. Em particular, 8 e B aparecem na fatoracdo de Dg|p com expoente
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p"L(pr —r —1). Considerando JJ o produto dos ideais primos ‘B acima de p em
Ok que ramificam com expoente p"~*(pr —r — 1), tem-se que JJ divide Dk|g e, com
isso, Dgjg = 3,33, onde J; é o produto de ideais primos de Ok que ramificam para
primos diferentes de p. Com isso, J; é primo com p no sentido de que J; NZ # pZ.
Portanto, tem-se que Dggp = 3,33, onde J; é primo com p e J esté acima de p, ou

seja, p é um bom divisor de m. [ ]

Lema 3.2.5. Se uma decomposi¢ao do tipo )\Df_ql(@ = aa ewiste para algum ideal
fraciondrio a de K e algum N\ € K>, entao I/q}()\’D;ﬂlQ) é par para todo B ideal
primo de Ok satisfazendo P = P.

Demonstragao: Se )\D;(‘IQ = aa com V«p()\D;ﬂlQ) fmpar para algum 3 tal que P = ‘P,
entdo tem-se que vyp(a) # vp(a), pois caso contrério ng()\'DI_qu) seria par. Isto

implica que B # B, o que é uma contradicio. [ ]

Com base nas suposicoes e lemas anteriores, tem-se o seguinte resultado
fornecendo condigoes para a existéncia de reticulados ideais do tipo traco e Arakelov-

modulares:

Teorema 3.2.6. Existe um reticulado ideal Arakelov-modular de grau ¢ do tipo traco
em K se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

L. 0] m;

2. L e m' sdo bons divisores de m (onde m = £*m’ com mdc(¢,m') = 1);

3. 2 € norma de m/4 se {y é par.

Demonstracao: Suponhamos a existéncia de um reticulado ideal Arakelov-modular
de grau ¢ do tipo traco em K. Pela Proposicao 3.1.16, segue que existem A € K com
¢ = A\ e a um ideal fracionério de K satisfazendo \Ox = aaDgq. Mostremos que
¢ | m. Como os divisores primos de ¢ ramificam em K e ¢ é livre de quadrados, segue
que ¢ | m. Agora, mostremos que ¢;m’ é um bom divisor de m (e, portanto, ¢; e m’ o
sao). Consideremos p um divisor de ¢;m’ e 8 um ideal primo de Ok acima de p. Se
p divide 1, ent@o caso p seja impar, tem-se que p = 1 (mod 4) e dai sendo ¢ livre de
quadrados, segue que vy(€) = vp(p) = p" H(p—1) =0 (mod 4) e, com isso, vp(N) =
vp(0)/2 = 0 (mod 2), ou seja, vy(X) é par com vy (Dgg) = p"*(pr —r — 1) impar.
Assim, vp(ADj

K|Q
seja, n = 4k’ com k' impar. Novamente, como vy(¢) = vp(p) = 2, segue que vp(\) =

) = vp(A) — vp(Dikg) ¢é impar. Se p = 2, entdo n =4 (mod 8), ou

vp(€)/2 =1 com vyp(Dgg) = 2. Assim, 1/;1;()\2?;(}@) é impar. Agora, se p divide m/,
entao podemos considerar p impar, ja que 2 ja é um bom divisor para m. Com isso,

como mdc(¢,m’) = 1, segue que vp(A) = 0 com vy (D g) = p" ' (pr—r—1) impar e,
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portanto, I/q}(/\'D[_qu) é impar. Deste modo, para todo ideal primo ¥ de Ok dividindo
lym/ Ok, segue que qu()\D;{TQ) é impar. Agora, da hipotese, tem-se que )\D;(TQ =aa
e, com isso, tem-se vyp(a) # vy(a), pois caso contrario V&B(AD;{}@) seria par. Logo
P # P, sendo terfamos vy(a) = vyp(a). Portanto, com esses fatos, concluimos pelo
Lemma 3.2.4, que ¢; e m' sdo bons divisores de m. Ainda, considerando ¢; par,
estamos no caso em que m = 4 (mod 8), ou seja, m = 4k com k impar. Assim, com
0 mesmo raciocinio, mostramos que B # P para todo ideal primo P de Ok acima
de 2. Logo, tem-se que P’ = PN Q((nya) # P, jéd que 2 é totalmente ramificado
em K|Q((mnya). Portanto, tem-se que P # B’ para todo ideal primo B’ de Oqg(

acima de 2, ou seja, 2 é norma de m/4. Reciprocamente, notemos que, da Proposigao

Cm/4)

3.1.16, mostrar a existéncia de um reticulado ideal Arakelov-modular de grau ¢ do
tipo trago em K ¢ equivalente a encontrar uma decomposicao do tipo )\D;(‘l(@ = adq,
para algum ideal fracionédrio a de K e A € K* com ¢ = A\. No entanto, pelo Lema
3.2.5, se tal decomposicao existe, entao l/gp(/\DaQ) é par sempre que P = P, onde
P é um ideal primo de Ok. Agora, se possivel, tomemos P um ideal primo de
Ok com P =P e V‘B(ADI_(IIQ) fmpar, onde \* = ul para u € {£1,+i} e, portanto,
estamos assumindo que nao existe reticulado ideal nas condicoes desejadas. Como
¢ | m, segue que P divide mQOy pois sendo Vm()\D;(‘lQ) impar e, assim, nao nulo,
tem-se que P divide A\Og e dai como O = A\?*Ok, segue que B divide Ok que
divide mQOy. Além disso, tem-se que B nao divide £;m'Ok, pois caso contrario,
considerando p um primo abaixo de B e, assim, divisor de £;m/, que é norma para
k" onde k' = m/p" caso p seja primo impar, que segue do fato que ¢;m’ é um bom
divisor de m e k' = m/4 caso p = 2 que segue da hipdtese que 2 é norma de m/4.

Assim, terfamos que p é norma de k' que implicaria que
P =PNQ) #¥ ,

o que é um absurdo, pois como P = P, segue que P N Q(¢) = P N W =
B N Q). Portanto, P divide mOx e nao divide {;m'Of e, com isso, P
divide ¢,0f. Considerando p um primo abaixo de ‘B, entao se p é impar, entao
p =3 (mod 4) e dal up(\) = rp(p) = p"Hp—1) = 2p" ! (mod 4) e, portanto,
vp(N) = vp(€)/2 = p! (mod 2). Como p™' é fmpar, segue que vp(A) é fmpar com
vp(Drig) = p" ' (pr — r — 1) fmpar e, deste modo, Vm()\D;{TQ) = vp(A) — vy(Drig)
seria par. Se p = 2, ent@o, das condigdes assumidas, 8 | m e logo vp(A) =
vp(p) = 2771 com r > 3 pois 8 | m. Assim, up(\) = vyp(0)/2 = 272 e,
portanto, mp(A) é par com vp(Drig) = 27 1(r — 1) também par, implicando em

qu()\D;{‘lQ) = vp(A) — vp(Dk|g) ser par, o que nos leva ao absurdo. n
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Nos resultados a seguir, buscamos formas de simplificar o Teorema 3.2.6 no
intuito de sistematizar a busca por corpos ciclotomicos que possuam um reticulado

ideal Arakelov-modular.

Proposicao 3.2.7. Se p é um primo impar tal que p | m com m = p'm’ e
mde(p,m’) = 1, entdo p é um bom divisor de m se, e somente se, p é norma
de m’.

Demonstracdo: Se p é norma de m/, entdo P # P para todo ideal primo P de
K' = Q({u) acima de p. Com isso, como p { m/, segue que pOrr = [[B: [ L.
Logo, pOr = (]] piHﬁi)(b(pr), onde pf(pT) = PB;Ok. Assim, p; e p; dividem Dgq e,
portanto, tem-se que p um bom divisor de m. Reciprocamente, se p é bom divisor
de m, entao Dgjgp = 0733, para J acima de p e Q primo com p. Tomando p um

ideal primo de Ok acima de p, entao tem-se que
a=p"(pr —r—1) = 1y(Dxja) = (Q) + 15(3T) = 14, (37)

é impar e, portanto, p # p, pois caso contrério, teriamos p na fatoracao de J e 7,
e assim o expoente de p em JJ seria par. Considerando P = p N K’, como p é
totalmente ramificado em K|K’, segue que existe um unico primo acima de 8 em

K que é p. Portanto, 5 # B, ou seja, p é norma de m'. [ ]

Proposicao 3.2.8. Seja p um primo tal que p{ m’. Entdo, p é uma norma de m’
se, e somente se, f, =min{f" ; p/ =1 (mod m')} satisfaz uma das situacées:

1. € impar;

2. ¢ par com p/r/? £ —1 (mod m/).

Demonstragio: Para K' = Q((w) € F' = Q((n + ¢}), sejam P um ideal primo
de Ok acima de p e consideremos Gy o grupo de decomposicao de B sobre K'.
Vejamos se a conjugacao pertence a Gy. Como p { m/, segue que B nao ramifica
em K'|Q e, com isso, tem-se que Gy € ciclico gerado pelo elemento de Frobenius oy
tal que oy () = ¢¥,. Agora, caso f, seja impar, entdo Gq nao contém nenhum

elemento de ordem 2 e, em particular, a conjugacao complexa nao pertence a Gy.

Agora, se f,, ¢ par, entdo o unico elemento de ordem 2 em Gy é a(%' /2. Com isso, p

< 2, : ~ :
nao é norma de K'|F” se, e somente se, a,g’/ ¢é a conjugacao complexa, ou seja,

/ —
P G () = G = Gt = P2 = =1 (mod m),
0 que prova a proposicao. [
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Corolario 3.2.9. Seja p um primo impar tal que m = p™m’ com mdc(p,m') = 1.
Entao, p é um bom divisor de m se, e somente se, ou f, € impar ou f, € par e
/2 £ —1 (mod m/).

Agora, para todo inteiro positivo m e todo nimero primo p, seja m, o maior

divisor de m relativamente primo a p, ou seja, m,, ¢ dado escrevendo m = p"m, com
. . . ! .

mdc(p,m,) = 1. Ainda, consideremos f, = min{f" ; p/" = 1 (mod m,)}. Assim,

com base nos resultados anterios, obtem-se o seguinte resultado:

Teorema 3.2.10. Seja { um inteiro positivo livre de quadrados dividindo m. Assim,
existe um reticulado ideal Arakelov-modular de grau ¢ do tipo traco em K se, e
somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. Para todo divisor primo p de ¢ tal que p =1 (mod 4), tem-se que f, € impar ou
pl? # —1 (mod my);

2. Para todo divisor primo p de m com p1{, tem-se que p =2, f, € impar ou
pl? # =1 (mod my);

3. Sel é par e m =4 (mod 8), entio fy é impar ou 2/2/2 £ —1 (mod my).

Exemplo 3.2.11. Consideremos os exemplos:

e Sejam m = 21 e { = 3. Como m = 3 -7, o Unico divisor primo de ¢ é
3 # 1 (mod 4), segue que a condigao (1) do Teorema 3.2.10 é satisfeita. Além
disso, sendo f; = 1, pois 7 = 1 (mod 3), tem-se que a condigao (2) também
¢ valida. Portanto, pelo Teorema 3.2.10, existe um reticulado ideal do tipo
trago e Arakelov-modular de grau 3 em Q((21) e, com isso, tal reticulado é par

com posto ¢(m) = 12 e determinante 3°.

e Consideremos m = 40 e ¢ = 2. Escrevendo m = 8 - 5, segue que o unico
divisor primo de ¢ é 2 # 1 (mod 4). Mais ainda, tem-se que f; = 2 ja
que 52 = 1 (mod 8) e satisfazendo 5 = —3 # —1 (mod 8). Assim, como
m = 0 (mod 8), segue, pelo Teorema 3.2.10, que existe um reticulado ideal do
tipo trago e Arakelov-modular de grau 2 em Q((y0). Este reticulado é par de

posto ¢(m) = 16 e determinante 28.

e Nao existe reticulado ideal do tipo traco Arakelov-modular de grau ¢ = 2
em Q((,,) para m = 36, pois escrevendo m = 4 -9, tem-se que ¢ é par e
m = 4 (mod 8). Além disso, f» = 6 ¢ par com 2° = 8 = —1 (mod 9), nao

satisfazendo a condigao (3) do Teorema 3.2.10.
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Para o caso de reticulados ideais do tipo trago e unimodulares, as condigoes do

Teorema 3.2.10 se resumem ao seguinte:

Corolario 3.2.12. Existe um reticulado ideal unimodular do tipo traco em K se,

e somente se, para todo divisor primo p de m, tem-se que p = 2, f, € impar ou
P2 £ —1 (mod m,).

Exemplo 3.2.13. E impossivel obter um reticulado ideal 24-dimensional do tipo
trago e unimodular em Q((35), j& que sendo m = 7 -5, tem-se que f; = 4 é par e
7?2 = —1 (mod 5). No entanto, existe reticulado ideal 24-dimensional do tipo traco e
unimodular em K = Q((39), pois como m = 39 = 3 - 13, segue que f3 =3 e fi3 = 1.
Com base no Corolario 3.1.12, facamos a construgao desse reticulado unimodular.
Sendo 3 e 13 os Unicos primos que ramificam em K ja que dividem m = 39, segue que
o numero de ideais primos na decomposicao de 30k e 130k sao, respectivamente,
s3=¢(13)/f3 =4 e si3 = &(3)/fi3 = 2. Assim, 30k = (p1p1b2b2)? e 130k = (qq)*?
(note que os conjugados estao na decomposicao pois f3 e fi3 sdo impares). Com

isso, Do = pipipiphg’q’. Agora, como

3% = Nk(g(3) = N(p1p1p2p2)® = N(p1)*N(p1)*N(p2)*N(p2)* = N(p1)*N(p2)*

13*! = Ngg(13) = N(qq)"* = N(q)*N(q)"* = N(q)** ,
segue que N(p;) = N(p1) = 3% = N(p2) = N(p2) e N(q) = N(q) = 13. Dessa forma,

sendo |d| = 3% - 1322, segue que

317 18% = |dk| = N(Dkig) = N(p1)'N(p1)'N(p2)'N(p2)'N(q)'N(q)’ = 3" - 137,

e portanto, Dgigp = P1p1P2b2g™q't = pip2gtpip2gq'l. Assim, como na demonstragao

da Proposigao 3.1.11, segue que o reticulado ideal (p;'py q~'%, 1) é um reticulado
ideal do tipo traco e unimodular de posto 24. Note, além disso, que esse reticulado

é par em virtude de que 2 nao ramifica em K|F.

No que segue, faremos uma construcao de reticulados ideais do tipo trago
e Arakelov-modulares que estende o Exemplo 3.1.17 e mostramos que esses sao
os unicos reticulados ideais do tipo traco e Arakelov-modulares para os graus
especificados.

Como no inicio da secao, considere m um inteiro positivo impar ou divisivel por
4, K = Q((n) 0 m-ésimo corpo ciclotomico e F = Q((, + ¢;}) seu subcorpo real

maximal. Seja ¢ = p um numero primo com p # 1 (mod 4) satisfazendo m = p"m/
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onde mdc(p,m’) = 1, parar > 3 se p =2 er > 1 para p impar. Supondo m’ um

bom divisor de m, entao podemos escrever
-1 _ ~~
Dyip = 077,

onde £ estd acima de p e J é um ideal primo com p. Denotando K; = Q((,r) e
Ky = Q((n) e sendo p e m’ primos entre si, segue que K1 N Ky = Qe K1 Ky = K.
Consideremos, portanto, o seguinte diagrama de corpos:

K
K Ko
Q
Seja p o tnico ideal primo de Ok, acima de p. Tomando P = pOk a extensao
de p em O, segue que

Dyjg = P*I7 (3.5)

#(p")—2a
4

com a = p"Hpr —r —1), jd que Dgjg = Dk x,(Pr,100k). Se s = , entao

temos o seguinte reticulado ideal Arakelov-modular:

Proposigao 3.2.14. O reticulado ideal (a,1), onde a = RB*T~!, é Arakelov-modular
de grau p em K. Mais ainda, se m nao € uma poténcia de 2, entao o reticulado é

par.
Demonstracdo: O reticulado ideal dual (a#,1) de (a,1) para a = PBT 1 é
-1 ¢y—s~
o =D ¥ 7.

Mostremos que (a,1) e (a#,p) sdo Arakelov-equivalentes. De fato, existe /—p € K

que satisfaz p = /—py/—p. Como ja verificado no Exemplo 3.1.14, tem-se que
o tnico ideal primo p de Ok, satisfazendo \/—p p~*T@ = p* e, portanto, vale a
igualdade \/—p P~ C+) = P°_ jd que P = pOg. Assim, como Dgig = P2IT, segue
que

1 1

Vb P

Com isso, o reticulado ideal (a, 1) é Arakelov-modular de grau p. Além disso, se m

a# _ D;ql@;ﬁ—s,j _ ;B—aj—lj—lm—sj _ m—(a—l—s)j—l _ ;BSj—l _

a.

nao é uma poténcia de 2, entdo 2 nao ramifica em K|F e, pela Proposigao 3.1.10,
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segue que o reticulado é par. [ ]

Observamos que na constru¢ao da Proposicao 3.2.14, a condicao restritiva p #
1 (mod 4) se faz necessaria pois nao existe reticulado ideal do tipo trago e Arakelov-
modular com m = p", parar > 1 e p = 1 (mod 4). Supondo a existéncia de um
reticulado ideal (a,1) com tais propriedades, terfamos que det(a) = ¢P~1/2  para
algum ¢ inteiro. Como (p — 1)/2 é par, segue que det(a) é um quadrado perfeito.
No entanto, sendo det(a) = N(a)?|dk| e pelo Teorema A.6.1, como |dx| = p® para
a=p Y (pr—r—1), segue que a é impar e, portanto, det(a) nao ¢ um quadrado
perfeito, o que nos leva ao absurdo. Abaixo, veremos a caracterizagao dos reticulados

ideais do tipo traco e Arakelov-modulares para graus primos.

Teorema 3.2.15. Todo reticulado ideal do tipo traco e Arakelov-modular de grau p

em K € obtido através da Proposi¢ao 3.2.14.

Demonstragao: Seja (a,1) um reticulado ideal Arakelov-modular de grau p em K.
Pela Proposicio 1.6.6, segue que det(a) = p?(™/2. Assim, pela Proposicio 3.1.11,
segue que existem £ e J ideais fraciondrios de K com N(Q) = p?(™/2 ¢ J; = a~!
tal que Dgjg = 0Q31J;. Agora, sendo (a,1) Arakelov-modular de grau p, pela
Proposicao 3.1.16, segue que existe A € K tal que p = A\ satisfazendo

)\OK = ClaD}qQ = jfljflﬂjljl =0.

Sendo P = pOxk onde p é o tnico ideal primo de Ok, acima de p onde K7 = Q((,),

e como AOx = MOk, segue que
PP = pOy = (AOk)(AOg) = Q°
e, portanto, Q = PeF)/2 = Ppat2s De (3.5), segue que
PB*IT = Do = Q3171 = P57,
e, assim, J; = P*J. Portanto, a = J;* = P*T~L n

No que segue, apresentamos alguns construcoes explicitas de reticulados ideais
do tipo traco e Arakelov-modulares.

Exemplo 3.2.16. Consideremos as construgoes:

e Pelo Exemplo 3.2.11, existe um reticulado ideal do tipo traco e Arakelov-

modular de grau 3 em K = Q((21). Vejamos uma construgao desse reticulado.
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Para isso, encontremos a decomposicao de Dk q. Como os tinicos primos que
ramificam em K sao 3 e 7 (pois dividem m), segue que na decomposi¢ao de
30k existem s3 = ¢(7)/ f3 ideais primos. Sendo f3 = 6, segue que s3 = 1, ou
seja, 30k = p?. Ainda, o nimero de ideais primos na decomposicao de 7Ok
é sy = ¢(3)/fr. Como f; = 1, segue que s; = 2 e, portanto, 7O = q°q°
(lembre que sendo K|Q uma extensao de Galois, como f; é impar, segue que

seu conjugado complexo de ideais que ramificam também ramificam). Agora,

312 = [Niig(3)] = N(30k) = N(p)?

7' = [Ngo(7)| = N(7TOk) = N(q)°N(q)° = N(q)"
e, assim, tem-se que N(p) = 3% e N(q) = N(q) = 7. Sendo |dg| = 3° -7 ¢

escrevendo Dkjg = p'q/¢/, segue que
3°- 7% = |dk| = N(Dk|g) = N(p)'N(q)” = 3% - 7% .

d(p")—2a __
= =0, pela

Com isso, tem-se que Dgig = p - q° - p°. Notando que s =
Proposicao 3.2.14, o reticulado ideal (g5, 1) é Arakelov-modular de grau 3 em

K com determinante 3°. Além disso, é par, j& que 2 nao ramifica em K|F.

Pelo Exemplo 3.2.11, existe um reticulado ideal do tipo traco e Arakelov-
modular de grau 2 em K = Q((40). Os tnicos primos que ramificam em K
sao 2 e b ja que m = 40 = 23 .5, assim, sendo f, = 4 e f5 = 2, segue que
sy =0(b)/fa=1e s5 = p(8)/fs =2 e dai tem-se as seguintes decomposigoes:
20k = p* e 50k = (qq)*, j4 que ¢(8) =4 e ¢(5) = 4 (note que o conjugado
complexo do ideal g ramifica pois 5/5/2 £ —1 (mod 8)) e, com isso, Dkio =
p'g’g’. Agora, como
2'% = Nk(2) = N(p)*

5'% = Nia(5) = N(a)*N(a)* = N(q)* ,
segue que N(p) = 2% e N(q) = N(q) = 5. Assim, sendo |dx| = 23252, tem-se
que
3. 512 = |de| = N(Dypa) = N(p)N(@y'N(a)) = 2% - 5% - 5% = 2% . 5%
¢(8)4_28 = —3, segue,

pela Proposigao 3.2.14, que o reticulado ideal (p~3q~3,1) é par e Arakelov-

implicando que Dkjg = p*-¢°-¢°. Desse modo, como s =

modular de grau 2 em K com determinante 28.
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Conclusao

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre a teoria de reticulados ideais,
em que estudamos os invariantes desses reticulados e as principais propriedades
envolvidas com o conceito. Finalizando, estudamos resultados que garantem, sob
certas hipoteses, a existéncia de reticulados ideais modulares do tipo traco em corpos
ciclotomicos, fornecendo condigoes sobre alguns invariantes numéricos do corpo
estudado. Em posse dessas condicoes, estudamos a construcao e a caracterizagao
de reticulados ideais modulares para graus especiais de modularidade em corpos

ciclotomicos com as propriedades requeridas.
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Conclusoes

Finalizando, apresentamos nesta secao uma analise do que foi desenvolvido
em cada parte deste texto, expondo também nossas conclusoes sobre os assuntos
apresentados.

O Capitulo 1 foi dedicado a apresentacao dos resultados da teoria de reticulados.
Embora seja comum na literatura o desenvolvimento do tema para o espaco
euclidiano usual R", notamos que as propriedades sao estendidas de forma natural a
espagos euclidianos abstratos. Isto nos permite, dentre outras coisas, compreender
a natureza geral dos reticulados nas suas diversas abordagens.

Com o estudo da dualidade feito na Secao 1.3, vimos as relagoes entre os
invariantes de um reticulado com os invariantes de seu reticulado dual, bem como
as caracterizacoes de reticulados integrais e unimodulares expressas pelo reticulado
dual através de inclusoes. Além disso, provamos a expressao para o determinante de
um reticulado integral dada na Proposicao 1.4.11. Estes resultados foram de grande
utilidade para a obtencao e o calculo de determinantes de reticulados ideais feitos
no Capitulo 3.

Na Secao 1.5, vimos o conceitos e resultados relacionados aos empacotamentos
esféricos de um espaco euclidiano dados por reticulados. Com esta abordagem, vimos
a generalizacao do problema de empacotamento esférico para espacos euclidianos
quaisquer e também expressoes para densidade e densidade de centro obtidas a
partir dos invariantes dos reticulados.

Apresentamos ainda os resultados que decorrem do conceito de reticulado
modular, introduzido na Se¢ao 1.6, onde vimos que um reticulado similar ao seu
dual possui o determinante pré-determinado pela norma da similaridade, a qual

chamamos de grau de modularidade do reticulado modular, que foi mostrado ser
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sempre um inteiro positivo, e também as relagoes de inclusdes com seu reticulado
dual.

No Capitulo 2, apresentamos uma introducao a teoria das theta séries de
reticulados pares, onde o foco dado foi nas propriedades que permitissem estabelecer
uma conexao entre as theta séries de reticulados modulares pares com formas
modulares.

Com isso, na Se¢ao 2.1 do capitulo, vimos algumas propriedades importantes das
theta séries de reticulados pares que culminam com a identidade do Teorema 2.1.10.

O objetivo principal da Secao 2.2 foi mostrar que a theta série de um reticulado
unimodular par é uma forma modular para o grupo modular completo. Para isto
introduzimos o conceito de forma modular e suas principais propriedades chegando
ao resultado desejado.

Na Secao 2.3, estabelecemos o resultado que generaliza a relacao entre reticulados
unimodulares e formas modulares para reticulados com graus de modularidade
quaisquer. A importancia dessa conexao é que permite, dentre outras coisas,
resultados de classificacao para reticulados.

No Capitulo 3, o tema principal foi a teoria de reticulados ideais, onde o enfoque
dado foi a formalizacao do conceito e o desenvolvimento dos invariantes destes
reticulados bem como o estudo de reticulados ideais modulares do tipo traco em
corpos ciclotomicos.

A Secao 3.1 visou o desenvolvimento do tema de acordo com o tratamento do
Capitulo 1 para espacos euclidianos abstratos. Com isso, obtemos, com base na
Teoria dos Numeros Algébricos, a caracterizacao dos reticulados ideais pela forma
traco. Isto permitiu a busca de diversos invariantes como o reticulado dual, o
determinante de reticulados ideais e condigoes para integralidade e paridade para
essas estruturas, baseadas apenas em propriedades do corpo de ntmeros. Além
disso, vimos condigoes suficientes para a existéncia de reticulados ideais do tipo
trago com determinante determinado e de reticulados Arakelov-modulares em um
corpo de nimeros.

Na Segao 3.2, estudamos os resultados de existéncia de reticulados ideias
modulares do tipo traco em corpos ciclotomicos, que foram obtidos através
da caracterizacao de existéncia de reticulados Arakelov-modulares fornecida na
Proposigao 3.1.16, cujas condigoes sao dadas no corpo de nimeros. Com isso,
simplificamos os resultados através de condi¢oes numéricas obtidas desenvolvendo o
conceito de norma e de bom divisor. Deste modo, construimos alguns reticulados
modulares através de reticulados ideais e, mais ainda, fornecemos uma construgao

de reticulado ideal Arakelov-modular para graus primos e mostramos que estes sao
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os unicos reticulados ideais modulares com esta propriedade no corpo abordado,
estabelecendo assim uma caracterizagao para reticulados ideais modulares de graus
primos em corpos ciclotomicos.

Com tais construgoes feitas nos exemplos, temos a importancia da caracterizagao
das condicoes de existéncia para reticulados ideais em corpos ciclotomicos com
parametros pré-estabelecidos. Tal abordagem permite que as construcoes desejadas
sejam direcionadas as propriedades numéricas do corpo, o que facilita a busca e
também a caracterizagao dos reticulados ideais obtidos através dos corpos com tais
propriedades.

Desta forma, fica a perspectiva de sistematizar a busca de Z-bases para tais
construcoes de modo que, quando imergidos em R™ através do homomorfismo de
Minkowiski e seus homomorfismos torcidos, possam ser utilizados para alguns canais
de comunicacao, especialmente, no Gaussiano, visto que a densidade de centro de
reticulados modulares sao, em geral, boas. Mais ainda, uma expectativa mais
arrojada seria, se possivel, a mesma analise de caracterizagao das condicoes de
existéncia para reticulados ideais modulares em corpos maximais reais de corpos
ciclotomicos, uma vez que em canais Rayleigh Fading sao necessarios construgoes

via corpos totalmente reais para a maximizacao da diversidade do reticulado.
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Apeéendice A

Apendice:
Topicos em teoria dos nimeros

algébricos

Neste apéndice, selecionamos os principais conceitos e resultados da teoria dos
nimeros algébricos para uma breve explanacao dos tépicos que foram utilizados ao
longo da dissertacao. Nosso intuito, com isso, é tornar o texto auto-contido desses
pré-requisitos e, por isso, omitimos as demonstracoes para nao tornar tal parte
demasiadamente longa. Para uma exposicao mais detalhada, sugerimos ao leitor as

referéncias [18] e [14].

A.1 Dominios de Dedekind

Consideremos o um dominio de Dedekind! com corpo de fracoes K. Dados ideais
ae b de o, dizemos a divide b e denotamos a | b se b C a. Com isso temos os seguinte

resultado:

Proposicao A.1.1. Todo ideal préprio a # 0 de o admite, a menos da ordem dos

'Um dominio de Dedekind é um dominio integralmente fechado, noetheriano e tal que todo

ideal primo nao nulo seja um ideal maximal.
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fatores, uma tunica fatoracao
a=]]r",
p
em idears primos p de 0 com v, € N e v, =0 para quase todo p.

Demonstragao: Ver ([14], cap. 1, § 3). [

Chamamos de ideal fracionario de K, todo o-submddulo a # 0 de K finitamente
gerado. Note que um ideal a C o é um ideal fraciondrio e, por isso, por distingao
o chamamos de ideal inteiro. E facil notar que um o-submédulo a # 0 de K é um
ideal fracionéario se, e somente se, existe ¢ € 0 nao nulo tal que ca C 0. Dessa
forma, munido do produto usual de submoédulos, o conjunto dos ideais fracionérios

possuem a propriedade enunciada abaixo:

Proposicao A.1.2. O conjunto dos ideais fraciondrios de K formam um grupo

abeliano cujo elemento neutro é 0 e o inverso de um ideal fraciondrio a é dado por
al={reK; zaCo}.

Demonstragao: Ver ([14], cap. 1, § 3). u

Corolario A.1.3. Todo ideal fraciondrio a # 0 de K admite, a menos da ordem

dos fatores, uma unica fatoragao
a=]]n".
p
em tdeats primos p de 0 com v, € Z e v, = 0 para quase todo p.

Demonstracao: Ver ([14], cap. I, § 3). u

Obeserve que na fatoracao do ideal fracionario
a= H pr
p

de K, o inteiro v, é o maior expoente, em moddulo, do ideal primo p de o na
decomposigao

a=p"rb,
com p { b. Com isso, o valor v, = 14(a) é chamada a valorizagao p-ddica de a que
satisfaz

vp(ab) = vp(a) +14(b) e p(a+b) > min{y(a),1,(b)} ,

para dois ideais fracionérios a e b de K. Para a € K, definimos a valorizagao p-adica

de a por vy(a) = 14((a)), para (a) o ideal principal ao de o.
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A.2 Tracos, normas e elementos integrais

Consideremos L|K uma extensao de corpos. Definimos o trago e a norma de
um elemento xz € L, respectivamente, pelo trago e determinante do endomorfismo
de K-espaco vetorial T, : L — L dado por T,(y) = xy, onde y € L, denotados,

respectivamente, por Trpx(z) e Npjk ().

Proposicao A.2.1. Se L|K é uma extensao separdvel de corpos com grau [L : K] =
n < oo e munida dos monomorfismos o; : L — K, para i = 1,2,....,n, onde K
denota o fécho algébrico de K, entao vale

n

TrL|K(J;):ZJZ-(x) e Nyx(z) =[] oilx) .

=1

Demonstragao: Ver ([14], cap. I, § 2). n

Observamos que numa torre de extensoes finitas de corpos F' C K C L, vale
TrL\F:TrK|FOTrL\K € NL|F:NK\FONL|K .

Para uma extensao L|K de corpos, definimos o discriminante de uma K-base

{1, x9,...,2,} de L por
d(zy, ..., zn) = det(Trp g (225))

Proposicao A.2.2. Se L|K ¢é uma extensio separdvel de corpos com base
{1, 29, ...,2,} € munida dos monomorfismos o; : L — K, para i = 1,2,...,n,

onde K denota o fécho algébrico de K, entdo

d(x1, ..., 7,) = det((oi(x;)))* # 0 .
Além disso, a forma bilinear (x,y) — Tryx(xy) de L em K é nao-degenerada.

Demonstracao: Ver ([14], cap. 1, § 2). n

Seja 0 C O uma extensao de anéis. Dizemos que um elemento b € O é inteiro
sobre o, se existe um polinomio f € o[z] monico e nao nulo tal que f(b) = 0. No
caso em que todos os elementos de O sao inteiros sobre o, dizemos que O é inteiro
sobre 0. O conjunto

0 ={be O ; béinteiro sobre o}

é um anel, chamado fécho inteiro de o em O. Quando o = o0, dizemos que o0 é

integralmente fechado em O.
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Consideremos a partir de agora, a seguinte situacao: o um dominio integralmente
fechado em seu corpo de fragoes K, L|K uma extensao finita de corpos e O o fécho

inteiro de o0 em L.

Proposicao A.2.3. Seja L|K uma extensdo separdvel de corpos. Se x € O, entao
TT’L|K((E),NL‘K(Z£) €o.

Demonstracao: Ver ([14], cap. 1, § 2). [

Ainda, consideremos O um dominio principal. Podemos afirmar a seguinte

propriedade para os O-médulos finitamente gerados.

Proposicao A.2.4. Se L|K ¢é uma extensao separdvel de corpos com o um dominio
principal, entao todo O-mddulo M finitamente gerado e ndo nulo de L € um o-

mddulo livre com posto igual a [L : K].

Demonstracao: Ver ([14], cap. 1, § 2). u

A.3 Ramificacao de ideais primos

Nesta se¢ao, consideremos 0 um dominio de Dedekind integralmente fechado em

seu corpo de fragoes K, L|K uma extensdo finita e O o fécho integral de o em L.
Teorema A.3.1. O anel O é um dominio de Dedekind.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 8). [

Assim, para todo ideal primo p de o, tem-se que pO # O. Logo, existe uma

fatoracao em ideais primos 3; de O dada por

pO = Prgy” - P . (A1)

Neste caso, dizemos que os ideais B; que dividem pQO estao acima de p e que o ideal

p esta abaixo dos ;. O resultado abaixo justica tal terminologia.
Lema A.3.2. Um ideal primo B; de O estd acima de p se, e somente se, PNo = p.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 8). [ |

Agora, sendo ‘P; e p ideais maximais, respectivamente, em O e o0, segue que

O/P; e 0/p sao corpos e do fato de O ser um o-médulo finitamente gerado, segue
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que [O/PB; : o/p] < co. Assim, dada uma fatoracdo de pO como dada em (A.1),
chamamos os expoentes e; de indice de ramificagao deJ3; sobrep e f; = [O/B; : o/p]
de grau de inércia de *J3; sobre p. Tais nimeros estao relacionados pelo seguinte

resultado.

Teorema A.3.3. (Igualdade fundamental) Se L|K ¢ extensdo separdvel, entao

r

1=1

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 8). u

Se L|K é uma extensao separavel, entdo L = K (f), para algum 6 € L. Definimos

o condutor § de 0[] como sendo o maior ideal de O contido em o[f], ou seja,
F={reO0; 20 Coll}.
Teorema A.3.4. Se p é um ideal primo de o relativamente primo com § e

fl@) = fi(@)™ - fol2)”

¢ a fatoragdio do polinémio minimal f de 6 sobre o/p em polinémios irredutiveis f;
sobre o/p, entdo

PO = PPy -
onde

Bi =pO + fi(0)O0 = (p, f:(0))

sGo o0s ideais de O acima de p com grau de inércia fi = O(fi), que € o grau do

polinomio f;.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 8). n

Um ideal primo B; de O na fatoragdo dada em (A.l) é dito nao-ramificado
em K se e; = 1. Caso contrario, dizemos que ‘B; é ramificado em K. Um ideal
primo p de o ¢é dito ser nao-ramificado em L, se todos os B; na fatoracao dada
em (A.1) sdo nao-ramificados. Caso contrério, p é dito ser ramificado em L. Se,
ainda, r = 1 e f = 1, dizemos que p é totalmente ramificado em L. A extensao
L|K ¢ dita nao-ramificada se todo ideal primo p de o é ndo-ramificado em L. Caso
exista algum ideal primo p de o que seja ramificado (ou totalmente ramificado) em
L, dizemos que a extensao L|K é ramificada (ou totalmente ramificada). Dizemos

que um ideal primo B; de O ramificado em K é moderadamente ramificado em

68



K, se mdc(e;, car(o/p)) = 1, onde car(o/p) é a caracteristica do corpo o/p. Um
ideal primo p de o é dito moderadamente ramificado em L se todos os ideais primos
acima de p sao moderadamente ramificados. Mais ainda, uma extensao L|K é dita
moderadamente ramificada se todos os ideais primos p de o sao nao-ramificados ou
moderadamente ramificados.

A seguir, veremos exatamente quais ideais primos de o que ramificam em L. Para
isto, é necessario a nocao de ideal discriminante da extensao L|K, denotado por 0k,
como sendo o ideal gerado pelo discriminante d(xy, za, ..., z,), onde {z1,xs, ..., z,}
uma K -base de L.

Teorema A.3.5. Um ideal primo p de o ramifica em L se, e somente se, 0 jx C P,

ou seja, p divide 0.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 111, § 2). [

E possivel fazer uma caracterizacao semelhante para os ideais primos 3 de O
que ramificam em K. Para isto, definimos o codiferente de L|K como sendo o ideal
fracionario

—1 .
DL\K = {.CL' €L ; TYL|K<.’L'O) - O} .

O ideal fraciondrio inverso Drx de DZ|1K ¢é chamado diferente de L|K. Observemos

que numa torre de extensao F' C K C L, o diferente satisfaz
Dpr = D (DkrO) .

O ideal inteiro Drjx C O de L caracteriza a ramifica¢ao dos ideais primos de O

conforme o seguinte teorema.

Teorema A.3.6. Um ideal P de O ramifica em L se, e somente se, Dy C*B, ou
seja, P divide Dy . Mais ainda, se’B € moderadamente ramificado, entdao a maior

poténcia de P que divide D € P

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 111, § 2). u

Proposigao A.3.7. [1] Seja L|K uma extensdo com [L : K] = 2. Se 2 ndo ramifica

em L|K, entao L|K é moderadamente ramificada.

Proposicao A.3.8. Se L|K ¢é uma extensio moderadamente ramificada, entdo a

restricao do traco Trr ik : O — o € sobrejetora.

Demonstragao: Ver ([13], Cap. 1V, § 2). u
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A.4 Ramificacao em extensoes de (zalois

Nesta secao, consideremos o caso particular em que o é um dominio de Dedekind
integralmente fechado com corpo de fragdes K, L|K é uma extensao de Galois, O o
fecho inteiro de 0 em L e G = Gal(L, K) como sendo o grupo de Galois da extensao
LIK. Assim, se b € O, entao o(b) € O, para todo o € G e, com isso, o grupo de
Galois G age em O. Com isso, se 8 é um ideal primo de O acima de p, entao o ()

também estd acima de p ja que

c(P)No=c(PnNo)=0c(p)=p.

Os ideais o(*B), para o € G, sao ditos conjugados de ideais primos conjugados de
T.

Proposicao A.4.1. O grupo de Galois G age transitivamente sobre o conjunto de
osidears primos de O que estao acima de p, ou seja, 0s primos acima de p sao todos

conjugados um do outro.

Demonstracao: Ver ([14], Cap. 1, § 9). u

Seja P um ideal de O. Definimos o grupo de decomposicao de *3 por
Gy={oeG;o(B)=P}.
Tal grupo tem papel fundamental na decomposicao de ideal primos.

Teorema A.4.2. A decomposicao de um ideal primo p de o € da forma
PO = (Ho(iﬁ)) ,

onde o varia em G/Gyg. Além disso, os indices de ramificacao e graus de inércia
independem de i na fatora¢ao dada em (A.1) e sdo todos iguais, respectivamente, a

e e f. Vale ainda que n = efr.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 9). [ |

O resultado a seguir, diz respeito ao gerador do grupo de decomposicao de um

ideal que nao ramifica em K.

Teorema A.4.3. SeP é um ideal de O que nao ramifica em K, entao existe oy € G

tal que para todo a € O tem-se que
ogp(a) = a? (mod B) ,
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onde g = [O/P : o/p|. Além disso, Gy € ciclico de ordem f com oy um gerador. O

automorfismo oy € dito elemento de Frobenius.

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 9). n

A.5 Corpos de nimeros e seus anéis de inteiros

Consideremos, nesta segdo, K um corpo de nimeros, ou seja, uma extensao K|Q
finita. Com isso, sendo Z um anel integralmente fechado em seu corpo de fragoes Q,
consideremos o fécho inteiro Ok de Z em K, chamado anel de inteiros de K. Desde
que Z é um dominio de Dedekind (Z é dominio principal), segue, pelo Teorema
A.3.1, que Ok é um dominio de Dedekind. Desse modo, pelo Corolario A.1.3, segue

que todo ideal fraciondrio a de K possui uma fatoracao
a=]]»",
p

em ideais primos p de O com v, € Z e v, = 0 para quase todo p.

Agora, com base na Proposicao A.2.4, todo ideal fracionario a # 0 admite uma
Z-base {x1,Z9,...,x,} com n = [K : Q] sendo o grau do corpo de ntimeros. O
discriminante de tais bases sao invariantes do ideal fracionario a e por isso denotamos
por

d<a) = d(l‘l, ,l’n) )
uma vez que duas bases sao combinacoes inteiras uma das outras de modo que o
determinante da matriz de mudanca de base entre elas seja +1. No caso particular
onde a = Ok, chamamos o discriminante de uma Z-base de Ok de o discriminante

do corpo de niumeros K, denotado por dg.

Outro fato importante a considerar é que, conforme o Teorema A.3.5, um ideal
primo de Z (e portanto um nimero primo p) ramifica em K se, e somente se,
divide 0k, que é gerado pelos discriminantes das Q-bases de K. No entanto, tais
discriminantes sao invariantes de K e, portanto, kg ¢ um ideal principal gerado

por di. Com isso, um nimero primo p ramifica em K se, e somente se, p | dg.

Consideremos agora, a e b ideais fracionarios de K com suas respectivas Z-bases

B, ¢ By. Definimos o invariante relativo® de a e b por

X(Cl, b) - |det<MBh7Ba)’ )

2Note a semelhanca com a Definicio 1.4.9.
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onde Mp, 5, € GL,(Q) é a matriz de mudanca de base de B, para B,. Note que este

invariante satisfaz
e x(a,b) € QF;
 x(a,b) = x(b,a)7";
e x(a,¢) = x(a,b)x(b, c);

e se b C a, entdo x(a,b) = (a: b), onde (a: b) denota o indice de grupos de b

em d.
Assim, definimos a norma do ideal fracionario a de K por
N(a) = x(Ok,a) .

Observe que quando a é um ideal inteiro, tem-se que N(a) = (O : a). Observamos
que tal definicao estende a nocao de norma de um elemento uma vez que dado
a € Ok, o ideal principal (a) = aOk, possui norma N((a)) = |[Ngjg(a)|. Além
disso, tem-se o seguinte resultado.

Proposicao A.5.1. Se a é um ideal inteiro de K e a € K, entao
N(Aa) = [Nkjg(a)|N(a) .
Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 6). [ |

Proposicao A.5.2. Se a e b sao ideais fraciondrios de K, entdao
N(ab) = N(a)N(b) .
Demonstragao: Ver ([14], Cap. 1, § 6). n

Proposicao A.5.3. Se K € um corpo de nimeros K, entdo
N(Dkje) = ldk| -

Demonstragao: Ver ([14], Cap. 111, § 2). u
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A.6 Corpos ciclotomicos

Dizemos que um elemento ¢ € C é uma raiz m-ésima da unidade se ("™ = 1 com
¢ # 1 e m um inteiro positivo. Uma raiz m-ésima da unidade é dita ser primitiva, se
¢4+ 1, para todo 0 < d < m. As raizes m-ésimas da unidade sao da forma e/
para 0 < i < m. Para F' um corpo de nimeros, a extensao K = F((,) para (,
uma raiz m-ésima primitiva da unidade, é dita ser a m-ésima extensao ciclotomica
de F. No caso especifico onde K = Q((,,), para alguma raiz m-ésima primitiva da
unidade de C, K é chamado o m-ésimo corpo ciclotomico. Com base nas nogoes e

resultados das secoes anteriores, tem-se os seguintes resultados.

Teorema A.6.1. Se ( é uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e K = Q((),
entao:

(a) O grau de K sobre Q é ¢(p") =p"'(p—1).

(b) O anel de inteiros de K é Z[(].

(c) O elemento m = 1 — ¢ é um primo de O satisfazendo pOr = p®P"), onde
p=70k.

(d) |dy| = p?, onde a = p"~(pr —r — 1) e, portanto, p € o tinico primo que ramifica
em Og. Além disso, Dg|gp = p°.

(€) O subcorpo mazimal real F = KNR é F = Q(¢C+ (') e possui anel de inteiros
dado por O = Z[¢ + (Y. Além disso, o ideal primo acima de p é o tunico que
ramifica em K|F.

Demonstragao: Ver ([20], Cap. 2). u

Teorema A.6.2. Se ( € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e K = Q((), entao:
(a) O grau de K sobre Q € ¢(m).

(b) O anel de inteiros de K ¢é Z[(].

(¢) Um primo p ramifica em K se, e somente se, p | m. Mais ainda, se m = p"m/,
com mdc(p,m’) = 1, entao

pOK = (p]. . e psp)(b(pr)
em Ok, com p; ideais primos distintos de Ok e com grau de inércia dado por
fo=min{f € N; p/ =1 (mod m')} .

Além disso, tem-se que s, = ¢p(m')/ f,.
(d) O discriminante de K é




(€) O subcorpo mazimal real F = KNR é F = Q(C+¢™') e possui anel de inteiros
dado por Op = Z[C + (1]. Além disso, a extensio K|F € nao-ramificada.

Demonstragao: Ver ([20], Cap. 2). u

74



	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	COMISSÃO EXAMINADORA
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	EPÍGRAFE
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE SÍMBOLOS
	INTRODUÇÃO
	SUMÁRIO
	1. Reticulados
	2. Theta séries e formas modulares
	3. Reticulados ideais
	Conclusões
	Referências
	Apêndice

