AVA
AVAVAV

unesp “

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

PROGRAMA DE
POS-GRADUACAO
EM FiSICA

AREA DE FiSICA APLIGADA

e e s ot o~ . . v oo ]
LUIS RENATO DE CAMPOS DAMIN

MODELOS PARA RESSONANCIA DE MOVIMENTO MEDIO

S O G S v porsi
INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ECIENCIAS EXATAS

RIO CLARO
2023



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Céampus de Rio Claro - SP

Luis Renato de Campos Damin

Modelos para ressonancia de movimento

meédio

Dissertagcdo de Mestrado apresentada ao Instituto
de Geociéncias e Ciéncias Exatas do Campus de
Rio Claro, da Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho”, como parte dos requisitos para

obtencéo do titulo de Mestre em Fisica.

Orientadora: Dra. Maria Helena Moreira Morais

Rio Claro - SP
2023



Damin, Luis Renato de Campos

D159m Modelos para ressonancia de movimento médio / Luis Renato de
Campos Damin. -- Rio Claro, 2023
90 p.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro
Orientadora: Maria Helena Moreira Morais

1. Fisica. 2. Mecanica Celeste. 3. Astronomia. 4. Ressonancias. I.
Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
“Julio de Mesquita Filho”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Campus de Rio Claro

Luis Renato de Campos Damin

Modelos para ressonancia de movimento
medio

Dissertacdo de Mestrado apresentada
ao Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas do Campus de Rio Claro, da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, como parte dos
requisitos para obtencdo do titulo de
Mestre em Fisica

Comissao Examinadora

Prof(a). Dr(a). Maria Helena Moreira Morais
IGCE / UNESP/RIo Claro (SP)

Prof. Dr. Tadashi Yokoyama
IGCE / UNESP/RIo Claro (SP)

Prof. Dr. Adrian Rodriguez Colucci
UFRJ / Rio de Janeiro

Conceito: Aprovado.

Rio Claro (SP), 10 de julho de _ 2023




AGRADECIMENTOS

Esse trabalho ndo seria possivel sem o apoio dos meus pais, Maria do Carmo
e Luiz Antonio e minha irma Denise, que incentivaram sempre meus estudos me
dando apoio, suporte e condigdo para que eu pudesse enfrentar quaisquer intem-
peres que surgissem ao longo do trajeto.

Agradeco a instituicao UNESP que sempre me acolheu desde a graduacao, me
fornecendo excelentes professores nos quais sem seus ensinamentos e carinho
tornariam este trabalho inviavel.

Sou grato pela paciéncia da minha orientadora Doutora Maria Helena Moreira
Morais, que sempre se mostrou disposta a me orientar desde o comego, sempre
disponivel e de prontidao para quaisquer duvidas que foram surgindo ao longo do
estudo.

No posso esquecer de agradecer todos 0os amigos que se fizeram presente ao
longo da trajetoria, auxilando de todas as maneiras, seja nos momentos de diversao
fazendo a vida ficar mais leve, quanto nos momentos de tens&o, onde o apoio de
todos foi e sempre sera fundamental.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoa-
mento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento
001



Resumo

Ja é conhecido que o problema de trés corpos nao possui uma solugéo analitica.
Para o estudo de ressonéncias de movimento médio desse problema de maneira
analitica se recorre ao uso da funcéo perturbadora, onde a partir de uma expan-
sdo da mesma, resultados analiticos podem ser inferidos. A expansao classica da
funcao perturbadora é feita considerando problemas aproximadamente coplanares,
logo sua aplicagao fica um tanto quanto limitada. Aqui apresentamos as conside-
racdes necessarias para a expansdo da fung¢édo perturbadora considerando 6rbita
quase polares e para inclinagdes arbitrarias. Feita a expansao explicita neste traba-
Iho e comparando com relacao a funcao perturbadora classica algumas diferencas
sao notadas, como o fato de que os coeficientes que acompanham as poténcias na
excentricidade e na inclinacdo de uma ressonéancia p : ¢ depende da paridade da
ressonancia, e ndo da sua ordem. Estudamos o modelo analitico conhecido como
o modelo do péndulo que faz uso de um ou mais angulos ressonantes para inferir
resultados sobre a oscilacdo do semieixo maior para uma determinada ressonan-
cia. Aplicamos os modelos para as ressonancias 2:1,1:2,3:1e 1: 3 utilizando a

expansao para o0 caso quase polar.

Palavra-chave: Dindmica orbital, Estabilidade e Caos, Ressonancia de movimento

médio.



Abstract

It is already known that the study of the three-body problem does not have an
analytical solution. For the study of mean motion resonances in an analytical way the
disturbing function is used, where from an expansion in orbital elements, analytical
results can be inferred. The classic expansion of the disturbing function is done
considering approximately coplanar problems, so its application is limited. Here we
present the necessary considerations for the expansion of the disturbing function
considering almost polar orbits and for arbitrary inclinations. Having done the explicit
expansion in this work and comparing it with the classical disturbing function, some
differences are noted, such as the fact that the coefficients that accompany the
powers in the eccentricity and inclination of a resonance p : ¢ depend on the parity
of the resonance, and not on the order. We study the analytical model known as the
pendulum model that makes use of one or more resonant angles to infer results on
the semi-major axis libration for a given resonance. We apply the studied models in

the resonances 2:1,1:2,3:1e1: 3 using the expansion for the almost polar case.

Keyword: Orbital Dynamics, Stability and Chaos, Mean motion resonance.
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1 Introducao

O sistema solar formou-se a partir de uma nuvem de gas e poeira em rotacao, o
que explica as oOrbitas aproximadamente coplanares dos planetas e da maioria dos
asteroides e transneptunianos. No entanto, asteroides com 6rbitas cuja suas incli-
nagcdes nao sao nulas existem [1], em grande maioria entre as 6rbitas dos planetas
gigantes (Centauros) e no cinturdo de Kuiper (Transneptunianos).

Desenvolvimentos recentes na modelagem analitica de configuragées com in-
clinacdo mutua elevada [2, 13, 4, |5, 16] foram essenciais para identificar objetos com
Orbitas polares e em ressonéancias orbitais com os planetas gigantes [7, 18}, 19, [10].

Simulagdes no @mbito do problema de 3 corpos com dissipagao mostraram que
orbitas retrégradas [11] (orbitas em que a inclinagdo do corpo é superior a 90°
e menor que 270°) capturam objetos mais frequentemente do que 6rbitas prégra-
das [12, [13]. No entanto, a maior parte dos estudos analiticos sobre ressonancia
aplicam-se para o caso de movimento progrado e quase planar [14] ( inclinagdo
proxima de 0°). Dessa forma, torna-se necessario completar o estudo de modelos
para ressonancia em configuracées orbitais com inclinagdo mutua arbitréaria.

Um dos fenébmenos recorrentes que acontecem no problema de 3 corpos séo as
ressonancias de movimento médio, que ocorrem quando as frequéncias associadas
ao movimento dos objetos nas suas 6rbitas (denominadas de movimentos médios)
sao ressonantes. Por exemplo, Plutdo estd na ressonancia de movimento médio
2 : 3com Netuno [15]. As 6rbitas de Plutdo e Netuno se cruzam mas a periodicidade
devido a ressonancia (Plutdo completa 2 6rbitas em torno do sol enquanto que
Netuno completa 3) confere estabilidade ao sistema (os 2 objetos ndo colidem). De
forma anéloga, os asteroides troianos estao na ressonancia de movimento médio 1 :

1 com Jupiter, partilhando a érbita do planeta mas mantendo uma distancia angular

13



14 Introducéo

a este de cerca de +60° [16]. O asteroide (514107) Ka‘epaoka‘awela, recentemente
descoberto, também esta na ressonancia de movimento médio 1 : 1 com Juapiter
mas numa configuragao retrograda [8l 19]. Por outro lado, as érbitas de asteroides
inicialmente na ressonancia de movimento médio 3 : 1 com Jupiter tém aumento da
excentricidade por difusdo cadtica na escala de tempo de alguns milhdes de anos,
tornando-se Near Earth Asteroids [17].

Como a maioria dos estudos sobre ressonancias de movimento médio aplicam-
se apenas aos casos de oOrbitas progradas e quase-planares. O objetivo do trabalho
€ estudo de ressonancias de movimento médio para configuracées nais quais as
inclinacbes sdo arbitrarias, seguindo as construcdes e consideracoes feitas em [2]
e [3], com ambito de aumentar o compreendimento sobre esses casos.

O Capitulo [2 comega apresentando a expanséo da fungdo perturbadora para o
caso progrado planar [18, [19], que apresenta as ideias e metodologias nas quais
serdo seguidas para entdo no Capitulo [3 ampliarmos a validade da funcao pertur-
badora, realizando sua expansao tanto para o caso polar [2] (inclinagbes proximas
de 90°) quanto para o caso de uma inclinagao arbitraria [3].

No Capitulo [4]é desenvolvido um modelo (seguindo como base [3, [4]) para ava-
liar qual sera a maior variacéo possivel do semi eixo maior para estarmos dentro de
uma ressonancia e entao usaremos o mesmo para obter as curvas de amplitude do

semi eixo maior nas aplicagdes no Capitulo [5]



2 Problema de 3 corpos, Funcao

Perturbadora

Seguindo como base a construcao feita em [18] consideremos o problema geral
de trés corpos, isto €, sejam trés corpos de massas m., m; € m; respectivamente
onde ambas se atraem seguindo a lei da gravitagédo, logo monta-se o seguinte dia-

grama:

Figura 2.1: Diagrama do problema de trés corpos.

Os vetores posicoes de m,., m; € m; com base na origem inercial O sdo nomea-
dos de ﬁc, }i- e }?j respectivamente. Sejam r; e r; 0s vetores posi¢des das massas
m; € m; cCom respeito a mc.

Ao construirmos a segunda lei de Newton para cada corpo obtemos as equa-

coes:
- T Fj
m.R, = Gmcmiﬁ + Gmcmjﬁ (2.1)

? J

15



16 Problema de 3 corpos, Fung&o Perturbadora

m;R; = Gm;m, " — Gmim,.— (2.2)
g T i
(ri = 75) m

miR; = Gmym;t——=7% — Gmym.— (2.3)
i — 75l r;

onde G é a constante de gravitacdo de Newton.
Podemos escrever os vetores aceleracao dos corpos secundarios com relagéo

ao primario da seguinte forma:

FeR-R 7=R-R (2.4)

Substituindo a equacéo (2.4) em (2.2)-(2.3) temos

. 7 T —T; 75
7+ G(me +m;)— =Gm; [ 2—= — = 25
e+ i)y = G, (2R - 0 25)

P+ G(me + my) -2 = Gm, <—| . —) (2.6)
ry ;

J
onde podemos definir as seguintes expressoes:

U =gl M g Mt (2.7)
T 7’]'
pois assim as equacodes (2.5) e (2.6) sao transformadas em
ri=V; U+ R
. ( ) (2.8)

7=V U+ Ry)

de forma que U; e U; sdo as partes centrais do potencial total e os termos do tipo
‘R sdao chamados de funcao perturbadora, que indicam o potencial que surge das
massas secundarias. Como r; ndo tem dependéncia de z;, y; e z; € analogamente
7; No possui dependéncia de x;, y; € z; entdo a fungéo perturbadora pode ser

escrita como

Gm,; i T Gm; T T
! — Gm;—=2 R; L — Gm—L (2.9)
i3 3
j i

Ri

onde o termo da funcdo perturbadora que esta associado com |r; — r;| € chamado
de parte direta enquanto a parte associado com r;-r; € chamado de parte indireta.

Pode-se estender a analise feita até entdo para o problema de n corpos sem
perda de generalidade, porém focaremos no caso em que 0S COrpos m = m; €

—

m’ = m; sejam duas massas pontuais e suas posigoes 7, " serdo dados com
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relacdo ao centro de massa pois assim a equagcdo do movimento para a massa

secundaria interna é escrita como

. > o -
F+G(mc—|—m)L:Gm'(r - T)

re i

e para o secundario externo

,r./

77+G(mc+m’)—3 —G’m(

r—

,r./

|
ﬁc».al =l
~___—

7 — 3

onde a fungao perturbadora aparece como

T4 /F‘ﬁ , i v
= — R = = —
EEEERE P

R:

w = Gm’ w=Gm

(2.10)

(2.11)

(2.12)

de maneira que R e R’ correspondem a fungao perturbadora dos corpos secunda-

rios interno e externo respectivamente.

2.1 Expansao literal em elementos orbitais

Para fazer o uso da fungéo perturbadora de maneira analitica (como sera visto

mais adiante) devemos primeiro realizar a sua expansao em fungéo dos elementos

orbitais dos corpos m e m’. Os elementos orbitais do corpo m em que a expansao

sera realizada sdo:

* a - Semi eixo maior » w - longitude do pericentro
* e - excentricidade * () - longitude do nodo ascendente
[ -inclinagcéo * ) - longitude média

de maneira andloga temos o/, ¢/, I, @', ' e X para m/.

Comecemos separando a funcao perturbadora (2.12) em suas partes direta e

indireta da forma:

/ /
1
R = %RD + %aRE R = gRD +E-R,

a’ o

(2.13)
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onde

a a’ r a\? r! a\?
ot ey e e e () o

de forma que Rp é parte direta, R é parte indireta do perturbador externo e R;

é parte indireta do perturbado interno. O fator o € importante pois é relevante no
estudo de ressonéncias de movimento médio, devido a isso a expansao sera feita

introduzindo este fator.

2.1.1 Parte direta
Seja ¢ 0 angulo entre os vetores posicdes 7 e 1, assim pela lei dos cossenos
I — 7% = 2+ "2 — 2r1' cos 1)

logo podemos escrever a parte direta da funcéo perturbadora da forma

1 Rp

A = (r* + 7 — 2rr’ cos w)Z (2.14)

Assumindo que as duas massas estejam no mesmo plano (isto é I = I’ = 0°),

temos
Y= (f+a)—(f+w) (2.15)

onde f e f’' representam as anomalias verdadeiras e w e @’ representam as lon-
gitudes do pericentro de m e m’ respectivamente. Com base na equacgao
podemos definir

U = costp — cos(f — ') (2.16)

deformaque § = w+ f e ¥ = w'+ f' sdo as longitudes verdadeiras do corpo interior
e exterior respectivamente. Repare que ¥ é proximo de zero quando 1,1’ ~ 0 e
com base neste fato vamos substituir o valor de cos dado por em
para assim realizar uma expanséo de A~! em série de Taylor com respeito a ¥ em

torno de ¥ = 0 obtendo

A (r* + 7" = 2rr'(cos(§ — 0') + \Ij))_%
1 , 1 3 / 2 1
ZA—D+TT\PA_8+§(W\II)A_S+M (2.17)
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onde Ay = (r? + r? — 2r1/(cos(0 — 9’))%.

Assumindo que as excentricidades sdo préximas de zero, é razoavel esperar
quer ~ a e r’ ~d, entdo vamos expandir A, em série de Taylor com respeito a r e
r’ em torno de a e o’ obtendo:

1 1 16) 1 0 1
S SR A A (. 218
A(Q)Hl pgzﬂ i a)aa (Pglﬂ) +(r—d) da’ (P22+1) " ( )

onde
po = [a® + a” — 2ad’ cos (6 — 0’)]% (2.19)

Isolando a e «’ em cada parcela de (2.18) tem-se

1 1 T 0 1 r! 0 1
A2 = p2i+1 + <a 1) da ( 2z+1) + (; - 1) od' ( 21+1) +- (2.20)
0 0
r 7! . omtn
podemos chamar e = ——1, ¢ = ——1edefinir D, ,, = ama’”w para reescrever
a a am™oa™
a equacao (2.20) como:
1 1 1
A= {1+6D1 0o+ €Do1 + = 5 (€2Dao + 266/ Dy g + €2 Dy) + .. 1 e (2.21)

Isolando o’ em (2.19) e lembrando que a = % resulta em

1

T2i+1

=a" ) (1 + a® — 2a cos(f — 9,))7(#5)
Po

(2.22)
—(2i41) Z b(J COS] 9 o )

onde bj#(a) séo chamados coeficientes de Laplace, definidos a partir da expan-

sao em série de Fourier da fungao:
(1+a®—2acos(d —0)) ~(#+3) Zb(] a)cosj(f —6')

logo os coeficientes serdo dados por:

, 1 [ cos Ju
b(a) = — d
(@) 7'('/0 (1 —2acost) + a?)s “

Como os operadores D,, ,, atuando somente nos coeficientes de Laplace temos

1—(2i+1) 1,(9) m _/mn agm+r 1—(2i+1) 1.(4)
A = Do (" C 0, (@) = a5 (a8 (@)

(2i+1)

de forma que A, € escrito como:

o0

1 1 ,
—A(Q)H—l = 5 Z [Ai,j,ﬂ + EAi,j,l,O —+ EIAi,]}O,l + ... ] COS](9 — 9/) (223)

j=—o0



20 Problema de 3 corpos, Fung&o Perturbadora

Agrupando a somatdria em (2.23) resulta em

00 0o l
1 1 1 l _ )
F =5 E [ i E (k> re’ kAi,j,k,l—k:] cosj(0 — @) (2.24)
j =0 k=0

j=—00

onde ao juntar as equagdes (2.17) e (2.24) conclui-se que:
@) (1 O\ dlalit
Rp = R/
b Z (2 \2ad 2

=0
N 1 l l k _IN—k X ,
Zﬁz )€€ Aijk—i | cosj(0—0')
=0 " k=0

(2.25)

100
><§Z

j==o0

Lembrando que a construcao feita assumiu hipoteses, como I, I’ ~ 0 e e, e ~ 0
para ambos os planetas, logo tal expansado nao deve ser utilizada em casos em que
I = 60° por exemplo. Para isso sera estudado mais adiante outras expansées, tanto

para o caso polar (I ~ 90°) quando o caso em que a inclinagédo é arbitraria.

2.1.2 Parte indireta.

Para a expansao das partes indiretas Rz € R a construgao é mais simples, pois

como 7 - 1 = rr’ cos 1 entao

/ / !/
cosy = Tt yy/ R (2.26)
rr
onde teremos que:
= cos Q cos(w + f) —senQsen(w + f)cos 1,
= sen Q2 cos(w + f) + cos Qsen(w + f) cos I, (2.27)

Sl 3 3|8

= sen(w + f)sen I,

e similarmente para 2/, v’ e 7.
Assim para obter a expansao basta substituir (2.27) em (2.26) e aplicar as ex-

pansdes elitica de sen f e cos f feitas no Apéndice [C|

2.2 Exemplo de expansao até segunda ordem

Vamos dar o exemplo calculando a expansao até segunda ordem na excentrici-
dades e inclinagdes, ou seja sempre que aparecer e*1s*2 teremos que k; + ko < 2

onde s estara associado com a inclinacdo como sera mostrado adiante.
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2.2.1 Parte direta

Comecamos calculando a expansao de cos v, logo precisamos encontrar uma
expressao para (2.27) que nao envolva f. Para isso sejam as expansodes eliticas de

sen f e cos f em termos de M calculadas no Apéndice [C]até segunda ordem dadas

por:
sen f = M + esen2M + €? (gsen3M — zSerl]W)
8 8
9 9 (2.28)
cos f = cos M + e(cos2M — 1) + € <§COS3M — gcosM)
Assim podemos escrever cos(w + f) e sen(w + f) da forma:
cos(w + f) =cos(w + M) + e(cos(w + 2M) — cosw)
1 9 (2.29)
+ ¢? (— cos(w+ M) — gcos(w — M)+ gcos(w—i—BM))
sen(w + f) =sen(w + M) + e(sen(w + 2M) — senw)
1 9 (2.30)
+ €2 (— sen(w + M) + 3 sen(M — w) + 3 sen(w + 3M))

Seja s = sen 37 logo cosI = 1 — 2s%, sen] = 2s e assim todas as vezes que a
inclinacdo aparecer na expansao sera unicamente dentro de s facilitando a notacao

e sua escrita. As expressoes de 7, ¢ e Z serao:

%:cos(w+Q+M)+e(cos(w+Q—l—2M)—cos(w—I—Q))
9 1
+ €2 (gcos(w—i—Q—I—?)M)—gcos(w+Q—M)—cos(w+Q+M))

+ 5% (cos(w — 2+ M) — cos(w + Q + M))

y:sen(w+Q+M)+e(sen(w+Q+2M)—sen(w+Q)) (2.31)
,

1
+ €? (gsen(w+ﬁ+3]\/[)—gsen(w+Q—M)—sen(w+Q+M))

— 5% (sen(w — Q + M) — sen(w + Q + M))

P sen(w + M) + 2es(sen(w + 2M) — senw)
-
SU/ y/ Z/
onde expressOes analogas sdo obtidas para —, = e —.
r.r T

Juntando (2.31) com (2.26) e utilizando tanto M = A — @ como w = w — ) temos
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que cos 1 é escrito da forma:

cost) =(1—€e*—¢ —s*—5)cos A= N+ e cos 2\ — 2\ — @ + @]
+ee’ cos[w — @] + 285" cos (A — N — Q+ Q]
+ecos2A — N — @] — ecos [\ — o]
+ € cos [N — 2\ + @] — € cos [\ — @]
+ 262 cos BN — X — 2] — %62 cos [N+ N — 2] (2.32)
+ ge’ cos [N — 3N + 2] — %e’ cos [N+ X — 2a

—ec' cos 2\ — w — @] — e’

cos 2N — w — @]
+s%cos [N+ N —2Q] + 8 cos[A+ N — 2]
—2ss'cos A+ N — Q-]
O termo cos(f — 0') pode ser re-escrito através de 0 = w + 2 + f como:

cos [0 — 0] =(cos Q cos[w + f] — sen Qsenfw + f])
X (cos Y cos [w' + f'] — sen Q' sen [w' + f'])
(2.33)
+(sen Q2 cos[w + f] + cos Qsenjw + f])
x (sen €Y cos [w' + f'] + cos Q' sen [’ + f'])
Aplicando as expansdes eliticas em (2.33), e junto com (2.32) teremos que o

termo ¥ = cos® — cos(f — ¢') é escrito como:

U =52 (cos [\ + N — 2Q] — cos [A — X])
+258 (cos[A =N —Q+ Q] —cos A+ XN —Q—Q) (2.34)
+ 5% (cos [\ + N —2Q] — cos [\ — \])

/

T T . . ,
Como — ~ 1 e — ~ 1 (pois assumimos ¢, ¢’ ~ 0) teremos:
a a

1ror’ 1
<_fr_\p) :532 (cos [N+ X —29Q] — cos[A = \])

2ad
+ 88" (cos[A =N —Q+ Q] —cos[A+ N —Q— Q) (2.35)
1
+ 58/2 (cos [N+ X —2Q] — cos [N — X])

Para concluir a expanséo de (2.25) falta obter cosj(¢ — '), onde j € um inteiro

qualquer. Comecemos notando que:
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cosjl0 — 0] =cosjlw+Q+ flecosjw +Q + f
[0 — 0] [ Jcosj ] (2.36)
+sen jlw+ Q+ flsenj[w +Q + f]
Vamos fazer uso da expansdo elitica de f feita no Apéndice [C| até segunda
ordem dada por:

f= M+ 2esen M + 262 sen 2M (2.37)

Substituindo (2.37) em cosj(w + Q + f), realizando a mudanga de longitudes
M= )—w,w=w— e fazendo a expansao em série de Taylor em e para e = 0,

a expressao para cos j6 se torna:

cos jO ~ (1 — j%€?) cos[jA]

1 5)
+ <—j262 - —jeQ) cos[(2 — j)A — 2w]
9 8 (2.38)

1
+ <§j262 + gjé) cos[(2 + j)\ — 2w]
— jecos[(1 — j)N — w]| + jecos[(1 + j)A — =]

De forma analoga para sen j tem-se:

sen jO ~ (1 — j*¢®) sen[j\]

5 1
+ (5ot - e ) senl(2 - A~ 2
) 2 (2.39)

1
+ <§j62 + §j262> sen[(2 4+ j)A — 2w]
+ jesen[(1 — )\ — w] + jesen[(1 + j)A — w].

As expressodes para cos j#' e sen j#' sdo obtidas de maneria analoga. Assim a
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expressao para cos j(0 — ¢') é:

cosj0— 0] = (1 — j%e? — j262) cos[j (A —X)]

> 1
+ (gjez + §j2€2) cos[(2+ )N — jN — 2]

1
+ <§j2€2 — gj&) cos[(2 = )N+ jN — 2]

+ jecos[(14+ )N — jN — @] — jecos[(1 — j)A + jN — @]

1
+ <§j26'2 — gje’Q) cos[JA+ (2 — J)N — 2]
(2.40)

5 1
+ <§je’2 + §j26/2> cos[JA — (2+ )N + 2]

—je'cos[fA+ (1 — )N — @' + je cos [jA — (1 + j)N + @]

—j%ee’ cos[(1+ )N+ (1 — )N — @ — @]
—jPee cos[(1 = A+ (1 + )N — @ — @]
+j%ee’ cos[(1+ )N = (1 + )N —w + @]
+j%ee cos[(1 — )N — (1 — )N — @ + @]

~ r
Podemos encontrar uma expressao para ¢ e ¢ (onde lembrando que e = — — 1),

a

o e o . N .
usando a expansao elitica de — até segunda ordem feita no Apendlceque € dada

a
por:
r 2

—zl—ecosM—i—%(l—cosZM) (2.41)
a

Logo ¢ é escrito da forma:

1
e:f—lw—ecosM+§ez(1—0082M) (2.42)
a

para ¢ segue de maneira analoga.

Para finalizar precisamos calcular os coeficientes de Laplace que estao implici-
tos em (2.25) através da fungé@o A; ;... Note que para dado i em (2.25) temos o
termo:

o ) B am—i—n o .
CLZCl/ZJrlAi,j,m,n — gitm ittt S g <a/ (21+1)b53+)% (a/al>) (243)
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Para a expansao até segunda ordem os termos necessarios s&o:

i ritl _ ip(d)
a'a" A joo = a'bl (@)
2

CLI(I,H_lAiJ’LO = OéH_lDb(.j)l (Oé)

a'a" Ay o0 = —a' DY), (0) = (204 1)a'b), (o)
dia ”HA”Q — o2l )2( )
a'd" A1y = —a 2D i%( a) — 2" (i + 1)Db %( )
a'a" Ao = Z+2D2b(i (o) + 4o (i + 1)Dbii)%(oz) + 20 (2@ + 31+ 2) b(]) (a)
(2.44)
onde o operador D € a derivada com respeito a «, isto é D" = d—nn e 7 assume o0s

do
valores de 0 ou 1, ja que i > 1 pode ser desconsiderado devido ao termo ¥°.

Logo substituindo (2.35), (2.40), (2.42) e (2.44) em temos que a parte

direta da funcao perturbadora até segunda ordem é dada por:

(€2 +€?) [-4j% + 2aD + o*D?| bY
2
(5% + 57) <[—Oz]b(;j71) + [—Oé]b(:sj+1)>> cos [jA" — jA]
B 2

1
4
1 .
+ (Zee’ [2+6j + 4% — 20D — o’ D?] b(fﬂ)) cos[jN — jA+ @ — @]
2

+ ss'[oz]b(%Jr )) cos [jN —jA+ Q' — Q]

+ (%e[—Zj - aD]b(!)) cos [jN + (1 — j)A — =]

+ (%e’[—l + 25+ aD]b(%j_l)) cos [fN 4+ (1 — j)A — @]

+ (%62 [—5]’ +45% — 20D + 4jaD + azDQ] b(;)) cos [JN + (2 — j)\ — 2]

+ Gee’ [~2+ 65 — 452 + 2aD — 4jaD — a*D?] b(fl)> cos[fN + (2= A — @' —
+ (%6’2 [2—7j +45% — 2aD + 4jaD + o*D? bg‘”) cos [jN + (2 — j)A — 2]

+ (%Sﬂa}bg_l)) cos [JN + (2 — j)A — 29)]

+ (ss’[—a]bg‘”) cos [N 4+ (2 — A — Q' — Q]

+ (lslz[a]bgj_l)) cos [JN + (2 — j)A — 200
(2.45)
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2.2.2 Parte indireta

A parte indireta é relativamente mais simples, uma vez que temos a expansao
/

de cosvy dada por (2.32), " ¢ dado por (2.41) e 3, € dado através da expanséao
a T

elitica no Apéndice [C| Portanto a parte indireta é dada por:

r(a\?
REz——(—) cos Y

a \ 1

1 1
~ (—1 + 562 + 56,2 + 8%+ s'2> cos [N = )]

—ee'cos 2N =2\ — @' + w] — 288’ cos [N — A = Q' + Q]
1
— 5ecos N =22+ w] + ge cos [N — @] —2¢' cos 2\ — A\ — @] (2.46)
1
— 262 cos [N — 3\ + 2w| — geQ cos [N + X — 2]
1
+ 3e€’ cos 2\ — @' — w] — ge’Q cos [N + A\ — 2w
2
— geﬂ cos [3N — X — 2'] — s%cos [N + A — 2Q)]

+ 285" cos [N+ A= Q' — Q] — s?cos [N + A — 2],

Ry =— T—/ <Q>QCOS1/J

a \r

1 1
~ (—1 + 562 - 56/2 + 52 + 5'2) cos [\ — A

—ee'cos 2N =2\ — @' + w] — 2ss’cos [N — A — Q' + Q]

3 1
—2ecos [N — 2\ + @] + 56/ cos [\ — @] — 56, cos 2N — N — @]
27 2 / 1 2 /
-3 cos [A —3)\+2w]—§e cos [\ + A\ — 2w]

1
+ 3ee’ cos 2\ — @' — w] — §6'2 cos [N + X — 2]

(2.47)

— 26/2 cos [3N — X — 2] — s%cos [N + A\ — 2Q)]

+ 285" cos [N+ A — Q' — Q] — s%cos [N + A —20].

2.3 Pertubacoes Ressonantes

Com o estudo da funcao perturbadora podemos ver que a mesma possui um

argumento especifico ¢ dentro de cada cos ,onde o mesmo tem a forma geral

O = N + o\ + Js@’ + jaww + s + jed (2.48)
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de maneira que ji, ..., jg Sao coeficientes inteiros que satisfazem a relagéo de d’ Alem-

bert dada por:
6

> ji=0 (2.49)

=1

E importante salientar que a relagéo de d’ Alembert s6 é valida para a escolha
especifica de angulos dada em (ou seja, ndo pode ter a presenga de w, caso
0 mesmo tenha, pode-se remové-lo através de w = ) + w).

A funcéo perturbadora é usada para calcular as variagdes dos elementos orbitais
devido a pertubacdo de um segundo corpo. Um jeito de aplica-la € usando as
equagoes planetarias de Lagrange deduzidas em [?]. A fim de descrevé-las aqui é
necessario fazer a introdugéo de um angulo adicional e como feito em [18] (ndo € o

e descrito na expansao) dado através de
A=M+w=n(t—7)+w=nt+e (2.50)

onde ¢ entdo é chamado de longitude média na época, isto é, a longitude média da
massa m no momento em que o tempo é medido.

As equacdes planetarias de Lagrange entdo sao dadas por:

da 2 OR

dt ~ na de

de V1—e? —\ OR  V1—-¢€20R

dt  naZe (1 —Vi- 62) ¢ nale Ow

de 28R+\/1—e2(1—\/1—e2)872+ tgil  OR

dt na da na2e de  na2y/1—e2 01

dQ 1 IR (2.51)

dt TLCLQMSGHIW
dw V1-e29R Lt ;I 0R
dt na’e Oe  na2y/1—e2 O’
dIl _ —tgyl (8_R N a_R) _ 1 IR
dt  na2y/1—e2 \ 0e Ow na2y/1 — e2sen I 02

No problema de trés corpos os angulos X\ e X’ crescem linearmente com as ta-

xas n e n’' respectivamente, enquanto os outros angulos (', w, ' e Q) variam
de forma lenta mesmo para varios periodos. Entao qualquer argumento da fungao
perturbadora onde j; = j, = 0 também varia lentamente dando origem aos chama-
dos termos seculares. Porém isto ndo quer dizer que todos os outros argumentos

variam rapidamente. Por exemplo seja

Nant+ € A~ nt+e
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entdo podemos mostrar que
AN + jo X = (jin' + jon)t + constante (2.52)

Ao escolhermos que a razdo entre os semieixos maior dos corpos no problema

a (|ﬁ|>‘°’ (2.53)

NP

sejam dados por

podemos utilizar a terceira lei de Kepler

T2 T/2
= — o (2.54)
. 2T
junto com n = — para mostrar que
jin' + jan = 0 (2.55)

ou seja quando (2.53) é verdade, (2.55) também é verdadeiro, fazendo com que o
angulo (2.48) tenha uma variacao lenta. Os angulos onde (2.53) acontece dao ori-
gem aos chamados angulos ressonantes e estdo associados com a ressonancia

de movimento médio que sera descrito a frente.

2.4 Ressonancia de movimento médio

Para fazer a introdugao sobre ressonancias de movimento médio vamos tomar o
exemplo de um asteroide e um planeta que estdo em érbita de uma estrela. Supo-
nha que o planeta possua uma 6rbita cujo o seu periodo 7" seja o0 dobro do periodo

do asteroide T, ou seja

T 2
T =2T <— — ==
T 1
entdao em termos do movimento médio temos
n 2
— == 2.56
il (2.56)

que é uma condi¢do necessaria para 0s corpos estarem em uma ressonancia de
movimento médio 2 : 1. Outra condicdo necessaria é a libracdo do angulo resso-

nante que sera descrito mais adiante.
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Podemos examinar uma ressonancia de maneira mais geral considerando dois

corpos orbitando um corpo central de forma que:

n
n

S (2.57)
q

onde n e n’ sdo 0s movimentos meédios dos objetos interior e exterior respectiva-
mente e p,q € N.
Entao para que (2.55) seja valida podemos usar (2.54) e concluir que j, = —pe

jo = q. Portanto a razdo entre os semieixo maior « dado por (2.53) é:

o (229) (2.58)

Quando p > ¢ dizemos que a ressonéancia é interna, pois p > ¢ = a < d
e de maneira analoga, a ressonancia é externa quando ¢ > p. O conceito de
interna e externa surge pois o0s casos analisados no trabalho serdo de um asteroide
de massa negligenciavel e de um planeta qualquer onde o foco do estudo é no
asteroide. Logo ressonéncia interna é para quando o asteroide possui uma 6érbita
interior ao planeta e analogamente a ressonancia externa € para quando o asteroide
possui érbita exterior ao planeta. Porém em suma tanto a ressonancia 2 : 1 quanto
1 : 2 representam o mesmo fenémeno fisico, que é o corpo exterior possuindo uma
Orbita cujo o periodo é o dobro do corpo interior, sendo a diferenca sobre qual corpo
o estudo sera feito.

Diremos neste trabalho que a ordem de uma ressonancia de movimento
médio sera o valor O = |p — ¢|. Por exemplo uma ressonancia 3 : 1 tem or-
dem O = |3 — 1] = 2, logo ordem par, enquanto a ressonancia 2 : 1 tem ordem
O = |2 — 1] = 1, logo ordem impar. A definicdo de ordem neste trabalho é de in-
teresse para avaliar se uma ressonancia possui ordem impar ou par, pois veremos

que sua paridade interfere nos argumentos presentes nas funcdes perturbadoras.






3 Funcao perturbadora para

diferentes inclinacoes

3.1 Orbitas quase polares

A expansao feita anteriormente foi realizada para I ~ 0 (assumimos isso
em (2.16)), logo estamos limitados com a validade da funcéo perturbadora quando
I#0.

Seguiremos o estudo realizado em [2] para a construgdo analitica da funcao
perturbadora no caso em que I ~ 90°, onde apds a construcao seus termos serao
obtidos através de rotinas feita no Mathematica. Essas inclina¢gdes acontecem com
cometas e asteroides.

Hipoteses: Considere uma particula teste (asteroide) de massa negligenciavel
que se move sobre a influéncia gravitacional de uma estrela de massa M, e de um
planeta de massa m’ < M,. Assumiremos que m’ possui uma trajetdria circular
com respeito a M, de raio «’ e longitude média )\'. O plano de referéncia é definido
pela orbita Estrela-Planeta.

A particula teste entdo se move em uma osculadora érbita Kepleriana com res-
peito a M, com semieixo maior a, excentricidade e, inclinacdo /, anomalia verda-
deira f, argumento do pericentro w e longitude do nodo ascendente (2.

Normalizando todas as distancias para «’ e realizando a construgéao de maneira
analoga a feita no Capitulo [2, teremos que a fungédo perturbadora é da forma:

am (1
R = " (Z—rcom/)) (3.1)

. . . . a ., . . .
onde r € o raio orbital da particula, « = — €& o semieixo maior normalizado da
a

31
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particula (que pode ser maior ou menor que 1, dependendo se a oOrbita da parti-
cula é exterior ou interior a m’), A? = 1+ r? — 2rcos® € a distancia entre particula
teste e o planeta com ¢) sendo o &ngulo entre os vetores raio do planeta e particula
teste. Através da equacao podemos encontrar a expressao para cos v, (lem-
brando que como o corpo m’ possui uma érbita circular e esta sobre 0 nosso plano

referencial, entdo ¢/ = 0 e I’ = 0) dada por:
cos ) = cos (2 — X)cos(f +w) —sen (Q — X)sen(f 4+ w) cos I (3.2)

Denotaremos aqui a parte direta por R, e a parte indireta por R;.

3.1.1 Parte Direta

Podemos construir um angulo ¥ de maneira analoga a feita para a expansao
do caso progrado planar, porem neste caso desejamos um angulo tal que quando
I =~ 90° = ¥ ~ 0°. Com base na equacao (3.2) seja:

U = —sen (2 — X)sen(f +w)cosT (3.3)

que vai a zero sempre que I ~ 90°. Assim podemos substituir (3.3) em (3.2) de

forma que A é dado por:
A?* =1+7r*—2rcos(Q— \)cos(f +w) — 2r¥ (3.4)

Com a expressao de A podemos prosseguir de maneira similar ao feito na se-

¢éo 2.1}, expandindo o termo A~! na vizinhanga de ¥ = 0 obtendo

1 @), 1
N Z 2i(41)2 (r¥) AGHD) (3.5)
=0 : 0

onde (Ag)? =1+172—2rcos (Q — X)cos(f + w).

Fazendo a expansao de A, " em torno de r = a temos:

© gk k
_@it1) et d 1
Bo ™= <1+ i dak> ) (36)
k=1
onde:
1 —(
ce="_9 —— = [1+ 0 — 2acos (2 — X) cos(f + w)] (1/2) (3.7)

o p(2it1)
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No Capitulo |2/ vimos que o termo p~?*! para o caso progrado planar existe,
porem no argumento da raiz aparece "somente um cosseno" diferente de agora
que temos dois cossenos que se multiplicam. Entdo como agora p—*+Y possui
uma dupla periodicidade, cada qual associada com um cos, vamos expandir p~(2+1)
em uma série de Fourier de duas dimensdes cada qual associada aos argumentos

f+weQ— XN respectivamente. Obtemos entao:

1 1 ) ,
p2i+1) - Z bZ+1/2( a) cos [k(f +w) + 7 (2 — X)] (3.8)
700<j,k<oo
j+k par

onde agora os ¥*(a) sdo os coeficientes de Laplace bidimensionais, dados em [2]:

2 2 k
o=k [T g

(14 a2 — 204(:osucosv)

A série em € somada apenas quando j + k é par devido ao fato da invari-
ancia da fungdo p**! com respeito a mudancga de variavel (f +w + 7, Q — X + )
que faz v/* = 0 quando j + k é impar.

Substituindo entéo a série na expressao e aplicando em a parte
direta da funcao perturbadora é dada por:

- i)! ;
Ry — Z Tiz—&y(TW)ZEIAi,j,k,l cos [k(f +w) +j (2= X)) (3.10)

0<4,l<00
—00<j,k<o0

j+k par

onde D' = .. Repare que A, ,,, satisfaz a

ik
de forma que A, x; = o'D'V =

i+1/2?
simetria dos coeficientes bidimensionais de Laplace, ou seja A, ; = 0 se j + k for
par.

Novamente para obter uma expansao que nao envolva f faremos uso das ex-
pansdes eliticas calculadas no Apéndice[C| Substituindo as expansdes e truncando
em ordem N na excentricidade e nos cossenos da inclinacdo obtemos a parte direta
da fungéo perturbadora. Porém alguns ajustes ainda podem ser feitos, por exemplo,

sejam C e C, dois termos que estao na fungao perturbadora dados por:

2
(& ; )
Ci = _Zk2A0,j,k,0 cos [kA — jA" + (j = k)]

62

Cy = 3_2A0,j,k,2 cos [(k = 2)A = jA + (j — k +2)Q + 2w].

(3.11)

como j e k sdo inteiros quaisquer, repare que ao fazer j = p, k =g para C; e j = p,
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k = q + 2 para C, obtemos:

62

1

32

Cl q2A0,p,q,0 COs [q)\ - p)\/ + (p - Q)Q] 9

& Ao pgr22€08[gh —pN + (p — ) + 2w] .

onde agora (' e C, estdo associados com a mesma ressonancia p : q.
Fazendo entao essas consideracoes, a parte direta da funcéo perturbadora pode
ser escrita como:
Ra= Z C(p,q,a)e™ cos™ I cos(¢h?) (8.12)
—N<k<N
|k|<m<N

0<n<N
m+n=N

onde ¢}? = g\ — p\N + (p — ¢)Q — kw e os coeficientes C' carregam a dependéncia
de p,q e « e sdo obtidos ao realizar as expansoes.

A titulo de exemplificacao, através da construgéo feita em Mathematica, obtemos
que a parte direta da funcéo perturbadora associada a ressonancia 1 : 3 até ordem

8 possui 3145 termos.

3.1.2 Parte Indireta

A parte indireta R; é mais simples de se obter uma vez que a mesma é dada
por r cos 1) somente.

Primeiro tomamos cos ¢ dado em (3.2), deve-se entdo substituir f pela expres-
sdo dada em e expandir a expressao resultante com respeito a excentrici-

dade, truncando até a ordem N desejada. Para r basta tomar sua expansao elitica.

3.2 Inclinacao arbitraria.

Generalizando o estudo seguiremos a construcao feita em [3] para o caso
genérico em que a inclinacao I pode ser qualquer.
As consideracgdes feitas sdo as mesmas do caso polar até (3.1), apos isso, como

a inclinagéo I pode ser qualquer, temos que cos ) serd dado por:

costp = cos (2 — X) cos(f +w) —sen (2 — X)sen(f + w) cos [ (8.13)
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A ideia neste caso é fixar uma inclinagéo I, e entdo fazer uma pequena variagao
na mesma. Seja [ = I, + 61 e aplicando em (3.13) a expressao do cos pode ser

escrita como:
costh = cos (2 — X) cos(f +w) —sen (2 — X)sen(f +w)cosl, + ¥ (8.14)
onde agora tem-se:
U = ([1 —(1- 52)1/2} cos I, + ssen]r> sen(f +w)sen (2 — )

de forma que s = sen(I — I,). Repare que quando a variagdo é nula, entédo [ = I,
que resulta em ¥ = 0 como o acontece para 0s outros casos.

Podemos entédo escrever a distancia entre o planeta e o asteroide em fungéo de
¥ substituindo em obtendo:

A? = 1+7%—2rcos (2 — \) cos(f +w)+2rsen (Q — \)sen(f +w)cos I, —2r¥ (3.15)
e entdo fazer a expansao do termo A~! em torno de ¥ = ( obtendo

° N )
1 = (2’) yiAy @D (3.16)

=0

onde (Ag)? = 14712 — 2rcos (2 — XN) cos(f + w) + 2rsen(Q — X)) sen(f + w) cos I,.

Seguindo de maneira analoga ao feito para outros casos, fazendo a expansao

de A, em torno de r = a resulta em:

— —(2i+1)
A(Qz-i—l _< +Z il dal> (3'17)

ondee=——1e:

—(i+1/2)

r
«
—(2i+1) [

1+ a® — 2acos (2 — X) cos(f +w) + 2asen (Q — X) sen(f + w) cos I
(3.18)

Novamente o termo p~(*+Y pode ser expandido em séries bidimensionais de

p

Fourier relativo aos angulos f 4+ w e 2 — )\ ficando da forma

1 _ )
p—(2it1) - Z bﬁ;l/Q (a, Iy) cos [k(f +w) + j (2 = X)] (3.19)
—00<j,k<oo
j+k par

onde

A B i/% /2” cos(ju + kv)
v (a, 1) = ) | TTaZ—2a : = dudv  (3.20)

cosu cosv — senusen v cos I )]
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sdo os coeficientes de Laplace bidimensionais. Note que ao fazer I = 90° em (3.20)
obtemos como o esperado, ja que estamos generalizando o estudo.

A série em € somada apenas quando j + k sdo pares devido a invariancia
da funcgao p**! com em relagdo a mudanga de variavel (f +w+m, Q — X + )
que faz o termo »/* = 0 quando j + k for impar.

Substituindo a série na expressao e juntando tudo na expressao (3.76),

a parte direta da pertubacao é escrita como a série:

- 1 (20)! z. |
Ri= ), 12212 (r0)'e Ay g cos [k(f +w) +j (2 — X)) (3.21)
0<i,l<00
—00<j,k<oo
j+k par

onde A; jx; = O‘lleﬁg satisfaz a condigéo de ser nulo quando j + k € impar.
Aplicando as expansoes eliticas em (3.21), truncando a expansdo em ordem N
na excentricidade e nos cossenos da inclinacdo obtemos a parte direta da funcéo
perturbadora, porém nao para uma ressonancia p : ¢ qualquer devido ao fato de
que varios termos ainda podem ser associados a mesma ressonancia (como visto
em (3.11)).
Fazendo entdo as necessarias consideracdes, a parte direta da fungao pertur-

badora pode ser escrita como:

Ry = Z H(p,q,a,1.)ems" cos(¢p?) (3.22)

—N<k<N
|k|<m<N
0<n<N
m+4n=N

onde ¢7? = g\ — pN + (p — q)? — kw, s = sen I — I, e os coeficientes H carregam a
dependéncia de p, g € o e sao obtidos ao realizar as expansoes.

Os coeficientes h%, (p,q,a, I.) possuem uma importante relagdo com a ordem
de ressonancia. Como mencionado na Seg¢do ao realizarmos a soma
podemos verificar que se a ordem da ressonancia é par, entdo h*_ (p,q,a,I,) é nulo

mn

para todo k impar, e analogamente se a ordem € impar, entao h* (p,q, a, I.) é nulo
para todo & par.

Novamente para exemplificar, através da rotina feita no Mathematica, podemos
verificar que a parte direta da fungao perturbadora até ordem 4 associada com a0

ressonancia 1 : 2 possui 1400 termos.
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A expansdo para inclinacdo arbitraria foi feita escolhendo uma inclinacéo I,
como base e realizando uma variagdo na mesma de forma que temos a presenca
do termo s = sen(/ — ). Escolhemos fazer uma expansédo com respeito a e e s
de forma que obtemos uma generalizacdo das funcdes perturbadoras planar pro-
grada e polar. Uma segunda interpretacdo pode ser analisada ao tomarmos s = 0,
pois assim o referencial passa a ser o do proprio asteroide e a expansao resultante
ficara em relacdo somente da excentricidade e mantera toda sua dependéncia da
inclinacédo dentro dos coeficientes bidimensionais de Laplace.

As duas interpretacdes da funcao perturbadora (s = 0,s # 0) possuem diferen-
tes aplicacdes. Por exemplo, quando os célculos sao obrigados a seguir a evolugao
temporal da dindmica do asteroide, a expansao com os termos e e s é preferivel
para a aplicagdo nas equacéOes planetarias de Lagrange. De fato para usar a ex-
pansao com dependéncia somente em e nas equacdes de Lagrange precisamos
avaliar os coeficientes de Laplace e suas derivadas em relagdo a inclinagdo o que
na pratica significa o uso da expansao dos coeficientes de Laplace que fazemos
no Apéndice [AL Como pode ser visto em [3] para obter boa precisdo da expansao
dos coeficiente € necessario elevadas ordens, por esta razdo a expansao com de-
pendéncia de e e s é preferivel para integracdes numéricas ja que coeficientes de
Laplace dependem apenas da inclinacéo de referéncia (que sera constante) e de a.

A parte indireta é obtida de forma anéloga aos casos anteriores.

3.3 Pertubacoes Ressonantes

Se tivermos o caso em que ¢ = 0 e I’ = 0 (planeta de orbita circular ao redor de
uma estrela, sendo o terceiro corpo um asteroide com inclinagéo e excentricidade
qualquer por exemplo) as ressonancias de movimento médio podem ser detectadas
através da libracao do angulo ressonante, como descrito em [2], onde 0s mesmos
possuem a forma:

ot =g\ —pN +(p— 9)Q — kw (3.23)

de forma que k € Z € um ndamero inteiro.
Exemplificando podemos tomar um asteroide em uma ressonancia 3 : 1 com um

planeta, ambos orbitando uma estrela (a érbita do planeta é circular). Entao seu
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angulo ressonante € dado por:
Pt =\ — 3N + 20 — kw (3.24)

onde k € Z, ou seja para cada k temos um angulo ressonante diferente, logo alguns

exemplos de angulos ressonantes séo:

L N — 3N 420 + 4w
=N — 3N 4204 2w
B\ — 3\ + 20 (3.25)
G =X =3\ +20 — 2w
1= —3N +20 — 4w

Repare que os valores de k& seguem a paridade da ordem da ressonancia, como
a ressonancia tem ordem 2 entdo temos somente os angulos em que k é par, isto
se deve ao fato de que o angulo ressonante ¢} com k diferente da paridade nao
aparece na fungao perturbadora.

Temos uma infinidade de valores de k para cada ressonancia, por exemplo o
angulo que libra no caso coplanar prégrado é aquele em que k é dado por k =g —p
como visto em [18] e no caso retrogrado, o angulo que libra € aquele em que k =
p + q como visto em [11]. No entanto no caso tridimensional saber para quais k

ocorre a libracao do angulo ressonante € uma questao em aberto.
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Obtendo a fungao perturbadora como descrito nos capitulos anteriores, um mé-
todo de fazer seu uso para obter resultados quanto a possivel amplitude que «
pode ter para uma ressonancia p : ¢ € o modelo do péndulo, onde sua ideia des-
crito por [3] é a partir do angulo ressonante criar uma equagéao diferencial analoga

a equacao diferencial de um péndulo e fazer seu estudo.

4.1 O modelo para um angulo ressonante

Seguindo a construgéo de [3] seja um asteroide em uma ressonancia p : ¢ com
um planeta de massa m' que esta em uma 6rbita circular (¢/ = 0) em torno de uma
estrela de massa M,, onde m’ < M,. O angulo ressonante do asteroide € dado
por:

O =g\ —pN — (¢ —p)Q — kw (4.1)

Como ja visto, sabemos que ao estarmos em uma ressonancia do tipo p : ¢
temos a libracdo do angulo ressonante, ou seja podemos estudar a sua taxa de
varicao com respeito ao tempo. Derivando entao em segunda ordem no tempo

temos:
O =g\ — (¢ —p)Q — ki (4.2)

onde o angulo X' desaparece devido ao fato de estarmos assumindo que o aste-
roide possui massa irrelevante (assim a o6rbita do planeta nao é perturbada pelo

asteroide). Calculando X usando ¢ = ¢* — ¢n (como definido em [18]) tem-se:
A=ct+nt=> A=é+Ht+n)+n  (it+n=¢c —&

= \=n+e

39
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e substituindo no angulo ressonante temos:
orT = q(in+€) — (¢ — p)2 — ks (4.3)

A principal ideia do modelo do péndulo é negligenciar no angulo ressonante os
termos (), ¢ e & em comparacdo com a variacédo temporal do movimento médio n

de forma que (4.3) entdo se torna:
or = qn (4.4)

Através da terceira lei de Kepler a variagao temporal do movimento médio de um

corpo pode ser escrito como:

T2 472 , GM, i 3GM, . , 3n . (4.5)
— = — n°= =N =—— G — Nn=———a )
a’ GM, ~~ ad =~ 2 nat  ~~ 2a

T=27n"1 % n:igi*

onde nas equacoes planetarias de Lagrange a variacao temporal do semieixo maior

. 2 OR o : ~
é dada por @ = - Substituindo @ em e levando em consideragéo a

construcéo de [18] tem-se:

3 3Gm’ . -
h=—20.R — = ——0.R (4.6)

onde ¢* esta relacionado com a longitude média na época 7 = A\ — nt através de
e = tn +17 e R é a fungdo perturbadora com sua parte direta, indireta e secular
escrita da forma:

R = (fid+ Jii) cos 7! + R, (4.7)
Multiplicando e dividindo (4.6)) por a e utilizando (4.5) podemos escrever n como

3Gm' a . SPmla
MA9R = n=-—""% R (4.8)
ad o M,

Portanto substituindo (4.8) em (4.4) e realizando a derivacéo parcial da funcao

perturbadora obtém-se

ho=—

3nlg*m o

.
="

( ha f,f:f) sen ¢y (4.9)

onde o termo f;"7 + f; € a soma dos coeficientes da fungéo perturbadora (parte
direta f77 e indireta f’f) associado ao angulo ¢;“. Note que a expressdo (4.9
possui a forma geral da equacao diferencial associada a um péndulo:

3n2g*m’ o

gﬁi:q = wp sen ¢} ! onde wo
M,

(fFa+ i) (4.10)
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No caso usual do péndulo w, sempre € positivo (tanto que na literatura é usual
aparecer (wp)? para deixar este fato explicito), porém o sinal de wj ird depender da
soma f7 + 7 que ndo possui restricdo de ser positivo. O sinal de /7 + /7 ird
determinar se a libracdo do angulo ressonante ocorre em torno de ¢;¢ = 0° quando
a soma € negativa, ou em torno de ¢} ¢ = 180° quando a soma é positiva.

O hamiltoniano do sistema é a soma da energia cinética K = %(;52 e energia

potencial, que pode ser obtida através da segunda lei de Newton por

é:—%i‘/:w()cosgb (4.11)

de forma que H é dado por
1.
H = §¢2+w0 Cos ¢ (4.12)
Para dado w, > 0 qualquer e dado um valor de energia Hsep, (que € a energia
da curva separatriz, visivel na figura abaixo) temos os seguintes comportamentos

para ¢:

& th

2
Hsep
H,

1k

0+

-1F

-2t

-180 0 180 @

Figura 4.1: Curvas de niveis do Hamiltoniano (4.12)
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* Se H > Hggp (N0 CAso H;):

O movimento de ¢ fica irrestrito, ou seja o angulo fica em um movimento con-

tinuo e consequentemente n&o apresenta libragao.

* Se H < Hggp (N0 caso Hy):

O angulo ¢ libra em torno de ¢ = 180" porém sua libragao ainda ndo é maxima

possivel.

® Se H - Hsep:

Neste caso estamos sobre a curva que separa o movimento de libracdo em
torno de ¢ = 180° ou ficar irrestrito (isso corresponderia a suspensao do pén-
dulo na posicao vertical para cima). Aqui ¢ possui a maxima libracdo, sendo
este o0 caso de interesse para calcular a libragdo méxima do angulo e a ampli-

tude maxima do semieixo maior em torno dos valores ressonantes.

Estudaremos entdo a condicdo associada a energia onde a libragdo do angulo
ressonante € maxima, que ocorre em Hge,. Para determinar o valor de Hge, Nota-se
que a curva correspondente a Hgep, € @ Unica que passa por »=0ep=0°,logo

substituindo esses valores no Hamiltoniano encontra-se

como o péndulo é um sistema conservativo, H é constante, entdo aplicando Hgep

no hamiltoniano e isolando ¢ temos:

Wy = 1¢2+wocos¢:q§: V2w (1 — cos ¢)
2 (4.14)

: 1
— ¢ = +2,/wp sen §¢

Para encontrar a libragdo do semieixo maior eliminaremos a variavel temporal

de (@.4) dividindo ambos os lados por ¢ = % da forma:

dtdn 1¢ dn  1¢

do dt qé dp q¢ ( )
Substituindo (@.70), (4.74) em (4.15) obtemos:
d_n_l? dn j:1 wo sen ¢ (4.16)

b qp  db T q2mpsenls
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podendo ser simplificada de forma a obter a seguinte equacao diferencial

dn
o

onde sua solugao é dada integrando com respeito a ¢, resultando em

=+- \/—cos— (4.17)

n:no:lzg\/w_gseng (4.18)

e como [sen —| < 1 entdo a maior variagdo que o movimento médio pode ter é:

An = iz\/w—o (4.19)

: . : 2
Por fim podemos usar a terceira Lei de Kepler na forma Aa = (3—An) a ob-
n
tendo que a oscilagcdo maxima do semieixo maior do asteroide que estara em res-

sonancia com o planeta m’ € dada por:

16am’ | f7e 4 P4
Aa—i[ o | i+ I (4.20)

3M,

4.2 Modelo considerando um segundo harménico

O modelo feito na secéo anterior se mostra suficiente para descrever ressonan-
cias interiores, ou seja aquelas em que p > ¢, porém para ressonancias exteriores
(¢ > p) como pode ser visto em [3] o0 modelo deve ser expandido incluindo um se-
gundo harménico (4727 = 2¢¥'?) associado ao angulo ressonante ¢ (ou primeiro
harmaonico) para que se possa explicar as libragées assimétricas que aparecem ao
estudar os problemas numericamente.

O modelo do péndulo com um segundo harménico é dado por:

3ntg*ma
—

= POt fE) sen @1+ 2 (far3t + f3E70) sen 2047 (4.21)

Para néo carregar a notacao, seja

LIRS R =
2.2 1 2.2 1
9 — U_Bnqma(m) U_BnqmaQ(szzq)
k= I VAR - cVU=

entao a equacao (4.21)) se torna:

¢ = usen ¢ + vsen 26 (4.22)
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Focaremos no caso « > 0 pois quando u < 0 a mudanga ¢ = ¢ + 180° faz com
que o coeficiente de sen ¢ fique positivo.
Através da mudanca t = t’]u\*% o modelo é simplificado passando a ter somente

um parametro, pois

do dpdt _d¢ do 2o d%

—_ —_— = — -3 3 —_— -1
T ardr ap apl? emdo T = gl (4.23)
Substituindo (4.23) em (4.22) tem-se
" v d*¢
¢ =sen¢+ m sen2¢ onde = ¢ (4.24)
. . . R 2 :
onde podemos introduzir um Unico parametro 5 = ﬁ para assim reescrever (4.24)
como
¢ =seno¢ + gsen 2¢ (4.25)

de forma que o sistema possui sua energia potencial dada por V' = cos ¢ + § cos 2¢,
concluindo que o Hamiltoniano associado a (@.25) é:
2

H= % + cos ¢ + gcos 2¢ (4.26)

aqui p = ¢’ € o momento, ndo confundir com o termo p da ressonancia p : q.

A deducéo para obter a libragdo do semieixo maior é de certa forma analoga ao
ja feito para um harménico. Usando a transformacao temporal de em
obtém-se:

n = $|u|é¢" (4.27)

De maneira similar a feita em (4.19), a variavel temporal de (4.2/) pode ser

eliminada resultando em:

dt'dn  |u|z¢”  dn  |ulz ¢”
dodt’  q ¢ dp q ¢ (4.28)
Usando p = ¢’ e isolando p de (4.26) resulta em
¢ =[2(H — V)]% = [2 (H —cos ¢ — gcos 2925)} ) (4.29)
e aplicando (4.29) e (4.25) em (4.28) obtemos:
dn _ \u|% (;5_” dn ]u\% sen ¢ + gsen 20 (4.30)

dp — q ¢ o q [2(H—cos¢—§(:082¢)]%
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cuja a solucéo € obtida integrando com respeito a ¢ de forma que

Jul2

1
n:no—l——{QH—Qcomb—gcongb} (4.31)
q
lembrando que H é constante pois o sistema é conservativo. Entdo a variacao do

movimento médio sera:

[ul2

An =

{2]—] —2cos ¢ — g cos 24 ’ (4.32)

As curvas de niveis do Hamiltoniano sdo mostrados a seguir, onde podemos ver

comportamentos diferente para determinados valores de

p=0.7 p=-15
TN s T \\ //
T N — iR N
1 \\\ /,/// 1 \\\ ) \ // ///
\ N/ \\ A /|

/ /\
/)

) \ / / \\ \

-180 -90 0
¢

Figura 4.2: Curvas de niveis da equacéo (4.26) para diferentes valores de 5.

A equagao € usada para deduzir a oscilagdo do semieixo maior do aste-
roide de maneira similar ao caso para um harménico ja feito. Primeiro encontra-se
a energia da curva separatriz Hgep, aplica-se o valor obtido em e usa-se a
terceira lei de Kepler (na forma Aa = 2(3n)"'An a) para determinar a oscilagdo

maxima.

« Para |B] < 1 a librag&o ocorre com ¢ = 180° e com a energia da separatriz
sendo Heep = 1 + g. Temos entdo que a libracdo maxima do semieixo maior

sera

(4.33)

' Alul/2qP4 16am/ | 79 1Y2
Agald = [ul2ay :[ am’ | f; q ald

3M,
onde a}? = aa’ € 0 semieixo maior associado a ressonancia em que o aste-

3qn

roide se encontra. Note que a equacéo acima € andloga a (4.20), mostrando
neste caso o modelo com apenas um harménico € o suficiente para fazer o

estudo.
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Quando |3| > 1, o0 segundo harmbnico j& apresenta uma influéncia na ressonan-
cia onde [ pode ser tanto positivo quanto negativo e deve ser estudado separada-

mente.

» Para § < —1 vemos pela figura que a libragdo pode ocorrer tanto para ¢ = 0°
quanto ¢ = 180°, onde a amplitude de libracao € maior. A energia da separatriz
é dada por Heep = —§ — ﬁ. Para o angulo ¢ = 0° a libragcdo maxima do
semieixo maior é:

APl — 2|20 + |u|a}? _ am' |2 |4f221€:2q+| sl piq (4.34)
10y 3qn|2v]1/2 3M, ‘f;£:2q‘1/2 k .
enquanto para ¢ = 180°:
: 2p:2 :
AogPl — 2|2v — |U||azq _ am'7"? ‘4( 211: q) _l flquap:q (4.35)
20y, 3qn|2v|1/2 3M, }f;faq‘lm k .

» Para o caso 5 > 1, temos duas separatrizes. A separatriz que possui energia
Hgep, = % — 1, onde ocorrem libragdes assimétricas em ¢, = + arccos(—(71)
e a amplitude da ressonancia possui a mesma expressao de A,a;?. A se-
gunda separatriz possui energia Hsep, = § + 1 onde a libracdo ocorre em

¢ = 180° com variagdo maxima do semieixo maior dado por A;aj} .
Toda a andlise € realizada considerando que o caso f;j + f. > 0. Se este valor
for negativo, a mudanca é que todos os angulos criticos sédo transladados em 180°,

que pode ser visto através da mudanga ¢ = 180 + ¢

4.3 Modelo com diversos angulos ressonantes

O estudo do modelo do péndulo até aqui foi feito utilizando apenas um angulo
ressonante ¢¢“, porém quando estamos em uma ressonancia do tipo p : ¢ outros
valores de k& podem contribuir para a libragdao do angulo. Seguindo entao o estudo
realizado em [4] vamos adicionar um segundo angulo ressonante ao modelo, e
depois generalizar o procedimento para um numero arbitrario.

Deixando claro que dada uma ressonancia p : ¢ podemos ter diversos angulos
ressonantes dados por ¢, ¢, ¢, 7, - ¢, onde k, € Z onde para cada angulo res-
sonante tem-se um segundo harmoénico associado a cada um deles, dados por

2p:2q  2p:2q 2p:2q
¢2k1 7¢2k2 7"'¢2kn .
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4.3.1 Modelo com dois angulos ressonantes
Dado angulo ressonante ¢ podemos obter ¢} através de
= ¢p —lw onde ky =ko+I (4.36)

logo de forma mais geral sejam ¢, e ¢, onde para cada um deles podemos asso-

ciar um modelo do péndulo da forma:

3nlg*m o
ilq QT (f + fid 1) sen
Sn2gPm'a (4.37)
zzq M, (sz d fk’z %) sen qbif
Somando ambas equagdes obtém-se
piq pq 3n2q2m'a piq
b ok = | (R f) sen Y + (£ + FL%) sen (4.38)

Através de (4.36) quaisquer angulos ressonantes podem ser escritos em fun-
¢ao de apenas um angulo, ou seja sem perda de generalidade tome ¢5“ de forma
que (4.38) é simplificada em

3n2g*m'a

pig _
qb(] M

( fotsen @y d + fi9sen gbi;q) (4.39)

onde os termos f; " e f; jaincluem a parte direta e indireta da fungéo perturbadora
(assim sera até o final do texto).

A ideia é transformar a equagao em algo semelhante a utilizar o
estudo ja realizado.

2.2, ./
Comecaremos chamando v = 3”]‘{4& e notando que podemos fazer:
= Gt — why + wh e = G — Why + who
pois com essa mudanca podemos re-escrever (4.39) como:
P9 =~ f,fl‘q sen(ﬁf — wky + wko) + f,f;q sen(qﬁif — whky + wkyo)

Fazendo o uso da igualdade:

sen(a + b+ ¢) = — sen(a) sen(b) sen(c) + sen(a) cos(b) cos(c)

+ cos(a) sen(b) cos(c) + cos(a) cos(b) sen(c)
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para ambos 0s senos, teremos:

PP =~ fotsen(¢f?) sen(kow) sen(kiw) + f9 sen(¢p?) cos(kow) cos(kiw)

+ [l cos(¢p?) sen(kow) cos(kiw) — fr @ cos(¢p?) cos(kow) sen(kiw)
+ [ sen(¢g?) sen(kow) sen(kow) + f17 sen(¢f?) cos(kow) cos(kaw)

+ [ cos(dp?) sen(kow) cos(kaw) — f1.7 cos(¢gp?) cos(kow) sen(k:gw)}
Coletando todos os termos em que aparece ¢5“ tem-se:
=+ [senws% (fk sen(kow) sen (k) + f9 cos(ow) cos(kye)
A cos(how) cos{ ) + L7 sen () s
+ cos(¢f?) (f,f;q sen(kow) cos(kiw) — fi? cos(kow) sen(kiw)
+ fhd sen(kow) cos(kaw) — fi7 cos(kow) sen(/@w))}
Porem podemos usar as relagdes

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b)

(4.40)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
e re-escrever os termos que acompanham sen(¢f?) e cos(¢;?) como:
P9 =~ [Sen op? (fk cos(kow — kiw) + fi.* cos(kow — kgw))
(4.41)
+ cos ¢f (fk sen(kow — kiw) + fi ¢ sen(kow — kgbd)):|
fazendo ky = 0 (uma vez que k, é apenas um parametro inicial) teremos:
Prd =~ {sen o (f cos kiw) + fi cos(krgw))
(4.42)

— cos ¢! <f,f;q sen(kiw) + fi.! Sen(kgw))]

Para usar novamente as relagdes (4.40), seria conveniente se pudéssemos

fazer a mudanca:

cos(dgpty,) = frtcos(kiw) + fi? cos(kaw)
sen(6ay ") = fr, sen(kiw) + f7 sen(kaw)
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porem para garantir que a mudanca seja valida, é necessario verificar que:

sen” 6, 4 cos? 69 = (fo0)? + (FED? 4+ 2f5 fod cos(wlky — ko]) # 1  (4.43)

gue deveria ser igual a 1 para satisfazer a relagdo cos? z + sen?z = 1. Com base

nisso podemos tomar

f;f;q cos(—kiw) + f,f;q cos(—kow)

cos(d Z;%kz) =

pq
Iy ko
1P sen(—kw) + [ sen(—kow)
Sen(5¢k1 k’,g) L2 D:q 2
Iky ks
onde para satisfazer (4.43) basta tomar:
g = (1 24 9 P79 cos(wlky — ko)
pois assim a equacao (4.42) se reduz a
giég:q = gifh [sen 0 cos oy k2 — cos ¢ ! sen 0y k;2 (4.44)
onde novamente através de (4.40) torna-se:
w0 3n2gPm o
oy = Tglﬁ iy SCT (gbpq 5gz§kl k2) (4.45)

Como é andloga a entdo a variagdo do semieixo maior serd dada
por onde agora a amplitude da variag&o sera dado por g%, que neste mo-
delo também depende do argumento do periastro w, algo que ndo ocorria para um
angulo ressonante. Além do mais ambos os argumentos da libragdo s&o desloca-
dos por d¢;.",, que também é uma fungéo de w, chamamos este tipo de libragao
de libracdo deslocada que nao deve ser confundida com a libragcao assimétrica que

esta relacionada com a existéncia de pontos criticos no sistema.

4.3.2 Modelo com varios angulos ressonantes

Pode-se generalizar a construgao feita acima para o caso de N, angulos resso-
nantes que podem ou nao oscilar simultaneamente. Sendo assim, podemos reduzir
o modelo com varios angulos ressonantes a uma equacgao do péndulo da forma:

3n2g*m’a

ipiq
Gy = M.

Te...sen (667 — 007 ) (4.46)
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onde ki, ... representa a lista com os N, valores de k e os coeficientes serdo:

Z f,qucosk:—k ZPQQ

0<p, V<N
HFV

-
cos opP'? = Z fi? coskyw (")~ (4.47)

Lu=1 i

Ny 1
sen 0Pl = Z fr.!senkyw (g7~
Lu=1 J

Como a construcéo feita segue de forma analoga ao modelo com um angulo res-

sonante, entao a variagdo maxima do semieixo maior continua sendo dada por (4.20),
da forma:

16 1 4D:q 1/2
Aa:i{—am’g ‘] a

3M,

4.3.3 Modelo com dois angulos ressonantes e respectivos se-

gundos harmoénicos

‘Para expandir o modelo podemos tomar um segundo angulo ressonante e seu
segundo harménico associado a ele, de forma que o modelo agora sera:

Poe = —anjq\;:n’a (fk sen ¢! + 2f2p 24 sen 2000 + frdsen ¢t + 2f2p 27 gen 2q§§;‘1)
(4.48)
onde através de manipulagdes analogas a ja feitas anteriormente a equacao € es-
crita de uma forma semelhante a (4.21), sendo ela:
3n2¢*m'«
M,

Com base ao feito na se¢do [4.2)introduziremos as mudancas de variaveis:

o = [ng,w sen (¢ = 00fi'x,) + 2034, Som (2¢8’q—5¢§£f3k2>} (4.49)

=

2.2, ./ pq 2
3n“g m'agy .,

M.

S .
o =" — 00, =t (4.50)

pois assim (4.49) se reduz a:
"= %b sen(2¢) + sen(¢p — 0) (4.51)

de forma que ¢” representa a segunda derivada temporal com respeito a ¢ e os

parametros b e § sdo dados por:

2p:2
492;; gkg 2p:2q
b 5¢k1 ko 5¢2k1,2]€2 (452)
’glﬂ ko ‘
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O Hamiltoniano de é dado por:
H = p; + cos(¢p —90) + ZCOS(2¢) (4.53)
onde lembrando que p = ¢'.
Um estudo mais detalhado sobre os pontos de equilibrio e suas respectivas
estabilidades esta feita no Apéndice [Bl, onde temos que a variacdo maxima de Ap
associado a ¢, (valor no qual ocorre a libragdo do angulo ressonante), para cada

condigao inicial b e § é dado por:

Ap = \/2(Heep — V(6)) (4.54)

onde V(¢.) € a energia potencial do Hamiltoniano, ou seja
b
V(pe) = cos(¢p. — 0) + 2 cos(2¢.)

de forma que o valor Hge, € 0 valor de energia associado a curva separatriz. Para
encontrarmos de fato esta variacao é mais conveniente usar as equagdes de Ha-
. . OH . OH .
milton p = ———, = — montando o sistema:
¢ Ip
¢=p

X (4.55)
p = bsen(2) + sen(9 — 9)

Sabemos que a curva separatriz passa pelos pontos criticos do sistema (4.55),

gue sao os pontos onde (é,p) = (0,0), logo teremos que:

Ve (4.56)

1
0= §b sen(2¢) + sen(q — 0)
Seja ¢., p. 0s valores que satisfazem p = 0 e ¢ = 0 respectivamente. Podemos
lembrar que a natureza de um ponto critico (estavel ou instavel) é determinada atra-
vés do auto valor da matriz de coeficientes do sistema linearizado em torno deste
ponto. Fazendo entdo a linearizagdo de (4.55) em torno dos pontos de equilibrio
obtemos o sistema na sua forma matricial
=g | F
¢ ¢ - ¢c
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onde a matriz J € dada por:

0 bcos(2¢.) + cos(¢p. — 0)
1 0

cujo seus autos valores 7 associados sao dados por:

7% — bcos(2¢,) + cos(¢e — 0) =0 <= 7(¢.) = £+/bcos(2¢.) + cos(¢p. — 6) (4.57)
» Se o par 7(¢.) for complexo puro, o ponto (¢.,0) € um centro, logo estavel.

« Se o par 7(¢.) for real, os autovalores tem sinais opostos, logo (¢.,0) € um

ponto instavel.

Com base nisso, podemos resolver o sistema numericamente, encontrar
todos os possiveis pontos criticos, analisar suas estabilidades de acordo com (4.5/))
para encontrar o valor de energia associado com as curvas separatrizes para assim
aplicar Hsep €M encontrando a variagdo maxima do Ap para por fim usarmos
este valor em

1
2

Ap ay? (4.58)

: g
g — [%

encontrando entdo a variagdo maxima do semieixo maior (deduzida de maneira

analoga a ja feita nas secdes anteriores).

4.3.4 Modelo com varios angulos ressonantes e respectivos se-

gundos harmoénicos

Da mesma forma que generalizamos o modelo para um harménico e diversos
angulos ressonantes, podemos generalizar o caso com dois harménicos para diver-
sos angulos ressonantes. A equagao resultante € a mesma, porém trocando g;* ko

por g'? e ¢%%, por ¢! e substituindo ggggfgb 6§§12ng por:

2p 2q § : f;;f 2q 2p 24 608 (2 Z 2p 2¢2
v

0<p,v< Ny,
u#v

cos 6?21 = Z 2p %0 cos 2k,w | (97727 - (4.59)
Lpu=1 .
. -
: : 9y —1
sen 0¢°P2 = Z f;ffq sen 2k,w (92;7 Qq)

L p=1 .
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onde todo o estudo realizado com o Hamiltoniano (4.53) se mantém o mesmo, ape-
nas precisando ser feita a consideracao que agora os parametros ¢ e 5 sdo dados

por:
492p:2q

1o
=gy 00— 500%% (4.60)






5 Exemplos de ressonancias de

movimento meédio

Neste Capitulo iremos aplicar os modelos estudados para um possivel objeto de
massa negligenciavel em ressonancia de movimento médio com um planeta cuja
massa seja igual a de Jupiter ou Netuno em torno de uma estrela de massa seme-
lhante a do Sol assumindo que tanto inclinacées quantos excentricidades destes
planetas sdo nulas. As analises a seguir nao foram feitas em detalhes em [2] ou
[3] uma vez que nos mesmo, o estudo foi feito fixando alguns valores de excentrici-
dade e variando a inclinagéo do asteroide. Aqui seré fixado a inclinagao (em todos
0s caso em [ = 89°) e analisar qual a amplitude maxima que o semi eixo maior pode
assumir de acordo com cada excentricidade. Para isto, foi realizada a construcéo

tanto dos modelos estudados, quanto das fungbes perturbadoras no Mathematica.

5.1 Ressonancia 3 : 1 quase polar com Jupiter

Usando um planeta cuja massa é semelhante a Jupiter, o ponto de partida é

determinar « da ressonancia, que através de (2.58) é dada por:
2
1\3
a= (5) ~ 0.48075

Como p = 3 e ¢ = 1 temos que os angulos ressonantes dados por (4.1) séo da
forma:
o3l =X — 3N 420 — kw (5.1)

onde k£ é um inteiro par qualquer.

55
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Para tentarmos entender quais valores de k tem maior influéncia na amplitude
de «, vamos plotar o grafico do valor dos coeficientes da funcéo perturbadora as-
sociado a um determinado angulo ressonante (ou seja, vamos plotar f¥! que é a
soma de todos os coeficientes que acompanham o termo ¢3! em (3.12) ) em fun-
céo da excentricidade, dada uma inclinagao, e avaliar qual termo f*!' possui maior
influéncia. Para isso vamos tomar o caso particular em que I = 89°, logo vamos

fazer uso da fungéo perturbadora polar, obtendo entdo a Figura[5.1]a seguir:

Ressonancia 3:1, 1=89, 1° Harmonico

0.10
: K=0

0.08

Q I
= 0.06 i K=2

;g I
2 0.04 =
@) ; K=-6
0.02 6
I K=4
0.00 r - = K=-2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Excentricidade

Figura 5.1: Amplitude do coeficiente da fungdo perturbadora f?*! associado a cada

¢i:1_

Através da Figura[5.1] podemos ver que os angulos com maior influéncia (aque-
les que apresentam maiores valores) sdo aquelesemque k = —4, k= -2, k=0
e k = 2, entdo podemos usar o modelo da Sec¢éo [4.1] referente ao caso de pos-
suirmos apenas um angulo ressonante e um harménico para estudar a variacao do
parametro o do asteroide.

Utiliza-se a expanséo da fungéo perturbadora até quarta ordem para que apa-
recam todos angulos ressonantes (que é o suficiente como visto em [3])) para a
escolha de £ feita e entdo calcula-se os coeficientes de Laplace utilizando a expan-
sdo feita no Apéndice [A] obtendo a Figura[5.2]



Ressonancia 3 : 1 quase polar com Jupiter 57

K=—4 K=-2
1 1+
0.8 0.8+
D
s E
=1
= L
:§ 0.6 E 0.6
2 &
H g
204 5 0.4
02 0.2+
0 0
0.476216 0478483 048075 0483017 0.485284 0.475761 0.478255 0.48075 0.483244 0.485739
(% (03
K=0 K=2
1 1
0.8 0.8
2 U
3 %
= 0.6 < 0.6
-2 )
5 E
g g
] 0.4 S04
= =
0.2 0.2
[ . L : " 0 |
0.475433 0.478092 0.48075 0.483408 0.486066 0.476243 0.478496 0.48075 0.483003 0.485257
(03 a

Figura 5.2: Oscilagao esperada do parametro a de acordo com cada k associado
ao angulo ¢}'. Pontos interiores as linhas indicam uma condigo inicial de forma

que haja a libragdo do angulo ressonante ¢3'.

Porém como mencionado, a libragdo de um angulo ressonante pode ser influen-
ciado pelos outros. Portanto fazendo uso do modelo da Segéo que leva em

conta a contribuigdo de mais de um angulo ressonante podemos fazer a Figura[5.3}
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Ressonincia 2:1 K=-4,-2,0,2

1 | J
| :
0.8
S
g 0.6
2
S
£
3
; 0.4
0.2-
0- ‘ ‘ ‘ ; ;
0.474712 0.477731 0.48075 0.483769 0.486788
(07
Figura 5.3: Oscilacdo esperada do parametro « considerando £ = —2,0,2,4. A

linha azul representa w = 0°, a verde w = 45° e a vermelha w = 90°.

5.2 Ressonancia 2 : 1 quase polar com Jupiter

Para o estudo de uma ressonéancia 2 : 1 teremos que seu parametro « sera:

1\ 3
=(=) =~0.6299
= (3)

e como p =2 e ¢ = 1 temos que 0s angulos ressonantes sao:
2L N =2\ +Q — kw (5.2)

de maneira analoga, para determinar os k de interesse faremos o gréafico dos co-
eficientes da fungao perturbadora (os coeficientes que acompanham o termo ¢3!
em (3.12) ) em fungcdo da excentricidade fixando I = 89° obtendo a Figura
onde através da mesma podemos ver que os angulos que tém maior influéncia séo
aquelesemque k = -5, k= -3, k = —1 e k = 1, entdo podemos usar o modelo da

Secao para estudar a variacdo maxima do semieixo maior do asteroide vista na

Figura5.5
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| Ressonancia 2:1, I=89, 1° Ha‘rm‘onico‘
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Figura 5.4: Amplitude do coeficiente da fungdo perturbadora %! associado a cada

2:1
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(07 a

Figura 5.5: Variagao esperada do parametro o de acordo com cada k associado ao

angulo ¢
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Analogamente pode haver a contribuicdo de mais de um angulo ressonante na
amplitude do parédmetro «, logo usando novamente modelo da Segéo para

levar em conta essas contribuicbes temos:

Ressonincia 2:1 K=-5,-3,-1,1

"4

0. . . . .
0.607231 0.618596 0.629961 0.641325 0.65269

[

Excentricidade
=
=) e

=
N

4

Figura 5.6: Variacdo esperada do parametro o considerando k£ = —5,-3,—1,1. A

linha azul representa w = 0°, a verde w = 45° e a vermelha w = 90°

5.3 Ressonancia 1 : 3 quase polar com Netuno

Para este exemplo usaremos agora um planeta com massa semelhante a Ne-
tuno. Como a ressonéancia é externa (pois ¢ > p) precisamos usar o0 modelo do
péndulo que leva em conta o0 segundo harménico de um angulo ressonante feito na
Secéod.2] A titulo de comparagdo vamos tomar I = 89°. Como p = 1 e ¢ = 3 temos
que

o= G) "~ 2.08008 (5.3)

e 0s angulos ressonantes dados por (4.1) sédo forma:
12 =3N =N 420 — kw (5.4)

para determinar os k de interesse faremos o grafico dos coeficientes da funcao

perturbadora f}* em fungéo da excentricidade, fixando I = 89°, assim obtendo:
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Ressqnancja 1:3, I=89, 1°‘Hz‘1r1‘n0nic‘0 |

0.01" ] =4
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Figura 5.7: Amplitude do coeficiente da fungdo perturbadora f!** associado a cada

Através da Figura5.7, aescolha k = —2, k = 0, k = 2 e k = 4 é razodvel. Vale
ressaltar que para aplicar o modelo visto precisamos do segundo harménico dado
pela expressao

50 = 6\ — 2\ — 40 — 2kw (5.5)

de forma que para obtermos os coeficientes relacionados ao angulo ¢2° precisamos
fazer uso da expansado da funcao perturbadora polar até a oitava ordem (como
discutido em [3]). Com o segundo harmdnico, também podemos ver quais & tem
maior relevancia fazendo o grafico dos coeficientes da funcao perturbadora agora
associados ao segundo harmonico ¢3S obtendo a Figura , onde na mesma nota-

sequeosvaloresde k= -2, k=0, k=2 e k =4também sdo os mais relevantes.
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Ressonancia 1:3, I=89, 2° Harmonico
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Figura 5.8: Amplitude do coeficiente da fungdo perturbadora f%° associado a cada

2:6
2k *
Usando o modelo visto na Secéo [4.2] levaremos em conta tanto a contribui¢ao
do angulo ¢}? quanto do seu segundo harmonico ¢3¢ obtendo a amplitudes para o
mostradas na Figura[5.9
Para o caso em que a contribuicdo de mais de um angulo ressonante, usaremos
o modelo dado por Secéo onde para cada ¢;' também é usado o segundo

harmonico ¢5;? temos:
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Figura 5.9: Oscilagéo esperada do semieixo maior de acordo com cada k usando a

contribuigdo de ¢3! e seu segundo harmonico ¢52.
5.4 Ressonancia 1 : 2 quase polar com Netuno

Para uma ressonancia 1 : 2 quase polar com um planeta de massa semelhante

a Netuno teremos que o parametro « da ressonancia sera:
a=(2)5 ~1,5874
e como para este caso p = 1 e ¢ = 3 temos que os angulos ressoantes sao:
PE=2— 1N —Q — kw (5.6)

Para determinar os & de interesse faremos entdo grafico dos coeficientes da
fungéo perturbadora f!? em fungédo da excentricidade, fixando I = 89°, obtendo
Através da Figura [5.11} poderiamos selecionar os valores de £k = —3, k = —1,

k =1e k = 3, porem vale ressaltar que para aplicar o modelo visto precisamos do
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Ressonancia 1:3 K=-2,0,2,4
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Excentricidade

=
-

Figura 5.10: Oscilacdo esperada do parametro a considerando £ = —2,0,2,4. A

linha azul representa w = 0°, a verde w = 45° e a vermelha w = 90°.

Ressonancia 1:2, 1=89, 1° Harmonico
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Figura 5.11: Amplitude do coeficiente da fungao perturbadora f,? associado a cada

1:2
k -

segundo harménico dado pela expressao:

2 =4\ — 2\ — 20 — 2kw (5.7)
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de forma que para obter o termo ¢Z* precisamos da expanséo da fungdo perturba-
dora polar até a ordem 6 como discutido em [3].

Com o segundo harmdnico também podemos ver quais k& tem maior relevancia,
logo fazendo novamente o grafico dos coeficientes da fungéo perturbadora associ-

ados agora ao segundo harménico fZ nos resulta na Figura[5.12

Ressonancia 1:2, =89, 2° Harmonico

0.15 (e
2K=-2
[<P] L
= 0.10
=
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3
© .05 20
2K=6
0.00 ‘ ‘ | \ e
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Excentricidade

Figura 5.12: Amplitude do coeficiente da fungéo perturbadora f2* associado a cada

Note que na Figura surge o termo 2k = 0, isto se deve ao fato de que o
angulo ressonante ¢} ndo existe na fungao perturbadora (devido ao fato da ordem
da ressonancia ser impar), porem ao considerarmos os segundos harménicos esta-
mos vendo os termos da fungao perturbadora associados com o angulo ¢2;, onde
agora sim passa a existir o termo & = 0 (pois agora o termo ¢! possui ordem par).

Tendo entdo como base as figuras[5.12/e [5.11]faz mais sentido tomar os valores
de k como sendo k — 3, k = —1, k = 0 e k = 1 para assim obtermos a Figura5.13]

Ao se levar em conta a contribuicdo dos angulos com k — 3, k = -1, k =0e
k = 1 e seus respectivos segundos harmoénicos obtemos a Figura [5.74] onde vale

ressaltar que o angulo ¢ possui uma forte contribui¢ao para e < 0, 2.
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K=-3 K=-1
1 1
0.8 0.8+
D D
= =1
=] =
= 0.6 = 0.67
] 2
= =
g g
S 0.4 S 04
| =
0.2 0.2+
0 0,
1.57453 1.58096 1.5874 1.59384 1.60027 1.57089 1.57915 1.5874 1.59566 1.60391
a (14
K=1 K=0
1 1
0.8 0.8}
D D
E e
= 0.6 = 0.6
] k=
= -]
g g
S 04 S 0.4}
= =
0.2 0.2+
0k . { . . 0t
1.55922 1.57331 1.5874 1.60149 1.61558 1.57998 1.58369 1.5874 1.59111 1.59482
@ a

Figura 5.13: Oscilacdo esperada de o de acordo com cada k associado ao angulo
#+? e seu segundo harmonico ¢Z!. Para a amplitude relacionada com k = 0 precisa-

mos usar o modelo apenas com um harménico (caso contrario $ nao esta definido).
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Ressonancia 1:2 K=-3,-1,0,1

0.8~

S
=)
T

Excentricidade

S
N
T

0.2~

0: .
1.55876 1.57308 1.5874 1.60172 1.61604

(14

Figura 5.14: Oscilacdo esperada do parametro « considerando k£ = —3,—1,0,1. A

linha azul representa w = 0°, a verde w = 45° e a vermelha w = 90°.






6 Conclusao

Tendo como base [18],[2] e [3] foi realizado a expansao da funcao perturbadora
para diferentes casos. No primeiro caso ambos 0s corpos possuem suas inclina-
cOes proximas de zeros (caso progrado planar). No segundo caso um dos corpos foi
considerado um asteroide de massa desprezivel possuindo uma inclinagao I ~ 90°
(caso polar) com relacdo a um planeta em uma érbita circular, comum em asteroi-
des transneptunianos por exemplo. Ja no terceiro assumimos que o asteroide do
caso anterior pudesse possuir uma inclinagao arbitraria.

A expansao da funcao perturbadora foi realizada para o estudo de ressonancias
de movimento médio de maneira analitica. Para isso, com base em [4] montamos
o conhecido modelo do péndulo, para obter as condi¢ées onde ocorre a libragdo do
chamado angulo ressonante ¢} de forma que como visto em [11],[2] e [3] sempre
que ocorre a libragao de ¢}? para uma determinada condic&o inicial significa que
estamos na presenga de uma ressonancia de movimento médio p : q.

Através do modelo do péndulo desenvolvido no Capitulo [4] foi possivel determi-
nar quais condi¢des iniciais (excentricidade, inclinagdo e semieixo maior) um de-
terminado asteroide deve possuir para que se encontre em uma ressonancia de
movimento médio. A aplicacdo deste modelo foi feita no Capitulo [5| onde foi estu-
dada qual a variacdo maxima que o semieixo maior pode sofrer para determinadas
excentricidades de forma a ainda estar em uma ressonancia.

Como fruto do estudo, rotinas no software Mathematica foram desenvolvidas
para realizar tanto a expansao feita nos Capitulos |2| e [3| até uma ordem qualquer
desejada (o que é de fundamental importancia uma vez que como pode ser visto em
[2] e [3] a ordem da expansao esta diretamente ligada com a ordem da ressonancia

a ser estudada, logo com a rotina construida, podemos ampliar o estudo para uma
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ressonancia de ordem qualquer, onde os termos da fungao perturbadora associado
a um dado ¢ sdo facilmente obtidos para uma ordem qualquer), quanto para obter
a expansao em série dos coeficientes de Laplace e das expansdes Eliticas dados
nos Apéndices [Al e [C] respectivamente.

Visando a aplicagdo do modelo do péndulo, rotinas também foram construidas
para viabilizar e facilitar a aplicacdo do modelo do péndulo para uma ressonancia
qualquer, possibilitando assim que o estudo da variagdo do semieixo maior para
uma ressonancia p : ¢ seja facilmente encontrada.

O trabalho foi realizado seguindo de maneira analitica, porem existem outras
abordagem que podem ser usadas para encontrar a variacao maxima do semi-eixo
maior de uma ressonancia, como modelos que possuem uma abordagem semi
analitica [20], [5].
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A Coeficientes de Laplace

Como visto ao longo do trabalho, os coeficientes de Laplace aparecem sempre
na expansao da parte direta da fungéo perturbadora, sendo entdo eles fundamen-
tais para obtengéo dos termos da mesma. Os coeficientes de Laplace para uma

inclinacdo qualquer sao dados por:

21 21 .
bk (0, 1) = — / / cos(ju + ko) dudv (A1)
™ Jo Jo [14+a%—2af

cosu cos v — sen usen v cos I, )]

onde eles estdo definidos tanto para o < 1 quanto para o« > 1. A integral
nao possui solucédo analitica, logo métodos numéricos precisam ser utilizados para
resolver a mesma, porém o integrando possui grandes oscilagdes o que resulta em
um calculo numérico lento. Com base nisso vamos usar a expansao como feita
em [3] para de forma que as contas convirjam de maneira mais rapida.

Pare o coeficiente de inclinacao arbitraria vale
b* (o, 1,) =0 se j+k forimpar (A.2)
vF (o, ) = a0 (a7, 1) (A.3)

estas relacdes sao fundamentais quando estudarmos a expansao em série para o
caso a > 1.

Outras relacdes entre os coeficientes sao:

b;jik (o, I) = bék (o, 1)) = bI;j (a, I) (A.4)
bgij)k (aa Ir) = bg(ik) (Cka [r) )
= ¥ (o, I, — 180°) (A.5)

v* (o, I, + 180°)

Vamos expandir com respeito a « até uma ordem N, comegando notando

que no denominador da integral, temos algo similar a [1 + a? — 2az]®, onde para
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76 Coeficientes de Laplace

esse fator podemos usar os conhecido Polinbmios de Gegenbauer (ou polindbmios

ultra esféricos) para expandir a expressao anterior com respeito a « obtendo:
2w 21 Na
/ Z a”Cs(cosucosv — senusen v cos I) cos(ju + kv)dudv — (A.6)

onde C? sé@o os polinbmios de Gegenbauer, que podem ser expressos através da

fungdo Hipergeométrica , F'(—v, v + 2s, s + 3, z) = v!C5/(2s),, como o polindmio:

Ci(x) = Flogfm CU S 5 pye-n (A.7)
! “~  nl(v—2n)
v—1 v—n—1
onde (s), = [ [ s +i. 1090 (s)u—n = s+i=s(s+1)(s+2)..(s+v—n—1).
Seja entéig? =
_ mcos(u —v) —;— 19 cos(u + v) com m=1-—cosl AS)

Ne =1-+cos/

Aplicando (A.8) em (A7) e juntando com (A.6) temos:
o a Floor [v/2] (—1)n(5)
) Yw—n) v—2n .
a / / (0 — 2n)] (22)"7" cos(ju + kv)dudv ~ (A.9)

Para realizar a integragéo transformaremos cos em sua forma exponencial. An-
tes disso seja m = v — 2n pois assim o termo 22" se torna 2™ que pode ser escrito

como binbmio de Newton (ja transformando cos para exponencial) da forma

m I m-l
- 2—2m Z (T) 77llngn—l Z (l) (mq— l) 6i[Q(q—',—p)—m}uei[2(q—p)—m—‘,—2l]v (A1 O)

=0 p

como cos(ju + kv) = 1(e0vthv) 4 e=iUutke)) fag fazer 2™ cos(ju + kv) teremos dois

termos:
m I m-—lI
m —2m— m m— l m—1 i e i —p)—m v
Likt+ = gamt Z (l)nlﬂb : Z ( ) < )e [2(g+p)—m-+j] e [2(q—p)—m+2l+k]
=0 p=0 ¢=0 p q
(A.11)
m I m-—lI
I Z (m) bt (l) (m — l) oil2(a+p)—m—ilu i[2(g—p)—m+2l—klv
=\ =0 g=0 \P q

(A.12)
Ao integrar z7;, ou z7; de 0 a 2r em relagdo a u € v 0s mesmos sao nulos
devido ao expoente de e ser 27 periédico. Portanto é preciso zerar os expoentes

dos mesmos, ou seja
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- Para z7;, énecessarioque 2(q+p)=m—je2(q—p) =m—k— 2l
- Para 2%, énecessarioque 2(q+p) =m+je2(q—p)=m+k -2l

como 2(q + p) é par, logo m — j necessariamente é par, o que leva a concluséo
que m possui a mesma paridade que j (consequentemente k) e que m > j. Para

simplificar o estudo e reduzir as somatérias, podemos explicitar os valores que p e

q da forma:
m 20— 7+ k 2m —1) — (j + k
+ Para 27, temos p= =—— —— e = ( )4 U+k)
20+j—k 2(m —1 i+ k
-Parax’],;temos;a:%eq: (m );(JJF )

através de como p € escrito temos que [ precisa ter a mesma paridade de J%’“ e
pelas expressdes de ¢ nos mostram que m — [ tem a mesma paridade de 3%’“ Os

somatérios mostram que 0 < p <le 0 < ¢ < m — [ que nos leva as relagbes para

x%Jr:
_ 4k
p>():>l>‘¥ (A.13) qz():>l§m—jL (A.15)
p<0:>l>ij (A.14) q<0:>l<m+% (A.16)

As equagcoes (A.14) e (A.16) sao condicdes triviais, pois ja temos que j > k e

I < m respectivamente, enquanto (A.13) e (]A_‘I'5[) determinam todo o intervalo onde

—k
a somatoéria em [ deve ser realizada, sendo — <l<m-— % Os resultados

sdo analogos para z7; .

Seja Y. = = /0 /0 zpdudv, pode-se mostrar que y7;, = yj;_ € entao
temos que:

m! 7
Yikt = Sam—1 Z (ZEh ) (2R (22| [2m2 R (A-17)
il i3h S [ : ! : !
| mesma paridade 5%

A condigdo em que m precisa ter a mesma paridade de j e ainda m > j restringe
0s pollnomlos de Gegenbauer (A7) em 0 < n < Floor[*Z]. Substituindo (A17)

em e aplicando a mudanga de indice v — 2v + j tem-se que a expansao em
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série de com respeito a « até ordem N,, é dada por:

Floor [Na=1] o I) (1+ L) 2(v—n—1)
" ik 2 21,4_] n) — cos cos
bg (Oég ]r) - ’ya,IT Z Z n|22 v—n) Z l+(] - l)|[v n— l+(j+k)]|
=0 =0 ! R

(A18)

onde:
ik (1—cos[) (1+cos[)
’Yoz,IT» = 27—2

Lembrando que (A.18) assume que o < 1 e 0 < k < j. Para diferentes parame-

tros as relagées (A.2), (A.3), (A.4) e (A.5) devem ser utilizadas.




B Modelo do pendulo, dois angulos
ressonantes com segundos

harmonicos

Neste apéndice, é feito o estudo analitico sobre os pontos de equilibrio e esta-
bilidade do Hamiltoniano do modelo que leva em conta dois angulos ressonantes e
seus respectivos segundos harmdnicos visto na Secéo 4.3.3|

O hamiltoniano dado em é invariante perante as transformagdes

( (
Y — ¥+ 90° Y — 1 — 90°
5 — &+ 90° 5 — & —90° (B.1)
b— —b b— —b

\ \

devido a isso o estudo analitico pode ser reduzido apenas ao caso em que b > 0,
pois quando b < 0 as transformacgdes acima podem ser utilizada para recuperar os
resultados.
De forma semelhante, podemos restringir o angulo § apenas para o intervalo
0 <6 <90° pois caso § > 90° basta fazer:
—180° < 6 < —90° & — 180° + 4,1 — 180° + ¢
—90°<6<0° 00— =6, — — (B.2)
90° < 6 < 180° & — 180° — 4, 1) — 180° — )
As relacbes acima sao Uteis para determinar a amplitude da libragdo, uma vez

que os pontos criticos que iremos estudar sdo dados dependendo do valor de 6.

« Pontos Criticos

79



80 Modelo do pendulo, dois dngulos ressonantes com segundos harménicos

Para estimar entdo a amplitude de libragdo, vamos encontrar primeiro os pontos

criticos de (4.53) que sao dados através das equacoes:

OH OH
R
Para on = 0 tem-se somente p = 0, agora para on =0 temos
Ip oY
sen(d — ) — %bsen(%&) =0 (B.3)
Seja ¢. o valor que satisfaz (B.3). Ao fazermos a mudanga v = tg (%) pode-

Ye

4
mos multiplicar ambos os lados da equacgao por sec (7> e escreve-la como:
sen 6v* — 2(b — cos )v® 4+ 2(b+ cosd)v —send = 0 (B.4)

de forma que agora temos um polinbmio de grau 4 onde 0 mesmo possui uma
formula para encontrar suas raizes, onde na mesma existe a presenca do discrimi-
nante A = 32 [80° — 24b* — 3(1 — 9 cos 49)b* — 8] de forma que temos duas solugdes

reais se A < 0 e quatro se A > 0. A solugdo analitica de é dada através de

b — cosd
U Geens 0
vy = b— cosd S+ R.
2S€1’l5 (B 5)
_ b—cosd LS_R '
% Dsend +
b — cosd
Vg = 288n5 +S+R+,
onde os coeficientes sdo dados por:
g (b— 0085>2 N 2%:9'0 . 321% -1 1
sen o 93 35Spsen2d | 2
: (B.6)

o 36bcosd (—3A)2
"7 sen2s 4send

R — {S(bs—e;O; 0)?* 457 4 (b — cosd)? 5826(23%(—5 cos 0) sen? (5} : %

Uma dada raiz ndo necessariamente corresponde a um ponto fixo, uma vez que
as mesma nao sao fungdes continuas com respeito a . Porém os pontos criticos .
sao fungdes continuas de ¢ e b. A existéncia dos pontos criticos e suas estabilida-
des sé&o diferentes para cada valor do parametro. Dividiremos o estudo nos casos

emque0<b<1,1<b<2eb>2.
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Caso0<b<1

bh=038, §=0" =08, §F=45" bh=08,§=90°" b=038,§=180°

N A ML
1 / \ I /\ I \ N\ %

- -2 —

AN
\\I
a—
/
\/

-180 Al 0 90 W 180 =130 -90 Q 90 ¢ 180 —180 -90 90 ¢ 180 =180 -90 0 90 ¢ 180

Figura B.1: Curvas de niveis do Hamiltoniano (4.53) para b = 0,8 e diferentes

valores de 6. Imagem retirada de [4]

Neste caso temos sempre a presenca de dois pontos fixos, um estavel e um

instavel, dados por:

Ponto instavel Ponto estavel
—180° < 6 < —90°, 1, = 2arctgv; —180° < 6 < —90°, 1, = 2arctg v,
—90° <6 <90°, 1, =2arctguvs —90° <0 <0°, 1y =2arctguy,
90° < 0 < 180°, 1, = 2arctguy 0° <6 < 180°, 4, = 2arctgu;.

Note que para cada valor de § temos a translacao dos pontos fixos.

Caso1<b<2

h=18, =0 b=18. §=45° b=18.§=180°

y

X Yo
4 /N \ a1 / \ s Ve j \ “\>‘/ \./J |
LN N/ N

—180 =90 o] 90 ¢ 180 —180 - 90 ¢ 180 —180 -90 o] 90 ¢ 180 —-180 =90 ] 90 ¢ 180

Figura B.2: Curvas de niveis do Hamiltoniano (4.53) para b = 1,8 e diferentes

valores de 6. Imagem retirada de [4]

Neste caso o numero de pontos fixos existentes depende do valor de 6. Existe

um amplitude o. dado por

1 8 + 3b% + 24b* — 81°
0 = 7 areeos + _5%2 (B.7)
ao redor de § = —90°,0°,90°, 180° onde sempre existem quatro pontos fixos, para

quaisquer outros valores, existem apenas dois que s&o dados por:
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— Pontos Instaveis:

Yy, = 2arctgv; se —180° < 4§ < —90° 4+ 4. com —6. < 4§ < (°

Py, = 2arctgvy se 90° — 9. <9 < —180°com 0 < 9§ < 4.

1y, = 2arctgvs se —180° < 9§ < —180° + 6. com —90° — 6. < 6 < 0°
Yy, = 2arctgvg s€ 0° < 9 < 90° 4 4, com 180° — 4. < § < 180°

— Pontos estaveis:
s, = 2arctgvy se —180° < 0 < —180° + 6. ou —90° — 42 < 9 < —90° 4 9. com
—0. <5 <0°
Vs, = 2arctgv; se 0° < 9§ < 180°
Vs, = 2arctgvy se —180° < 46 < 0°
Vs, = 2arctgvs se —90° — 4, < 9 < 90° 4+ 6. ou 180° — 4 < 6 < —180° com

0° <d <o,

Casob>2

b=25,6=0° b=25,§=180°

©

—-180 -90 0 90 i 180 —180 -90 0 90 4 180 -180  -90 0 90 & 180 —-180 -90 0 90 o 180

Figura B.3: Curvas de niveis do Hamiltoniano (4.53) para b = 2,5 e diferentes

valores de 6. Imagem retirada de [4]

Para este caso existem sempre quatro pontos fixos, independente do valor de §

onde suas expressdes sdo dadas por:

— Pontos instaveis:
Yy, = 2arctgv; se —180° < < 0°
Uy, = 2arctgvy se 0° <9 < 180°
Uy, = 2arctgvs se —180° < 9§ < 0°
Yy, = 2arctgv, se 0° < 9 < 180°

— Pontos estaveis:
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s, = 2arctguvg s€ —180° < 4§ < 0°
s, = 2arctgv; se 0° <9 < 180°
Vs, = 2arctgvy se —180° < 46 < 0°
Yy, = 2arctgvs se 0° <9 < 180°

Sabendo quais sédo os valores dos pontos fixos podemos encontrar a variagao

maxima de Ap que assume diferentes valores dependendo do parametro b.

e Para: 0 <bH<1:

Para derivar a variagcdo maxima de Ap usa-se o fato de que a curva sepa-

ratriz passa através do ponto instavel (¢,,0). Sendo (4.53) escrita da forma
2
p

H= ) + V(¥) e aplicando o ponto (¢, 0) temos que a energia sera dada por

Hsep = V(¢,). Logo a variagdo maxima de Ap € obtida aplicando o ponto

em Hsgp resultando em:

 Para: b > 2

Neste caso temos duas separatrizes, uma associada a energia Hmin = V (¢u,)
e outra com energia Hmax = V(1,,) onde para cada uma delas temos dois

maximos, resultando em quatro valores de variagdo maxima de Ap.

Quando H = Hpj, temos que as variagcbes maximas serao:

=

APmin,1 = (2 [V (%ﬂ) -V (1/151)})

) (B.8)
Apmin,Q = (2 [V (%1) -V (¢32)D§
Quando H = Hnax temos que as variagdes maximas serao:
Apmacs = 2[V ($2) = V (1)) 89)

S

Apmax,2 = (2 [V (1%2) -V (1/132)])

onde Apmax.1 > Apmax2- As equagdes e sdo vélidas para o intervalo
em que 0° < 6 < 90° e sdo periddicas com o periodo de 90°, ou seja, para

qualquer outro valor de 6 > 90° basta usar as transformagdes dadas em (B.2).
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e Para: 1 <b <2

Neste caso, as amplitudes Apmin.1, APmin2 € Apmax 2 €XiStem apenas para o va-

lor de 90° -4, < 9 < 90° com 0 < § < 4., enquanto Apmax,1 €Xiste independente

do valor de §.



C Expansoes Eliticas

Neste apéndice, sera feita as expansdes eliticas usadas nas expansao de to-
das as fungdes perturbadoras. A expansdes eliticas aqui feitas seguem como feito
em [19].

Expansao de £ em funcao de ¢, /.

Poremos escrever a equacgao de Kepler como:
E—M=esenF

como sen I/ € uma fungdo impar, logo £ — M também serd uma funcdo impar,
portanto podemos expandir £ — M em séries de Fourier. Seja f(M) = E— M

temos:

F(M) = b,(e)sen(sM) (C.1)

onde
bs(e) = /0 (E— M)sen(sM) dM

Nosso objetivo sera escrever os coeficientes b;(e) em termos das fun¢des de
Bessel. Para isso comecemos usando a equagado de Kepler para rescrever b,(e)
como:

K
bs(e) = —/ esen Esen(sM) dM
0

onde o termo esen E depende de M (que é a variavel de integracao). Realizando a
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integracao por partes resulta em:

u=-esenF dv = sen(sM)

—cos(sM)

= — - ~ Z
du Vi (esen E) v .

1

T 1
—/ esen Esen(sM) dM = ——esen E cos(sM)
7 Jo s

1" d
+—/O cos(sM)W(esenE) dM

0 e

a primeira integral € zero e a segunda é re-escrita notando que:

d d dE
E—-—M=esen b = W(E— )= m(esenE) == m(esenE) = 1
ao substituir -4~ (e sen E) na integral tem-se:
1 (7 1 (" dE
bs(e) = ;/0 esen Esen(sM) dM :E/O cos(sM) (d_]\/[ - 1) dM
1 [ 1 [7 dE
= i cos(sM) dM + %/0 cos(sM)d—M dM
1 [ ~
= cos(sM) dE (usando a equagao de Kepler)
0
1 ™
=— [ cos(se —sesen E) dE
s Jo

de forma que b;(e) pode ser escrito como:

2 1 [7
bs(e) = —Js(se) onde Js(se) = —/ cos(se — sesen B) dE
§ 0

™

€ conhecida como funcao de Bessel, que para valores positivos de s também pode

ser escrita como a somatoria:

1 s & (2/2)*
@ =5 (5) OV e e eh .

Concluimos entdo que a equacao (C.1) pode ser escrita como:

FM)=E-M = Qijs(se)sen(sM) — E= M+2§:Js(se)sen(sM)

s=1 s=1

portanto obtivemos uma expansao de £ em fungéo de M, e dada por:

=1
E=M+2 ~J, M
+ 35215 (se)sens
, (1 . (3 1 c.3
=M +esen M + e §sen2M +e gsen?)M—gsenM (C.3)

1 1
+ et (§ sen4dM — ésen2M) + O (65)




Expansées Eliticas 87

Expansao de / em funcao de ¢, ).

Faremos a expansao f em funcédo de M, e partindo primeiro da equacao que

define 0 momento angular para orbitas eliticas dada por:

N

r2f =na*(1 — €?)

como dM = ndt e r = a(l — ecos F) temos:

V=&

Através da equagéao de Kepler M = E — esen E obtém-se que:

dM dE\? 1
dE = l-ccosk <dM) B (1 —ecos E)? (©9)
aplicando (C.5) em (C.4) temos:
dF\?
df =V 1-— 62 m dM (CG)

Podemos agora usar a expansdo de F obtida em (C.3), calcular explicitamente
4E e substituir em (C.6), onde a mesma é resolvida integrando termo a termo,

obtendo como solugéo:

1 1
f—M:2esenM+§e2sen2M+63 —Ssen?)M——senM
4 12 4 (C.7)

103 11
+ et (% sen4dM — oY sen2M) + O (65)

Expansao de cos f em funcao de e, M/

Lembrando que a solugao do problema de dois corpos para érbitas eliticas pode

ser escrita através da anomalia excéntrica £ como:

a 1
=a(l — E - .
r=a(l —ecosFE) < il B—— (C.8)

e através da equacao de Kepler:

dE dE dE 1
M=F—esenE = 1=-——ccosEr = —— =
esen —~ aM - A T dAM T 1—ecosE
daM

(C.9)
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logo juntando com temos:
a dE

= (C.10)
como a expansao de £ em fungcédo de M é dada em (C.3) logo bastar derivar termo
a termo para concluimos que ¢ é dado por:

g:1+22:JS(SG)COSSM (C.11)

r
s=1

Para orbitas eliticas a solugdo do problema de 2 corpos em fung¢do da anomalia
verdadeira € dada por:

a(l —e?)

a
= "7 = =—1—(1-¢e*= usando a expansao acima
r " ecos f ( e)r ( p )

ecos f=—1—(1—¢€?) (1 +2§:Js(se) COSSM)

s=1

assim dividindo tudo por e obtemos que:

2(1 —€?) &
= — —_— Js M
cos f e+ . ; (se)cos s
2

=cos M + e(cos2M — 1) + 9%(0053]\/[ — cos M)

) (C.12)
4e3
+ ?(COS AM — cos2M)
25 225 625
Yl ==cos M — = M+ = M %) .
+e (192(:05 128(3083 +384cos5 —l—(’)(e)

Expansao de cos £ em funcao de ¢, M/

Tendo em vista que encontramos uma expansao de cos f em fungéo de e, M
junto com o fato de que cos f e cos E estdao diretamente relacionados é razoavel
supor que ira existir uma expansao também em series de Fourier de cos F que sera

dada em fungéo de e e M, logo:

1 o0
cos ' = 500 + ;an cosnM (C.13)
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2 s
a, = —/ cos L cosnMdM
0

™

™

= —cos EFsennM

2 v
+ —/ sen FsennMdFE
0

nm o nm
1 [7 1 [7

=— [ cos(nM — E)dE — — | cos(nM + E)dE
nt Jo nt Jo
1 [ 1 [

=— [ cos[(n—1)FE —nesen E]JdE — — [ cos[(n+ 1)E — nesen E|dE
nt Jo nt J,
1

= [Jn—1(ne) — Jpii(ne)].
(C.14)

Ao calcular o valor de ay temos que:

) ™
Qo . /0 COS Qo

2 s
—/ cos (1 —ecos E)dE = —e
dM=(1—ccos E)dE T Jo

Iogo tem-se:
cos K 26 + 2 n Jn—l ne Jn 1{ne)| cos nM

que através das relacdes de recorréncia para fungdes de Bessel pode ser escrita

como:

1 — 1d
cos B =— get 2; ﬁ%Jn(ne) cosnM

3 2
=cos M + §<C082M —1)+ %(COSZSM —cos M)

(C.15)
+ e’ 1(:084]\4 — 1cos2]\/[
3 3
(5 15 125 ;
+e (192COSM 1280083M+384COS5M —|—(’)(e).
~_ T ~
Expansao — em funcao de ¢, M/
a
Como 2 pode ser dado em funcao de cos F através de:

T
—=(l—ecoskE) (C.16)

a

basta usar a expansao de cos £ para obter:
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L ol4 e -2 321 —5 o n(ne) cosnM
2 3 3
:1—ecosM+%(1—cosQM)—i—%(cosM_COSg)M) (C.17)

=

+ %(cos 2M — cos4M) + O (€)

Expansao de sen f em funcao de e, M

A solucéo do problema de 2 corpos também pode ser escrita em fungéo de F e

f na forma:
av'1—e?sen B ayv'1—e?sen B
r = on f — senf = (C.18)
n r

porem da equagéo vale notar que:

dr
op = e sen F/ (C.19)
que através da regra da cadeia, vale:
dr dr dM  r dr . o a dE
JE =AM dE — adM onde foi usado (C.10); =0 (C.20)

Juntando (C.19), (C.20) em (C.18) teremos:

=

sen f =

onde ja temos a expansao de " dada em (C.17) bastando derivar termo a termo
a

para obter:

—1d
sen f =2v1 —e? g —d—Jn(ne) sennM
n de
n=1

—sen M + esen 2M + € <? sen 3M — ZsenM)
8 8 (C.22)

5 (4 T
+e 3sen4M 6sen2M

17 207 625
+ et (@ sen M — @sen?)M + ﬁserﬁM) +0 (65)
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