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RESUMO

Neste trabalho estudamos a relagdo entre os coeficientes da relagdo de recorréncia de alguns
polindmios ortogonais semicldssicos e as equacOes discretas de Painlevé. Para isso considera-
mos uma propriedade importante de polindmios cldssicos e semicldssicos que € a relagdo de
estrutura. Além disso, utilizando as equacdes do tipo Toda, estudamos as relacdes existentes
entre os coeficientes da relacio de recorréncia desses polinOmios e as equacdes diferenciais de

Painlevé.

Palavras—chave: Polindmios ortogonais semiclassicos. Relacdo de recorréncia de trés termos.
Equacdes de Painlevé.



ABSTRACT

In this work we study the connection of the recurrence coeflicients of some semiclassical
orthogonal polynomials and discrete Painlevé equations. For this purpose, we consider an
important property of classical and semiclassical orthogonal polynomials which is their structure
relation. Moreover, using the Toda-type equations, we study the connection of the recurrence

coeflicients of these polynomials and Painlevé differential equations.

Keywords: Semiclassical orthogonal polynomials. Three-term recurrence relation. Painlevé
equations.
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1 INTRODUCAO

Uma fun¢do w definida em um intervalo (a, b), onde —c0 < a < b < o0, é chamada uma
fungdo peso, se w € uma fungdo ndo negativa e integravel em (a, b).
Seja o espaco das fungdes continuas no intervalo real (a, b). Suponhamos uma fungdo peso

w(x) > 0, ndo identicamente nula, em (a, b). Consideremos o produto interno definido por

b
(frg) = / F)gw(x)dr,

onde f, g s@o funcdes continuas.
Uma sequéncia de polindmios {P, },>0 € chamada de sequéncia de polindmios ortogonais

com rela¢do a uma fungdo peso w sobre o intervalo (a, b), se P, ¢ de grau exatamente n ¢

b 0, sen #m,
(Prs P} = / Po(x) Pon () () =
a pn >0, sen=m.

Os valores associados a fun¢@o peso w, denotados por uy e dados por

b
,uk=/ xFw(x)dx, k=0,1,2,...,
a

sdo chamados de momentos.

Uma sequéncia de polindmios ortogonais {P,},>0 € chamada de sequéncia de polindmios
ortonormais {p, },>0 se p, = 1.

Esses polindmios satisfazem diversas propriedades e uma das mais importantes € que

satisfazem a relacdo de recorréncia de trés termos dada por

xpn(x) = aps1pns1 () + bypp(x) + appp-1(x), n >0,

com p_1(x) =0, a, = (xpu, pn-1) € by, = {(xp,, pn). Estudos bem detalhados sobre esses
polindmios podem ser encontrados em Chihara [4] e Szegd [17].

Entre os polindmios ortogonais, alguns sdo classificados como cldssicos ou semicldssicos.
Uma das caracterizagdes mais conhecidas dos polindmios ortogonais cldssicos e semicldssicos
€ que a funcdo peso w associada ao polindmio ortogonal satisfaz uma equacio de Pearson que
pode ser dada por

W] = T(w),
X

onde o e T sdo polindmios. Os polindmios cuja fungdo peso satisfaz a equacao de Pearson onde
o € um polindmio de grau menor ou igual a 2 e T € um polindmio de grau 1 sdo chamados de
polindmios ortogonais cldssicos. No caso semicldssico temos que o € um polindmio de grau

maior que 2 ou T € um polindmio de grau diferente de 1.
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Uma propriedade importante de polindmios cldssicos e semicldssicos € que satisfazem uma

relacdo de estrutura dada por

n+s—1

T()Py(x) = D Anipi(),

k=n—t

onde s = grau(o), t = max{grau(t), grau(o) — 1}, p,(x) denota a derivada de p,(x) e os
coeficientes A, ; sdo constantes.

A relacdo de estrutura e a relagio de recorréncia de tr€s termos devem ser compativeis: se
diferenciarmos os termos da relag@o de recorréncia de trés termos € substituirmos todos os pj.
usando a relacdo de estrutura, entdo conseguimos uma combinagdo linear de um ntimero finito
de polindmios ortogonais que € igual a 0. Como os polindmios ortogonais sdo linearmente
independentes, os coeficientes nessa combinacdo linear sdo iguais a zero, e isso nos fornece
uma relagdo entre os coeficientes de a,, b, e os coeficientes A, ;. Eliminando os coeficientes
Ap r obtém-se relagdes de recorréncia para a, € b, que sdo ndo lineares. Se essas equacdes
sdo de segunda ordem, podemos identificd-las como equagdes discretas de Painlevé. Isto serd
estudado no Capitulo 4.

Para obter uma relacio entre os coeficientes da relacdo de recorréncia com as equagdes
diferenciais de Painlevé € preciso introduzir um parametro extra . Para isso usa-se uma
modificacdo exponecial na fun¢do peso w e investiga-se os polindmios ortogonais com relacao
a funcéo peso w;(x) = e*w(x), sempre que todos os momentos dessa fungio peso existirem.

As equacdes (diferenciais e discretas) de Painlevé sdo equacdes especiais ndo lineares
importantes, elas também aparecem na teoria de matrizes aleatdrias, em sistemas integraveis e
em mecanica estatistica.

As equacdes diferenciais de Painlevé sdo equagdes diferenciais ndo lineares de segunda
ordem que ndo possuem pontos criticos moveis, isto €, se todas as suas singularidades moveis
sdo polos. Essa propriedade ficou conhecida como Propriedade de Painlevé. O estudo dessas
equagoes surgiu no fim do século XIX, quando Painlevé, Fuchs, Picard e Poincaré, ficaram
interessados em encontrar equagdes diferenciais ordindrias que satisfizessem tal propriedade.

Para entender melhor a propriedade de Painlevé, apresentamos no Capitulo 2 um breve
estudo sobre as singularidades das equacdes diferenciais.

No inicio do século XX, Painlevé descobriu que existem 50 equacdes diferenciais na forma
candnica que satisfaziam tal propriedade. Dessas 50, existem apenas 6 que nao podiam ser redu-
zidas a equagdes lineares cujas solugdes ja sdo conhecidas. Essas equacdes ficaram conhecidas
como equacdes de Painlevé.

As equagOes discretas de Painlevé apareceram mais recentemente. Elas sdo equagdes
discretas ndo lineares (relacdes de recorréncia) para qual o limite continuo é uma das equagdes
diferenciais de Painlevé.

A seguir descrevemos, brevemente, os capitulos que compdem esta dissertagdo.

No Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢des e resultados importantes para o desen-
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volvimento deste trabalho. Este capitulo foi dividido em 4 se¢des, na primeira sdo definidos
alguns resultados sobre polindmios ortogonais na reta, na segunda secdo mostramos, breve-
mente, algumas propriedades de polindmios ortogonais discretos. A terceira se¢do € um pouco
diferenciada, nela falamos sobre a equagdo de Pearson, tal equa¢do € muito importante para
a classificacdo dos polindmios cldssicos e semicldssicos, apresentamos também a relacdo de
estrutura, além disso, fazemos um estudo sobre singularidades em equacdes diferenciais ordi-
ndrias. E, por fim, a dltima sec@o trata-se de polindmios ortogonais no circulo unitério, cuja as
defini¢des se diferenciam dos demais polindmios mencionados anteriormente.

No Capitulo 3 entendemos e demonstramos os resultados detalhadamente, afim de colaborar
nos estudos futuros, o foco deste capitulo foi apresentar as equacdes diferenciais satisfeitas pelos
coeficientes da relacdo de recorréncia. Essas equagdes diferenciais tem um papel importantis-
simo para o desenvolvimento do ultimo capitulo. Além disso, na dltima secdo, descrevemos a
construcdo do par de Lax.

No capitulo 4, que € o principal objetivo desta dissertacdo, entendemos as principais relacoes
entre os polindmios ortogonais e as equacoes de Painlevé descritas na literatura, neste capitulo
fizemos um estudo detalhado sobre essas relagdes que sdo satisfeitas pelos coeficientes da relagdo
de recorréncia de cada polindmio ortogonal com relacdo a uma funcdo peso diferente. Tais
estudos foram feitos para os polindmios de Freud, os polindmios de Laguerre semicldssicos, os
polindmios de Charlier generalizados e para os polindmios ortogonais no circulo unitdrio. Todos
apresentam uma semelhanca: sdo polindmios semicldssicos, ou seja, a funcdo peso satisfaz a

equagdo de Pearson com as condicdes necessdrias para que seja polindmio semiclassico.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que sdo necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho.

2.1 Polinémios ortogonais na reta real

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre polindmios ortogonais na reta real. Tais
resultados podem ser encontrados em [4, 13] e [17].

Seja o espaco das fungdes continuas em um intervalo real (a, b), onde —co < a < b < 0.
Suponhamos uma funcdo w(x) > 0, ndo identicamente nula, em (a, b). Consideremos o
produto interno definido por

b
(frg) = / F)g ) w(x)dr,

onde f, g s@o fungdes continuas.

A funcdo w é chamada de funcdo peso. Os valores associados a essa fun¢do dados por

b
,uk=/ ka(x)dx, k=0,1,2,...,
a

sdao chamados de momentos.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de polindmios { P, },>o é uma sequéncia de polinémios ortogo-

nais com relacdo a fungcdo peso w em (a, b), se P, é de grau exatamente n e satisfaz

b 0, sen#m,
/ P,(x)P,,(x)w(x)dx = (2.1)

pn >0, sen=m.

Podemos escrever (2.1) como
b
/ P,(x)P,, (x)w(x)dx = 8mpn, 2.2)
a
onde d,,, ¢ o delta de Kronecker, isto €,

5nm—
1, sen=m.

{O, sen #m,

O préximo resultado traz trés maneiras equivalentes de se definir uma sequéncia de polino-

mios ortogonais com relagdo a uma fungao peso w em (a, b).
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Teorema 2.2. Seja {P,},>0 uma sequéncia de polinémios e w uma fungcdo peso no intervalo

(a, b). Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes

(a) {Pn}ns0 € uma sequéncia de polinémios ortogonais com relacdo a fungcdo peso w em

(a, b), ou seja, (P, Pn) = Omnpn, onde p, # 0.
(b) (Pn,m) =0, paratodon € P,_i,n > 1.

b 0, se0<m<n-1,
(c) (¥, P) = / P ()W (x)dx =

Pn#0, sem=n.

Definicao 2.3. O determinante definido por

Mo M1 -0 Hn
H, = ,U.l ,u.z ,Un.+1 , 230,
Hn HMnp+1l -0 Hon
é chamado de determinante de Hankel de ordem n + 1, onde uy, k = 0,1,2,...,2n sdo os

momentos.

Definicao 2.4. Uma sequéncia de polindmios ortogonais {Py},>0 é chamada sequéncia de

polinémios ortonormais {py }n>0 se pp = 1 em (2.2).

Denotaremos o polindmio ortonormal de grau n, n > 0, p, por

n

+tepx+op0 = Z cn,kxk, cnn # 0.
k=0

Pu(X) = Cppx + Cppg X"

Uma sequéncia de polindmios ortonormais {p, },>o € obtida a partir dos polindmios orto-

gonais P, dividindo-se cada P,, por sua norma. Logo,

P, (x)

pn(x) = om———, nx1,
! [1Pn ()]

onde [P, (x)|| = v/(Pn, Pn).

O resultado abaixo € uma das caracteristicas mais importantes de polindmios ortogonais,
o fato de que trés polindmios de graus consecutivos estarem conectados por uma relacdo de

recorréncia.

Teorema 2.5. Uma sequéncia de polinomios ortonormais { p, }n>0 Sempre satisfaz uma relagdo

de recorréncia de trés termos da forma

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn—l(x)a n >0, (23)



14

1
com p-1(x) =0, po(x) = —

Vi

b
an = <xpn’pn—l> = / xpn(x)pn—l(x)w(x)dx

b
b = (Xpus pr) = / *p2()w(x)dsx.
a

. . Cn,n
Comparando os coeficientes do termo de maior grau, temos que a4+ =

Cn+1,n+1 .
Seja uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos { P, },,>o com relagdo a w. Podemos

construir tal sequéncia a partir dos polindmios ortonormais { p, },>0 com relacdo a w, para isso,
basta dividir cada p,, pelo coeficiente do termo de maior grau, isto &,

A relacdo de recorréncia de trés termos para esses polindmios pode ser obtida dividindo a

relacdo de recorréncia (2.3) por ¢,+1 4+1 €, apos alguns célculos, temos
pn+1(x) = (x - bn)ﬁn(x) - aipn—l(x)v nz 0,

onde P_i(x) =0e Py(x) = 1.

Seja w uma fung@o par definida em um intervalo (—b, b), ou seja w(x) = w(—x), entdo os
momentos de ordem impar sdo nulos, isto é, uz,+1 = 0, n =0,1,2,..., e se {P,}n>0 € uma
sequéncia de polindmios ortogonais com relacdo a w, entdo P,(—x) = (=1)"P,(x),n > 0, e
dizemos que sdo polindmios ortogonais simétricos.

O resultado abaixo mostra que os polindmios ortogonais serem simétricos € equivalente a

dizer que b, = 0 na relagcdo de recorréncia (2.3).

Teorema 2.6. Seja {p,}n>0 uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagdo a fungdo

peso w. Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(a) pn(_x) = (—l)npn(x), n >0,

(b) em(2.3), b,, =0, n > 1.

2.2 Polinémios ortogonais discretos

Nesta sec¢do apresentamos os polindmios ortogonais discretos sobre N. Tais resultados
serdo importantes para o desenvolvimento do trabalho e os resultados expostos aqui podem ser

encontrados em [5] e [19].
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Dizemos que p,,, n =0, 1,2, ..., sdo polindmios ortonormais discretos com relacao ao peso

discreto w(k) sobre N, se satisfazem a seguinte propriedade de ortogonalidade

> pn()pm (k)W (k) = S, .m0 2 0.
k=0

Estes polindmios também satisfazem a relagcdo de recorréncia (2.3), ou seja,

kpn(k) = “n+1pn+1(k) + bnpn(k) + anpn—l(k)’ n >0,

com p_;(k) =0 e os coeficientes de recorréncia sao dados por

an= ) kpa(k)pa-i (K)w(k)
k=0

kpZ(k)yw(k).

s

b, =

~
I

0

Os momentos y, relacionados ao peso discreto w(k) sdo dados por

(]

Lin =Zk”w(k), n=0,1,2,.... (2.4)
k=0

2.3 Polinémios ortogonais classicos e semiclassicos

Apresentamos aqui os polindmios ortogonais classificados como cldssicos e semicldssicos
e, no fim desta se¢do, explicamos sobre as singularidades das equacdes diferenciais ordindrias.
As referéncias que utilizamos para tais estudos foram [3, 4, 5, 6, 9, 10] e [19].

Uma das caracterizacdes mais conhecidas dos polindmios ortogonais cldssicos e semiclds-
sicos € que a funcdo peso w associada ao polindmio ortogonal satisfaz uma equagdo de Pearson
do tipo

o wo] = T(w (o), @5
X

onde o e 7 sdo polindmios.
Segundo Chihara em [4], os polindmios cuja fun¢do peso satisfaz a equacdo de Pearson
(2.5) onde

e 0 ¢ um polindmio de grau < 2

e 7 é um polindmio de grau = 1
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sdo chamados de polindmios ortogonais cldssicos. Isto acontece quando

1-x%, sexe (-1,1),

o(x) = qx, sex € (0,00), (2.6)
1, sex € (—o00,00).

Segundo Hendriksen e Van Rossum em [12], os polindmios cuja fungdo peso satisfaz a
equagdo de Pearson (2.5) onde

e o ¢é um polindmio de grau > 2
ou

e 7 ¢ um polindmio de grau # 1

sdao chamados de polindOmios ortogonais semiclassicos.

Porém, em [10], os polindmios ortogonais {p; },>0 semicldssicos s@o divididos em classes,
isto €, a equagdo (2.5) associa-se a classe /, onde / é um inteiro ndo negativo dado pelo menor
valor de

| = max{grau(t) — 1, grau(o) — 2},

para todos os polindmios o e T que satisfazem a equacao de Pearson.
Note que, quando [ = 0 os polindmios {p, },>0 sdo cldssicos.

Existe uma propriedade dos polindmios ortogonais cldssicos e semiclassicos que € a relacio
de estrutura, uma relacdo onde a derivada desses polindmios € escrita como uma combinacao

dos proprios polindmios. A relacdo de estrutura se deriva da equacao de Pearson.

Propriedade 2.7. Se a funcio peso w satisfaz a equac@o de Pearson (2.5) e ow se anula em
a,b € RU {—c0,+00}, entdo

n+s—1

TP x) = > Ankpi(x), 2.7)

k=n—t
onde s = grau(o) et = max{grau(t), grau(o) — 1}.

Demonstragdo. Como o polindmio o p;, tem grau n + s — 1, entdo podemos expandi-lo em
termos de polindmios ortonormais py com 0 < k < n+ s — 1, ou seja,
n+s—1
TO)py(x) = > Ankpi(x).

k=0

Os coeficientes A, x sdo os coeficientes de Fourier e podem ser expressos como

b
Ani = / o () Pl (1) i (x)w (x) dix.
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Integrando por partes, e usando as hipéteses de que o(a)w(a) =0 = o (b)w(b), temos

b
Ap = - / P [ w ) pe ()] dx

b b
- / Pn(X)pr(x) [0 (x)w(x)]"dx — / Pn(x) Pl (x) o (x)w (x)dx

b b
- / Pn(X) pr(xX)T(x)w (x)dx — / Pr(X)pi (x) o (xX)w(x)dx, (2.8)

onde a equagdo de Pearson (2.5) foi usada na linha anterior. Pela ortogonalidade, a primeira
integral em (2.8) se anula quando k + grau(t) < n, e a segunda integral se anula quando

k + s — 1 < n. Consequentemente, ambos os coeficientes A, x se anulam quando
k<n—t, com t=max{grau(r),grau(o)— 1},

e sobram apenas os coeficientes A,y comn —t < k < n+ s — 1. Portanto,

n+s—1

TP, x) = > Ankpi(x).

k=n—t

Observe que para os polindmios ortogonais classicos a relagdo de estrutura tem a forma

n+s—1

T()Py(x) = ) Ankpi(x), (2.9)

k=n—1
onde s € {0, 1,2}.

Outras caracterizacdes dos polindmios ortogonais cldssicos € que sdo solucdes de certas
equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem, e além disso, a derivada de um polindmio
ortogonal cldssico pertence a uma sequéncia de polindmios ortogonais cldssicos.

Como discutido anteriormente, os polindmios ortogonais cldssicos e semicldssicos sdo ca-
racterizados pela equacdo de Pearson (2.5). Analogamente, os polindmios ortogonais discretos

classicos e semicldssicos também sdo caracterizados pela equacao de Pearson discreta dada por
Alo(k)yw(k)] = t(k)w(k), (2.10)
onde o e 7 sdo polindmios e A € o operador de diferengas progressivas, ou seja,
Af(k) = f(k+1) = f(k).

A equagdo de Pearson discreta também pode ser definida usando o operador de diferencas
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regressivas V, ou seja,
Vo (kw(k)] =7(k)w(k),

onde
Vfi(k)=f(k)— f(k=1).

Segundo Dominici e Marcelldn em [8], os polindmios cuja fungdo peso satisfaz a equacao
de Pearson (2.10) onde

e 0 ¢ um polindmio de grau < 2

e 7 é um polindmio de grau = 1

sdo chamados de polindmios ortogonais discretos cldssicos.

Se o peso discreto satisfaz a equacio de Pearson (2.10) onde
e 0 € um polindmio de grau > 2

ou
e 7 é um polindmio de grau > 1,

entdo os polindmios ortogonais discretos sdo chamados de semicldssicos.

Assim, como para os polindmios ortogonais continuos, existe uma relagcdo de estrutura para

os polindmios ortogonais discretos.

Propriedade 2.8. Seja w uma func@o peso discreta que satisfaz a equagdo de Pearson
Vie(k)w(k)] = t(k)w(k),
com condi¢io inicial w(—1) = 0. Entdo, os polindmios ortonormais sobre N para essa func¢io
peso satisfazem a relag@o de estrutura
n+s—1

T(k)Apa(k) = > Anjp;(k),

j=n—t

onde s = grau(o) et = max{grau(t), grau(o) — 1}.

2.3.1 Polindmios ortogonais cldssicos

Por (2.6) temos que os polindmios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite sdo polindmios
ortogonais cldssicos. Neste capitulo vamos apresentar algumas de suas propriedades. A litera-

tura sobre esses polindmios € extensa, e aqui utilizamos duas das referéncias mais conhecidas,
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[4]e[17].
o Polinomios de Jacobi

Os polindmios de Jacobi, denotados por P,(,a’ﬁ ), sdo ortogonais com respeito a fungdo peso
w(x) = (1 —x)?(1 +x)# sobre (=1, 1) e sdo definidos pela férmula

PP (x) = (=2) () (1 =) (1 +x) 7P jx [(1=x)™(1+x)"7], (2.11)

onde a e B sdo parametros, a > —1, > —1.
Segundo Chiharaem [4], aformula (2.11) paraa = 8 = 0 € usualmente chamada de Férmula
de Rodrigues, enquanto que o caso geral € chamado de Férmula do tipo Rodrigues.

A funcdo peso w satisfaz a equacdo de Pearson (2.5) com

o(x) =1-x2

T(x)=B—-a—-Q2+a+p)x,
ou seja,
[(1-x)(1-0)%0+x)V =(B-a—-2+a+B)x)(1 —x)%(1 +x)~.
A equacgdo diferencial de segunda ordem satisfeitas pelos polindmios de Jacobi é
1=y +[f-a—Q+a+p)x]y +n(n+a+B+1)y=0, y=P""(x).
Em Chihara [4], encontramos a relacdo de recorréncia de trés termos para os polindmios de

Jacobi:

2+ D(n+a+B+1) p@h)
Cn+a+B+1)2n+a+B+2) Paa
* 1 (B = APy (x)

Cn+a+p)2n+a+p+2) n
2(n+a)(n+p) plap)
(2n+(y+ﬁ+l)(2n+a+,8) Py

xPy P (x) = (x)

(x), n>0, (2.12)

onde P(_‘i”B )(x) =0
d
De (2.9), com s = 2, temos (1 — xz)d—P,(f’ﬁ ) (x) escrito em funcdo de trés polindmios:
X

Pr(ilﬁ ), P(a P e P(a B Porém, substituindo Pi‘i’lﬁ) usando a relacdio de recorréncia de trés

termos (2.12) obtemos a relacdo de estrutura para os polindmios de Jacobi

iP(%ﬁ)(x) — a/_ﬁ —x P(a’ﬁ)(x) 2(n+o:)(n+ﬁ) (0,3)( )

1-x? =
( x)dx " n2n+a+,8 " 2n+a+pf
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Esses polindmios satisfazem também a relacdo diferencial dada por

(.B)
dp, " (x) 1 1,8+1
———=y+a+pe P (),

ou seja, a derivada do polindmio P,(l“’ﬁ ) é um polindmio ortogonal cléssico.

¢ Polinomios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre, denotados por Lfl ), sdo ortogonais com respeito a fung¢do peso

—X

w(x) = x%e¢™, @ > —1, sobre (0,c0) e também podem ser definidos pela férmula do tipo

Rodrigues
—LY x dn

dx"
A funcdo peso w satisfaz a equagdo de Pearson com

L(a) (x)

[x"*%e™], a>-1.

o(x) =x,

T(x) =1+a-x,

ou seja,
[x(x%e™)]) = (1+a—x)(x%™).

A equacdo diferencial de segunda ordem para os polindmios de Laguerre é

' +(@+1-x)y +ny=0, y=L»W,
Esses polindmios também satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos

XL (x) = =(n+ DL () + 2n+a + HLY (1) = (n+ ) L' (x), n =0,

onde L(_Oi) (x)=0
Para os polindmios de Laguerre, de (2.9) com s = 1, a relagdo de estrutura é

de;” () _

— nLy (x) — (n+a) L' (v).

Os polindmios de Laguerre satisfazem a relagdo diferencial

dLy (x) _

(a+l)
-L
I (x).

o Polinomios de Hermite

E, por fim, os polindmios de Hermite, H,, sdo ortogonais com respeito a funcdo peso
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w(x) = e sobre (=00, 00) € sdo definidos pela férmula do tipo Rodrigues

2> d" 2

—X

H,(x)=(=-1)"e* dx"e

A func¢do peso w satisfaz a equacdo de Pearson com

o(x) =1,

T(x) = —2x,

ou seja,

(e_xz)' = 2xe™,

A equacdo diferencial de segunda ordem para os polindmios de Laguerre é
v’ =2xy"+2ny =0, y=H,(x).

A relac@o de recorréncia para tais polindmios é

onde H_;(x) = 0.
Para esses polindmios temos a seguinte propriedade

dH,(x)
dx

=2nH,-1(x)

que também € a relacdo de estrutura para os polindmios de Hermite, pois s = 0 em (2.9).
Abaixo apresentamos os polindOmios ortogonais discretos de Charlier.
e Polinomios de Charlier

Os polindmios de Charlier sdo polindmios discretos ortonormais para a distribuicao de
Poisson
ak
w(k) = ik k € N,a > 0. (2.13)

A distribuicdo de Poisson w (k) satisfaz a equacdo de Pearson (2.10) com

o(k) =k,
7(k) =a -k,
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ou seja,
A(kw(k)) = (a — k)w(k).

Observe que

k
w(k = 1) = —w(k). (2.14)
a
De fato,
ak1 aka 'k k
k—1)= - = Zw(k),
wk=D =T T T T W

que é uma equagdo de Pearson discreta para a distribuic@o de Poisson, e pode também ser escrita
como
aVw(k) = (a — k)w(k), (2.15)

que € uma forma especial da equagdo geral de Pearson
Viow) = 1w

para o operador de diferencas regressivas.

Os polindmios de Charlier satisfazem a seguinte relacdo de recorréncia de trés termos

kpn(k;a) = ans1(a)pnr1(k;a) + by(a)pu(k; a) + ay(a) pup-1(k; a),

com p_y(k;a) =0.
A equagio de Pearson (2.15) fornece a seguinte relagdo de estrutura para os polindmios de
Charlier.

Propriedade 2.9. Para os polindmios ortonormais de Charlier tém-se

pn(k+1) = py(k) + Appu-1(k),
ou seja, Ap,(k) = Appu-1(k).

Demonstragdo. Usando a série de Fourier podemos expandir
n
palk+1) =" Ay jp;(k),
=0

e se compararmos os coeficientes de maior grau em ambos os lados, entdo A, , = 1. Os outros

coeficientes de Fourier sdo dados por

An,j

> palk+ Dp;(kyw(k)

k=0

2, pa(Rpj(k=Dw(k=1), j=12...n.
k=1
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Dai, usando (2.14), obtemos
1 (o]
Anj ==Y kpalk)p;(k = 1w(k).
=0
Note que o polindmio kp;(k — 1) tem grau j + 1, consequentemente pela ortogonalidade

A,,j = 0sempre que j + 1 < n, isto €, sempre que j < n — 1. Portanto,

Pu(k+1) =py(k) + Aypn-1(k),

onde A, = A; 1. O

2.3.2 Polindmios ortogonais semicldssicos

Nesta secdo apresentamos alguns polindmios ortogonais semicldssicos que sdo importantes
para essa dissertacdo. As informag¢des aqui presentes podem ser encontradas em [1, 5,6, 11] e
[18].

o Polinomios de Freud

Os polindomios de Freud sdo ortogonais com respeito a fungdo peso w, em (—oo, ), dada
por
w(x) = e P,

onde P(x) € real, par, ndo negativo, e continuamente diferencidvel.

Definicao 2.10. Os polinémios generalizados de Freud sdo ortogonais com respeito a fungdo

pesow, em (—o0, ), dada por
w(x) = |x|Pe P, p>-1,s5s>0.

Denotamos por p,(x) = ¢,x" + - --, com o coeficente ¢, > 0, os polindmios ortonormais
de Freud.

Consideremos a funcdo peso de Freud, dada por

4,2
wi(x) = e x € (=00, 00),

onde ¢ € R é um parametro.

A funcdo peso w, satisfaz a equacdo de Pearson com

ox)=1,

7(x) = —4x> + 2tx,
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ou seja,

2 4 2
(™Y = (=423 + 2px) e HE

Os polindmios de Freud ortonormais com relagdo a funcdo peso w; satisfazem a relagcdo de

recorréncia

xpn(x"t) = an+1(t)pn+1(x;t) + an(t)Pn—l(X;t), n2 O’

onde p_(x;t) =0.

A relacdo de estrutura para esses polindmios é

p:z(X; t) = An(t)pn—l (x; t) + Cn(t)pn—S(x§ t)a

onde A, = A, -1 C, = Ay ,-3 em (2.7).
Observe que, como os polindmios de Freud sdo polindmios ortogonais simétricos, entdo

Ap -2 € nulo.
¢ Polinomios de Laguerre semiclassicos

Aqui vamos considerar os polindmios ortonormais sobre R* com rela¢do a fung¢éo peso

chamada Laguerre semicldssica, isto €,
.2
wi(x) = x%e™ x € RY, (2.16)

coma > —-leteR.

A funcgdo peso w; satisfaz a equacdo de Pearson com

o(x) =x,

7(x) = 1+ a +1x — 2x2,

ou seja,
[x(xae_x2+”‘)]' = (1+a+1x—2x%) (xae_x2+[x). (2.17)

Os polindmios de Laguerre semicldssicos satisfazem a seguinte relacio de recorréncia

xpn(x; 1) = an+1(t)pn+1(x; 1)+ bn(t)pn (x51) + an(t)pn—l(x§ 1),

com p_j(x;t) =0.
A relac@o de estrutura para esses polindmios é

xp;(x; t) = An(t)pn—l(X;[) + Bn([)pn—Z(X; t) + Cn(t)pn—3(X; t)e

onde A, = A, -1, By = Ay -2 € C, = A, -3 530 constantes em (2.7).
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Abaixo apresentamos os polindmios ortogonais discretos semiclédssicos de Charlier genera-
lizados.

¢ Polindmios de Charlier generalizados

Smet e Van Assche [16] generalizaram o peso de Charlier (2.13) adicionando um parametro

n na fungdo peso.

Definicao 2.11. Os polinémios de Charlier generalizados sdo ortonormais com respeito a

fungdo peso
k

a
k(i

onde (1) € o simbolo de Pochhammer, dado por

w(k) = keN,a>0,n>0,

Mk =nn+1)(n+2)...(n+k-1).

Os polindmios {p, }»>0 sdo ortonormais em relagdo ao peso dado acima, ou seja,

ak

an(k @) pm (k; a)k,( O (2.18)

onde 9, € o delta de Kronecker.

O peso discreto w satisfaz a equagdo de Pearson (2.10) com

o(k) =k(k+n-1),
(k) = —k* — (n — Dk +a,

ou seja,
A(k(k+n—1Dw(k)) = (=k*> = (n = Dk +a)w(k).

Os polindmios de Charlier generalizados satisfazem a seguinte relagc@o de recorréncia

kpn(k’ a) = an+l(a)pn+l(k; a) + bn(a)pn(k; a) + an(a)pn—l(k; a)7

com p_i(k;a) =0
Observe que

w(k_l)zw

w(k),

que também pode ser escrito como aVw (k) = (a — (n — 1)k — k*)w(k). O polindmio 7 é de

grau 2 e consequentemente essa € uma funcdo peso discreta semicléssica.
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Podemos escrever essa fungido peso como

a*T(n)

W) = S D

(2.19)

De fato, usando as propriedades da fun¢do gama como I'(x + 1) = xI'(x) temos
IC'k+1)=kl(k) =k(k-1)T'(k—=1)=k(k=1)(k=2)...1T'(1) = k!,

pois I'(1) = 1. Entdo, observe que

I'(n+k) (k+n—-1)(k+n-=2)...(k+n-KkI(n)
I'(n) I'(n)

(mMn+1)...(n+k-1)

(k-

Portanto, temos

ak akF(n)

W) = o T T Dh )

A funcdo peso associada aos polindmios de Charlier generalizados (dada também por (2.19))

satisfaz a equacgdo de Pearson
aVw(k) = (a - (n - Dk — kK*)w(k), (2.20)

com a condi¢do w(—1) = 0.

Os polindmios de Charlier generalizados satisfazem a seguinte relacao de estrutura
pn(k + 1) = pn(k) + Anpn—l(k) + Bnpn—Z(k)
ouAp,(k) = Appn-1(k) + Bypn-2(k).

2.3.3 Sobre singularidades em equagdes diferenciais ordindrias

Nesta secdo apresentamos, brevemente, um estudo sobre as singularidades em equagdes

diferenciais ordindrias. Um estudo mais aprofundado pode ser encontrado em [9].

As solucdes de equagdes diferenciais ordindrias podem incorporar singularidades que sdo
classificadas por duas propriedades: a sua dependéncia pelas condicdes iniciais, classificadas
como moveis ou fixas, € o comportamento da solu¢do ao redor da singularidade. Tal com-

portamento pode ser classificado como polo, singularidade essencial ou ponto de ramificacdo.
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As singularidades das solucdes das equagdes diferenciais lineares estdo sempre em pontos
que sdo fixos, ou seja, suas posi¢cdes sdo independentes das constantes arbitrdrias de integracao,

por exemplo, a equacao

dy(x
AL RN
dx
com solucdo geral
¢
y()C) =
X

onde ¢ € uma constante. A solu¢do tem um polo em x = 0, para todo ¢ # O.

As equagdes diferenciais ordindrias ndo lineares podem ter solu¢des que tem singularidades

moveis, isto €, cuja posicdo depende das constantes arbitrdrias de integracdo, por exemplo, a

equagdo
d
YW 4w =0,
dx
tem solucdo geral
1
y(x) = ;
xX—c

onde ¢ € uma constante. Esta solu¢do tem um polo no ponto mével x = c.

E importante diferenciar polo de todos os outros tipos de singularidades de uma equacdo
diferencial ordindria. Um ponto critico € uma singularidade, ou seja, um ponto em que a solucao
ndo € analitica e, que ndo seja um polo. Assim, ponto critico pode ser um ponto de ramificacio

ou uma singularidade essencial, temos como exemplo a equagao

dy(x) )
AT X 2,
dx ¢

em que a solugdo geral é

y(x) = In(x —c),

onde ¢ € uma constante. Esta solugdo tem, portanto, um ponto de ramificacdo no ponto x = c.

2.4 Polinémios ortogonais no circulo unitario

Nesta se¢@o apresentamos os polindmios ortogonais no circulo unitirio T = {z € C : |z| =

1}. Uma boa fonte para a teoria geral desses polindmios pode ser encontrada em Simon [15].

A sequéncia de polindmios {¢, },>0 € ortonormal sobre o circulo unitdrio com respeito a

funcdo pesow em 6 € (0,27) e z = €', se

2w
A ©n(2)em (2w (0)dO = 6y .
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Esses polindmios sdo denotados por

(Pn(Z) =kyZ"+---, k,>0.

©n(2)  Os

Os polindmios ortogonais ménicos sdo usualmente denotados por @, (z) = .
n

momentos {u, }nez (trigonométricos) sao dados por

2r
,u,,=/ e (60)do.
0

Logo, a sequéncia de polindmios ortogonais monicos {®, },>o, onde @, é de grau exatamente

n, com relacdo a funcdo peso w, satisfaz

0, sen #m,

k—2

n °

2r
/ ®,(2)Bp ()W (6)d6 =
0

Ss€En=m.

Correspondente a sequéncia de momentos {u, },ez podemos definir a seguinte matriz,

conhecida como matriz de Toeplitz

MO M-1 H—n
1 0 T —n+l
T, = /J 'u . K TH , n>0
Mn Mp-1 * - Ho

O determinante da matriz T,, € conhecido como determinante de Toeplitz e € definido por

Mo H-1  Hen
D=1 e D= "0 T E a0
Mn HMp-1 - Mo

Assim como no caso dos polindmios ortogonais na reta real, também prova-se que, todo

polindmio m,,, de grau m < n € ortogonal ao polindmio ®,, se n # 0.

Teorema 2.12. Seja {®,},>0 a sequéncia de polinémios ménicos ortogonais com relagdo a w,
ou seja, (O, D,,) = 6n,mk;2, onde k;2 # 0. Entdo, para todo polinomio n,, de grau m < n,
temos
2n - 0, sem < n,
(D, Tm) = @, ()7 (2)w(0)do = | (2.21)
0 k, #0, sem =n.
Demonstragdo. Como {®,},>0 € uma sequéncia de polindmios ortogonais com relacdo a w,

entdo @y, 4, ..., D,_; formam uma base para os polindmios de grau menor ou igual an — 1.
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n—1
Assim, para m < n podemos escrever 7,,(z) = Zakdbk(z), onde a; € C, para k =
k=0
0,1,...n—1. Logo,

n—1 n—1
(@, ) = (@ ) ar®i) = ) ar(y, B) =0,
k=0 k=0

Agora, para m = n, temos que 7, € um polindmio de grau exatamente 7, € entdo podemos
n

escrevé-lo como m,,(z) = Zakdbk(z), onde oy € C,parak =0,1,...n. Logo,
k=0

<q)n, 7Tm> = <q)n, Z a’k¢k> = Z a'k<q)n’q)k> = a/nk;2 # 0,
k=0 k=0

onde k, = a,k;>. o

Escrevendo, paran > 0,

©(2) = D dins*s din€C, dpp=1,

k=0
eusando (2.21) paran > 0em =0,1,...,n, obtemos
o o 1 0, sem < n,
(@, ") = / ©, 77w (0)d0 = > dinpim-i = (2.22)
0 k=0 k> #0, sem=n.
Fazendom =0, 1,2,...,n, em (2.22), obtemos o sistema de equagdes lineares
Ho  M—1 ot Hepgl Mg do 0
M1 Mo Meps2 Mepst || din 0
Hnel Hp—2 -+ Mo M1 || du-1a 0
Un Hn—t ot g1 fo )\ dagn k2

Calculando d, , pela regra de Crammer, temos

)
kn Dll—l
dpy = ——,
Dn
mas como d, , = 1, entdo
_ D,
ky? =
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Logo, obtemos

0, sem < n,

¢,Iﬂ=
(D, 2™) D,

Dn—l

#0, sem=n.

n

Substituindo a dltima linha do sistema por ®,(z) = de,nzk, obtemos 0 novo sistema

k=0
linear
MO HM-1 H—n+1 H-n d(),n 0
M1 Mo Hons2 Mopt1 || din 0
Hn—1 Mn—2 Mo Ho1 || dn-1n 0
1 Z 2! 7" dn.n D,(z)

Calculando d,, , pelo mesmo método anterior, podemos escrever ®,, da forma

Mo  H-1 H-n+1  H-n
M1 Mo H-n+2  H—n+1
®,(z) = D : : : : (2.23)
Hn=1 Hp—2 -+ Mo H-
1 2 e gl e

A relacdo (2.23) mostra a existéncia e unicidade dos polindmios ®,,, pois D,—1 # 0, e
também € uma forma de construir esses polindmios.

Considere os niimeros a,, definidos por

= —D,1(0), n=01,2,.... (2.24)
Em [15] os coeficientes a, sdo chamados de coeficientes de Verblunsky.

De (2.23), obtemos

MO H-1 v Hep  Hep—i
1 H1  Ho MH-n+1 H-n

®,,1(0) = D, : : : :
MHn Hp-1 - Ho H-1

1 o - 0 0




31

Assim,
M-t - Hen  Hep-1
D" Ho - H-n+l -
3, = (=D M Hen+1  H-p (2.25)
Dn . . . .
Mn-1 - Ho H-1

Observe que os coeficientes de Verblunsky sdo reais quando w(6#) = w(—60). De fato, basta
mostrar que @, = a,, mas por (2.25) devemos mostrar que u, = i, isto €, que os momentos
sdo todos reais. Seja

=
S
Il

2
Tn / e~y (6)do
0
2r
/ e"'w(9)do,

0

fazendo u = —6 entio,

2r
/ e"'w(0)do
0

=21
/0 e My () (~d(u))

2r )
- / e (<) (~d (1))
0

2r
/0 M () d (1) = .

Logo, u, = 1, € entdo os coeficientes de Verblunsky sdo reais.

Uma propriedade importante € que os polindmios ®,, satisfazem a recorréncia de Szegd
Z(I)n(Z) =D, (Z) + anq);(z)’ (2.26)

onde ®%(z) = 7"®,(1/z) é o polindmio reciproco.

E, além disso, os coeficientes k,% e a, associados a esses polindmios satisfazem a seguinte
relacdo
kn
k2

n+l

=1—|an|* (2.27)

Considere agora a seguinte fung¢ao peso
1 tcos(0)
w(f) = —e , 0¢€(0,2n),
2r

onde ¢ € R é um parametro.

Como no circulo unitdrio temos z = ¢ entdo

. 1 .
z=e"% =cos(0) +isen(8) e —=e7 =cos(9) —isen(h).
<



32

Logo,
1
z+—=2cos(0),
Z

e, entdo, defininos

1 1 _
W(Q) — _etcos(G) — _et(z+z /2 = W(Z)
2r 2r

A funcao peso w satisfaz a equacdo de Pearson da forma
NP 1y
W(z) = 5(1 - Z—Z)w(z).

Note que o lado direito da equagdo anterior contém um polindmio de grau 2 em 1/z e isso
¢ interessante ja que a ortogonalidade é no circulo unitario, onde 7 = 1/z. Apresentamos agora

arelacdo de estrutura para os polindmios ortogonais monicos no circulo unitério.

Propriedade 2.13. Os polindmios ortogonais monicos {®, },ex sobre o circulo unitario para

a funcdo peso w satisfazem

(I)llq(z) = n®n—1(z) + Bnq)n—2(2), (228)
com )
tk

B, = -2, 2.29

Demonstragdo. Expandindo @/, em termos de polindmios ortogonais monicos, temos
n—1
’
©)(2) = ) B ®;(2).
j=0
Comparando os coeficientes de z"~!, temos que B, ,—1 = 1, pois

@,(2) =" +ko1Z" 4. e D()=nd"T+ -1+

Para os outros coeficientes, multiplicando a expansdo por @,,(z), onde 0 <m <n-1,e

calculando a ortogonalidade, ou seja,

2r 27 n=1
[ ew@a@wede= [ .00 @w e
0 0 “
Jj=0
que resulta em

2
Buk? = / @, (2)Dp (2w (6)db.
0

Fazendo z = ¢?, temos

— 1 ’ T NA
kszn,m = /Tdbn(z)zd)m(z)w(z)dz.
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Integrando por partes, temos
km Bn,m = _? q)n(z)(zq)m (Z)W(Z)) dz
T
e como [z2D,,(2)]’ = —z2[z2®,(2)]’ para z € T, entdo

k2B = / ®,(2) 22D ()] (2)dz - / ®,(2) 7D (W (2)dz.
T L Jr

l

A primeira integral pode ser escrita como

2r
/ ®,(2)2[20 () (6)d8
0

que € nula sempre que m < n — 1. Para a segunda integral vamos usar a equacao de Pearson e
entdo temos

. 2 I
: /T @, (B (D (2)d2 = £ A () (D (1 = 2)w(0)d6

e isso se anula quando m < n — 2.

Param = n — 2 e escrevendo B,, ,—» = B, entdo

2r
k,2,B, = _%A @, (2)®@,-2(2) (1 — 22)w(6)db.

Como ®,_»(z)(1 — z%) = =®,(z) + termos de menor grau, temos

!

2
2B = - /0 1@,(2) 2w (0) do.

2

n—2

Z - _ t
¢n ), entdo k2, B, = —. Portanto, B, =

kn an 2 k/% .

E lembrando que, ®,(z) =
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS SATISFEITAS PELOS COEFICIENTES DA
RELACAO DE RECORRENCIA

Neste capitulo vamos estudar modificagdes de uma fun¢do peso obtidas pela multiplicagcdo
por uma fun¢do exponencial e, além disso, apresentamos a representacao de Lax associada. As

principais referéncias usadas para a elaboracao do capitulo foram [1, 2, 13, 14] e [19].

3.1 Equacoes de Toda

Seja w uma funcdo peso, e sejam a, e b, os coeficientes da relagdo de recorréncia dos
polindmios ortonormais com relagdo a w. Sejam p,, = p,(x;t) os polindmios ortonormais com
respeito a

wi(x) = e"w(x),

sob a condi¢do adicional de que os momentos y, = fo”ex’ w(x)dx existem para todo n > 0,

entdo a relacdo de recorréncia para os polindmios ortonormais com relagcdo a fungdo peso w; é

xpn(xX51) = anp1 (1) prar (X32) + by (8) pa (x5 1) + an (1) pp-r (x31), (3.1
onde
an(t) = xpu(x;1), pn-i1(x;1)) (3.2)
e
by(t) = (xpn(x31), pa(x;1)). (3.3)

Abaixo apresentamos um teorema que mostra que as derivadas dos coeficientes da relacdo

de recorréncia (3.1) podem ser escritas em funcdo dos mesmos.

Teorema 3.1. Seja a, e b, os coeficientes da relagdo de recorréncia para os polinémios

ortogonais com relagdo a fungdo peso w;. Entdo a, e b, resolvem o sistema
d 2\ _ 2
2700 = ay(O)(La(t) = by (1)), n 21, (3.4)

d
Ebn(t) =a’, (1) - di(1), n>0, (3.5)
com a(z)(t) =0.
As equagdes (3.4) e (3.5) sao conhecidas como equacgdes de Toda ou Lattice de Toda.

Demonstragdo. Derivando a relacdo de recorréncia (3.1) com relacdo a ¢, obtemos

o0 = (a0 st (50) + (00 (0) pa i) + (000 s (1)

d d d
+apt1 (I)Ep”” (x51) + bn(t)apn (x51) + an(t)apn—l (x57).
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Multiplicando por p,;1, integrando com respeito ao peso w;, e utilizando a ortogonalidade

temos

J (oo o i = a0+ s 0) [ (Gopans i) s (e ().

Agora, usando a relacdo de recorréncia de trés termos para n + 1 no lado esquerdo da

equacgdo, entao

L rar () = a0 / P )( s ) s (o) e

/Pn+1(x [)( P+ (x5 t))w,(x)dx)

Sabemos que
/pﬁ(x;t)ex’w(x)dx = 1.
R

Derivando a igualdade anterior com relagdo a ¢, obtemos

/Pn(x f)( Pn(x; l))Wt(X)dx+/xp,21(x;t)w[(x) =0

e usando (3.3) chegamos no seguinte resultado:

2 [ pasin)(Gopaxin)wi ) = b, 0.

Dai, substituindo esse resultado em (3.6) encontramos a equagio

L a0 = 22D () = b))
fazendo para n, temos
L) = 2D (b, (1) = s 1)

e, observando que (a2 (1))’ = 2a,(t)a,,(t) chegamos a igualdade em (3.4), isto é

%ag(t) = a2(1) (b (1) = byy (1)).

Agora, para mostrar a equacgao (3.5) vamos fazer o mesmo procedimento.

(3.6)

Derivando a relacdo de recorréncia com relacd@o a ¢, multiplicando o resultado da derivacdo

por p, e integrando com respeito a fung¢do peso w;, temos

[l Gypntei0)patas w0 = 00+ ara(®) [ (om0t s

bu0) [ (a0 )i pwi (o)
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Usando a relagdo de recorréncia sobre o lado esquerdo, obtemos

[ (Gypnsin)patesm s = b0 [ (Gpasin)pate w1

(@) [ (35350 pacs (0w, (00

Logo,
G0 = ) [ (GraCein)pacs iy, (o

—a,41(7) ‘/R (%p,ﬁl(x;t))pn(x;t)wt(x)dx. (3.7)

Sabemos que
[ pratenpasetoa <o
R

Derivando com relacdo a ¢ encontramos

/R (45 (330 P i (o) e + /R XPuet (1) P )y (1)l = 0,

e usando (3.2) obtemos

‘/IR; (%Pnﬂ(x?t))Pn(X;t)Wt(x)dx = —ap1 (7).

Finalmente, substituindo esse valor em (3.7) encontramos a equacdo desejada, ou seja,

Sba(t) = a2, () - G20,

3.2 Equacao de Langmuir

Seja w uma fungdo peso par em um intervalo simétrico (—b, b) e seja
tx?
wi(x) =e™ w(x),
onde ¢ € R. Entdo a relagdo de recorréncia para os polindbmios ortonormais com relagao a w; é
xpn(X31) = ape1 (1) Pt (x31) + an () pp-1(x31), n >0, (3.3)

com p_i(x;t) =0.



37

O resultado abaixo mostra que os coeficientes da relacdo de recorréncia de polindmios
ortogonais com relacdo a uma funcdo peso par w; em um intervalo simétrico satisfazem uma

equagao diferencial de diferencas.

Teorema 3.2. Os coeficientes da relagdo de recorréncia (3.8) dos polindmios ortonormais para

a fungdo peso w; satisfazem a equagdo

%aﬁ(z) = az(t)[d?,,(t) —d_ (D], n> 1. (3.9)

Demonstracdo. Derivando a relacdo de recorréncia (3.8) com respeito a ¢, temos

d d d
X2 p(630) = (et (1)) Pt (650) + et () 2 paer (631)

+(%an(t))17n—1 (x;1) + an(;)%pn_] (x:1).

A partir de agora vamos deixar implicita a dependéncia de . Multiplicando a equagdo anterior

por p4+1 € integrando usando w,, encontramos
b od d b d
[ x{gepn )P Iwi e = e+ [ (oo @) st (wi (),

onde, no dltimo passo, usamos a ortonormalidade dos polindmios {p,},>0. No lado esquerdo

da equacdo, usamos a relagdo de recorréncia de tr€s termos para n + 1 para encontrar
b

L =ana( [ (pa) om0~ [ (%0 pan 0], 610

Sabe-se que a ortonormalidade dada é

b
/ pfl(x)etxzw(x)dx =1,
-b

e derivando com relacdo a ¢, temos

b

2 [ : (G50 paomwide [ 32w =

Usando a relacdo de recorréncia (3.8) e a ortogonalidade, obtemos

b b
[b (%Pn(X))Pn(x)wf(x)dx = —% [b (Cln+lpn+1(x) +a”pﬂ—l(x))zwt(x)dx

1
2 2
_E(anﬂ +a,).
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Substituindo em (3.10), temos

d
_ 2 2
Ean+l - Ean+1(a,1+2 an .

d d
Consequentemente, como Ea,% = ZanEan, entao

9020 = @) a2y (0~ a2y 1),

A equagdo (3.9) € conhecida como equacio de Langmuir ou lattice de Langmuir.

3.3 Equacao de Ablowitz-Ladik

Os coeficientes de Verblunsky dos polindmios ortogonais no circulo unitério, {«;, },cx defi-
nidos em (2.24), satisfazem uma equacdo diferencial de diferencas conhecida como Lattice de
Ablowitz-Ladik ou equacdo de Ablowitz-Ladik.

Seja w uma fung¢do peso par no circulo unitério (ou seja, os coeficientes {a, },en sd0 todos

reais). Seja w, uma funcao peso tal que
1 tcos(0)
w(0) = 2—e w(f), teR.
n

O resultado abaixo mostra que a derivada dos coeficientes «,(t) associados a w, pode ser

escrita em fun¢do dos préprios coeficientes.

Teorema 3.3. Os coeficientes de Verblunsky {a,(t)},en dos polinémios ortogonais sobre o

circulo unitdrio para a fungdo peso w; satisfazem
2a;,(1) = (1 = a5 ()) (@1 (1) = @uo1 (1), 20, (3.11)

d
onde a, (t) = Ea"(t)'

Demonstragdo. A norma do n-ésimo polindmio ortogonal monico é

1
ka(t)

21
/ |®,(z;1)|*w;(0)d6 =
0
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Calculando a derivada da equagdo acima com respeito a ¢, obtemos

2 2w ,
/ ! (23 Dz T wi (0)d + / (23 Dz 1) w1 (6)dB
0 0

k(1)
HOR

2n
+/ cos(0)D,(z;1)D,(z;1)w;(0)dO = -2 (3.12)
0

O polindmio ®,, ¢ monico, entdo o coeficiente de maior grau ndo depende de ¢ e, além disso,

ECD,,(z; t) é de grau menor que n. Consequentemente a equaco (3.12) torna-se

’ 2
2%8: A cos(0)|®,(z:1)|*w:(0)d8.

A partir de agora a dependéncia de ¢ passa a ser implicita. Como cos(6) = (z+7)/2 temos que
cos(0) = Re(z), entdo
kll‘l o 2
—2— =Re 7| @, (2)|[“w, (6)d6.
k;, 0

Usando a recorréncia de Szegd (2.26), temos

2 21 2
/ | (2)P, (0)d6 = / 01 (1) (i (6)d6 + / () (2w (6)d6.
0 0 0

A primeira integral no lado direito da igualdade se anula usando a propriedade de ortogonali-
dade. Observe que @} (z) = ®,(0)z" +--- + 1, entdo

2 ) 2n 5 Ap -1
[ @B @do = 0,2,0) [ 0, 0)d0 = -2
0 0

n

Logo,

’

k
2L = @,a,—. (3.13)
ky,

Como os coeficientes de Verblunsky sdo todos reais e aqui estamos usando a fun¢do peso

w; entdo a relacdo (2.27) torna-se
2
kﬂ
2
kn+l

=1-a2. (3.14)

n

Calculando a derivada com relacdo a ¢t da equagdo acima, obtemos

uf K _ @ = —,a,,.
k5+1 kn kn+1

Substituindo (3.13), juntamente com (3.14), na equagdo obtida anteriormente, temos a

equacdo desejada, isto &, 2a/, (1) = (1 — @2(1)) (@ps1 (1) — @n_1(1)). O
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3.4 Par de Lax

Nesta se¢do apresentamos, brevemente, a representacao de Lax, ou Par de Lax para as equa-
coes de Toda e para a equagdo de Langmuir. Para esse estudo foram utilizadas as referéncias

[1,2] e [14].

Uma forma usual de se representar as equacdes de Toda, isto €,

Can) = 00 -ba@), nz 1,
%bn(t) = a2, (t) —ai(1), n>0,

¢ na forma matricial chamada representacido de Lax. Aqui mostramos a sua construcao.

Podemos reescrever a relagio de recorréncia de trés termos
xpn(x31) = ape1 (1) Pt (x31) + b (1) pa(x51) + ap (1) ppi (x57)

na forma matricial, ou seja,

xP = JP,
onde
by a;
Po ai b1 a
1 an b2
e = T : (3.15)
P2 . . ay
: a, b,

onde J € a matriz de Jacobi tridiagonal infinita e, além disso, estamos omitindo a dependéncia
de t para simplicac@o.
Consideremos agora a seguinte matriz infinita

0 —ai
ap 0 -—-an
1 an 0
B=- ,
2 -a,
a, O

onde a dependéncia de ¢ segue implicita. Entdo, as equacdes de Toda (3.4) e (3.5) podem ser
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escritas na forma matricial como

J=1J,B]=JB-BJ, (3.16)

. df

de f = —=.

onde f 7

O par de matrizes {J, B} € chamado par de Lax e a representagdo dada em (3.16) é chamada
representacdo de Lax para as equagdes de Toda (3.4) e (3.5).

Para o caso simétrico, temos a equacido de Langmuir

S an(t) = 2O, (1) - a2y ()],

Considere a matriz pentadiagonal infinita

0 0 -—ajar
0 0 0 —a»a3
ajas 0 0 0
Bszé apas 0 0 . —auape ,
0
apdnsr O 0

onde a, = a,(t) e usando que b, (1) = 0 paran > 0, obtemos a representacdo de Lax associada

a equacdo de Langmuir (3.9) na forma

J= [J’ Bs] =JBs — ByJ.,

onde f = i—];
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4 POLINOMIOS ORTOGONAIS E AS EQUACOES DE PAINLEVE

Neste capitulo apresenta-se as seis equagdes diferenciais de Painlevé e uma lista parcial
das equacdes discretas. Além disso, em cada secdo € apresentada uma fungdo peso que estd
associada a uma rela¢do de recorréncia, onde os coeficientes de cada relacdo sdo associados
com as equagdes diferenciais e discretas de Painlevé. As referéncias utilizadas para este capitulo
foram [1, 5, 6, 11, 15, 18] e [19].

4.1 Equacdes de Painlevé

Segundo Van Assche [19], Painlevé descobriu tais equacdes no inicio do século XX enquanto

analisava as singularidades de equagdes ndo lineares de segunda ordem no plano complexo do

dy
X,y,a 9

onde F € uma fungdo racional em y e analiticaem x e dy/dx. Tais equacdes deveriam satisfazer a

tipo

dZ

Y _F
dz?

propriedade que ficou conhecida como Propriedade de Painlevé, ou seja, as equagdes diferenciais
de Painlevé sdo equacdes diferenciais nao lineares de segunda ordem que ndo possuem pontos

criticos moveis, isto &, se todas as suas singularidades mdveis sdo polos.

As seis equag0es diferenciais encontradas por Painlevé, sdo dadas por
. " _ 2
Pr : vy’ = 6y°+nx,

Py v’ = 2y3 +xy+a,

N2 / 2
ay“ + 1)
Pp: y'= ) _y_+y_,8+yy3+xy+_’
y X X y
N2 3 3
Prv : y’' = ) +L+4xy2+2y(x2—a)+é, 4.1)
2y 2 y

Py : y' = (L+%)(y/)2+y;,+(y_l)z(ay+ﬁ)+ﬂ

2y  y-— x2 y X
L0+D 4.2)
y—1
101 1y, o (11 1y,
VPSR 11 U IO TS L S ORI B
2y y—-1 y-—x x x—-1 y—x

+y(y—1)(y—x) (a+ﬁx+y(x—1) +6x(x—1)),

2(x—1)2 V(=12 (y—x)2
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d
onde a, B, y e ¢ sdo constantes ¢ y’ = d—y
X

Abaixo segue uma lista parcial das equagdes discretas de Painlevé. Elas sdo equagdes
discretas ndo lineares (relacdes de recorréncia) para as quais o limite continuo é uma das
equagoes diferenciais de Painlevé.

+(=D)"
dPy: xpp1 +Xxpt+x,m1 = Z”i—)a + b, (4.3)
n
XpZn t+a
dPy : Xp+l +Xp—1 = ’;n—xZ’ 4.4)
~n
(2 - a) (a2~ b)
dPyy : (Xna1 +Xp) (Xn +X5-1) = an +Zn)2n_ 2 4.5)
. (xn+1 +Xp — Zn+l — Zn)(xn +Xp-1—2Zn — Zn—l) _
dPy =

(xn+1 + -xn) (xn + xn—l)

[ (xn — Zn)2 - az] [(xn — Zn)2 - bz]
(xp — CZ) (xn — d2) ,

onde z, =an+fea,b, ced sdo constantes.

Na lista de Clarkson dada em [18], encontra-se outra maneira de se representar as equagoes
discretas de Painlevé, que € escrevé-las como equagdes assimétricas. Aqui apresentamos apenas
a representacdo assimétrica da quarta equacdo discreta de Painlevé.

a(y,+2z,—b) ¢ Zn+2td
Py : iy = 2Ty = b (4.6)
Y=Y Xp o Xp—1

onde z, = an+fea,b, c, d ey sdo constantes.

4.2 Polinomios de Freud

Nesta secdo apresentamos os polindmios de Freud e a relacdo com as equacgdes de Painlevé.
As referéncias utilizas para os estudos foram [6] e [19].

Consideremos a func¢do peso de Freud, dada por

4 2
wi(x) =™, X € (=00, 0),

onde ¢ € R € um parametro.

Assim, como descrito no Capitulo 2, os polindmios de Freud ortonormais com relacio a

func¢do peso w, satisfazem a seguinte relacao de recorréncia

Xpn(X;f) = (ln+1([)pn+l(X; t) + an(t)pn—l(x; t), nz= O, (47)
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onde p_(x;t) = 0.
E a relacdo de estrutura para esses polindmios €

p;z(X;t) = Ap(O)pn-1(x;1) + Gy (1) pu-3(x;1). (4.8)

Agora apresentamos a relacdo entre as equacgdes de Painlevé com os coeficientes da relacio

de recorréncia dos polindmios ortogonais de Freud.

Teorema 4.1. Os coeficientes {a,}n>0 da relagdo de recorréncia dos polindmios ortonormais

com relagdo a fungdo peso w; satisfazem

t

2 2 2 n
a t)+a, (t)+a 1) =————+ —,

n>1 (4.9)

com condigoes iniciais ap(t) =0 e

_o; x*wi(x)dx g,

2
()= =2—— =22,
! f_ o Wr(x)dx Ho
Observe que (4.9) € a primeira equagao discreta de Painlevé (4.3), ou seja,

an+ B+ (-1)"a N

Xn

dPy:  xpe1+x,+x,21 = b,
comx, = a,%(t) e parametros a =0, b =t/2,a =1/4e f=0.
Demonstragdo. Derivando, com relagdo a x, a relagdo de recorréncia (4.7), obtemos
Pn(x30) +xp (x5 1) = anat (1) Prg (X31) + an (1) pr_y (x51).
Substituindo todas as derivadas pela relagdo (4.8), encontramos
Pr(x31) + x(Ap(t) pr-1 (x5 1) + Cp(£) pr-3(x: 1)) = ane1 (2) [Aps1 (£) pa(x31)

+Cpi1 () pu—2(x; 1) ] + an (1) (Ap—1 (1) pp—2 (x5 1) + Cym1 (£) pu-a(x:1)).

Entao, substituindo xp,_1 € xp,—_3 pela relacdo de recorréncia (4.7) paran —1¢e n - 3,

encontramos
pn(x:1) + A (1) (an () pn(x; 1) + an-1(2) pp—2(x; 1)) + Cy (1) (an-2(2) pn-2(x; 1)

+ap-3(1) pu-a(x;1)) = a1 (1) Aps1 () pr(x;1) + @1 (1) Crp1 (1) pp2a (1)

+an(t)An—l(t)pn—2(X; t) + an(t)cn—l(t)pn—4(X; t)-
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A partir de agora a dependéncia de ¢ ficard implicita. Comparando os coeficientes de p,,,

Pn-2 € Pn-a, respectivamente, em ambos os lados da equagdo anterior, temos

l+Apa, = ap1Ann (4.10)
Apapn +Crpany = ap1Cuyr +ayApy (4.11)
Cnan—3 = anCn—l (412)

De (4.10), sabemos que a,+1A+1 — Apa, = 1, n > 0, logo,
n n
Z(ak+1Ak+l — Aray) = Z 1
k=0 k=0

e isso nos fornece

Ans1Ans1 — Apag =n+1,

entdo, como ag = 0, concluimos que

Ane1Aps1 =n+1, nx0,

ou seja,
a,A,=n, n>1. (4.13)
De (4.12), obtemos
C Ch- C
1 - nl (4.14)
anan—1ap-2 ap—1ay-2a,-3 asazaj

de modo que C,/a,a,—1a,—; é constante. Consequentemente,

Cy =capap_1ap—2, n=3, (4.15)

onde ¢ é uma constante. Se usarmos (4.13) e (4.15) em (4.11), encontramos

n 2 2 (fl B 1)
—dap-1 tcanap-1a,_, =ca, apadp-1 +ay
n an-1

)

dividindo a equagdo acima por a,a,—1, obtemos

n n-1

(a2 2
=~ =c(a,, —a,,), n=>2.
a, a,_,

Entao, calculando

n n
ko k-1 s,
Z = =c Z(akﬂ —ai o)
k=2

2
k=2 \% 4
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obtemos

2
n+

2

1
_ 2,2 _ 2 2 2
—;—c(a | +a,+a,_ —a;—ay—ay),
1

Sl =

multiplicando a equagdo por a,% e sabendo que agp = 0, temos

ay 20,2 2, 2 20,2, 2
n= ) +cay(a,,, +a,+a,_,) —ca,(a;+aj). (4.16)
1

2

A equagdo acima ainda contém a constante ¢ € os valores iniciais a;

e a3, que precisamos
determinar.
Para encontrarmos a constante ¢ vamos utilizar a relagdo de estrutura (4.8) paran = 3 e

multiplicar pg em ambos os lados, isto &,

P4(x)po(x) = A3pa(x) po(x) + C3po(x)*.

Calculando a integral com relagdo a w,(x) = e+ temos
[ rom@mmdr = [ apspwdns [ Cpin

ou seja,
Cy = / P4 (0) po () wy (x) . @.17)

(o8]

Observe que usamos a ortogonalidade no dltimo passo. Integrando (4.17) por partes, temos

C3 =4p0(x)/ x3p3(x)e_x4+’x2dx.

Agora para encontrarmos ¢ basta usar a relagao de recorréncia a partir da integral acima,

para n=3, n=2 e n=1, respectivamente, e a relacdo de ortogonalidade dos polindmios, ou seja,

Cy = 4pox) / P (aapa(x) +aspa(x))e ™ dx
= 4a3p0(x)/ x(a3p3(x)+a2p1(x))e_x4+”‘2dx
_ dasar / po(x)(azpa(x) + ar po(x))e ™ dx

e}

(o)
4,2
= 4a3a2a1/ po(x)2e™ ¥ dx

(o]

= 4613612611 .
Logo, C3 = 4azazay, mas de (4.14) C3 = cazaza;, entdo

c=4. (4.18)
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Vimos que, como w é uma fungdo par, os momentos

o0 4,..2
U = / xke—x +x dx.

(o)

sdo nulos quando k € impar, ou seja, usj+ =0, para j =0,1,2,....
Para k£ = 0, temos

,uoz/ e~ gy (4.19)

(o)

Integrando (4.19) por partes, obtemos

Hy = —/ x(—4x3+2tx)e_x4+tx2dx
= 4 / xhe= e gy _ oy / x2e~xHx gy
= 4pg —2tu.
Logo,
_ Ho+2tps
Ha 1
Observe que
1
po(x) = —, (4.20)
Ho

de fato,

1= [ o = pieo [ w0 = st
Agora, com a relagdo de recorréncia para n = 0, obtemos

p1(x) = xp;)l(x)‘ 4.21)

Usando os resultados em (4.20),(4.21) e sabendo que

/wﬁwwwmm=L

o)
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temos

—_
|

/_ . (Xpo(x))zwt (x)dx

oo aj

1 [Se]
= ;/ xzp(z)(x)w,(x)dx
1 Y-

1 oo
= / x2wt(x)dx

2
al,uo —0o0

H2
a%#o

Portanto, a% = up/po que é a condigdo inicial dada no teorema.

Observe que
a% + a% = / [xp1(x)]?w; (x)dx.

(o]
De fato, usando a relacdo de recorréncia (4.7) com n = 1 e a ortogonalidade dos polindmios,
entao

/_ [xp1 ()12 () / [a2p2(x) + a1 po ) 2w () d

(o) o]

/_ a%p%(x)w,(x)dx+/ a%p(z)(x)w,(x)dx

(o] —00

2 2

Temos também

2 2
a1+a2

/00 xzp%(x)wt(x)dx

[ee]

2
_ / xz(xpo(x)) W, (x)dx
— al

(o]

1 [o¢]
= / x*w, (x)dx

2
Clll.l() —00

H4
2 b
alﬂO
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+ 2t
ecomoa%:&em:u,emﬁo
0 4
2, 2 _ Mo+2tu 1(1 )
+a? = = (= +21). 4.22
al (12 4#2 461% ( )

E, por fim, substituindo (4.18) e (4.22) em (4.16), encontramos

t
2 2 2 2 _
4an(an+1 ta,ta, |- 5) =n.

O

Van Assche [19] afirma que a relacdo de recorréncia (4.9) ndo € tdo boa para calcular
recursivamente os coeficientes de recorréncia e, além disso, ela € muito sensivel a erros no
valor inicial. A razfo para estes erros € que a solucio esperada € uma solu¢do positiva com
a(z)(t) = 0 e esta solugdo € tnica, ou seja, existe apenas um valor inicial para a%(t) que leva a
uma solugdo que € positiva para cadan > 0. Abaixo vemos um resultado (encontrado em [19])

que garante a unicidade da solucdo positiva de dP; com xy = 0 para o caso ¢ = 0.

Teorema 4.2. Hd uma tinica solugdo positiva de
Xn(Xpe1 + X, +X,-1) = an, a>0,

para cada xo = 0 e x, > 0 para todo n > 1. Essa solugcdo corresponde ao valor inicial
x1 = V4al'(3/4)/T(1/4), onde T'(x) = fooo e 272" Vdz para x € C e Re(x) > 0.

Vamos mostrar, agora, que os coeficientes da relacdo de recorréncia dos polindmios ortogo-
nais com relacdo a fungdo peso w;(x) = e~ %" também satisfazem uma equacao diferencial de
Painlevé na varidvel ¢. Para isso, precisamos do Teorema 3.2, que mostra que os coeficientes da
relacdo de recorréncia de polindmios ortogonais com relagdo a uma fungdo peso w; par sob um

intervalo simétrico satisfazem uma equacao diferencial de diferencas (equacdo de Langmuir).

~ e g ~
A fungdo peso w,(x) = e™ **" € da forma dada pelo Teorema 3.2 para cada ¢ € R, entdo
os coeficientes da relagdo de recorréncia dos polindmios de Freud satisfazem a equacdo de

Langmuir
d
()= a0la, () -a_ Ol =1

d .
Chamando a%(t) = X, € X, = —X,, ¢ entdo, reescrevendo a equacdo de Langmuir e a
dt

equagdo (4.9), obtemos

n=4x,(xXps1 + X, +x0-1 — 1/2), (4.23)

X = X (et = K1) (4.24)
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Diferenciando (4.24), encontramos

144 ’ 4 I4
Xy = X (X1 — Xp1) + X, (X — X))
Substituindo x| € x) | usando (4.24), obtemos

x,,{ = x; (xn+1 - xn—l) + X, (xn+1 (xn+2 - xn) — Xn—1 ()C,,, - xn—Z))-

Os termos X,+1X,4+2 € X,—1X,—2 podem ser substituidos usando (4.23). De fato, de (4.23),
temos

Axpxpe1 = n —4x, (xn +Xp-1 — t/2), (4.25)
Ax,Xp_1 =n —4x,(Xpe1 +x, —1/2). (4.26)

Entao utilizando (4.25) com n + 1 e (4.26) com n — 1, encontramos

AXpe1Xpe2 = R+ 1 —=4x,00 (X1 + X, — 1/2),

4xn—lxn—2 = n—-1- 4xn—l (xn +Xp—1 — t/2)

Logo,

7 / 1
07 = 2 Ctnt =Xn1) =5 (et 4 X-1) 3 (1= 20 425 1) (1= 20) Ctnat +2-1)) . (427)

Agora, eliminaremos x,41 + X,—1 € X,+1 — X,—1 utilizando (4.23) e (4.24). De fato, de (4.23),
temos

n t
Xp+l +Xp-1 =

— Xy + =, 4.28
b, "3 (4.28)
e de (4.24), encontramos
X
Xpnel —Xp—1 = —. (4.29)
x}’l

E como em (4.27) precisamos de 2(x2,  +x2_,), ou seja,
202, +x2 ) = (et +X0m1) + (X1 — Xam1)%,

podemos usar os valores de X471 + X;—1 € X;+1 — X,—1 exibidos em (4.28) e (4.29), para obter as



51

equagoes
(Xna1 +X )2—(n x+l)2— " i +x2 - 1x ’
n+1 n—1 = 4Xn n ) = 16xn ) 4xn nt+ 4 s
X2 (x)?
(xn+1 _)Cn—l)2 = (_n) = 5 >
Xn Xn
que somando, membro a membro, obtemos
2 2
’ 2 N n nt (x;,)
2(xn+1 +xn_1) = ]6xn - 5 E +X —Ix, + Z + — x’% (430)
Entao, substituindo (4.28), (4.29) e (4.30) em (4.27), encontramos
(p)?  3(xa)’ 2 (n r2) n’
V=4 —t(xp) x|+ =) - . 4.31
o 2 Ca)"+ 0\ 7+ 5~ 3, (4.31)

Usando a transformacao

vamos mostrar que y satisfaz uma equacgao diferencial de Painlevé.

Calculando as derivadas da transformacdo, temos

G = (D) e D) =5 (~1/2)

Substituindo essas derivadas em (4.31), obtemos

t2 2

O/ (=1/2)  33(=1/2) gy
8)  2y(=t/2)

2y(—1/2) 2

Y'(=t/2) = =20y (=1/2) + 4y (-1/2) (5 +

t
Fazendo 7z = ~5 temos

2
2y(z)

Esta equagdo € a quarta equacdo diferencial de Painlevé (4.1), ou seja,

’ 2 3
(@) = S+ 25 a0 4 200 (547 -

Pyv: y'=

() 3y’ B
2y 2 y’

n n2

comz:x,a:—zeﬁz—?.
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4.3 Polinomios de Laguerre semiclassicos

Nesta sec@o apresentamos a relacio entre os polindmios de Laguerre semicldssicos com a

quarta equacdo diferencial de Painlevé. Estes resultados sao encontrados em [1, 11] e [19].

Consideramos os polindmios ortonormais p,, sobre R* com relagio a fung¢do peso Laguerre

semicldssica, isto é, com relagdo a
2
wi(x) = x%e ™1 x € R,

coma >-lereR.
Como visto anteriormente, os polindmios de Laguerre semicldssicos satisfazem a seguinte

relacdo de recorréncia

xpp(x51) = a1 () pre1(x58) + by () pr(x;t) + an(t) pa_i1(x:t),

com p_j(x;t) = 0 e os coeficientes da relacdo de recorréncia dados por

CMQiAXWQMquﬂMMw,

i) = [ xpiasommaas

Para a func¢do peso dada acima, temos as seguintes equagdes discretas para os coeficientes

da relacdo de recorréncia.

Teorema 4.3. Sejam a, e b, os coeficientes da relacdo de recorréncia para os polinémios

ortonormais com relagdo a fungdo peso w;. Entdo

_ V2 _h2 a
x,(1) = =20 ya(t) = 2a,(t) —n - > (4.32)
satisfazem
Yn([) + Zn
xn—l(t)xn(t) yl%(t) _ 02/49
| , | (4.33)

yl’t(t)+yl’t+](t) X ([) \/E_m 5

onde 7, =n+a/2.

As equagdes em (4.33) sdo similares com (4.6), ou seja, com a equacgdo assimétrica de
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Painlevé para a dPyy na lista de Clarkson dada em [18], que pode ser dada por

a(vy+ 2z, —b)
Uplp-) = ——F——,

2 2
Vn =Y
(4.34)
C Zn+1/2 +d
Vp+vVpy4yr = —+—m.

Uy u, — 1

De fato, podemos obter (4.33) de (4.34) fazendo u, = x,,/€, v, = €yp, Zn = €en+ea/2,a = 1/¢,
b=0,y=eaf2, c=1/e+1/\2,d=—1]e e fazendo € — O.

O caso t = 0 nos fornece o seguinte resultado:
Corolario 4.4. Sejam os polinomios {p, },>0 ortonormais com relacdo a fungdo peso

2
w(x) =x%™", x>0,

entdo os coeficientes da relagdo de recorréncia desses polindmios satisfazem

a?\2
pi-%)
(yn +Yn+1)()7n + yn—l) = (yn_'_—Zn)Z’ (435)

ondez, =n+af2ey, = 2a,% —n—a/2. Os coeficientes b, podem ser obtidos de

A equacdo (4.35) é um exemplo de equacdo discreta de Painlevé, neste caso a dPyy em (4.5),

ou seja,
(x2 = a®) (x2 = b?)

(x, + Zn)2 —c?

dPyy : (xn+1 +xn)(xn +xn—1) =

b

a
comz, =n+a/2ecolocando x,, = y,,a=>b = > ec=0.

Adiante apresentamos a prova do teorema e do coroldrio acimadadaem [1]. A demonstracdo
desses resultados envolve a teoria de Par de Lax. Mas antes, como foi definido no Capitulo 3,

podemos reescrever a relacdo de recorréncia dos polindmios ortonormais como
xP =]JP,

onde J e P sdo as matrizes definidas em (3.15).

Como vimos em (2.17), a funcdo peso w; satisfaz a equacdo de Pearson, ou seja,

[xw ()] = (1 + @ + tx — 2x%)w; (x).



n
Consideramos a expansdo de Fourier do polindmio xp),(x;t) = Zak Pn—k(x;1) com
k=0

(1) = /0 (65 1) i (5 1wy ()

Calculando a integral por partes e deixando a dependéncia de ¢ implicita, obtemos

(9]

ag =—/0 Pn(X)xp;_k(x)w,(x)dx—/O P (0) Prie () [xw; (x)] dx,

ou seja,

av== [ papl w0 [ pa0pas (1 4k - 22

Devido as condicdes de ortonormalidade, essa integral se anula quando k > 2. Para k =

temos o
0 =2 / 2 () Pz (¥)wy () .
0

Dai, aplicando a relagcdo de recorréncia para n — 2, encontramos
o
=21 [ paxpacr (),
e aplicando a relagdo de recorréncia para n — 1, obtemos
o =2a,d,-1.
Comparando os coeficientes que acompanham x", segue que
o) =n.
Agora, podemos escrever o polindmio xp;, na forma matricial como
xP' = LP,
com

L= 2a2a1 Az 2
2613612 A3 3

54

2,



55

Ay = /0 ooth?;(X)pnq(X)Wr(X)dX-

Juntamente com a relagdo de recorréncia, isso nos leva ao seguinte
xP =]JP,
(4.36)
xP’ =LP.

Apresentamos agora a demonstragdo do Teorema 4.3 juntamente com a demonstragcdo do

Corolario 4.4.

Demonstragcao. Uma relacdo entre as matrizes J e L pode ser encontrada calculando a compa-

tibilidade de (4.36), ou seja, calculando x(xP)’, e entdo obtemos
JL-LJ=1J.
De fato, derivando a relacio de recorréncia com respeito a x, temos
P+xP =JP+]JP,

onde f’ = df/dx. Como J')P = 0 e xP’ = LP, podemos substituir esses valores na ultima

equacao e multiplicar o resultado por x para obter
xP + xLP = xJP,

que se reduz a J = JL — LJ, ou seja, igualando os termos das matrizes obtidas, temos

b, = aus1Ans1 — anAy, 4.37)
Ap(by-1 = bp) +2a, = 2“/1(“,214.1 - a,zl_l)’ (4.38)
an—lAn - anAn—l = 2anan—1 (bn - bn—2)- (439)

Dividindo (4.39) por a,a,—; e observando que n > 2, entao

n

2,

J=2

Aj Ajo

aj aj_1

= > (2(b; — b)),
j=2

que nos fornece

A A
2= -1 +2(bn + bn—l - b1 - b()).
an ai

Observe que

A= /0 xp, (6) po (6w (x)dx.
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Calculando a integral acima pelo método de integracdo por partes, obtemos

Al = —/ Po(X)p1()[1 +a +1x — 2x* ] w, (x)dx.
0
Aplicando a relacdo de recorréncia, segue que A; = a;(2by + 2b — t). Consequentemente,
A, =a,2b, +2b,_1 —1). (4.40)

Usando essa expressdo em (4.38) e em seguida dividindo por a,,, obtemos

(2by +2by—1 — 1) (bye1 — by) +2 = 2(a2,, —a>_).

n+l ~ “n
Observe que n > 1, entdo
n n
((2bj+2bjy = 1)(bjo1 = b)) +2) = > (2(a%,, - a3))),
j=1 j=1

que resulta em
2al+ b2 +al, ) —thy = 2n +2(ai + b2 +d?) — thy.

Note que
2(a(2) + b(z) + a%) —thy = /OOO(sz - tx)p%(x)wt(x)dx
= - /Ooop(%(x) [xw,(x)] dx+a+1
= a+l,
consequentemente,
20ai+bi+a’,) =th,+2n+a+1. (4.41)

Como n > 0 em (4.37), podemos fazer a seguinte soma

n n
Z bj = Z(a]'+1A]‘+l - (l]A]).
7=0 7=0

Logo,

n—1
bj = anAn, (4.42)
j=0

pois ag = 0.



Multiplicando a equacao (4.38) por a, e sabendo que n > 1, temos entdo
D (Ajaj(bjo = bj) +2a%) = Y (2a3(al,, —aj_))).
Jj=1 Jj=1

A equacdo anterior pode ser escrita como

n n
2anaz, =2 a5 = » ajA;(bj1=b))
=0 j=1

n—1
= Z(a_,-+1Ai,~+1 - aJ-Aj)bj - anAnbn
Jj=0

n—1
= > b —aAsby,
J=0

onde foi usado (4.37) na dltima linha. Logo, temos

n—1 n

2.2 _ 2 2
2ajar,, +anAhy = ) B3+2) a3
j=0 j=0

n n

n—1
_ 2 2 2
= Z bj + Z a; + a;
=0 =0 j=0
n—1 n—1 n—1
_ 2 2 2 2
= bj+Z:aj+an+z“aj+1
J=0 J=0 Jj=0

n—1
_ 2,22, 2 2
= E (aj + b5 +aj+1) +a;.
s

Agora, usando (4.41) e (4.42), obtemos

n—1 n-1

1
Z(a5+b§+a?+1)+aﬁ EZ(tbj+2j+Q+l)+a,21
Jj=0 j=0

t nn+«a
= Ea"A” + % + [l,zl.
Logo,
¢ nn+a)
za%azﬂ = EanAn - anAnbn + T 121

Substituindo (4.40) na dltima equacao obtida, t€ém-se

4ata?,, = n(n+a) +2a: — a2(2b, — 1)(2by +2b,_1 — 1).

n="n+

1 n—1 1n—l
— 4 ; 2
2th::0bj+2jZ::0(2] +a+1l)+a,

57

(4.43)
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Agora, vamos separar a continuac¢ao dessa demonstragdo em dois casos: 1 =0et # 0.

Considere o caso t = 0, entdo a equagado (4.43) torna-se

4ata’,, = n(n+a) +2a; — 2azb,(2by +2b,_1),

ou seja,

4a%ai+1 =nn+a)+ 2aﬁ - 4a,%b,% - 4a,%b,1bn_1,

Usando (4.41) para substituir 52 na equagio acima, temos
4a§bnbn_1 = (2a§ — n)(Zaﬁ -n-a).
Elevando a equacio anterior ao quadrado e substituindo b2 e bi_l usando (4.41), obtemos
(2a,21)2(2a,% +2a%,  —-2n—a - 1)(2a,% + Zai_l -2n—a+1)= (261,21 — n)z(Zaﬁ —(n+a)).

n+l

Usando a substitui¢do y, = 2a2 — n — a/2, entio

2,2
a
Sy
()’n +Yn+l)(yn +yn—l) = (yn_'_—ZH)Z’

onde z, = n+ a/2, provando entdo o Corolério.

O primeiro valor inicial,

Yo=—7»

segue do fato de que ag = 0.

Como p(z)(x) = 1/up, onde i € o k-ésimo momento relacionado a fungdo peso w,, da

relacdo de recorréncia, temos by = u;/up. Observe também que

a% + b(z) = /Om(xpo(x))zw,(x)dx.

A partir disso, obtemos

2
5 M2HO — K
@y =5
Ho
e entao encontramos )
M2 — 1 lo’s
y=22 A

pl 2
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Usando a integrag@o por partes em p para encontrar

2
Hk = mﬂlﬁz,
entdo temos o nosso segundo valor inicial
a 243
Nn=5-—7=
2

Considere agora o caso ¢ # 0. Para este caso ndo € possivel ter a reducdo do sistema

20ah+bp+a>, ) =thy+2n+a+1,

4a2a’, = n(n+a)+2a —a2(2b, —t)(2b, +2b,_1 — 1)

n+1
L ~ o 2 2 ~
emuma tnica equagdo. Usando as substitui¢cdes y, = 2a,—n—«a/2ex, = Py nas equagoes
- n
acima, obtemos o seguinte sistema
Yo 1x _ Yn +Zn
n—14n - 5 5 .0
2
Yn— 0'2/4
N 1| ¢ 1
YntYnsl = —|—=——")
Xn \/5 Xn
com z,, = n+ a/2. As condicdes iniciais sdo dadas por
1
apg = 0, bo = IJ—
Ho
ou
y a X ‘/5/10
0=—"%, X0=T—F -
2 tho — 2411
E, com isso, provamos o Teorema 4.3. O

Agora vamos mostrar que os coeficientes da relacdo de recorréncia dos polindmios ortonor-
mais com respeito a funcdo peso (2.16) satisfazem a quarta equacdo diferencial de Painlevé na

varidvel ¢. Para isso vamos precisar do Teorema 3.1 (equacdes de Toda).

Da primeira equagdo em (4.33), temos

22y, +2n+ @)
xn(az - 4)’,21) .

Xp-1 = —

(4.44)



De (4.32) temos as seguintes expressoes para a,zl e b, (em termos de x, € y,,),

b tx, — V2 , 2y +2n+a
n=—— a4, = ——————.
2x, " 4

A derivada de b, comrelagdo at é

2 ’

b = x5+ V2x),
n= 2
2x;

Colocando as expressdes acima na equacgdo (3.5), obtemos

x2 +V2x!, 2y +2n+2+a _ 2y, +2n+«
2x2 4 4
_ Yn+l — Yn +1
2 b
e, consequentemente,
2 ’
X:+ V2x
yn+1=_n 3 n"'yn_l-
n
Portanto,
xl%yn - \/Ex;,
Ynel = — 5
xn
df
onde f/ = —.
/ dt

Substituindo (4.45) na segunda equacdo em (4.33), temos

1|t 1) N x%yn—\/ix;
vz x] x}

2x2y, +V2x

X;

e, portanto, isolando y,, chegamos em

V2tx, — 2V2x!, = 2

4x%

Yn =

60

(4.45)

(4.46)

Por outro lado, derivando y, = 2a2 — n — a/2 com relagio ¢ e substituindo as expressdes
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para a2 ¢ b, na equagdo (3.4), obtemos

" 2 2%, 2%

V2 e 1 1
—|yn+n+—= -—1,
2 Y 2 Xn—1 Xn

que resulta na seguinte expressao para y’,:

;L (2y,,+2n+a/)(x,,t—\/§ xn_lt—\/z)

1 1 1
= —(yptn+a/2 -—1
y}’l \/E(yn n a// )(x”_l x”)
Usando (4.44) podemos eliminar x,_; da equagdo acima para obtermos

, —2(2yn +2n+a) — x2(a? —4y,1)
y
" 4\/5)6,,

que envolve y;,, x, € y,. Da mesma forma, a equagao (4.46) fornece uma expressdo para x,, em

(4.47)

termos de x,, € y,, ou seja,

, V2ix, — 4x,%y,, -2
X, = )

2V2
Diferenciando com respeito a ¢, obtemos
X, +1x’
X, = % - \/E(y;x,% + 2y X, X))

Agora, usando (4.46) e (4.47) para eliminar y, e y,, finalmente conseguimos uma equacio

diferencial ordindria ndo linear de segunda ordem para x,, da forma

3(x)* 1 2.3 Xp 3
(LT ——((t"-4-8n-4 — -
AL " “)Jr\/‘ 4x,’
E entao, substituindo
2
X, (1) —i, t =2z,
y(2)
na equacdo encontrada, temos
” (y'(t/2))? 3y3(t/2) 2 y(t/ ) 2a°
v(t]2) = + ye(t/2) + ( —4—-8n—4a) - )
2y(t/2) 2 y(1/2)
Fazendo t = 2z, isto €, t/2 = z, entdo obtemos
’ 2 3 3 202
y'(z) = (@) + 2 (2) +42y%(2) +2y(2) (2 =1 -2n—a) -
2y(z) 2 y(z)’
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que ¢ a quarta equacdo diferencial de Painlevé (4.1),

2 33
,,_(y) +—+4xy +2y(x? —y)+é
y

Py :
v 2y >

ondez=x,y=1+2n+aepf=-2a°

4.4 Polinémios de Charlier generalizados

Nesta se¢do vamos apresentar a relacdo entre os polindmios ortogonais discretos de Charlier
com as equacgdes de Painlevé. Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [5, 18] e
[19].

Como vimos anteriormente, os polindmios de Charlier generalizados sdo ortonormais com

relacdo ao peso discreto

ak

k()i

e satisfazem a seguinte relagdo de recorréncia

w(k) = keN,a>0,n>0, (4.48)

kpn(k; a) = an+1(a)pn+1(k§ a) + bn(a)pn(k; a) + an(a)pn—l(k; a), (4.49)

com p_j(k;a) =0 e coeficientes a,(a) ¢ b,(a) dados por

an(@) =" kpa(kia)pp-i (ks a)w(k), (4.50)
k=0
ba(a) = Y kph(k; ayw(k).
k=0
Além disso, os polindmios de Charlier generalizados satisfazem a relagdo de estrutura
pu(k+1) =p,(k) + Appp-1(k) + Bypu-a(k). 4.51)

Os coeficientes da relagdo de recorréncia dos polindmios de Chalier generalizados satisfazem

a seguinte propriedade:

Propriedade 4.5. Os coeficientes a, e b, da relacio de recorréncia para os polindmios orto-

normais com relacio ao peso (4.48) sobre N satisfazem

by(a)+by—1(a) —n+n= (4.52)

an
az(a)’
( )

by-1(a) = by(a) +1 = ar, (a) —a,_ (), (4.53)
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com condig¢des iniciais a(z)(a) =0e bg(a) = u1/uo.

Demonstragdo. Aplicando o operador de diferencas A na relac@o de recorréncia (4.49), encon-

tramos

(k+1)pn(k+1;a) — kpu(k;a) = ans1(a)Apni (ks a) + by(a)Apn(k;a) + an(a)Apn-i(k;a).

(4.54)

A partir de agora deixaremos implicita a dependéncia de a. O lado esquerdo da equagdo
anterior pode ser escrito como (k + 1)Ap, (k) + p,(k). De fato,

(k+1DAp,(k) + pn(k)

(k+ 1) [pn(k+1) = pa(k)] + pu(k)
(k + l)pn(k + 1) - (k + l)pn(k) +pn(k)

(k+Dpp(k +1) = kpn(k).

Usando a relagdo de estrutura (4.51) substituimos Ap,, Ap,+1 € Ap,—1, em (4.54), para
obter

(k + 1)(Anpn—l(k) + Bnpn—2(k)) + pn(k) = an+1(An+1pn(k) + Bn+1pn—l(k))
+bn(Anpn—l(k) + Bnpn—Z(k)) + an(An—lpn—Z(k) + Bn—lpn—3(k))-
Agora, usando a relacdo de recorréncia (4.49), eliminamos kp,—; € kp,—», € encontramos
An(anpn(k) + bn—lpn—l(k) + an—l(k)pn—Z(k)) + Bn(an—lpn—l(k) + bn—an—Z(k) + an—ZPn—?)(k))

+Anpn—1(k) + Bnpn—Z(k) +pn(k) = an+1(An+1pn(k) + Bn+1pn—1(k))

+bn(Anpn—l (k) + Bnpn—Z(k)) + an(An—lpn—Z(k) + Bn—lpn—3(k))-

Em ambos os lados da igualdade acima temos uma combinacdo linear de quatro polindmios

Pns> Pn—1> Pn—2 € Pn-3, comparando os coeficientes desses polindmios, obtemos

Apan+1 = ap1Apsr, (4.55)

Apyby_1+ Buay—1+ A, = au1Bpe + brA,, (4.56)
Apan-1 + Byby,2+ B, = b,B,+a,A,-1, (4.57)
B,a,-» = a,B,_. (4.58)

De (4.55) temos a,+1An+1 — Apa, =1, n > 0, ou seja, calculando

n

Z(aj+1Aj+l —Ajaj) = Zn: 1,

J=0 J=0
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disso obtemos

Aqa, =n.
De (4.58) conseguimos a relacio
By, _ By _ _ B, —c
= == =c,
anpdp—1 ap-1an-2 azai

onde ¢ € uma constante, ou seja, B, = ca,a,-1.

De (4.56) encontramos

An(bn—l — b, + 1) = Can(a;%ﬂ - aizl—l)’

e, multiplicando por a,,, obtemos

n(b,_1—b,+1) = caﬁ(aiﬂ - ai_l). (4.59)
De (4.57) temos
A, A,
c(by=bya—1)="L -0 p>o
ap an-1
e entdo, somando de 2 a n,
n n
An An—l
b,—b,2—1)= —— ,
cé( w=bia=1) ]Z; - an_l)

obtemos

A
= byt by —bog—b—n+1),
ap aj

: 2
que mulplicado por a; nos fornece

n=-—"24+ca*(b,+bpy —by—by—n+1). (4.60)

As equagdes (4.59) e (4.60) ainda contém as constantes c, by, by e a%. Multiplicando a
relagdo de estrutura (4.51) para n = 1 por p( e utilizando a propriedade de ortogonalidade
(2.18), obtemos

A1 = po(k) Y Api(kyw(k),
k=0
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que, ap6s alguns cdlculos, também pode ser reescrito como

Ar==po(k) D pr(k)Vw(k). (4.61)
k=0

De fato,

Ar = po(k)[w(0)(pi(1) = p1(0)) +w(1)(p1(2) = p1(1)) + w(2)(p1(3) = p1(2)) +.. ]

= po(k)[=p1(0)(W(0) =w(=1)) = pr(D(wW(1) =w(0)) = p1(2)(W(2) —w(1)) —...]

= po(k) ) =pr(k)[w(k) = w(k = 1)]
k=0
= —po(k) ), p1(k)Vw(k),
k=0

assumindo w(—1) = 0.
Usando a equagao de Pearson (2.20) no somatorio acima, obtemos

1 N BN
A== D 2 kp Rpokne () + 2 2 K1 (R pokyw ()

Dai, usando (4.50) no primeiro somatorio e a relagdo de recorréncia (4.49) no segundo, temos
a
A= —I(I]— 1+b0+b1).
a
Lembrando que a;A; = 1, consequentemente

2 _ a
1_b0+b1+7]—1'

a

De maneira similar, multiplicando a relacdo de estrutura (4.51) para n = 2 por p( e usando

a propriedade de ortogonalidade, concluimos que

By = po(k) D Apa(k)w(k)
k=0

e, analogamente ao que foi feito em (4.61), temos

By ==po(k) ), p2(K)Vw(k).
k=0
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Usando a equagao de Pearson (2.20), obtemos

1 [o¢]
By =~ > K2 pa(k)po(k)w(k).
=
Como consequéncia da relagdo de recorréncia (4.49), temos B; = aja;/a. Recordando que
B>/aray = ¢, entdo

c=—.
a

Agora substituindo ¢ e a% em (4.59) e (4.60) encontramos as equacdes desejadas (4.52) e
(4.53).

Para encontrar os valores iniciais basta usar a relacdo de recorréncia para n = 0, ou seja,

kpo(k) = aipi(k) + bopo(k) +aop-1(k).
Como p_;(k) =0, logo ag = 0. Além disso, para o segundo valor inicial, observe que

(k = bo)po(k)
al ’

pi(k) =

Multiplicando essa equacio por p( e usando as propriedades de ortonormalidade dos polindmios

{pn}n>0, Obtemos

Denota-se uma equacao de diferencas de ordem m por

)’nzf(Yn—l,yn—Z,"' 9yn—m,ﬁn), n=m,
Y0, Y1, s Ym—-1 ERdadOS.

Observe que (4.52) ¢ uma equagdo de primeira ordem para b, mas (4.53) é uma equagdo de
segunda ordem para a,. Temos que trabalhar um pouco mais para chegar em duas equacdes
de primeira ordem ou uma equacdo de segunda ordem. Abaixo temos um resultado que nos

fornece duas equacgdes de primeira ordem.

Teorema 4.6. Os coeficientes da relagdo de recorréncia dos polinémios de Charlier generali-

zados ortonormais com relagdo ao peso (4.48) satisfazem

(a2, (a) —a)(ap(a) — a) = ad,(a)(d,(a) +n - 1), (4.62)
do(@) +dyei(@) +n 4 —1= o, (4.63)
ay(a)

onde d,(a) = b,(a) —n.
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Demonstragdo. Para simplicar os cdlculos deixaremos implicita a dependéncia de a. De (4.52)
encontramos

an = a%(b,1 +by_1 —n+n).
Substituindo a equagdo anterior em (4.53), obtemos

2 2
ntl = Gp-1-

(by—1 = by +1)(by+ by —n+n)=a
Seja (d,),>0 uma sequéncia tal que b,, = n + d,,, entdo a dltima equagao torna-se

(dy-1—dy)(dy+dp—1+n+n-1) = a’ az_l,

n+l ~ %n

ou seja,
(d>_, = dD) +n(dy1 —dp) + (= 1)(dpy — dy) = a2,, —a>_,. (4.64)

n+l — “n

Por outro lado, (4.53) é

2 2 2 2
an(d,—1 —d,) = aya, , —a,_,a,,

e substituindo esse resultado em (4.64), encontramos

1
(dg—l - d;%) + ;(a%a;zﬁl - 0,21_105) +(n—D(dp-1 —dp) = af,+1 - 0,21_1, n>1.
Ap6s cdlculos simples, obtemos
1
d3 —d> + ;aﬁaﬁﬂ +(n—1)(do—dy) = a?,, +a’—aj. (4.65)
De fato, calculando
n a’a, —a>_ . a> 4
Jj o+l —-17j

Do, - i+ — "+ (= (1~ d)) | = D@, —a )
Jj=1 J=1

obtemos (4.65), que ainda contém as contantes dy = b e a%.

Observe que

o]

ad+ 53 = [kpo(k)Pw(k). (4.66)
k=0
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De fato, usando a relagdo de recorréncia (4.49), temos

o]

D lkpot)Pw(k) = " (aipi(k) +bopo(k) +aop-1 (k) w (k)

D (atpi(k) + b pg(k))w (k)
k=0

)
= al+b0.

Considerando os momentos y, definidos em (2.4), ou seja,

o= ) K"w(k),
k=0

podemos escrever (4.66) como

(o]

D kpo(k)1Pw(k) = 22,
Ho

k=0

pois p(z) = 1/po, e por outro lado, usando a ortogonalidade na equacdo de Pearson (2.20), temos

(o]

> av(h) = 3 (a = (= ik = b
k=0

k=0

que resulta em
0=apo—(n-Dur - po.

Mas, pela relagd@o de recorréncia e ortogonalidade, temos by = w1/, € consequentemente

2
a%"‘b(z):'u_:a—(’?—l)bo-
Ho

Substituindo todas as informagdes em (4.65), obtemos

2.2

a.a
nel 2 2, n
a _an+1_an+a_dn+(77_1)dn-

Fatorando o lado esquerdo chegamos em (4.62). E (4.63) é a mesma equagdo que (4.52)

com b, =d, +n. O

Quandon =1em (4.62) e (4.63), temos

2 2 2
(an+1 - Cl)(dn - Cl) = adn’
an

(4.67)

d,+d,.1+n= (4.68)

_’
a;



69

consequentemente a2 — a tem sinal constante, pois como ad? > 0, entdo
2 2
(a,., —a)(a,—a) >0,
2 2 2 2 -
logo (a;,, —a) > 0e(a,—a) >0ou(a,, —a) <0e (a,—a) <0 paratodon > 0.

Entio, ag = 0 implica que a2 —a < 0 para todo n > 0, consequentemente podemos introduzir a
sequéncia (c,)p>pcomcy=1e a,% —a= —ac,zl. Substituindo essa equagdo em (4.67), obtemos

22 2
ac,c,. =dy,
ou, ainda,
dn = \/Ecncnﬂ,

onde escolhemos o sinal de c,+; igual o sinal de d,c,. Inserindo a dltima equacdo em (4.68),

temos

n
Vacy(cnst +cp-1) + 1= T

Cn

que nos fornece
ney

va(l-c3)

Essa equacdo € a segunda equacdo discreta de Painlevé (4.4), ou seja,

Cnt1 +Cp—1 =

xplan+pB)+y

1 —x2 ’

dPyr @ xp1 +Xp-1 =

comx, =cy,a=1/yJaeB=y=0.
Agora relacionaremos os polindmios de Charlier generalizados com as equagdes diferenciais

de Painlevé. Para isso, fazemos a = e’ na fungdo peso (4.48), ou seja,

etk

wk)=—— keN,teR, n>0,
®) = 7

e conseguimos a fungdo peso da forma
wi(k) = e w(k),

onde a funcdo peso w € discreta sobre N. Consequentemente, os coeficientes da relacio de
recorréncia, como uma funcgdo de ¢ = [n(a), satisfazem as equacdes de Toda (3.4) e (3.5). Eles
também satisfazem as equagdes ndo lineares (4.62) e (4.63). Estudamos agora os coeficientes da
relacdo de recorréncia como uma fungdo de a ao invés de ¢, faremos essa alteragdo na varidvel

apenas para facilitar os cédlculos. Além disso, usamos

xa(a) = ap(a) = az(e') e yau(a)=by(a) = ba(e)
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’ dxn e r dyn
*n = In=a
Note que,
o lm@ L L@
=T 0 s dt
entdo as equacdes de Toda tornam-se
, xn(a)
xy(a) = ——=(yn(a) = yu-1()), (4.69)
, 1
yn(a) = ;(xn+l(a) _xn(a))7 (470)
e as equagdes ndo lineares (4.62) e (4.63) tornam-se
(xn(a) —a)(xpr1(a) —a) = a(yn(a) —n)(yn(a) —n+n-1), (4.71)
an
yn(a) + yp-1(a) —n+n = : (4.72)
Xq(a)

Calculando a derivada de (4.69) com respeito a variavel a, temos

_ax(a) = x,(a)

grta) = 22D (4 ) — gy + D @) = vy ).

A partir de agora deixaremos implicita a dependéncia de a para facilitar os cdlculos.

Usando (4.69) e (4.70) para subtituir y, — y,—1, y, € y,_, encontramos

" _ (X, ﬁ)x:z _ 2xn(xn - Cl)

a

Xn
X a2 + ;(XIHI +Xp-1 — 261) (473)
n

Fazendo (4.71) paran e n — 1, ou seja,

a(yn—n)(yn—n+n-1),
a(yn—l —n+ 1)(yn—1 -n+l+n- 1),

Paran: (x, —a)(x,+1 —a)

Paran—1: (x,-1 —a)(x, —a)
podemos somar essas equacdes para obter
(xn = a)(Xpe1 +xp-1 —2a) =a(yp—n)(yn—n+n—1)+a(yp-1 —n+1)(yp-1 —n+1n).
Observe que o lado direito da dltima igualdade pode ser escrito como

a((yn=n)(yn=n+n=1)+ (yp-1 =n+1)(yp-1 —n+n))

1 1
=a E(Yn + Y1 — 2n)% + E(Yn ~ V)2 F N+ Ypo1 =20+ 1) = (¥ = Y1) |.

Com (4.69) e (4.72) podemos substituir y, — y,—1 € y, + ¥,—1, respectivamente, na equacao
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a((yn=n)(yn—n+n—=1+ p-1 —n+1)(yp-1 —n+n))

1/an 2 1y xp)\2 an x),
=a —(——n—n) +—(a—) +n(——n—n+1)—a— .

2\x, 2\ x, Xp Xn
Consequentemente

1 2 1 '1\2
(xn_a)(xn+l+xn—1_2a)=a(§(ﬂ_n_n) + ( xn)
X

que substituido em (4.73) nos fornece

’
. , Xn\X,  2x,(x, —a)
X = \Xn = — —
Xn a

n
— a—
n n Xn

Xn l(an )2+1( x,’l)2+ (an +1) X,
—|z|——-n- —la— ——-n- .
alx, —a)\2\x, g 2\ x ay g

Essa € uma equacdo diferencial ndo linear de segunda ordem para x,. Queremos identificar

tal equacdo como uma equacao de Painlevé.

Note que a equagdo anterior pode ser reescrita como

. 1 ,\0 Xy, , 2x,(x, —a)
= —|— + — —
n 2 (xn X, —d ) () a(x, — a)x” a?
an 1w  mowhdn % (4.74)
2 x,(xp—a) x,—a 2a Xp—a

Essa equacdo contém (x/,)? e tem singularidades quando x,, = 0 e x,, = a, consequentemente

ela é similar com a equagdo diferencial de Painlevé V (Py), mas Py tem singularidades quando
y=0ey=1.

Seja a transformacao

a
Calculando a primeira e segunda derivada, temos
, o 1=y(a)+ay'(a)
xn(a) -

. o @@ @ | 2a((@)
(1= ¥(@)? T @? T a—y@r T =@y

Considerando a partir desse momento a dependéncia de a implicita e substituindo x,,, x], e x,/

71
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na equacgao (4.74), obtemos

2y

e

e essa € a Painlevé V em (4.2), ou seja,

Py : y”:(i_kL)( )2 y (y— )2( y+ﬁ)+ﬂ

2y  y-1 X x2 y X
oy(y+1)
y—=1 "~
2 2
-1
comx:—a,a:%,ﬁ:—%,y:Zed:O.

4.5 Polindomios no circulo unitario

Nesta secdo estudamos a relacdo entre os polindmios ortogonais no circulo unitario com
respeito a funcio peso
wi(0) = —e' @ g e 0,2n],
2

e as equagdes de Painlevé. Estes resultados sdo encontrados em [15] e [19].

Como ja definido em (2.26), os polindmios ®,, satisfazem a recorréncia de Szegd
2@y (231) = Pe1 (231) + a0 (@} (251), (4.75)

onde @} (z;¢) € o polindmio reciproco e @, () € o coeficiente de Verblunsky.

A compatibilidade entre a relagdo de estrutura (2.28) e a recorréncia de Szegd (4.75) €

apresentada no seguinte resultado, encontrado em [19].

Teorema 4.7. (Periwal-Shevitz) Os coeficientes de Verblunsky {a,},>0 para os polinomios

ortogonais sobre o circulo unitdrio com relagdo a fungdo peso w;(6) = z—etc" ) satisfazem
Vs

a equagdo ndo linear
=301 = a20) @ () + a1 (1) = (1 + Da(0). (476)

e 1 ~
Os valores iniciais sao a—_1(t) = =1 e ap(t) = ﬂ—, onde [y sdo os momentos.
Ho

Demonstragdo. Deixaremos a dependéncia de ¢ implicita para simplificar os cédlculos. Calcu-
lando a derivada da recorréncia de Szegé (4.75), temos

D, (2) + 2P, (2) = @y, (2) + @ (P)'(2),
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pois os coeficientes de Verblunsky sao todos reais, ou seja, @, = @,.

Substituindo as derivadas @, e @’ | usando a relagdo de estrutura (2.28), obtemos
Z(ﬂ@n—l (Z) + Bnq)n—Z(Z)) + q)n(z) = (l’l + l)q)n(z) + Bn+1q)n—1 (Z) + a’n(q);kl)/(z)-
Agora, usando a recorréncia de Szegd para substituir z®,,—; e z®,—,, temos

n(®,(z) + a'n—lq);_l (2)) + By(®y-1(2) + a’n—Zq)Z_z(Z)) +®,(z2)
= (n+ 1)@, (z) + Bus1Pp-1(2) + @ (®,)"(2),

ou, ainda,
na’n—l(I);;_l(Z) + B, ®y-1 (Z) + a’n—ZBnq)Z_z(Z) = By 1Py (Z) + Qn(q):;)’(z)- 4.77)
Como @;(z) = ®,(0)z" +... = —ay—1P,(2) + ..., substituindo em (4.77), temos

nap—1 [_a'n—Z(I)n—l(Z) +.. ] + Bnq)n—l(z) + Bna’n—Z [—61/11_3@,1_3(2) +.. ]

= By1®p-1(2) + ap[—nay-1@p-1(2) + .. .].
Igualando os coeficientes de ®,_;, encontramos
—NAp-1Ap—2 + By = Byy1 — na,ap-y,
que nos fornece,

By+1 — By = nay-1 (@, — ay-2).

Dai, usando a expressdo (2.29) da Propriedade 2.13 para substituir os valores de B, ¢ Bj41,

concluimos que

2

k? k2

n+l

(k2 ki
( L2 na’n—l(an - a’n—Z)-

Finalmente, com a expressdo (2.27) e lembrando que os coeficientes de Verblunsky sdo
reais, obtemos

! 2 2 2
L0 =) (@5 — )] = nay-1(an - an-2).
Substituindo n — 1 por n na equagdo anterior, temos

L1 = a2) (02, — a2, )] = (n+ V(@ — an-y).

N

Note que o lado esquerdo da dltima equag¢do pode ser escrito como

t t
5[(1 —a))(at a2, )] = —5(1 — a2) (i1 + ¥ne1) (a1 — Apet).
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Entdo, encontramos a equagdo desejada, isto &,
! 2
—5(1 — ;) (@1 +ap-1) = (n+ 1)a,.

Para as condi¢des iniciais, temos a—; = —®(0) = =1 e ¢y = —P;(0), entdo D (z) = z— .
Note que,

2r
/ 1 ()0 (2)w, (0)d6 = O,
0

e substituindo @ (z) = z — @, ou seja,

2r 2r
‘/z%@mﬁw=/ Do (2) w1 (6)dD,
0 0

obtemos )
J awi(0)de
@y = 27r—’
Iy wi(6)de
que € a razdo dos momentos, ou seja, g = 1/ uo. O

A relacdo de recorréncia nao linear (4.76) corresponde a segunda equacdo discreta de

Painlevé (4.4), ou seja,
xplan+B) +a

9
1 —x2

dPyp: Xpp +Xxpo1 =

coma, =x,, a=pB=-2/tea=0.

Agora mostramos que além dos coeficientes de Verblunsky satisfazerem uma equagdo dis-
creta de Painlevé, eles também satisfazem uma equacio diferencial. Para isso vamos combinar
as equagoes (4.76) e (3.11). Novamente, no que segue, a dependéncia de ¢ ficard implicita. De

(4.76), temos
2(n+1)a,

Upe] + Ay = — . 4.78
+1 1 (1= ad) (4.73)
E de (3.11), o
a
Ap+l — Ap-1 = nz' 4.79)
-«

Derivando (3.11) com relacdo a ¢, obtemos
2, = 2aua, (@ue1 — ap-1) + (1 = a/g)(cx:Z+1 —a,_)).

Consequentemente, podemos usar (3.11) para substituir @, € @, _,, e concluir que

-1’

144 / 1
2a) = —Za/na/n(a/,ﬁl—an_1)+§(l—a/%)[(1—wi+1)(an+2_(ln)_(l_a’z—l)(a’n_(ln—Z)]- (4.80)
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De (4.78), obtemos

2(n+2
(1= apDane = —(1 —al, )y — B+ . (4.81)
2n
(1- a'yzl_l)a’n—Z =—(1- a’,%_l)a/n - Ta’n—l, (4.82)
de fato,
2(n"'z)a'nﬂ
e+ Ay = ———————,
(l—a;,))
ou seja,

2(” + 2)er1+1

2 2
(1 - O‘/n+l)a,n"'2 = _an(l - an+1) - ¢

O cdlculo de (4.82) € andlogo.
Agora, substituindo (4.81) e (4.82) na equacao (4.80), temos

2, = 2, (@pe1 — ap-1) + (1 - aﬁ)an(aiﬂ + 015_1 -2)

(-2

[(n+ 1) (@1 +ap-1) + (@pe1 — @p1)].

Consequentemente, usando o fato de que (a + b)> + (a — b)?> = 2(a® + b?), onde a = a4 €
b = a,-1, e usando as equagdes (4.78) e (4.79), encontramos
" a, , @, . (n+1)?

2
S g, (1-a?)+ .

(4.83)

Considerando a transformacao racional

1+y
ap = —o,

I-y

e calculando a primeira e a segunda derivada com relacdo a ¢, temos

R ) (e VR O
o=y ! (1-y)’

Substituindo esses valores em (4.83) e fazendo algumas manipulagdes, obtemos

” 1 1 n2 yl (l’l+ 1)2 2 1 2y(y+ 1)
= — _ L 1 ) [P s
Y (2y+y—1)(y) t+ 812 O )(y y) y—1

b



que ¢ a quinta equacao diferencial de Painlevé (4.2), ou seja,

" 1 /7 ’
Py: 'y =(_+_)(y)2+y_+ -
y—1 X X
(n+1)>?
comt=-x,a=—f8= 2

,y=0e06=-2.

(y-1)?° (ay

B

y

)

oy(y+1
LYy oG+ D)

X y—1

b

76
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5 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo estudamos a relacdo das equagdes diferenciais e equacdes discretas de
Painlevé com os coeficientes da relacdo de recorréncia de trés termos de polindmios ortogonais
semicldssicos. Para entendermos essas relagdes apresentamos os polindmios ortogonais cléssi-
cos e semicldssicos e uma propriedade importante deles que € a relacdo de estrutura. Mostramos
também as equagdes do tipo Toda que foram importantes para relacionar os polindmios com as
equagoes diferenciais de Painlevé. O interesse pelo estudo envolvendo as equagdes de Painlevé
se da pelo motivo de serem equagdes ndo lineares importantes na teoria de matrizes aleatdrias,
em sistemas integrdveis, mecanica estatistica, gravitacdo quantica em duas dimensdes, entre
outros.

O principal capitulo desse texto é o Capitulo 4, nele apresentamos as equacoes de Painlevé
e, em seguida, relacionamos tais equacdes com alguns polindmios. Cada polindmio foi relaci-
onado com uma equacdo discreta de Painlevé, apenas usando a relacdo de recorréncia de trés
termos e a relacdo de estrutura associada. Mas, para encontrar a relacdo entre os polindmios
semicldssicos e as equagdes diferenciais de Painlevé, foi necessdrio as equagdes do tipo Toda.
Para os polindmios de Freud, relacionamos seus coeficientes com a equacdo de Langmuir.
No caso dos polindmios de Laguerre semiclédssicos e Charlier generalizados, relacionou-se os
coeficientes com as equagdes de Toda. E, para os polindmios ortogonais no circulo unitério foi
necessdria a utilizacdo da equacio de Ablowitz-Ladik para fazer a conexdo com as equagdes
diferenciais.

Em resumo, vimos que os coeficientes da relacdo de recorréncia dos polindmios de Freud
estdo relacionados com a dP;, e também com a Pry. No caso dos polindmios de Laguerre
semicldssicos, tais coeficientes estdo relacionados com uma representagdo assimétrica da dPry
e com a Py, além disso, quando ¢ = 0 na func@o peso, eles também se relacionam com a dPyy.
Para os polindmios de Charlier generalizados, vimos que os coeficientes se relacionam com a
dPy; e também com a Py. E, por fim, os coeficientes de Verblunsky dos polindmios ortogonais

no circulo unitdrio estdo relacionados com a dPy; e com a Py.
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