IFT Instituto de Fisica Tedrica
Universidade Estadual Paulista

TESE DE DOUTORADO IFT-D.002/07

Pseudomecéanica: particulas de spins inteiros,
semi-inteiros e fraciondrios

MAércio Pazetti

Orientador

Prof. Dr. Bruto Maz Pimentel Escobar

Co-Orientador

Dr. Juan Segundo Valverde Salvador

Fevereiro de 2007



Agradecimentos

A minha familia, base do meu crescimento.

Ao Prof. Dr. Bruto Max Pimentel Escobar, por sua orientacao e por
toda sua paciéncia com seus filhos académicos.

Ao Dr. Juan Segundo Valverde Salvador, por sua amizade e humildade,
por seus comentarios, discussoes e ensinamentos ao longo deste trabalho.

Ao Prof. Dr. Manuel Simoes Filho e ao Prof. Dr. Antonio Edson
Gongcalves, que foram fundamentais em meus primeiros passos na Fisica
Tedrica.

Ao IFT, por sua estrutura, ambiente e qualidade de ensino e de pesquisas
com as quais interagi.

Aos funciondrios do IFT, pela presteza, gentileza e amizade ao longo
desses anos.

A CAPES, pelo apoio financeiro e pelo étimo programa de doutorado, os
quais foram fundamentais para a realizacao desta tese.

A todos aqueles que, no anonimato de suas agoes, contribuiram para a
realizacao deste trabalho.

Enfim, ao universo, que esconde tantas surpresas que s6 sao descobertas
pelos insistentes.



Resumo

Utilizando a pseudomecanica, estudamos particulas nao relativisticas e parti-
culas relativisticas massivas e nao massivas, todas com spin. Neste tltimo
caso nao massivo, fizemos duas abordagens: Na primeira, construimos uma
agao invariante por reparametrizacao, transformacoes de SUSY locais e trans-
formagoes de O (N). Apds a quantizacao, para o caso especial N = 2, obtive-
mos uma acgao que descreve ambos os setores da teoria de DKP sem massa.
Na segunda abordagem, a acao, que € invariante por reparametrizacao e
transformacoes de SUSY locais mesmo quando um campo de interacao ¢é in-
cluido, foi obtida por meio da inclusao de variaveis twistors. As relagoes de
comutacao para essas variaveis nos revelam que o estado de particulas possui
estatistica e spin fraciondrios. Além disso, introduzimos um possivel termo
massivo para o modelo nao interagente. Em todos os casos, o método de
Dirac para sistemas vinculados foi utilizado.

Palavras Chaves:

Pseudomecanica; Supercampos; DKP.

Areas do conhecimento:

Teoria de Campos



Abstract

We use the pseudomechanics to study non relativistic particles and mas-
sive and massless relativistic particles, all of them with spin. In this last case
massless, we have two situations: in the first one, we built an invariant action
of reparametrization, local transformations of SUSI and O(N) transforma-
tions. After the quantization, for the special case N=2, we obtain an action
that describes both sectors of massless DKP theory. In a second situation,
the action, which is constructed to be invariant under SUSY transformations
and T-reparametrizations even when an interaction field is including, was ob-
tained by including twistor variables. The commutation relations for these
variables show that the particle states have fractional statistics and spin.
Furthermore, we introduced a possible massive term for the non-interacting
model. In all of these cases, the method of Dirac for constraint systems was
used.

Keywords:

Pseudomechanics; Superfields; DKP.

Knowledge areas :

Field Theory
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FEra...

Vivo num mundo onde nao se pode esperar nada de ninguém
De ninguém!
De ninguém...
E...Talvez, nem de mim mesma
Sentir confianca faz parte da minha infancia
Que vivi até pouco tempo atras
Mais uma vez, a amargura corréi o meu espirito
Sinto dor, vinda de facas de todos os lados
Mas a pior delas é a que tenta me cegar
Se é que ja nao nasci assim
Indigno com fatos que, talvez, devesse aceitar
Ainda sonho um mundo sem exploracao do homem pelo homem
Um mundo de seres humanos
O que vejo é que o abismo que separa as ilhas aumenta...
continuamente...
sim...
Explora-se tudo
Mas, o que acho mais sofredor é explorar o sonho de alguém
ideal
sentimento
cren¢a em um mundo (melhor)...
Nao tenho, nem nunca tive, voz
Sou, talvez, mais uma ilha
E, mesmo se nao for
Nao pretendo mais viver nesta hipocrisia
Despego-me, assim, desse (mundo) agora
Sim, sou um barco
Que se afundou.

Fernanda Peres da Silva
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Capitulo 1
Introducao

Nos préximos trés pardgrafos, comentaremos, respectivamente, sobre a pseudomeca-
nica, a teoria de Duffin -Kemmer-Petiau e a teoria de supercampos. No quarto

paréagrafo, especificaremos a estrutura da tese.

Em 1953, Schwinger [1] introduziu a varidvel comutativa e a anticomutativa em
uma tnica teoria, ao escrever uma Lagrangiana de primeira ordem com uma ma-
triz que é formada por uma parte simétrica e outra antisimétrica. Ja em 1959,
Martin [2], ao analisar um sistema Hamiltoniano que nao possuia uma formulagao
Lagrangiana, generalizou a dindmica cldssica canoénica, partindo de um anel nao
comutativo, obtendo, assim, o andlogo classico de um oscilador Fermionico. En-
tretanto, foi Casalbuoni [3] quem cunhou o termo "pseudomecéanica"com todos os
conceitos que usamos hoje: é um sistema descrito por varidveis canonicas usuais e
por varidveis de Grassmann*. Ele estudou, com essa nova mecanica, o formalismo
canodnico e, em particular, a definicao dos Parénteses de Poisson, que se mostraria
possuir uma dlgebra de Lie graduada. Usando esse fato como uma sugestao a quan-
tizacao, mostrou também que a correspondente teoria quéntica é a teoria quéntica
com operadores Fermionicos; essa, por sua vez, é, no limite cldssico (h — 0), a
pseudomecénica. Na mesma época, Berezin e Marinov [4] também generalizaram a
mecanica clédssica: considerando que o espaco de fase continha ambos os geradores

comutativos usuais e os anticomutativos, construiram uma mecanica Hamiltoniana

*Em suas préprias palavras: "we study a system described by usual canonical variables and by
Grassmann variables; we will call such a system a pseudoclassical one, and its mechanics will be

called pseudomechanics".
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cldssica para o spin de uma particula pontual, cuja quantizacao conduz & teoria
quantica de Pauli-Dirac. Além disso, introduziram uma interagao, a de spin-6rbita,
nessa nova mecanica. Um ano depois [5], construiram um modelo para a descrigao
de spin 1/2, em que, para obter uma formulacdo da dindmica da particula rela-
tivistica consistente, introduziram um novo vinculo. Isso porque a formulagao do
caso massivo possui cinco varidveis de Grassmann. Na mesma época, apareceu nova-
mente Casalbuoni [6], estudando esses mesmos modelos: explorando o grupo interno
de simetria e a invaridncia de gauge, conseguiu descrever particulas de spins um
e zero. Além das interacoes dessas particulas de spins um e zero, descreveu tam-
bém, com Barducci e Lusana [7, 8], interagoes entre sistemas de spin 1/2, e entre
esses com campos de Yang-Mills e gravitagao. Na referéncia [9], ele descreve cam-
pos eletromagnéticos na formulagao de integral de trajetéria. Muitos outros artigos
sobre particulas com spin no contexto da pseudomecénica surgiram: por exemplo,
a derivagao das equacoes de movimento para particulas massivas e nao massivas de
spin é tratada nos trabalhos [10] e [11], onde a descricao de spin ¢ feita por meio
da inclusao de grupos internos de simetrias. Do mesmo modo, o caso da particula
de Dirac é discutido nos trabalhos [12], [13] e [14]. Uma representagao de integral
de trajetdria, para obter um propagador de Dirac, foi também encontrada na refe-
réncia [15]. Outros estudos, conectando a pseudomecénica com a teoria de cordas,
foram realizados na referéncia [16] para o caso livre e o de interagdes com um campo

externo.

Uma das teorias em que se aplica a pseudomecénica, como veremos, é a de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) [17], que descreve particulas massivas de spins zero e um em
uma representacao unificada no espaco tempo de Minkowski. A teoria de campos
para a DKP sem massa possui uma simetria de gauge local que descreve o campo
eletromagnético em seu setor de spin 1. E importante observar que o caso sem massa
nao pode ser obtido pelo limite m — 0 do caso massivo: as projegoes do campo de
DKP nos setores de spins 1 e 0 envolvem a massa como um fator multiplicativo [18].
Entretanto, se simplesmente fizermos a massa igual a zero na Lagrangiana de DKP,
obtemos uma Lagrangiana com simetria de gauge global. Estudos no espago-tempo
de Riemann-Cartan foram propostos nas referéncias [19] e [20]. Recentemente, uma
supergeneralizacao da dlgebra de DKP foi realizada por Okubo [21], que partiu do

estudo de todas as representagoes irredutiveis por meio da dlgebra de Lie SO (1,4)
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[22], obtendo, assim, a super dlgebra de DKP que contém as representagoes bosonica

e fermiodnica.

Paralelamente & pseudomecénica, a supersimetria, na década de setenta, emergiu
como uma das mais elegantes criagoes da fisica tedrica, sendo que as transformacoes
de supersimetria associando bésons e férmions tornaram-se uma propriedade muito
interessante para descrever as interagoes fundamentais da fisica de particulas [23].
Os trabalhos pioneiros foram os de Gol'fand e Likhtman [24], que propuseram e
investigaram extensoes espinoriais do grupo de Poincaré, dlgebras supersimétricas
e suas representagoes, e, também, os de Volkov e Akulov [25], que propuseram
uma possivel interpretagdo do neutrino como uma particula de Goldstone [26]. O
interesse em supersimetria aumentou bastante com o artigo de Wess e Zumino [27],
que propuseram a renormalizacao de seu modelo e generalizaram a chamada simetria
de supergauge que surge nos modelos duais [28, 29, 30]. Depois disso, o préximo
passo foi o de Salam e Strathdee [31], que introduziram coordenadas espinoriais
anticomutativas, um superespago e o conceito de um supercampo. A possibilidade
de estruturas espinoriais do espago-tempo foi discutida por Arakai e Okubo [32],
em conexao com o desejo de unificar as simetrias internas e as do espago-tempo, e
foi retomada por Penrose [33], em conexao com os prospectos para a quantizagao da
teoria da gravitacao. Uma possivel inter-relacao entre as supersimetrias e a teoria da
gravitacao foi acentuada por Volkov e Soroka [34]. Para finalizar, quando técnicas
de twistor [35, 36] foram implementadas na estrutura de teorias supersimétricas,
um novo ingrediente para estudos de diferentes modelos surgiu. Por exemplo, as
consequéncias das flutuagdes do vacuo no modelo encontrado na referéncia [37] sao

estudadas na referéncia [38].

No capitulo 2, apresentamos os formalismos de espinores de Dirac e de Weyl
e, com esses formalismos em maos, estudamos as equagoes de Bargmann-Wigner,
de Duffin- Kemmer-Petiau e de Rarita-Schwinger; fizemos este estudo para fixar a
notacao, para apresentar essas teorias aos possiveis leitores que nao estejam fami-
liarizados com elas, e, além disso, essas equacoes foram constantemente citadas na
tese. No capitulo 3, estudamos as formulagoes Lagrangiana e Hamiltoniana para a
pseudomecénica e construimos os parénteses de Dirac para teorias com vinculos; esse
estudo foi feito porque, além de aplicd-lo no capitulo 5, nao se encontra na literatura

um trabalho relativamente detalhado dessas formulagoes, para a pseudomecanica,
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no que diz respeito as teorias de vinculos. No capitulo 4, fizemos uma rapida apre-
sentagao da teoria de supercampos, onde, apds uma introducao histérica, estudamos
as transformacoes supersimétricas infinitesimais, a extensao espinorial do grupo de
Poincaré e os conceitos de supercampo e de superespaco; o presente estudo foi rea-
lizado para utilizé-lo no ultimo exemplo da tese. No capitulo 5, aplicamos as teorias
desenvolvidas nos capitulos anteriores da seguinte forma: primeiramente, apresenta-
mos o método de construir lagrangianas com o formalismo da pseudomecénica; em
seguida, aplicamos esse formalismo para particulas relativisticas e nao relativisticas;
logo apds, analisamos um exemplo com condi¢oes de contorno, que é fundamental &
pseudomecénica, para obtermos as corretas quantidades conservadas; depois, cons-
trufmos uma acao invariante por reparametrizacao, transformagoes de SUSY locais
e transformagoes de O(N), que, apds a quantizacdo para o caso especial N = 2
descreve ambos os setores da teoria de DKP sem massa; por iltimo, a acao, que
é invariante por reparametrizacao e transformacoes de SUSY locais mesmo quando
um campo de interagao é incluido, foi obtida por meio da versao de supercampos
para as varidveis twistors, onde suas relacoes de comutagao nos revela que o es-
tado de particulas possui estatistica e spin fraciondrios. Além disso, introduzimos
um possivel termo massivo para o modelo nao interagente. Finalmente, no tltimo

capitulo, comentamos os resultados obtidos e apresentamos nossas perspectivas.



Capitulo 2
Equacoes relativisticas

Na primeira se¢ao, introduzimos representagoes do grupo SL (2, C) para descrever-
mos espinores de Dirac, de Weyl e de Majorana. Além disso, listamos algumas
expressoes de combinagoes bilineares entre esses espinores. Na segunda secao,
estudamos as equagoes de Bargmann-Wigner, Duffin- Kemmer-Petiau e Rarita-

Schwinger.

2.1 FEspinores de Dirac e de Weyl

De um ponto de vista matemédtico para a andlise da estrutura do espaco-tempo, os
principios da relatividade restrita nos dizem que as coordenadas do espago-tempo =™
e '™ de dois sistemas inerciais arbitrarios sao relacionadas por uma transformacao

linear nao homogénea:

™ = A"z + 0™, (2.1)
que deixa a métrica
ds* =, dx™dz" (2.2)
invariante quando 0™ =0 e
ATpA =17, (2.3)

4 . . .~ —
onde AT é a matriz transposta de A. Usaremos as seguintes defini¢oes: 2™ = (29, 1),
N L. . . .
2% =ct, 7 = (2,22 %), a métrica de Minkowski 7,,, possui elementos nulos fora

da diagonal e diag(n,,,) = (+,—, —, —).

13
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Trabalhando com a expressao (2.3), temos
det A =+1,  (A%)" = (A%)" = (A%)* — (A%)* = 1. (2.4)

Assim, para preservar a dire¢ao do tempo e a orientagao espacial (paridade), dedu-

zimos, respectivamente, que
A% >1, detA=1. (2.5)

As transformagoes (2.1), com A" sujeito as relagoes (2.3) e (2.5), sdo chamadas
transformacoes de Poincaré. Para o caso homogéneo, b™ = 0, transformacdes de

Lorentz.

O conjunto de todas as transformagoes homogéneas (2.1) sujeitas & condigao
(2.3) forma um grupo de Lie real, denotado por O (3,1), que consiste em quatro
partes desconexas da uniao de todas as transformacoes de Lorentz, as quais formam

um grupo de Lie real denotadas por SO (3, l)T:
0(3,1) = {SO 3, 1), ApSO (3, 1)1, ApSO (3,1)", AprSO (3, 1)T} . (2.6)

onde Ap sao as transformacoes de reflexao espacial, A; sao as de reversao temporal
e Apr sao as transformacoes de reflexao e de reversao. Se adicionarmos a condigao
(2.5), as transformagoes de Lorentz formam um grupo de Lie SO (3, 1), que consiste

em duas partes desconexas:

SO (3,1) = {SO 3, 1), AprSO (3, 1)T}. (2.7)

2.1.1 Representagoes de SL (2,C)

Uma representacao linear 7' de um grupo de Lie G em um espago vetorial V de n
dimensoes é definida como um homomorfismo de G no grupo de Lie das transfor-

magcoes lineares nao singulares atuando sobre esse espago vetorial [45],

T : g—T(g) geG (2.8)
T(g1)T(92) = T (9192) g1, g2 € G.

Seja T: A — T (A) uma representacio do grupo de Lorentz SO (3,1)". Entéo,
podemos obter uma representacio T’ de seu grupo de cobertura universal SL (2,C)

pela regra
T:N —T(x(N)), (2.9)
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onde SL(2,C) é o grupo de Lie de matrizes unimodulares complexas 2 x 2, N €
SL(2,C) e 7 é o mapeamento de cobertura: 7 (SL (2,C)) = SO (3,1)" [23]. Por

exemplo, a representacao vetorial

Ty : A—A (2.10)
vmo— VM= AT V"

ou a representagao covetorial

TCV . A — (AT)_l

Vin — V,'n:AT,’an (2.11)
Ay = nmzA’knk" nmwk”:%,

do grupo de Lorentz geram as representagoes de SL (2,C).

No que segue, representamos as componentes de N € SL(2,C) por N_°, onde

a,B = 1,2 e de sua conjugada complexa N* por N} . Para uma representacao
fundamental de SL (2, C), temos

T, : N—=N

Vo — P =NYg (2.12)
Um objeto 1, que se transforma de acordo com essa representacao é chamado de
espinor de Weyl de mao esquerda de duas componentes [46]. A representacdo
T é chamada de representagao espinorial de Weyl (de mao esquerda) do grupo de

Lorentz, e é denotada por (1/2,0). Para n produtos tensoriais de T, n = 2,3, ..., Ts®

T, ® ...Ts, obtemos novas representagoes de SL (2,C) da forma

! = NN P2 N 5n¢5162“ﬁn. (2.13)

walaz...an - walaz...an Qn
Enquanto que, para a representagao contravariante de 7T, temos
T.. : N—(NO)
P = =yt (N (2.14)

que é equivalente a T. De fato, a condigdo de unimodularidade para N € SL (2,C)

pode ser escrita como [23]

fas = NONSeys ou e =2 (N1 (N7, (2.15)
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onde £,5 e ¥ sao tensores antisimétricos definidos por

Eap = —Efa, E12=—1, P =P 2=1 %Py = o5 (2.16)

A relagio (2.15) implica que €,5 € €’ sao tensores invariantes do grupo de Lorentz

e, portanto, podemos usé-los para baixar ou levantar indices espinoriais:

P ="y, = eapt’. (2.17)

Consideremos, agora, a representacao da complexa conjugada da representagao
%
s : N — N*
Y, — P =NI %B- (2.18)
Um objeto 1, que se transforma de acordo com essa representagao é chamado de
espinor de Weyl de mao direita de duas componentes [46]. A representagao T é
chamada de representagao espinorial de Weyl (de mao direita) do grupo de Lorentz,

e é denotada por (0,1/2). Para m produtos tensoriais de T3, m = 2,3,...,T: @ T5 ®

...Ts, obtemos novas representagoes de SL (2,C) da forma
Virioiom — Vondo. im = N;BlN;sz‘--N;fmw/glgg_./}m- (2.19)
Enquanto que, para a representagao contravariante de 7%, temos
Ts : N— (N
Pt =g (NS (2.20)

que ¢é equivalente a T5. De fato, como para o caso da relagao (2.15), temos

a3 = —Epar iz = —1, g8 = _ha b g (2.21)

Assim, da mesma forma que na relacao (2.17), podemos, também, usar €4 © Epa

para baixar ou levantar indices espinoriais:

R T T (2.22)
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Para um produto tensorial mais geral Ty ® Ts ® ...T§ ® \T; QRT:® ...Ts:, obtemos

n m
o tensor espinorial de Lorentz para indices com ponto e sem ponto:

L 3 T s (2.23)
(4 = NNz NpIn N7 NG 02 N7 o)

011042...(1”61132...Bm On Bl :82 7172...'yn5152...5m'

Introduzindo a matriz identidade, 0g = 1, e as matrizes de Pauli

01 0 —2 1 0
= = = 2.24
01 ( 1 0 ) ) %) < i 0 > 3 g3 ( 0 —1 ) ; ( )

em uma unica notagdo, o, = (+1, &), m = 0,1,2,3, podemos fazer a seguinte
definicao:

(Gp) " = %P (Om)gy oUW Gp = (+1,—07). (2.25)
Com isso, usamos as matrizes o para converter indices do espacgo-tempo em indices
espinoriais da seguinte forma: um indice vetorial é equivalente a um par de indices

espinoriais, com ponto e sem ponto [23]:

Vo = (09, Va, V= —=(64)* Vaar. (2.26)

Definimos, ainda, as seguintes relacoes:

Lo .
(O-ab)aﬂ = _Z (UaO'b - Jbaa)aﬂ
. 1 o
(Gab)s = _Z<0a0b_0b0a) 5
Tab)op = €87 (Oab)s = (Tab)ga
(&ab)(xﬁ = 5B»‘y (&ab)’yd = (&ab)ﬁd . (227)

2.1.2 Espinores de Dirac

Seguindo Dirac, particulas com spin 1/2 sao usualmente descritas em termos de
campos espinoriais de quatro componentes. Entretanto, quando trabalhamos com

teorias de campos em um super-espaco, percebemos que todas as operagoes com
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espinores de duas componentes sao mais simples do que com espinores de quatro
componentes. Portanto, vejamos, a seguir, como sao relacionados esses espinores.
De acordo com o teorema de spin-estatistica, vamos assumir que todos os espinores

anti-comutam:
waxﬁ = —nga, ”‘LC'J_(B = _9_651_% waf(g = —nga, (2.28)

onde uma barra sobre o espinor, V', designa o complexo conjugado de V. Definamos,

também, combinacoes escalares e vetoriais bilineares de espinores:

UX = YN = —taxt Y=

X = b =% =00

VouX = (0 VX" XGa¥ = X7 (6a)" 0" (2.29)
Devido a (2.28), temos as seguintes identidades:

VX=X VX=XV  Yo.X = —XOa. (2.30)

Consideremos dois espinores arbitrarios ¢, e Y sem ponto e com ponto, respecti-

vamente. As transformacgoes de Lorentz infinitesimais sdo dadas por:

Su = LK (ow) 0y = KL,

2
& Loap = o - i) f
0t = GK(0w) X’ = —Ki, (2.31)
onde (K%)" = K% e K% = — K. Abaixando e subindo indices, temos

S = _wﬁ ( KabO'a ) _ _w,@Kﬁa — _KOcBwB
B

1\ o
0Xe = —Xp <§Kab0ab> _:_XﬁKﬂa:Kaﬂa (2.32)

onde usamos o fato de que (0ap),5 € (Gap)sp 530 simétricas em seus fndices espino-
TLa1S.

Incorporando dois espinores 1, e Y em uma coluna de quatro componentes,

U= (‘Z’“), (2.33)

X&
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temos que esse duplo espinor é chamado de espinor de Dirac. Devido a (2.31), uma

transformacao de Lorentz infinitesimal atua em W pela seguinte forma:

1 w 0
SV = K ( Tab > . (2.34)
2 0 Oab

Escrevendo, explicitamente, a forma de o4, € 74, dada pela (2.27), é natural intro-

Vo = ( v ) : (2.35)

Assim, a lei de transformagao (2.34) assume a forma

duzir as matrizes 7's 4 x 4:

1
U = 5Kabza,,qf,

1

Sw = ~7 bl (236)

Observemos que as matrizes (2.35) satisfazem a algebra

{’ycurYb} = _277ab7 (237)

entdo -y, sdo as matrizes de Dirac usuais (em uma representacdo especial). As

equagoes (2.36) sao as leis de transformacao padrao dos espinores de Dirac.

Dado um espinor de Dirac (2.33), conjugamos 1/, para obter 1, e conjugamos
X, para obter x“; combinando esse resultado em uma linha de quatro componentes,

temos
U= (" 0)., (2.38)

em que sua lei de transformagao, usando (2.32), (2.35) e (2.36), é dada por

6V = —U (%Kabzab) : (2.39)

Além disso, ¥ satisfaz a relagao ¥ = ¥Ty,. Assim, ¥ & o espinor de Dirac conjugado

a W. Trocando ¢ por y na (2.33), temos

U, = (zg) (2.40)
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Evidentemente, ¥ se transforma como um espinor de Dirac,
1
Vo = EKabzabefc, (2.41)

e satisfaz a relacao
Ve = CUT, (2.42)

onde C e sua inversa C~! possuem a forma

i
c— (% Y e[ 0 ) (2.43)
0 &% 0 cap

Podemos notar que C' é uma matriz antisimétrica unitdria obedecendo a identidade
C'y,,C=—~L. (2.44)

Portanto, C' é a "matriz de conjugagao de carga", e ¥ é o "espinor conjugado de
carga"de W.

2.1.3 Espinores de Weyl

Definamos dois operadores P, e Pr da seguinte forma

1 1
PL=§(14+’Y5); PR:§(14_’Y5)mv (2.45)
onde 75 (= —ivy7Y,7273) € & matriz invariante de Lorentz,
1, 0
Vs = ( 0 1 ) =1 VsVt Vs =0. (2.46)
2

Devido a identidade
Pg =Py Pf% = Pgr PrLPr= PrP, =0, (2.47)

esses operadores sao projetores invariantes de Lorentz. Atuando P;, e Pr em um
espinor de Dirac ¥ arbitrario, obtemos objetos de quatro componentes:
VU, =PV = (1%) VUp = Pr¥ = (_O.), (2.48)
0 X
que se transformam como espinores de Dirac e satisfazem os vinculos covariantes
de Lorentz:
VsV =V, Up=—Upg. (2.49)
As relagoes (2.48) mostram que ¥, e Wy sdo as formas de Dirac dos espinores de
Weyl de mao esquerda e de mao direita de duas componentes v, e Y* , respectiva-

mente. Devido a isso, sao freqiientemente chamados de espinores de Weyl.



2.1. ESPINORES DE DIRAC E DE WEYL 21

2.1.4 FEspinores de Majorana

Consideremos a possibilidade v, = x,; se ¥, € um espinor de duas componentes

sem ponto, entao, o objeto de quatro componentes

v = (%) (2.50)

se transforma conforme um espinor de Dirac,
6Wy = %K“bEab\IJM. (2.51)
Sua principal propriedade é coincidir com seu espinor de conjugagao de carga:
Uy = CVl,. (2.52)
Assim, ¥, é chamado de espinor de Majorana.

Qualquer espinor de Dirac (2.33) pode ser representado pela soma de dois

espinores de Majorana ®; e Ajy;:

\I]M:(I)M+iAM:>¢a:S0a+i)\a Xa:(pa—i/\a. (253)

2.1.5 Combinacgoes bilineares entre duas e quatro compo-

nentes

O conjunto de matrizes 4 x 4

Ya = {14, Vo Zabs Va5 V5 ) (2.54)

forma uma base no espacgo linear de matrizes 4 x 4. Definindo o correspondente

conjunto com fndices contravariantes,

v = {14,792 7"75,7°} , (2.55)
temos a identidade

1
ZTT (vyp) = on ¥4y, =14 (sem somar). (2.56)

De acordo com essas identidades, se I' ¢ uma matriz 4 x 4, entao

= Z C%, CcA = iT?‘ (v'1), (2.57)
A
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ou, em componentes,

1 Z Flk ’YA) (2.58)

..Jk

Como I' é arbitrario, obtemos a seguinte relacao de completeza:
1 A
Oit0jk = 1 Z (7 )k:l (7,4)1']' : (2.59)

A

Consideremos espinores de Dirac arbitrarios, W, Uy, U3 e Uy; usando a relacao

(2.59), podemos verificar que
_ 1 _
U0y = 1 Z U1y, (7A)j¢ (2.60)
A
_ _ 1 _ _
(010) (T30) = — D> (T 0y) (TsyaTs) (2.61)
A

Para concluirmos esta secao, vamos listar algumas conexoes entre combinagcoes

bilineares de duas e de quatro componentes. Dados dois espinores de Dirac,

() () e

U0y = X9y + ¥y Xo,
UivsUs = Xy%s — U1 Xa,
‘I’ﬂa‘l’z = X10aX2 — ¢20a{ﬁ17

temos

@17(1’}’5‘1’2 = —X10aX2 — 7/}2‘7a&1>
V1S Vs = x10athy + 17115ab>22,
‘I’lzab%‘l’z = X10a¥y — @15@)—(2; (263)

que nos mostram como expressar uma combinagao arbitraria bilinear de espinores
de Dirac em termos de combinagoes bilineares de espinores de duas componentes e

vice-versa.
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2.2 Equacao de Dirac e de Weyl

23

Nesta secao, por meio das transformacoes de Lorentz, conseguimos identificar ele-

mentos especificos do grupo SL (2, C) e, depois de algumas manipulagdes mateméti-

cas, reproduzimos as equagoes de Dirac e de Weyl.

Sabemos que as transformagoes de Lorentz, para o caso da (2.1), em que b™ = 0,

de dois sistemas inerciais movimentando-se com velocidade relativa v ao longo do

eixo comum 1z, podem ser dadas por

T+ ot t+vx/c?
I/:—; = ) y/:y7 2,227
(1-5)" (1-5)"
ou,
20 — 5 (mo + 51:1) : 21— ~ (6:1:0 + xl) ’ 22— xZ, 23— :L‘3,
onde

2\ "2
7:(1——2) . B=uv/e, 2"=ct, 2=z, 2* =y, 2*==2
c

Observemos que, como 72 — 242 = 1, podemos escrever:

v =cosh¢, B = senhg.

Assim, escrevendo (2.65) em termos do parametro ¢, temos:

2" cosh¢p senhg 0 0 20
o' | | senh¢ coshg 0 0 at
2 | 0 0 10 z?
a3 0 0 01 3
Trocando v por —v, o Unico termo que muda é senho:
"0 cosh¢ —senhe 0 0 20
' | | —senh¢ cosh¢ 0 0 a!
o | 0 0 10 22
' 0 0 01 a3

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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Vamos analisar apenas os seguintes termos:

(

(:

/0

/1

Podemos escrevé-los como:

01
10

onde o!

elementos particulares (reais) do grupo SL (2,C).

[ cosh¢ senhg 20 (2.70)
| senh¢ cosh¢ )’ '
[ cosh¢ —senh¢ 20
~\ —senh¢ cosho )
e”'? = (cosh ¢ + oy senhe) x (2.71)

e 7% = (cosh ¢ — o1senho) x

. Notemos que Dete™1® = 1; portanto, essas matrizes sao

sobre suas atuacoes, temos:

(
(

Cll
C/Q

n/l

12

U

)
)

Entao, analisando dois vetores

Cl

)
|

(cosh /2 — &.nsenhe/2) < 22

(cosh ¢/2 + G.nsenhg/2) ( (2.72)

onde 7 € um vetor unitario na diregdo do boost de Lorentz, e ¢ — ¢/2 ficard claro

no final dos cédlculos. Escrevendo em termos de -, temos:

Cll
C/Z

/1

n

12

Ul

(
(

)
)

C/l

(

ng

)
)

(
(

Multiplicando o lado direito por v/ E + m /v E + m, temos

v+1 ¢!

2 ¢?
77
77

v—1

+ (2.73)

>1/2
>1/2

()"

)
)

E+m+adyp ¢t
[2m (E + m)] 1/2 &
n'
n?

(2.74)

)
¢

(
(

E+m-—-adp
[2m (E + m)]"/?

(
¢
)
)
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onde usamos as relagoes relativisticas E? = p> +m? vy = E/mec= 1.

¢\ (A
O e

©)-Ee(z) e
(Zﬁl) - (&= )(2) @)

Podemos escrever as relagoes (2.76) e (2.77) da seguinte forma:

Definindo

temos que

—mC+ (po+3.9)7 = 0 (2.78)
(po— G5)C —mij = 0,

ou, em forma matricial,

NGRS N (L ) (2.79)
Po—0O.p —m n

¢_<§> (2.80)
n
,yo:((l)[l))’ ,.)/i:<0(-)i —Oai>7 (2.81)

podemos escrever (2.79) da seguinte forma:

e as matrizes 4 x 4

(v°po +7'pi —m) 1 =0, (2.82)

ou
(v'pu —m)p =0, (2.83)
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onde p, = (E,—p) e v°po + v'pi = v°po — 7P, que é a equagao de Dirac para uma
particula massiva de spin 1/2. Para o caso de uma particula sem massa, temos as

seguintes duas equacoes:

(po+p)ii = 0 (2.84)
(pO - O_:ﬁjg = 07

que sdo conhecidas como equagoes de Weyl. Além disso, py = |p] para a particula
sem massa. Entao,

Gpif = —if, ¢ =C. (2.85)
Portanto, o operador ¢p mede a componente de spin na direcao do momento, e essa

quantidade é chamada de helicidade. Assim, os espinores de Weyl sao autoestados

da helicidade.

2.3 Equacao de Bargmann-Wigner

A derivagao das equagoes de campos com spins 1 e 3/2, como caso particular de um
sistema de equacoes de onda relativisticas para um spin arbitrario, ¢ bem conhecida
[48]. Portanto, faremos um breve comentdrio para fixar a notacdo. Esse sistema
foi primeiramente descrito por Dirac [49]; no entanto, seguiremos a formulagao de

Bargmann-Wigner [50], que consiste em escrever a seguinte equagao de onda:

(VP +me) Yop. =0, (2.86)

onde p* ¢ o momento da particula. A quantidade 9,4, (2), composta de campos
idénticos de spin 1/2, é interpretada como as componentes da fungdo de onda de
uma particula com massa m e spin s, e vff) s@o as matrizes de Dirac (1 =0,1,2,3;

n=1,2,3,...,2s) que atuam sob um determinado indice:

YA Ay =2p . (2.87)

Os geradores das transformagoes de Lorentz para a equagao (2.86) sdo dados por

2s

1
s =2 (Y =), (2:88)

n=1

que é uma generalizacao para os geradores da equagao de Dirac.
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2.4 Equacao de Duffin- Kemmer-Petiau

Para s = 1, temos uma particula descrita por um espinor de dois indices, ¥, ,,

que, devido a simetria 1, ,, = ¥ 4,4, POSSui apenas dez componentes independentes.

Assim, a equagao (2.86) ¢é escrita como:
(/yf})pu _I_ m) ¢OL1042 = O (2.89)
(WP +m) Yara, = 0.

Introduzindo uma nova matriz

(v ++9), (2.90)

o

N | —

B =

podemos escrever (2.89) como:

(82" +m) Yaya, =0, (2.91)

onde as matrizes 3, satisfazem a seguinte dlgebra:

ﬁuﬁ)\ﬁy +/By/6)\/6,u - T]M)\/BV +77V)\6p,' (292)
Podemos, também, escrever (2.90) da seguinte forma:
1
Bu=5(n®1+187,), (2.93)
onde
721) = 7,01 (2.94)
722) = 1@,
1) A2

Vemos, portanto, que as matrizes 7,,” ey, ’ atuam sobre indices diferentes do espinor
V10, Notemos, ainda, que as matrizes (2.90) sao 4 x 4, enquanto as (2.93) sao

matrizes 16 x 16 e, portanto, a funcao de onda é um vetor coluna 16 x 1.

A equacgdo (2.91), que é conhecida como equagao de Duffin- Kemmer-Petiau
(DKP) [17], é uma equacao linear e de primeira ordem nas derivadas, e pode ser

escrita em termos de componentes:

(iﬁ“@u—m)ABz/zB =0 (2.95)
ZﬂiBauwB = My, (2.96)
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onde A, B = 1,2,...16. Notemos que, dessa forma, o campo 1, é um vetor coluna
de 16 x 1, cuja representacao é redutivel. Além disso, sabemos que as representacoes
redutiveis de " podem ser decompostas em trés representacoes irredutiveis: spin 1
(10 x 10), spin 0 (5 x 5) e uma representagao trivial, 16 = 10 & 5@ 1 [51].

Por outro lado, segundo o formalismo de Bargmann-Wigner, particulas de spin
mais elevado podem ser representadas por espinores (biespinores) de Dirac, 1 =
Yoyanaq,- Para o caso de spin 1, o espinor é de segunda ordem, ;. Assim,
podemos escrever (2.91) em termos dos indices de Dirac:

(1B, 110 — Mij0) Py = 0, (2.97)

onde v, ¢ uma matriz 4 x 4, que pode ser decomposta em uma base formada pelas

matrizes v* [52]:
wik - (/Yuc)zk wu + (Euyc)zk Q/le + (75C> ik 1/}5 + (’75’7/”0)% ¢5M + Czkl/Ja (298)

em que C' é a matriz de conjugacao de carga. Devido as propriedades de sua anti-

simetria, temos

Vary = (VO + ("0) ¥y (2.99)
b = (1°0), ¥5 + (1%1"C),, vs, (2.100)
onde
= %(7’“‘7”—7”7") (2.101)
v = 170Y17273-

Segundo (2.93), podemos escrever " em componentes:

Bism = % (V50m + 0j74a) (2.102)
que é simétrica nos indices 1 <= k e j < [:
BZ‘,M = Bllil,ij' (2.103)
A matriz .
=50 el-19"), (2.104)

2
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ou em componentes

1
i = 5 (V50w = 0umia) (2.105)

também satisfaz a dlgebra DKP (2.92). Porém, a diferenga da relacdo (2.93) é que

essa matriz é antisimétrica nos indices i < k e j < [,

bk = B (2.106)

Assim, as duas representagoes, (2.93) e (2.104),

1

g = S e1E1e), (2.107)
1

e = 5 (0l0m £ 057) (2.108)

fornecem os seguintes resultados: quando o operador (i/3"0, —m), com a matriz
B" (simétrica) dada pela (2.93), ¢ aplicado na fungao 1, o termo 1, dado pela
(2.100), é cancelado, separando, portanto, a unica representacao irredutivel (ik}s
que dard lugar as equagdes de Proca para ¢, e ¥,,. O uso da matriz 3" (anti-
simétrica) dada pela (2.104) cancela o termo ¢ ;,, dado pela (2.99), separando a
representacao irredutivel ¢y, dando lugar as equagoes de 95 e de 15, que, poste-
riormente, nos levam as equacoes de Klein-Gordon.

Sabemos [19, 44] que a teoria de campos para a teoria de DKP sem massa possui
uma simetria de gauge local que descreve o campo eletromagnético em seu setor de
spin 1. Entretanto, é importante observar que o caso sem massa nao pode ser obtido
pelo limite m — 0 do caso massivo: as projecoes do campo de DKP nos setores de
spins 1 e 0 envolvem a massa como um fator multiplicativo [18, 53]. Entretanto, se
simplesmente fizermos a massa igual a zero na Lagrangiana de DKP, obtemos uma
Lagrangiana com simetria de gauge global. Maiores detalhes da teoria de DKP sem

massa serao apresentados a frente, no pentltimo exemplo do capitulo Aplicacoes.
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2.5 Equacoes de Rarita-Schwinger

Para s = 3/2, teremos um espinor de terceira ordem 1) e, portanto, as equagoes

1203

de Bargmann-Wigner serao escritas da seguinte forma:

(VPP +m) Yarara, = 0,
(V2P + 1) Yooy = 0, (2.109)
(7&3)pu+m) wmazas = 0,

onde ¥ = 1Y, 4,4, Sa0 totalmente simétricos.

Como vimos no inicio do capitulo, podemos expressar um indice de Lorentz p

por meio de dois indices de Dirac aas:

Qﬁég = ¢a1a2a3 (C/y)\)alag : (2.110)

Como C' é a conjugacao de carga, a expressao (Cy*) é simétrica em seus indices. Se

multiplicarmos a terceira relacao de (2.109) por (C~*), temos

I N (2.111)
(v p" +m) v = 0.

Notemos que as duas primeiras equagoes de (2.109) nao fornecem nada de novo, pois

as matrizes 7&1’2) atuam sobre fndices diferentes de 14, . Ao multiplicarmos (2.110)

POr (1) 40,0 temos

(V) sy Yoz = Yannanas (V) sy (C7" )z = 0 (2.112)

onde (2.111) e (2.112) séo as equagoes de Rarita-Schwinger [54].

Como fizemos nas segoes precedentes, podemos, também, introduzir a matriz (3,

COINO:

1
B, = 5 (721) + PYL?) + ,},23)) : (2.113)
ou, ainda,
1
gu:§(7u®1®1+1®%®1+1®1®%), (2.114)
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onde
T = 4,®111,
7R = 1®7,®1, (2.115)
7&3) = 1®1®7,.

Com isso, consideracoes de simetria sobre a fungao 1
(2.112).

arasas deve nos levar a condicao

Em geral, a matriz ., bode ser escrita como:

2J-1

1
Z 1®k‘ ® ,.YH ® 1®(2J—l—k) (2116)
k=0

Bu=~

onde J é o spin mais alto do campo e N é o nimero de indices do espinor.

A diferenga relevante entre a equagao de DKP e as equagoes de Bargmann-Wigner
reside no fato de que, naquela, no processo de simetrizacao ou antisimetrizacao, sao

levados em conta os indices do operador ’yfj(Skl:

i’ygijékl}@/ﬂbjl = M (2.117)
para o sinal (+), e
Wﬁjfskl]au%l = My, (2.118)

para o sinal (—). Assim, esse processo separa as partes simétricas {} (representagao

de spin 1) e as antisimétricas | ] (representacao de spin 0) de 1,;,. Por isso, podemos

escrever:
iﬁijfskl}aﬂﬁ{u} = MY, (2.119)
Z-W/ﬁjdkl] aﬁtw[il] = mw[jk]- (2.120)

Ja na equacao de Bargmann-Wigner, a simetrizacao sobre os indices do espinor é

assumida desde o inicio, deixando a representacao do spin 1 separada.

Usamos a representacao de Dirac para a matriz v*, dada pelas relagoes:

0 o
po_
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1 7 o’ 0
I = — (A — A =4 2.121
5 1 (v Yt) =i ( 0 s a) ( )

em que a matriz C' possui a forma:

2
C=—in"2 =i ( o 0 , ) (2.122)
0 —0o

e

, ~1 0
7 =iy = ( 01 ) - (2.123)

Se introduzirmos a conjugacao de carga sobre o spinor 1, como

T

¢ = Cy, (2.124)
¢ = Caslp. (2.125)
VS = Cyut (2.126)

teremos que a condicao do campo “real” na teoria DKP serd dada por

Ui = Yars (2.127)

onde o indice M denota apenas um espinor de Majorana. Notemos que em C ha

quatro indices de Dirac e possui a forma

C = C®C(C, (2.128)
Cij = CijCh, (2.129)
Se considerarmos
cl'=cCc'wct (2.130)
podemos provar que
CC'=1 (2.131)

Assim, a matriz C assume a forma:

C"=C"eC"=C, (2.132)
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ou seja, é uma matriz simétrica. Usando a representagao (2.122) para a matriz C,

temos
C=-"®7% (2.133)

Podemos escrever todos os resultados anteriores via indice de Weyl: com ~* na
forma
=0, ®c'+0_®d", (2.134)

onde o/ s@o as matrizes de Pauli (2.24) mais a identidade e

01 0 0
a+:(00), a:<10>, (2.135)

sao matrizes triangulares. Notemos que
1
01 =3 (o' £ic?). (2.136)

Com isso, a matriz 8", (2.93), passa a ser:

1 ~ ~
fl==(0,Rc"®1014+0_ 511+ 1®1R0, c"+t1R1Rc_®d"),

2
(2.137)

mesma forma para as seguintes matrizes:
C =io’® o, (2.138)
C=00C=-0"®c®00 ®0d% (2.139)
V=l (2.140)

Por outro lado, as matrizes 1;;, (4 x 4) podem ser expressas por quadriespinores
de Weyl: para (2.117) e (2.118), temos:

B ¢ X 2
B sty = ( . ) o (2.141)
o o\ ,

onde

(=Cp =9 x=x" =1, (2.143)
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©=0_, 0 =0, (2.144)
e ® ¢ um escalar.
Fazendo a notacao:
azﬁ% = ix, i, =P,
py B _ _» B S a
2 (O- )a - Ca 9 2 (O- ) /3 SO ﬂ’
—ws = @, 0] 5, =0, i), = O (2.145)

a solucdo de (2.122), usando (2.133), é dada por
Pac™s = Mg DX = me™, (2.146)
Pac?™ = mxy", P g = s (2.147)

Ou seja, sao as equagoes de movimento para particulas massivas de spin 1. A solucao
de (2.123), usando (2.142), serd

P0a©%Y = md, deGZd:mCI), (2.148)

Paa® = mO’ PrOd = mO™, (2.149)

aq’
onde podemos concluir que: © = ©*.

Quando consideramos a condigdo do campo “real” (2.127), obtemos (2.117) na

forma
¢ X 2
Vv, o=\ _ = |o* (2.150)
{O‘aﬁﬂ} X C
ou seja,
¢t == (Cap) =Cs =9 (2.151)
NS :
ito=a=x (n%) =0t =x (2.152)

com (2.118), da forma

® 0\ ,
U ( o )a . (2.153)



Capitulo 3
Pseudomecanica

Apresentamos um pouco da histéria da pseudomecénica e, logo apds, introduzimos
as algebras de Grassmann e de Clifford. Uma vez estabelecida a definicao de su-
pervariedade, desenvolvemos o formalismo candénico no superespago, com énfase nas

equagcoes de movimento, nos Parénteses de Poisson e nos Parénteses de Dirac.

3.1 Introducao

Em 1976, Casalbuoni [3] analisou sistemas, os quais chamou de pseudomecanicos,
descritos por varidveis canonicas usuais e por varidveis de Grassmann®, notando,
assim, que esse sistema podia ser o andlogo cldssico de sistemas fermionicos no
limite h — 0.

Entretanto, a primeira idéia de analisar sistemas cldssicos que inclufam no espago
de fase varidveis comutativas e anticomutativas foi proposta por Schwinger em 1953
[1]. Embora interessado em mostrar que rela¢oes de (anti)comutacao sdo derivadas
do principio da dindmica quéantica para sistemas obedecendo a primeira ordem das
equacoes de movimento, nao desenvolveu as idéias contidas na pseudomecénica:
estas sao diferentes daquelas, como percebemos ao analisar o artigo de Schwinger.
Assim, podemos dizer que a pseudomecénica comegou a ser desenvolvida em 1959

por Martin [2], que tomou como ponto de partida um anel ndo comutativo, gene-

*Uma breve biografia de Hermann Guther Grassmann e as idéias centrais comentadas do seu
livro "Ausdehnungslehve "(Teoria da Extensao), publicado pela primeira vez em 1844, podem ser

encontradas nas referéncias [55] e [56].

35
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ralizando, assim, a dindmica canodnica classica. Além de construir o anélogo cldssico
de um oscilador fermionico, mostrou, também, que nem todos os possiveis andlogos

cldssicos possufam uma formulacao Lagrangiana.

Mais tarde, nos trabalhos de Berezin e Marinov [4, 5], um modelo para a descri¢ao
de particulas nao relativisticas e relativisticas de spin 1/2 foi proposto. No caso re-
lativistico, para obter uma formulagao consistente para a dinAmica da particula, um
novo vinculo foi introduzido; isso porque essa formulagao possui cinco varidveis de
Grassmann para o caso massivo. Na mesma época, esses modelos também foram
estudados por Casalbuoni [6], que explorou o grupo interno de simetria e a invarian-
cia de gauge da acao obtida; desse modo, usando essa simetria interna, foi possivel

a descricao de particulas de spin zero e de spin um.

Muitos outros artigos surgiram como conseqiiéncia dos estudos de particulas com
spin. Por exemplo, no contexto da pseudomecénica, temos a derivacao das equacoes
de movimento, para particulas massivas e nao massivas com spin [10, 11], em que a
descricao do spin é conseguida por meio da inclusao de grupos internos de simetria.
Similarmente, o caso da particula de Dirac ¢ discutido nos trabalhos [12], [13] e [14];
uma representacao com a integral de trajetdria, para obter o propagador de Dirac,
foi também obtida na [15]; outros estudos, conectando a pseudomecénica com a
teoria de cordas, foram realizados para o caso livre e o de interacao com um campo

externo [16].

3.2 Algebras

3.2.1 Introducao

Uma Algebra é um espaco vetorial em que, além das operacoes de adicdo e mul-
tiplicacao por nimeros, um produto de elementos ¢é definido com a seguinte lei de
distribuicao:

a(ab+ Be) = aab + Pac (3.1)

(ab + Be) a = aba + Bea, (3.2)
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onde « e (§ sao numeros e a, b e ¢ sao elementos da dlgebra. Além disso, uma dlgebra

é comutativa se

ab = ba, (3.3)

para quaisquer dois de seus elementos a e b; caso contrdrio é anticomutativa e,
também, serd chamada de dimensao finita ou infinita, assim como o é para um
espaco vetorial. Além disso, uma &dlgebra é chamada associativa, se para qualquer

de seus trés elementos a, b e ¢, tivermos que

a (be) = (ab) c. (3.4)

Denotemos por U uma élgebra e por K um conjunto de nimeros em que os
elementos de U podem ser multiplicados. Nesse caso, U serd chamado de uma
algebra sobre K. Dependendo do fato de K ser real, R, ou complexo, C, a dlgebra

U serd chamada de real ou complexa, respectivamente.
Se existe um elemento na dlgebra U com a propriedade da unidade:
e.a = a.e = a, para qualquer a € U, (3.5)

entao, a dlgebra é chamada de uma dlgebra com unidade, e e é chamado de unidade
da algebra. Existem, entretanto, dlgebras sem unidades com importantes aplicagoes:
algebras de Lie, em particular, nunca contém uma unidade. Algebras de Lie séo nio
associativas; entretanto, existem dlgebras associativas sem unidade, por exemplo, as

algebras das matrizes triangulares com elementos da diagonal nulos [58].

3.2.2 Algebras de Grassmann
Seja €4, A = 1,...,N, um conjunto de geradores, para uma &lgebra associativa
contendo a unidade, que anticomutam:

Al 1 ¢Beh =0, (SASB =0, para A= B) . (3.6)

Ela ¢ chamada de Algebra de Grassmann ou Exterior, e serd denotada por A. No

caso em que N — 400, denotaremos por A .
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Os elementos 1, &4, ¢4¢P, ..., onde os mdices em cada produto sio todos dife-
rentes, formam uma infinita base para A .. Quando N é finito, a sequéncia ter-
mina em 1...£", e existem unicamente 2V elementos distintos da base. Sob adicéo
e multiplicacao por um nimero complexo, os elementos de Ay formam um espago
vetorial linear de 2V dimensoes; os elementos de A, formam um espaco vetorial
de dimensao infinita. As dlgebras Ay e A sobre os nimeros complexos sao asso-
ciativas, como jd dissemos, porém nao sao comutativas - excluindo os casos triviais
N =0,1.

Como conseqiiéncia da relacgao (3.6), vemos que qualquer elemento de Ay é uma

combinacao linear dos monomios,

1, &4, 4P, ehePel, L gtete, (3.7)
onde A< B<C < .. e €Y serd chamado de monomio de grau N. Observe-
mos que, como todas as relagoes entre os {/s seguem da (3.6), os mondémios (3.7)

sao linearmentes independentes. Conseqiientemente, eles formam uma base de Ay

como um espaco linear.

Nao introduziremos um simbolo especial para a unidade de Ay, pois ela coincide

com a unidade de R. Assim, qualquer elemento de Ay pode ser escrito na forma:

F=1©=> Y Cu. il (3.8)

E>1 i1 el
O termo correspondente a k = 0 é proporcional a unidade. A relagao f = f (&)
significa que f é explicitada na forma de um polindomio em &;. A expressao em
elementos de Ay na forma (3.8) ndo é tunica em geral: ela se tornard tnica se
condigoes suplementares forem impostas sobre os coeficientes Cj, . ;, . Por exemplo,
podemos requerer que C;, . ;, = 0, a nao ser que tenhamos 7; < iy < ... < i, ou que
Ci, .4, seja antisimétrico com respeito aos indices i1, ..., i (i1, ..., 7 muda de sinal
sob permutagio de quaisquer dois indices). Essa ultima condi¢ao é mais prética, e

serd usada de agora em diante.

Os elementos de A, sao chamados de supernimeros, os quais sao expressados

da seguinte forma:

f=h+Tfs (3.9)
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onde f, € um nimero complexo ordindrio e
1 an ai
fo= D —ifuran ™€, (3.10)
n=1

em que os f/s sao, como dissemos, completamente antisimétricos em seus indices.
O nidmero f, é chamado de corpo, e os restantes f, sao chamados de parte essencial

dos superniimeros f.

Qualquer supernimero f* pode ser escrito em suas partes pares (setor bosonico)

e fmpares (setor fermionico):

fl=d+0, (3.11)
em que
q _fb+22 | ‘11, ,a2n a2n"'€a1 (312)
(&
o I= 1 ,
0" = Z (2n + 1)| ‘11:--~7a2n+1£ 2"“---’5 L (313)
n=0

Ou seja, a dlgebra Ay ¢ dividida em dois setores, A} e Ay (Ay = A @ Ay ), onde os
elementos de ¢° € A} e 0' € Ay sao representados por combinagoes lineares apenas
de monomios de grau par e fmpar, respectivamente. Vejamos que os elementos

13

pares, os quais sao, as vezes, chamados de “ ¢ — numbers”, comutam com todos os
elementos de Ay e, portanto, A}, constitui uma subdlgebra de Ay. J4 os elementos
fmpares, os quais sao chamados as vezes de “a — numbers”, anticomutam entre si e
comutam com todos os elementos de A}; portanto, Ay, ndo constitui uma subdlgebra

de Ay por nao ser um conjunto fechado sob o produto. Em resumo, tem-se, entao:

00" + 6’9" = 0, (3.14)
¢¢ —dq = 0,
0¢ — 6" = 0.

Outro conceito ¢ o da involugao, que é o andlogo cldssico do conjugado Hermi-

tiano para operadores, que possui as propriedades [61]:

(AB)* = B* A", (3.15)
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(A")* = A. (3.16)
Uma varidvel é real se
A=A (3.17)
e imagindria pura se
A*=—A. (3.18)

Notemos que, para varidgveis fmpares, o produto 0°6” serd imagindrio puro se 6 e

0% forem reais.

Antes de analisarmos a derivada dos elementos de Ay, definamos a paridade de
Grassmann e; de uma funcao f (g,#) como sendo igual a zero se f for par, e um se

f for impar. Temos, portanto, que para qualquer par de funcoes f eg,

fg=(=)""gf. (3.19)

Suponhamos uma variac¢ao J f (¢) em primeira ordem em §6“:

0% — 0“ + 660*. (3.20)
Assim,
af of
of(0) =060 —| = ——| 060 21

a qual nos define as derivadas a esquerda (E) e a direita (D) da fun¢ao f com relacao

a 0%. Permutando uma das expressoes da (3.21), temos, de forma geral:

or v OF

20° |, =—(-) 507 (3.22)

D
Por livre arbitrio, vamos escolher a derivada a esquerda, e qualquer propriedade
que demonstrarmos com essa escolha pode ser encontrada de forma andloga para a

derivada a direita.

Consideremos a derivada segunda:
of

6% f (0) = 520° = + 5066° il .
00" 00" 96°

(3.23)
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Aplicando-a no lado direito da (3.21) e trocando « por /3, temos

9% f

of
82f (0) = 6%0° —— + 66°66° . 3.24
1) = 00° 20°00° (3:24)
Igualando (3.23) com (3.24):
2 2
50°50° 2 _ speger O (3.25)
96°00” 90°00°
>*f 0* f )
56°50~ + = 0,
(aeaaeﬁ 90°00*
temos, portanto,
o0 f o0 f
= — , 3.26
00°00°  96°00° (3.26)
que resulta, para o caso das varidveis 6/s, a seguinte expressao:
o \2
— | =0. 2
(5) =0 (3.27)
Aplicando a variagao § no produto f () g (6), temos:
6 (fg)=4dfg+ fég. (3.28)
Usando derivada & esquerda:
o af a 39
ou
5(fg) =06 (g v (-1 128 (3.30)
g 26°7 26° ) '
Como podemos definir h = fg, a variacao ¢ de h é escrita da forma:
o Oh «0(f9)
oh = 96 20" = 06 20 (3.31)
Comparando (3.31) com (3.30), temos:
d(f9) @f o
U)oy (2 (332)
Vemos que, se usarmos derivada a direita, temos:
I(fg)| , \& Of
a‘ga b - ( ) aea + f aea (333)




49 CAPITULO 3. PSEUDOMECANICA

Consideremos a regra da cadeia da seguinte forma:

f=rle@m), (3.34)
onde 6 e ( sao fmpares e t é um parametro par e real. Usando a derivada a esquerda,
temos: o/

0f =0¢"—. 3.35
=5 (3:35)
Como (* = ¢“ (#), temos:
oc”
6CY = 60° = 3.36
¢ =002 (3:30)
e, também, 6° = 67 (t), entao:
6607 = 5tﬁ (3.37)
S dt '
Substituindo (3.37) em (3.36) e, esta, por sua vez, na (3.35), temos:
do® a¢ce of
= ft— .
of =9 at 907 ac (3.38)
Complementando, se usarmos derivada a direita, teremos:
of | o¢c*| ae°
of = —=| ——=| —0t. 3.39
f aga b aeﬁ D dt ( )

3.2.3 Algebras de Clifford

Como, para varidveis fermionicas, o processo de quantizacao candnico consiste em
identificd-las com operadores, obedecendo a uma &lgebra de Clifford, vejamos sua

definicao.

Uma élgebra Ky com geradores K1, ..., Ky é chamada de dlgebra de Clifford ou

de espinor, se satisfaz as relagoes:

k? = 1. (3.41)

7
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Para cada dlgebra de Grassmann Ay, existe uma conectada dlgebra de Clifford
Ks,,, com duplicado niimero de operadores. Considerando em Ay o gerador Zj,, mul-
tiplicado pela esquerda por x e /0xy, derivando pela esquerda por xy, verificamos
que eles satisfazem a regra:

{Z,0/0x;} = 0y;. (3.42)
Agora, como exemplo, para operadores da forma Q) = Ty+0/0xy e P, = % (Tx — 0/0xy),

podemos mostrar que esses operadores satisfazem as relagoes:

{P,Q;} =0 (3.43)

{P, P} ={Qi, Q;} = 20y (3.44)

Assim, os operadores P; e (); sao geradores da &lgebra de Clifford.

O tratamento da secao dlgebras pode ser encontrado de uma forma mais geral e
detalhada nas referéncias [58], [61] e [72].

3.3 Supervariedade

Um espago topologico M é uma variedade se para cada um de seus pontos existe uma
vizinhanca que admite um homeomorfismo' na superficie de uma bola contida no
espago Euclidiano R™ de dimensao n. A dimensao do espago Euclidiano é chamada
de dimensao de M, n = dim M.

Se estamos assumindo um homeomorfismo entre a vizinhanga e a bola, isso sig-
nifica que, também, podemos parametrizar a vizinhanca pelas coordenadas Eucli-
dianas da bola. As vizinhancas sao chamadas de mapas, e as coordenadas obtidas

dessa forma sao chamadas de coordenadas locais.

Consideremos dois mapas U e V, e suas respectivas coordenadas locais z° e y°
(parametrizagao dos mapas U e V pelas coordenadas euclidianas nas coordenadas

da bola), na intersecgdo, U NV, podemos escrever uma em func¢ao da outra:

y' = (2t .2 (3.45)

fMapeamento continuo um a um com a inversa também continua.
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Se a funcao é infinitamente diferencidvel, dizemos que a variedade é infinitamente
diferencidvel ou suave. Uma supervariedade é uma generalizacao do conceito de uma
variedade infinitamente diferencidvel. No que segue, usaremos o termo variedade

para uma variedade infinitamente diferencidvel.

No mapa ou subespaco V/, ndo temos apenas a funcao f°, e, sim, um conjunto
delas. Se essas funcoes sao infinitamente diferencidveis e admitem as operacoes
usuais de adi¢do e multiplicacdo, denotaremos o conjunto delas por A (V'), o qual

serd chamado de édlgebra comutativa.

Consideremos dois conjuntos U e V, e suas respectivas édlgebras A (U) e A (V).
Podemos construir um operador O que mapeia cada fungao f € A (V) no conjunto
A(U), e escrevemos

O:A(V)— A(U). (3.46)

Quando assumimos que U C V, denotamos o operador por py;, e dizemos que ele

mapeia cada fun¢ao f € A (V) na sua restrigao U:
oy AV) — AU). (3.47)
Se o operador py; admite as propriedades

oo (fF+9)=puf+po0g e pi(f9)=rifrg, (3.48)
dizemos que ele € um homeomorfismo da dlgebra.

Usemos, agora, o fato de que podemos ter uma familia de &dlgebras de um
conjunto, U: A(U) = {A"(U), A”(U),..., A*(U)}. As fungées f € A(U) sao
chamadas de sec¢oes sobre U e, em particular, funcoes definidas sobre toda a vari-

edade M sao chamadas secoes globais.

Consideremos a &dlgebra A (M), da variedade M, que possua fungoes reais (ou
complexas) como sendo seus elementos. Para cada z € M, existe associado um
homeomorfismo p, da algebra A (M) de fungoes reais (ou complexas) na algebra K

de nidmeros reais (ou complexos):

pof = f(x). (3.49)
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O homeomorfismo p, é continuo: se f(x) = lim f, (x), entao p,f = limp,f.
Além disso, se f € A(M) e z C K é um conjunto aberto, entao, o conjunto U (z, f)
de pontos, tais que

p.f €z (3.50)

¢ um conjunto aberto em M. Por outro lado, cada conjunto aberto U em M pode
ser dado como uma unido U = U, U (z,, f,) de uma familia finita ou infinita de
conjuntos da forma (3.50). A familia de conjuntos abertos com essa propriedade é
chamada de base dos conjuntos abertos.

Podemos recuperar a variedade M da dlgebra A (M): conhecendo A (M), co-
nhecemos, também, o conjunto de homeomorfismo de A (M) em K e, assim, podemos
recuperar M como um conjunto, e, usando o subconjunto U (z, f), recuperamos M
também como um espago topolégico.

Definamos, agora, uma supervariedade. Seja M, uma variedade, onde dim M, =
p, € que a cada subconjunto aberto U C M, existe uma &lgebra U (U) associada.
Suponhamos, ainda, que U e V sejam abertos, que V' C U, e que existe um homeo-
morfismo pY:U (U) — U (V) tal que

(1) pY = id, a identidade isomérfica;

(2) se W C V C U, entao pf, = ply pY;

(3) se U =UU,, f1, fo € U(U), e pl_f1 = p§. f> para cada o, entdo f1 = fo;

(4) se U = UU,, fo € U(U), e além disso pgamUﬁfa = pggmUﬂfﬁ, entao existe um
elemento f € U(U) tal que f, = pf,_ f.

Se admitirmos que U seja um mapa e que a dlgebra U (U) contenha fungoes
sobre U com valores na dlgebra de Grassmann G,, que serd denotada por U,, (U),

teremos, portanto, que os elementos de U,, (U) sao escritos por:

F@O=>" 3" fuir @1,0m) (oG (3.51)

k>0 i1,0emik
onde z; ¢ uma coordenada em U e (; os geradores de G|,.
Uma variedade My, juntamente com a familia de dlgebra U (U), satisfazendo os

itens de (1) a (4), e com a condigao adicional (3.51), é chamada de supervariedade,
denotada por M = (M,,U).
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3.4 Formalismo candénico no superespaco

Nesta secao, assumimos uma funcao arbitraria L, a qual depende tanto de varidveis
pares quanto impares; estas, por sua vez, definem uma supervariedade, que, em
fisica, é comum ser chamada superespaco. Obtemos, também, as equagoes de Euler-
Lagrange e as de Hamilton. Definimos uma teoria par e real para obter os Parénteses
de Poisson (PP).

3.4.1 Equacoes de movimento

Consideremos a seguinte funcao, sem especificar se ela é par ou impar:

L=L(q,q.0%0%), (3.52)
onde ¢', ¢ e 0%,0" sdo varidveis pares e fmpares, respectivamente. Portanto,

oL 0L L _a0L
L = 5qlg—qi+5¢§qi +59a% + 60 %, (3.53)

onde, por comodidade, nao estamos colocando a barra na vertical com a letra E - a

qual designa derivada & esquerda, como ja mencionamos.

Escrevendo uma expressao andloga a da acao (andloga, porque ainda nao defi-

nimos a paridade da fun¢ao (3.52)) como sendo

to
S = / Ldt, (3.54)
t1
temos:
2 9L 0L oL -a OL
08 = 0" — +0¢"' = + 00“ — + 00 —5)dt. 3.55
/tl(qaql "5 50 89) (3.55)
Usando regras simples de derivada:
d, . ,0L L, OL ;d OL
e
L o OL L
i(éeaa_a) = 59 a—a + 5004 d ( a ), (357)

dt 00 00 a ﬁ
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temos:

2 9L d 0L oL d OL ta d 0L oL
55 = / oqi( 2 ) roon( 2 4 OL / R ey )
t1 t1

gt dt g 00°  dt 9i” dt' " og 00
(3.58)
Impondo que
08 =0, (3.59)
8q'(tr) = 6¢'(t2) = 0 (3.60)
e:t
00“(t1) = 90%(t2) = 0, (3.61)
temos, finalmente, as equacoes de Euler - Lagrange:
oL d oL
- — —— = 3.62
aq"  dt ¢ 0 (3.62)
e
oL d OL

Essas equagdes nao dependem da paridade da funcao (3.52), fato esse que nao se

verifica nas equagoes de Hamilton, o que veremos a seguir.

Derivando a Lagrangiana (3.52) em relagdo ao tempo, temos:

dL 0L 0L adL 0L 0L
N ey e 64
i Tog Tl TV e TV oF T B (3:64)

Utilizando as equagoes (3.62) e (3.63), podemos escrever (3.64) da seguinte forma:

dH.
dt

0, (3.65)

onde

fComo veremos no capitulo aplicacdes, nao é a condicio (3.61) que devemos usar. Ela foi usada
aqui por simplicidade, pois o que iremos desenvolver nao ficara prejudicado (apenas de um ponto

de vista diddtico) com essa condigao.
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H,={pi+0"n,—L, (3.66)
oL
Pi=Ha (3.67)
€
L
Mo = 8—.a. (3.68)
Bl

1. . N . . n& N
Quando utilizamos derivada a esquerda, as velocidades ¢* e #  ficam a esquerda de

seus respectivos momentos canénicos p; € m,.

Como sabemos, a variacao de H. pode ser obtida apenas com as variacoes das
posicoes e dos momentos. Disso, portanto, podemos escrever, usando a (3.66) e as

equagoes (3.62) e (3.63), que

OH.
oq’

OH, OH O0H, , o .
S+ 00% = + 0 —— = §"Op; + 0 o7 — 6q'p; — 00%7a, (3.
op + 50 +om G — 10P +6 om q'p Ta, (3.69)

5¢° + op

onde o termo

06, = (—1)"oma0” (3.70)
¢é o0 Unico que precisa ser permutado para po-lo em evidéncia, e €, assume os valores
“0"ou “1"se o momento 7 for par ou impar, respectivamente. Substituindo, entao,
(3.70) na (3.69), temos:

Pi= =5 (3.71)
G = g—;{., (3.72)
fro = —%, (3.73)
(=)0 = OH (3.74)
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Portanto, enquanto as equagoes de Euler-Lagrange, (3.62) e (3.63), nao dependem
da paridade da teoria usada, as equagoes de Hamilton dependem. Essa dependéncia
se dé na (3.74), onde o sinal depende da paridade do momento 7, e esse, por sua

vez, depende da paridade da Lagrangiana:

L

el 3.75
7. (3.75)

Ta

pois 0, é impar; assim, resta definir se L é par ou impar: se L for par, a paridade
de 7, é fmpar, pois a derivada de uma funcao par em relagao a uma fungao impar é
impar; se L for impar, a paridade de mw, € par, pois a derivada de uma funcao impar

em relacao a uma varidvel fmpar é par.

3.4.2 Parénteses de Poisson

Consideremos uma fun¢ao qualquer, no sentido de nao definir sua paridade:

A= Aq, p'; 0a, ™). (3.76)
Usando derivada & esquerda em relacao ao tempo, temos:

: C0A  0A . 0A . 0A
AZQi_+pi_+0a_+7Ta

(3.77)

dq; Op; 00, aﬂa'
Das equagoes de Hamilton, (3.71), (3.72), (3.73) e (3.74), temos, entdo, que
A={AHc}, (3.78)
onde
0H.0A 0H.0A OH.0A 0H.0A
A H.} = - — — + (=) — . 3.79
i = o onap ) oo a0t om, T

Nao definimos a paridade da “a¢ao"(3.54) antes, porque, ali, tivemos o interesse
em mostrar as peculiaridades de uma teoria puramente matemética. No entanto,
como o objetivo é quanto & Teoria Quéntica e, conseqiientemente, ao principio de
correspondéncia existente entre os parénteses de Poisson e os (anti)comutadores de

operadores, é na (3.79) que serd definida uma teoria par.
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As grandezas fisicas sao definidas partindo-se de uma Lagrangiana par [5]; por-
tanto, iniciaremos com uma teoria par, e chegaremos nos (PP), os quais se definem,
como veremos abaixo, em termos de grandezas pares, fmpares, pares com fmpares e

impares com pares.

Definindo, entao, uma teoria par (L par), temos:

€r =1, (3.80)
portanto,

O0H.0A _ %% B <(9HC 0A . 0H, (9A)
Op; O¢  Ogq; Opt Ome 00¢ 00 Om,””

Devemos notar que, uma vez definida uma teoria como sendo par, nao podemos mais

{AH} = (3.81)

mudar a paridade de H.; ou seja, toda funcao que for posta no lugar de H. deve
levar com ela essa paridade. Por outro lado, é importante observar que, em nenhum
momento, foi preciso definir a paridade de A. Isso significa que se pode construir o
(PP), tanto para A impar quanto para A par. Por exemplo, se A for par, denotado

por Py, a (3.81) pode ser escrita como

{P P}_OPgaPl_anaPl_(anﬁPl 8P28P1)
DT an B¢t Oq; Opf O, 00° 1 90° oy’

onde definimos H, = P, sendo P, uma funcao par. Portanto, ao permutarmos os

(3.82)

dois primeiros termos da (3.82), ndao temos mudanca de sinal; ndo é o que acontece

com a permutacao dos dois tltimos termos:

OP, 0P, 0P, 0P, OP, 0P, 0P, 0P,

Wbl =5 ~ o ag T G am, | or. 00 (3.83)
Usaremos a seguinte notacao compacta:
{Pr, P}t = { Py, Pa}gp + { P2, Paton, (3.84)
onde
(Pr, Py} = OP, 0P, 0P, 0P, (3.85)

" dq; Opt  Op; Og
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0P, 0P, 0P, 0PF;

PP, = .
{P1, Pa}or 2. 9me T 9re 0. (3.86)
Assim, para A fmpar, I, o que muda é o sinal de soma na (3.84):
{1, P}~ = {1, P}, — {I, P}on, (3.87)

onde se definiu P, = P.

Resumindo: nao se pode, entao, simplesmente substituir uma funcao fmpar no
lugar de H. na (3.81), pois estarfamos, dessa forma, mudando uma teoria par para
uma outra fmpar. Quando se tém os (PP) sem varidveis fmpares, nao existe o
conceito de par ou fmpar e, portanto, nao se fala em uma teoria par. Aqui, isso se
faz necessério.

Como o objetivo é a quantizagao, a propriedade mais importante dos (PP) é a sua
algebra. Assim, definiremos os outros (PP) de tal forma que a seguinte propriedade

seja mantida [3]:

e{P, I} = {eP,I} = {P,eI}, (3.88)

onde € é uma constante fmpar.

Partindo-se da (3.81), vimos que na (3.82) podemos substituir H,. por uma fungao

par P:

8_P8A_8_P%_(8P 0A N oP OA)
Op; 08 0Ogq; Opt " 0my, 00“ 90 Om,”

Consideremos, entao, que P seja o produto de uma fun¢ao impar I, pela constante

{A, P} = (3.89)

E:

P=cl, (3.90)

e que A seja uma funcgao par:

Substituindo, assim, essas igualdades (3.91) e (3.90) na (3.89), temos
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(P eny = 2ELOR OEL) O

8(811) 8P1 4 8(811) 8P1
dp;  0¢° dq;  Op’

o~ 90, 00, Ome

). (3.92)

Permutando-os:

8P1 8(511) 8P1 8(5]1) 1 8P1 8(5]1> 8P1 8(511)

Py el,) = Yy _9h . .
{P.eh} 9 opi  Op O 0. on T om0, ) (3.93)

Considerando a (3.88), podemos escrever (3.93) como sendo

{P,eli} = {eP, I}, (3.94)

ou seja, usando-se a forma permutada (3.93), temos que

8(6P1) % 8(8P1) (9[1 8(8P1) 8[1 6(8P1) 8[1

P == =5, "op, o¢ T o0, one T one 00, P
Derivando-a:
0P, 0, 0P, 0L oP, 0, 0P, 01,
P I} = - — .
b by =elg 5 ~ ap og 06, ome om0 06, (3.96)
Da (3.88):
€{P17II} - {€P1, -[1}a (397)

temos, finalmente,

@0[1_@%_'_(0& oI, 0P 0]1)
dq; Opt  Op; O¢t 00, O™ Om> 00,
(3.98)

{-Ph-[l}qp_'_G?T = {Pla Il}qp+ {Phll}@ﬂ' -

O (PP) para duas varigveis impares é obtido partindo dessas duas tltimas ex-
pressoes, e, usado o raciocinio andlogo ao usado para obter (3.98), o resultado que
obtemos ¢é o seguinte:

{1, L} = {11, }gp — {11, L} or (3.99)
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De forma geral, portanto, observando a (3.86), (3.87), (3.98) e a (3.99), podemos

escrever, para duas fungoes F' e G quaisquer, a seguinte relagao:

{F,.G} ={F,G}yp + (—)F{F,G}or. (3.100)
No caso particular, em que usamos os momentos e as coordenadas, temos:

{a.7} = —{p.a} =9, (3.101)
{HQ,WB} = {WB,GQ}:—(SE‘.

Com isso, temos o ferramental matemético para trabalharmos com os (PP), ou,
como ¢ usado, os Parénteses de Poisson Generalizados, ou ainda, os Parénteses de

Berezin.

3.4.3 Parénteses de Poisson utilizando a Hamiltoniana primaria

Utilizemos, agora, a teoria de vinculos (veja [64, 13, 62, 63, 65]) para escrevermos
as equacoes de Hamilton em termos dos Parénteses de Poisson, obtidos na secao

anterior.

Equacoes de Hamilton generalizadas

Denotaremos o vinculo impar e o par pelas seguintes fungoes, respectivamente:

oL

00
oL
P.=p.— — ~0. 3.103
k = Pk ik ( )
A Hamiltoniana priméria serda dada por
H, = H.+ Ii(x,p,0,7)\* (2, p,0,7) + Pu(z,p, 0, 7)1 (x,p,0,7), (3.104)

onde \* e ¥ sdo multiplicadores de Lagrange fmpar e par, respectivamente, e H, é

a Hamiltoniana canénica:

H.=i'p; + 0 1, — L. (3.105)
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Inicialmente, calcularemos os (PP) entre a Hamiltoniana primdria H, e uma

funcao par, P, qualquer. Usando (3.84), com

Plzp

P, = H,,

temos

oPoH, OPOH, OPOJH, OP 0H,
P H.\aptor _ 77 p_ . P P P
{5 Hy} g, Op' _ Opi 0z, 08, 0o oo 06,
Substituindo (3.104), temos

{P7 Hp}%’-&-@r _ {P, Hc}qp—i-@w + {P, Ik}qp—i-é'w/\k + [k{Pa )\k}qp+97r
+H{P, P} HOTIE 4 B { P, IF}OT,

Impondo que I e P; sejam fracamente nulos:

Ik%O

temos

{p’ Hp}qp+9ﬂ' ~ {P, Hc}qp+97r + {P, Ik}qp+07r>\k + {P, Pk}qp+9ﬂlk.

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

Para o (PP) entre a Hamiltoniana priméria H, e uma funcao fmpar I, usa-se a

relagdo (3.87). O procedimento ¢ o mesmo que levou a (3.112), e o resultado é dado

por:

{[,HP}QPfOﬂ' ~ {[’ HC}QPfGTr + {[’ [k}qpféﬂ)\k + {[’ [k}qpfarrlk:.

(3.113)
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Portanto, as equacoes de Hamilton, para uma varidvel par e fmpar sao, respec-

tivamente:

P~ {P, H,}wt0" (3.114)

I~ {I,H,}® (3.115)
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Capitulo 4
Supercampos: uma introducao

Apés uma introducao histérica, apresentamos, rapidamente, a extensao espinorial
do grupo de Poincaré, as transformacgoes supersimétricas infinitesimais combinando

bésons e férmions, e, por iltimo, a definicao de supercampo.

4.1 Introducao

Em 1964, Lipkin [67] discutiu a idéia de uma possivel unificacao de férmions e bésons
em uma Unica familia. Estudando essa idéia, de um ponto de vista que chamou de
semifantasma ("classificagdo baridnica"), observou que a classificacdo de octetos de
bérions, pseudoescalares, vetores e antibarions é invariante sob a troca simultanea
do spin isotépico com o spin e a troca da hipercarga com o nimero bariénico - veja
tabela abaixo.

S=1/2,B=1 S=0B=0 S=1B=0 S=1/2B=-1
T=1/2, Y=1 N K K* =
T=0, Y=0 A n w(p) A
T=1 Y=0 3 s p 3
T=1/2Y =—1 = K K* N

Na classificagao usual SU (3), particulas com o mesmo spin S e nimero barioénico
B sao combinadas em octetos cujas componentes sao caracterizadas pelo valor do
1sospin T e hipercarga Y - coluna da tabela.

Na classificagao barionica, particulas com o mesmo isospin e mesma hipercarga

o7
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sao combinadas em uma familia, e as componentes de cada familia possuem spin e
mimero baridnico diferentes, sugerindo, assim, que consideremos o produto direto
da simeria usual SU (3) e a simetria barbarionica. Nos anos sessenta, em conexao
com as dlgebras de correntes generalizadas, foram realizados diversos estudos para
introduzir correntes fermionicas que mudam o nimero bariénico [68], [69], [70]. No
entanto, supersimetrias s6 foram adquirir uma base firme depois dos artigos pioneiros
de Gol'fand e Likhtman [24], que propuseram e investigaram extensoes espinoriais
do grupo de Poincaré, dlgebras supersimétricas e suas representagoes. Para o melhor
entendimento e desenvolvimento de supersimetrias, podemos citar Volkov e Akulov
[25], que propuseram uma possivel interpretacao do neutrino como uma particula
de Goldstone [26]. O interesse em supersimetria aumentou bastante com o artigo
de Wess e Zumino [27], que propuseram a renormabilidade de seu modelo. Wess e
Zumino nao sabiam sobre os artigos prévios, e generalizaram a chamada simetria
de supergauge que surge nos modelos duais [28], [29], [30]. Depois disso, o préximo
passo foi o de Salam e Strathdee [31], que introduziram coordenadas espinoriais
anticomutativas, um superespago e o conceito de um supercampo. A possibilidade
de estruturas espinoriais do espago-tempo foi discutida por Arakai e Okubo [32],
em conexao com o desejo de unificar as simetrias internas e do espaco-tempo, que
foi retomada por Penrose [33] em conexao com os prospectos para a quantizagao da
teoria da gravitacao. Uma possivel inter-relagao entre as supersimetrias e a teoria

da gravitagao foi acentuada por Volkov e Soroka [34].

Tracaremos as caracterfsticas da supersimetria usando o exemplo mais simples
de supermultipleto [23] , que consiste em um espinor de duas componentes v, () e
dois campos complexos sem spin, A; (z) e Fy (z). As transformagoes supersimétricas

infinitesimais combinando bdésons e férmions sao escritas na forma

Sedi(w) = €9, (2),  O¢Fi(x) = —i0"® (2) (0,),5E (4.1)
Sethy (1) = 2i(0,),5E 0" A () +26,F) (),

onde £ é o parametro espinorial da transformagao. Como campos fermidnicos an-
ticomutam e campos bosonicos comutam, aparece, aqui, uma situacao nao usual,
pois o pardmetro da transformacao anticomuta ({fa,f 5} = O), em vez de ser o
usual c—numero [72]. O grupo préprio dessas transformagoes expressa o fato de que

o comutador de duas transformagoes supersimétricas ¢ uma transformagao super-
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simétrica. Por exemplo,

S0cAr (1) = 20 (60,7) 0" Ay () + €, F (1) (4.2)
(0p0c — 6¢0y) A1 () = 21 (fauﬁ - noug) OMA; ().

As translagdes comutam com as transformagoes e, com elas, formam um super-
grupo - um grupo generalizado contém ambos os pardmetros comutativos e antico-

mutativos.

Para obtermos a generalizacao da dlgebra de Lie, representamos a transformacao

(4.1) da seguinte forma:
041 (@) = i [£°Qu + QuE" A1 ()] (43)

onde @ e () sao os geradores espinoriais, definidos explicitamente de acordo com o

modelo de teoria de campo usado.

Como veremos na se¢ao 2, a anticomutatividade dos geradores espinoriais fornece
as translacoes e, portanto, transformacoes supesimétricas atuam nas coordenadas
do espago-tempo. Entretanto, nao é possivel construir um gerador espinorial unica-
mente de diferenciacao em relacao a z,,. Portanto, introduziremos "coordenadas" es-

pinoriais anticomutativas 0% e 0%
{o00°} = {o.0"} = {0°.0"} =0. (4.4)

. . . ~ & .
Temos, assim, um superespaco de oito dimensoes, z,, 0% e ¢ . E possivel, agora,
nesse superespaco, escolher uma realizagao em que os geradores espinoriais assumam
a forma de operadores de translagao com respeito a usual coordenada e as coorde-

nadas espinoriais (conforme veremos na se¢ao 3):

0 _ 0
= —— L= — . “. .
Qa i Qs zaéd +2(fo,), 0 (4.5)

Além disso, podemos definir uma fungao nesse superespago: ¢ (x, 6, @), que é o

nu...
supercampo.

Expandindo o supercampo ¢ (x, ) em série de poténcias de 6, teremos, simples-

mente:

o (x,0) = Ay (x) + 0%, (x) + 00, F1 (x). (4.6)
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Escrevendo a regra para uma transformagcao supersimétrica infinitesimal na forma

06 (2,0) = i (£7Qu + Qu") 6 (2, 0), (4.7)

obtemos (4.1). Assim, é possivel unificar as componentes bosonicas e fermionicas de

um supermultipleto em um simples objeto - um supercampo.

Supercampos mais complexos dependem de 6 e €, havendo, assim, outros indices
descrevendo representacoes mais altas dos grupos de simetrias. Uma lei de transfor-
macao do tipo (4.7) é vilida para todos eles, e sdo sempre equivalentes a um certo

conjunto finito de campos bosoénicos e fermiénicos no espaco-tempo.

A introducao de supercampos possibilita-nos a construgao econémica e conve-
niente de uma teoria Lagrangiana de supercampos, que é equivalente a uma teoria
de campos de bésons e férmions, com uma especifica relacao entre as constantes de
interagao. Um fator caracteristico é a presenga de campos auxiliares (do tipo F} ()
no supercampo (4.6)) que aparecem sem derivada na Lagrangiana e podem ser eli-
minados. Depois dessa eliminacao, a supersimetria permanece de forma implicita, e

¢ manifesta na conservacao da corrente spin — vetor.

4.2 Extensao espinorial minima do grupo de Poincaré

O grupo de supersimetria mais conhecido corresponde a extensao espinorial minima
do grupo de Poincaré [73]: junto aos geradores de rotacoes (L,, ) e translacoes (P,),

com as relacoes de comutacao,

[Lw/a L)\p] = —1 (UHALV/J + nupLu/\ - %pLuA - nuALMP) (48)
[L,ul/: P)\] = —i (nu)\PV - nu)\PM) ) [PIM PV] =0,

adiciona-se unicamente um gerador espinorial @), e seu conjugado Q4. Isso é feito

com base na definicao de um espinor:

1 ~ 5 =
[L,uzn Qa] = 5 (Juu)f Qﬁ? [L;wv Qd] = % (&ul/)f Qﬁ (49)

Para fechar a dlgebra, devemos especificar os anticomutadores entre os geradores

espinoriais, e os comutadores entre esses e as translacoes. A tnica possibilidade
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algébrica que nao requer geradores extras é dada por:

{QOHQB} - Q(Ou)a[-} PN,
{Qa,Qs} = {Qa Q) =0, (4.10)
[Qmpy] - [Q67PH] = 0.

Salam e Strathdee [74]-[81] usaram a superdlgebra (4.8) e (4.10) em um for-
malismo biespinorial. Por exemplo, para os geradores biespinoriais de Majorama,

temos

L(9), s :
S— (%) §—gly, 9§ =05 =g, 411
(o % (a.11)

e, usando as relagoes (4.8) e (4.10), temos

1
{S,,8,} =~ (%O)m Pt [P*S] =0, [L,,S]= §UW5’. (4.12)

No entanto, a superdlgebra (4.8) e (4.10) foi proposta e investigada primeiramente

por Gol’fand e Likhtman [24] em um formalismo biespinorial com os seguintes

geradores:
_ 1 (@ v—_ (0.0,
W—ﬁ<0> e W—\/i(O,Qa). (4.13)
Assim, das (4.8) e (4.10), temos
_ 1 1
{W’ W} = 5 (1 + 75) P)/,upu7 [L;U/: W] - §UMVW (414)
W) = {W. W) =[P.W] =R, W] =0.

4.3 Superespaco

A realizagao P* = —iot e LM =i (x#0” — x¥0") dos geradores do grupo de Poincaré
no espago das funcoes das coordenadas é bem conhecida. A primeira expressao
dos anticomutadores (4.10) fornece as translagdes. Conseqiientemente, as transfor-
macoes de supersimetria atuam necessariamente sobre as coordenadas do espacgo de
Minkowiski e, também, é impossivel construir os geradores espinoriais em termos
das coordenadas x, e operadores diferenciais: a realizagao de geradores espinoriais

requer uma extensao espinorial do espaco. Disso, portanto, podemos introduzir um
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superespaco [31, 79] cujos elementos sao as coordenadas z,, e os elementos de uma

dlgebra de Grassmann: os espinores anticomutativos 6 e @éy,
{on0°} = {0".0"} = {0".0"} = 0. (4.15)
A agdo do grupo de Poincaré no espaco (z, ) é escrita da forma
1y = Aa, b a,, 00— AG (M08, 5 — A% (A)F, (4.16)
onde A (A) e A(A) denotam as representacoes espinoriais (1/2,0) e (0,1/2) das
transformacoes do grupo de Lorentz.
E interessante notar que a forma diferencial
wy = dz, — i (dfo,0 — 0o,db) (4.17)
¢é invariante sob a seguinte transformacao:

o, = z,+i(0o,& —Eo,b) (4.18)

I

0 = 0+¢ 0 =0+¢

O intervalo do superespago generalizado do espago de Minkowiski ds? = dx,dz* é
dado por

ds? = w,wh, (4.19)
que ¢ invariante sob o completo grupo supersimétrico. A realizagdo (4.18) nao é

unica [82], [83], pois, com

xgl) =, + iabo,0, (4.20)
encontramos
Z’La) =Ty + 1 (Cl + 1) 90,@ +1 (CL - 1) Saué - Z‘GSUMS, (421)

onde, se a = 1 (—1), unicamente 6 (f) aparece.

Nessas transformacoes, as coordenadas x, devem ser interpretadas como um
certo elemento de paridade par da dlgebra de Grassmann. O superespaco pode ser
definido como o espago de Minkowiski sobre o qual é especificada uma funcao al-
gébrica com parametros z,, 0 e 6. Quando consideramos uma funcdo ¢ (x,&,@),
devemos manter x, como uma coordenada, c-nimero, enquanto representamos as
transformacoes supersimétricas como transformacoes entre os coeficientes da expan-

sao de ¢ (w, 0, 9) em uma série de poténcias em 6 e 6.
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4.4 Supercampos

Um supercampo ¢ (.CE, 0, 9) é um campo no superespaco (x, 0, 9); sua expansao, em
uma série de poténcias de 0 e 0, possui termos finitos, pois # e 6 anticomutam, e,

portanto, é obtido um polinémio:

¢ (2,0,0) = A(z)+60¢(x)+ ¢ (x)0+00F (z) + 060G (z) + (4.22)
0o ,0B" (x) + 00% () 0 + 00X (z) + 0000D ().

Podemos, conseqiientemente, expandir campos espinoriais v, (:C, 0, 9) ou tensoriais
Vo (x, 0, @) da mesma forma que para ¢ (x, 0, 9), bastando, para isso, colocar os
respectivos indices em cada componente da expressao (4.22). Assim, um supercampo
descreve um conjunto finito de campos, que sao os coeficientes das expressoes em

potenciais de 6 e 6.

Campos fermidnicos anticomutam e campos bosdnicos comutam com 6 e 6. A
introducao dessas varidveis anticomutativas nos possibilita a combinacao de campo

com diferentes spins e estatisticas em um objeto compacto, um supercampo.

O campo escalar (4.22), que contém férmions (¢, @, A, x) e bésons (A, F, G, B*, D),

transforma-se da seguinte forma sob a (4.18):
¢ (mu, 0, 5’) =¢ (xu + b0, —ifo,0, 0+& 0+ E’) . (4.23)
O supercampo ¢ é uma representagao do grupo completo de supersimetria.

De acordo com a (4.21), também é conveniente introduzir supercampos nas

seguintes realizacoes ¢, e ¢s:

¢, (,0,0) = e (z,6,0) (4.24)
¢y (2,0,0) = "¢ (2,0,0), (4.25)
e, conseqiientemente,
¢ (2,0,0) = ¢y (z,+2i00,8 +ifo, &, 0+ 0+E) (4.26)
¢y (2,0,0) = ¢, (z, —2if0,0 —ifo,&, 0+& 0+E). (4.27)

Na realizagao (4.23), podemos considerar o supercampo real:

6 (2,0.0)" = o (.0,0). (4.28)
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J& que, conforme (4.24) e (4.25), os supercampos ¢, e ¢, podem ser relaciona-
dos entre si por meio da conjugagao complexa, a realizacao (4.24) ((4.25)) é mais
bem expressa se 6 (@) nao aparece na transformacao da coordenada x,. Assim,
podemos introduzir um supercampo "mais econémico", dependendo unicamente de

0 (ou de 9), que é o supercampo quiral escalar:
S(z,0) =A(x)+ 0y (x) +600F (x), (4.29)

onde 0,030, = 0.

Representando as transformacoes infinitesimais na forma

5 =i (Q + QF), (4.30)
encontramos que
0 _ _ )
o= —i=—=—(00) , Qs=i—+(00),, 4.31
Q igge —(09),, @ Zaeaﬂ )a (4.31)
e, correspondentemente, para os supercampos nas realizagoes assimétricas ¢, e ¢:
i . 9 .

(1) _ ;Y (1) _ . Y

QY =iz © Q=i +2 (98)@. (4.32)

As supercargas Q e ) satisfazem todas as relagoes da superdlgebra (4.8) e (4.10).
Como conseqiiéncia, em L,, aparece um termo extra 1/2 (6,,0/00 + 05,,0/00),

devido a rotacao das coordenadas espinoriais.

4.5 Transformacoes de campos bosdnico e fermio-
nico

Para obtermos uma forma explicita dessas transformacoes, simplifiquemos usando o

supercampo quiral (4.29) do seguinte modo:
¢y (x,0) = Ay () + 0, (x) + 00F; (). (4.33)
Sob as transformacoes infinitesimais (4.26), temos

SAL(1) = €9, (1); OF: (x) = 0" (¢) 0,E (431)
0, = 2i(0,8), 0"Ar (x) +26,F (2).
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Facamos a seguinte definicao

M) =LA@ —iB@)] e R =g [F@)+iG @), (4.35)

onde A(z) e F (x) sdo campos escalares reais, B (z) e G (z) sdo campos pseu-
doescalares reais. Em termos desses campos e do espinor de Majorana v (z), as

transformagoes (4.34) sdo escritas como:

0A(z) = & (x), 0B (z)=1i&rs (x),

OF (r) = i€y (x), 6G (x) = —Ey50¢ (2), (4.36)
0 (x) = 1(9"A(x) —iv50"B (2)) v, + (F (2) +i75G ())&,

onde 9 = v0,. No artigo original de Wess e Zumino [27], essas transformagoes
foram obtidas como uma generalizagao quadridimensional das transformacoes de

supergauge em modelos duais. Com o uso de superdlgebras e supercampos [31],

tornou-se possivel obté-las de forma consistente.

Para o caso de um supercampo escalar real geral, temos

V(2,0,0) = C+ify—ify+ %99 (M +iN) — %@ (M — iN) — fobv* (4.37)
Y A _ | — (1 1
+i(60) 0 ()\ + %ax) — i (60) 0 <)\ + %a;z) + (09) (90) <§D = 1‘920)
Sob transformacoes infinitesimais, encontramos, diretamente em termos dos espinores

de Majorana, que
0C = iysx
OM = EX+i€0x, ON = ifysh + Ev50x
0X = 757,£0"C + i, &v" + (M +ivsN) €

v, = igvu)\—l—faux (4.38)
1

OA = iys€D + 57,m,€ (00" — 0"")

6D = &y;0N

As propriedades de transformacao dos campos bosonicos e fermidnicos de outros
supermultipletos podem ser encontradas de forma andloga. Devemos, entretanto,

notar a seguinte regra:
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"Em transformacgoes supersimétricas, a mudanca no tltimo termo da expansao
de qualquer supercampo - § F' na (4.36) e § D na (4.38)- é uma derivada total, ou seja,
o iltimo termo é submetido a uma mudanca unicamente por causa da translacao do

peniltimo termo em relacdo a coordenada z, [73]".



Capitulo 5
Aplicacoes

Ap6s apresentarmos uma forma de construir Lagrangianas por meio da pseudomecé-
nica, fizemos sua aplicagao em particulas nao relativisticas e relativisticas, em que
discutimos as condigoes de contorno. Finalizamos com essas aplicacoes, construindo
a teoria de DKP usando a pseudomecénica e o formalismo de supercampos; esse
iltimo também foi empregado na andlise da particula relativistica em D = 2 4+ 1

como uma generalizacao de varidveis Twistors.

5.1 Construindo Lagrangianas

Como vimos, a Lagrangiana é uma fungao par; portanto, nao devemos simplesmente
escrevé-la proporcional a uma varidvel fmpar qualquer 6, tampouco, ao produto 66,
pois da (3.14), 0 = 0. Entdo, consideremos duas varidveis fmpares ' e #7. O pro-
duto ¢ & par, porém, como (9i9j )>k = —0'¢’, ele é imaginario puro; disso, devemos
multiplicd-lo por um outro nimero imaginédrio puro para termos um produto real.
O nmimero mais simples é o i: (z’@igj )* = —i0#°6" = i0'¢’. Assim, a forma mais geral
para uma funcao par e real, pertencente a dlgebra de Grassmann de trés dimensoes,
é dada por

Lij = icoi9i9j, (51)

onde ¢y ¢ uma constante real. Na verdade, a forma mais geral ¢ a soma de L;;:

L1 = Z Lij = ieklnckﬁlﬁn, (52)
1,J

67
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onde k,l,n =1,2,3, e €4, é totalmente antisimétrico. A mesma conclusao pode ser
.1
obtida para 6 :
) .-
Lo = iepnb™00". (5.3)

E, também, com as varidveis €' e 0"

L3 = isklnakGZén. (54)
Claro que podemos estender para derivadas de ordens maiores, como

L4 = nglnd 06 s (55)
que resulta em mais duas fungoes:

den
L5 = iEklnfk(g 0 (56)

L = icunh*0'0" (5.7)

e, assim, sucessivamente.

5.2 Particula nao relativistica de spin 1/2

Analisemos a particula nao relativistica com coordenadas de posigao = (t), i =
1,2,3, e, para descrevermos o grau de liberdade de spin, usemos as varidveis fm-
pares 6’ (). Estas terao, por suposi¢ao, o comportamento de um vetor sob rotagoes
espaciais. Assim, como vimos na secao anterior, uma Lagrangiana nesse superespaco

¢é dada por
mi’ oLan )"
L= 9 + iEpnc"0'0" + ien b0 0" + icpna0'o . (5.8)

Consideremos primeiro, como caso particular de (5.8), a seguinte agao:

S = / dt (z’élké’kél +¢5klnck9’fal> , (5.9)

com 0S5 = 0, temos
él = €kmle9m, (510)

a qual possui a solugao
0 (t)=R ()00, (5.11)
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ﬁ
onde R é uma matriz ortogonal descrevendo uma rotagao com velocidade angular.
Portanto, essa solucao pode ser interpretada como uma precessao do spin em um
— — —
campo magnético, digamos B, onde a relacao b = k B expressa a velocidade, e k

¢ 0 momento magnético.

Novamente, como caso especial da (5.8), consideremos a seguinte Lagrangiana:

, .
L=-mi’+-600.

: (5.12)

N | =

Para passarmos ao formalismo Hamiltoniano, definimos os momentos conjugados:

e = 0k,
onde, com a (3.100) , temos os Parénteses de Poisson Generalizados (PPG):

{:Bi,pj} = (5; (5.14)
{9k77rl} = 5?7

sendo os outros nulos. Utilizando a expressao (5.13), temos o vinculo primério
i
Tp — §9k ~ (), (5.15)

que é conseqiiéncia da linearidade de L em 6. Com a Hamiltoniana primaéria,

?2
H, = ot I\F, (5.16)

verificamos que nao hé vinculos secundérios:
Iy ={I, H,} ~0, (5.17)
em que \* = 0. Os vinculos I's sao de segunda classe:

{, i} = 0. (5.18)

Podemos, agora, introduzir os parénteses de Dirac utilizando os vinculos de se-

gunda classe [; depois, consideramos a relacao I, = 0 como equagoes fortes, eli-
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minando, assim, o 7, da teoria, deixando #; como tnica varidvel impar, modificando
os (PPG) por
{6,607}, =6V, (5.19)

Para obter a (5.10), fizemos
56 (2) =46 (1) =0, (5.20)

o que nao é correto: cada condicao de contorno estd relacionada com uma tinica
constante de integragao [66], e como a (5.10) nos fornece apenas uma tinica constante
de integracao, podemos ter somente uma condi¢ao de contorno. Analisaremos esse

caso no exemplo intitulado como "Condicoes de contorno".

Antes de continuarmos com a (5.12), vamos, entao, levar em conta essas condigdes
de contorno. Assim, ao variarmos a acao obtida da (5.12), para encontrarmos as

equagoes de movimento, veremos que devemos fazer as seguintes modificagoes:

to to Z to d
S = / Ldt — / Ldt +* / 2 [eof (1) dt, (5.21)
t t 2/, dt

onde ¢o = 0 (t1),

62 (t) =07 (t3) =0 permanecem, (5.22)
€
— — — —
60 (t1)=0, 660 (to)=0—086 (t1)+d0 (t2) =0. (5.23)
Confira:
. to . to i
68 = mid xl? + %59 0 — / dti' s, +¢/ dtf 50;
t1 t1
5 [T (0007 (12)+00 (1) 0 (12) +00 ()90 (12)],  (5:29)
ou
. t "2 - . f2 s 1 — — — —
5S = mid xy;—/ dti 5a:i~l—z/ td' 50— [59 (t)+60 (tg)} [9 (t) — 0 (tg)} .
t1 t1
(5.25)
Com 05 =0 e as (5.22) e (5.23), temos, portanto,
Po= 0, (5.26)

-0

= 0.
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5.2.1 Quantidades conservadas

A agdo (5.21) é invariante sob translacoes, rotagdes e transformacoes Galileanas.
Os 05 sao afetados unicamente pelas rotagoes espaciais, enquanto que, nos outros
dois casos, obtemos os resultados padroes para a particula sem spin. Portanto,

analisemos o caso de rotagoes. Escrevendo a (5.21) na forma Hamiltoniana, temos

s [Ca(7F 07 Z) 4L [T Lo ar 5.27
= [ (FT 50T - )y [ gles@a G2
que é invariante por estas rotacgoes:

o' = Wiz,

opt = wp; (5.28)

50" = W,
com w” = —w’. Do teorema de Noether, podemos reescrever a variacao da acao
como

—> tg - -
0S = 07 P - (59(t1)+59( )He(tl)—e(tz) (5.29)

+ (termos obedecendo as equagoes de movimento.)

Portanto, usando a (5.28) na (5.29), temos a seguinte quantidade conservada:

Jit = Lik + Sik, (5.30)
onde
Liy, = @ipr — xpp;, (5-31)

Como a varidvel dinamica J;;, é o gerador das rotagoes, entao, podemos identificé-
la com o momento angular total. Vejamos que J;; separa-se em duas partes: uma
orbital L;;, que nao é invariante sob translagoes ou transformacoes Galileanas, e uma
parte intrinseca ou de spin S;, que é invariante por aquelas duas transformacoes.
Em termos dos Parénteses de Dirac, L;; e S;;. obedecem a sua dlgebra. Por exemplo,

se definirmos o vetor de spin,

1
S = —§€ijk5jk, (5.33)
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temos

{Si, S} = €S- (5.34)

5.2.2 Quantizagao

Para mostrar que a a¢ao (5.21) corresponde ao limite cldssico de uma particula nao
relativistica de spin 1/2, utilizamos o processo de quantizagdo canodnica: converte-

mos as varidveis dinamicas da teoria cldssica em operadores, por meio da prescri¢ao
{A,B}pp — (i) |AB] . (5.35)

onde o sinal de mais denota um anticomutador -usado quando A e B forem impares-
e o sinal de menos corresponde a um comutador - usado quando ao menos A ou B

for par. Aplicando essa prescrigdo na (5.19), obtemos
0.65] = noy; (5.36)
+

onde temos a dlgebra de Clifford. Em termos de operadores, atuando em um es-

paco vetorial, sabemos que existe uma tnica representacao irredutivel dessa dlgebra.

N 1/2

onde os ¢’s sao as matrizes de Pauli. Entao, o vetor de spin quéntico é dado por

Nessa representacao, temos

~

T o~ ~ h
Si = —§€z‘jk9j9k = —Zez‘jk%gkv (5.38)

que corresponde aquele de uma particula (nao relativistica) de spin 1/2.

5.3 Condicoes de Contorno

Consideremos o caso mais simples que é o de uma particula Newtoniana submetida

a uma forca constante:

to 1
S = / <§mxf + mgixi> dt. (5.39)
t1
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Variando a agao, temos

to
0S = mi; (5(1:Z|Z’ — / (ma; — mg;) dx;dt, (5.40)

t1

onde fazemos a seguinte afirmacao: seja a variacao de S nula,
05 =0, (5.41)
que respeita estas duas condicoes de contorno:
dz; (t1) =0, (5.42)
dz; (ta) = 0. (5.43)
Com isso, teremos a equagao de movimento:
Ti = ;. (5.44)

Resolvendo-a, teremos as constantes de integracao:

t2 2

Z; (t) =Z; (tl) + vo; (t — tl) + g ( 9 1) — gﬂfl (t — tl) . (545)

Sob rotagoes, como vimos, a transformagao é dada por
or' = wx;, (5.46)
e como uma condi¢ao de contorno estd definida no ponto
t=ty, (5.47)
temos, substituindo (5.45) na (5.46):
5zt (ty) = wz; (1) (5.48)

Como z; (1) é a posi¢do no tempo inicial, podemos escolhé-la consistente com a
condi¢ao de contorno (5.42), a qual resulta da exigéncia de que a variacdo da agao

seja nula, ou seja, 05 = 0. Iremos escolhé-la, portanto, como sendo zero:

; (t1) = 0. (5.49)
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Vejamos a outra condigao (5.43). Usando, novamente, (5.45), temos

0
\

. . /-/l\ﬂ t% — t%
ozt (t2) =wY T (tl) + Voj (tz — tl) + g ( 5

) —gjt1(ta—t1)| . (5.50)

Como vimos, a variagao da agao 4.5 = 0 foi feita sob a hipétese de que dz° (t5) = 0.
Isso estd de acordo com (5.50), pois temos a segunda constante de integracao vy,

que podemos escolher como:

. t2 _ t2
voj = gjt1 — (b%h) < 2 7 1> (5.51)

De forma andloga a (5.39), escrevemos a seguinte a¢ao com varidveis impares:

t2 . )
S—/ <%919 —i—z’cﬂ) dt. (5.52)
t1

Variando-a, temos
. to
1 il1t2 . . “ s i
55 = 50, 60’ /t i (0= i) 0'a. (5.53)

Seguindo o mesmo raciocinio que nos levou a (5.44), temos

0S = 0, (5.54)
30; (t;) = 0, (5.55)
00; (ty) = 0, (5.56)
0, = ¢ (5.57)

Resolvendo essa tltima equagao, temos
0" (t) = 0" (t)) +c (t—t1). (5.58)

Como vimos, sob rotacoes,

50" (t) = w0, (t). (5.59)

Para o caso em que t = t;, temos

561 (tl) = wij [HJ (tl) + Ci (tl - tl)] = w”ﬁj (tl) y (560)
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que é andloga a expressao (5.48). Usando o mesmo raciocinio que nos levou a relagao

(5.49), também temos que 6 (¢1) é nulo:

Porém, para o caso (5.56), temos
i
00° (tg) = w" 9]- (tl) + Cj (tg - tl) = deCj (tQ - tl) . (562)

Vejamos que nao temos mais constantes de integracdo que deixe 66" (t2) = 0, e,
portanto, a obtengao da (5.57) sob a hipétese (5.56) nao é vilida. Para resolver isso,
o que faremos é substituir as duas condigdes de contorno (5.55) e (5.56) por uma
unica:

00, (t1) + 60, (t2) = 0. (5.63)
Para conferir se essa expressao estd de acordo com a constante de integracao disponivel,
basta usarmos a (5.58) e a (5.59) na (5.56):

60; (1) + 60, (t2) = W [0, (t1) + ¢; (ta — t1) + 0, (t1)] = 0. (5.64)
Portanto, a escolha para a constante de integragao 6; (¢;) serd da forma

05 (1) = 55 (s — 1) (5.65)

5.4 Particula relativistica

A (5.8), como vimos, é a Lagrangiana mais geral que se pode escrever para uma
particula Newtoniana que nao possui interacao da varidvel par com a fmpar. Seguindo
aquele raciocinio, é natural pensar que para o caso relativistico terfamos uma ex-
tensao da (5.12) formulada no espago de Minkowski. No entanto, esse raciocinio é
errado: para obtermos a formulagao da dindmica da particula relativistica consis-
tente, devemos introduzir um novo vinculo, porque a formulacao do caso massivo
possui cinco varidveis de Grassmann [5]. Portanto, a Lagrangiana de uma particula

relativistica livre no superespago ¢ dada por:

L= —m\/ar, + %[é“eu 40505 + (05 — ub)e (1)), (5.66)



76 CAPITULO 5. APLICACOES

onde ¢ = 1, e (t) é uma fungao arbitraria dependendo apenas do parametro ¢ e

T
u, = £, z = \Jahi,. (5.67)
Os momentos dessa Lagrangiana sao dados por:

oL i oL 1 oL

5 ’/L 2 123 5 5 ; 2 5 € ?

7
5((9# —uub)\ T, =

by = —mu, —

que fornecem os seguintes vinculos primaérios:

P=p+m?~0, Li=m—0,~0, L=m—30~0, L =p ~0. (569)

Ao aplicarmos a condicao de estabilidade sobre esses vinculos, teremos um tinico

vinculo secundério:
Ip = pb +mbs =~ 0. (5.70)

Na construcao dos Parénteses de Dirac, precisamos encontrar a matriz cujo deter-
minante nao seja nulo; para isso, fazemos os Parénteses de Poisson entre todos esses
vinculos e construimos, com os verdadeiros vinculos de segunda classe, essa matriz.
Depois dessa andlise, encontramos que os seguintes vinculos sao de segunda e de

primeira classes, respectivamente:

I, = m, - %e# ~0, Iy=ms— %95 ~ 0, (5.71)
P = p+m?~0, I=pbh+mbs;~0. (5.72)

Entao, os Parénteses de Dirac entre as varidveis canonicas sao dados por:

{plh qy}qp+97r = Guv {HIM Qy}qp—ew = _igMV7 {957 Qs}qp—&r = i? (573)

sendo os outros nulos.

5.4.1 Condicoes de contorno

Ao obtermos as equagdes de movimento variando a agao com a Lagrangiana (5.66),

notaremos que as condi¢oes de contorno terao as seguintes formas:

dxt(ty) = dxt(t1) = 0, (5.74)
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50" (5) + 86" (1) = 0,

(5(95<t2) + (595(t1) — 0,

e que devemos adicionar o seguinte termo de fronteira nessa acgao:

Speom. = 5[0°(1)00(t2) + B5(12)0s(15)].

Ou seja,

ST =5+ Sfront.-

5.4.2 Quantidades conservadas

Usando as rotagoes no espago-tempo ou transformadas de Poincaré:

oot = wz, + €', dp, =wwp”, 00, =w,b", 605=0

e a condicao de extremo:

oSt =0,

temos

© 1 uv

[pu<t2) - pu<t1)]€ - 5“ [J/W(tz) - Jul/(tl)] =0,

com

J,uu - Luy + Suua
onde

L,uu = TuPv — TuPu

e

S = 0,00,

7

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)
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A relagao (5.82) expressa os geradores das rotagoes de Lorentz, e é identificada

com o momento angular total da particula.

5.4.3 Quantizacao

Na Teoria Quéantica, os geradores (5.83) e (5.84), além de adquirirem os status de

operadores, devem ser (anti) simetrizados [5]:

~ 1 A N N
L;w - §(quu +pqu — quPu — puqy) (585)
e
~ i~ s 1
S,w/ = _5(9ueu - 01’9#) = ih(’yu’%/ - 71/7/1) (586)
onde
[’y,ua’yy]-‘r = _29p,u~ (587)
Os Parénteses de Dirac (5.73), na quantizacdo candnica, adquirem os status de
operadores:
[ﬁua Z]\V]qp = ihg;wa [Qw QV]GN = hg;u/v [95> 05]07T = ha (5'88>
e os vinculos de primeira classe (5.72) sdo convertidos em condigoes sobre estados
fisicos:
(Bup” —m?)ih; =0 (5.89)
e
(P8 + mbs)p = 0, (5.90)

onde os operadores 0, e 05 sao geradores da dlgebra de Clifford; sua representacao,
para o caso em questao, é quadridimensional e pode ser denotada pelas matrizes de

Pauli-Dirac:

@u = \/ﬁ%% (5.91)
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e
05 = Vrys, (5.92)
onde
Y5 = 170717273 (5.93)
(]
7 =1 (5.94)

Yo € 75 sao Hermitianas e 7, ,5 sdo anti-Hermitianas. Multiplicando (5.90) por

(h/ 2)_%75, obtemos a equacao de Dirac na representacao usual:

(py +m)y = 0. (5.95)
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Mecénica Pseudocléssica para Particulas de Spins
Oel

Resumo

Obtivemos uma acao para a particula com spin e sem massa por meio da
mecanica pseudocldssica, que possui como base varidveis Grassmannianas. Essa
agao é invariante sob reparametrizagao 7, transformagoes do O (N) e sob SUSY lo-
cal. Apds quantizacao, para o caso especial N = 2, obtivemos uma acao que, além
de descrever alguns aspectos topolégicos, descreve os setores de spins zero e um da
teoria DKP sem massa. Exploramos, também, uma formulacao supersimétrica desse

modelo.
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Abstract

We give an action for the massless spinning particle in pseudoclassical mechan-
ics by using grassmann variables. The constructed action is invariant under 7-
reparametrizations, local SUSY and O(N) transformations. After quantization, for
the special case N = 2, we get an action which describes the spin 0, 1 and topolog-
ical sectors of the massless DKP theory. A SUSY formulation of the given model

also is explored.

5.5.1 Introduction

Investigations of particle systems with arbitrary spin was initially given by Bargmann-
Wigner [1] and Rarita-Schwinger [2], here the Dirac representations of the spin one
half particles are the basis to the construction of higher spin theories. The formalism
is based on the bispinor wave function with 2s Dirac indices (for spin s) and the
total symmetrical representation is used to study the maximum spin value of the
model.

On the other hand, the first ideas about the studies of classical systems that
include in the phase space both commuting and anticommuting variables (pseudo-

classical mechanics) was put forward by Schwinger [1] in 1953. However it was

*casana@ift.unesp.br

fmpazettiQift.unesp.br
fpimentelQift.unesp.br
§valverde@ift.unesp.br,valverde@stout.ufla.br



82 CAPITULO 5. APLICACOES

Martin [2] who achieved these ideas in 1959. Later in the Berezin and Marinov
works [5] a model for the description of spin one half particles was proposed, here
the consistent formulation of the relativistic particle dynamics implies in the addi-
tion of a new constraint, this is because the formulation of the massive case has five
grassmann variables. At the same time these models were also studied by Casal-
buoni [23] who explored the internal group symmetry and the gauge invariance of
the resulting action. In this way was possible the description of spinless and spin
one particles using these internal symmetries. Interaction of spinning particle sys-
tems with external Yang-Mills and gravitational fields was investigated in [24]. The
quantization of similar models are performed by means of the Dirac procedure for

constrained systems.

Many other papers appeared about the study of spinning particles in the frame-
work of pseudoclassical mechanics, for example the derivation of the equation of
motions for the massive and massless spinning particles are treated in the works
[10, 11, 10, 11], where the spin description is achieved by means of the inclusion of
internal group symmetries. Similarly, the case of the Dirac particle is discussed in
the works [12, 13, 14]. A path integral representation for obtaining a Dirac prop-
agator was also obtained in [15] and other studies connecting the pseudoclassical
mechanics with the string theory was investigated [16] for the free case as in in-
teracting with an external field. Also, the pseudoclassical description of massless
Weyl fermions and its path integral quantization when coupled to Yang-Mills and
gravitational fields was studied in [17]. Similarly, the path integral quantization of
spinning particles interacting with external electromagnetic field was analyzed in
[18].

Besides this, the pseudoclassical approach can be applied to other different mod-
els. This is the case of the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) theory [19, 20, 21] which
describes massive spin 0 and spin 1 particles in a unified representation. Ques-
tions about the equivalence of the DKP theory with theories like Klein-Gordon and
Maxwell are discussed in [39, 40, 41] (a good historical review of the DKP theory
can be found in [42, 43]). The Field theory of the massless DKP has a local gauge
symmetry which describes the electromagnetic field in its spin 1 sector. It is impor-
tant to notice that the massless case can not be obtained through the limit m — 0
of the massive case. This is due to the fact that the projections of DKP field into

spin 0 and 1 sectors involve the mass as a multiplicative factor [18] so that taking
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the limit m — 0 makes the results previously obtained useless. Moreover, if we
simply make mass equal to zero in the usual massive DKP Lagrangian we obtain
a Lagrangian with no local gauge symmetry. Studies in the Riemann-Cartan space
time was proposed in [19, 20, 18].

Recently, a super generalization of the DKP algebra was done by Okubo [21]
where the starting point is the study of all irreducible representations by means of
the Lie algebra so(1,4) [22], moreover, a paraDKP (PDKP) algebra is constructed
intimately related to the Lie superalgebra osp(1,4), obtaining as result the super
DKP algebra that contains the boson and fermion representations.

An extended variant including Grassmann variables for the DKP theory is very
interesting for many reasons, for example a pseudoclassical version allow us to make
an attempt to the construction of a supersymmetry variant of the theory where the
action must be expressed in terms of (super)fields. It is also no clear about the
particle states that will compose the (super)multiplet in this theory.

In this work we propose a possible action for the massless DKP theory in the
pseudoclassical approach. In section 2, the pseudoclassical action is given includ-
ing the correct boundary terms that yields a consistent equations of motions. We
carry out the constraint analysis of the system and verify his invariance under 7-
reparametrizations, internal group O(N) and SUSY transformations. We find the
generators of corresponding transformations and give the Pauli-Lubanski vector. In
section 3, the quantization is performed and proved that for the special case N = 2
the both sectors of spin 0 and spin 1 of the DKP theory appear. We get the scalar
and vectorial field as a first result, we also obtain the topological field solutions
correspondent to the both spin sectors. In Section 4, using the SUSY principles
we extend the proposed action to the Superspace formalism obtaining a consistent
result as in the pseudoclassical model. Finally in section 5, we give our conclusions

and comments.

5.5.2 Pseudoclassical Mechanics

We start with the action in the first order formalism that considers an internal group

symmetry

s= [ar |- iwips 5o+ goit gro] + Jutraue) 699
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here z,, is the space time coordinate, p, the auxiliary momentum vector; 1/zﬁ (1) —
k,l,...=1,2,...N are the fermion coordinates, superpartner of x, (1), (:L"u, @Z)ﬁ) is the
multiplet of matter; e (1) is the einbein, his superpartner x, (7) is the unidimensional
gravitino; fi, (7) = —fri (1) is the gauge field for internal symmetry, (e, xj, fir) 1S
the supergravitational multiplet on the world line.

The action (5.182) includes the correct boundary terms that guarantee the con-
sistence of the equations of motions for the grassmann variables. This is because in

the variational principle the fermionic canonical coordinates have only one condition
6 (¢ (m2) +¢(11)) =0 (5.97)
for the other coordinates only the space time coordinate is restricted to the condition
dx (19) =0x(11) =0 (5.98)

internal group indices in the case N = 2 when ¢,k = 1,2 are contracted by means
of symbol Kroeneker §;; (for the group O (2) and spin 1) or Levi-Civita symbol e,
(for the group Sp (1) and spin 0).

The lagrangian that follows from (5.182) is

L= (& —ixd)p+ g0 + L+ £ o (599

It is possible to write the action (5.182) in a different way, for this we perform

the variation of S with respect to p, then we get the following equation

p=—e (i —ixy) (5.100)

inserting this solution into (5.182) we obtain the second order formalism of the action

.
3 1

s = [ar|-5 (@ - giw - () + 500+ 5100

T1

F5 ()9 (1) (5.101)

then the lagrangian that follows from (5.101) is

671

L=~ T (3~ 2idx — () + 0+ £ o (5.102)
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the term (x¢)* = x,1; X4, appears because an internal group symmetry O(N) was
introduced in the theory.

Both formulations (5.182) and (5.101) are equivalent and as we will see later the
constraint analysis gives the same result.

Equations of motions that follow from the action (5.182) result in
| .
Pty =0, =0, ¥y =—p'xp+ fatdi, p=0
we can see that for a special case e = 1, y = f = 0 we obtain the solutions
z, (1) =2, (0)+p,7, Yk = const.
Constraint Analysis

Now we proceed to the constraint analysis of the theory. Using the definition for

the canonical momentum: p, = g—qf, we obtain

oL e OL (-
Pp = o =Pp Tp=—n =3¢, (5.103)

oM b, 2
oL oL , oL
Der IXr, O fir

from which a set of primary constraints appears

QZ = 7Tl’j—§¢l’j%0, Q. =1~0, F=rtr~0 QF=ng% =0

(5.104)

following the standard Dirac procedure for a theory with constraints we construct

the primary hamiltonian from the lagrangian (5.184), H = p,4* — L,

HY = ixip, — fm%ﬂ/f“ + A", (5.105)
where we have included the primary constraints (5.186), = {)\ A, AR, )\ik} are
the lagrange multipliers. When we apply the stability conditions on the primary
constraints

Y — ¢9) _
Q= {Qa, HV},, =0 (5.106)
we obtain a new set of secondary constraints
1 .
0@ = Zp? =0, = ipp, 0, QF =iy~ (5.107)

2
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the conservation of these secondary constraints in time tell us that no more con-

straints appear in the theory. Next the constraint classification gives the following

first class
) L,
0P = Spt~0 (5.108)
QP = iylp, ~0 (5.109)
QF = w0 (5.110)

and the second class constraints
M pr—

k kU
=, — 5U =0 (5.111)

with the help of the second class constraints we construct the Dirac Bracket (DB)

between the canonical variables and obtain

{¢L,¢§}DB = _i(sikgpw {x,uapu}DB = Guv (5112)

Invariance

In the theory with the action (5.101), we have three gauge transformations that do

not change their physical sense. The T-reparametrization

br = ei, 0 =ei) (5.113)
be = (ee), dox=(ex), of =(f)

the invariance under local internal symmetries O (N)

ox = 0, dp=ay (5.114)
de = 0, ox=ayx, Of=a+af— fa

and the invariance under local (n = 1) SUSY transformations

br = i), &Y =e ta(d—ixy) (5.115)
oe = 2ay, ox=a&—fa, of=0
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It is interesting to commute two local (n = 1) SUSY transformations. This gives

(00, 0] & = 0cy@ 4 0ay® + oo (5.116)
[0y 0] = Segth + Oagt) + agt) (5.117)
[0a,0gle = 0:0€ + g€ + dag€ (5.118)
[0as O8] X = 0o X + GapX + dapX (5.119)
0ar 0] f = Oeof + Guf + 6aof (5.120)
where the new parameters are now field dependent
g0 = 2ie taf, ag= —coX, ao= —¢cof (5.121)

this shows that there is no simple gauge group structure, although the invariance is
still enough to secure good physical properties of the action.
The invariance of the action (5.101) is reached if we impose the conditions at the

endpoints for the parameters
e(r1)=e(r2) =0, a(ri)=a(r)=0 (5.122)

On the other hand it is possible to find the generators of the transformations
(5.227)-(5.229). We follow the work of Casalbuoni [23] where the generators of the
transformations F' are given by

dy
F =p,q¢* —p, O6L=—"F 5.123
Padq” — ¢ - (5.123)
being ¢ the generating function. To verify the correctness of found generators we

use

du={u,eF} g (5.124)

where € is the parameter of a given transformation.

We find for the 7-reparametrizations

. e (
F= ixyp — 5]?2 — 5 fvy (5.125)
{at eF}pp = ei, {U},eF} = e, (5.126)
internal O (N) symmetries
1
Py = 51#?%,3 + Xi Tk (5.127)

{aalF}pp = 0, {¢),aF}pp =auty, {xnaF}pp=anx, (5.128)
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and SUSY transformations

Fp = ipuy + 2ix,m (5.129)
("0} py = il {aF}py=cla(E—ixs)  (5.130)
{e,aF},p = 2iax (5.131)

To close the invariance we remark that the proposed theory is also invariant

under Poincaré transformations, i.e.

dat = wh ¥ + €, oYl =why, de=0x=0f=0 (5.132)
with the generators
1
¢'F, =e"P, + iw‘“’MW (5.133)
where
My =Luw+Sw, Luw=xp,—20s, Suw= iwﬁw’,f (5.134)

in this way is constructed the Pauli-Lubanski vector

1
Wy = =eun, PP MY, W? =

5 (P2S? +2(S,.,P")?) (5.135)

DN | —

5.5.3 Quantization

The constraint analysis which was done before takes a physical sense when the
quantization is performed and a coherent interpretation of the equation of motions
is given.

With the quantization the canonical variables becomes operators
~ ~ i .
Ty = Ty, Py Dpy Uy — U, (5.136)
and the DB follows the commutator or anticommutator rules

{7} = }DB (5.137)

thus we have the following commutation relations

~i ~k . S )
{wﬂ’wl’} - h(szkg,ulu ['r;up,u,] - Zhg;u/ (5138)



5.5. PSEUDOCLASSICAL MECHANICS FOR THE SPIN 0 AND 1 PARTICLES89

~k
We pick out a general realization for the operator 1, satisfying the relation

(5.138) and the equations of motions

~k
D (81) =S ) ((59)°4 ™ © 7,75 © 1°00) (5.139)
here S(Y') is the Young symmetrization operator, v, are the Dirac matrices and 5
is given by
~ 2
V5 = YN Y2Ys:  (15)” =1 (5.140)
The first class constraints are applied into the vector state |®) = |d>)a1 .
We recall that an internal group symmetry O(N), where i, k,... = 1,2, ..., N, is
considered in the Lagrangian (5.182). Thus we obtain
PPy oy = O (5.141)
PVl ®) s o = O (5.142)
VN ooy = O (5.143)

the first equation is the mass shell condition in the case of a massless particle. The
second one is a set of linear equations for every Dirac indices where no symmetriza-
tion on the vector state |®) is assumed. However when the symmetrization over
the vector state is taken into account, (5.142) becomes the Bargmann-Wigner [1]
equation for a particle with spin N/2. The total symmetrical part of |®) generates
a representation with the higher spin value. In our case, the third equation is a
projector of the representations of DKP theory, i.e., it separates out a particular
spin representation of the vector state.

In the particular choose: i,k = 1,2, i.e. when the internal group symmetry is
0(2), (5.141)-(5.143) reproduce de DKP equations for massless particles with spin

0 and 1. In this case the realization (5.139) becomes

D @L) - Z\/g (v,75®1), D @i) _ Z\/g (75 ® 7,75) (5.144)

Let’s take only two Dirac indices in the vector state |®) then using a complete

alag?

set of Dirac matrices we decompose |®), . as follows [33]

a2

) a0

= aQ ('750)041042 C5 + aj (757“0) ) ng + a’20011a2C
+b <7#0)a1a2 (CM) + bl <Em/c)a1a2 C/W (5145)

aja
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here a,aq,b,b; and as; must be considered as free parameters and will be adjusted
to assure the correctness of the final equations. The term: C,,,,(, is referred to a
trivial representation and we do not consider it, therefore, we set as = 0.

We also have

1
B =5 (0" =) (5.146)

and C' is the charge conjugation matrix
ct = -C. (5.147)
Considering the properties of the matrix C' we obtain the antisymmetrical

1) jgran) = @ (1°C) 0, C5+ 01 (3°7C) o, G (5.148)

and the symmetrical part of the vector state.

1) {103 = 0 (V") ayr S+ 01 (5C) gy S (5.149)

Thus for the particular case of O(2) symmetry we obtain

P 1®) g0, = 0 (5.150)
p“”y,(})m))al% = 0, pu,yg)‘@mm:() (5.151)
YD), L, = 0 (5.152)

these relations give the DKP equation for spin 0 and spin 1. The relation (5.152)
can be shown to be a projector that separates the corresponding sector of the vector
state |P)

ajog ’

Spin 0

Let’s take the antisymmetrical part of the vector state |®) , and replace it in one

aja

of the equations (5.151), then we obtain

(i) oy 1PV j0100) = Pu?) ey [a (7°C) o G5 01 (°C) 4"5,,] =0 (5.153)

multiplying on the right side by (C~'4°),_, and considering 73 = 1, we have

p# [Cl (Vu)aa C5 — (,},M,YV)&Q CSI/] =0 (5154)
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with the use of the trace properties the equation (5.154) results in

ar (p"Cs,) =0 (5.155)
On the other hand, if we multiply the equation (5.153) by (0_1757)‘fyp)a2a and
taking the trace operation we got to
ar (P'Cs —p’¢5) =0 (5.156)
for a; # 0, one solution for the last relation is given by
¢G5 =p"Cs (5.157)

Thus equations (5.155) and (5.156) are the equations for the spin 0 particles and

the equation (5.155) gives the massless Klein-Gordon equation for the scalar field

Cs-
Now if we multiply (5.153) on the right side by (C’*W%A)aw we obtain

P [a (") 00 G5 — a1 () 0 Cou] =0 (5.158)
using again the trace properties for the Dirac matrices a third relation is obtained
a(pCs) =0 (5.159)

this equation is compatible with the equation (5.155) and (5.156) if only if a = 0.

Spin 1

Now we take the symmetrical part of the vector state |®) the equation (5.151)

araz’

becomes

(pl/yu)aal [b (nyC’)alCQ Cl/ + bl (Eykc)alaz CV/\:| = 0. (5160)
Multiplying on the right side by (C~'4*),., we get

Pu [(V*Y ) aa o + (#297) . Ca] =0 (5.161)

using the trace properties for the v#-matrices it simplifies to give

b1 (p¢,,) =0 (5.162)
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Multiplying (5.160) by (C~'v*777),,,, it simplifies to be

P [V YY) g G + (yuzuwpvavr)w (] =0 (5.163)

tracing the equation above and considering the antisymmetric character of the tensor
field (" we get the Bianchi relation

by (p"C7 4+ p7¢"T +p7¢77) =0 (5.164)

If we set by # 1, one possible solution of the relation (5.164) can be obtained if we
put

¢ =p"¢" = prct (5.165)
i.e. the strength tensor of the Maxwell theory and the equation (5.162) becomes the

Maxwell equation for the electromagnetic field .

We can obtain more two equations: the first one is gotten multiplying (5.160) on
the right side by (C1),_, we have

0P (V'Y )aa v = 0 (5.166)

with the help of the trace properties for the Dirac matrices we obtain
b (pu¢*) =0, (5.167)

to get the second one we multiply (5.160) by (C~14#9°)_ _ and next we take the

feYe"

trace operation over the y*-matrices to obtain

b(p'¢" —p’¢") =0 (5.168)
The equations (5.167) and (5.168) are compatible with the equations (5.162), (5.164)
and (5.165) if and only if we set b = 0.
Topological solutions

On the other hand we can get two additional solutions if we set b # 0 and b; = 0.
Thus the first solution is getting when we solve the equation (5.167) choosing

¢ =pC (5.169)
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where (" is an antisymmetrical tensor field satisfying the equation (5.168).

And the second solution is founded when set the vector field in the equation
(5.167) being
(" =e""p,Cop (5.170)

The equations (5.169) and (5.170) are topological field solutions for the spin 1
and spin 0 sectors [23], respectively. Such topological solutions were found in the
massless DKP theory by Harish-Chandra [35] and in the context of usual Klein-
Gordon and Maxwell theories studying their higher tensor representations by Deser
and Witten [36] and Townsend [37].

5.5.4 Superspace Formulation

As a natural way we extend the previous analysis of the action and give the formu-
lation in terms of superspace.

Firstly we consider the motion of the particle in the large superspace (big SUSY)
(X,,0,)Y whose trajectory is parametrized by the proper supertime (7,7);,7,) of
dimension (1/2), here 7, 1, are the grassmann real superpartners of the convencional
time 7. In this way the coordinates of the particle are scalar superfields in the little

superspace (little SUSY). For this case we havel

X (Tym1me) = @ (1) +ingy, (1) +ingm B2 (1) (5.171)
Ou (T,11,my) = 04 (1) + AL (T) + nmjfg (1) (5.172)

where 7,7 = 1,2; 1/)2 is the grassman superpartner of the common coordinate z,;
A, is a commuting majorana spinor, superpartner of the grassmann variables 6,.
FYJ = —FJ" and F) = —F]' are antisymmetric fields.

In order to construct an action which is invariant under general transformations
in superspace we introduce the supereinbein E4; (7,7,,7,), where M [A] are a curved
[tangent] indices and D4 = E}0), is the supercovariant general derivatives, here

EA is the inverse of E4). If we take a special gauge

E$, = AE,,, ES% = AY?E, (5.173)

TWhen the interaction is switched on, we must to include a complex grassmann spinor field o,.
This enable us to consider theories with interacting charged particles.
I'We recall that this form is valid only for the case of two indices i = 1,2. If we want to analyse

theories with a bigger internal symmetry O (N), we need to include a more terms.
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where
E, =1, E,=0, E,=-in, E,=1 (5.174)
is the flat space supereinbein, then the superscalar field A an the derivative D 4 takes
the form
A(T,my,ma) = e(T) +inx; (7) +inm; fiy (7), (5.175)
D, = Di=—+in,—, D,=0- 5.176
o i (5.176)

here e (7) is the graviton field and y; (7) the gravitino field of the two-dimensional
n = 2 supergravity; fi; = —fj; is an antisymmetric matrix field. It is no difficult to
prove that (Ea)2 = (Di)2 =10,

In this way the extension to superspace of the action (5.101), is given by**

1
S = 1 / drdn,dn,A~'e;; DX, D; X" (5.177)

here ¢;; is the antisymmetric matrix: €12 = —€91 = 1, €11 = €32 = 0. Using the

property AA~! = 1 for the supereinbein field we obtain

A (ron,my) = et () —ie 2 () mox, (7) —ie 2 (T) nym; £ (7)
+e ¥ (T)nmyx: (T) x5 (7) (5.178)

After some manipulations and integrating over the grassmann variables we have

- . | . o
S = /dT (—5611‘2 + %671%% + %672%%33 + 5672fijwiwj

I _ _ .
+§e 3Xi¢in¢j +e 'F? —e 2Fin¢¢j> (5.179)
redefining the fields

x=ex, =€y, f=ef, F=eF (5.180)
we obtain
2 1 i N
dr ——e Lt 4+ 5%% + ¢ Xir + §fz'j¢i¢j
+

e XXy + eF? — iFijxi@Dj) (5.181)

N | —

**The presence of the superscalar field A is to guarantee the local SUSY invariance.
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we see that this action is identical to the proposed in (5.101) when we put F' = y,
i.e. when the fermion coordinate and the gravitino field are coupled.

This shows that considering the correct inclusion of internal symmetries in the
superspace formulation we obtain, in the special case, the same action proposed from
the pseudoclassical point of view. The internal symmetry group O () is connected

to the number of grassmann variables 7,.

5.5.5 Conclusions

In this work we give an action for the massless DKP theory by using Grassmann vari-
ables and the consistence of the equations of motions are assured by means of the in-
clusion of boundary terms. We also verified the invariance under 7-reparametrizations,
local SUSY and internal group O(N) transformations, the generators of these trans-
formations are also found. We carried out the constraint analysis of the theory and
verified that after quantization a possible inconsistency can appear, nevertheless the
further analysis allow us to solve it with the introduction of some parameters that
play a role of regulators of the theory. By the way an important result in this context
was obtained, i.e. an aditional topological solution for the spin 0 and 1 is derived
from this model. As a natural continuation of the presented action we extended the
studies to superspace formalism obtaining under some conditions the same initial
pseudoclassical action.

For the further development of the theory we are working to accomplish the
analysis through the most powerful method for a theory with constraints, i.e. via
the BFV-BRST method, which can open the possibility of calculating the propaga-
tor of the resulting theory using the path integral representation. And, for further
studies the inclusion of interactions (i.e., electromagnetic, Yang-Mills and gravita-

tional fields) in the theory will be discussed.
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Particula relativistica em p=2+1
Resumo

Propomos uma variante SUSY para a acao de uma particula com spin e sem
massa via inclusao de varidveis twistor. A acao é construida para ser invariante sob
transformacoes de SUSY e reparametrizacao 7 sempre que incluirmos um campo em
interacao. Além disso, foi feita andlise de vinculos e obtidas equagoes de movimento.
As relacoes de comutacao, obtidas para o espinor comutativo A,, mostram-nos que o
estado de particula possui spin e estatistica fraciondrios. Introduzimos um possivel

termo massivo para um modelo nao interagente.
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5.6 Relativistic particle in D =2+ 1

J. S. Vaverde® e M. Pazetti!)

(1) Instituto de Fisica Teorica, Universidade Fstadual Paulista
Rua Pamplona 145, CEP 01405-900, Sao Paulo, SP, Brazil

Abstract

We propose a SUSY variant of the action for a massless spinning particles via
the inclusion of twistor variables. The action is constructed to be invariant under
SUSY transformations and 7-reparametrizations even when an interaction field is
including. The constraint analysis is achieved and the equations of motion are
derived. The commutation relations obtained for the commuting spinor variables
Ao show that the particle states have fractional statistics and spin. At once we

introduce a possible massive term for the non-interacting model

5.6.1 Introduction

The field theory in space-time D = 2 4 1 has some interesting features related
with the nontrivial topology of the configuration space. For example, solitons of
D = 2 + 1 theories can hold fractional charge, statistics and spin [1, 2, 3, 4], many
of such systems have been observed in condensed matter experiments.
Alternatively, other phenomenological models implement the appearance of ex-
otic statistics by the addition of a Chern-Simons term to the effective action for a
statistical gauge field [5, 6]. For example, such interesting situation ocurred in the
O (3) 0— model proposed by Balachandran et al. [7], where the Chern-Simon term
is constructed from the SU (2) connection form on c— model fiber bundle space with
S? sphere as the base, where the quantization of this model leads to obtain solitons
with fractional spin. In the Semenoff’s work [8, 9] solitons with exotic statistical
properties are also obtained when the interaction of the scalar and abelian gauge
field is considered. Other works involving particles with fractional spin can be found
in [10], where a non-Grassmannian approach is formulated on the pseudoclassical

basis for the massive as well as for the massless case.
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The problem to the construction of a consistent field theory for quartions in
dimensions D = 2+ 1 and D = 3 + 1 was considered by Volkov et al. in the
works [11, 12]. The extension of the free theory to higher dimensional space-times
must be performed with a special care because there is a theorem which states
that in D > 3 + 1 the statistics must be either fermionic or bosonic ones. As we
know this theorem is valid for the finite-dimensional representation of the Lorentz
group. However in the works [11, 12] it is showed that the fractional spin-states are
described by the infinite-dimensional representations of the Lorentz group and the
existence of quartions in higher dimensions is also possible, in this sense we remark
that studies for the D = 3 + 1 model were performed in [13] where some important
results were pointed out and the algebra properties were discussed. It is worthwhile
to notice that in D = 3 + 1 a pair of linear independent equations is obtained and
it becomes inconsistent when the interaction is included. However as Volkov et al.
[11, 12] pointed out there is the possibility to describe the dynamic of quartions by
means of the twistor variables and the interactions can be studied in a consistent
way.

For further development of the theory, it would be very useful to establish the
fundamental connection between space-time and twistor description of particles and
superparticles at the Lagrangian level. Twistor theory has been developed mainly
by Penrose [14, 15] and the theory is in fact largely based on ideas of conformal
symmetry, i.e., zero rest mass particles and conformally invariant fields. In this
formalism, the basic variables to describe the dynamics of the massless spinning
particles are a pair of spinor variables called twistor and the procedure of canonical
quantization can be applied to these variables. In this sense the space of twistors
can be considered as more basic and fundamental than space-time and in certain
cases it allows a simplification of the constraint analysis and a larger transparency
of the symmetry properties. Consequently, when the twistor techniques [16, 17]
are implemented into the structure of supersymmetric theories, a new ingredient to

study the different models is presented.

The main goal in this present work is to explore the consequences of the vac-
uum fluctuation of one of these models [18] just originated by the twistor variables.
For this purpose we give a SUSY generalization of this action [19] and study the
constraint structure of the model for the free case as well as when an interaction is

included.
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The paper is organized as follows: in section 2 we give a brief review about
theories that consider particles with fractional spin and statistics (quartions). We
discuss the connections between fractional statistics and fractional spin and see that
the possibility of the existence of quartions no contradict the fundamental Pauli
principle. In section 3 we start with the action for a free massless spinning particles
in D = 2+ 1 that includes twistor variables. Next, considering only the vacuum
fluctuations we construct an action that is invariant under SUSY transformations
and 7 - reparametrizations, in following we perform the constraint analysis for the
free case as well as for an interacting "gauge"field and, finally a massive term to the

model is introduced. In section 4 we give our final remarks and conclusions.

5.6.2 Particles with fractional spins

It was shown [11] that quantum field theories in D = 2 + 1 dimensions have a very
interesting structure when the connection between statistical and spin properties is
studied. As it was pointed out, the existence of objects (quartions) possessing non-
trivial (exotic) spin no contradict the fundamental Pauli principle that establishes
the existence of integer or half integer spin. The existence of quartions is concerning
with the topological properties of the space-time and it is in complete agreement
with the group-theoretical description of its dynamical properties.

The Poincare group (or the inhomogeneous Lorentz group 1S0(1,2)) is con-
structed by three translation generators P, (m = 0,1,2) and three angular mo-
menta generators M, of the Lorentz group SO(1,2) that is isomorphic to SL(2, R).
It is well known that the I150O(1,2) generators satisfy the following commutation

relations

[P, P =0, [M™ M"]=ie™ M, [M™ P"]=ie"™P, (5.182)

mnl

here €™ is the total antisymmetric tensor and the space-time metric is defined by

n™" = diag (+,—, —). There are three independent Casimir operators

C, = P'P,=m>

Cy = M,P" (5.183)

Py
C. — 0
’ | Pol



104 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

where we see that the mass shell condition and the Pauli-Liubanski scalar are defined
by the the two first relations while the third one is the energy sign.

A consistent relativistic field theory for particles with fractional spin and sta-
tistics is constructed on the base of the Heisenberg-Weyl group [20, 21] whose ir-
reducible representations are given by the particle states with spin values S/, and
Ss/4. As it is known this group is generated by the coordinate ¢ and momentum
p = ih0/0q operators acting on vectors of the Hilbert space satisfying the usual

commutation relations
lg.p) =4, lg,q] =[p.p] =0 (5.184)

We recall that in the considered theory ¢ parametrizes the quartion spin space.

As customary the action of the rising a™ and lowering a operator

% (q—ip), a= % (q+1ip) (5.185)

onto the vacuum vector |0), generates the corresponding orthonormal basic vector

at =

of the representation space that has the following form

In) = (n))"7* (a9)"10), n=0,1,2,.. (5.186)

Lo = < Z ) (5.187)

it is possible to construct the SL (2, R) group generators by means of the Heisemberg-

Defining the Majorana spinor

Weyl generators ¢, p in a Lorentz covariant manner.

With this definition the commutation relation (5.184) becomes
(Lo, L) = —ilicas (5.188)

where €,4 is the antisymmetric matrix €;5 = 1. The last relation determines, in
our case, the nature of the theory under consideration and implies in the possible
existence of particles with exotic spin and statistics (quartions).

The SL (2, R) generators acting on the representations Sj,4, S3/4 are given by

the anticommutators of spinors L, components as follows

, n 1 1
Maﬂ = ZMn (’}/ )aﬁ = Z (LaLﬁ + LﬂLa> = 5 {La, ng} (5189)
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As it is well known, spinors have a richer structure than vectors, and is connected
with the group properties of the SU (2) which is the covering group of the rotation
group O (3). In this sense the existence of quartions can be considered as more
fundamental than spinors and should have a certain relation with the elementary
particle physics.

As it was given in [11, 12] the equation for quartions in Lorentz covariant form
can be written as

(L*P,g —mLg)® =0 (5.190)
and it resembles the Dirac equation if we put L,® = W, thus in our case ® has a
continuous dependence on the spin parameter. It is important to remark that in
these models there are problems concerned with the construction of the Lagrangian
which generates the equations of motions (5.190). Another problem, related to
the development of the theory based on the equation (5.190) is the difficulty to add
interactions of quartions with the common fields as, for example, the electromagnetic
interaction that can be implemented via the minimal coupling procedure. Therefore,
other alternatives must be explored to obtain a satisfactory and consistent theory

for quartions. We will try to reach our goal by means of SUSY resources.

5.6.3 Relativistic Particle Dynamics
Free case

We begin with the formulation of massless relativistic particle dynamics in D = 241
- dimensional space-time. The momentum vector p,s = Vospm 1S written as a
bilinear combination of twistor components )\, obtaining for the proposed action
[22]

S = / AT Ao Agi®” (5.191)

which is the connection between the space-time formulation and the twistor one.
Here )\, is a commuting Majorana spinor, the index a, 3 = 1,2, 2%%(7) = 4" 2,,(7)
is the coordinate of the particle (m = 0,1,2) and #*° = L /(7).

The inclusion of twistor variables enables us to consider the vacuum fluctuations
giving an additional term containing a A" and that is considered minimally into the
action [18]

Sy = l/dmax" (5.192)
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where [ is an arbitrary parameter of length and was introduced to assure the cor-
rectness of the action dimension.

We consider the motion of the particle in the large superspace (X,,, 0,) whose
trajectory is parameterized by the proper supertime (7,7) of dimension (1/1) (n
is the grassmannian real superpartner of the conventional time 7). In this way
the coordinates of the particle trajectory constitute scalar superfields in the little

superspace (1/1):

X (1,m) = xp (1) +int,, (7) (5.193)
Ou (1,m) = 04 (7)) +1n)a (7) (5.194)

where the grassmannian variable v, is the superpartner of the bosonic coordinate
T, and the commuting Majorana spinor \, is the superpartner of the grassmannian
variable 6,,.

In order to construct an action which is invariant under general transformations
in superspace we introduce the supereinbein E3\ (7,7), where M [A] are curved
[tangent| indices and Dy = E}'0), is the supercovariant general derivative, EY is

the inverse of E4. In the special gauge [25]

ES, = AE;,, E% = AY?’E, (5.195)
where
E,=1, E,=0, E,=-in, E,=1 (5.196)

is the flat space supereinbein. In this case, the superscalar field A and the derivative

D4 can be written as
AN=e+inx, D,=09,+ind,, D,=0, (5.197)

where e(7) is the graviton field and x(7) is the gravitino field of the 1 - dimensional

n = 1 supergravity. There is no difficult to prove that
(EG)2 = (Dn)2 =10-
The extension to superspace of the actions (5.191) and (5.192) is given by'!

S =il / drdnA~*D,X**D,0,D,05 (5.198)

T As we will see later the presence of the superscalar field A guarantees the local SUSY invariance.
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and .

Sy = % / drdnA~'D,0,0", (5.199)
respectively. Where we introduce the length constant [ to obtain the correct dimen-
sion of the superfield components, however, the final results will be [-independent.

From the condition AA~! = 1 we obtain
A=t —ie . (5.200)

Our main goal is to study the dynamics of the action (5.199) arising when we
consider the vacuum fluctuations. We also remark that Sy appears due to the twistor
variables introduced in the action (5.191).

After simple manipulations we obtain for the action (5.199) in the second order

formalism
. 1 1 (.5 p X’ 7 _9 e
Sp = l/dT {56 (wae Ak ) o RO } . (5.201)
Immediately, we do the following redefinition of the fields

Ao = 2N, =M (5.202)

that allows to rewrite the action Sy as being

2 1 . 1 _~ ey 1 _~a 1~ 2o [~ ~a
SO = llldT |:§€_1 (Qa - §X)\a> <9 - 5){)\ ) + 5)\01)\ } + 5)\a (7—2) A (Tl)
(5.203)
note that the "small"supersymmetrization of the action (5.192) generates the kinetic

term for the dynamical variable 6,. The boundary term in (5.203) was introduced

to get a set of consistent equations of motion [12] which are given by

A Z'e_l/\ . 1 ~ ~a .
Ao = SR (Ba = 500 ), ATa=0, mar® =0, Fa=0.  (520)

We follow the standard Dirac procedure to study the constrained system gener-
ated by the action (5.203). The canonical momentum obtained from (5.203) are

. 1 ~
Te = de ! <0a—§%a) (5.205)

Hy = Ao, T=0, 7w =0. (5.206)



108 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

The set of primary constraints is
Qo =2—-Ar0, Q =m0, Q=7.~0 (5.207)

The primary hamiltonian associated to the action (5.203) and that considers the

primary constraints is given by
? 0 Ll.na “
Hp = —§€7TQ7T — 5)(/\ T + 1, (5.208)

where I'* = {I'*, I'X, "} are the lagrange multipliers. The stability condition applied

on the primary constraints gives a set of secondary constraints

1~a

0P = SX'mam 0, QP =m0 (5.209)

X e
which yield a set of first class constraints. With the help of the second class con-

1\, ~ 0 we can construct the Dirac Bracket (DB) for any two

straint 0, = s, — 5

variables
{F’ G}DB = {Fv G}PB - {F7 QOé}PB O;,é {Qﬁv G}PB (5210)

where C,s is the matrix formed by the Poisson Bracket (PB) of the second class

constraints. Thus we derive the DB for the canonical variables

{6°,0°} ,, = {ma.ms}pp =0 (5.211)
(0° 75}y = —05, {AQ,AB}DB:% (5.212)

There are two types of gauge (super) transformations that leave the action (5.203)

invariant: The invariance under local SUSY transformations

-~

0y = a(r) e, he —ia(r)e! (éa _ %yxa) (5.213)
de = ia(r)X, O0X=2&(T)
and the 7-reparametrizations
80y = a(7)ba, Ao =al(r) S\\Q
de = (ae), o0x = (aX) (5.214)

The invariance under 7-reparametrizations is required by the fact that we can choose

any parameter without altering the physics of the system.
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It is interesting to commute two SUSY transformations, then, using (5.213) we

obtain

00,0500 = fOa—+0,00, [0a:05)Xa = fAa+04ha
Basdsle = (fe) +04e,  [0a,05]X = (fX) +0,X (5.215)

where we have introduced a new reparametrization ( f) and SUSY (g) transformation
parameters
f(r) =2ifae", g(1)= —%f} (5.216)
Thus we see that the commutation of two SUSY transformations yields a repara-
metrization (with parameter f) plus an additional SUSY transformation (with pa-
rameter g). We also remark that the new transformation parameters are field de-
pendent.
The generator G of the transformations (5.213) and (5.214) can be found by

means of [23, 24]

_de
S dr
where € are the transformation parameters and, ¢ is the generating function. The

€G = pyoa® —p, OL (5.217)

generators must satisfy the relation
du = {u,eG}pp (5.218)

being u any of the coordinate ¢*.

In this way, we get for the the local SUSY transformations

G = —\ Ro+ixme

e’

a . ~a . e 1/\/\04
{0, aG}py = a), {)\ ,aG}DB =i <6 2)()\ ) (5.219)
{e,aG} g = idaX

and the following 7T-reparametrizations

1 1 ~a
G = —=emym® — =X\ Ta (5.220)
2 2
0. aGy, . = af {X“, G} — a\
[0°,aC)py = a WG} =a
the last result shows that the canonical hamiltonian is the generator of the 7-

reparametrizations.
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Quantization

The quantization of the model is performed using the correspondence principle where
the Dirac brackets of the dynamical variables transform in commutator or anticom-

mutator { "} — 2{ 1}, ie

{?,5’8} = {Fu, 75} =0 (5.221)
{Eo‘ﬁﬁ} — ihoC, [XQ,XB} = —iheag. (5.222)

The first class constraints are applied on the quartion vector states |®)

AT [®) = 0 (5.223)
Toam |®) = 0. (5.224)
- 2
After a simple manipulation we can see that <)\Oﬁo‘> ~ T, In a certain sense
this leads to interpret the (5.223) as the Dirac equation and the (5.224) as the Klein-
Gordon equation. However it is necessary to point out that in this model we do not
have necessarily particles with spin 1/2 or 0.
Immediately, we select a particular realization for the operators satisfying the
commutation relations (5.221) and (5.222)

~

D (@a) — 9, .D <)\a> — L, (5.225)

D(7,) = ih%zih@a (5.226)

where L, is the operator given in (5.187) just the realization for the operators that
describes particles with exotic spin (quartions). This result enables us to consider
the presence of quartions inside the vector state |®) and, a possible supermultiplet
formed by particles with spin s = 1/4,3/4. We emphasize that it does not contradict
the SUSY principles since the difference between the minimal weight is equal to 1/2

just as it happened in any SUSY transformation.

Interaction

Now we will analyze our system when a “gauge” field is added. To construct the

action that includes the interaction of the vacuum fluctuations with a certain gauge
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field must be considered their functional nature. Then the action takes the form
[11]

Sy = ig/denDn@aAo‘ (©) (5.227)
where ¢ is the coupling constant for interaction and A* (©) is a “functional” super-

gauge field given by
AY(O©)=AY(0,m;\) = A% (0) + nB (0; ) (5.228)

with A® being the grassmannian superpartner of the bosonic field B*. On the other
hand, considering (5.194) we obtain

Fhe ()
2

A% (O) = A% (0 + 1)) = A% (0) + nhg (5.229)

the factor § in the last relation is inserted for convenience. From (5.228) and (5.229),

we conclude that .

B* (0;\) = 5AﬁFﬁa (0) (5.230)
using the equations (5.194), (5.197) and (5.230) we can write the action (5.227) as
being

- 1 ~ ~ .
S, = ig/dT (e)\aBa + HaAa> = ig/dT <§e)\a)\5FB°‘ + HaAa) (5.231)

where we have redefined the fields as in (5.202). Due the commutation relation for
the spinor Xa we infer that only the symmetrical part of the field F%® contributes
to this action.

The action (5.231) is invariant under local SUSY transformations (5.213) with

JA® = ja(r)Be = %oz(T) As o (5.232)
§B* = ia(r)e! [Aa— %yéa} (5.233)

this invariance provides an unique value for the field F*# which results in
FoP =i (9P A* 4+ 0~ A”) (5.234)
it is no difficult to show that

6QF57 + (95F,ya + 87Fa5 =0 (5235)
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On account of the connection of the SL (2, R) and O (3) groups where the 0™ ma-
trices play the role of Clebsh-Gordon coefficients, we infer the following relation

between the quantities F,3 and F,,,
F™ = (0™ 5 F,  0apF*" =0 (5.236)

i.e. F'*? is the spinor form of the “electromagnetic field”. We remember that for this
“spin tensor” field in D = 2 4 1 dimensions there are only 3 linearly independent
components.

The invariance under 7-reparametrizations (5.214) are completed with

§A® = aA® (5.237)
5B = aB (5.238)

Joining the free action (5.203) with the interaction action (5.231) we have
(s L~ [:a 1) 1o
S = /d’f |:§€ (9a - §X)\a) (0 - 5){)\ ) 5)\ A
+%egXanFﬁa + z‘géaAa] . (5.239)
From which we obtain the following canonical momentum conjugate
. 1 .~
o = de ! (9a — 5})\(1) +iA, =P, +igA,

1~
Mo = Aay T=0, m =0, 7=0 75=0 (5.240)

1~
Qn = 24— §Aa ~0, Q=m0 Q=m0 (5.241)
Qf = 1l~0, QB=nPx0

The extended hamiltonian that considers the primary constraints (5.241) is
, . 1
Hp = _%emw - %egAaABFaﬁ 5P+ 0, (5.242)

where ['* = {I'*, I'X, T'*, ', I'% } are the new lagrange multipliers. The conservation

of primary constraints in time leads to

1~
Ty= AP0, Ti= <P P+ gha A@F"‘B> 0 (5.243)

DN .
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which is a set of first class constraints satisfying the algebra
7

{T17T2}DB - 0, {Tl, Tl}DB - O, {TQ, TQ}DB = §T1 (5244)

In the same manner as in (5.210) we define the DB, that results in

{0°.6°},, = 0, {0°Ps}py=—065
{Pa:Pstpp = —9Fus, {Aa,Ag} = €ap (5.245)

Upon quantization the canonical variables become operators and the DB follows

the commutator or anticommutator rules
~a ~0 ~ A~ 2 ca
{e 0 } — 0, {9 ,735} — i}
{’ﬁa,ﬁﬁ} = ithag, P:a,/)\\g} = —ihGa/j. (5246)
The first class constraints are applied on the vector state |®)

APYB) = 0 (5.247)
(PP + gAadsF?) [B) = 0 (5.248)

We note that the first equation (5.247) obeys the minimal coupling principle when a
gauge field is added. On the other hand (5.248) is the Klein-Gordon-Fock equation
when the interaction is considered.

The possible realization for the resulting operators that take into account the
commutation relations (5.246) is similar to the free case (5.225) but the equation

(5.226) suffers a compatible modification with the minimal coupling principle,

~ 0
D (Pa> = i + g = ihda +igAq. (5.249)
As the representations (5.225) remain the same, the possibility to obtain quartions
in our analysis is maintained.

5.6.4 The massive Term

We consider the possibility of including a massive term to the lagrangian (5.201).
The SUSY extension for this term is non trivial and requires concepts and methods

of spontaneous SUSY breaking. Nevertheless, we give a possible component form of
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the model based on ideas of the pseudoclassical formalism, thus, a consistent action

including a massive term is given by

/dT (em2 + i0595 + zm%%) + %95 (7’2) 95 (7'1) (5250)

T1

i
Sm ==
2
where 05 is a grassmannian variable and the boundary term is added for the con-
sistence of the resulting equation of motions. The action (5.250) preserves the in-
variance under local SUSY transformations (5.213) and 7-reparametrizations (5.214)
when 005 = ma and 805 = afy are included, respectively. Thus the new hamiltonian

for the massive free case results in
Z‘e o ) 1/\ o
H = - (7Ta7T +m ) — X </\ Mo — m)\5> (5.251)

The constraint analysis of the new system provides the following set of first class
constraints
Tam® +m? & 0, //\\aﬂ'a —mbs ~ 0 (5.252)

and second class constraints

1~ 1
Mo — §>\a ~ O, My — 595 ~ 0. (5253)

5.6.5 Conclusions

In this work we have constructed in D = 2 4 1 dimensional space-time a supersym-
metric version of the action that describes the vacuum fluctuations of the massless
relativistic particles, these contribution appears when twistor variables are intro-
duced in the theory [18]. The construction is performed leaving the action invariant
under local SUSY transformations and 7- reparametrizations. The general Dirac
procedure to the analysis of constrained systems was performed obtaining after
quantization a very interesting result, i.e., the possibility to appear particles states
with fractional spin. Our result is preserved even when a certain “gauge” superfield
A, is switched on. We argued that the proposed action via inclusion of twistor vari-
ables also give a consistent method to study interactions of quartions and “gauge”
fields. The multiplet formed by this particles is in complete accordance with the
SUSY principles because the difference between the minimal weights (spins) in the

multiplet is equal to 1/2.
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On the other hand we have included a massive term to the studied action (5.192).
The SUSY extension for this term is non trivial and requires concepts and methods
of spontaneous SUSY breaking. Nevertheless, we give a possible component form
of the model based on ideas of pseudoclassical formalism by the introduction of
the grassmannian variable #5. The contribution must be added to the action pre-
serving its invariance under local SUSY transformations and 7-reparametrizations.
The study of the meaning of a massive theory for quartions and exploration of the
resulting multiplet will also be explored.

Further we will study the extension of the model to D = 341 dimension and will
also explore the possibility of obtaining particles with fractional statistics and spin.
Here we point out that this requires the use of the covering group SL (2,C') and
must be considered two types of spinors (o, &). This implies that the contribution
to the vacuum fluctuation will have the additional term )\d)-\a and the existence of

the antiparticles could arise in this model.
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Capitulo 6
Comentarios finais

Com o intuito de destacar e introduzir outros pontos importantes sobre nosso tra-

balho, faremos, a seguir, alguns comentarios finais.

Um dos problemas em construir um modelo que descreva os fendémenos fisicos
- equagoes de movimento- é a sua prépria construcao, pois como saber qual é a
Lagrangiana correta? Do ponto de vista da pseudomecéanica, isso se torna mais
facil, como vimos nos exemplos de particulas nao relativisticas; entretanto, ela tam-
bém possui seus préprios problemas, como vimos no caso da particula relativistica.
Percebemos, também, que podemos pensar a teoria de supercampos como advinda
de uma pseudomecénica, pois seus (super) campos sao funcoes pares e fmpares.
Disso, portanto, segue que a pseudomecénica é uma candidata natural como um
limite cldssico para sistemas fermionicos e bosonicos: ela é por si s6 e através de

supercampos.

Ao propormos uma ag¢ao para a teoria de DKP sem massa usando a pseudomecénica
e a teoria de supercampos, verificamos, depois de encontrarmos os geradores destas
transformacoes, a sua invaridncia sob reparametrizacao 7, transformacao de SUSY
local e do grupo interno O(N). Ao fazermos a andlise de vinculos, notamos que, de-
pois da quantizacao, uma possivel inconsisténcia aparece; entretanto, conseguimos
resolvé-la introduzindo alguns parametros que funcionam como reguladores da teoria

[36].

Por fim, construimos, no espago-tempo de dimensao D = 2+1, uma versao super-

simétrica da acao que descreve as flutuacoes do vdcuo da particula relativistica sem
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massa. Esta contribuicao aparece quando varidveis de twistors sao introduzidas na
teoria [35]. Essa construcao é feita deixando a agao invariante sob transformagoes de
SUSY local e reparametrizagao 7. O método de Dirac para andlise de sistemas com
vinculos foi utilizado, obtendo, apds a quantizacao, um resultado relativamente rele-
vante: a possibilidade de surgir estados de particulas com spins fraciondrios. Nosso
resultado é preservado sempre que um certo supercampo de gauge A, é adicionado.
Argumentamos que a acao proposta, via inclusao de varidveis twistors, fornece, tam-
bém, um método consistente para o estudo de interagoes entre quartions e campos
de gauge. O multipleto, formado por essas particulas, estd em completo acordo com
os principios da SUSY, pois, a diferenca entre o peso minimo (spins) no multipleto
¢ igual a 1/2. Em adigao, incluimos um termo massivo a agao estudada (5.192). A
extensao a SUSY com esse termo nao é trivial, pois, requer conceitos e métodos de
quebra espontanea de SUSY. Entretanto, acrescentamos sob as idéias do formalismo
pseudocldssico uma varidvel Grassmanniana 65 como uma possivel componente. A
contribuicao & agao, que surge devido a isso, deve preservar as invaridncias sob SUSY

local e reparametrizacoes 7.

Finalmente, nos passos seguintes, pretendemos estudar a expansao desse modelo,
acima comentado, para a dimensao D = 3 4 1 com o intuito de obtermos particulas
com estatistica e spin fraciondrios nessa dimensao. Aqui, apontamos que a questao
requer o uso do grupo SL (2, C'), e devemos considerar dois tipos de espinores («, &),
os quais implicam que a contribuicao da flutuacao do vacuo deverd ter um termo

. . NS .~ A . . , .
adicional Ay A e, em adicao, a existéncia de antiparticulas pode surgir nesse modelo.

Paralelamente, pretendemos, também, abordar as teorias de DKP e de quartions,
usando o método BFV-BRST [85], pois, esse método abre a possibilidade de calcu-
larmos o propagador da teoria com o uso da representagao da integral de trajetoria.
Temos, ainda, a perspectiva de incluirmos interagoes (eletromagnéticas, Yang-Mills

e campos gravitacionais) nessas teorias.
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