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RESUMO

Neste trabalho, serdo apresentados, inicialmente, resultados de estabilidade de so-
lugbes de equacgdes diferenciais funcionais com retardamento (EDFRs) utilizando a
teoria de Lyapunov. Em seguida, resultados similares serdo abordados via teoria
de pontos fixos. Os teoremas de pontos fixos a serem utilizados serdo: Teorema
do Ponto Fixo da Contracao, Teorema do Ponto Fixo de Schauder e o Teorema do
Ponto Fixo de Krasnoselskii. Varios exemplos serdao apresentados para ilustrar os

resultados exibidos.

Palavras-chave: Ponto fixo, Estabilidade, Funcionais de Lyapunov, Equacéo Dife-
rencial Funcional com Retardamento.






ABSTRACT

In this work, stability results of solutions of retarded functional differential equations
(RFDEs) using the Lyapunov theory will be presented initially. Subsequently, similar
results will be approached via fixed-point theory. The fixed-point theorems to be
used are: Contraction Fixed-Point Theorem, Schauder’s Fixed-Point Theorem and
Krasnoselskii Fixed-Point Theorem. Several examples will be presented to illustrate

the results displayed.

Keywords: Fixed point, Stability, Lyapunov Functionals, Retarded Functional Diffe-
rential Equation.
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Introducao

As equagoes diferenciais funcionais (EDFs) tornaram-se objeto de grande interesse
para a analise matematica, visto que elas representam sistemas dinamicos de dimensao
infinita com uma dindmica muito complexa. Daremos énfase neste trabalho ao estudo
das equagoes diferenciais funcionais com retardamento (EDFRs). As EDFRs ganha-
ram destaque na pesquisa em equacoes diferenciais por incluirem um fator de tempo
entre a causa e o efeito, como, por exemplo, o tempo de incubagao de uma determinada
doenca e o tempo de gestacao de algumas espécies; a inclusao deste fator tornou os
modelos matematicos mais realisticos.

No estudo qualitativo das EDFRs, a teoria dos funcionais de Lyapunov destaca-se
como a principal ferramenta. Através da construcao de determinados tipos de fun-
cionais, o matemaético russo Aleksandr Lyapunov (1857-1918) mostrou que é possivel
estabelecer condi¢oes que garantem a estabilidade e a limitagao de solugoes de EDFRs.
Para entender como estes funcionais sao construidos e como podemos utiliza-los para
extrair boas propriedades qualitativas de EDFRs, o Capitulo [1| apresentara resultados

e exemplos tteis para a boa compreensao da técnica, tendo como principais referéncias
[12, 15, 25].

Conforme foi citado, a dinAmica das equacoes diferenciais com retardamento é bas-
tante complexa e ¢ demasiadamente dificil encontrar a solucao exata para a maioria
das equacgoes desse tipo. Portanto, obter boas propriedades qualitativas faz-se neces-
sario. Apesar dos funcionais de Lyapunov serem a principal ferramenta, a dificuldade
na construcao dos mesmos limitava a obtencao de bons resultados, visto que, pela
complexidade de alguns problemas, apesar da equacao diferencial retratar bem o com-
portamento de alguns fenémenos, as condigoes de estabilidade impostas eram pouco
aplicaveis. Um dos exemplos onde este fato ocorre é o modelo proposto por J. Levin
e J. Nohel em [18], onde se tem uma equagao integral do tipo Volterra, muito util
na descricao de fenémenos bioldgicos. Quando se leva em conta as condigoes exigidas
para o funcional de Lyapunov, construido por Levin e Nohel, para que se obtenha a
estabilidade assintotica da solugao, hd um problema: o resultado, apesar de veridico,
é pouco aplicavel.

Motivados pela dificuldade em determinar tais funcionais, Theodore Burton e pes-
quisadores associados a ele, como Weipeng Zhang e Tetsuo Furumochi, comecaram a
estudar a teoria qualitativa de EDFRs via teoria de ponto fixo. Este estudo gerou uma
série de artigos com resultados novos sobre o tema, como se pode ver em [5, [8 9] [10],
por exemplo. No Capitulo[2] a teoria de ponto fixo é apresentada como uma alternativa

21



22 Introducgao

ao estudo qualitativo de equagoes diferenciais. Utilizaremos o livro [9] do matemaético
Burton como principal referéncia. Este livro retine os primeiros artigos de Burton e
seus colaboradores, publicados sobre o tema. A técnica do estudo da teoria qualitativa
de EDFRs por meio da teoria de ponto fixo consiste basicamente em construir uma
aplicacao entre espacos métricos convenientes, através da inversao da equacao diferen-
cial e da escolha um teorema de ponto fixo adequado, este responsavel por garantir que
a solucao do problema possua as propriedades desejadas.

Inicialmente, utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo da Contracao, o mais simples
dos teoremas de ponto fixo, mas que apresenta algumas vantagens em relacao a teoria
dos funcionais de Lyapunov, dependendo da familia de equagoes a ser considerada. J&
citado, o problema de Levin-Nohel é conhecido por ser um dos resultados mais bonitos
na area, mas apresenta algumas limitacoes quando se considera a demonstracao feita
originalmente. No texto, utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo da Contracao para
apresentar novas condicoes de estabilidade, desta vez mais aplicaveis a problemas do
mundo real e com um resultado semelhante ao obtido por Levin e Nohel.

Diferente do que ocorre no Teorema de Ponto Fixo da Contragao, o Teorema do
Ponto Fixo de Schauder exige compacidade do espaco métrico em que se encontram
as solucoes da equacao diferencial. Por esta razao, vamos definir como sao os con-
juntos compactos em espagos de dimensao infinita. Para caracteriza-los, a principal
ferramenta serd o Teorema de Ascoli-Arzeld que relaciona os conceitos de equiconti-
nuidade, conjunto uniformemente limitado e compacidade. Além disso, o Teorema do
Ponto Fixo de Schauder também exige convexidade do espago em que se encontram as
solugoes.

Combinando os teoremas de ponto fixo supramencionados, o Teorema do Ponto
Fixo de Krasnoselskii ¢ o menos conhecido dentre os apontados, mas possui proprie-
dades interessantes em relagao a construgao do operador. A ideia principal é enxergar
o operador contruido como a soma de outros dois operadores A e B, que satisfazem
condicoes diferentes entre si. A principio, pode parecer mais trabalhoso, mas as con-
digoes sobre estes operadores sao as mesmas exigidas nos teoremas da contracao e de
Schauder. Inspirados nos trabalhos desenvolvidos em [10] e [16], mostraremos que, sob
algumas condigoes, o teorema de Krasnoselskii mostra-se bastante tutil para determi-
nar a limitacao e a estabilidade de uma familia de equagoes diferenciais funcionais nao
lineares.

Ao longo do texto os trés teoremas de ponto fixo citados anteriormente serao utili-
zados para determinar algum tipo de estabilidade e limitagao para diferentes classes de
equacoes diferenciais funcionais com retardamento, como por exemplo equacoes linea-
res e quase lineares, além de equacoes nao lineares com duplo retardo variado. Através
dos exemplos, a teoria de ponto fixo serd apresentada como uma alternativa a outras
ferramentas no estudo qualitativo de EDFR.

A teoria qualitativa de equagoes diferenciais funcionais é construida sobre espagos
de dimensao infinita e exige pré-requisitos de Equagoes Diferenciais Funcionais, Anélise
Real, Espacos Métricos e Topologia Geral. Os pré-requisitos de tais areas utilizados
neste texto, em sua maioria, nao foram revisitados aqui. Por essa razao, indicamos ao



Introducgao 23

leitor que tenha acesso as referéncias [15], [19], [20] e [24], para que possa desfrutar de
uma boa leitura.

Cabe mencionar que alguns resultados referentes ao tema da dissertacao, embora
nao obtidos originalmente pelo autor, encontram-se publicados em uma revista nacio-
nal de divulgagdo matematica (veja [2I] e [22]). Os resultados presentes no trabalho
[21] foram abordados na Secao do Capitulo [2, enquanto que os resultados presen-
tes em [22] ndo foram exibidos nesta disserta¢do por envolver ferramentas matematicas
que, por suas complexidades, julgamos por bem nao trata-las de forma superficial aqui.

Os graficos presentes no texto foram elaborados pelo autor, com auxilio do software

R e do pacote deSolve. Os codigos que auxiliaram na construcao das simulacoes estao

presentes em [27]. Além disso, a referéncia [3] ¢ indicada para a consulta de solug¢oes
numeéricas de equagoes diferencias funcionais com retardamento.






1 Estabilidade via funcionais de
Lyapunov

Neste capitulo introduziremos as definicoes de estabilidade para equagoes diferen-
ciais funcionais com retardamento (EDFRs) e apresentaremos os principais resultados
desenvolvidos pelo russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, durante os séculos XIX e
XX. As principais referéncias para este capitulo sao [12], [I5] e [25]. Cabe frisar que os
exemplos aqui explorados podem ser encontrados em [9].

Ao longo do texto, assumimos que o leitor tenha familiaridade com conceitos ba-
sicos de EDFRs. No entanto, a fim de tornar este trabalho mais didatico e acessivel,
iniciamos este capitulo com algumas nogoes importantes a respeito de tal tipo de equa-
coes.

1.1 Preliminares

Sejam r, H e R, com 0 <r < +ooel < H<+400,eCyg={peC:|p|<H},
em que C' = C([-r,0],R") é o espaco de Banach das aplicagbes continuas de [—r, 0]
em R" com a norma ||| = sup |¢(#)| e |.| é uma norma em R". No caso em que

—r<6<0
H = 400, temos Cyg = C. o

Sejam A, 0 < A < 400, e x : [tg — r,t9g + A) — R™ uma fungao continua. Seja
t € [to —r,to + A). Define-se z; como o elemento de C' dado por z:(0) = x(t + ) para
—r <60 <0. A aplicagao t € [to,to + A) — x; € C é continua (veja [15], Lema 2.1,
pagina 40).

Seja f : [0,400) x Cy — R™ uma aplica¢ao. A equagao

B(t) = f(t, xp), (1.1)

¢ denominada equacao diferencial funcional com retardamento (EDFR).

Uma fungao x : [to — r,to + A) — R”, continua em [ty — 7ty + A), com 0 <
A < 400, ty > 0, é dita uma solugao de em [tg,to + A), se ela ¢ diferenciavel
no intervalo [tg,to + A) e se a igualdade #(t) = f(t,x;) é cumprida para todo t €
[to, to + A). Observamos que nao ¢é exigido que a fungao xz, definida em [tg — 7, o + A),
seja diferenciavel em ty. No instante t;, consideramos apenas a derivada a direita da
funcao x.

Note que, quando r = 0, a equacao diferencial funcional com retardamento se reduz
a uma equagao diferencial ordinaria.

25



26 Estabilidade via funcionais de Lyapunov

Uma fungédo x : [to—r,tp+A) — R", continua em [to—r,to+ A), com 0 < A < 400,
to > 0, e diferenciavel com [tg,to + A), € uma solugao de (|1.1)) com fung¢ao inicial ¢ em
to se:

i) x; € Cy, para tyg <t <tg+ A;

)
11) Tty = ,
iii) (t) = f(t,x;), para tg <t <ty + A.

O proximo resultado determina as condigoes necessarias para que as solugoes de
(1.1) existam e sejam tnicas. Os demais resultados sobre existéncia e unicidade de
solugdes, bem como extensao de solugoes de EDFRs podem ser pesquisados em [12],

[15] e [25].

Teorema 1.1 (|I], Teorema 3.14, pagina 38). Seja f : [0,00) X Cy — R continua e
localmente lipschitziana relativamente a sequnda varidvel. Entao, para quaisquerto > 0
e p € Cy, existem A >0 e uma fungao x : [to — r,to + A) — R que € sélugao de
com funcao inicial o em to. Mais ainda, esta solugao € unica.

O estudo qualitativo de equagoes diferenciais da-se em torno de um ponto de equi-
librio, cuja defini¢ao é dada a seguir.

Definigao 1.2. Dizemos que um ponto x é um ponto de equilibrio de (|1.1]) se
f(t,x}) =0, onde x*(t) = x para todo t € [0, +00).

As defini¢oes de estabilidade neste capitulo serao dadas em relagao a x = 0. Para
isso, suporemos que a origem ¢ um ponto de equilibrio da equacao (|L.1)), isto é, assu-
miremos que f(¢,0) = 0 para todo t > 0.

Observagao 1.3. Quando a equacao diferencial § = ¢(¢,y;) possuir um ponto de
equilibrio y* € Cy, y* # 0, podemos considerar a mudancga de varidvel z = y — y*.
Dessa forma, teremos

i(t) = y(t) —y*(t) = g(t,ue) — g(t,y7) = g(t, 2} +yf) — 9(t, vy).

Denotando f(t,x:) = g(t,z; + yf) — g(t,y;), obtemos f(t,0) = 0 para todo t > 0,
de onde concluimos que x = 0 é um ponto de equilibrio da equagao x(t) = f(t,z;).
Pelo que foi exposto, alegamos ser suficiente apresentar defini¢oes e resultados sobre a
estabilidade da equacao apenas com respeito ao ponto de equilibrio x = 0.

Com relagao a equacao diferencial funcional com retardamento, consideremos as
seguintes hipoteses:

i) f é uma funcado continua que leva conjuntos [0, 7] x Cy, em conjuntos limitados
do R™, para todo 7, Hy, taisque 0 < 7 < +o0 e 0 < Hy < H.

ii) Vale alguma condi¢ao de unicidade relativamente ao problema de fun¢ao inicial,
isto ¢, se z(t) e y(t) sdo duas solugbes de definidas em algum intervalo
comum [tg — r,tp + A), com 0 < A < +00 e x4, = Yy, entao, z(t) = y(t) para
todo t € [tg — r,tg + A).
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Indicamos por z(t,1, ) a solugdo da equagao (1.1 cuja funcdo inicial em ty é
¢. Usamos a notacao x:(to, ) para indicar o elemento de C' dado por z(ty, ¢)(0) =
x(t+0,to,¢), para 0 € [—h,0].

Agora, estamos aptos a definir os tipos de estabilidade a serem estudados.

Definicao 1.4. (Estabilidade) Dizemos que x = 0 € uma solugao estdvel de (1.1 se,
dados € > 0 ety > 0, existe § = d(€,t9) > 0 tal que

eely, lloll<d e t>ty = ||z(to, @) <e.

Caso esta condi¢ao nao seja satisfeita dizemos que a solucao nula é instdvel.

Definigao 1.5. (Estabilidade Uniforme) Dizemos que x = 0 é uma solu¢io unifor-
memente estdvel de (1.1)) se, dadose >0 ety >0, existe § = §(e) tal que

w€eCH, |lell<d e t>tg = |lz(to, )] <e.

Definigao 1.6. (Estabilidade Assintdtica) Dizemos que x = 0 € uma solu¢io assin-
toticamente estdvel de quando © = 0 € estdvel e, para cada ty > 0, existe um
p = p(ty) > 0 tal que se p € Cy e ||| < p, entao qualquer solugao x(t,to, ) de (1.1))
satisfaz x(t,ty, ) — 0 quando t — +00. Se H = 400 e essa condi¢ao € satisfeita com
p(to) = 400, dizemos que a solugao nula é globalmente assintoticamente estdvel.

Definigao 1.7 (Estabilidade Assintotica Uniforme). Dizemos que x = 0 é uniforme-
mente assintoticamente estdvel se v = 0 é uniformemente estdvel e existe p > 0
de modo que a todo € > 0 corresponde um T = T'(g) > 0, tal que

el llell<p e te>0 = |z lto, )| <e, parat>ty+T(e).

Exemplo 1.8. Considere a seguinte equacao diferencial com retardamento

3
x(t) = b(t)z (t — g) ; t>0, (1.2)
em que
0, se 0 <t < 377Ta
_ 3
b(t) = —cos(t), se ; <t < 3m,
1, se t > 3m.

Considere ¢ : [—%’T, O} — R uma funcgao inicial continua.

e Para 0 <t < 37/2, temos &(t) = 0 e, portanto, z(¢) = ¢ nesse intervalo. Como
©(0) = x(0) = ¢, concluimos que z(t) = ¢(0), para 0 < t < 37/2.

e Para 37/2 <t < 3m, temos @(t) = — cos(t)z(t — 37/2). Como 37/2 < t < 3m,
segue que 0 < t — 37/2 < 37/2. Sendo assim, z(t — 37/2) = (0), de onde con-
cluimos que z(t) = —¢(0) sen(t), para 37 /2 < t < 3m.
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e Para 31 <t < 97/2, temos @(t) = L.z(t — 37/2). Como 3w <t < 97/2, entdo
37/2 <t—3m/2 < 3m. Portanto, x(t —37/2) = —¢(0) sen(t — 37 /2). Consequen-
temente, obtemos z(t) = —p(0) sen(t), para 3w <t < 97 /2.

e Para 97/2 <t < 6, temos #(t) = l.x(t — 37/2). Como 97/2 < t < 67, entdo
3n <t—3mw/2 <97/2. Dai, z(t — 31/2) = ¢(0)sen(t — 3w /2). Por conseguinte,
obtemos x(t) = —p(0) sen(t), para 97/2 < t < 6.

Repetindo esse processo, para a construcao da solucao em intervalos de compri-
mento do retardo, 37/2, obtemos

©(0), se)0<t< 37%,
SU(t,O,QO) = 37T
— (0) sen(t), set > -

Observe que, para ty; = 0, a condicao de estabilidade é satisfeita, uma vez que
tomando § = € na definicao de estabilidade tem-se

lelf<e e t>0 = =09 <e

Agora, vamos mostrar que, para ty = 3w, a solugao nula nao é estavel. Para isso,
vamos considerar o resultado abaixo, que pode ser encontrado em [I5], pagina 17.

Lema 1.9. A equacdo escalar
T = Ax(t)+ B(t —r),

em que A, B er sao constantes reais, possui uma solu¢io nao trivial x(t) = ce
c € uma constante real, se, e somente se,

h(A) =X —A— Be™ =0, para algum X\ € R.

M onde

Pois bem, em nosso exemplo, para t, = 37, temos a equagao escalar

() = o (t _ 37”) i (1.3)

que tem a forma da equacao do Lema , com A=0,B=1er=23n/2.
Afirmacao: Existe A > 0 tal que

h(\) = X —e M2 =,

De fato, note que h(0) = —1 < 0 e k(1) = 1 — e 32 > 0. Como h é nitidamente
continua segue, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe A > 0 de forma que
h()\) = 0. Portanto, pelo Lema [1.9] podemos concluir que a equagao admite uma
solugao da forma z(t) = ce*, com A > 0. Note que

lz(t)| = |ce™| = oo quando t — oo,

Isso significa que, em qualquer vizinhanga da funcao inicial zero, existe uma infinidade
de fungoes iniciais ¢ de modo que z(t, 37, ) — oo quando t — co. Assim, a condigao
de estabilidade nao esta satisfeita para ty = 3.

No estudo qualitativo de equagoes diferenciais funcionais com retardamento, ainda
existem os conceitos de estabilidade equiassintotica e estabilidade exponencial. Esses
conceitos nao serao abordados neste trabalho, porém podem ser encontrados em [25],
por exemplo.
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— (0,02 cos(t)
—/  xt3p.01)

time

Figura 1.1: Simulac@o das solugoes da equagao (1.2]) com to =0 e ty = 3.

1.2 Estabilidade segundo Lyapunov

Nesta se¢ao apresentaremos o Segundo Método de Lyapunov, que relaciona a cons-
trucao de funcionais especificos para garantir algum tipo de estabilidade para a solugao
nula de uma equacao diferencial com retardamento.

Seja ¢ : [a,b) — R uma func¢ao continua definida em [a,b), com b < +oo. A

expressao
lim sup [g(t h) = g(t)} (1.4)
h—0*+ h

tem sempre significado, podendo ser +00. Este limite sera denotado por ¢(t). No caso
em que a funcdo g ¢é diferenciavel no ponto ¢, g(t) coincide com a derivada da g em ¢
no sentido usual.

Com relagao a derivada da fungao g, tomada no sentido acima , temos alguns
lemas que serao tteis na demonstracao dos resultados principais do capitulo e serao
expostos na sequéncia. As provas deles serao omitidas, entretanto podem ser analisadas
em [25].

Nos proximos resultados, consideraremos g : [a,b) — R uma fungao continua defi-
nida em [a,b), com b < +00, como anteriormente.

Lema 1.10 ([25], Lema 1, pagina 23). Se g(t) < 0[g(t) > 0] para a <t < b, entdo g €
nao crescente [nao decrescente| em [a,b).

> q],v > 0, em [a,b), entdo
to

Lema 1.11 (|25], Lema 2, pagina 24). Se g(t) < v [g(t
para a <t <b.

g(t) < g(to) —v(t —to) [g(t) = g(to) +v(t —to)]

Chamaremos de funcional uma func¢ao real continua V' : [0, +00) x Cy — R.

)
<
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No que segue, consideraremos que os funcionais V' : [0,+00) x Cy — R tém a
seguinte propriedade: V'(¢,0) = 0, para todo ¢ € [0, +00).

Definicao 1.12. Dizemos que V € positivo-definido se existe uma func¢ao real con-
tinua W = W(n) definida em (0,+00) tal que V(t, o) > W(|¢ll), para (t,¢) €
[0,4+00) x Cy, e W(n) > 0 se n > 0. Dizemos que V ¢é negativo-definido se —V
¢ um funcional positivo-definido.

Definigao 1.13. Sejam V : [0,+00) x Cyg — R um funcional, to > 0, ¢ € Cy e
x(t, to, ) uma solugcao de (1.1)), tal que x4, (to, ) = ¢. Definimos

. . . V(t+h,zx to, —V(t,
V(to, @) = V(t,z:(to, p)) = lim sup ( t+h(}2 ) = Vit.9)
h—0

(1.5)

Teorema 1.14. Se existe um funcional V' : [0,4+00) X Cy — R positivo-definido tal
que V(to, ) < 0, para quaisquer ty € [0,+00) e ¢ € Cy, entao a solu¢io x = 0 de
(1.1)) € estdvel.

Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que, dados ¢ > 0 e ¢ty > 0, existe § =
d(to,€) < H tal que

peCyh, el <o = Vi(te,p) < W(e).

Com efeito, como V' é uma fungao continua em [0, +00) x C'y, segue que, em particular,
V' é continua em (tp,0). Além disso, se ¢ > 0, entdo W(e) > 0. Portanto, existe
d = 0(tg,€) < H tal que

v € Cy, |[(to,0) — (to, )| <6 = |V (to,0) — V(to, )| < W(e).
Como V (tp,0) = 0 e V é positivo-definido, temos
p€Cu, llel <0 = Vit p) <W(e). (1.6)

Afirmamos que ||¢|| < ¢ implica ||z4(to,¢)|| < € para todo t > t5. De fato, caso
contrério, existiria t; > £, tal que

|21, (to, ) || = & (L.7)
Entao, pelas relagoes (|1.6]) e (1.7]), e pelo fato de V' ser positivo-definido, obteriamos

V(ti, 24 (to, 9)) = W(llze, (to, 9))) = W(e) > Vito, 9) = V(to, 21 (t0, 0)).
Ou seja,
V(tb Tty (t0> @)) > V(t()? $to(t0> @)) (18)

Por outro lado, temos, por hipotese, que V (¢, @) < 0, para quaisquer ¢t € [0, 400)
e p € C'y. Portanto, pelo Lema , podemos afirmar que V' é nao crescente. Isso
significa que, como t; > tg, vale

V(tla Ty (th 90)) < V(t07 Ltg (t07 90))7

o que contradiz (|1.8)). Consequentemente, a solu¢ao x = 0 da equagao ((1.1)) é estéavel.
O



Estabilidade segundo Lyapunov 31

Definicao 1.15. Dizemos que um funcional V : [0,400) x Cyg — R tem extremo
superior infinitésimo, se existe uma fungdao real continua e nao-negativa & = &(n),
comn =0 e £(0) =0, tal que [V(t, )| < &([[ell) para (¢, ¢) € [0,400) X Ch.

Teorema 1.16. Se existe um funcional V' : [0, +00) X Cy — R positivo-definido, tendo
extremo superior infinitésimo, com V (t, ) < 0, para quaisquer t € [0,400) e p € Chg,
entao a solugio v =0 de (L.1)) é uniformemente estdvel.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que, dados ¢ > 0 e t, > 0, existe § =
d(e) < H tal que

0 eCh, ol <d = V(to,p) <W(e).

De fato, temos, por hipotese, que

V(to, ) <&(llel),  para (to, ) € [0, +00) x Cp. (1.9)

Sendo ¢ > 0, temos W(e) > 0. Como & ¢ nao-negativa, continua em n = 0 ¢
£(0) = 0, segue que, para W(e) > 0, existe § = d(¢) > 0 de forma que

v €Ch el <o = [Ellell) =€) <W(e) = [Ellel] = &lel) < W(e). (1.10)
De e segue que
to >0, pelCy, ol <d = V(tg,p) < W(e). (1.11)

Agora, afirmamos que ||| < ¢ implica ||z:(to, ¢)|| < € para todo t > t;. Com
efeito, caso contrario existiria ¢; > ¢y tal que

[[z2, (to, ) || = & (1.12)
Portanto, pelas relagoes (1.11)) e (1.12)), e pelo fato de V ser positivo-definido,

obteriamos

(1.11)

Vi(ty, w4, (to, ) = W (|t (o, 0)]) W(e) =" Vito, ) = Vo, x4, (to, ))-
Ou seja,
V(tlaxh(toﬁp)) Z V(t07xto(t07¢))' (1'13>

Em contrapartida, temos, por hipotese, que V (£, ¢) < 0, para quaisquer ¢ € [0, 4-00)
e ¢ € (', de onde concluimos, por meio do Lemall.10| que V' é nao crescente. Portanto,
como t; > tg, vale

V<t1> Ty (to, @)) < V(t0> Ty (t0> 90))7

o que esta em contradigdo com ([1.13]). Por conseguinte, a solugao = = 0 da equagao
(1.1) é uniformemente estavel. O

Definicao 1.17. Seja x = 0 uma solugcdao de assintoticamente estdavel. Dado
to > 0, definimos o centro de atra¢ao do ponto de equilibrio x = 0 em ty como
0 conjunto

Dy, ={p € Cy : z(t,to, ) = 0 quando t — +o00}.

No caso de um sistema auténomo, isto é, quando f(t,) = h(yp), o conjunto Dy, nao
depende de ty, entao Dy, = D ¢é simplesmente chamado de centro de atragao. No
caso em que a origem (x = 0) € globalmente assintoticamente estdvel, temos Dy, = C
para todo ty > 0.
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Teorema 1.18. Suponhamos que exista um funcional V : [0, +00) x Cy — R positivo-
definido, tendo extremo superior infinitésimo e com V. [0,4+00)xCy — R (definida em
) negativo-definido. Nessas condigdes, a solugdo nula de (1.1) é uniformemente
assintoticamente estdvel.

Demonstracao. A estabilidade uniforme da solugao nula de segue do Teorema
[1.16] visto que V' & positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo.

Como V' é positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo, existem funcoes
reais continuas W = W(n) e £ = £(n), com W(n) > 0, £(n) > 0 paran > 0, e £(0) =0,
de modo que

W(llel) <Vt o) <&(llell)  parat>ty e @eCy.

Sejam Hy, Hy,0 < Hy < Hy < H, escolhidos de modo que £(Hy) < W(H,). Afirmamos
que a existéncia de H; e H, seguem das hipoteses sobre & e W. Com efeito, dado
0 < Hy < H, temos que W(H;) > 0. Como £ é continua em 1 = 0 e £(0) = 0, existe
0 >0, < Hy, tal que

nf<do<Hy = [&n)—E0)] =I[EM)] = E&m) < W(H,). (1.14)

Tomando H; > 0 tal que Hy < 8, temos, por (1.14)), que &(H:) < W (H>).
Afirmagao 1: se (to, @) € [0, +00) x Cqy,, entao z(ty, ¢) € Ch, para ty < t < +oo.
Suponhamos, por absurdo, que a afirmacao acima nao seja verdadeira. Sendo assim,
existem ty, to, tais que tg < t1 < to, com ||zy, (to, ©)|| = Hi e ||z, (Lo, ¢)|| = Hz. Portanto,

Vit ) S €t ) = S0 < WO = Wil ) < Vit il )
1.15
Da relagao obtida em e do Lema segue a existéncia de um ntmero
T € (t1,12), tal que V(7,2,(to,¢)) > 0, o que contradiz a hipotese de V' ser negativo-
definido. Essa contradicao justifica a veracidade da afirmacao.
Agora, como x = 0 é uniformemente estavel, dado €,0 < ¢ < Hy, existe § = d(g) >
0, tal que
v € Cs = z(to, ) € C., para top <t < +00. (1.16)

Como V & negativo-definido, existe uma fungao escalar continua o = o(n) > 0 para
n >0, tal que V(t,) < —o(||¢|l), para t € [0, +00) e ¢ € Ch.
Sejam

0<y= inf o(m), M> S Em) e T=

M
o
Note que T" néo depende de t,, apenas de ¢, ou seja, T' = T'(¢).
Afirmagao 2: se ¢ € Oy, , entdo zj(to, ¢) € Cs para algum instante ¢, to <t < to+7.
Suponhamos, por contradi¢ao, que a afirmacao nao seja verdadeira. Entao, § <
|2 (to, @) || < Hf| para ty <t < t;+ T e, portanto,

V(t,l‘t(to, QO)) S _0-<||It(t07 SO)H) S — inf 0-(77) =7 para tO S t S tO + T.
§<n<H;

Segue, entdo, do Lema [I.11] que

V(tO + Ta xtoJrT(th 80)) < V(t07 Tty (t07 90)> - 7(T +1to — to)

I Note que ||z¢(tg, ¢)|| < H2 pela Afirmacao 1, ja que ¢ € Cp, .
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Como V' (tg, x4, (to, ) < &(||¢ll) e T = M/, obtemos
V(to + T, tgr7(to, 0)) < E(llell) =T < M —~T =0,

o que contradiz a hipoétese de V' ser positivo-definido. Consequentemente, a afirmacao
é verdadeira.
Entao, pela Afirmagao 2,

peC,comp=H = xzi(ty,p) € Cs, paraalgum ttg<t<ty+T, (1.17)

e, por (1.16]) e (1.17) , concluimos que
peC,comp=H = wx(ty,p) €C., parat>ty+T.
A prova esta completa. [

Observacao 1.19. Dados H;, H, > 0 como no Teorema [1.18| é possivel verificar que
Ch, esta contido no centro de atracao do ponto de equilibrio z = 0 para todo ¢, > 0.
De fato, como = = 0 é uniformemente estavel, dado €,0 < € < Hy, existe § = §(¢) > 0,
tal que

v € Cs — z(to, ) € C., para typ <t < +o0. (1.18)

Pela Afirmacao 2 (veja a demonstragdo do Teorema |1.18]), segue que
e Cy = xi(te,p) €Cs5, paraalgumt, to <t <ty+T, (1.19)

e, por e , concluimos que
peCqy = x(to,p) €Cy, parat>ty+1T,
ou seja,
p€Cr = |zt to, )| < |lze(to, @)l <&, parat>to+T.
Isso mostra que se ¢ € Cy,, entao |x(t,to, )| — 0 quando t — +o0, para todo ty > 0.

Observagao 1.20. Um funcional V' : [0,4+00) x Cy — R positivo-definido, tal
V(t,0) = 0 para todo t € [0,400), e V(to,p) < 0, para quaisquer t, € [0,+00) e
¢ € Cy, com V(ty, ) definido em (L.5), é dito um funcional de Lyapunov para a
equagao (|1.1)).

Definicao 1.21. Dizemos que o funcional V : [0,+00) x C' — R é radialmente
tlimitado se existir uma funcao escalar continua v = v(n) tal que V(t,¢) > v(||¢|l) e
v(n) = 400 com n — +00.

Teorema 1.22. Suponhamos que exista um funcional V : [0, +00) x C — R positivo-
definido, radialmente ilimitado, tendo extremo superior infinitésimo e com'V' : [0, +00) X
C' — R (definida em (1.5)) ) negativo-definido. Nessas condigoes, a solugao nula de (|1.1])

¢ globalmente assintoticamente estdvel.
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Demonstragao. Como V' é positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo, exis-
tem fungoes reais continuas Wy, = Wi(n) e & = £(n), com Wi(n) > 0, £(n) > 0 para
n>0,e(0) =0, de modo que

Wi(llel) <Vt @) <&(llel)  parat>0 e peC.

Sendo V' radialmente ilimitado, existe uma func¢do escalar continua v = v(n) tal
que
V(t,e) = y(llell),  com y(n) = +00 quando 7 — +o0.

Definindo W (n) = max{Wi(n),v(n)}, temos que W(n) > 0 para n > 0, W(n) —
+00 quando n — +o0 e

W(llel) <Vt e) <&(llell), parat>0 e ¢eC.

Dada qualquer constante positiva H;, podemos encontrar uma constante positiva
H, tal que £(Hy) < W(Hs). Com efeito, como £(H;) > 0 e W(n) — +oo quando
n — 400, existe Hy > 0, Hy > Hy, tal que W (H3y) > £(H,).

Podemos concluir, assim como na Observacao [I.19 que Cy, esta contido no centro
de atragao do ponto de equilibrio x = 0 para todo t, > 0, visto que H;, Hy sao
constantes positivas tais que Hy > H; e W(Hs) > &(H;), como no Teorema m Por
essa razao, a solugao z = (0 é globalmente assintoticamente estavel. O

Os teoremas e corolarios apresentados na sequéncia estabelecem critérios de esta-
bilidade para a solucao nula da equacao (|1.1)).

Teorema 1.23. Suponhamos que o funcional V : [0,+00) x Cy — R satisfaga as
sequintes hipoteses:

1) 110 0)]) < V(¢ ) <W(p), para (t,¢) € [0,+00) x Cr, em que W : Cpp = R €
uma fungao continua tal que W(0) =0 e~y :[0,H) — R € uma fun¢do continua
tal que y(n) > 0, paran > 0.

i) V(t, ) <0, para (t,¢) € [0,400) x Cp.

Entao, a solugio x =0 de (1.1 é uniformemente estdvel.

Demonstra¢ao. Dado £,0 < e < Hy, seja 6 = (), 0 < d < ¢, escolhido de modo que
W(p) < v(e) para ¢ € Cs. Essa escolha de ¢ pode ser feita em virtude das hipoteses
feitas sobre as fungoes W e . Com efeito, como £ > 0, temos y(¢) > 0. Como W &
uma fung¢ao continua em seu dominio, em particular, continua em v = 0, existe o > 0,
o qual pode ser tomado menor do que ¢, tal que

peln e |oll<d = [W(e)=WI(O)<A(e).
Como W(0) = 0, temos que
pels = W(p) < [W(p)| <~e)
Sendo assim, pela hipotese i), vemos que

th>0 e pels = Vi(t,p) <W(p) <q(e).
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Pelo Lema e pela hipotese ii), temos que V(t,z:(to,¢)) ¢ nao-crescente em t.
Portanto,
V(t, z(to, v)) < V(te,p) < 7(e), para t > to. (1.20)

Afirmamos que x;(tg, ) € C. para t > ty, se ¢ € Cs. De fato, caso contrario,
existiria t > tq tal que |z(t,to, ¢)| = €. Pela hipotese i) terfamos

V(t,zi(to, ) = v(lz(t, 0, 9)]) = 7(e),
0 que entraria em contradicao com o que foi concluido em . Por conseguinte,
to>0 e el = |zt v)] <e,
ou seja, a solucao z = 0 de é uniformemente estavel. O

Exemplo 1.24. Seja g : [0,+00) x Cy — R uma funcao, tal que g(¢,¢) > 0 para
qualquer (¢, @) € [0, +00) X Cy. A solugdo nula da equagao

(t) = —x(t)g(t,xy), t>0, (1.21)

é uniformemente estavel.
De fato, consideremos o funcional V : [0, +00) x Cy — R definido por

V(t, o) = [p(0)], para (t,¢) € [0, +00) x Cy.

i) Seja v : [0, H) — R, a funcdo continua dada por y(n) = n* e W : Cy — R o
funcional continuo dado por W (¢) = ||¢||*. Note que y(n) > 0sen > 0, W(0) =0

e
Y(le(0)]) < V(t, ) < W(p),
pois como [l¢|| = sup [@(0)] > |(0)], temos [lo[|* > | (0)[* e, consequente-
—r<0<0
mente,

2

I
S
~

(e
=
[\
I

V(e (0)]) = 1(0) V(t, o) < llell* = W(ep).

ii) A derivada de V ao longo de uma solugdo (desconhecida) de (1.21) satisfaz
V(t,z;) < 0. Com efeito, temos que V (¢, z;) = [2,(0)]* = [z(t + 0)]7 = [z(t)]*.
Assim,

V(t,a) =2 2(t) - &(t) = 2 a(t) - [a(t)g(t,2)] = =2 [z(1)]* - g(t, 2)
e, portanto, V (t,z;) <0, ja que 2 [z(t)]* - g(t, ;) > 0.

Como V satisfaz as hipoteses i) e ii) do Teorema concluimos que a solugao
x =0 de (1.21)) é uniformemente estéavel.

Teorema 1.25. Suponhamos que exista um funcional V : [0, +00) X Cy — R satisfa-
zendo a hipdtese i) do Teorema . Suponhamos também que exista uma fungao real
continua T : [0, +00) — R tal que T'(n) > 0 paran > 0, e V(t,x,) < —T'(|z(t)]) para
toda solugio x(t) = x(t,to, ), to > 0, de (L.1). Suponhamos ainda que f = f(t, ) seja
limitada em [0, +00) X Cyy. Nessas condigoes, a solugao nula de (1.1) € assintoticamente
estavel.
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Demonstragao. Nesta demonstragao, por conveniéncia, consideraremos

[z(t)] = sup [z;(t)].
1<j<n
Seja e >0, e < H, e seja 6 > 0 escolhido de modo que 0 < § < g, e p € Cys implica
W(p) < v(e). Tal escolha de ¢ se justifica pelas propriedades das fungdes W e 7. Com
efeito, como € > 0, temos y(g) > 0. Como W é uma fungao continua em ¢ = 0, existe
0 > 0, o qual pode ser tomado menor do que ¢, tal que

peCn e [of<d = [W(p)-W(O)]<nr(e) (1.22)
Como W(0) = 0, temos que
peCs = Wip) <[W(p)l <o)

Procedendo como na demonstragao do Teorema[I.23], podemos concluir que ¢ € Cjs
implica z(tg, ) € C. para t > to > 0. Isso mostra que a solugao nula de
¢ uniformemente estavel e, portanto, estavel. Entao, para completar a prova deste
resultado, é suficiente mostrar que ¢ € Cs e ty > 0 implicam x(¢,ty, ) — 0 quando
t — +o0.

Suponhamos, por contradi¢do, que exista (tp,¢) € [0,400) x Cs de modo que
x(t,to, ) # 0 quando t — 4o00. Entao, existem p > 0 e uma sequéncia crescente
(tm)men C [0, +00), com tpy1 — bty > 2, de modo que |z(t,,to, )| > u para todo
m € N.

Afirmacao: existe > 0, que nao depende de m, tal que |z(t,to, )| > 5 para
[tm — t] < B.

De fato, seja w > 0 tal que |f(t,¢)| < w, parat > 0 e p € Cyg. Para cada t,,,
consideraremos o intervalo (t,, — 1,t,, + 1) e vamos aplicar o Teorema do Valor Médio
em cada componente de z(t, to, p). Entao, para t € (t,, — 1,t,, + 1), existe um numero
real ¢ entre t,, e t, tal que

|xj(tm7t0>90) - ajj(tatm 90)| = "I:j(€7t07 90)(7f - tm)‘ = ’f](f,.@g” : ’t - tm|

Como |x(tm, to, 0)| — |7;(t, to, )| < |2j(tm; to, ) — xj<t7t0790)’|z| e |fi(& ze)| < w,
obtemos

‘l‘j(tm,to, 80)| - |xj(t7t0; 80)| S Wlt — tm|7
ou seja,
|x3(tm7t0780)| —W|t - Z(:7n| S |l']<t,t0,('0)|’

de onde segue que
|$j(tvt0’ 90)| > |xj(tm7t07 90)| - w|t - tM| > W= w|t - tm|.

Agora, tomando 5 = min {3ﬁ, 1} , obtemos
w

|5 (L, to, ©) = [xj(tm, o, )| —wlt —tm| > p—wom =p—5 =p>

o2
3w 3 3 2

*llal — [bll < la — b, Va,b € R.
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para |t — t,,| < . Observamos que  nao depende de m. Portanto,

’g <l|z(t,to,p)| <e para |t—t,| <0,

o que prova a afirmagao. Contudo, isso determina que, para |t — t,,,| < S,

V(t, x(to, p)) < —T(|(t, to, ¢]) < s +5({—F(|90(s7to,so)l)})
< sup {~T(n)}:¥ —g <.

£<n<e

(%) A fungao —TI' é continua e negativa no intervalo limitado [£,€]. Por essa razao,
o supremo de —I" nesse intervalo existe e é um ntimero real negativo.

Levando em conta os Lemas e e os fatos de que S < 1 e tyqp1 — bty > 2,
segue que, para todo N € N|

V(tN + 67 xtN+/B(t0’ 90)) - V(tl - B> $t1—5(t0> @)) <

N
Z[V(tm + B, %t,,18(t0, 0)) = V(tm — B, 4, —s(to, ¢))] < —28¢N.

m=1

Consequentemente, V(ty + B, ziy45(to, ) — —oo quando N — 400, 0 que nao
pode ocorrer, visto que, por hipétese (condigdo i) do Teorema [1.23), V (¢, ¢) > 0 para
(t,) € [0,400) x Cy. Essa contradicdo mostra que ¢ € Cs e tg > 0 implicam
x(t,to,p) — 0 quando t — +o00. Logo, a solu¢ao nula de é assintoticamente
estavel. O]

Corolario 1.26. Suponhamos que exista um funcional V : [0, +00) x C' — R, satisfa-
zendo as sequintes hipoteses:

i) ¥(le(0)]) < V(t, @) < W(p), para (t,¢) € [0,+00)xC, em que W : €' = RT € um
funcional continuo, limitado sobre toda bola em C', com W (0) =0, ey : Rt — R*
¢ uma fungao continua, tal que y(n) > 0 para n > 0 e y(n) — +oo quando
n — +oo.

ii) Eziste uma fungao continua T' : RY — RY tal que T(n) > 0 paran > 0 e

V(t,z) < =T(Jz(t)]) para toda solugio x(t) = x(t, to, ), to > 0, de (L.1)).
iii) f € limitada em [0, +00) X Cy para todo H < 400.
Entao, a solugao nula de (1.1)) € globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Para mostrar que a solu¢ao nula de (I.1)) é globalmente assintotica-
mente estavel, é suficiente mostrar que Cy, esté contido no centro de atracao do ponto
de equilibrio x = 0 em t; para quaisquer t, > 0 e H; < +00, ou seja, que a inclusao

Cy, C Dyy ={¢ € Cy : z(t,ty,) = 0 quando t — +oo},

é verdadeira para quaisquer to > 0 e H; < +00.
Afirmacao: para todo H; > 0, existe Hy > 0 tal que ¢ € Cy, implica W (p) < v(Ha).
Com efeito, como W ¢é limitado sobre toda bola de C, dado H; > 0, existe K > 0
tal que
W(p)=W(p)| <K,  parayeCh. (1.23)
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Agora, como y(n) — +oo quando n — 400, para tal K > 0, existe Hy > 0 de modo
que
v(Hy) > K. (1.24)

Portanto, de ([1.23]) e (1.24) segue que
W(SD) < 7(H2)7 para ¢ € CH17

provando a afirmacao.
Procedendo como na demonstragao do Teorema (pondo H; em lugar de § e Hy
em lugar de ), podemos concluir que

peCy = x4(to,p) € Cy,, para t > to,
e a partir dai constatar que
pelCy = z(t,tg,) >0 quando t — +o0.

Portanto, Cy, esta contido no centro de atragao da origem e a prova esta completa.
m

O proximo teorema determina condi¢oes para que a solugao nula de seja uni-
formemente assintoticamente estavel. Além disso, exibe condigoes para que as solugoes
de sejam uniformemente limitadas. Para demonstra-lo, é preciso usar argumentos
semelhantes aos ja usados nas demonstragoes dos resultados precedentes. Por essa ra-
zao, omitiremos a prova desse resultado aqui, porém informamos ao leitor interessado
que é possivel encontra-la em [I5], pagina 132, Teorema 5.2.1.

Definigao 1.27. Dizemos que as solugoes de (1.1) sio uniformemente limitadas
se para qualquer o > 0, existe (o) > 0 tal que para to € R e ¢ € C,, tem-se
|2 (¢, to, )| < Bla) parat > to.

Teorema 1.28 ([15], Teorema 5.2.1). Sejam v, W,I' : Rt — R fung¢ées continuas e
nao decrescentes, tais que y(n) > 0 e W(n) > 0 para n > 0 e v(0) = W(0) = 0. Se
existe uma fungao continua V : [0,4+00) x C' — [0,4+00) tal que

V(e(0))) <V (t,0) <W([lol),  para (t,¢) € [0, +00) x C,

V(t,z) < =T(lz(0)]),

para toda solugdo x(t) = x(t,to, ), to > 0, de (L.1)), entdo a solu¢ao x = 0 da equagio
(1.1) € uniformemente estdvel. Se vy(n) — 400 quando n — +oo, entao as solugoes
de (L.1) sao uniformemente limitadas. Se I'(n) > 0 para n > 0, a solu¢io x = 0 da
equagao (1.1)) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Exemplo 1.29. Sejam a,b e r constantes reais, com r > 0. Se a > 0 e |b| < a, entao
a solugao nula da equacao

(t) = —ax(t) + bx(t — 1), t>0. (1.25)

¢ uniformemente assintoticamente estéavel e, em particular, uniformemente estéavel.
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Vamos definir um funcional de Lyapunov V : [0, +00) x C' — R por

V(t,z,) = 2*(t) + |b] /t_ 2%(s) ds.

A derivada de V' ao longo de uma solugao (desconhecida) de ((1.25]) satisfaz

V(t,xt) = 2x(t) - (—ax(t) + bx(t — 7)) + |bla?(t) — |b|lz*(t —7)
= —2ax*(t) + |b|z*(t) + 2bx(t)x(t — r) — |b|2*(t — 1)

(%)
< —2ax?(t) + |bla?(t) + |b|2*(t — ) + [b|l22(t) — |bl2*(t — 1)

= [~2a + 2|b]]2%(t) =: —az?(t),
onde o = 2a — 2|b| > 0, uma vez que |b| < a.

Entao, temos
()]* < V(t,20) < (1+[b]r) ]|

V(t,x) < —az?(t).

Pelo Teorema concluimos que a solucao nula da equacgao ¢ uniforme-
mente assintoticamente estavel.

() Sabemos que [z(t) — z(t — r)]> > 0. Dai, 22(t) — 2z(t)x(t — r) + 2%(t — ) > 0
e, portanto,

b2 (t) + |b|z*(t —7) > 2|blz(t)z(t —r) > 2bx(t)x(t — 7).

Perceba na Figura que, quando |b] > a, a solu¢ao nula da equagao ([1.25) nao é
uniformemente assintoticamente estavel. Veja o grafico da solucao “vermelha’.

1.0

05

0.0

-05

Figura 1.2: Simulagoes com valores de a,b e r para o Exemplo [1.29
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Observagao 1.30. Quando |b| > a, podemos afirmar que a solugao nula de ([1.25])
nao ¢ uniformemente assintoticamente estavel. A equagao caracteristica de (|1.25)) é

h(A) =A+a—0b".
e Seb>0e¢b>a,entdo h(0) =a—b<0ecomo

lim A +a—b"" = o0,
A—00

a continuidade de h e o Teorema do Valor Intermediario garantem que existe

A > 0 tal que h(A) = 0.

e Seb<0e—b>a,entdo h(0) =a+b <0 e como

lim A4 a+ b = o0,

A—00

a continuidade de h e o Teorema do Valor Intermediario garantem que existe

A > 0 tal que h(\) = 0.

Portanto, pelo Lema segue que (|1.25)) possui uma solugdo nao trivial do tipo
z(t) =ce* ondece Re A >0

Exemplo 1.31. Consideremos uma generalizacao da equagao apresentada no Exemplo
L. 29¢

(t) = —a(t)z(t) + b(t)x(t — 1), t >0, (1.26)
onde a : [0,+00) — R e b : [0,400) — R sdo func¢oes continuas limitadas, tais que

a(t) > 0 > 0e |b(t)] < 0, com 6 < 1, para todo t > 0. Utilizando o funcional de
Lyapunov

1 t
V(t,z) = 5 (J;2(t) + (5/ 7% (s) ds> :
t—r
temos que a derivada de V' ao longo de uma solugao (desconhecida) de (|1.26]) satisfaz

Vit x) < g(@ — 1)(2?(t) + 2*(t —1)).

De fato, como a(

. t) >4, |b(t)] < 05 e 2x(t)x(t —r) < (2%(t) + 2%(t — r)) (pois
[2(t) —z(t —7)]” = 0),

obtemos
V(t,z,) = x(t) [—a(t)z(t) + b(t)x(t — )] + ng(t) - ng(t —7)
= —a(t)z*(t) + b(t)z(t)x(t —r) + ng(t) — gx2(t —r)
< =623 (t) + 05 (23 (t) + 2% (t — 7)) + ng(t) - ng(t —r)
= g(—xQ(t) + 02%(t) + 02 (t — 1) — 2*(t — 1))
)

= 50— 1) () +2%(t — ).
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Como 6 < 1, podemos concluir, novamente pelo Teorema [I.28, que a solugdo nula
da equacao ([1.23]) é uniformemente assintoticamente estéavel.

Note que, neste exemplo, para concluir a estabilidade assintética uniforme da so-
lucao nula de , foi preciso exigir que a e b fossem fungoes limitadas e que a
desigualdade

1b(t)| < a(t) (1.27)

fosse valida para todo t > 0, visto que deve ocorrer |b(t)| < 65 < § < a(t) para todo
t>0.

Observacao 1.32. Nas simulagoes abaixo, consideramos as seguintes equacoes dife-
renciais funcionais com retardamento

(t) = (—2 — sen(t))x(t) — 0.99 cos(t)x(t — 3), t>0, (1.28)

&(t) = (=2 —sen(t))x(t) + (2.1 + cos(t))z(t — 3), t>0. (1.29)

Para a equacgao (|1.28)), temos que o resultado obtido no Exemplo é satisfeito
para 6 = 1 e # = 0.99, de onde podemos concluir a estabilidade uniforme assintética
da solu¢ao nula de (1.28)), como podemos ver na Figura [1.3|

n
(=]

0.3

0.1

-0.1

Figura 1.3: Simulacao 1 - Exemplo (|1.31)).

Para a equagdo (1.29)), apesar de a(t) = 2+sen(t) e b(t) = 2.1+ cos(t) serem fungoes
continuas e limitadas, a desigualdade ([1.27)) nao vale para todo ¢ > 0. Pois bem, para
t = 2km, k € N, temos que

|b(2km)| = |2.1 4 cos(2km)| = 3.1 > 2 = 2 + sen(2km) = a(2km).

Portanto, neste caso, nao podemos determinar a estabilidade uniforme assintotica
da solugao nula da equagao ([1.29)), usando o resultado obtido no Exemplo [1.31} Veja

a Figura [I.4]
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2.5

15

0 50 100 150 200 250 300

Figura 1.4: Simulagao 2 - Exemplo (|1.31]).

A seguir, vamos estudar a estabilidade da soluc¢ao nula de uma equagao diferencial
funcional com retardamento especifica.

Seja a : [0,400) — R uma fungao continua, limitada e ndao negativa, seja r uma
constante positiva e considere a seguinte equacao diferencial

(t) = —a(t)z(t —r), para t > 0. (1.30)

Embora possamos tratar solugoes de ((1.30) com qualquer tempo inicial, estudare-
mos aqui uma solucao z(t) =: z(¢,0,v) de (1.30), onde ¢ : [-r,0] — R ¢ uma funcao
inicial continua e x4(0,1)(t) = 9 (t) para todo t € [~r,0]. E sabido que existe uma
tnica solugao continua x(t) satisfazendo parat > 0e x(t) = ¢(t) parat € [—r,0].

Podemos reescrever como

&(t) = —a(t +r)z(t) + % / a(s+r)x(s)ds. (1.31)

t—r

O proximo resultado estabelece condicoes suficientes para que a solugao nula da
equagao (|1.30) seja uniformemente assintoticamente estéavel.

Corolario 1.33. Suponha que sejam vdlidas as sequintes condigoes:

(1) Existe § >0 tal que a(t + 1) > 6, para todo t > 0;

(i1) Existe € > 0 tal que a(t+r) ftir a(s+r)ds —2+1r < —¢ para todo t > 0;
(iii) Existe ¢ > 0 tal que Cla(t) + a(t + )] < (¢/2)a(t + ) para todo t > 0.

Entao, a solugao nula de ((1.30) € uniformemente assintoticamente estdvel. Além disso,
a solugao z(t) =: x(t,0,) de (1.30) € uniformemente limitada.

Demonstragao. De (1.31]) segue que

—at+r)a(t) = i) — % /t;a(err)x(s)ds _ (a:— /t;a<s+r)x<s)ds> |
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Vamos definir um funcional V; : [0, +00) x C'— R por:

Vi(t, ) = (so(O) —/;a(sw)go(()) ds)2+/_i /t;a(u—i—r)g02(0) duds.

Entao,

Vi(t, @) = (a:(t) - /t; a(s +r)x(s) ds) 2 + /_(: /t; a(u +r)z?(u) du ds

e, portanto, a derivada de V] ao longo da solugdo =(t) =: x(t,0,v) de (1.31]) obedece a
seguinte desigualdade:

Vi(t,z,)< — edz’(t).

De fato, temos
Vi(t, ;) =2 (x(t) — /t_ a(s +r)x(s) ds) (—a(t+r)z(t))

N /j% (/t;a(u +1)a2(u) du> ds

= —2a(t +r)x*(t) + 2a(t + r)z(t) /t_ a(s +r)x(s)ds + / a(t +r)z*(t) ds

-r

—/Oa(t+s+r)x2(t+s)ds

T

— —9a(t + r)22(t) + 2a(t + r)z(?) /t_ a(s + r)a(s) ds + a(t + 1) (0)r

_ /t : a(s + r)2*(s) ds

(*_) —2a(t +r)x?(t) + a®*(t + ) /t_ a(s + 1) dsx®(t) + /t_ a(s 4 r)z%(s) ds

+a(t +r)z*(t)r — / a(s +r)z*(s) ds

t—r

= {—2@(15 +7)+a*(t+r) /t; a(s+r)ds+a(t + 7”)7"} 2?(t)

=a(t+r) l—2 +a(t+r) /t_ a(s+r)ds+ 7} 23 (t)
< ea(t + 1)
2 —eb2?(t).

(%) Vamos justificar a desigualdade

2a(t+7r)x(t) /t_ a(s+r)z(s)ds < a®(t+r)x?(t) /t_ a(s+r)ds —|—/t_ a(s+7)z*(s) ds.

r
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Com efeito, pela Desigualdade de Holder-Riesz (com p = ¢ = 2)E|, temos que

/tl“(s +r)a(s)ds < /ttr la(s + 7)||z(s)| ds

= [ VGG et ds
< ([ vierare) ([ veeereera)

) </ o) : (/ oo+ 1) %(5) s :
/tt,, a(s +r)x(s)ds < (/tt, la(s +7)] ds) s (/ttr (s + 7)) 22(6) ds) 1/2 .

Como
- (/t; la(s +7)[ 2*(s) dS) 1/2]2 2 0,

a®(t 4 r)z*(t) /t la(s + )| ds +/t la(s 4+ 7)|z%(s) ds —

1/2

Entao,

1/2

ate+ (0] ([ fats +)1 )

obtemos

-

Por a ser uma fungao nao negativa, por ((1.32)) e ((1.33)), concluimos que

— 2lalt + )l(0) (/; |a(s+r)]ds)1/2 (/tt la(s + )] 22(s) ds) Fo0 wm)

a’(t 4 r)z*(t) /t a(s+r)ds + /t a(s +r)r?(s)ds =

t t (T-33)

a2(t+7")x2(t)/ la(s+r)|ds +/ la(s +7)|2%(s)ds >

t—r t—r

diatt-+ o) ([ als +1)1as) " ([ s +misoras) v

2!a(t+7“)llﬂf(t)|/t_ la(s +7)[|z(s)] ds >

2a(t + r)wz(t) /t_ a(s+1r)x(s)ds.

3Desigualdade de Holder-Riesz: Sejam E um conjunto mensuravel, p € [1,+0c0) e seja q €
[1,4+00) o expoente conjugado de p, ou seja, g é tal que 1% + % =1. Se f € Ly(E) e g € Ly(F), entao:

/Elf(x)g(w)Idxs (/E|f(t)|pdt>; (/E g(t)|th>é.
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Agora, vamos definir um funcional V5 : [0, 400) x C' — R por:

t
Vilto ) =¢ [P0+ [ als+ng0)as).
t—r
Sendo assim,
t
Vo(t, xy) = C {xQ(t) —I—/ a(s 4 r)z*(s) ds]
t—r
e a derivada de V5 ao longo da solugao z(t) =: x(t,0,1) de (|1.31)) satisfaz

Va(t, ) = ¢ [2a(t)(—a(t)z(t — 7)) + a(t + r)2*(t) — a(t)a?(t - r)]
= ( [“2a()z(t)z(t — r) + a(t + r)2*(t) — a(t)z*(t — r)]

< C [a(t) 2() + a(t)x®(t —r) + a(t +r)2*(t) — a(t)2?(t — r)}
= (la(t) + a(t + 7)) 2%(t)
< %a(t +r)22(t)

(xx) —2a(t)x(t)z(t —r) < a(t)z®(t) + a(t)z*(t — 1), pois
[VIa®le(t) + Via®la(t )] >

Definindo V' : [0, +00) x C — R por V(t,p) = V( ) + Va(t, @), temos que a
derivada de V' ao longo da solugao x(t) =: z(t,0,%) de satisfaz

V(t,xt)_—aéx()—l—ga(t—l—r) 2(4)
= —eoa?(t) + (- %) alt +1))a2(1)
(4) €
< —ea(t) + (—3) (=9
< —ea?(t) + S02°(1)
= — S ()
- __5|x( )2, (1.34)

(I) Existe uma func¢do continua e nao decrescente I' : RT — R tal que I'(n) > 0
paran > 0e V(t,x;) < —T(|z(t)|) para a solugio z(t) = x(t,0,v) de (I.1). Com efeito,
definindo a fungéo I' : R* — R* por I'(n) = § - 6 - n°, vemos, por (1.34), que T ¢ tal
funcao.

(IT) Existem fungoes continuas e nao decrescentes W : RT — Rt e v : RT — RT,
com W(0) = ~(0) = 0, tais que W(n) > 0, v(n) > 0 paran > 0, e y(n) — +o0o quando
17 — 400, de forma que

e € Vo) 'S W(g), para (t,) € [0, +00) x C.

De fato, temos que

V(t, o) = Vi(t, ) + Val(t, ) = C¢*(0) = C|(0)P,
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visto que a ¢ uma fun¢io nao negativa. Definindo v : R* — R por v(n) = ¢-n?, temos
que vy é continua, crescente, v(0) = 0, v(n) > 0 para n > 0, e v(n) — +oo quando
17 — +00. Sendo assim, obtemos (¢).

Ademais, como a é uma funcao limitada e nao negativa, existe K > 0 tal que
0 < a(t) < K para todo t > 0. Dessa forma,

V(t, o) = Vi(t, @) + Val(t, »)

:<¢(o)_/t;a(s+r ) /_/t+ a(u + 1) p*(0) duds

+¢ {wZ(O) + /t;a(s—i—r)goz(O) ds]

= *(0) — 2¢(0) /t a(s +7)p(0) ds + (/tt als +1)p(0) d5)2

T

/_T/HS afu+7)¢*(0) duds + Cp*(0 +</ a(s +r)¢*(0) ds
2

Lol + 042 ([ atsnp)ds) + el

—l—C/ a(s+r)e Ods—l—/ / a(u +1)¢*(0) duds
—r Jit+s
(o0 t
Zaet+2 ([ asanas) ([ #00as) 4l

2
.
+ CKllellPr + Kllel*
2
.
<2lell* + 262 [l@lPr® + Cllell” + CK e Pr + Kllol*

(2 + 2K + 4+ (Kr+ K— ) ]|

(o) Temos que —2¢(0) /ttra(s—l—r)go(()) ds < ©*(0) + ( /tt a(s 4+ 1)e(0) ds>2, pois

r

[@(0) + (/t;a(s +7)0(0) ds)r > 0.
(ee) A relagio

(/ttra(erT)gp(O) ds)2 < ([ a*(s+7) ds) (/tt ©*(0) ds)

é valida pela Desigualdade de Schwarz[f] uma vez que ¢ e a sdo fungdes continuas.

1Desigualdade de Schwarz: Se f, g : [a,b] — R sdo funcdes continuas, entdo

l [ 6060 czs] . [ s [ ¢
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Portanto,

2
V(t, ) < (2 +2K%% + ( + (Kr + K%) llol|?. (1.35)

2
Definindo W : R™ — RT por W(n) = ( 2 + 2K*r? +C+CK7‘+K%) -1, temos

que W é continua, crescente e W (0) = 0. Entao, por , obtemos (¢¢).

Entao, de (I), (II) e do Teorema segue que a solug¢ao nula da equagao (|1.30)) é
uniformemente assintoticamente estavel. Ademais, a solugao z(t) =: x(¢,0,1) de ((1.30))
é uniformemente limitada pelo Teorema [1.28] O]

O proximo exemplo exibe como as hipdteses do resultado anterior podem ser veri-
ficadas e as condi¢oes de estabilidade impostas sobre uma determinada equacao dife-
rencial funcional com retardamento.

Exemplo 1.34. Em ([1.30)), considere a(t) = 1.1 + sent. As condigdes do Corolario
sao cumpridas se existir € > 0 tal que

5.41r —2 < —¢. (1.36)

De fato, note que a hipotese (i) do Corolario é satisfeita com § = 0.1, uma vez
que
a(t)=1.14sent > 1.1 —-1=0.1, paratodot > 0. (1.37)

Para que a condigao (ii) seja cumprida, deve existir € > 0 tal que

t
(1.1 4 sen(t + 7’))/ (L1 +sen(s+7r))ds —2+7r < —c.
t—r

Com efeito, fazendo a mudanga de variavel u = s + r, obtemos

/t (1.1 +sen(s +1))ds = /Hr(l.l + sen(u)) du.

Como sen(z) < 1 para todo x € R, temos que
t
(1.1 +sen(t+ 1)) / (I.14sen(s+r))ds—2+r
t—r

t+r
= (1,1+sen(t+r))/ (1.1 4+ sen(u))du — 2+

<(Il+sen(t+r)1dr+1r)—2+7
<21(21r)—2+r

=541r —2

< —e,

ja que estamos supondo que (|1.36]) ocorre.
Portanto, podemos dizer que as hipoteses do Corolério [I.33] sdo verificadas ou se

existir € > 0 tal que
541r — 2 < —¢,

ou se
5.41r —2 <0, ou seja, r<2/(5.41).
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Agora, para que a hipotese (iii) do Corolario seja satisfeita, basta tomar { > 0
tal que ¢ < ¢/84. Pois bem, note que

Cla(t)+a(t+7r)) =C(1.1+sent+ 1.1 +sen(t + 7))

para todo ¢t > 0.
Observagao 1.35. Considerando a equagao diferencial funcional com retardamento
z(t) = —(1.1 +sen(t))x(t — r), para t > 0,

concluimos, pelo Exemplo [1.34] que para r = 0.33 < 2/5.41 as condigbes para garantir
a estabilidade assintética uniforme da solucao nula da equagao sao satisfeitas, enquanto
que para r = 1.2 > 2/5.41, estas néo se verificam. Podemos confirmar essa conclusao

observando as Figuras [I.5] e [L.6]

r=0.33

00 01 02 03 04 05

tempo

Figura 1.5: Simulacao 1 - Exemplo (|1.34]).
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Figura 1.6: Simulagao 2 - Exemplo (|1.34]).

Exemplo 1.36. Seja b : [0,00) — R uma fungao continua. Considere a e o constantes

positivas de modo que a > |b(t)| + o para todo ¢ > 0. Entao, a solugao nula de

(t) = —ax(t) + b(t)x(t — r), para 0 <r < oo, t >0,

¢é globalmente assintoticamente estavel.

Mostremos que as hipoteses do Corolario [1.26| estao satisfeitas. Para isso, vamos
definir V : C' — R* por

V(p)

= [p(0))* + a/ ©*(0) do, para o € C.

-

(1.38)

i) Definindo W : C — R* e v : Rt — RT por W(y) = [p(0)]* + afi ©%(0)db e
v(n) = n?, respectivamente, temos que a condi¢ao i) do Corolario é verifi-

cada.

ii) Agora, seja x(t) uma solu¢do da equagao (|1.38). Temos que

V(z) = 2°(t) +/

e, portanto,

V()

(
= —alz?(t) + 2*(t — )] + [b(t)|[*(t)

0

b

21 ()i (t) + afa?(t) — 22(t — 1)]

) )
—2ax*(t) + 2b(t)x(t — 1) + ax*(t) — ax®(t —r)
t—r)+20(t)x(t)z(t —r)
t—r)+ [b(O)|[2*(t) + 2*(t — 7))
+x

(=)

|
—o(2?(t) + 22 (t — 1))
—ox?(t).

A desigualdade ([1.40)) é verdadeira, pois:

22t +0)do = 2*(t) + a/tt 7%(s) ds

+b(t)x(t — )] + alz?(t) — 22(t — 1))

(1.39)

(1.40)
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(I) se b(t) > 0, entao |b(t)| = b(t) e, portanto,

[2(t) — z(t — )] >0 = 22(t) = 2z(t)x(t —r) + 22 (t —7) >0
= 2%(t) + 2°(t —r) > 22(t)x(t — 7).

Assim, 2b(t)x(t)x(t — 1) = b(t)[2z()x(t — r)] < |b(t)|[22(t) + 22(t — 7)].
(IT) se b(t) < 0, entao |b(t)| = —b(t) e, consequentemente,

[2(t) + x(t — 7)) > 0= 22(t) + 2x(t)z(t —r) + 2t — 1) > 0
= 22(t) + 2% (t —7r) > 2w (t)z(t — 7).

Portanto, 2b(t)x(t)z(t —r) = —b(t)[—2z(t)x(t —r)] < |b(t)|[x*(t) +22(t —7)].

Como V(z;) < —oz?(t), definindo I' : Rt — R* por I'() = on?, vemos que a
condigao #i) do Corolario também é satisfeita.

iii) Por fim, como f(t,p) = —ap(0)+b(t)p(—r), segue que a hipotese iii) do Corolario
(1.26]) é satisfeita, pois, dado qualquer 0 < H < +o0, temos que se ¢ € Cy, entao

| = aw(0) + b(t)p(=r)| <[ = ap(0)] + [b(t)o(=r)| = | — alle(0)] + [b(t) | (—7)]
<aH+ (a—0)H = H(2a — 0),

e H2a—0) >0, pois H>0e¢

a—oc>b{t)>0 = 2a>a>0 = 2a—0>0.

Portanto, pelo Corolario ([1.26]), concluimos que a solugao z = 0 de ([1.38]) é global-

mente assintoticamente estavel.

Exemplo 1.37. Considere as equagoes diferenciais funcionais com retardamento

&(t) = — bz(t) + (1 + cos(t))z(t — 10), para t > 0,
&(t) = — 23x(t) + (1 + cos(t))z(t — 10), para t > 0,
&(t) = — 102(t) + (1 + cos(t))x(t — 10), para t > 0.

Todas as equagoes acima cumprem as condigoes do Corolario[1.26], portanto as solugoes
nulas de todas elas sao globalmente assintoticamente estéveis. Veja a Figura [I.7]
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= = a=h0ebft)=1+coslt)
— 3=23eb{t)=1+cosft)
a=10 ebft)=1+ cosft)

=
en
=
=

20

Figura 1.7: Graficos das solugoes das equagoes do Exemplo ([1.37)).

O proximo resultado, provado por Levin e Nohel em 1964, serviu como uma das
motivacoes para o estudo de estabilidade de equagoes diferenciais com retardamento
via teoria de ponto fixo. Levin e Nohel construiram um funcional de Lyapunov para a
equacao de Volterra

i(t) = - /t_L““ — $)g(x(s))ds,

na qual zg(z) > 0sex # 0, L > 0, e a : [0,L] - R é uma fun¢io duas vezes
diferenciavel, com a” nao identicamente nula.

Teorema 1.38 ([18], Teorema 2). Sejam L >0, a : [0,L] - R e g: R — R fungaes,
tais que:

i) a € duas vezes diferencidvel, a(L) = 0, a'(t) < 0, a”(t) > 0 e a"(t) nao é
tdenticamente nula;

i) xg(x) >0 quando x #0 e / g(s)ds — oo quando x — +o0.
0
Considere o sequinte problema de valor inicial

z(t) = — /t_L a(t — s)g(x(s))ds, t>0,

l’(lf) :w(t)a te [—L,O],

(1.41)

em que ¢ : [—L,0] - R € uma funcao continua.
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Se as condigoes i) e ii) sao satisfeitas, entao o funcional
2

Vi) = [ au)du- / d(t =) [ / g(a(s) ds] ds > 0

satisfaz

2 2

- /:L a"(t—s) [/:g(w(v))dv] ds

ao longo da solugdo de (T.41]) e xY)(t) — 0 quando t — oo, para j = 0,1,2.

200 = () [ [ atato)as]

Pode-se prontamente argumentar que este ¢ um dos mais belos resultados em toda
a teoria de estabilidade utilizando funcionais de Lyapunov. Todavia, ao olharmos
detalhadamente as condi¢oes impostas sobre a fungao a, somos forcados a dizer que
estas dificilmente serao verificadas num problema do mundo real. Obter resultados
mais realisticos com a respeito a estabilidade de equacoes diferenciais funcionais com
retardamento ¢ uma das razoes que motiva o estudo de estabilidade por meio da teoria
de ponto fixo, tema deste trabalho e foco do préximo capitulo.



2 Estabilidade via teoria de pontos
fixos

Este capitulo apresenta uma introducao ao estudo de estabilidade de equagoes dife-
renciais funcionais via teoria de ponto fixo. Trés teoremas de ponto fixo serao abordados
para esse estudo, a saber, o Teorema do Ponto Fixo da Contracao, o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder e o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii. Exemplos cléssicos
e outros nao tao conhecidos na literatura serao explorados com detalhes para o bom
entendimento da técnica apresentada.

O seguinte conjunto de passos (S, 52, 53) representa o caminho pelo qual a esta-
bilidade da solu¢ao nula de uma equacao diferencial funcional é estabelecida por meio
da teoria de ponto fixo.

S1. Uma analise da equagao diferencial revela que, para algum t, dado, existe um
intervalo inicial F;, e uma fungao inicial ¢ : E;,;, — R". Subsequentemente,
podemos determinar um conjunto de fun¢oes M da seguinte forma:

M ={¢: Ei, Ulto,00) = R : ¢(t) = 9(t), 1€ Ey},

que abrigaria solugoes aceitaveis da equacao. Usualmente, isso significa que nos
poderiamos exigir que se ¢ € M, entao ¢ ¢ limitada e ¢(t) — 0 quando t — oo.

Sy. O segundo passo consiste em resolver o problema @ = f(t,z;), através de um
problema equivalente a fim de obter uma equacao integral do tipo

t
o) =alt) + [ Glt,s.a(). ) ds.
to
em que a : [tg,+00) — R™ e G(t,s,¢(-),1) denota uma funcao vetorial de t, s,
¢ e 1, tal que, considerando aplicacdo P : M — M dada por (P¢)(t) = ¢(t), se
t e Et07 (§
t
(Po)(t) = a(?) +/ G(t s, (), ¥)ds,  set>t,

to
um ponto fixo de P resolvera o problema de valor inicial & = f(t, z;) e x(t) = ¥(t)
em Et0~

A dificuldade nesse passo é que nem sempre a inversao da equacao diferencial nos
dara um aplicagao P que leve conjuntos limitados em conjuntos limitados.

93
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S3. Por fim, escolhemos um teorema de ponto fixo adequado, que mostrara que a
aplicagao P possui um ponto fixo em M. Este ponto fixo sera a solucao aceitével
para a equacao analisada.

Nas proximas secoes ilustraremos como podemos aplicar esses trés passos na busca
por solugoes estaveis utilizando o Teorema do Ponto Fixo da Contragao, o Teorema do
Ponto Fixo de Schauder e o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii.

Quando se estuda estabilidade via funcionais de Lyapunov a grande dificuldade
é determinar o funcional adequado. Na anélise de estabilidade via teoria de ponto
fixo, o grande passo se di ao determinar uma aplicacao adequada e que se encaixe
nos teoremas de ponto fixo existentes, pois dependendo do teorema escolhido podemos
obter resultados mais precisos e em intervalos de tamanho infinito, por exemplo.
Para sanar esta dificuldade, na maioria dos casos, utilizaremos a férmula da variagao
dos parametros para equagoes diferenciais com retardamento. Solicitamos ao leitor
que consulte a referéncia [2], Capitulo 4, para relembra-las.

2.1 Teorema do Ponto Fixo da Contracao

Nesta se¢ao, faremos uma anélise qualitativa de algumas equagoes diferenciais com
retardamento, usando o Teorema do Ponto Fixo da Contragao como principal ferra-
menta. Para isto, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo da Contracao e um teorema
de ponto fixo para contracoes amplas. Além de alguns exemplos, cujos resultados se-
rao comparados aos abordados no Capitulo[l], através da teoria de ponto fixo, daremos
uma outra abordagem ao problema de Levin-Nohel, obtendo resultados semelhantes
aos obtidos por tais matematicos em [I8].

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo da Contragao). Seja (S, p) um espago métrico
completo e considere P : S — S uma aplicagcio. Se P : S — S é uma contragao,
isto €, se existe uma constante o < 1 tal que para cada par ¢1,¢po € S tivermos
p(Pp1, Ppo) < ap(or, ¢2), entao P admite um inico ponto fizo ¢ € S, ou seja, existe
um unico ¢ € S tal que Pp = ¢.

Demonstra¢ao. Para demonstrarmos este resultado, seguiremos os seguintes passos:

(I) Construiremos uma sequéncia de Cauchy (¢,) em (S, p);

(IT) Como (S, p) é completo, por hipotese, concluiremos que ela converge em (S, p)
para um limite ¢ € S;

(III) Provaremos que este limite ¢ é o unico ponto fixo de P: S — S.

Com efeito, escolhamos ¢y € S arbitrariamente e definamos iterativamente a sequén-
cia (¢,) por

%o, ¢1=P(go),  ¢2=P(¢1) = P*(¢o), ...  bn=P"(¢) (21
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Afirmamos que (¢,) é uma sequéncia de Cauchy em (S, p). De fato, pela existéncia de
tal & < 1 e por (2.1)), temos

P(Dmt1: Om) = p(Pbms Pdm—1) (2.2)
S Oép(¢m7 (bmfl)
= ap(Pom—1, Pom—2)

S amp((bl: ¢0)

Pela Desigualdade Triangular e pela formula da soma dos termos de uma progressao
geométrica, obtemos, para n > m,

p((bmv (bn) S p((bma ¢m+1) + p(¢m+1> ¢m+2) + ...+ p(¢n71> ¢n)
< (@™ +a™ T+ 0" )p(do, d1)

ne
ml—a

= am I o, ).

l—«

Como 0 < a < 1, no numerador temos que 1 — o~ < 1. Consequentemente,

m

p(6ms @) < 7——pl60, 61) (n > m). (2:3)
Novamente, usando o fato de 0 < a < 1 e sabendo que p(¢g, ¢1) é um namero fixo,
podemos tornar o lado direito de tao pequeno quanto quisermos, ao tomarmos
m suficientemente grande. Isso mostra que (¢,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Agora,
como S é completo, concluimos que ¢,, — ¢, para algum ¢ € S.
Provemos que o limite ¢ é um ponto fixo da aplicacao P. Pela Desigualdade Trian-
gular e usando o fato de P ser uma contragao, vemos que

p(¢, Po) < p(d, &m) + p(dm, Pd)
= p(¢7 ¢m> + p<P¢mfla P(b)
< p(@; om) + ap(Ppm-1,9).

Como ¢, — ¢, temos que o lado direito da equagao acima fica tao pequeno quanto se
queira e isso mostra que P¢ = ¢, ou seja, ¢ é um ponto fixo de P.

Agora, para provarmos a unicidade de tal ponto fixo, suponhamos que existam
¢1 e ¢y em (S,p) tais que P(¢1) = ¢1 e Ppy = ¢o. Entdo, temos que p(d1, ) =
p(Po1, Pds) < ap(¢pr, ¢2), de onde podemos concluir que p(¢1, ¢2) = 0, pois a < 1.
Dai, ¢1 = ¢ e a prova esta completa. ]

Definicao 2.2. Sejam (M, p) um espago métrico e B : M — M wuma aplicagao.
Dizemos que B € uma contragao ampla se para quaisquer ¢, € M, com ¢ # 1,
tem-se p(Bo, B) < p(¢,), e se, para todo € > 0, existe § < 1 tal que

o eM, p(o,0) 2 = p(Bod,Byp) < dp(¢,v).

Teorema 2.3. Sejam (M, p) um espago métrico completo e B uma contragdo ampla.
Se ezistem © € M e L > 0 tais que p(x, B"z) < L para todo n > 1, entdo B possui
unico ponto fizo em M.
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Demonstragao. Para este © € M, considere a sequéncia (B"x) em M, em que B™ =

B"1(Bz) para todo n > 1. Se (B"z) ¢ uma sequéncia de Cauchy, entao s = lim B"z
n—oo

é um ponto fixo de B, pois

s = lim B"z = lim B"™2 = lim B(B"(x)) = lim B(s) = B(s).

n—oo n—oo n—o0 n—o0

Ora, se (B"x) nao for uma sequéncia de Cauchy, entao existirao € > 0, uma sequén-
cia (Ng) tal que Ny — oo, ng > Ni e my > ny, tais que p(B™, B"(x)) > e. Dessa
forma,

e < p(B™x, B™z) < p(B™ 'z, B lx) < ... < p(x, B™ "yg),
visto que B é contracao ampla. Ademais, para este ¢ > 0, existe § < 1 tal que
e < p(B™x, B™x) < 6p(B™ 'z, B lx) < ... < 8™ p(a, B™ R r) < §™ L,

0 que é uma contradicao, pois se n; — 00, 0™ — 0 e nao existira tal . Isso conclui a
prova do teorema. O

A proposicao seguinte é extremamente ttil, pois mostra que o espago métrico das
fungoes continuas e limitadas, equipado com a métrica do supremo, é completo.

Proposicao 2.4. Seja (S, p) o espago métrico das fungoes continuas e limitadas f -
R — R™ com a métrica do supremo, p(f,g) = sup |f(t) — g(t)], com f,g € S, e

—oo<t<oo
d(z,y) = |xr —y| € uma métrica em R". Entao, (S, p) é completo.

Demonstragao. Seja (f,) C (S, p) uma sequéncia de Cauchy. Entao, para todo ¢ > 0,
existe N € N tal que se m,n > N tem-se

sup [ fu(t) = fin(t)] <

—oo<t<oo

DO | ™

Em particular, para cada ty € R, (f,(fo)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R™ e como
R™ é completo, (f,(tp)) tem um limite em R", o qual denotaremos por f(¢y). Como,
para todo m, segue que

£(to) = fnlto)] = lim |fulto) = fulto)| < 5 <&,

e, portanto, a convergéncia da sequéncia (f,) para a fun¢ao f é uniforme, uma vez que
to foi tomado arbitrariamente. Consequentemente, f : R — R é continua, pois todas
as fungoes f, da sequéncia o sao. Observe agora que

sup [f(O] < sup  |f() = fag ()] + sup [ fug(2)];

—oo<t<oo —oo<t<oo —oo<t<oo

para algum ng € N suficientemente grande.
Como fp, € (S,p), segue que sup |fn,(t)| < M para algum M > 0. Além disso,
—oo<t<oo

como p(f, fn) = 0sen — oo, temos que sup |f(t)— fn,(t)| < K para algum K > 0.
—oo<t<oo

Logo,
sup [f(1)] < K+ M,

—oo<t<oo

de onde segue que f € (S, p), o que garante que o espago (S, p) é completo. ]
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Cabe lembrar que todo espago normado (M, ||.||) é um espago métrico, com a mé-
trica induzida pela norma: p(x,y) = ||x—y||, para z,y € M. Portanto, pela Proposic¢ao
2.4 temos que o espago normado das fungdes continuas e limitadas, equipado com a
norma induzida pela métrica do supremo, ¢ um espago de Banach, isto é, um espaco
vetorial normado e completo.

2.1.1 Estabilidade via Teorema do Ponto Fixo da Contragao

A primeira aplicagao do Teorema do Ponto Fixo da Contracao em estabilidade de
EDFR mostra, de maneira simples, como exigimos a estabilidade assintotica uniforme
da solucao nula e a conclusao é a mesma da que foi obtida no Exemplo [1.29]

Considere a seguinte equacao diferencial funcional com retardamento

&(t) = —ax(t) + bz(t — 1), t>0, (2.4)
onde a, b sao constantes positivas e r > 0.

Teorema 2.5. Se a >0 e |b| < a, entdo a solu¢ao nula da equagao (2.4) é uniforme-
mente assintoticamente estdavel para r > 0.

Demonstracao. Para ty = 0, mostraremos que, dada uma funcao continua inicial, a
tnica solugao que passa por ¢ quando ty = 0, z(t,0,), tende a zero quando ¢t — oo.

Sejam, pois, ¢ : [-r,0] — R uma funcdo inicial continua e (M, || - ||) o espago
de Banach das aplicagoes continuas e limitadas ¢ : [—r,00) — R, com a norma do
supremo. Seja S o seguinte conjunto:

S={pe M: ¢(t) =1¢(t) parat € [-r,0], e ¢(t) = 0 quando t — oo} .

Pela Proposicao S equipado com a métrica do supremo é um espaco métrico
completo. Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por |||, ou seja, pela
norma de M. Aqui, |.| denotard o médulo de um ntimero real.

Usando a féormula da variacao dos parametros para reescrever , obtemos

t
z(t) = (0)e” +/ e~ =9bg(s — 1) ds, t > 0.
0
Usaremos a expressao acima para definir uma aplicacao P : S — M da seguinte
forma:

U(t), se —r<t<0,
t

Y (0)e " + / e~ =) (s — 1) ds, set > 0.
0

P(o)(t) =

Afirmagao: P(S) C S,istoé, P: S — S.
De fato, seja ¢ € S. Dado € > 0, existe t; > 0 tal que |¢p(t —7)| < £/2 para t > t;
e existe to > t1 tal que |[¢(0)e™ ™| < &/2, se t > t,. Portanto, para t > 5, temos
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P(G(8)] < [(0)e | + / e Ibg(s — 1) ds

€ t—at—s €
<§+/Oe ( )|b|§ds
e €,.1 .
gﬁ[@]
2 2 a
€ €
<§+§
:57

visto que 1 — e~ < 1 (para t > 0) e |b| < a. Entao, P(¢) € M, P(¢)(t) = 1 (t) para
—r <t <0,e P(¢(t)) — 0 quando t — oo, de onde concluimos que P(S) C S.
Agora, se ¢, € S, entao

((Pe)(t) — (Pn)(t)] = /O [ble™ o (s — 1) = n(s —r)lds

Lot b
<ol [ ple=as <ol ().

para qualquer ¢ > 0. Consequentemente,

i)~ Pl < o -l (),
de onde segue que P é uma contragdo, uma vez que |b| < a. Portanto, pelo Teorema
2.1}, P possui um tnico ponto fixo em S, que denotaremos por ¢, tal que ¢(t) — 0
quando t — oc.
Para provar a estabilidade da solu¢ao nula da equacao , basta aplicar a norma
em ambos os lados da lei de formagao de P no ponto fixo, obtendo

b b
ol < et + (2 ot = ot (1= 2 < ot — ot < 2L <.
(1-%)

a

Assim, dado € > 0, tomando § = ¢ (1 — @

> , segue a estabilidade uniforme e a estabi-

lidade uniforme assintotica de x = 0. OJ

Exemplo 2.6. Pelo Teoremal2.5] sabemos que a solucéo nula de #(t) = —2z(t)—z(t—1)

é uniformemente estavel, uma vez que |b| = 1 < a = 2. Pelo que vimos acima, dado
o]

a Y

g > 0, basta tomar § = ¢ (1 — para obter a estabilidade uniforme. Assim, se

¢ = 0.5, tomamos § = 0.25.
Portanto, pela definigao de estabilidade uniforme, temos que, dado ty > 0, se ||¢|| <
0.25 e t > tg, entao ||x.(to, ¢)| < 0.5.
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x(t.0, 0.25 sen(t))
xit, 3, 0.25 cost)
6l | - xt,6,0.25)

Figura 2.1: Simulagoes com valores de t; e ¢ para o Exemplo ([2.6)).

No préximo resultado, utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo da Contracao para
determinar solucoes limitadas de uma equacao diferencial que generaliza a equacao

)

Teorema 2.7. Sejam a,b e r fungoes reais continuas de uma varidvel real, tais que
(1) r(t) = 0;
t
(i1) —/ a(s)ds € uma funcao limitada superiormente, para t > 0;
0
(iii) a desigualdade
t
/ e~ L atm (Y] ds < o < 1 (2.5)
0
é satisfeita para t > 0.

Se ¢ : (—00,0] = R € uma fungao limitada e continua, entao a solug¢ao x(t,0,1) da
equagao diferencial funcional com retardamento

x(t) = —a(t)z(t) + b(t)x(t — r(t)), (2.6)
existe, € unica, e limitada para t > 0.
Demonstragao. Pela formula da variagao dos parametros, obtemos a seguinte equacao

integral equivalente a equacao ([2.6)):

¢
z(t) =e" Jo a(s)dsl/J(O) + / e s a(“)dub(S)x(s —r(s))ds, para t > 0. (2.7)
0
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Seja (M, ||-]|) o espago de Banach das aplicages continuas e limitadas ¢ : (—o0, 00) —
R, com a norma do supremo e seja M o seguinte conjunto:

M = {gb (—00,00) = R: ¢ € M, ¢(t) = () para t € (—oo,()]}.

M equipado com a métrica do supremo é um espago métrico completo (veja a Proposi-

¢ao [2.4]). Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por || - ||, ou seja, pela
norma de M. Aqui, |.| denotard o médulo de um ntimero real.

Por meio da equacao integral ({2.7)), definiremos uma aplicagao P : M — M por

77D(t), se —OO<t§07
P()(t) = o=l a(s)dsy) () 4 /t - aWdup( ) (s — r(s)) ds, set > 0.

0

Claramente, se ¢ € M, entao P¢ ¢ limitada pelas hipéteses do teorema. Vamos
mostrar que P é uma contragao. De fato, se f e g € M, entao, para todo t > 0, temos

((PF)(E) = (Pg)(t)] = /0 e Jo st (s) (f(s = () — g(s —(s)))| ds

t
</
0

t t
§w>@wAeJNwWMWMw

(4

)
< allf —gll,

e Je ey (s —r(s)) — g(s —r(s))| ds

de onde segue que
I(Pf) = (Pg)|l < allf —gll.

Como a < 1, temos que P é contragao. Portanto, pelo Teorema [2.1) P possui um
tnico ponto fixo ¢ € M, que é limitado, continuo e solugao da equagao (2.6) que
satisfaz ¢(t) = 1(t) para t € (—o0,0]. ]

Exemplo 2.8. As condiges do Teorema[2.7)sdo satisfeitas ao considerarmos a equagao
diferencial funcional com retardamento

i(t) = =2tx(t) + e Tt —10),  t>0. (2.8)

De fato:

(i) r(t) =10 > 0 para todo t > 0;

(i) — /t 2sds = —t? ¢ uma fungdo limitada superiormente para todo ¢ > 0, a saber,

porOO.

(iii) a desigualdade
/t e f;a(“)d“|b(s)| ds<a<1
0

¢ satisfeita para t > 0, pois, para t > 0, temos

t t
_ It &2 42 2 2 t
/e f52“d“65d3:/etese5ds=—<1.

0 0
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Por conseguinte, se ¢ : (—o00,0] — R é uma fungdo limitada e continua, entao a
solu¢do x(t,0,7) da equagdo (2.8) existe, é tnica, e limitada para t > 0, conforme
determina o Teorema 2.7

O comportamento de uma determinada solu¢ao da equacao esta representado

na Figura 2.2

08

06

04
|

02

00

Figura 2.2: Comportamento de uma certa solugao da equagao (2.8) - Exemplo

Observe que para as situagoes explicitadas acima (nos Teoremas e , 0 mé-
todo é simples, réapido, rigoroso e requer apenas conhecimentos prévios da féormula da
variacao dos parametros. Em um tnico passo, conseguimos demonstrar existéncia,
unicidade e limitagao das solugoes. Em seguida, imporemos pequenas condigoes que
garantirao que as solugoes de certas equacao diferenciais funcionais com retardamento
tendam a zero, por exemplo.

A equacao quase linear

#(t) = —a(®)z(t) + b()gla(t — (1),  t>0, (2.9)

apresenta grandes desafios em questao de estabilidade usando funcionais de Lyapunov
como se pode constatar em [I0]. Estamos interessados em estudar o caso em a(t) < 0
para algum ¢t € R, as funcoes a e b estao relacionados de alguma forma, e a,b, e 7’/
podem ser funcoes ilimitadas.

Teorema 2.9. Sejam a, b, g e r fungoes reais, continuas, de uma varidvel real, tais
que:

(i) quando t — oo, tem-se
t
/ a(s)ds — oo; (2.10)
0

(ii) existe « < 1 de forma que

t
/ e~ s W p(6)| ds < a, t>0; (2.11)
0
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(111) r(t) > 0 para todo t >0, e

t—r(t)— o0 quando t— oc; (2.12)

(i) existe L > 0 tal que se |x|,|y| < L, entao
90)=0 e lg(z) =gy <lr—yl| (2.13)

Se as condigoes (i) — (iv) forem satisfeitas, entao toda solugio de (2.9) que passa
por uma fung¢ao inicial continua com norma suficientemente pequena, quando ty = 0,
x(t,0, ), tende a zero quando t — oco. Além disso, a solugao nula de (2.9)) é estdvel.

Demonstracao. Cabe destacar que estamos considerando ty = 0. Sejam « e L como
nas hipoteses (i7) e (iv), respectivamente, e tome 6 > 0 suficientemente pequeno de
forma que 6 + oL < L.

Considere 9 : (—00,0] — R uma funcdo continua com ||¢]| < d e seja (M, | - ||)
o espago de Banach das aplicagbes continuas e limitadas ¢ : (—oo0,00) — R, com a
norma do supremo e seja S o seguinte conjunto:

S={¢:R>R:¢eM,|¢| <L, ¢(t) =(t) se t <0, d(t) — 0 se t — oo},

Pela Proposigao 2.4, S equipado com a métrica do supremo ¢ um espago métrico

completo. Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por |||, ou seja, pela
norma de M. Denotaremos, aqui, por |.| o médulo de um ntamero real.
Defina P : S — M por
1/J(t)a set <0,
P(o)(t) =

t
P(0)e” Jy a()ds / e~ Jsatw wp(s)g(p(s —7(s)))ds, set>0.
0

Inicialmente, cabe observar que, de fato, P(S) C M e que P(¢)(t) = 9(t) para
todo t < 0. Isso segue da defini¢do de P e das hipoteses (i) — (iv). Para mostrar que
P(S) C S, devemos mostrar que ||P(¢)|| < L e que P(¢)(t) — 0 quando ¢t — oo, para
qualquer ¢ € S.

0) |P@)] < L se 6 € 5.

Com efeito, dada ¢ € S, é claro que, para t < 0, temos:

[P(o)()] = [p()] < [[¢]| <0 <d+al < L. (2.14)

Além disso, para t > 0, temos, por (i), (i7) e (iv), que

n / e~ [ e dp () g(d(s — r(s))) ds

0

[P(¢) ()] < ‘¢(0)e‘fga(s)d$

— ’w(o)e— fot a(s)ds

w| [ e ) g(o(s - r(s)) - g(0) ds

0

<l + / e A b ) |p(s — r(s))] ds
< Il + [ / ef!“@)d”\b(sﬂds} ol

<)+ al
<I, (2.15)
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visto que ¢ € S e, portanto, ||¢| < L.

Portanto, segue de (2.14) e (2.15) que
I1P(@)ll = sup [P(¢)(t)] < L.

—oo<t<oo

(IT) P(¢) — 0 quando t — oo, se ¢ € S.
Sejam ¢ € S e € > 0 arbitrarios. Como ¢ € S, temos que

ol < L e ¢(t) - 0 quando ¢ — oo. (2.16)
Além disso, temos, por (i) e (iii), que

t
/ a(s)ds — oo, t—r(t) — o0 quando t— oc. (2.17)
0

Entao, por (2.16]) e (2.17), podemos afirmar que existe ¢; > 0 tal que

t>t, = w@—mnn<§; (2.18)
e existe t9 > t; tal que
t>t, = e Joowdu o = (2.19)
20
Assim, se t > t9, entao t >t e
(@) (i) @18 &
l9(¢(s = r(s))] = 1g(o(s =7(s))) = 9(0)] < |g(s —r(s))] <" o (2.20)

Consequentemente, se t > to, temos

PO)0)] < o 0|4 | [ lewmps)gio(s - r(s))ds

0

<ww5+/eﬂﬁw“wwww—mawu
0

<H1/1||i+ /te—fta(u)du|b(8)|d8 £
20 0 2a

por (2.18)), (2.19) e (2.20). Isso mostra que P¢(t) — 0 quando ¢t — oo e conclui a prova
de que P(S) C S.

Agora, para mostrar que P é uma contracao, tome ¢,n € S quaisquer. Para todo
t > 0, tem-se

2.13) [t .
KP@@ywpm@ﬂg /eﬂUWW%@mw—mmﬁg'Mw—Mmea<L

to

Além disso, para t < 0, tem-se

((Po)(t) = (Pn)(t)] = 0 < af¢ —nl], com o <1.
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Dai,
[(Po) — (Pn)l < all¢ —nl|, com o<1

Logo, pelo Teorema [2.1] para qualquer fungdo inicial que satisfaca ||¢|| < §, temos
que a unica solugao da equacao diferencial que passa por ¢ em t = 0, x(t,0,1),
tende a zero quando t — oo. Observe que, tomando € = L, basta encontrar ¢ > 0 tal
que 0 +ae < ¢ e repetir o processo anterior para garantir a estabilidade da solugao. [

Exemplo 2.10. Considere a seguinte equacao diferencial funcional com retardamento.

i(t) = —2tw(t) + ta?(t — 1). (2.21)

Afirmamos que as condigoes do Teorema [2.9|sao satisfeitas para a(t) = 2t, b(t) = t,
g(n) =n?er(t) =1. De fato:

t
(i) / 2sds = t> — 0o, quando t — oo.
0

(i) existe a < 1 de forma que

t
/ e Ay ds <o, >0,
0

pois, para t > 0, tem-se

t t ¢ 2, 42 s [ 67t2 v
/ e Js2udu| gl ds = / e " s|ds = et / e’ sds = —/ e’ dw
0 0 0 2 Jo

1—e?
—2"% <05<1.

Portanto, a = 0.5.

(iii) 7(t) =1>0paratodot>0e tlim t—1=o0.
—00

(iv) Para g(n) = n?*, temos que g(0) = 0 e g é localmente lipschitziana, com constante
de Lipschitz igual a 1. Com efeito, se |z|, |y| < 1/2, entéo

2% =y’ =@+ )= —y| < (2] + )|z =yl < o —y].
Neste caso, L = 1/2.

Agora, pela demonstragao do Teorema[2.9) devemos determinar § > 0 de forma que
d+ a.L < L, ou seja, 6 > 0 que cumpra a desigualdade § + 1/4 < 1/2. Ora, basta
tomarmos 6 < 1/4.

Logo, pelo Teorema , a solucao de que passa por uma funcao inicial conti-
nua com ||| < é em ¢y = 0, x(t, 0, ¢), tende a zero quando t — co. Ademais, a solugao

nula de (2.21) ¢ estavel. Veja a Figura[2.3]
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0.10 015 0.20 025
I 1

0.05
I

0.00
1

Figura 2.3: Solugao da equagao ([2.21)).
O classico funcional de Lyapunov para a equagao

t
x(t) = —a(t)z(t) + b(t)/ z(s)ds, t>0,
t—r
é dado por
0 pt
V(t,z) = 2* +’y/ / 2% (u) du dv,
—r Jit+v

em que |b(t)| < ey é uma constante positiva.

E facil ver que, na diferenciacdo de V, surgem problemas quando a funcdo a = a(t)
se torna negativa, ou quando as fungdes a = a(t) ou b = b(t) ndo sao limitadas. Esses
tipos de problemas desaparecem com a teoria do ponto fixo.

Considere a equagao diferencial escalar

(t) = —a(t)r + /t_ o b(t,s)g(x(s))ds, t>0, (2.22)

com uma constante positiva ro tal que 0 < r(t) < ry. Suponhamos que exista uma
constante positiva a < 1 tal que

t s
/ e Js “(“)d“/ |b(s,u)|duds < a. (2.23)
0 s—r(s)

Além disso, suponhamos que, para todo ¢ > 0, existam ¢t; > 0 e T' > 0 de forma que
to >t et >ty + T impliquem que

t t
e Jip s o e e~ Joa®ds 0 quando ¢ — oc. (2.24)
Finalmente, suponhamos que existe L > 0 tal que se |z|, |y| < L, entdo

l9(s) = g(y)| < |z -y e 9(0) = 0. (2.25)

Observe que a estabilidade vem da parte relativa a equagao diferencial ordinaria, e
comparando os tamanhos de a e b, o tamanho de b deve estar relacionado ao tamanho
de rg.



66 Estabilidade via teoria de pontos fixos

Teorema 2.11. Se as condigoes (2.23) - (2.25) sdo satisfeitas, entdo a solu¢io nula
de (2.22) € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Conforme fizemos no Teorema [2.9] vamos considerar ¢y = 0. Sejam L
e a como nas condigoes e , respectivamente, e tome ¢ > 0 suficientemente
pequeno tal que 6 + aL < L.

Considere 1) : [—19, 0] — R uma fun¢ao inicial continua com ||| < ¢ e seja (M, ||-||)
o espago de Banach das aplicagbes continuas e limitadas ¢ : [—rg,00) — R, com a
norma do supremo e seja S o seguinte conjunto:

S={¢:[-ro,00) > R:pe M, o] <L, o(t)=10(t) se t <0, ¢(t) =0 se t — oco}.

Pela Proposigao 2.4, S equipado com a métrica do supremo é um espago métrico
completo. Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por |||, ou seja, pela
norma de M. Denotaremos, aqui, por |.| o moédulo de um ntamero real.

Defina a aplicacao P : S — M por

1/)(75), 5€ — T StSOa

P(¢) (t) = ¢(O)€_ fot a(s)ds + /t e~ f: a(u) du /S b(57 u)g(¢(u)) du dS7 set > 0.
s—r(s)

0

Primeiramente, observamos que P(S) C M e que P(¢)(t) = 1 (t) para todo —rg <
t < 0. Isso segue da definicao de P e das hipoteses do teorema. Para mostrar que
P(S) C S, devemos provar que [|P(¢)|| < L e que P(¢)(t) — 0 quando ¢ — oo, para

qualquer ¢ € S.
Afirmacao 1: |[P(¢)|| < L, se ¢ € S.
De fato, para ¢ € S e para —ry <t < 0, temos:

[P(o)()] = [p(®)] < [[¢]| <0 <d+al < L. (2.26)

Ademais, se ¢ € S et > 0, temos, por (2.23) - (2.25)), que

P@)(1)] < [w(0)e o

_|_

t S
[eteon [ ysagotn) duds
0 s—r(s)

- ‘@D(O)e‘ Joa)ds|

/0 et [ s Mo mla(o() — g(0))

t s
<l + / o Il ) du / Ib(s, w)|b(w)] duds
0 s—r(s)

t s
< 1] + [ [ teon [ jugs,a duds] ol
0 s—r(s)
<S+al <L, (2.27)

visto que ¢ € S e, consequentemente, ||¢|| < L.

Logo, segue de (2.26)) e (2.27) que

[P(@) = sup [P(o)(1)] < L.

—ro<t<oco

Afirmagao 2: P(¢) — 0 quando t — o0, se ¢ € S.
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Sejam € > 0 e ¢ € S arbitrarios. Entao, ||¢|| < L e existe t; > 0 tal que
t>t —ro = lo(t)| < e, (2.28)
enquanto que
ta>t e t2t+T = e i@ (2.29)

por (2.24). Ainda pela segunda parte de (2.24)), podemos supor t; suficientemente
grande de forma que tenhamos

e~ Jotal)ds (2.30)

Sendo assim, para t > t, + T, temos, pelas hipoteses ([2.23]) - (2.25]), e por (2.28)),
(2:29) e (2.30), que

+ /Ot e~ I awdu /: b(s,u)g(op(u)) duds

—r(s)
t S
/ o I atw du / b(s,u)[g(¢(u)) — g(0)] du ds
0 s=r(s)
n s
_ 5€+/ o a<u>du/ b(s, w)lllo]| duds
0 s—r(s)
to . t s
_ 55_’_/ e_fsza(u)duefft2 a(u)du/ |b(s,u)|LdUds
0 s—r(s)

t s
+/ e_fsta(“)d“/ |b(s,u)le ds
to s—r(s)

< ed+eal + ae.

(PO)(B)] < [p(0)e et

< fpflem oo 4

Por conseguinte, como € > 0 é arbitrario e pode ser tao pequeno quanto se queira,
concluimos que (P¢)(t) — 0 quando t — 0.

Logo, a prova de que P(S) C S esta completa.

Agora, para mostrar que P é uma contragao, tome ¢,n € S quaisquer. Para todo
t > 0, tem -se

s

(o)) = Py < [ e et [ oo, )| duds]o — ]

0 s—r(s)

(2:23)
< allo—nll,

com a < 1. Além disso, para —rg <t < 0, tem-se
|(Po)(t) — (Pn)(t)|=0<a|¢—n|, com a<]1.

Dai,
1(P¢) — (Pn)ll < all¢ —nll, com a<1.
Portanto, pelo Teorema [2.1] para qualquer funcao inicial continua que satisfaca

||| < 9, temos que a tnica solu¢do da equagao diferencial (2.22]) que passa por 9 em
t =0, z(t,0,v), tende a zero quando t — co. ]
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Vamos retornar a equacao . No Corolario , foi estabelecido que a solucao
nula dessa equacao é uniformemente assintoticamente estavel e que, para toda funcao
inicial continua ¢ : [—r,0] — R, a solucdo z(t,0,) de ¢ uniformemente limitada.
O Corolario foi provado por meio da teoria de Lyapunov. A seguir, o mesmo
resultado sera estabelecido por meio do teorema do ponto fixo de contracao, todavia,
outras condigbes sobre a fungao a = a(t) serao impostas para tal.

Vamos, novamente, considerar a : [0, +00) — R uma func¢ao continua, limitada e
nao negativa, r uma constante positiva e a equacao diferencial

(t) = —a(t)z(t —r), t>0. (2.31)

Assim como no Corolario [1.33, vamos estudar uma solugdo z(t) =: z(t,0,%) de
(2.31), onde ¥ : [-7,0] — R é uma funcao inicial continua e xo(0,v)(t) = ¢ (t) para
todo t € [—r,0]. Conforme mencionamos anteriormente, existe tinica solugdo continua

x(t) satisfazendo (2.31) para t > 0 e z(t) = ¢(t) para t € [—r,0].
Com tal fungao inicial ¢ em mente, a equagao ([2.31)) pode ser reescrita como

i(t) = —a(t +r)x(t) + % /t_ a(s+r)x(s)ds. (2.32)

Usando a féormula da variacao dos parametros e integracao por partes, obtemos

t

t 0
z(t) = z(0)e Joalstrds | / alu + r)z(u) du — e Jo alwtn) d“/ a(u+r)z(u) du
t—r —r
(2.33)

t s
- / a(s +r)e” Js atutr)du / a(u+ r)x(u) duds.
0 s—r

Para usar o Teorema do Ponto Fixo da Contracao para estabelecer o resultado de
estabilidade para a equagao ([2.31]), sera necesséario existir uma constante positiva a < 1
tal que

t t s
/ la(u+ )| du + / la(s + r)|e Js alutn) d“/ la(u +7)|duds < a, (2.34)
t—r 0 s—r

para qualquer t > 0.
Como estamos interessados em estabilidade assintética da solugao nula da equacao

(2.31)), sera necesséario também que

t
/ a(s +r)ds — oo quando t— o0, (2.35)
0

conforme estabelece o proximo teorema.

Teorema 2.12. Assuma que sejam vdlidas as relagoes (2.34) e (2.35)). FEntdo, para
toda fungao inicial continua ¢ : [—r,0] = R, a solugao z(t,0,v) de (2.31) € limitada
e tende a zero quando t — o0.

Demonstragao. Sejam (B, || - ||) o espago de Banach das fungoes continuas e limitadas
¢ : [—r,00) = R com a norma do supremo e seja S o seguinte conjunto:

S={peB: ¢(t)=1¢(t) parat € [-r,0], e ¢(t) = 0 quando t — oo} .
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Novamente, pela Proposi¢ao[2.4] S munido da métrica do supremo é um espago métrico

completo. Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por ||-||, que é a norma
de B. Assim como nos resultados precedentes, |.| denotara o moédulo de um nimero
real.

Vamos definir uma aplica¢ao P : S — B da seguinte forma: (P¢)(t) = (), se t €
[_T7 0] e

0

(Po)(t) = 1p(0)e o alstrds 4 / t a(u + 1)p(u) du — e Jo olutr)du / a(u + r)é(u) du

T

t s
- / a(s +r)e” Js alutn) d“/ a(u+r)p(u)duds, set > 0. (2.36)
0 s—r

E facil verificar que:
(i) P¢ é uma aplicagao continua, se ¢ € S;
(ii) P¢ ¢ limitada, se ¢ € S (basta aplicar a hipotese ([2.34))).

As constatagoes (i) e (ii) mostram que, de fato, P¢ € B se ¢ € S. Afirmamos que
Po € S se ¢ € S. Com efeito, pela definicao de P, se ¢ € S, temos que (P¢)(t) =
Y(t), set € [—r,0]. Sendo assim, basta mostrar que P¢(t) — 0 quando t — oo, para
qualquer ¢ € S.

Fixe ¢ € S. Por (2.36)), temos

w(o)e— fg a(s+r)ds +

N J/

((Po)(1)] =

/t j a(u + 1)) du

Parte 1 Pa;tre 11

0 t s
e~ Jo alutr) du / a(u +7r)o(u) du / a(s +r)e Jsolutrd / a(u+r)o(u) duds
. 0 s

Parte 111 Parte IV

+

J/

(2.37)

Vamos denotar por ||¢|| o supremo de |¢| em [0, c0).
Mostraremos que cada parte de (2.37) tende a zero quando ¢ — oco. Para tal,
recordemos que a(t) > 0 para todo ¢ > 0, a ¢ uma funcdo limitada, ou seja, existe

K > 0 tal que |a(t)] < K para todo t > 0, e que (2.34) e (2.35)) ocorrem, por hipotese.
e Parte I: é claro que

‘1/’(0)67 Jy alstryds| < |y (0) e Jo alstr)ds, para todo ¢ > 0.

Por ([2.35) e por propriedade da fungéo exponencial, temos que
e~ halstrds _y quando t — oo.

Portanto,
[ip(0)|e™Jo @+ ds s 0 quando  t — oo

$(0)eJo#=+)dsl 0 quando ¢ — oo.
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e Parte II: denotando por ||¢[/;—rg 0 supremo de |¢| em [t — r,t] para t > 0,
obtemos

t t t
m/ a(u+1)p(u) du su¢mﬁm{/ huu+w|misu¢mﬁmy/ K du < [|¢]|p—r.g K-
t—r t—r t=r

(2.38)
Como ¢ € S, segue que ¢(t) — 0 quando t — oo e, portanto, podemos afirmar que

|é|lg—ryg — 0 quando ¢ — oo. (2.39)
Dai, como r e K sao constantes positivas, obtemos

|®|lft—rg K — 0 quando t — oo. (2.40)
Por conseguinte, por (2.38)) e (2.40), concluimos que

/:T a(u+7r)p(u) du

e Parte III: para t > 0, segue que

¢~ Jo alutr) “/Oa(u+r)¢(u)du <e”

T

— 0 quando t — oo.

Jo alutr) du | (u+r)||p(u)| du.  (2.41)

Por outro lado, denotando por ||¢||;—,,0) 0 supremo de |gz5| em [—, 0], temos que ||p|||—r0) =

[¥]] e
0 0
|a(u+7)||¢(u)| du < |4 / K du = ||¢]| K. (2.42)
Novamente, por ([2.35)) e por propriedade da fun¢ao exponencial, temos
e~ halstnds o quando ¢ — oo. (2.43)

Como K, r e ||¢| sao constantes positivas, podemos afirmar, por meio das relagoes

&) o @5, que

[e_ Jo alstr ds} |¥]|Kr — 0 quando ¢ — occ. (2.44)

Logo, segue de (2.41) e (2.44) que
0
o Ji i) du / a(u -+ 1)é(w) du

b

— 0 quando t — oo.

e Parte IV: dado ¢t > 0, fixe 0 < T < t. Vamos denotar o supremo de |¢| em
[T — 7,00) por ||¢||ir—r.c)- Pela hipotese (2.34)), obtemos

t s
a(s +r)e” ds alutn) d“/ a(u+r)p(u) duds

/ la(s 4 r)|eJs ot “/ la(u + r)o(u)| duds
[ tats e Pt [ ot duds| o e
+ {/ la(s +r |e ta(utr)d / |a(u+r)|duds} 9]l ir—r,00)

< alglle” 7 L b1 o). (2.45)

IA
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Dado ¢ > 0, podemos tomar 7" tao grande de modo que a||¢||;r—r,0) < €/2, visto que
¢(t) — 0 quando t — oco. Além disso, para tal T fixado, existe t* suficientemente grande

tal que a|¢lle” Jr alutr)du £/2 para t > t*, uma vez que (2.35)) ocorre. Portanto, se
t > t*, temos que

— [La(utr) du € €
allglle Ir oI 4|l 00y < Sty=c (2.46)

Por (2.45)) e (2.46)), vemos que se t > t*, entao

t s
/ a(s + r)e” Js atutr)du / a(u+r)p(u)duds| < e.
0 s—r

Logo, P¢(t) — 0 quando t — oo, para qualquer ¢ € S, de onde finalmente conclui-
mos que P(S) C S.

Agora, por , podemos facilmente verificar que P : S — S é uma contragao.
Dessa forma, o Teorema do Ponto Fixo da Contracao garante que P tem um tnico
ponto fixo em S, que é a solugao limitada z(¢,0, ) da equagao , que tende a zero
quando t — oc. O

A dificuldade em construir funcionais de Lyapunov para as equacoes diferenciais
ordinéarias e funcionais é uma das grandes motivacoes deste estudo, pois nao ha um
funcional pré-definido para cada classe de equacao, o que se sabe apenas é que para
alguns tipos de estabilidade existem funcionais de determinado tipo. Outra caracteris-
tica importante é que no estudo feito por Lyapunov é exigido que a(t + r) > 0, o que
nao se requer no estudo via teoria de ponto fixo, como foi possivel observar no Teorema

2.12 provado acima.

Corolario 2.13. Em (2.31)), considere a(t) = 1.1 + sen(t), como no Ezemplo [1.34
Temos, entao, a sequinte equacao:

(t) = (1.1 —sen(t)z(t —r), t>0.

As condigoes do Teorema sao satisfeitas se 2(1.1r + 2sen(r/2)) < 1, o que é
atingido quando r € positivo e aproximadamente menor do que 0.2.

Demonstragio. E facil ver que a condicdo (2.35)) esta satisfeita para a(t) = 1.1+sen(t).
Agora, vamos estimar a integral

/ttr la(u +7)|du = /tw(u + sen(u)) du,

parat>0e 0 <7r < 1.
Afirmamos que

t+r 5+5
/ sen(u) du < / sen(u) du, set>0 e 0<r<l.
¢

Com efeito, sabemos que, para quaisquer z,y € R, vale a relagdo trigonométrica

cos(x) — cos(y) = —2sen (%(x + y)) sen <%(:c - y)) | (2.47)
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Portanto,

/t ' sen(u) du = cos(t) — cos(t + 1)

= —2sen (5 1) sen (=5)
= sen 5 sen 5

= 2sen (i + t) sen (C> (2.48)

2 2
e
3t T T T T
/g—; sen(u) du = cos (5 — 5) — Cos (E + 5)
= —2sen (g) sen <—g)
= 2sen (g) , (2.49)

. r r T
j& que sen (——) = —sen <—> e sen (—) =1.
2 2 2

Para 0 < r < 1, temos que
r
=] >0.
G

sen<g+t>§1, para O0<r<1l e t>0.

Entao, de (2.48)) e (2.49) segue que

/tt+7” sen(u) du = 2sen <g + t) sen (g) < 2sen <g> =

parat >0e0<7r < 1.
Consequentemente, por (2.50)), constatamos que, parat > 0e 0 <r < 1,

Além disso,

T, r
2+2

sen(u) du,  (2.50)

o

(NI

t+r 5+5 r
/ (1.1 +sen(u)) du < / (1.1 +sen(u)) du = 1.1r + 2 sen (5) : (2.51)
t ™

_r
2 2

Ademais, a segunda integral em (2.34]) é também limitada por 1.1r 4+ 2sen(r/2),
parat >0e 0 <r <1, pois, por ([2.51]), vemos que

t S
/ la(s +r)|e*fst“(“+”)d“ / la(u +7)| du
0 s—r

t
§/ |a(s + r)|e s alutr) du [1.17’+2sen (g)} ds
0

ds

t

= [1.1r+2sen <g)}/ |a(s—|—7’)‘€7fs'a(u+7‘)dud8
0

(2 |:1.17”+28€Il (g)} 1,

visto que, como a(t) = 1.1 + sen(t), a condicao ([2.35]) é valida.
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(¥) Vamos mostrar que
t t
/ la(s + 1)) Js awtndugs <1 (2.52)
0

se (|2.35]) ocorre.

De fato, por meio da mudanca de variavel w = e~ J3 atutr) du

, podemos obter

t
[ st ettt gy [ersowid! 1 Faenn 1 ¢s0
0 0

ja que e~ Jo alstm)ds 1, em virtude da hipdtese (2.35)).
Portanto, para que as condi¢oes do Teorema [2.12] sejam satisfeitas é necessario que
2(1.17+2sen(r/2)) < 1. Fazendo a aproximacao sen(r/2) = r/2 para r < 1, temos que

2(1.1r +2sen(r/2)) <1 =  2(L1r42(r/2)) <1 — 22r+2r<1

1
= O<r<—.
"S U2

]

A simulagao das solugoes feita na Figura constata a validade do Corolario [2.13
parar = 0.19 < 1/4.2 e mostra que o mesmo resultado nao é verificado quando r = 1.3,
namero relativamente maior do que 1/4.2.

— =019

— =13

ZX“/\/\/\/\/\
(AZAAVAVAY

T T
0 10 20 30 40

Figura 2.4: Simulagao - Corolario (2.13]).
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Exemplo 2.14. Considere a equagao escalar
(t) = —(1 + 2sent)x(t — r), t >0, (2.53)
onde 0 < r < 1 e r sofrerd uma restricao mais adiante. Note que a funcao
a(t) =1+ 2sen(t), t >0, (2.54)

muda de sinal.

Precisamos estabelecer algumas limitagoes para que as condigoes do Teorema
sejam satisfeitas para a equagao . Os céalculos sao grosseiros, mas garantem que
ainda podemos ter estabilidade quando a fungao coeficiente a = a(t) muda de sinal.

Obteremos estabilidade assintotica da solugao nula de quando

(r +4sen(r/2))(2 + 2¢*) < 1,

que ocorre, aproximadamente, quando 0 < r < 0.002.
Antes de iniciarmos os calculos, cabe observar que a condigao ([2.35)) esté satisfeita
para a(t) = 1 + 2sen(t).

Lema 2.15. Para a(t) =1+ 2sen(t), 0 <r <1 et >0, tem-se
t
/ la(u + )| du < 2((r/2) + 2sen(r/2).
t—r

Demonstracao. Assim como mostramos em ([2.50)), podemos verificar que, para t > 0
e 0 <r <1, vale a seguinte desigualdade

t+r 5+5
/ | sen(u)] du < / | sen(u)] du. (2.55)
t

Portanto,

t tr 4z
/ |a(u+r)|du:/ |1+2sen(u)|du§/ |1+ 2sen(u)| du
t—r t z

_r
2 2

3+ 3t3
§/ 1du+2/ | sen(u)| du

_r
2 2

(%) Para concluir que

3t r
[r | sen(u)|du = 2 sen (5) : (2.56)

basta efetuar um calculo analogo ao realizado em ([2.49)). ]

Lema 2.16. Sob as mesmas condi¢oes do Lema[2.15, tem-se

t s
J =: / |1+ 2sen(s +r)|e” f;(1+QSeH(“+T))dU/ |1+ 2sen(u + r)| duds
0 s—r

< (r+4sen(r/2))(1+2¢*),  t>0.
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Demonstracao. Primeiramente, observe que
/ |(1+2sen(u +7))|du < r+ 4sen(r/2).
De fato, fazendo a substituicao = u-+r e usando a Desigualdade Triangular, obtemos
s s+r
/ ](1+2sen(u+r))]du:/ |1+ 2sen(x)| dx

s+r
§r+2/ |sen x| dx

(255) 3t3
< 7“-|—2/ | sen(z)|dz
i1
(f)
5)
Portanto,
J < [r—i—4sen g } / (1+2sen(s+r) +2)e = Ji(+2sen(u+tr)) du g
0
t
_ [r+4sen g } (/ 1+286n S+T))6—f:(1+256n(u+r))du d8+2/ e—f;(l—l—Zsen(u-i—r))du dS)
0 0
|: en g :| (]_ _|_2 e f (142 sen(u+r)) du dS)
— [7“ + 4sen <g (1 2 f ldu | —ZI: sen(u+r)) du dS)
® T 4 —(t14d
< 7“+4sen 5 1+2€ 1.e Js tdu g
(12.52)
’ [r+4sen (g)] 1+2€

Em (x), usamos:

—2/ sen(u + 1)) du = 2 [cos(t + 1) — cos(s + )] < 4,

ja que [cos(t + 1) — cos(s 4+ 1)] < 2, de onde segue que

2 f: sen(u+r)) du < et

Corolario 2.17. Sob as mesmas condigoes do Lema[2.15, tem-se

t s
/ la(u+ 1) |du+/ la(s +1)|e” s“““)d“/ la(u 4+ r)| duds < «,
t—r s—r

para qualquer t > 0, em que a(t) = 1+ 2sent. Dai, poderd se concluir que as condi¢oes

do Teorema sao satisfeitas para a equagao (2.54), visto que (2.35)) € facilmente

verificivel para a fun¢ao a = a(t) mencionada.
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Demonstragao. Com efeito, pelos Lemas e devemos ter

2 (g + sen (g)) + [r+4sen (g)] (1+2€4) <1,

ou seja,
r + 2sen (g) + [7" + 4sen (g)] (1 + 264) <1,

de onde concluimos que
r 4
[r + 4sen <§>} (24 2¢%) < 1.

[]

A simulacao das solugoes feita na Figura [2.5] evidencia a validade do Corolério [2.17]
para r = 0.0012 < 0.002 e expressa que o mesmo resultado nao é convalidado quando
r = 0.8, nimero relativamente maior do que 0.002.

—_— 200012

— 120

400
1

200
1

" *wﬂ\,\/\/\/

-200
1

-400
1

\ | \ | |
0 10 20 30 40

Figura 2.5: Simulagao - Corolario (2.17)).

2.1.2 Problema de Levin-Nohel

Vamos agora retornar ao problema de Volterra-Levin-Nohel, exposto brevemente
ao final do Capitulo [T} fazendo mais algumas exigéncias sobre a fungao g, e exigindo
condigbes sobre a fungao a = a(t) mais verificaveis em problemas do mundo real.

Suponha que exista um funcao g : R — R que satisfaca

lg(x) —g(y)| < K|z —y|, paraalgum K > 0 e para quaisquer z,y € R, (2.57)
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9(x) >0, paratodozr € R e lim 9(@) existe, (2.58)
x x—0 I
e as vezes
9(z) > [, paraalgum S > 0. (2.59)
x
Considere a equacao diferencial escalar
t
x(t) = —/ p(s —t)g(z(s))ds, t>0, (2.60)
t—L
com L > 0, p continua e
0
/ p(s)ds = 1. (2.61)
~L

(Na verdade, é necessario apenas que fi) ; p(s)ds > 0). Além disso, para K da condicao

(2.57)), suponha que
0
2K/ Ip(v)v|dv =a < 1. (2.62)
~L

Lema 2.18. A equagao (2.60) pode ser escrita como

(1) = —g(o) + o / p(s) / g(e(u) duds, t>0.

—L +s

Demonstrag¢ao. Com efeito, usando propriedades de diferenciacao e integragao, temos

i0) = =g(e0)+ 5 [ pt) [ gtlw) auds

o) [ 4 [ atatwn) da] as

t+s

——glalt) + [

—L

= —ge®) + [ 99 o(a®)  alalt + ) ds

0

— —gla(t) + / ps)gla(t) ds - / pls)glalt+ ) ds
BE) _g(x(t) + glz (1) / ) p(s)ds — / ) p(s)g(x(t + ) ds
. / ps)gla(t+5)) ds

_ /  pls = Dglats) ds

]

Teorema 2.19. Se as condigoes (2.57)), (2.58]), (2.61) e (2.62) sdo satisfeitas, entdo
toda solugao de (2.60) € limitada. Se a condi¢ao (2.59)) também é satisfeita, entao toda
solugao de (2.60) e sua derivada tendem a zero quando t — oo.
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Demonstragao. Seja 1 : [—L,0] — R uma funcao inicial continua dada e seja x; =
x(t,0,7) a unica solu¢ao de que passa por ¢ em t = 0. Pela condicao de
crescimento imposta sobre g, x1(t) existe em [0, 00). Pelo Lema[2.18] podemos escrever
a equacao ([2.60) como

(t) = —g(x) + %/ p(s)/t g(x(u))duds, t>0. (2.63)

—L +s

Defina uma fungao nao-negativa a : [0, 00) — [0, 00) por

gm(®)

T (t)

Claramente, a estd bem definida visto que ocorre.

Afirmagao: A funcdo a é continua. De fato, tome ¢ € [0,00) arbitrariamente. Se
x1(t) # 0, é claro que a é continua em ¢, uma vez que o quociente de fungdes continuas é
uma fun¢ao continua. Se xy(t) = 0, a também é continua em ¢ em virtude da condi¢ao
, pois g é continua, a solugao x; é continua,

a(t) =

g9(z)

t
g(z1(1)) >0 e lim = existe.
xl(t> z—0 X

Entao, para cada solucdo fixada, podemos escrever a equagao diferencial (2.63)
como
d 0 t
i(0) = —aft)o®)+ 5 [ p(s) [ glatw)duds,
dt —L t+s
que apoés a aplicacao da formula da variacao dos parametros e integragao por partes,
pode ser reescrita como

t 0 v
x(t) :¢(0)€_f°a(w)dw+/ ffvdw)dwi/ p(s)/ g(x(u)) duds dv
0 dv —L v+s
t

0 v
= p(o)e et o Siewte [y [ glau)) duds

—L +s

—/Ota(weﬁ“(“’”“’/_ip@) / g(z(w)) duds dv

+s
0
= v fewi s |

0

o) [ ot duds = =B [ pis) [ gtu) duds

—L +s
t 0 v

_ / e Sl atw) dug ) / o(s) / g(@(w)) duds do.
0 —L v+s

Seja (B, ||-]|) o espaco de Banach das fungoes continuas e limitadas ¢ : [—L,00) — R
com a norma do supremo. Utilizando a notagdo ¢y = 1 para denotar ¢(t) = ¥(t) em
[—L, 0], considere o seguinte conjunto:

M={¢peB:¢y=1}.

Pela Proposigao 2.4, M munido da métrica do supremo é um espago métrico completo.
Por conveniéncia de notagao, denotaremos tal métrica por || - ||, que é a norma de B.
Novamente, | .| denotara o médulo de um ntmero real.
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Defina P : M — M por (P¢)(t) = 1(t), parat € [-L,0], e
<P¢xw:=w®k‘ﬁ“WWW+1KLp@>A;5xm@»du¢s
— e~ Joatw)dw /_Lp(s)/ g(¥(u)) duds

t 0 v
- / o Sl atw) dug ) / o(s) / 9(6(w)) du ds dv,
0 —L v+s
para t > 0.

Afirmagao: A aplicagao P é uma contragao em M. Com efeito, se p,n € M et > 0,
entao

|(Po)(t) — (Pn)(t ]—‘/ ) duds—

- / o teseage) [ g /U+Sg<¢< ) dudsdo— [ 306) [ oty duds +
-+/¢eft a@)/ipwyllgoxw>muwdv

'/' w)) — g(n(u))) duds -
- [ w>[ip@>liggww>>—g<<>»dudaw
f;/@!pﬁﬂ " lo(6(u)) — g(n(u))| duds +

t
+/ ~ [t atw)du g /|p |/ ()| duds dv
+s

/‘m I | |w 7l duds+

fo a(w) dw ° — d d
+Ae H/WMMUHMW ll duds dv
t 0
- W—W/JWWFﬂ®+MWﬂWAKLWWMW/NMNFM%M
_0 0 t . -
=Jﬂw—nﬂ[JM@ﬂ%+JﬂW—nWKJM$ﬂ%[:fﬁ“mmdwdv

(%) 0

s2Kw—nw/\mwﬂw
L

— allé - 1]l

(¥) Podemos mostrar que

t
/ e—fﬁa(w)dwa(v) dv <1, para t>0,
0

usando o mesmo procedimento que foi utilizado em (|2.52]).



80 Estabilidade via teoria de pontos fixos

Logo, por (2.62]), P é contracao e possui um tunico ponto fixo em M, que é uma
funcao limitada.
Note que se ¢ = 0 entdo #(t) = 0, e isso ndo garante que todas as solugoes da

g9()

equagao tendam a zero quando t — oco. Agora, se =—— > [ > 0, entao acrescenta-se

ao conjunto M a condigao de que ¢(t) — 0 quandoxt — 00. Através de um céalculo
simples, pode-se mostrar que (P¢)(t) — 0 quado ¢(t) — 0. De pode-se observar
que #(t) — 0 quando ¢t — 0. Apos todas as suposi¢oes feitas sobre a limitagao da
derivada da funcao p(t), pode-se também afirmar que Z(t) tende a zero quando t — 0,
conforme foi provado por Levin e Nohel. O]

A estabilidade das solucoes de varios outros modelos conhecidos na literatura pode
ser analisada através do Teorema do Ponto Fixo da Contragao, tais como do modelo
populacional de Cooke-Yorke, que embora nao tenha sido abordado aqui, pode ser
estudado em [6] e [11].

2.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Aqui, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder sera apresentado como uma alternativa
ao estudo de estabilidade das solugoes de certas equacgoes diferenciais funcionais com
retardamento.

Iniciaremos esta se¢do com preliminares sobre subconjuntos de C(R,R) e depois
apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, cuja demonstragao baseia-se
na referéncia [23].

Assumiremos o proximo resultado como um fato, visto que sua demonstragao segue
de forma analoga & prova da Proposicao [2.4]

Fato 2.20. Seja ¢ : [a,b] — R™ uma funcao continua e seja S o conjunto das fungoes
limitadas e continuas f : [a,00) — R"™, com f(t) = ¢(t) para t € |a,b]. Para f,g € S,

defina p(f, g9) = sup |f(t) = g@)] =:|If = gll. Entao, (S,|-||) € um espago métrico
a<t<oo
completo.
Considere

M={¢:[0,00) > R:¢ e C([0,0),R), |6(t)| <1, ¢(t) = 0 quando t — oo}
e
Q={¢:[0,00) = R:¢ € C([0,00),R), [¢(t)] < 1}.
Sejam || - || a métrica do supremo e | - |, uma métrica mais fina do que || - ||, em que
> h:[0,00) = [1,00) ¢ continua;
> h(0) =1;
> h(t) — oo quando t — o0 monotonicamenteﬂ;

> se ¢ € M ou ¢ € Q, entdo |o|, :supM.

>0 h(t)

1h ¢ monotona, estritamente crescente, e o limite lim h(t) = oo ocorre.
— 00
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Proposicao 2.21. (Q, |- |n) € um espago métrico completo.

Demonstra¢ao. Suponha que (¢, )nen seja uma sequéncia de Cauchy em ). Se restrin-
girmos (@, )nen a0 intervalo [0, k], para algum k € N, entao

[Pnln < |nl]- (2.64)

De fato, sabemos que h é continua, positiva e crescente em [0, k]. Entao, como
h(0) = 1, existe p > 1 tal que

1 <h(t) <p, paratodo te€ |0,k

Dali,
9u()] _ 16a(0)
BT h(t)

< ¢,(t), paratodo t € [0,k],

de onde segue que

On(t On(t
sup POl o G 19Ol b ) = 6uln < 6]l
telo,k] M te[0,k] h(t) te[0,k]

Por vemos que (¢, )neny também é uma sequéncia de Cauchy em (Q, || - ||)
e, pelo Fato , ela tem uma tnica fungdo continua limite no intervalo [0,k]. A
afirmacao acima é valida para k = 1,2,3,4,... . Portanto, dessa forma, podemos
obter ¢ € @ tal que |¢,, — ¢|, — 0 quando n — 0o, 0 que completa a prova. O

Proposigao 2.22. (M,| - |n) ndo é um espago métrico completo.

Demonstracao. Seja (¢,)nen a sequéncia de fungoes tal que

1, se 0 <t <n,
¢n(t) =

0, sen+1<t<oo,

e ¢, é linear e continua em [n,n + 1].

Afirmagao: (¢, )nen € uma sequéncia de Cauchy em (M, |- |,). Seja e > 0. Deve-se
determinar N € N tal que

m,n>N,teR = |¢,(t) — dm(t)] < eh(t).

Com efeito, tome T' > 0 tal que eh(T") > 2. Note que, para quaisquer m,n € N e para
todo ¢ > T, temos |¢n(t) — dm(t)| < eh(t), pois

|0n(E) = Gm(B)] < |on(t)] + [Pm ()] < 2 < eh(T) < eh(t),

j& que h é monotona crescente.
Agora, tome N >T. Param,n> N e 0<t<T < N, temos que

|6n(t) = Pm(t)] = [1 = 1] = 0 < eh(?),

visto que h(t) > 0 para todo t > 0.
Portanto, (¢, )nen € uma sequéncia de Cauchy. Mas, para qualquer ¢ fixado, ¢, (t) —
1 quando n — oo, e 1 ¢ M. Logo, (M, |- |;) ndo é um espago métrico completo. ]
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Definigao 2.23. Um conjunto L em um espago métrico (S, p) é compacto se toda
sequéncia (T, )neny C L possui uma subsequéncia com limite em L.

Definicao 2.24. Sejam U C R um intervalo e (f,)nen uma sequéncia de fungoes,
com f, : U — R Considere | - | uma norma qualquer em R bem como em R, por
simplicidade de notacao.

(a) (fn)nen € uniformemente limitada em U se existe M > 0 tal que | f,,(t)| < M
para todo n e todo t € U.

(b) (fn)nen € equicontinua se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se ty,ty € U
sao tais que |ty — ta] < § entao |f,(t1) — fu(t2)| < e, para todo n.

A demonstragao do Teorema de Ascoli-Arzela, exibido a seguir, pode ser encontrada
em [7], pagina 165.

Teorema 2.25 (Ascoli-Arzela). Se (f,)nen € uma sequéncia uniformemente limitada
e equicontinua de fungoes reais em um intervalo [a,b], entao existe uma subsequéncia
(frrJken de (fu)nen que converge uniformemente para uma fungao continua f em |a,b].

O proximo teorema estende o Teorema de Ascoli-Arzela para sequéncias de fungoes
definidas em R™ = [0, 00). Sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [9], pagina 20.

Teorema 2.26. Sejam q : RT — R* uma fun¢ao continua tal que q(t) — 0 quando
t — 00, e (ér)ren uma sequéncia de funcgoes definidas em R com valores em R%. Se
a sequéncia (Pr)ren € equicontinua e |gr(t)] < q(t) para t € RY, entao (¢r)ren possui
uma subsequéncia que converge uniformemente em RT, para uma funcao continua ¢,
com |p(t)] < q(t) para t € RT, onde | - | denota a norma Euclidiana em R?.

A demonstragao do proximo teorema de ponto fixo pode ser encontrada em [28],
Capitulo 2.

Teorema 2.27 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja X C R™ ndo vazio, com-
pacto e convero. Se f: X — X € uma fungdo continua, entao f tem um ponto fixo.

Definigao 2.28. Sejam V' um espago vetorial normado sobre o corpoR e {x1,z9,...,2,} C
X. Definimos a envoltoria convexa do conjunto {x1,xs,...,T,} por

n
conv{:vl,...,xn}:{a1x1+...+anxnEV:al,...,an€R+ e Zaizl}.

i=1

A demonstragao da proposicao a seguir pode ser analisada na referéncia [23], pagina
18.

Proposicao 2.29. (23], pagina 18) Sejam V um espago vetorial e {x1,...,x,} C V.
O conjunto conv{zy,...,x,} € homeomorfo a um subconjunto compacto e convexo de
R™.

Teorema 2.30 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Sejam (X, ||.||) um espago de
Banach e S C X um conjunto compacto e convero. Se f : S — S € uma funcao
continua, entdao f possui ponto fixo.
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Demonstracao. Dado € > 0, temos que U B(z,¢) é uma cobertura por abertos de S.
€S

n
Da compacidade de S, segue que existem xq,xs,...,x, € S tais que S C U B(z;,¢).

i=1
Vamos definir g : S — S por

9(@) = =
E:m%@
=1
onde
(@) = {5— lz —zill,  sellz -l <e,
0, se ||z — x| > e.

Afirmacao: g estd bem definida, isto é, Z m;(x) # 0, para todo = € S. Com efeito,

i=1

se Zml(a:*) = 0 para algum z* € S, o fato de m;(z) > 0 para todo z, implica
=1

m;(x*) = 0 para todo i. Pela defini¢ao de m;, temos que ||z* — x;|| > € e, portanto,

x* ¢ B(x;,¢) para todo i, ou seja, " ¢ UB(@,&?) D S, o que é absurdo, posto que
x*es. =
Provaremos agora que g é continua. Para isso, € suficiente mostrar que m; é continua
para todo i, em virtude da definicao de g. Dado a € S, vamos mostrar que m; é continua
em a. De fato, dado € > 0, se ||a—x;|| > €, entdo m;(a) = 0. Portanto, para todo § > 0,
se ||z — al| <9, entao ||m;(z) — m;(a)|| = [|mi(x)| < e, pois m;(x) =€ — ||z — ;]| <e.
Suponha que ||a — ;|| < e. Tomando ¢ < ¢, temos que se ||z — al| < J, entao

_ ) le=llz =l = (e = lla =z, se [l — i <e
Imi(z) —mi(a)| =
|mi<a>|a se ||.ZU — IL‘Z” Z IS
| =l =il + lla — ll], se [l —zif <e
Ima(a)l, se |z — x| > ¢
la —z; — (z— )|, se |z — i <e
Imi(a)l, se || —ail| > &
_ ) Ml —all, se [l — x| <e
mi@),  sellz—mll > e
J, se ||z —z| <e
mi(a)l, se || —ail| > €
{5, se ||z — | <e

g, se ||lx — x| > e.
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Portanto, |m;(x) — m;(a)| < € se ||z — al| < . Como a foi tomado arbitrariamente
em S, obtemos a continuidade de m; em S e, por conseguinte, de g.
Note também que para todo x € S tem-se

Zmi(x)(% — ) Zmz‘(l’)
l9(z) — 2| = | =— <|leHF—| == (2.65)
Zmi(f) Z m;(x)
i=1 i=1
Considere S,, = conv{z1,...,x,} e defina, para cada n € N, a aplicagao

gof:S,—5,.

Vamos mostrar que go f tem um ponto fixo. Pela Proposigao[2.29] S,, ¢ homeomorfo
a K C R", onde K ¢é um conjunto compacto e convexo. Seja h esse homeomorfismo:
h: K —S,.

Defina F : K — K por F = h™'o(go f)oh. Temos que F ¢ continua e pelo
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (Teorema [2.27)), F tem um ponto fixo z* em K.
Agora, veja que h(z*) é ponto fixo de go f. Com efeito, pela definicao de F', temos que
go f=hoFoh™!e, consequentemente,

go f(h(a") = ho Foh™ o (h(z"))
=ho F(x")
= h(z").

Portanto, para cada n € N, a aplicagdo go f : S, — S, possui ponto fixo, que
denotaremos por pj. Considere a sequéncia de pontos fixos (p§)nen de g o f. Como
(P2 )nen esta contido em S e S é compacto, existe uma subsequéncia (pf )uren de (P2)nen
tal que p’g/ — po € S quando n’ — oo.

Ademais, como p' = go f(pi') para todo n’ € N, obtemos

g — Foi)l = llpg — g0 fpg) + g0 fpy) — Fwi)l
<lipg" =g FW) +llgo fwg) — )l

= Hgof<p0 ) — (po il

[2-65)
< e

Portanto, lim ||p? — f(pt)| < e. Da convergéncia de (p )nen e da continuidade
n—o0

de f, obtemos ||po — f(po)|| < € para todo € > 0, de onde concluimos que f(py) = po,
ou seja, f tem um ponto fixo em S, conforme queriamos demonstrar. O]

2.2.1 Estabilidade via Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Antes de estudar a estabilidade da solucao nula de certos tipos de equacgoes dife-
renciais por um outro ponto de vista, vamos apresentar um subconjunto de C'(R, R™)
que é compacto, e serd tutil em alguns resultados. A proxima proposicao serda uma
ferramenta importante nesta secao, pois diferente do que ocorre quando utilizamos o
Teorema do Ponto Fixo da Contracao, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder exige
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compacidade do espago normado em que se encontram as solucoes da equacao dife-

rencial. Sua demonstracao é simples e segue do Teorema de Ascoli-Arzela (Teorema
2.25)).

Proposicao 2.31. Para constantes positivas M e K, o conjunto
L={feC(a,b,R"): |fI| <M, |f(u) = f(v)] < Klu—vl}

é compacto em C([a,b],R"™), em que || f| = m[a)g] lf(®)] e|.] é uma norma em R™.
t€la,

Para os seguintes tipos de equacgoes diferenciais funcionais com retardamento:

(t) = —a(t,xy)x(t) + f(t, z) (2.66)

i(t) = —g(t,x(t) + f(t, 1), (2.67)

vamos assumir que suas solugoes existem e sao tunicas. Aqui, ¢ € C'(R x R,R) e
a, f € C(RT x C,R), em que C = C([-r,0],R).
Além disso, vamos considerar satisfeitas as seguintes condic¢oes:

(Hy) f(t,0) = 0, existem uma constante positiva L e uma fungao continua b; : R — R*
tais que
para 6,1 € Cy = {z € C(R,R*): [lo]] < L}.

Existe uma fungao by € C(R,R) tal que
(Ha) |f(t, ze)| < [b2(t)]](t)], para t € RT ez € C;

(H3) lim [ (ai(s) — |ba(s)|) ds = 0.

t—00 0

Em relagao a equagao (2.66]), consideremos a equacgao linear
q(t) = [—ax(t) + [b2(t)[Jq(?). (2.68)

Para qualquer ¢, > 0, temos que toda solugao de ([2.68)), que satisfaz q(to) = qo =
£ > 0, pode ser escrita como

g(t) = Belnl@la@ds s (2.69)
Segue de (H3) que ¢(t) — 0 quando t — oo e que
0 <q(t) < e’ =, t > to, (2.70)

onde

o = sup {/t(|b2(s)| —ar(s))ds: t > to} < .

to

Dessa forma, a solu¢ao nula da equagao ([2.68) é estavel.

Teorema 2.32. Para a equagio (2.66), assuma que as condi¢oes (Hy), (Hy) e (Hj)
sao satisfeitas. Além disso, suponha que
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(Hy) existem fungoes continuas ay, as € C(R,R) tais que

ar(t) < a(t,x;) < as(t).

Entao, a solugdo nula de (2.66|) é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Como a solucao nula de ¢ estavel, para todo € € (0,7] e todo
to € R, existe n = n(e, ty) € (0, 0] tal que, para qualquer gy, com |go| < 7, tem-se
lq(t,to, qo)| < e para todo t > t.

Para qualquer ¢ € C,, defina S = {u € C([to — r,00),R) : wy = ¢, u(t)] <
q(t), t > to, |u(ty) — u(te)| < Llty — to| para ty,ts € R com tg < 7y < 1,1 < 7o},
onde

L=L(r,m)= efg?fﬂ{\al(t)h + laa(t)[y + [b2(2)[7}
e ¢ foi definido em com 3 =1.
Como |q(t)| < 7, temos

[g@O)] < lar(®)]y + [b2() |y < L, t >t (2.71)
Defina
@Z)(t-to), Seto—TStSto,
t =
€0 =4 v0at) L,
n
Entao,
¥(0) 2]
0 < 22 00] < a0l < a0l t>
Segue de (2.71)) e do Teorema do Valor Médio que
¥(0)

!ﬂh%—amﬂz—g%ﬁmw—«mﬂSLﬁy—mL para 7 < ty,ty < To.

Portanto, £ € S. Pelo Teorema [2.26], podemos concluir que S é um subconjunto com-
pacto de C'([to — r,00),R). Além disso, é facil verificar que S é convexo e nao vazio.
Considere a equacao

(t) = —a(t,x)x(t) + f(t, z) (2.72)
e seja u a unica solugao de (2.72)) com u;, = 1. Entao, podemos escrevé-la como
— [t a(s,us)ds K — eflga(fvu-r) T
u(t) = P(0)e i 2l d +/ e Jio T f(sou)ds, >t
to

Defina uma aplicagao P em S por

¢(t_t0)7 SetO_T§t§t07

PU t — t t t —[tg T,ur)dT
( )( ) w(())e—fto a(s,us)ds _|_/ e—ftoe S5 al )d f(87us) d57 se t Z to.

to
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Vamos mostrar que P aplica S em S. Note que |(Pu)(t)| = [(t —to)], para ty—r <
t S to (§

t t t
KPuxw|g|¢«nm‘&”“$ﬁ*‘/"eﬂ%M“NWf@J%Nds (2.73)
to

(Hz2) ¢ ¢

< pe o mds / e~ e by (5| |u(s)| ds
to

u€esS

t
L e Sy [ By ) o(s) ds

to

t t t
e 08 [0 45) 4 a(5)) s

to
—ft ai(s)ds “d [fai(r)dr

=ne "t + — [e ¢ q(s)] ds
1o ds

=ne Jig () ds +q(t) — q(to)e” Jigar(s) s

= e o a@ds q(t) —ne” Jup a1(s)ds

= q(1).

Em (%), usamos o fato de que ¢(t) = —ay(t)q(t) + |b2(t)|q(t). Além disso, temos que
(Pu) (t) = —al(t, zy)(Pu)(t) + f(t,u), t > to,

de onde segue que

[(Pu)'(t)] < la(t, u)lq(t) + [ba(t)]g(t)
< ar(t)|y + Jaz(t)|y + [b2(t)]y
<L, para t > t.

Portanto, P aplica S em S e é, claramente, continua. Pelo Teorema do Ponto Fixo
de Schauder, P tem um ponto fixo u € S que satisfaz |u(t)| < ¢(t), para t > t;. Por
conseguinte, concluimos que a solugao u(t, to, ¢) de (2.66|) satisfaz

’U(t,to,’l/})l < Q<t) = q(t7t07n) <g, se t > ty.

Dai, temos que a soluc¢do nula de (2.66]) é estavel. Como ¢(t) — 0 quando ¢ — oo,
também temos que u(t,ty, 1) — 0 quando t — oo, 0 que prova que a solugao nula de
(2.66|) ¢é assintoticamente estével.

m

O exemplo a seguir pode ser encontrado em [I3] e utiliza o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder para descrever o comportamento da producao de células sanguineas na
medula 6ssea.

Exemplo 2.33. Hematopoiese é nome dado ao processo de producgao de células san-
guineas na medula 6ssea. Para estudar a regularizacao desse processo, Mackey e Glass
propuseram um modelo que utiliza equacgoes diferenciais funcionais com retardamento.
Aqui, vamos considerar uma das generalizagoes do modelo original, onde alguns para-
metros se tornam fungoes positivas:

b(t)0™xz(t — r(t))

ot o —r(t)’ (2.74)
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em que a,b,r € C(R,R"), § é uma constante positiva e n é um inteiro positivo dado.
Em (2.74), r representa o tempo entre a producao de células imaturas na medula
Ossea e sua maturacao quando é lancada na corrente sanguinea, por fim x(t) denota a
densidade de células maduras na corrente sanguinea no tempo t.

t

Corolario 2.34. Se lim [ (a(s) — b(s))ds = oo, entdo a solu¢ao nula de (2.74) €

t—o0 0
assintoticamente estdvel.

(el — r(t))
0+ (1 — r(1))

Demonstragao. Considere f(t, @) ,parat € RT e ¢ € C(R,RT).

Note que

b(#)6"(t —r(t))
o+ on(t — (1))

1f(t,0)] =

’ < |b(t) o (t — T(1))] < b(B) 4]l

Tomando by (t) = b(t) para t € Rt temos
t t

lim [ (ai(s) — |ba(s)|)ds = lim [ (a(s) — b(s))ds = co.

t—o00 0 t—o00 0

Pelo Teorema|2.32 podemos concluir que a solugao nula de ([2.74)) ¢ assintoticamente
estavel. O

Exemplo 2.35. Considere as equagoes diferenciais

cos(t) - x(t — 2)

z(t) = —ta(t) T+ 200t —2) (2.75)
#(t) = —0.2tx(t) + ?fgjf)((i - z)) (2.76)
B(t) = —0.1ta(t) + fijgij — 3)) (2.77)

Note que as equagoes (2.75)) e (2.76]) satisfazem as condi¢oes do Corolario [2.34} ja
que

t 2
lim [ s—cos(s)ds = lim — —sen(t) = oo
t—o0 0 t—o0 2
e
t 2
0.1t
lim 0.1sds = lim = 00.
t—o0 0 t—o0 2
t
Como tlim / —0.1sds = —00, nada podemos concluir sobre o comportamento das
—00

0
solugoes de ([2.77]).

Se as funcoes na equacao diferencial de interesse satisfizerem a condicao local de
Lipschitz, entao o Teorema da Contracao é a nossa primeira alternativa. Caso isto
nao ocorra, usaremos os Teoremas de Schauder ou de Krasnoselskii em geral. Estes
teoremas exigem compacidade, além de completude e sao formulados sobre espagos
normados. O Teorema de Krasnoselskii sera apresentado na sequéncia.
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Modelo de Mackey e Glass

—— &) =t,b(t) = cos(t), r(t) = 2
—— an=01tbH)=02tr)=2
at)=0.2t,b(t) =0.1,r(t) = 2

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura 2.6: Simulagoes com valores de a,b e r para o Exemplo [2.35

2.3 Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii

O Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii € uma combinagao do Teorema do Ponto
Fixo da Contragao e do Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Esses resultados serao
combinados aqui para garantir a existéncia de uma solucao limitada e assintoticamente
estavel para uma familia de equagoes diferenciais funcionais nao lineares.

Em [I4], sdo apresentados problemas de anélise nao linear que podem ser resolvi-
dos em cones. Nesta referéncia encontra-se uma versao do Teorema do Ponto Fixo de
Krasnoselskii para cones. Utilizando este resultado, em [22] e [29] é descrito o com-
portamento da dinamica de producao celular na medula 6ssea, e o resultado obtido
¢ analogo ao visto no Exemplo [2.33] Esta aplicagdo nao sera abordada nesta segao
por utilizar a teoria de cones, extensa e complexa para ser tratada superficialmente e,
consequentemente, com pouco rigor matematico. Para o estudo desta teoria, indicamos
ao leitor a referéncia [17].

Considere, inicialmente, a seguinte definicao, utilizada na demonstracao do Lema
2.37, exposto na sequéncia, que nos auxiliard na demonstracao do Teorema do Ponto
Fixo de Krasnoselskii.

Definicao 2.36. Dado um numero real € > 0 e um espago métrico X, um subconjunto

N C X € denominado um e—net para X se a familia {B(z,c) :x € N} cobre X.

Lema 2.37. Se B ¢ uma contracao de X C S em S, onde S € um espagco normado,
entio I — B € um homeomorfismo de X sobre (I — B)X, em que [ : X — X é a
aplicagao identidade. Se (I — B)X é precompactcﬂ entao X € precompacto.

Demonstracao. Claramente I — B é continua. Além disso, temos

(I = B)x — (I = Byl = [(z —y) = (Bx = By)[| = (1 = k)||lz -y, (2.78)

2Um conjunto em um espago normado é dito precompacto se seu fecho é um conjunto compacto.
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posto que B é contragao, por hipétese, com k € (0,1). Daf segue que (I — B)™! :
(I—-B)X — X existe e é continua, por satisfazer a condi¢ao de Lipschitz, com constante

1
K = 1% Portanto, I — B ¢ um homeomorfismo de X sobre (I — B)X.
A Desigualdade (2.78)) mostra que x1, xa,...,x, ¢ um e—net para X se

(I — B)xy,...,(I — B)z,

éum (1—k)e—net para (I — B)X. Isso mostra que X é um conjunto totalmente limitado
e, consequentemente, precompacto. ]

A prova do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii apresentada a seguir foi feita
baseada nas referéncias [4] e [26].

Teorema 2.38 (Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii). Seja M um subconjunto
fechado convexo e nao vazio de um espago de Banach (S,| - ). Suponha que A e B
sejam aplicagoes de M em S, tais que:

(a) Az + By € S, para quaisquer x,y € M;
(b) A é continua e AM estd contido em um conjunto compacto;
(¢c) B € uma contragdo com constante 0 < o < 1.

Nessas condigoes, existe um ponto y € M tal que Ay + By = y.

Demonstracao. Para cada y € M, a equacao z = Bz + Ay tem uma tnica solugao em
M, posto que a aplicacao
z— Bz+ Ay

¢ uma contracao de M em M, uma vez B é contracao por hipotese. Portanto,
z=(I—-B) Ay e M.

Pelo Lema , a aplicagdo (I — B)™'A: M — M é continua e compacta, pois A
é compacta (pela condigao (b)). Pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder (Teorema
2.30), (I—B)~' A tem um ponto fixo em M, isto ¢, existe y € M tal que (I—B) ' Ay =y,
de onde segue que Ay = (I — B)y e, por conseguinte, Ay + By = y, como queriamos
demonstrar. O

2.3.1 Estabilidade via Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii

Inspirados por [10] e [16], adotamos o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii para
estudar a estabilidade e a limitacao das solugoes da equacao

7' (t) = —a(t)z(t — ri(t)) + b))z 2 (t — 1o(t)), (2.79)

onde a,b € C(RT,R),r; € C(RT,R"), com ¢t — ri(t) — oo quando t — o0, e 1y €
C(R*,[0,7]), com v > 0. Os resultados descritos nesta se¢ao foram publicados numa
revista nacional de divulgagdo matematica; veja [21].

Primeiramente, exibiremos resultados de estabilidade e limitacao para um caso

especial da equagao ([2.79)), a saber
2/ (t) = —a()x(t —ri) + b(t)x3(t — ryo(t)), (2.80)

em que r; > 0 é uma constante e a € C'(R™,(0,00)). Os resultados obtidos para a
equagao ([2.79) generalizam os obtidos para a equagao (2.80)).
Para a equagao ([2.80)), temos o seguinte resultado sobre limitagao:
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Teorema 2.39. Suponha que existam constantes 0 < f <1 e K > 0 satisfazendo

b(t)
sup | ———— 2.81
tzlo3 a(t+r)| — (2.81)
e, para |t —to] <1,
to
/ a(u+ ) du| < K[ty —ta), (2.82)
t1
enquanto para t > 0,
¢
ZSup/ a(u+ry)du+p <1 (2.83)
t>0 Jt—r

Se 1 € uma fungao inicial continua com norma suficientemente pequena, entao existird
uma solugao x(t,0,1) de (2.80) em R com |z(¢,0,¢)| < 1.

Demonstragao. Seja ¢ : [-r1,0) — R uma fungdo inicial continua com

Y] = sup |¥(t)] < ¥, em que ¥ é uma constante positiva menor do que 1, a
te[—r1,0]
ser determinada. Seja h : [—7,00) — [1,00) uma fungao crescente e continua, tal que

h(—r) =1 e h(s) = oo quando s — 00, e @ < 1 uma constante tal que

2/H1 a(s%tl))h@ ds < a. (2.84)

Tal constante « existe, pois, por (2.83)), para tal funcao h, tem-se

b oa(s +r)h(s) b oa(s+r)h(t)
Q/t_rl —h(t) ds < Q/t_r1 —h(t) ds < 1.

Seja (S, | - |n) o espago de Banach das fungoes continuas ¢ : [—r,00) — R, com

¢(t)

)| = o

6] = sup

t>—r

e considere (M, |- |,) o espago métrico completo das fungoes ¢ € S tais que |p(t)] < 1
para —r <t < oo e ¢(t) = ¢(t) em [—r,0].

Escrevendo ([2.80]) como

' (t) = —a(t + r)z(t) + % {/t a(s+ rl)x(s)ds] +0(t)x3(t — ry(2)),

—r
usando a féormula da variagao dos parametros e integragao por partes, obtém-se

x(t) = xpe” fot a(s+r1)ds+
/

t S
+ / o I atutr) du V a(u+ ri)z(u) du + b(s)z'*(s —ra(s)) | ds
0 S$—7T1

t d s
_ xoe—fga(s-i-m)ds +/ e—f:a(u-i-m)dud_/ a(u+r1)x(u) du ds
0 S

s—r1

t
+ / e~ Js “(“+’"1)dub(s)x1/3(s —1ra(s)) ds,
0
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que equivale a
0

t
x(t) = xoe~ Jy alstriyds / a(u+mr)x(u)du —e” Jo “(“Jr’“l)d“/ a(u+m)x(u) du
t—r1

—r
. S
B / a(u + 1) J! a(u-‘r'fl)du/ a(u+r1)r(u) duds
0 s—ri1
t
. / o J! a(u+r1)dub(s)x1/3<3 — T‘Q(S)) dS,
0

onde x(t) = ¥(t) em [—r,0] e 1(0) = .
Definamos as aplicacoes A, B : M — S por

t
(A6)(0) = [ e uy(s) g1/ (s — ra(s)) ds (2.85)
0
e
(Bo)(t) = xoe™ Joalstrods 4 / a(u+ry)o(u) du—
t . t—ry
— ¢ Joalutr)du / a(u+mr)o(u) du—
- /t a(u+ry)e” J; a(utry) du /S a(u~+r)o(u) duds, (2.86)
0 s—7r1

para ¢ € M.

Mostraremos que ¢,n € M implica A¢ + Bn € M. Seja || - || a norma do supremo
em [—r,00) de ¢ € S, para ¢ limitada. Assim,

t
(Ag)(t) + (Bn)(t)] < |||l Jooletrids 4 ||77||/ a(u+ 1) du
t—r
t 0 1 t
wemtioman [ oty dut s [ atusrdus v
—r1 t>0 Jt—ry

0 ¢
< l¥lle” Jo atstra) <1 +/ G(U-l—?”l)du) +28up/ a(u+m)du+f
t—r1

—r >0

<1,

para ||¢|| suficientemente pequena.

Agora, mostraremos que AM esta contido num conjunto compacto em (S, | - |5).
Pelo Lema [2.15] é suficiente mostrar que AM é equicontinua. Com efeito, se ¢ € M e
0§t1<t2<t1+1,entéo

[(Ag)(ty (A¢)<t2)| <
/ au+r1) “¢1/3(s—r2(5))d5

/ au+r1)du¢1/3(s_T2(S)>d8
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t2 t
_ / b(S)e_fs a(u+r1)du¢1/3(8 _ TQ(S))dS

t1

t t t
+ / b(S) |:€7 fsz a(utry)du e~ fsl a(u+r1)du] ¢1/3<3 _ 72(3))(13
0

efo a(u+r1) ds

to . t
S/ ’b(s)‘efs2a(u+r1)duds+/ ‘b( )" — 82 a(utrr) du e — [ ausri)d

t1 0
t1
0

[efﬂ a(u+ry) — 1]

<ﬁ/ S+7’1 dS—l—‘ fo a(utri) —e fo a(u+ry) du

— BK |ty — | + B | fo* el _ o= gt aletr)

< Bty — ] + B e et ‘1‘

to
<Kl —t+ 5| [ alutr)du

t1

< 26K|ty — t4],

por (2.82).

Agora vamos mostrar que B : M — M é uma contracao, isto é, existe 0 < a < 1
tal que |(Bé1) — (Béa)ln < alér — als, para ¢1,6» € M. De fato, para todo ¢ > 0,
temos

[(Bo1)(t) — (Boa(t))] ' 91 (u) — ¢2(u)]
) < /t_r1 a(u+ry) 0] du
1

- t ffgt a(u+ri) du * B
+ h(t)/o a(s+m)e + /s_n a(u +11)|¢1(u) — do(u)| duds

<swp [ als )t dslon— ouh 1o s [ aut )

t>0

h(u)

0 du

= |¢1 — ¢2‘higg /t_r1 a(u + 7“1)];;((1;)) du

S O[|¢1 - ¢2|h7

¢
em que o = sup/ a(u+ry)du < 1, por (2.83).
t—ry

>0
Por fim, mostremos que A é continua. Seja ¢ > 0. Devemos encontrar § > 0 de
forma que

¢,me M |p—nlp<d = |Ap — Anly < 8.

Com efeito, como z'/3 ¢ uniformemente continua em [—1,1], entdo dado £ > 0

e T > 0 fixado com 4/h(T) < ¢, existe § > 0 tal que |1 — 23] < dh(T) implica
|xl/‘5 - 1/3| < /2. Entao, para |¢(t) — n(t)| < dh(t) et > T, temos

RSO < [ e B3 (s — () = 55 = ra(s))] ds
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1 T
=0 [/ [bs)]e = 2ttt 513 (s — po(5)) — 0!/ (s — ra(s))| ds
+2/ b(s)]e” s““”l)d“ds]

~[ratr)du g, 2B
< {Qh( >]/ a(s+ry)e +ri)d dS+h(T)
< Pe 28

Desta maneira, as condigdes do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii (Teorema
2.38)) sao satisfeitas e existe um ponto fixo em M da aplicacdo A + B, ou seja, existe

uma solu¢ao z(t,0,v) de (2.80) em R com |z(t,0,¢)| < 1. ]

Para o préximo resultado de estabilidade, admitiremos que existe § < 1 tal que

b(t)

a(t +ry)

b(t)

su e ——
b - a(t+mr)

t>0

— 0 quando t — co. (2.87)

Teorema 2.40. Suponha satisfeitas as condigoes (2.82)), (2.83)) e (2.87)) e assuma que

oo
/ a(s)ds = oo. Se @ é uma fun¢ao inicial continua com norma suficientemente
0

pequena, entdo a equagdo (2.80) possui uma solugdo x(t,0,v), tal que x(t,0,v) — 0
quando t — 0.

Demonstracao. Todos os calculos na demonstracao do teorema anterior sao satisfeitas
para h(t) = 1 quando |- |, é substituida pela norma do supremo ||-||. Defina g : [0, 00) —
(0,1] por

g(t) = /Ot [a(s +ry)e ) “(”Jr”)d“(b& ds.

a(s+m)

Afirmagao: g(t) — 0 quando ¢t — co. Com efeito, como

b(t)

———— — 0 quando t — o0,
a(t +rq) d

temos que, dado € > 0, existe A > 0 tal que

b(s)

s> A = —
a(s+r)

< E.

Portanto, pelo resultado obtido em ([2.52)), podemos afirmar que

a(s+ rl)e_fst alutrdul g < ¢

t
t>A = |g(t)|<€/
0

mostrando a validade da afirmagao.
Vamos adicionar a M a seguinte condigao:

peM — ¢(t) — 0 quando t — oo.
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Sejam A e B as aplicacoes definidas em e , respectivamente. Entao,
Ap(t) < g(t) e Bo(t) — 0 quando t — oo.

Conforme vimos na demonstragao do Teorema [2.39, temos que AM é equicontinuo
e AM esta contido num conjunto compacto. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasno-
selskii, existe y € M com Ay + By = y. Como y € M, segue que y(t) — 0, quando
t — 00, e a prova esta completa. O

Vamos agora obter resultados de limitagao e estabilidade para a equagao (2.79),
que generalizam os resultados apresentados na se¢ao anterior.

Teorema 2.41. Seja r1 uma funcao diferencidavel e suponha que existam constantes
positivas a < 1, K7 e Ky e uma fung¢io g € C(RT,R") tal que, para |ty — 1] < 1,

tem-se .
2
[ bl < Kol - 1 (2.89)
t1
e
to
/ g(u) du| < Kalty —t], (2.89)
t1

enquanto que para t > 0 tem-se

t t s
/ g(u) du + / e I o dug ) / o(u) du ds+ (2.90)
t ) 0 s

—r1(t —r1(s)
+/0 e~ 9 f1g(s —ry(5))(1 — 7 (s)) — a(s)] + [b(s)]} ds <

Se 1 é uma funcao inicial continua com norma suficientemente pequena, entao existe

uma solugao z(¢,0,1) de (2.79) em R* com |z(¢,0,v)| < 1.

Demonstrac¢ao. Seja ¢ : [-r,00 — R uma fungdo inicial continua com

|| = sup |[¢¥(t)] < ¥, onde ¥ é uma constante positiva menor do que 1, a ser
te[—r,0]

determinada. Seja h : [—7,00) — [1,00) uma funcao estritamente crescente e continua

com h(—r) =1, h(s) = oo quando s — oo, tal que

/t g(u)@ du—l—/o e_f;g(“)dug(s) /S g(u)wdudﬁ— (2.91)

—r1(t) h‘(t) —r1(s) h(t)
b da h(s —ri(s
[ e tatgs ol - (s - a5 1 <
(2.92)
Seja (S| - |n) o espago de Banach das fungoes continuas ¢ : [—r,00) — R, tais
t
que [¢[, = sup '% < 00, e (M,]|-|n) o espago métrico das fungoes ¢ € S tais que
t>—r

¢(t)] < 1 para t € [=r,00) e ¢(t) = ¥(t) em [—r,0].
Multiplicando ambos os lados de (2.79) por elo 9(5)ds ¢ integrando de 0 a t, obtemos

t t
x(t) = mge o9 ds / e~ o9 dug () (s) ds — / e~ Jo 9 () (s — ry(s)) ds
0 0
(2.93)

t
+ / e Js 9 dup( )21 /3 (s — 1y(s)) ds.
0
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Note que

t t s
/ e~ JZ g(w) dug(s)x(s) ds = / e Ji 9w dug (/ g(u)x(u) du> ds
0 0 8§—Ts

t
+ / e~ I o) Wa(s —ri(s))x(s —ri(s))(1 =1 (s)) ds.
0
Aplicando o método de integracao por partes em ([2.93), temos

0 t
2(t) = e Jo9()ds _ o= Jo9(w) d“/ g(uw)z(u) du + / g(u)z(u)du
t Tl(t)

—r1(0)

- /0 e‘fstg(“)d“g(s) /S ( )g(u)x(u) duds
i /0 e M g(s —14(s))(1 = 7 (5)) — a(s)]x(s — 71(s)) ds

t
+/ e Js W dup(5) 213 (s — 1ry(s)) ds,
0

onde z(t) = ¥(t) em [—7,0] e ¥(0) = xy.
Definamos as aplicacoes A, B : M — S por

(Ap)(t) = / e~ Js o) dup(s)xt/3(s — ro(s)) ds (2.94)

0

0

(Bo)(t) = xoe™ Joals)ds _ o= [ g(w) du/ g(u)x(u) du + /t o g(u)x(u)du (2.95)

—r1(0)

t s
— / e~ Js 9w d“g(s)/ ( )g(u)x(u) duds
0 s—r1(s

" / e 9 g (s —ry(5))(1 — 1 (s)) — a(s)e(s — r(s)) ds,

para ¢ € M.
Agora mostraremos que se ¢,n € M entao A¢ + Bn € M. Considere || - || a norma

do supremo em [—r,00) de ¢ € 5, para ¢ limitada. Observe que

(AG)(®) + (Br)(0)] < wlje o s (1 + [ du) il [ g du

—ry (O) t—ry (t)

t s
- / o Il ot g ) / o) duds

lnl / Wl g(s — ry()) (1 — 7 (s)) — als)| ds
+l / e o) s
0
0
< [l fo oo (1 w0 g du) fa<l.
(0)

-7y
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desde que ||¢]| seja suficientemente pequeno.
Na sequéncia mostraremos que AM é equicontinuo. Se ¢ € M e 0 < t; < t3 com
ty — 11 < 1, entao

KA@@a—@menzKKQfﬁ%MWM@¢“@—m@»@

t1 t
‘/ eIt 9ty (5)§13 (s — ry(s) ds)
0

t1 to to to
= / e~ 29 dup (ol (s — ry(s)) ds + / e I3 9 dup()pl/3 (s — 1y (s) ds
0

t1

—/0 e St o dup ()13 (5 — 1y (s)) ds

<

to to
/ e~ J2 9 dup (ol (s — ry(s) ds

t1
t1 to ty
/ <e’ [ gy du _ -~ 11 g(u) du> b(s)p 3 (s — ry(s)) ds
0

1 t1 to
e fs gu)du e~ fs g(u) du

|b(s)| ds

o~ Jo?9wydu _ = [3" g(u)du

to "
:/ -2 9w dug (/ e |dv) ds+‘ ~Jo?gwdu _ o= f3 9(w)
t1
:/ o J12 glwydu g (/ )

t1

%_ ‘e‘f 132 g( — e jb u)(iu

b(s)| ds

t1
du / elo 9 v p(s)| ds
0

b(v)|dv | ds+

t1 .
eJo" 9l du / e~ I 9 dufp(5)]| ds
0

to to .
S/ b(s)| du (1 +/ e Jat 9wdug g ds) ’ — [ g(u)ydu _ 4
t1 th

to to
< 2/ \b(s)]du—i—oz/ g(u)du < (2K + aKy)|t; — taf.

t1 t1

Sendo assim, pelo Lema [2.15] concluimos que AM esté contido num conjunto com-
pacto em (S, |- |n)-

Agora, vamos mostrar que B é uma contragao com constante a < 1. Com efeito,
dadas ¢; e ¢o em M, temos
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(Bo)(t) — (Bo)(®)] _ [* 61 () — alu)|
m) SlpﬁﬂW) O

1 t () du s
+m/0 o It atw g(s)/s 9(0)|bn (1) — o) du st

—r1(s)

1 [ ,
+m/0 e 9 g5 i (5)) (1 — 7 () — a(s)||pr(s — 71(5)) — dals — r1(s))| ds

t I Ly P NG
S{[n@“)mwd+A “>lm@“)mwdd

b [ eyt < nen - o) - ol dsh o -
< algr — ¢afn.

Por tltimo, vamos mostrar que A é continua. Tome € > 0 e ¢ € M. Como z'/3 &
uniformemente continua em [—1,1], entdo para 7' > 0 com 4/h(T) < e, existe § > 0
tal que |21 — 22| < 0h(T") implica |z)/® —x;/:g] < g/2. Assim, para |o(t) —n(t)| < Sh(T)
e parat > T, tem-se

KA¢X%J§Anxw’Sh@yﬂffﬁwwww@nw”%s—rx@>—n“%s—rx@nds

1 T—tgudu 1/3 1/3
SEG“—{A o L9 5) 635 — r(s)) — (s — rals))|ds+

¢
+2/ |b(s)|e Js 9tw) du ds}

T
1 £ T t
<_— )= —Js9@duipN ds + 2
<_MQ{QA c o(s)| ds + 20
< 1(5 +2><5a+2a <5a+ 2c <5a+5a_ <
a2 T E o T S 2 TRy T2 T Tt

As condig¢oes do Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii (Teorema [2.38]) estao
satisfeitas e, por conseguinte, existe um ponto fixo em M da aplicagao A + B, ou seja,
existe uma solugao z(t,0,1) de (2.79) em R, tal que |z(¢,0,¢)| < 1. O

Tomando r1(t) = r1, em que r; é uma constante real e g(t) = a(t 4+ r1), obtém-se o
seguinte resultado.

Corolario 2.42. Suponha que (2.82) e (2.88) sejam satisfeitas e a condigao (2.90))

substituida pela sequinte condicao:

t t s
/ a(u+m)du+ / e Jsatutrodug g 4y / a(u+r)duds
t—ry _

0 S—r1

t
+ / o= I alutr) du () ds < g (2.96)
0

Se 1 € uma funcao continua inicial com norma Ssuficientemente pequena, entdo
existe uma solugao x(t,0,v) de (2.80) em R com |z(¢,0,¢)| < 1.



Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii 99

Observacao 2.43. Note que

3+ @8) = @3 e @E)H+E) = @95N)

Dai, podemos afirmar que o Corolério [2.42] generaliza o Teorema [2.39]

Teorema 2.44. Suponha que as condigoes (2.88), (2.89) e (2.90) estejam satisfeitas e
assuma que

¢
/ e~ 9w dup(s)ds 0 quando t — oo (2.97)
0
e
t
lim inf/ g(s)ds > —oc0. (2.98)
t—00 0

Se 1 € uma fungao inicial continua com norma suficientemente pequena, entao ([2.79)
tem uma solugao x(t,0,1), tal que x(t,0,1) — 0 quando t — oo se, e somente se,

t
/ g(s)ds — oo quando t— 0. (2.99)
0

Demonstra¢ao. Suponhamos que (2.99) seja valido e considere

N = sup{e o 9()dsy, (2.100)

>0
Todos os céalculos na demonstracdo do teorema anterior seguem para h(t) = 1
quando | - |, é trocada pela norma do supremo || - ||. Adicionemos a M a seguinte

condicao:
peM = o(t) >0 quando t— oc.

Por é possivel notar que se ¢ € M entdo (A¢)(t) — 0 quando t — oco. Além
disso, é claro que (B¢)(t) — 0 quando t — oo. Logo A¢ + Bn € M, se ¢,n € M.
Como AM ¢é equicontinuo (veja a demonstragao do Teorema , A aplica M em
um conjunto compacto de M. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii, existe
x € M tal que Ax + Bx = x. Como = € M, z(t) — 0 quando t — oo.
Reciprocamente, suponha que (2.99) nao ocorra. Entao, por , existe uma
sequéncia {t,}, t, — oo com n — oo, tal que
tn

lim g(u)du =1, para algum (€ R.

n—oo 0

tn
Podemos escolher uma constante J € RT, tal que —J < / g(s)ds < J para
0

n > 1. Para simplificar os calculos, defina

w(s) =lg(s = ()1 —ri(s)) —als)| + [b(s)[ + g(s) / 9(u)du, para todo s > 0.
s—r1(s)
t tn
Por (2.90)), tem-se / e~ " 9Wduy,(6) ds < o, de onde segue que
0

in
/ efosg(u)duw<s) ds < aefotn g(u) du < e’
0
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A sequéncia { fot” elo 9(w) d“w(s)ds} ¢ limitada, entao admite subsequéncia conver-

tn
gente. Vamos assumir que lim elo 900) diy(s)ds = p, para algum p € R, e es-
n— o0
0

¢

_ ms 0,

colher k € Z* suficientemente grande de modo que / elo 90 wy(s)ds < ﬁ para
t

n >k, onde 8 > 0 e 200Ke’ + a < 1.

Agora vamos considerar a solu¢do z(t) = z(t,t,¢) de (2.79) com 3 (ty) = dp e
[Y(s)] < 5?7 para s < tz. Devemos escolher ¢) de modo que |z(t)] < 1 para t > t; e

F 1
vit)) = [ 9&)u(s)ds = 3
t-—r1
Segue de (2.94) e (2.95) que x(t) = (Az)(t) + (Bz)(t) para n > tz. Observe que

in 1 — [ g(u) du tn tn d
w(t,) — / o(s)a(s) ds| > Shoe 7 / e~ e gy () ds(2.101)
t it

n—T1 (tn) k

1 — [ g(u) du tn d tn e d
= 5506 % — e fO g(u) u/ 6.[0 g(u) u(JJ(S) dS
t

k

Por outro lado, como a solugao x(t) de (2.79)) ¢ tal que z(t) = z(t, t;,¢) — 0 quando
t — oo, visto que t,, — ri(t,) — oo quando n — oo e ([2.90) é valida, temos que

tn
x(t,) — / g(s)x(s)ds — 0, quando n — oo,
t7L_Tl(tn)

o que contradiz (2.101)). Portanto, a condigao (2.99) é necessaria para que (2.79)) possua
uma solu¢ao z(t,0,v¢) — 0 quando t — 00, 0 que completa a prova. O

Para o caso especial em que b(t) = 0, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.45. Seja r1(t) diferencidvel. Suponha que exista uma constante o € (0,1)
e uma fun¢ao g € C(RT R), tal que para t > 0 tem-se

t—o00

t
liminf/ g(s)ds > —o0 (2.102)
0

t t s
/ g(u) du + / e Joswdug () / g(u) duds (2.103)
t 0 s

—r1(t) —7r1(s)

*AeJ”@Mm&ﬂﬁmu—ﬁ@»—amea.
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Se ¢ € uma funcao inicial continua com norma suficientemente pequena, entao
(2.80) possui uma solugao z(t,0,1) — 0 quando t — oo se, e somente se,

t
/ g(s)ds — oo,  quando t — oo. (2.104)
0

Agora, se m1(t) =1 € R e g(t) = a(t + r1), entdo obtemos o proximo resultado.

Corolario 2.46. Suponha que (2.82), (2.88) e (2.96) sdao satisfeitas e assuma que

t
/ e~ Js atutr)dup gy gg — 0, quando t — oo. (2.105)
0

Se ¢ € uma funcgdo inicial continua com norma suficientemente pequena, entdo
(2.80) possui uma solugao x(t,0,), tal que x(t,0,¢) — 0 quando t — oo se, e somente
o

se, a(s)ds = oo.
0

Observagao 2.47. A condicao (2.87) implica a condi¢ao (2.105)); disto seque que o
Corolario [2.46| generaliza o Teorema [2.40

Exemplo 2.48. Considere a seguinte equacao escalar

1
‘(t) = — t—0.25) + ——————a'3(t — ry(t 2.106
7 = ot )+ e y1e ) (2.106)
onde 5 € C(R*,[0,7]), com v > 0.
30531 t+1
Claramente, sup w =sup———— =1, ja que a fungao
t20 | 750.25)70.75 >0 6.3052¢ + 1
t+1
t>0— ——
- 6.3052t + 1

¢é decrescente. Dai segue que a condigao ([2.81]) nao ¢é satisfeita. Entao, o Teorema
e o Teorema falham para a equacgao [2.106} Por outro lado, é facil verificar que as

condigoes (2.82)) e ([2.88) sao satisfeitas para a(t) = t+0+75 e b(t) = #21#&' Ademais,
dado t > 0, temos:

t t
1
0/ a(u+r)du = / ds =In(t+1) —In(t + 0.75) < —1n(0.75),
t—r1 t

_0.2554‘1
t ; s Ca Lo
o/ ¢ Jsatutry) “a(s—i—rl)/ a(u+r1)duds:/ e Jo “—/ du ds
0 s—71 0 s+1 /0o ut1

< —In(0.75)
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t o, to 1 1 bos+1
,fs a(qurl)dub ds = / In( t+1)— ds — / d
./06 (e)ds 0 C 63052511 T 141 )y 63052541

L (/f R
14t 630523+1 6.3052s + 1
1 / 1/6.3052 N 1 "
T 1+t \J, 63052  6.3052(6.3052s + 1) = 6.3052s + 1
1 1/6.3052 In(6.3052¢ + 1)
= 1586t — 1 2+ 1
11t (0 o0t 6 3052 (080524 1) + ——anes )
1 1—1/6.3052
—— (0.1586t — In(6.3052¢ + 1
T 1+t ( 6.3052 ( i ))
1 —1/6.3052
L (oas8er - L0392 444 0.1586) — (0.1
=1 (0 586 sy (In(t+0.1586) — In(0 586))) — 0,
quando t — oo
fomando In(t + 0.1586) — In(0.1586)
n(t + 0. — In(0.
f(t)_ t—i—l ) tG[0,00),
temos f'(t) ! tl (In(t + 0.1586) — In(0.1586)) | e f'(0.8414)
m = — . - . . =
(t+1)2 \ t + 0.1586

0, de onde podemos concluir que f assume seu valor maximo em 0.8414, a saber

£(0.8414) = 1.

0.1586t 1 1-1/6.3052 1—1/6.3052
< 0.1586 <
Pl T4t " 6.3052 6.3052

t
t_1
/ e_fs u+1 du
0

= 0.1335.

Além disso,

Portanto,

ds < 0.1586 + 0.1335 = 0.2921.

6.3052s + 1

10

08

06

04

02
1

0 10 20 30 40 50

Figura 2.7: Simulagao da soluc¢do da equagao (2.106)) com ro(t) = 0.5.
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Defina @ = —21n0.75 4 0.2921 ~ 0.8681 < 1. Pelo Corolario 2.46, a equagao
possui uma solugao xz(t, 0,1), tal que x(¢,0,%) — 0 quando ¢t — oo, desde que a norma
de v seja suficientemente pequena.
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