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Resumo

Fazemos uma revisao do modelo cosmologico padrao, apresentando suas bases ob-
servacionais e mostrando os aspectos conceituais mais relevantes. Depois realizamos
uma revisao da teoria de inflacao, indicando as motivacoes conceituais que levaram
a formulacao da teoria, o mecanismo que faz possivel a inflacao césmica e como esse
processo resolve os problemas classicos da cosmologia padrao. Apds mostrar que a
inflacdo ¢ um mecanismo bem-sucedido para explicar a origem das perturbacoes de
densidade primordiais, concentramo-nos em descrever a evolucao das perturbacoes
de densidade cosmolbgica, tanto na sua fase linear como nao-linear. Além disso,
mostramos como o campo de perturbacoes de densidade linear permite predizer
estatisticamente a abundéancia e a distribuicao das estruturas coésmicas. Posterior-
mente, consideramos a expansao acelerada do universo e discutimos os candidatos
que tém sido propostos para tentar explicar a origem dessa aceleracao, especialmente
o candidato da energia escura, no qual nos detemos para revisar os modelos basi-
coS propostos com respeito a sua natureza. Adicionalmente, mostramos como sua
presenca afeta a evolucao das perturbacoes de densidade. Finalmente, baseando-
nos no modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi, fazemos uma generalizacao do modelo
do colapso esférico para estudar a evolucao nao-linear de perturbacoes de densi-

dade inhomogéneas, tanto em um universo Einstein-de Sitter como em um universo

ACDM.

Palavras chaves: Formacao de estruturas; modelo de colapso esférico; modelo de

Lemaitre-Tolman-Bondi, perturbacoes de densidade inhomogéneas.

Area de conhecimento: Cosmologia.
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Abstract

We present a review of the standard cosmological model, showing both its observa-
tional basis as well as the most revelant conceptual aspects. Subsequently, we give
an overview of the inflation theory , pointing out the conceptual motivations that
led to its formulation, the mechanism that allow the cosmic inflation and how that
process resolves the classical problems of the standard cosmology. After showing
that the inflation theory provides a successful mechanism to explain the origin of
the primordial density perturbations, we focus on describing the evolution of the cos-
mological density perturbations, both in linear and nonlinear phase. On the other
hand, we show how the linear density perturbation field allows to predict statisti-
cally the abundance and distribution of the cosmic structures. Next, we consider
the accelerated expansion of the universe and mention the candidates that have
seen proposed to try to explain the origin of the acceleration; especially the dark
energy candidate, in which we pause to examine the basic models proposed about its
nature. Further, we expose how its presence affects the evolution of the density per-
turbations. Finally, based on the Lemaitre-Tolman-Bondi, we make a generalization
of the spherical collapse model to study the evolution of inhomogeneous nonlinear
density perturbations, both in an Einstein-de Sitter as AC' DM universe.
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Introducao

Entender a formacao de estruturas em grande escala, como galaxias, aglomerados de
galaxias e super-aglomerados de galaxias, ¢ um dos maiores desafios da cosmologia
atual. Suas pesquisas serao usadas para determinar os parametros cosmologicos
fundamentais em futuros levantamentos do desvio para o vermelho de galéxias, tais
como o Dark Energy Survey [1], o Large Synoptic Survey telescope [2], o Euclid
Survey [3] e DEEP2 Redshift Survey [4]. Além disso, oferece um cenério para a fisica

de particulas testar teorias sobre a natureza da matéria escura e energia escura.

A imagem fundamental para a formacao de estruturas em grande escala sugere que
pequenas perturbacoes geradas por flutuacoes quanticas na fase inflacionaria crescem
na matéria escura para formar pogos de potencial gravitacional onde os barions caem
posteriormente. A parte linear desse processo na matéria escura é bem entendida
e descrita pela teoria das perturbagoes lineares [5, 6]. No entanto, a etapa nao lin-
ear nao admite um tratamento com estes métodos perturbativos, mesmo nos casos
em que apenas a matéria escura estd presente. Entao, usualmente se apela a sim-
ulacoes numéricas de N-corpos com o fim de obtermos a distribuicao de massa de
grandes halos de matéria escura. Infelizmente, estas simulagoes sao custosas; por-
tanto é desejavel uma ferramenta simples para poder determinarmos propriedades
de halos de matéria escura. Tal modelo é conhecido como o modelo do colapso
esférico [7]. Nesse modelo extremamente simples, uma perturbagdo esféricamente
simétrica e homogénea, chamado perfil de densidade top-hat, evolui dentro de um
universo homogéneo em expansao. Os argumentos de simetria mostram que pode-se
considerar a regiao sobredensa como um mini-universo de curvatura positiva. Con-
sequentemente, a equacao de continuidade e de Raychadhury podem ser usadas para
descrever a evolucao da densidade e o raio da perturbagao esférica [8, 9]. Quando
esta se combina com o formalismo de Press-Schechter [10], este marco fornece uma
base estatistica para a formacao de estruturas, da qual a densidade de ntmero de

halos de matéria escura podem ser estimados.

O modelo de colapso esférico tem sido recentemente usado para estudar a formagao

de estruturas em modelos com uma simples modificacao tipo Yukawa da gravidade



[11], em modelos f (R) [12], em cosmologia de branas [13], em modelos que permitem
flutuacoes de energia escura [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24| e em os modelos
chamados de camaledo [25].

O objetivo deste estudo é relaxar a suposicao de um perfil top-hat e estudar a
evolucao nao-linear de uma perturbacao esférica inhomogénea en um marco com-
pletamente relativista. Para cumprir com esse objetivo, empregaremos o modelo
de Lemaitre-Tolman-Bondi [26, 27, 28|, que procura descrever um universo inho-
mogéneo e isotropico. Este modelo foi pouco usado desde sua publicacao até a
descoberta da expansao acelerada do universo [29, 30]. A partir desse momento foi
revivido para tentar explicar tais observagoes [27, 28, 31, 32, 33, 34]. Para nossa fi-
nalidade, o aplicaremos nao para um universo inteiro, mas para descrever a evolucao

de perturbagoes de densidade [35].



Capitulo 1

Modelo Cosmoloégico Padrao

A cosmologia padrao é uma teoria bem-sucedida, que resulta de aplicar a relatividade
geral a um universo homogéneo e isotropico. Ela fornece uma descricao apropriada
do universo observavel, desde as primeiras fracoes de segundo depois do Big Bang
até o presente. A cosmologia padrao descreve a origem, a geometria, a evolucao,
a composicao, estrutura e o possivel futuro do universo. O conjunto de evidéncias
observacionais que sustentam a teoria sao: a expansao do universo, percebida pelo
desvio para o vermelho de galaxias distantes, a nucleossintese primordial, confirmada
pela observacao da abundancia de elementos leves como Hidrogénio, Deutério, Hélio
e Litio, a radiacao de fundo de microondas, e a formacao de estruturas cosmicas,

sua abundancia e distribuicao.

1.1 Bases Observacionais

1.1.1 A expansao do universo

A expansao do universo é a carateristica mais fundamental da cosmologia padrao.
Foi descoberta em 1929 por Edwin Hubble e joga um papel importante na cosmologia
observacional. As galaxias que pertencem a outros aglomerados de galdxias estao
se afastando de nos com uma velocidade que é proporcional & distancia que se
encontram de nés. Este comportamento é revelado pelo red shift do espectro da luz
que nos chega dessas galaxias e é expressado pela lei de Hubble. Se todo o espaco
se expandir a mesma escala em um intervalo de tempo dado, entao as galdxias se
expandirao umas com respeito as outras, de maneira que, as galaxias distantes se
moverao relativamente mais rapidamente do que as galaxias proximas. A lei de
Hubble é o comportamento esperado para um universo homogéneo e isotrépico em

expansao, tal como é corroborado pelas observagoes.



1.1.2 A abundancia de elementos leves

A nucleossintese é a formacao de ntcleos atomicos leves que resulta da fusao de
protons e néutrons. Essas reacoes nucleares tomaram lugar entre os 0,01 segundos
e 3 minutos depois do Big Bang, a uma temperatura aproximada de 10 MeV até

0,01 MeV, resultando na producao de quantidades substancias de Deutério, com

uma propor¢do relativa de & ~ 107°, de Hélio 3, com :sge ~ 1075, de Hélio 4,

com 456 ~ 0,24, e de Litio 7, com % ~ 107'°. A abundancia predita depende

da densidade de matéria presente nesse momento. A comparacao e concordancia da

abundancia predita e observada para estes 4 is6topos fornece uma confirmacao muito
poderosa da cosmologia padrao. A nucleossintese, de fato, fornece a determinacao

mais precisa da densidade de bérions a qual é €, ~ 0,0449 [36] .

1.1.3 A radiagao coésmica de fundo (RCF)

A teoria do Big Bang prediz que o universo primordial foi um lugar muito quente.
Quando o universo se expande, a radiagao se esfria; portanto o universo deveria estar
permeado por uma radiacao que é o calor remanecente deixado desde o Big Bang,
chamada a RCF. A RCF fornece a evidéncia de que o universo comeg¢ou com um Big
Bang quente. A medicao do espectro de energia, feitas no presente, sao consistentes
com a de um corpo negro a T ~ 2,725 K [37]. Tal temperatura corresponde a
uma densidade de ntimero para os fétons de n ~ 422 em=3. O alto grau de isotropia,
2L ~ 1077 [37], prové uma evidéncia forte para o nivel de homogeneidade e isotropia
em larga escala do universo observéavel e também fornece uma evidéncia importante
das condigoes presentes no universo com um red shift de z ~ 1100, correspondendo
a uma idade do universo de t ~ 3,8 x 10° anos. As perturbacoes de densidade
primordiais necessarias para iniciar a formacao de estruturas resulta em flutuagoes de
temperatura na RCF'. Tais anisotropias da RCF fornecem uma confirmacao poderosa

das teorias de formacao de estruturas.

1.1.4 As estruturas coésmicas

Apesar que o universo é homogéneo para escalas maiores que 100 Mpc, em escalas
menores o universo atual é muito inhomogéneo. Este contém inhomogeneidades
como galaxias e aglomerados de galédxias. A densidade dentro de uma galaxia é
cerca de 105 vezes maior que a densidade média do universo e dentro de um aglom-
erado de galaxias é cerca de 10% vezes [38]. A cosmologia padrao fornece um marco

para entender a formacao de estruturas coésmicas tais como galaxias e aglomerados



de galaxias observados atualmente no universo. Ela assume a existéncia de pequenas
perturbacoes de densidade presentes no universo, que depois por instabilidade grav-
itacional amplificaram-se e terminam dando origem a estruturas césmicas. Os val-
ores preditos pelas teorias de formacao de estructuras dentro do marco da cosmologia
padrao concordam com os parametros associados as estruturas cosmicas observadas
e além disso prediz sua abundancia e distribuicao observada. Este mecanismo de

instabilidade gravitacional é uma parte geralmente aceita da cosmologia padrao.

1.2 Cinematica do Espaco-Tempo no Modelo Cos-

molégico Padrao

1.2.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

As observacoes cosmolbgicas tém demostrado que o universo observavel é estatisti-
camente homogéneo e isotrépico em largas escalas. A métrica de FRW é a maneira

matematica de expressar as nogoes de homogeneidade e isotropia do espago-tempo.

Para obter a métrica de FRW fazemos as seguintes consideragoes:

1. O espago-tempo ¢é dividido em tri-superficies com ¢ = constante;
2. Cada tri-superficie ¢ homogénea e isotropica;

3. Em cada tri-superficie colocamos um sistema de coordenadas comoével para eti-

quetar a posi¢ao de um objeto com um conjunto de coordenadas x* = (r, 0, ¢);

4. A coordenada t é o tempo préoprio do objeto.
O elemento de linha na tri-superficie é

do® = f;; (t) dz'dx? (1.1)

e usando a isotropia espacial

fij (8) = a® (t) by (1.2)

na qual h;; ¢ independente do tempo. Portanto, o elemento de linha do espago-tempo

completo é



ds® = dt* — 2go;da’dx’ — a® (t) hijda'da? (1.3)

Os elementos gg; sao zero porque o vetor €; é tangente a linha de mundo da galaxia

e o vetor €; é tangente a tri-superficie ¢ = constante. Portanto

goi = €0€; =0 (1.4)

tal que

ds® = dt* — a® (t) hy;da'da’ (1.5)

A métrica h;; descreve a tri-superficie isotropica ao redor de qualquer ponto, em
particular é esféricamente simétrica em torno da origem e portanto escolhemos co-

ordenadas esféricas, de forma que

di? = hyda'da? = eV dr? +r* (d6* + sin® 0dy?) (1.6)
Calculando o escalar de curvatura para esta métrica, obtemos
SR= 2 {2 2r0,\ (r) — 1] + 1} (1.7)
=3 . .

Da homogeneidade espacial, tomamos o escalar de curvatura constante, de maneira

que

*R = 6k (1.8)
A solucao a (1.7) e (1.8) &
. 1
62)\( ) = m (19)

na qual M é uma constante de integracao. Pelo principio de equivaléncia, g, — 1

quando » — 0 , de maneira que M = 0. Por conseguinte, a métrica global resulta

dr?
1—kr?

ds* = dt* — a® (t) { +r? (d6* + sin® Odgoz)} (1.10)

a qual é chamada a métrica de Friedmann-Robertson-Walker.



1.2.2 Movimento de particulas

Considere uma particula movendo-se com uma quatro-velocidade u® = (u°, u’) com

respeito ao sistema comovel, a qual segue uma geodésica descrita por

dOé
7%;—%I“Ju u =0 (1.11)

Consideremos a componente o = 0; neste caso, a nica componente nao nula da

5 0 aT0 — Ry 2 oty 5
conexao [, & I, = ¢hi;, e como u® = hju'v!, a equagao (5.76) resulta

du® ¢
é%+gﬁ:0 (1.12)

Como (u°)* — u? = 1, entdo u’du® = udu ¢ a equacio (1.12) pode ser escrita como

1ldu a
——+-u=0 1.13
u® ds * a" (1.13)
Ja que u® = %, a equacao (1.13) resulta % + % =0, a qual tem como solucao
! (1.14)
U X — X
a

Portanto, para particulas movendo-se livremente no espacgo-tempo de FRW, suas
velocidades peculiares tendem a desaparecer pela expansao do universo, tendendo

a0 repouso com respeito ao sistema comovel.

1.2.3 Propagacao da luz

Suptinhamos que um raio de luz que foi emitido em um tempo t; por uma galaxia
localizada em r; é recebido em um instante t;. Uma seguinte onda é emitida no
tempo t; + dt; , a qual é recebida no tempo tq + dty. JA que a luz se propaga sobre

a geodésica nula ds? = 0, temos

©odt fotdto gy n dr _
/tl m a /tl-f-dtl m _/O ﬁ = f(r) (1.15)

Como dt; e dty sao pequenos com respeito a escala de tempo da expansao, obtemos

dt _ dtq (1.16)




Ja que dt, e dty sao o intervalo de tempo proprio para a emisao e recepcao dessas
ondas, resulta que o comprimento de onda dos raios de luz é (em unidades ¢ = 1)
)\1 = dtl e )\0 = dt07 tal que

A t
do _ albo) (1.17)
)\1 a (tl)
Se nos definirmos o desvio para o vermelho, como z = ’\DA;IAI, resulta que
a (to)
1+ 2= 1.18

Este desvio para o vermelho é um efeito Doppler devido & expansao do espaco.

1.2.4 Tipos de espaco

Pode ser mostrado que a distorsao correspondente do espacgo, devido aos efeitos
gravitacionais da matéria e a energia, pode ter apenas uma de trés formas possiveis.

De (5.75), consideremos o elemento de linha da tri-superficie ¢ = ¢,

2

d
do® = a® (ty) {1 Tk 5 + 77 (df” + sin® 9d<,02)} (1.19)
— RT

Do elemento de linha (1.19) ha trés tipos diferentes de espaco, correspondendo a

diferentes valores de k.
e Caso k = +1 o universo fechado.
Fazendo a mudanca de varidvel r = sinl , o elemento de linha (1.19) pode se escrever

do® = a® (to) {dI* + sin* [ (df” + sin® Bdyp?) } (1.20)

Este é o elemento de linha de uma tri-superficie esférica cujo volume correspondente

é

V= [ gdr=2ra"(t) (1.21)
R3
Em um universo fechado ha um ntmero finito de galaxias.

e Caso k = 0 o universo plano.



O elemento de linha (1.19) resulta

do® = a® (to) {dr* + r* (d¢? + sin”® 0dy?) } (1.22)

Este elemento de linha descreve uma tri-superficie plana cujo volume associado é
V=[] gdr=c0 (1.23)
R3
Em um universo plano hd um nimero infinito de galaxias.
e Caso k = —1 o universo aberto.
Fazendo a troca de variavel r = sinh, o elemento de linha (1.19) torna-se

do® = a’ (to) {dI* + sinh® [ (d6” + sin® 6d?) } (1.24)

Esse elemento de linha descreve uma tri-superficie hiperboélica cujo volume corresp-
ndente é

V= /R3 Vodir = oo (1.25)

Em um universo aberto ha um ntimero infinito de galaxias.

1.2.5 Distancia prépria

Para k = +1,0,—1 & possivel definir a distancia entre duas galaxias, chamada
distancia propria ou fisica, denotada por s (t). Se etiquetarmos uma galdxia como
a origem, com coordenadas r = 0, e outra galaxia com coordenadas (7,0, ), ambas

no sistema comével, entdo, da métrica (5.75) nos obtemos

(to) = a(to) / el (1.26)
s =a e .
0 0 0 1— kr?2
e Para k = +1, e estabelecendo r = sinl
s (tg) = a(ty) arcsinr (1.27)

e Para k=0



s(tg) =alty)r (1.28)
e Para k = —1, e fazendo r = sinh|

s (tg) = a(ty) arcsinhr (1.29)

Se quisermos a distancia propria em qualquer tempo t , escrevemos

s(t) = ) s (to) (1.30)

Derivando a expressao (1.30) com respeito ao tempo, obtemos

ds(t)  a(t) a (t) { a(t)

v(t) = —; —ms(to)zm alto)

Mm}:st@ (1.31)

na qual H (t) = % ¢ chamado o parametro de Hubble. A relagdo (1.31) é conhecida

como a lei de Hubble.

Esta lei governa para escalas de longitude maiores do que 100 M pc, na qual o universo
é estatisticamente homogéneo e isotropico. A estas escalas, a velocidade de expansao
das galaxias domina qualquer movimento local ou velocidades que elas poderiam
adquirir da atragao gravitacional de outras galdxias proximas. A escalas menores do
que 100 Mpc, o movimento de galaxias proximas é dominado pelas inhomogeneidades
no campo gravitacional, o qual leva a movimentos locales que resistem a expansao de
Hubble. A velocidade destes objetos relativo ao sistema comédvel é conhecida como
velocidade peculiar. Em conclusao, a lei de Hubble é valida apenas para escalas de

homogeneidade.

1.2.6 Distancia de Hubble

Consideremos a lei de Hubble

v(t) = H(t)s(t) (1.32)

Esta relacao nos diz que a velocidade de recessao de uma galéxia é proporcional a
distancia prépria. Agora, considere uma distancia tal que a velocidade da galaxia é

a velocidade da luz (em unidades ¢ = 1)

1= H(t)s(t) (1.33)
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Portanto,

d=s(t)=H"'(t (1.34)

Essa é chamada a distancia de Hubble, a qual define o horizonte de Hubble. Toda
galaxia localizada na superficie do horizonte de Hubble se afasta de nos a velocidade

da luz.

1.2.7 Distancia ao horizonte

Um universo em expansao tem um horizonte de particulas [39, 40, 41], uma fronteira
além da qual a comunicacao causal ndo pode acontecer . A distancia ao horizonte
pode ser definida como a distancia méxima que a luz tem viajado desde o Big Bang

até o presente. A distancia ao horizonte define o universo observavel.

Considere um raio de luz viajando radialmente desde o Big Bang, o qual tem asociado
coordenadas(0, r), até o presente, o qual tem associado coordenadas (¢,0). Como os

raios de luz descrevem geodésicas nulas, resulta que
t / T /
dt dr
/ — = / —_ (1.35)
o a(t)  Jo V1I—kr?
e a distancia propria desde nos » = 0 até o horizonte r = rj, resulta

i = /0 Jamdr = a () /0 \/16[%/]%/2 —a(t) /Ot Rdé,) (1.36)

Se a integral a direita converge no limite ¢ — 0, nés obtemos um horizonte de

particulas. Se diverge, d;, é infinito e o universo completo estd causalmente conec-
tado.

1.3 Dinamica do Espacgo-Tempo de Friedmann-
Robertson-Walker

No6s mostraremos que o fator de escala a (t) é determinado pelas equagoes de Ein-
stein, dependendo do contéudo material do universo que consideremos. Assumimos
que a distribuicao material no universo ¢ homogénea e isotropica, representada pelo

tensor de energia-momento de um fluido perfeito.
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1.3.1 Equacgoes basicas

Consideremos as equacoes de Einstein

Gap = 87GTy, (1.37)

na qual

Ty = (p + p) Uty — PYap (1.38)

é o tensor de energia-momento de um fluido perfeito, p é a densidade, p é a pressao,

e gap € a métrica de FRW.

Para a componente t — t obtemos a equacao de Friedmann

a> k  8rG
2oL 20 1.39

Para a componente r — r obtemos

a a® k
254-&—1-?:—87?6;]) (1.40)

As equagdes para as componentes 6 —0 e ¢ — ¢ sdo iguais a equagao (1.40), enquanto

as equacoes para as componentes 0 — ¢ sao idénticamente zero.
Consideremos a equacgao de continuidade
VI =0 (1.41)

Para a componente ¢ obtemos a equagao

p+3g (p+p) =0 (1.42)

Podemos combinar a equagao (1.39) e (1.40) para obter

t T o+ 3) (1.43)

a qual é conhecida como a equacao de aceleracao.

Assumimos também uma equacao de estado

p=wp (1.44)



1

onde w é um parametro, que para a radiagao tem o valor w = 3 e para a matéria

w = 0.

Nos temos quatro equagbes com as incognitas a (t), p (t) e p(t), tal que o sistema
resulta indefinido. Como as equacoes de Einstein sao relacionadas com as equagoes
de continuidade pelas identidades de Bianchi, entao ¢ usual escolher as equacoes
(1.39), (1.42) e (1.44).

Dividindo a equagao de Friedmann (1.39) por H, podemos rescrevé-la como

k
a3 = Q) -1 (1.45)
na qual 2 = ﬁ é o razao entre a densidad e a densidade critica p. = %.

Ja que H?a? > 0, ha uma correspondéncia entre o sinal de k e €2, as quais sdo

k=4+1—-Q>1 (1.46)
k=0—-Q=1 (1.47)
k=-1-0<1 (1.48)

Portanto, um universo com uma densidade igual & densidade critica tem curvatura

espacial zero.

Definamos o raio fisico de curvatura do universo. E claro que os efeitos de curvatura
_1 ) _1
sdo significativos para r ~ |k|”2 , de maneira que Ry, = a(t)|k| 2. Usando a

equagao (1.45) obtemos

Hfl

Rcu'r:—1
2 =12

(1.49)

Um universo com densidade proxima a densidade critica 2 — 1 é quase plano
Reyr — 0.
1.3.2 Solugoes para a(t) e p(t)

Das equagoes (1.39), (1.42) e (1.44) podemos encontrar as solu¢oes para o fator de

escala e a densidade para diferentes contéudos materiais do universo.

e Universo dominado por radiacao
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at) = ao (}) o (1) :Po{a—t)}4 (1.50)

e Universo dominado por matéria

£\ a(t)”

c=-a(r)  s0-m{"2} (151
0 ao

Da forma para o fator de escala, e usando as equagoes (1.34) e (1.36), sao obtidas a

distancia de Hubble e a distancia ao horizonte de particulas.

e Para radiacao

dy = 2t dp, = 2t (1.52)
e Para matéria
3
d; = §t dy, = 3t (1.53)

Notemos que na época dominada por radiacao, d; e d, aumentam a mesma veloci-
dade, de maneira que o horizonte de Hubble concorda com o horizonte de particulas

no universo cedo.

Atualmente, o universo observavel tem uma distancia de Hubble de 13,7 x 10° anos-
luz, e a distancia ao horizonte de paticulas é de 46 x 10 anos-luz. As galaxias que
se encontram entre a esfera de Hubble e o horizonte de particulas estao se afastando

de n6s com uma velocidade de recessao maior do que a velocidade da luz.

1.3.3 1Idade do universo
Os astronomos estimam a idade do universo de dois modos:

1. Estudando as estrelas mais antigas.

2. Medindo a taxa de expansao do universo.

Usando o segundo modo, a equagdo (1.39) pode ser integrada para obter a idade do

universo em funcao dos parametros cosmoldgicos atuais.

1 T dx
t=— i 1.54
. / (1.54)

2
-

)
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onde Hy ¢ o parametro de Hubble no presente, QY ¢ o parametro de densidade de
cada componente no presente, e w; € o parametro da equacao de estado de cada
componente. A idade do universo corresponde a z = 0. Segundo as observacoes

atuais, a idade do universo corresponde a to = 13,75 x 10% anos [36].

1.4 Termodinamica do Universo

Durante a histéria passada do universo, a maioria dos constituintes do universo

estiveram em equilibrio térmico.

1.4.1 Equilibrio termodinamico

Na cosmologia padrao, o universo primordial é considerado homogéneo e isotropico,
prenchido com um gas em equilibrio térmico, o qual esta constituido por todas as

particulas do modelo padrao.

A densidade de energia p e a pressao p de todas as particulas em equilibrio podem

ser expressas em termos da temperatura 7' da radiagao eletromagnética [41] como

7T2

1
p=3p=g559-T" (1.55)

na qual

=Yoo (7) +55a(7) 19

i=b i=

conta o nimero total de graus de liberdade sem massa efetiva entre particulas bosoni-
cas e fermionicas do modelo padrao. A soma corre sobre as particulas com massa

m; < T , ou seja, particulas relativistas.

Para T' <« 1 MeV, as tnicas particulas relativistas sao os trés tipos de neutrinos e

o féton, assim que, g, = 3.36;

Para 1 MeV < T < 100 MeV, o elétron e o positron sao graus de liberdade rela-

tivistas adicionais, portanto g, = 10.75;

Para T > 100 MeV, todas as particulas do modelo padrao sao relativistas, de

maneira que g, = 106.5.
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1.4.2 Entropia

A entropia em um volume comével prové uma quantidade muito 1til durante a
expansao do universo. Aplicando a primeira lei da termodinamica ao volume comovel
V = a®(t), obtemos

TdS = d(pV) + pdV (1.57)

na qual p e p sao a densidade e pressao em equilibrio. Usando a condigao de inte-

grabilidade
0?8 0?8
= 1.
arov. — ovor (1.58)
resulta que
dp =L Par (1.59)
T
Substituindo (1.59) em (1.57), obtemos
p+p
=dq—— 1.
is—afny) a0

Se compararmos esta equacao com (1.42), concluimos que em equilibrio térmico
a entropia por volume comoével é conservada, portanto a expansao do universo é

isentropica.

Definamos a densidade de entropia como

S
—-=— 1.61
=T (1.61)
J& que a densidade de entropia é dominada pela contribuicao de particulas relativis-

tas, resulta que

2 2
s = %Q*T3 (1.62)

Como S = a®s é conservada, temos que:

1) g.a®T® = constante durante a expansdao do universo, portanto

T xg.%a" (1.63)
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O fator g, aparece porque, quando uma particula torna-se nao relativista e desa-
parece, sua entropia é transferida as particulas relativistas ainda presentes no plasma
térmico, causando uma disminuicao mais lenta da temperatura. Se g, for constante

se recupera o resultado conhecido T' o< a™*.

2) a® o< 57! e como o niimero de particulas em um volume comovel ¢ definido como

a’n, onde n é a densidade de niimero das particulas, é Gtil definir a magnitude

N=l (1.64)
S

Se as particulas da espécie nao estiverem sendo criadas nem destruidas, entao n sera

constante.

A entropia do universo é

Sy = Vys =~ a*T? (1.65)

De acima, sabemos que a1’ = ag1y, tal que

Sy ~ adTs ~ 10% (1.66)

O tamanho do horizonte de particulas em uma época dada, é comvencionalmente

expressa em termos da entropia dentro de um volume de horizonte:
e Durante a época dominada por radiacao

A distancia ao horizonte de particulas esta dada por (1.52) e a densidade de entropia

por (1.62), tal que

4rt3 _1 3
Sp=sVh~s 7; ~ g, ? (%) (1.67)

onde m, é a massa de Planck.
e Durante a época dominada por matéria

A distancia ao horizonte estd dada por (1.53) e a densidade de entropia por (1.62),
tal que

473

Sh = sV ~ s~ 108 (Qph?) 72 (14 2) 75 (1.68)

088

Hoje o universo contém uma entropia da ordem de Sy =~ Sj, =~ 10°°, e no universo

. . . . . 3
primordial o horizonte de particulas conteve uma entropia da ordem de S}, ~ (%) )
Como veremos no proximo capitulo, esta diferenca é problematica para a cosmologia

padrao.
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Capitulo 2
Teoria da Inflacao

A cosmologia padrao é uma teoria bem-sucedida que fornece uma descricdo apro-
priada do universo observavel desde os primeiros segundos depois do Big Bang até
o presente. No entanto, sugere e deixa aberto um niimero de perguntas importantes
que nao podem ser respondidas. Portanto, estes defeitos necessitam ser atendidos.
Tentar resolver esses problemas foi a motivagao para formular a teoria da inflagao. A
inflacao é uma fase de expansao acelerada de 1072 s do universo primordial quando
a gravidade atua de forma repulsiva. Durante esta fase, um dominio homogéneo
de 10733 cm cresce até atingir um tamanho maior do que o universo observével
[42, 43, 44, 45]. Devido & importancia da inflacio como um mecanismo para gerar
perturbacoes de densidade no universo primordial, faremos uma revisao das moti-
vacoes fisicas que levaram a teoria de inflacao, a dindmica da teoia para resolver os
problemas da cosmologia padrao e apresentamos de um modo heuristico o modo no

qual a inflagdo gera tais perturbacoes.

2.1 Problemas da Cosmologia Padrao

A cosmologia padrao requer a suposicao de condicoes iniciais muito precisas para
ter sucesso, as quais sao problemaéaticas por varias razoes. Primeiro, o universo pri-
mordial se assume altamente homogéneo, apesar que dominios separados estiveram
causalmente desconectados. Segundo, o valor inicial do parametro de Hubble deve
estar ajustado com extraordinaria precisao para produzir um universo tao plano
como o universo observado. Terceiro, se assume que o modelo padrao da fisica
de particulas provém de uma teoria de grande unificacao; neste caso, uma grande
quantidade de monopolos magnéticos teriam sido produzidos no universo primordial,

contribuindo demasiadamente & densidade atual do universo. Quarto, é assumido
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sem explicagao a existéncia de pequenas perturbacoes de densidade que posterior-

mente deram origen as estruturas cosmicas.

2.1.1 Problema do horizonte

O espaco-tempo de FRW ¢ a solucao para um universo homogéneo e isotropico.
A indicacao mais precisa da homogeneidade do universo é fornecida pela radiagao
cosmica de fundo, a qual ¢ uniforme uma parte em 10° [37]. Se o universo fosse
inhomogéneo e a expansao anisotrépica, anisotropias de temperatura comparével

existiriam na RCF.

Se o universo completo esteve em contato causal durante a superficie de ultimo
espalhamento (SUE), processos microscopicos como o espalhamento de Compton
suavizaram qualquer flutuacao de temperatura, de maneira que uma RCF com tem-
peratura uniforme teria resultado. No entanto, dentro do contexto da cosmologia

padrao isto nao péde haver acontecido devido & existéncia do horizonte de particulas.

Nos podemos expressar o tamanho do horizonte de particulas antes da recombinagao
em termos da equacdo (1.67), e depois da recombinagdo como (1.68). Observe
que a entropia contida dentro do horizonte de particulas em tempos pequenos foi
muito menor do que a atual, ao redor de Sy ~ 10%%. Na época da nucleossintese,
T ~ 10'° MeV, e a entropia dentro do horizonte foi S, ~ 10%. Como a entropia
do universo é conservada, significa que o universo observavel esteve constituido por

10%?° dominios causalmente desconectados na nucleossintese.

Na época da recombinacao, 7'~ 0.3 eV, e a entropia dentro do horizonte de particu-
las foi Sy =~ 10®3. Isso significa que o universo observavel consistiu de 10° dominios
causalmente desconectados na recombinacao. Portanto, a distancia de Hubble na
recombinacdo subtende um angulo de 1 grau sobre o céu de hoje [8, 39, 41]. Por-
tanto, quando nos detectamos RCF com uma separagao angular maior do que isso,
estamos detectando RCF que nunca esteve em contacto causal. Apesar disso, a RCF

é uniforme em todo o céu. Esse é o problema do horizonte.

2.1.2 Problema da planura

As observagoes atuais conferem um valor a )y muito proximo a unidade. Além

disso, {2 varia com o tempo como

__|A]
- H2q2

€2 (t) — 1 (2.1)
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Essa equacao tem implicagoes profundas se considerarmos o caso k # 0. Observe

que

Q2 (107 *seg) — 1| = 107 (2.2)
1 (1seg) — 1| = 1071 (2.3)
0s quais implicam que
Rewr (107%seg) ~ 1074, (2.4)
Reur (1seg) ~ 108, (2.5)

O universo, visto no contexto das condicao iniciais, foi muito especial.

Se a quantidade (2.2) for da ordem da unidade, um universo fechado, k > 0, teria
alcancado seu tamanho maximo na ordem da escala de Planck, e um universo aberto,
k < 0, teria alcangado uma temperatura de 3 K em um tempo de 107 s [41]. Um
universo pode sobreviver 10!° anos apenas através de ajuste fino do valor inicial
de H. Na cosmologia padrao, essa condicao inicial incrivelmente precisa deve ser

assumida sem explicacao. Esse é o problema da planura.

2.1.3 Problema dos monopolos magnéticos

Existe um problema na cosmologia padrao quando assume-se que o modelo padrao
da fisica de particulas provém de uma teoria de grande unificacao. Dentro do con-
texto das teorias de grande unificacao, hd uma variedade de particulas pesadas e
estaveis, as quais teriam sido produzidas no universo primordial e contribuido de-
masiadamente & densidade de energia atual, 2, > 1. O exemplo mais notével
sao os monopolos descobertos por 't Hooft e Polyakov. Estes monopolos tém uma
massa 10'6 vezes a massa do proton. Isto ¢ problematico para a cosmologia padrao,
porque é dificil encontrar um mecanismo que erradique estes residuos que teriam

sido produzidos no universo primordial.

2.1.4 Problema das estruturas

O universo atual é estatisticamente homogéneo e isotropico em escalas maiores do

que 100 Mpc. Em escalas menores esta constituido por galaxias e aglomerados de
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galaxias, resultando inhomogéneo. Essas estruturas foram criadas a partir de peque-
nas perturbagoes de densidade presentes na SUE, as quais comecaram a crescer por
instabilidade gravitacional, para depois colapsar e formar as estruturas que vemos
hoje. Como se originaram essas pequenas inhomogeneidades? A cosmologia padrio
somente postula sua existéncia, porém nao oferece um mecanismo fisico que origine

essas pequenas pertubacoes de densidade. Esse é o problema das estruturas.

A natureza desses problemas aponta na direcao na qual a cosmologia padrao deve
assumir condicoes iniciais muito especificas para descrever o umniverso. E claro,
qualquer tentativa de resolver os problemas que envolva condicoes iniciais pode
ser adiado até entender a cosmologia quantica. Contudo, o propdsito da teoria de
inflacdo, uma teoria cosmologica baseada na gravidade classica, € mostrar que esses
problemas podem ser evitados se o universo sofrer uma fase de expansao exponencial
extremamente rapida abaixo da escala de Planck, e assim explicar as propriedades
do universo atual, independentemente das condigoes iniciais. Essa fase de expansao
exponencial é denominada de inflagao.

2.2 Dinamica da Inflacao

A dindmica do campo escalar é a chave para entender o mecanismo da inflagdao
no universo em expansao. A caracteristica essencial da inflacao é a evolucao lenta
de um campo escalar através de um potencial suficientemente plano, até alcancar
seu minimo e comecar a oscilar ao redor deste. Atualmente a maioria dos modelos

inflacionarios estao baseados sobre este principio de “slow roll”.

Para analisar a evolucao do campo escalar facamos as seguintes consideragoes:

e Espaco-Tempo FRW de fundo, com uma taxa de expansao

k  8rG
H? + — = — 2.6
+ CL2 3 p¢> ( )
onde py é a densidade do campo escalar.
e Campo escalar homogéneo em uma escala d;, com um valor inicial
¢i=0 (2.7)

onde o estd associado com a escala de energia a qual se produz inflagao.

e Densidade lagrangeana de um campo escalar homogéneo, dada por
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L= 30,00~V () = 3¢~V (9 (28)

e o tensor de energia-momento para um campo escalar

T," = 0,60"¢ — 8,"L (2.9)
com Componentes
0 Ly
To" =pg = 5925 +V(¢) (2.10)
10 =5 =6 (37 -V () (211)

e A equagao dinamica para o campo ¢ é obtida da equacao de Euler-Langrange

¢+3Hd+Td+V (¢)=0 (2.12)

O termo Fé nao provem da densidade lagrangeana (2.8) e necessita uma explicagao
adicional. As oscilagoes do campo ¢ ao redor do seu minimo corresponde a particulas
¢ de massa my = V" (¢), a qual decai devido & criacdo quantica de particulas de
otros campos que se acoplam a ¢. O amortecimento destas oscilagoes pela criacao
quantica de particulas é equivalente ao decaimento de particulas ¢ nas outras mais
leves a qual elas se acoplam, e a quantidade I é a taxa de decaimento das particulas

associadas ao campo ¢ e 7 = I'"! & sua vida média [46, 47, 48].

A equacao dinamica (2.12) tem dois regimes diferentes, cada um dos quais tem uma

solucao analitica.

e Inflagdo: O campo ¢ move-se lentamente ao minimo de V (¢), enquanto o
universo primordial sofre uma fase de expansao acelerada extremamente breve,

durante a qual a gravidade atua como uma forca repulsiva e o universo se esfria.

Durante esta fase o termo de friccao de Hubble é muito grande e portanto o campo
evolui lentamente, resultando que o termo 3H gé > ée entao a equacgao dinamica é
dada por

3H) =V (¢) (2.13)

Devido a evolucao lenta do campo, sua energia cinética serd menor do que a sua
energia potencial, %¢2 < V (¢), portanto as expressoes (2.10) e (2.11) podem ser
reescritas como p, = —pgs = —V (¢).
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Por outro lado, como o tensor de energia-momento é 7" = p,g"”, o qual satisfaz a

lei de conservagao V,T"" =V ,g"” = 0, resulta que pg = constante.

As condigoes para desprezar ¢ e %(f requerem que

‘v” (gb)‘ < 9H” (2.14)
'mp%‘ < (487)? (2.15)

as quais sao conhecidas como condicoes de slow-roll. Como consequéncia destas

condigoes obtemos que a taxa de expansao é

8T
H*~ —V 2.16
Integrando a equacdo (2.16) obtemos
a(t) = age (2.17)

Este estado de expansao exponencialmente rapido do universo é conhecido como
inflacao.

De (2.13) e (2.16) calculamos o ntimero de e-folds de crescimento no fator de escala
quando o campo ¢ desliza sobre seu potencial, desde o valor ¢;, o qual é o valor
do campo quando comeca a inflacao, até ¢, o qual é o valor do campo quando as
condicoes de slow-roll sao violadas:

ay 8t [PV ()
Para 0 modelo de inflagdo cadtica com um potencial V (¢) = im?¢?, o universo

experimentou um crescimento de 101" vezes seu tamanho original de [ ~ 10~33cm,
em apenas 1073%s. Nesta breve fase, o universo atingiu um tamanho de [ ~ 10" em,
muitas ordens de grandeza maior do que a parte de universo que podemos ver no
presente, a qual é de [ =~ 10*®cm. Durante este periodo o campo escalar pasou de

ter um valor de ¢; > 3m, a ¢; ~ 0.28m,,, onde m,, es la masa de Planck [49].
e Reaquecimento: O campo ¢ oscila rapidamente ao redor do minimo de V (¢)

e perde energia por criar pares de particulas elementares. Essas particulas

interagem umas com as outras e atingem um estado de equilibrio término com
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temperatura 7' com a qual o universo é reaquecido. Uma vez finalizada essa
fase, o dominio causalmente desconectado pode ser descrito pela cosmologia

padrao.

Durante este regime as condicoes de slow-roll sao violadas. Multiplicando a equacao

(2.12) por qﬁ, a mesma pode ser reescrita para este regime como

ps+3HP? +T¢* =0 (2.19)

Quando ¢ oscila rapidamente ao redor do minimo de seu potencial, (bQ oscila e pode
ser substituido pela média sobre um ciclo de oscilacao, tal que <¢2> = pg. Desta

maneira, a equacao (2.19) resulta

Py +3Hpy +Lpy =0 (2.20)

A equagdo (2.20) governa o decaimento das particulas escalares. A solu¢do desta

equacao é

ps = a (i>_36—F(t—tf) (2.21)

af

4

onde f significa o comeco das oscilacoes e a* o valor da densidade nesse tempo.

Estas oscilagoes se comportam como particulas massivas nao-relativistas (py o< a™%)

decaindo (p, o< e7).

Suponhamos que os produtos do dacaimento destas particulas sao foétons e aplique-

mos a segunda lei da termodinamica

d(a®py) = —pyd (a®) — d (a’py) (2.22)

Usando as equagoes (1.55) e (2.21), podemos reescrever a equagao (2.22) como

Py +4Hpy = Lpy (2.23)

Uma solugdo aproximada para a equagao (2.23), durante o periodo dominado por

} (%)g (2.24)

1
¢

Py R mpFa2 {1 — (ﬁ)
ag

De (2.24) concluimos que:

particulas ¢, o qual vai de t5 =~ % ats

N
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—_

. A densidade de energia p, incrementa-se rdpidamente de zero a m,l'a? para

. _3
depois decrescer como a~ 2.
. . -1 1 .
2. A temperatura atinge seu maximo em T}, = g« *a2 (m,1")2 e depois decresce.

3. A temperatura ao comeco do periodo de dominagdo por radiacao é T, =
_1 1
T (¢) ~g-" (myl)*.

. . . 15
4. A entropia por volume comovel se incrementa como S o< a’s .

5. A entropia por volume com6vél se estabiliza no tempo t = %, porque as particu-
las escalares decaem rapidamente e o universo comeca a ser dominado por

radiacao.

Por outro lado, a taxa de expansao do universo neste regime estd dada pela equacao

de Friedmann

I 8

= 3 (py + py) (2.25)

Assim, as equagdes (2.20), (2.23) e (2.25) governam a evolugdo de py, p, € a,
fornecendo uma descricio do processo de reaquecimento. E importante destacar
que este processo acontece fora do equilibrio e a entropia nao é conservada. Além
disso, durante este processo as particulas ¢ dominam a densidade do universo, de

modo que o universo é dominado por matéria.

2.3 Como Inflacao resolve os Problemas da Cos-
mologia Padrao

A expansao exponencial durante a inflacio e o enorme crescimento da entropia

durante o reaquecimento permitem resolver alguns dos problemas da cosmologia

padrao. Conhecendo a dinamica de inflagao de slow roll, é possivel calcular a quan-

tidade minima necessaria de inflacao Ny para resolver o problema do horizonte e a

planura. Além disso, oferece uma solugao ao problema dos monopolos e das estru-

turas.

2.3.1 Problema do horizonte

Antes da inflacdo, o tamanho do dominio é d, = = , portanto a entropia é
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S, ~ dyT? (2.26)

Durante a inflacdo o dominio cresce por um fator eN7 e durante o reaquecimento
4

por Z—; ~ (%) ’ , portanto, a entropia resultante ao final da inflacao é

mS

Sy s e3NT QQ; (2.27)

Com o proposito de resolver o problema do horizonte, a entropia deve ser maior do
que 10%, de maneira que

1. o?T,
Ny > 67+ -1 4 2.28
T Z + 3 n m:];) ( )
Se escolhermos « e T, da ordem de 10* GeV, temos como minimo Np = 67.
2.3.2 Problema da planura
Consideremos o raio de curvatura do universo antes da inflagao como:
H—l
(Rcur)a - 1 (229)
|Qa o 1‘ 2

Ja que durante inflacdo, o dominio cresce por um fator 7 e durante o reaquecimento

por Z—; ~ (7%) 3, temos que depois da inflacao

wloo

Qg — 1| = ¢ 2N (%) Q. — 1 (2.30)

e o raio de curvatura incrementa-se até ser
H™! N [ e
(Rcur)d = —|Q 1’% = e'T (7) (Rcw)a (2.31)
d— r

depois da inflagao, assim que a entropia contida dentro do volume de curvatura é

m3 1
Scur = (Rcur)fl TE ~ (GSNT 042;: ) ’Q 1|% (232)

Como o fator em paréntese é a mesma entropia dentro do dominio depois de inflagao

3
e esta dividido por o factor |, — 1|2, isto segura que a entropia dentro do volume de
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curvatura do universo, a qual serd constante depois de inflacao, sempre serd maior

do que a entropia dentro do dominio que chegara a ser o universo observavel.

O problema da planura sera resolvido se a entropia for maior do que 10, de maneira

que
1 2T\ 1
Np>67+-In( =)+ >1njQ, — 1 (2.33)
3 m3 2

Por ultimo, a curvatura do universo depois de inflacao é

Qg — 1| = e 27 |Q, — 1] (2.34)

o qual traz como consequéncia, pela grade quantidade de inflagao, que

04— 1] < 1 (2.35)

Portanto, a teoria de inflacao prediz que o universo observéavel é quase exponencial-

mente plano.

2.3.3 Problema dos monopolos

Assumamos que os monopolos foram produzidos antes de inflacdo com uma abundéan-

cia dada por

N =2 (2.36)
S

Depois de inflacao a abundéancia é reduzida exponencialmente pelo mesmo fator pela

qual a entropia incrementou-se, resultando

Ny = e 3NT (2

Si

) =N, (2.37)

de modo que os monopolos resultariam indetectaveis.

2.3.4 Problema das estruturas

A carateristica mais atraente da inflacdo é a de fornecer um mecanismo fisico que

gere as perturbacoes de densidade responsaveis da formagao de estruturas cosmicas.
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J& que no momento da inflagdo os processos fisicos que tomam lugar sao mecanico
quanticos por natureza, existirao flutuacoes quanticas no campo do inflaton, que

atuarao como sementes das perturbacoes de densidade presentes na SUE.

As flutuagoes quanticas no campo escalar sao caraterizadas por um comprimento de
onda e uma amplitude. O comprimento de onda cresce exponencialmente durante
a inflacao. Quando o comprimento de onda das flutuacoes torna-se maior do que
H!, estas flutuacoes se desacoplam dos processos causais e param de oscilar, de
maneira que sua amplitude se congela em algum valor d¢ (Z). A amplitude dessa
flutuacao é preservada intacta durante um longo tempo, enquanto seu comprimento
de onda cresce exponencialmente. Portanto, a flutuacao congelada é equivalente a
um campo classico d¢ (¥). Finalizada a inflacdo, o universo é dominado por radiacdo
e o comprimento de onda das flutuacoes cresce como t%, enquanto o raio de Hubble
cresce como t. Desta maneira, existe um instante no qual as flutuacoes entrarao de
novo no horizonte de Hubble em forma de perturbacgoes de densidade cléssica que

mais tarde se aplificarao para formar galéxias.

Estritamente falando, o que segue é um célculo aproximado, que ignora muitos
detalhes importantes como o backreaction do campo de inflacdo sobre a geometria
do espaco-tempo de fundo, a escolha de gauges e a teoria dos campos quanticos. No

entanto, neste caso, toda a fisica relevante pode ser mostrada heuristicamente.

O ponto de partida para entender como a inflacao gera as perturbacoes de densidade
é a amplitude média das flutuacoes no campo escalar durante um intervalo de tempo
H~!. Para obter essa quantidade de grande importancia, comecamos usando a

equacao dinamica para o campo escalar

V()
@ TV @=0 (2.38)

Expressemos as flutuagdes dp do campo escalar como

o (Z,t) +3Ho (T, 1)

¢ (fa t) = Q. (t) +0¢ (f’ t) (239)

com ¢ (Z, 1) < ¢ (t).

Assim, introduzindo (2.39) em (2.38), e considerando que o campo classico satisfaz

a equacao dinamica homogénea, obtemos

0p + 3Hdp — VQf oLy (¢0) 6 =0 (2.40)

Agora, representemos a flutuagdo sobre o campo escalar classico como o operador

de campo
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(2.41)

-

A 1
d t, r) = 3
0.9 =1

/d3k {1/1,; (t) age™™ + Ve (t) a%e ’k”‘"}
Substituindo o operador (2.41) na equagao (2.40), obtemos
(2.42)

U () + 3Hp (t) + a2 (8) K2 (1) + V' (¢e) 1z (£) = 0

Ao comeco de inflagao, o comprimento de onda fisico das flutuagoes é menor do que
(2.43)

o raio de Hubble, levando a condicao

k> Ha

De acordo com a condigao (2.14), obtemos que
(2.44)

e\ 2
V| < < (5)
Isto esta nos dizendo que, durante a inflacao o campo escalar pode ser considerado

sem massa, portanto, temos que
(2.45)

@ZJ.E (t) + ?)HI/JE (t) + a_2 (t) kQ@UE (t) = O
com a (t) = ape™t durante a expansio inflacionaria. Usando a nova varidvel
n=—ag H ‘e " (2.46)
(2.47)

a equacao (2.45) resulta
7 1 2 .
Vp =30 Y+ k" Yp =0

A solucao geral é dada em termo das funcoes de Hankel
N
e = () 0t H {er 0) HY (k) + e (0) HY (e} (2.48)
Retendo a parte de frequéncias positivas cs (k) = 1 para o caso k > aH, obtemos
para [¢|”
> H? oo _
W’E (77)\ = By} (1 + kQGO 2H 2 QHt) (2,49)
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Agora, o calculo de <((5¢)2> é obtido cortando a integral em k = agHe!t, porque
essa é a condicdo para o instante em que o cumprimento de onda fisico atinge o

horizonte de Hubble (A\; = H™') e onde a perturbagao para de oscilar

2 1 > o H3
(007) = s [ RO = (250)
De maneira que
2 H

36 = \/((09)°) ~ -V HI (2.51)

Para uma escala tipica de inflagao Ht = 1, obtemos

H

09 =~ 7 (2.52)

Por conseguinte, flutuagoes no campo ¢ dao origem a pertubacoes de densidade

durante inflacao com um contraste de densidade dado por

p V' (9) 69
p V()

Analisemos o que acontece quando o comprimento de onda das flutuagoes no campo

(2.53)

¢ atingem e superam o raio de Hubble. Com essa finalidade, expandimos a pertur-

bacao em modos de Fourier

5o (Z,t) = / (;Z;l;?)(;qﬁge_igf (2.54)
m 2

e depois substituida na equagao (2.40), a equagdo perturbada resulta

.. . ]{}2 7"
dpp + 3H b9 + ?5% +V (¢) 00z =0 (2.55)
Impondo a condigao de slow-roll (2.14) sobre a equagdo (2.55), esta se simplifica a

2

Sy + BHIG + 06 =0 (2.56)

Definindo a variavel vz = ad¢; e mudando ao tempo conforme 7 = —H 'a™?, a

equagao (2.56) pode ser reescrita como

” a”
v+ (K —— ) vz =0 2.57
(- (257
Esta equacao tem dois limites especiais:

30



e Quando k% > %, o qual ¢ equivalente a k > aH, ou seja, escalas inferiores

ao radio de Hubble. Neste caso a solucao é

e—ilm’

vk

o qual indica que os modos oscilam dentro do raio de Hubble.

vy o< (2.58)

e Quando k% < -, 0 qual & equivalente a k < aH, ou seja, escalas superiores

ao raio de Hubble. Neste caso a solucao é

vp X a = 0¢y = constante (2.59)

indicando que os modos sao congelados fora do raio de Hubble. Sao estes modos
de flutuacao do campo de inflacao, os que serao convertidos em perturbacoes de
densidade classica afinal da inflagao, e terminarao levando a formacao de estruturas

uma vez entrem no horizonte de Hubble na epoca de dominagao por matéria.

A inflagao prediz que uma vez que as perturbagoes entrem no horizonte de Hubble na

época de dominagao por materia, adquirirdo o contraste de densidade [49, 50, 51, 52]

) H?
o _ 1 (2.60)
p 2w
o qual deve imprimir flutuacoes de temperatura na RCF via o efeito Sachs-Wolfe
[53].

Considerando o modelo de infla¢do cadtica com potencial V (¢) = %m2¢2 o calculo
do contraste de densidade resulta o =~ #mﬁ. Em escalas do horizonte, instante
no qual as flutuacoes param de oscilar, op valor do campo ¢ ¢ ~ 15m, [49]. Para
produzir perturbagoes de densidade de § ~ 107°, como a medida pelo COBE [38],

o valor da massa do campo deve ser m & 10~%m,,
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Capitulo 3

Descricao das Perturbacoes de um

Campo Escalar

A descricao de perturbacdes de densidade em um campo escalar sao de grande
utilidade em diversas situacoes cosmologicas. Em particular, se a energia escura
é constituida por um campo escalar, entao esta pode aglomerar. Neste contexto,
o colapso de estruturas, composta de matéria que interage com o campo escalar
gravitacionalmente, perturbaria-o, criando zonas subdensas e sobredensas do campo

escalar, as quais se propagariam na energia escura.

Aqui apresentamos o modo de abordar e descrever estas perturbacoes em um uni-

Verso em expansao.

3.1 Fluido de um campo escalar homogéneo

Nos comecamos descrevendo o comportamento de um campo escalar g (1) homogé-

neo em um universo FRW com curvatura k£ = 0. Neste caso, a métrica do espago-
dt

tempo em coordenadas cartesianas e tempo conforme n = [ % ¢ escrita como

ds* = a® (n) [dn* — 0;;dx"da’ ] (3.1)

A lagrangiana que descreve o campo escalar homogéneo embebido em um universo

FRW com métrica g é

1
;C =V —g (59/“/ ;LSOOaVSOO - V (900)) (32)

e a equagao de Euler-Langrange
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0 (V=37"0up0) +v/=3V" (00) = 0 (3-3)

que neste caso para um campo escalar homogéneo e métrica g resulta em

d
+2H—=+a*V' (po) =0 (3.4)

onde H = %Z—f] é o parametro de Hubble em tempo conforme.

O tensor de energia-momento para o campo escalar é dado por

TH = 'UQO()alIQO() - 6# V,C (35)

Considerando que o campo escalar é um fluido perfeito, o tensor de energia-momento

também esta dado por

TH V= (po —|—p0) Z_LHZ_LV — p(;# v (36)

onde u* é a 4-velocidade do fluido, que em um sistema comoével com o fluido toma
1
a forma u* = {(goo)‘i ,0}.

Igualando (3.5) com (3.6) obtemos a densidade e a pressdo do fluido de campo

escalar, resultando

=" (%) LV () (3.7)

a=

=" () v 39)

Por outro lado, as equagoes de hidrodinamica do fluido de campo escalar sao obtidas

a partir da conservacao do tensor-energia momento:

v, " =0 (3.9)

Para = 0 obtemos a equacao de continuidade

d
Gy 3H (o p0) =0 (3.10)

e para i = i obtemos a equagao de Euler, que neste caso resulta uma identidade
0=0.
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3.2 Fluido de um campo escalar inhomogéneo

De acordo com a relatividade geral toda distribuicao de matéria e energia produz
uma distor¢cao na geometria do espaco-tempo. Essa conexao entre matéria e geome-
tria implica que perturbacoes em um fluido de campo escalar induzem perturbacgoes
na geometria do espago-tempo de fundo; perturbagoes que serao relevantes sempre
e quando o comprimento de onda associada as perturbacoes seja da ordem do hor-
izonte de Hubble; portanto, nesse caso a meétrica perturbada para ser usada sera
[39, 54]

ds* = a® (n) [(142®) dn* — (1 — 2®) 6;;dz"da’ | (3.11)

sendo ® uma variavel que caracteriza a perturbacao métrica escalar e esta associada

com o potencial gravitacional.

Consideremos o campo escalar perturbado linearmente

@ (Z,n) = o (1) + 0 (L,1) (3.12)

Considerando a equacao de Euler-Lagrange (3.3) para o campo ¢, substituindo as
componentes métricas do elemento de linha (3.11) e a expressao para o campo escalar
(3.12) na equacao (3.3), conservando os fatores lineares no potencial gravitacional
e nas perturbagoes do campo escalar, e usando a equagao dindmica para o campo

escalar homogéneo (3.4) encontramos a equacao dindmica para Jg

0 — V20p — 4Dy + 2a2DV (p) + 23&0 +a*V" (po) dp = 0 (3.13)

Os termos trés e quatro do lado esquerdo dessa equacao provém das perturbacoes

do espago-tempo geradas pelas flutuacoes do fluido de campo escalar.

Agora obteremos as perturbagoes na densidade e pressao do fluido de campo escalar.
Para tal fim, usamos a componente = 0 e v = 0 do tensor de energia-momento
(3.5) e desta forma obter a expressao da densidade do fluido

a—2 —2

=" (1-20)7 + - (1429) (Vo) +V () (3.14)

Substituindo as perturbagoes p = pg+dp e ¢ = o+ dp na expressao (3.14), conser-
vando apenas os fatores lineares nas perturbacoes e usando a equagao homogénea
(3.7), a perturbacao de densidade resulta
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op=a? (%590 - <I><P3) + V" (o) o (3.15)

Para obter a pressao exercida pelo fluido de campo escalar, usamos as componentes

espaciais =i e v = j do tensor de energia-momento (3.7), desta forma

CL_2 -2

p="(1-20) ¢ - %(1+2<I>) (W)Q—V(gp) (3.16)

Inserindo p = py +0p e ¢ = o + dp na expressao (3.16), mantendo s6 os fatores lin-
eares no potencial gravitacional e nas perturbacoes, e usando a equagao homogénea
(3.8), obtemos

dap = dp — 2V (o) 6 (3.17)

Para conseguir a perturbacao na 3-velocidade, trabalhamos com a componente 1 = 0
e v =1 do tensor energia-momento (3.6), que neste caso, p = pg+ dp, p = po + dp e

u® = u® + du®. Conservando os fatores lineares nas perturbacoes, resulta

To" = — (po + po) a_léijéuj (3.18)

Por outro lado, trabalhando com a componente 4 = 0 e v = ¢ do tensor energia-

momento (3.5), usando ¢ = g + dp e conservando fatores lineares conseguimos

Ty' = —a™ (000 67 (3.19)

Igualando (3.18) e (3.19), obtemos a equagao para a perturbagao da 3-velocidade do

fluido de campo escalar

(po + po) du; = a 'p,0;0¢p (3.20)

Para obter as equagoes de hidrodinamica perturbadas, usamos (3.9). Para pu = 0
obtemos a equacao de continuidade. Neste caso, as componentes diferentes de zero

a primeira ordem nas perturbacoes do tensor de energia-momento sao

T% = a2 (po + 0p — 2po®) (3.21)
T% = a ' (po + po) Su’ (3.22)
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T9 = a™? (po + 6po + 2po®) 6 (3.23)

e as componentes a primeira ordem nas perturbagoes da conexao sao

g =H+d (3.24)

I =0;® (3.25)

= (H 400 - )5, (3.26)
T = 2 <2H . cb) (3.27)
I, = —20,d (3.28)

Substituimos essas componentes na equagao de continuidade e mantendo apenas os
fatores lineares no potencial gravitacional e nas perturbacdes, usamos a equagao
homogénea (3.10), para obter a equagao

0p = (po + Po) {?@ - ac‘%éui} — 3H (6p + 0p) (3.29)

No caso em que p = i, a equagao (3.9) resulta na equagdo de Euler. As componentes
diferentes de zero para o tensor de energia-momento, sa0 as mesmas que no caso
anterior, enquanto as componentes diferentes de zero para a conexao, adicionais ao

caso pu = 0, sao

Ty = (H - ci>) 5,9 (3.31)

Substituindo todas elas na equacao de Euler e linearizando no potencial gravitacional
e nas perturbacoes, obtemos

o {CL5 (po + ]90) 5u”} +at {(,00 + po) 6”@(1) + (5”8,5]9} =0 (333)
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e aplicando a derivada 0; a equacgao, podemos escrevé-la como

80 {CL5 (,00 + po) &MZ} + CL4 {(po + po) V2CI) + v2§p} =0 (334)

Este conjunto de equacoes permite-nos estudar as perturbacoes na energia escura e

conhecer sua evolu¢gao em um universo em expansao.
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Capitulo 4

Formacao de Estruturas

O universo esta constituido por estruturas inhomogéneas como galaxias, aglomera-
dos de galaxias e superaglomerados de galédxias. Aqui, estudaremos os mecanismos
basicos oferecidos pela cosmologia padrao para descrever a evolucao e formacao
dessas estruturas. Estas abordagens assumem a existéncia de pequenas inhomo-
geneidades presentes no universo primordial sem oferecer uma explicagao para sua
origem. Neste sentido sao modelos incompletos. Para ser considerados completos, o
modelo cosmologico deveria produzir também estas inhomogeneidades iniciais medi-
ante algum mecanismo. A inflacao fornece um mecanismo bem-sucedido para gerar

estas perturbagoes.

Em um instante ¢; = t.4, ou desvio para o vermelho z ~ 3196, a radiacao e a
matéria tiveram iguais densidades. A formacao de estruturas comeca a partir de
t > ¢, quando o universo ¢ dominado por matéria, j4 que esse é o instante no qual
as perturbacoes de densidade presentes na componente de matéria podem comecar
a crescer, porque a taxa de expansao do universo diminui e a matéria se desacopla
da radiacao. Desta maneira, o tempo de igualdade entre a densidade de matéria e

radiacao marca o inicio para a formacao de estruturas.

Parat > t.4, praticamente todas as perturbacoes de densidade estarao dentro do hor-
izonte (\; < H™'). Portanto, o efeito da curvatura espacial é pequeno (A < Reyr)
e usualmente pode ser desprezado, de maneira que a teoria newtoniana pode ser

usada para estudar a evolucao das perturbacoes a partir desse momento.

4.1 Teoria Linear

Desde as observacoes realizadas pelo satélite COBE, sabemos que as flutuacoes de

temperatura presentes na SUE foram da ordem de 107°. Por outro lado, também
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sabemos que essas flutuacgoes na temperatura foram impressas devido a perturbacoes
de densidade presentes nesse momento via o efeito Sachs-Wolfe [53]. Portanto, per-
turbacoes de densidade da mesma ordem estiveram presentes na matéria para esse
momento. Essa é uma evidéncia que faz plausivel o uso de uma teoria linear para
a evolucao das perturbagoes de densidade ao comeco da formacao de estruturas.
Uma vez que essas perturbacgoes crescem e o contraste de densidade é da ordem da
unidade, a teoria linear nao é mais apropriada e nés devemos usar outros modelos

para estudar sua posterior evolucao.

Consideremos a distribuicao de matéria no universo acoplada a gravidade newtoni-
ana, de maneira que podemos caracterizar o fluido mediante sua densidade p, sua
velocidade v, sua pressao p e o potencial gravitacional ¢. O comportamento dessas
grandezas sao determinadas pela equacao de continuidade, a equacao de Euler e a

equacao de Poisson, complementadas com uma equacao de estado

op =,
5 V. (pv) = (4.1)
0 Vp (o). e
N 7+<UV>U+V§0—O (4.2)
V2 = 4nGp (4.3)
p=p(p) (44)

Consideremos que cada uma dessas grandezas que carateriza o fluido provém de uma
pequena perturbagao sobre uma distribuicao de matéria homogénea e isotropica, de

maneira que

p(Z,t) = po (t) + op (T, 1) (4.5)
T(T,1) = Ty (F)t) + 67 (7, 1) (4.6)
p(Z,t) = po (t) + 0p (Z,1) (4.7)
 (Z,1) = o () + 09 (7,1) (4.8)
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onde Uy = H (t) ' (t). As respectivas perturbagoes sdo muito menores do que suas
respectivas magnitudes de fundo. Da equagao de estado (4.4), podemos escrever na

aproximacao linear

p(po+0p) = po (t) + v2op (T,1) (4.9)

onde dp = v¥ipev? = % é o quadrado da velocidade do som das perturbacoes na dis-
P

tribuigdo de matéria. Inserimos o ansatz (4.5), (4.6), (4.8) e (4.9), nas equagoes (4.1),
(4.2) e (4.3). Depois, linearizamos nas perturbagoes para as equagoes obtidas, e tra-
balhando em coordenadas comédveis g, as quais estao relacionadas as coordenadas
fisicas como ¥ = a(t)q, as equagdes sao simplificadas. Combinando as equagoes
diferenciais de primeira ordem em uma tnica equacao diferencial de segunda ordem
para § = %, obtemos

. . 1)2

§(q,t) +2H (t) 0 (q,t) — aQ—‘Et)V%S (q,t) —4wGpo ()5 (g, 1) =0 (4.10)

Tomando a transformada de Fourier com respeito a coordenada comével ¢

N 1 . eiE{j’ 37
d(q,t) = (27r)% /(5k () e™d’k (4.11)
nos obtemos
oz (t) + 2H (t) 0z () + <;};Z> — 471G pq (t)) 6:(t)=0 (4.12)

a qual descreve a evolucao dos diferentes modos das perturbacgoes de densidade em
um universo em expansao. Restringindo a atencao ao terceiro termo da equacao
(4.12); a quantidade entre paréntese define um namero de onda critico, o namero de

onda de Jeans, cujo valor k; é dado por

VI

ky = Ui (47Gpo) (4.13)

S

Ja que k = 27” , também se define o comprimento de onda de Jeans, dada por

ve [T 2
=— | = 4.14
M <GPO> 414

O comprimento de onda de Jeans \; separa os modos de perturbagao gravitacional-

mente estaveis e instiveis.
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Consideremos primeiramente o crescimento de perturbagoes em um universo sem
expansao onde H (t) = 0:

e Equacao para A < \;
oz (1) + (K02 — 47Gpy) 67 (t) = 0 (4.15)

cuja solucao é

6 (1) oc e™t (4.16)

=

As perturbagoes oscilam como ondas de som com frequéncia w = (k*v? — 47Gpy)

e Equacao para A > \;

oz (1) — (47Gpy — k*v2) 6 (1) = 0 (4.17)
cuja solucao esta dada por
5z (1) o e*T (4.18)

_1
As perturbagoes crescem o decaem sobre uma escala de tempo T = (47Gpy — k*v?) 2

Consideremos agora o crescimento de perturbagdes em um universo com H (t) # 0:

e Equacao para A < Ay

O (t) 4 2H (t) 0z () + vk 5z (1) =0 (4.19)

Assumindo a (t) o ", a solucao é
6 (1) oc e™t (4.20)

Neste caso, as perturbacoes oscilam como ondas de som com frequéncia w = Wlk—n)

e Equacao para A > \;

41



Oz (t) 4 2H () 0z (t) — 4nGpy (t) = 0 (4.21)
Como podemos observar, o termo de gradiente de pressao é desprezivel, caso que
corresponde a matéria. Assumindo a (t)ox t3, caso de um universo Einstein-de Sitter,

a solucgao ¢é

5 (1) = exts + et ™! (4.22)

a qual é uma combinacao linear de modos de crescimento e decaimento. Apenas os
modos de crescimento contribuem na formacao de estruturas. Estes modos crescem
proporcionalmente ao crescimento do fator de escala a. Tomando o modo de cresci-
mento e considerando condicoes iniciais que identificaremos com o tempo t.,, pode-

maos escrever

5 () = 6. (i)g 4,20 (4.23)

leg

Comparando as solugoes (4.18) e (4.23), concluimos que a expansao do universo
leva, o crescimento das perturbagoes de uma lei exponencial a uma lei de potén-
cia. Portanto, a expansao do universo tem como efeito moderar o crescimento das

perturbacoes de densidade.

De forma geral podemos expressar o crescimento de uma perturbacao de densidade

como

Crescimento = (Gravidade — Pressao) — Expansao (4.24)

O termo de gravidade sempre vai atuar tentando produzir o colapso e formar a
estrutura. O termo de pressao sempre funciona como suporte, podendo suprimir
a formacao da estrutura no caso que A < A;. O termo de expansdao sempre vai
amortecer o crescimento. Serd a atuacdo conjunta destes fatores que determinarao

a evolucao da perturbacao de densidade.

4.2 Os efeitos da expansao acelerada del universo

No ano de 1998, os grupos Supernova Cosmology Project [29] e High-Z Supernova
Team [30], realizando observagoes de Supernovas tipo Ia (SN Ia) obtiveram evidén-
cias da expansao acelerada do universo. Desde esse momento, observagoes indepen-
dentes do CMB, LSS e Weak Gravitational Lensing (WGL) tem resultado em mais

evidéncias a favor da expansao acelerada do universo [55].
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Os candidatos propostos para explicar o mecanismo fisico que gera a recente expan-
sao acelerada do universo tém sido a Energia Escura, teorias de gravidade modificada

e a hipotese de um universo nao homogéneo.

A Energia Escura é entendida como uma componente exética que domina a densi-
dade de energia do universo e cuja principal caracteristica é a geracao de pressao
negativa, uma espécie de repulsao gravitacional que causa a expansao acelerada do
universo. Fsta proposta concorda muito bem com as observacoes realizadas até
agora [29, 30].

As teorias de gravidade modificada sao mudancas a teoria da Relatividade Geral,
baseadas na hipotese de que a expansao acelerada do universo é a consequéncia de
uma nova fisica gravitacional nao contemplada na Relatividade Geral e portanto
esta teoria deve ser substituida por uma nova teoria que considere os novos efeitos
[56, 57, 58, 59].

A teoria de um universo nao homogéneo é baseada na hipotese de que a matéria
estd distribuida de forma nao homogénea no universo, formando grandes vazios,
ocupando nés o centro de um desses, o qual cria a aparente ilusao da expansao
acelerada do universo |27, 28, 31, 32|.

Para explicar a natureza da energia escura tem-se proposto diferentes candidatos.

Entre os mais conhecidos esta a Constante Cosmologica e os Campos Escalares.

Os diferentes modelos distinguem-se pelo parametro (w) que relaciona a presao (p)

e a densidade de energia (p) na equacao de estado (p = wp) da Energia Escura.

A Constante Cosmologica é associada com a energia do vicuo e tem uma equacao

de estado constante w = —1.

O modelo ACDM é o modelo conhecido mais simples que concorda com as obser-
vacoes realizadas da CMB, LSS, WGL e SN Ia. Este modelo considera a Energia
Escura como uma Constante Cosmologica com um parametro de densidade asso-
ciado Q4 = 0.73, a matéria escura fria com €2, = 0.23 e a matéria atdbmica com
Q, = 0.04.

Consideremos a equacao de Einstein (1.37). O tensor de Einstein G e o tensor de
energia-momento Ty, satisfazem respectivamente a identidade de Bianchi V,G% = 0
e a conservacao de energia V,7% = 0. Como V,g® = 0, temos a liberdade de somar
o termo Ag,, & equagao de Einstein, onde o fator A é conhecido como a constante

cosmologica. Desta forma, a equacao de Einstein pode ser escrita

A

Gab = 87§ (Tab + %gab> (4.25)
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definindo

- A

T, = —— 4.26
ab ] Ggab ( )
como o tensor de energia—momento do vacuo.

Asumindo um fluido perfeito, a equacao de estado da energia do vacuo é

A

o 4.9
p=—p - (4.27)

da qual segue-se que w = —1.

Como o tensor de energia-momento é T = pg®, o qual satisfaz vV, T% = Vgt =0,

resulta que a densidade p = constante.

Usando a equacao (1.40) e a equacdo de estado (4.27), vemos que a pressiao negativa

é a responsavel da expansao acelerada do universo.

Vejamos a época na qual comeca a expansao acelerada do universo. Usando o

parametro de Hubble, escrito na forma

1
H = H, {Z Q0 (14 2)3“*‘”)} (4.28)

onde 29 é o parametro de densidade de uma componente particular no presente, e
a1l
a

mediante a equagao (1.40), podemos escrever o parametro de aceleracao ¢ = —2 -

como

57001+ 5 (14 20

ZQ? (1 + 2)3(14*0.)2‘)

q= (4.29)

DN | —

Considerando o modelo ACDM, o universo entra em uma fase de expansao acelerada

quando ¢ < 0 ou um desvio para o vermelho

200\ 3
z < (Q—OA> —1=0,75 (4.30)

Desta maneira, concluimos que a expansao acelerada do universo é um fendémeno

recente.

A constante cosmologica estd dada por A = 87Gp,, além disso, considerando que

3H} : .
pa = Q) 5-2, seu valor observacional é
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A =300H ~ H} (4.31)

Segundo o modelo ACDM Hj ~ 10~*3GeV , obtendo

A~ 107%GeV? (4.32)

e a densidade de energia do vicuo resulta

pa ~ 107%GeV (4.33)
Como podemos observar, o valor observacional de A depende do ajuste da taxa de
expansao atual.

O crescimento das perturbacoes de densidade com contraste de densidade pequeno,

em escalas menores que a distancia de Hubble, esta determinado por

Oz + 2H6; — 4nGpdy = 0 (4.34)

A presenca da constante cosmologica afeta as estruturas em grande escala pela sua
influéncia sobre a taxa de expansao do universo quando as perturbacoes de densidade

estao crescendo. Esta influéncia é dada através do termo de amortecimento 2H51}'-

Fazamos esse andlise para um universo com matéria e energia escura. Em esse caso,

o parametro de Hubble resulta

_87TG
3

H2

Pt (4.35)

onde p;, a densidade total, que resulta de somar a densidade de matéria e energia

escura, é dada por

3 3(14+w)
pr = P (ﬁ) + ped (&) (4.36)
a a

na qual pf? e pt? sao as densidades de matéria e energia na época em que a densidade
de matéria e energia escura estao nas mesmas proporgoes; a., ¢ o fator de escala em

essa mesma época, € w ¢ o parametro da equagao de estado da energia escura.

A densidade total na época de igualdade das duas componentes é

pi! = 2p,1 = 2pCt (4.37)

m

45



Portanto, a densidade total pode ser reescrita como

€q 3 3(14w)
w= " { (5)+ () (4:3%)

Usando como varidvel de evolugao x = -, ao invés de ¢, e inserindo a expressao
eq

(4.35) e (4.38) na equacao (4.34) , resulta

d*5 3 ds 3
e (14 {1 - ) S = 4.
Tzt Qx( + {1l —w}az™) = 25 0 (4.39)

x? (1 + $—3w)
O caso em que a energia escura é a constante cosmologica, o parametro da equacao
de estado é w = —1. Adicionalmente, se consideramos a época onde a densidade da
energia escura domina sobre a densidade de matéria, entao x > 1. Fazendo essas

duas consideragoes, a solu¢ao da equagao (4.39) é dada por

§(2) = ey + cow? (4.40)

onde ¢y e ¢y sao constantes.

De acordo a solugao (4.40), uma vez que a expansao acelerada do universo comega

o crescimento das perturbacoes de densidade linear finaliza. Isto é devido a que o

L
2H’

tempo para o crescimento das perturbacoes de densidade, t = \/%Gpm.

tempo de amortecimento de Hubble, ¢ = torna-se menor do que a escala de

Visto com uma perspectiva mais fisica, ocorre que a constante cosmolégica atua

como anti-gravidade e inibe o crescimento das perturbagoes de densidade.

4.3 Modelo do Colapso Esférico

Ja que a maioria das estruturas observadas no universo apresentam um contraste de
densidade maior do que a unidade, a evolucao das perturbacoes de densidade termina
sendo entendida apenas com uma teoria nao-linear. A versao mais simples da teoria
das perturbagdes ndo-lineares é conhecido como o modelo de colapso esférico |7].
Este modelo descreve a evolugao nao-linear de uma perturbacao com simetria esférica
e densidade uniforme (perfil top-hat), até o momento do colapso gravitacional e

formagao da estrutura.

Consideremos o campo de densidade para a matéria no tempo t; = .,

p(riti) = po (t) +0p (r,t:) = po (t:) {1+ (r,t:)} (4.41)
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onde pg é a densidade do fundo, dp é a perturcao de densidade e § é o contraste de

densidade que carateriza a perturbacao.

O campo de densidade gera um potencial gravitacional

o (r,t) = o (r,t) + dp (1, 1) (4.42)

onde ¢y ¢ o potencial gravitacional de fundo e dp é a perturbacao do potencial

gerado pela perturbagao de densidade dp.

O potencial gravitacional g associado ao espaco-tempo de FRW ¢é

po = —% (g) r’ (4.43)

Usando a equacao de aceleracao sem pressao

a 47G
Z_ 4.44
a 3 Po ( )

e da expressao para a perturbacao do potencial gravitacional

Sp = _gm (4.45)

r

obtemos que

om

2
o(rt) = ngpOTQ -G (4.46)

’
onde dm é a massa de uma camada da perturbagao.

Fazendo a suposicao que cada particula em uma camada da perturbacao nao cruza a
camada seguinte enquanto a perturbacao evolui no tempo, leva a que dm é constante.

Por conseguinte, a equacao dinamica para a perturbacao de densidade resulta

&7

- G A
iz = Vo= g (me+om)i (4.47)

onde mg é a massa do fundo e vem dada por

4
Mo = 5P (t)r® (t) = constante (4.48)

e a massa da perturbacao é
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m = 47rp0/ > (q,t) dq (4.49)
0

Counsiderando o anterior obtemos

&7 G ;
= o lmo(t) +om (6} 7

= _g [po (t:) (%rf) {1 + 4;13 /O Amr?6; (r) drH 7o (4.50)

i

onde o contraste de densidade médio esté definido por

_ 3 i
0 = g /0 4128 (r) dr (4.51)

Dessa forma pode se reescrever a equagao (4.50) como

d*r Gm
onde
4r 4 =
m=po| 57 (1+&) (4.53)
A solucao da equagao (4.52) é
1 /dr\> Gm
E=—-|—=| —— 4.54
2 (dt) r (4:54)

onde E é a energia total da perturbacao. Quando £ > 0, a perturbagao se expande
para sempre, mas se £ < 0, a perturbacao atinge um maximo e depois colapsa. A

energia cinética inicial para a perturbagao é

1 /dr\? H2r?
K,=-|— =2 4.55
()., (159

onde usamos a lei de Hubble dentro da perturbacao. A energia potencial inicial para

a perturbacao é

U; = — (G—m) — K, (1+5,) (4.56)
t=t;



para o qual usamos 2; = %po. Por conseguinte a energia total resulta

E=K%{0" - (1+8)} (4.57)

Como nos interessa a formacao das estruturas, concentrar-nos-emos no caso £ < 0,

caso para o qual obtemos a condigao

6> —1 (4.58)

(2

Como consequéncia dessa condi¢do, se o universo for fechado ou plano (€; > 1),
qualquer perturbacdo com ; > 0 colapsard em algum momento. Se for aberto

(€ < 1), entdo &; deve ser maior do que um valor critico para colapsar.

A evolucao temporal de uma camada da perturbacao de densidade pode ser encon-

trada integrando a equagao (4.54). A solugao é dada na forma paramétrica:

r=A(l-—cosh) (4.59)

t=B(f —sinb) (4.60)

onde o parametro ¢ aumenta com o aumento de ¢ e a constante A é relacionada a
B por A® = GmB?2.

Quando a perturbacao atinge o tamanho méximo, 6 = 7,7 =0 e r = 7,42, portanto

p-_Sm_ ( i ) UK (1+6;) (4.61)

Tmtlﬂ? Tmax

Igualando (4.57) com (4.61) obtemos

Tmaxr (1 + 51)
n o) .
J& que neste instante r,,,, = 24, a expressao para A resulta
v (146)
A= —_ 4.
G- (@ 1) .
Da relacao entre A e B, a expresao para B resulta
1+6;
B= 117 (L+5) 5 (4.64)
om0l {5, (07 1))
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Consideremos o caso de um universo Einstein-de Sitter (2; = 1) a partir de agora.

A densidade da perturbagao é

3 3m
p(0) = -m = 4.65
p(6) 47rr3 4w A3 (1 — cosf)’ (465)
e a densidade do fundo, usando a equacao de Friedmann, resulta
1 1
t) = = 4.66
po (t) 67Gt>  67GB2 (0 — sinh)? (4.66)
Portanto, o contraste de densidade nao-linear da perturbacao é
. 5 (t 9 (0 — sin6)’
5(9):’)()—1:—(;”1)3—1 (4.67)
po (1) 2 (1 —cosh)
Fazendo 6 < 1 na equagao (4.67) recuperamos o limite linear
- 362
0 (0) ~ — 4.68
(0) ~ S (4.65)

No limite linear a solugao (4.60) resulta t ~ BT‘QF’, por conseguinte

8 () = g (tf) : 5i (4.69)

valor que difere por um fator de % do contraste de densidade da teoria linear. Con-
siderando &; < 1, a solucdo (4.60) e H; =
(4.69) como

%, podemos reescrever o limite linear
1

w
Wl

o = g @)? (0 — sin 6): (4.70)

Agora podemos estimar a exatidao da teoria linear com respeito a teoria do colapso

esférico comparando a solugao (4.67) com (4.70):

Para 0 <« 1

%
>l

(4.71)

Para 0 = 5

&~ 0,34 (4.72)
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6~ 0,46 (4.73)

Para 6 = Z& acontece a transicdo ao regime nao-linear
3

& ~ 0,57 (4.74)

6~ 1,01 (4.75)

Para 6 = 1 a perturbacio atinge o raio maximo (inversao)

& ~ 1,061 (4.76)

6~ 4,54 (4.77)

Para # = 27 a perturbacao condensa

& ~ 1,686 (4.78)

5~ 00 (4.79)

Neste instante, a teoria do colapso esférico sugere que toda a massa colapsa em um
ponto. No entanto, antes de que isso aconteca, a aproximacao que a matéria esta
distribuida em camadas esféricas, e que as velocidades aleatorias das particulas sao
pequenas, deixa de se cumprir, e o objeto colapsante atingird o equilibrio virial por
um processo conhecido como “violent relaxation” [60]. Durante este proceso havera
grandes flutuagoes no potencial gravitacional, em uma escala de tempo da ordem
do tempo do colapso da perturbacao t = (Gpo)_l permitindo deter o colapso. Neste
estado, seu raio tem sido reduzido por um fator de dois em comparacao ao raio da
perturbagdo no instante da inversio [8]. E neste estado que pode se dizer que o

objeto gravitacionalmente ligado tem sido formado.

Apesar que o modelo do colapso esférico tem o defeito de predizer um colapso pon-
tual, o valor do contraste de densidade linear no instante que o contraste de den-
sidade nao linear marca o colapso da perturbacao ¢ de grande importancia para os
modelos que tentam estimar a abundancia das estruturas cosmicas. De fato, a maior
utilidade do modelo do colapso esférico é precisamente a de fornecer esse valor para
o contraste de densidade linear.
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Na realidade, a evolu¢ao nao-linear que leva a formacao de estruturas nao é entendida
totalmente. Portanto, predizer as propriedades de uma galaxia particular, localizada
em uma coordenada particular Z, ou conhecer a distribuicao de massa exata d (Z) do
universo, com o objetivo de contrastar a teoria com a observagao, nao é possivel, e
mesmo que for possivel, os cdlculos nao-lineares requereriam um esfor¢o descomunal.
Por conseguinte a pergunta é, como comparar a teoria com a observacao? Predizendo
as propiedades estatisticas da distribuicao de massa. Na proxima parte, estudaremos

o modelo basico que oferece a maneira de fazé-lo.

4.4 Formalismo de Press-Schechter

A teoria das perturbacoes lineares é uma ferramenta que pode ser usada para realizar
previcoes aproximadas sobre a abundancia das estruturas césmicas. No entanto,
para comparar essas predicoes com as observacoes realizadas, é necessario entender
algumas carateristicas estatisticas das perturbagoes de densidade. Nesse contexto

foi desenvolvido o formalismo de Press-Schechter [10].

Este formalismo derivou uma relacao em 1974 que permite predizer a abundancia
das estruturas sobre um intervalo de massas a partir de um campo de perturbacoes

de densidade aleatorio e gaussiano.

Consideremos flutuagdes em um campo de densidade p (%) descrito pelo contraste
de densidade

0 () % (4.80)

onde pg ¢ a densidade de massa média no universo.

Uma quantidade fisica de interesse é o contraste de densidade suavizado em uma

escala comoével Ry, definido por

5 (%, Rw) = /d%’w <‘:f - f) Ru) o () (4.81)

A funcdo W (z, Ry) é chamada funcdo janela e pesa o campo de densidade de uma

maneira que é relevante para a aplicacao particular.

Press e Schechter assumiram as seguintes hipoteses para estudar a formacao de

estruturas nao-lineares:

e A caracterizacao das propriedades estatisticas das flutuacgoes de densidade para

o tempo t = t., por uma distribuicao de densidade de probabilidade gaussiana
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p (61, Rw) = e 27 (4.82)

1
onde o (Ry) = ((6* (Z, Rw)))? ¢é a desvio padrao da perturbagao de densidade linear
sobre a escala Ry,. Esta distribuicao é estabelecida durante a época inflacionaria,
quando o universo foi dotado de um campo de flutuacoes de densidade primordial

aleatorio e gaussiano.

e A evolucao das perturbacao de densidade é determinada pela teoria de per-

turbagoes lineares.

e Os objetos colapsaram em alguma escala Ry, uma vez que o contraste de
densidade suavizado ¢ (¥, Ry ) sobre essa escala exceda algum valor critico d...
Esse valor critico para o colapso em objetos virializados é determinada pelo
valor do contraste de densidade linear quando o contraste de densidade do
modelo do colapso esférico associado com a massa m diverge. Como mostramos

acima, esse valor para um universo Einstein-de Sitter é 6. = 1, 686.

Dada a simetria esférica da perturbacao, a escolha mais natural para a funcao janela
é

3

W(r,Ry) = ——=—
47TR§V

© (RW - 7”) (483)
O volume da janela sera Vi = 4T R, e a massa dentro dessa esfera estara dada por

m = pOVW

Uma regiao com contraste de densidade suavizado igual ao valor critico o, cor-
responde a um objeto que acabaré virializado com massa m (Ry ); entdo a prob-
abilidade acumulada para uma regiao ter um contraste de densidade suavizado

§ (Z, Rw) > 0., da a fracio de volume ocupado por objetos virializados com m' > m

F(m) = /5 Coop<5,, Ry do, — %erfe <\/§j—(m)> (4.84)

onde erfc (z) é a fungao error.
Para obter a densidade de niimero comével de objetos virializados por unidade de

dF(m)

dm

massa, devemos multiplicar a quantidade (a qual expressa a quantidade de
objetos virializados por unidade de massa) por 2> (a qual expressa o inverso do

volume da regido). Desta maneira obtemos

82(2)

e 2°( (4.85)

dn(m,z) 510 dF (m, z)

dm

]2 po be(2) ‘dlna(z)

dm m Tm?o(z) | dlnm
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O fator de dois deve-se a que a equacao F' apenas cobre a metade da massa em obje-
tos virializados, ja que nao conta regides subdensas. Press e Schechter argumentaram
que as regioes subdensas colapsaram sobre as regioes sobredensas e multiplicaram F'
por dois com o fim de incluir toda a massa. Um modelo conhecido como Excursion

Set derivou de maneira rigurosa o fator de dois |31].

Para conhecer a densidade de niimero comoével de objetos virializados em um inter-

valo de massa, o formalismo de Press-Schechter prediz

n(z) = /m2 Mdm (4.86)

m dm

Embora o colapso gravitacional ¢ mais complexo do imaginado nesta derivagao;
esta funcao de massa comecou a adquirir interesse na cosmologia a partir de 1988,
uma vez que comecaram a se realizar simulacoes de N-corpos, e tais resultados
concordavam bastante bem com as predigoes da funcao de massa de Press-Schechter
[10].
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Capitulo 5

Perturbacoes de Densidade

Inhomogéneas

Como vimos, o modelo do colapso esférico descreve uma perturbacao de densidade
esfericamente simétrica e uniforme, que evolui dentro de um universo homogéneo e

em expansao.

Agora, estudaremos a evolucao de perturbacoes de densidade inhomogéneas no uni-
verso de um modo que generaliza de uma forma clara o modelo do colapso esférico.
Para esse fim, derivamos uma equacao dindmica para a evolucao do contraste de
densidade no contexto de um espaco-tempo de Lemaitre-Tolman-Bondi e obtemos
solucoes para a evolugao de perturbacoes de densidade esfericamente simétricas com

um perfil radial inicial, embebidas em um universo Einstein-de Sitter e ACDM.

Depois, considerando um universo permeado por uma componente material com
pressao, empregamos o modelo de Lemaitre para estudar a evolugao de perturbacoes
de densidade esfericamente simétricas e inhomogéneas, com um dado perfil radial

inicial.

5.1 O caso sem pressao

No caso de uma perturbacao inhomogénea nao é possivel usar uma métrica de FRW,
a qual é valida somente para uma distribuicdo de matéria homogénea. A métrica

mais geral esfericamente simétrica ¢ dada por

ds? = A2 — BrDgr? — R2 (1)t (d6* + sin® Bdp?) (5.1)

onde t é o tempo cbdsmico, r & o raio comovel, § a coordenada azimutal e ¢ a

coordenada angular. A métrica é determinada por trés fungoes: A (r,t), B (r,t) e
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R (r,t), onde esta tltima funcdo é conhecida como o raio areal, ja que a area de uma
superficie em um tempo dado ¢ e raio comével r é dado por S = 47 R (r, t)Q. Para

uma exposi¢ao sobre modelos inhomogéneos com simetria esférica, ver [61].

Nos assumimos um fluido perfeito com tensor de energia-momento dado por

T, = (p+ p) Wu, — pé*, (5.2)

onde p é a densidade do fluido, p a pressao e u* é a 4-velocidade, que cumpre a
- . o ) _A

condicao u*u, = 1 e em um sistema de referéncia comoével resulta ut = (e 2. 0,0, 0> .

Nesta métrica, as equacoes de Einstein com uma constante cosmologica, G*, =

8tGTH , + Ao* ,, podem ser escritas como:

([ R* BR s(.R" R? BR 1
Gtt:€A<ﬁ+?>—€B<2E+ﬁ— R)+EI8WGP+A (53)

R R®* AR R? AR 1
GTTZG_A<2—+———>—€_B(ﬁ+ R )%—ﬁ:—&er%—A (55)

-a( B AR BR . ., ..
Gy = G¥ _ 4— -2 -4+ 42B+B*— AB| —
B_B R// A/R/ B/R/
—— (4= +2 —2 2A" + A% — A'B
4 ( R TR R T >
= —8Gp+ A (5.6)

onde ponto e linhas referem-se a derivadas parciais com respeito ao tempo e ao

espacgo respectivamente.

A conserva¢ao do tensor de energia-momento, V,T*, = 0, neste espago-tempo

resulta nas seguintes equagoes:

) R b
B+4—+4+2——=0 5.7
R (5.7)
p/
A +2 =0 (5.8)
p+p
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op 1

dp 1
%—R2 Sin2 0 =0 (510)

De acordo as equagoes (5.9) e (5.10) temos que p = p (r,t).

Para reescrever as equacgoes de Einstein de uma forma simplificada, multiplicamos
a equagao (5.3) pelo fator R2R’. Nessa nova equagao substituimos o fator B obtido

da equagao (5.4), resultando em

2m’ (r,t)

Agora multiplicamos a equagao (5.5) pelo fator R2R e na equacao resultante substi-

tuimos o fator A’ obtido da equagao (5.4), resultando em

T — _8nGp (5.12)

onde m (r,t) = e “RR?> — ¢ PRR? + R — sAR? ¢ conhecida como a massa ativa

gravitacional e gera o campo gravitacional.

No caso de matéria sem pressao, obtemos da equagao (5.12)

m(r,t) =0 =m=m/(r) (5.13)

Nesse caso, da equagao (5.8) obtemos A = A (t) e fazendo a transformacao

= [ 5 at (5.14)

a qual leva a A = 0 no novo sistema de coordenadas.

Considerando A = 0 a equagao (5.4) resulta 0, (26‘§R/> = 0, a qual tem como

solucao

B _ R/Z
L+ f(r)

onde f (r) é uma fungdo arbitraria e é conhecida como curvatura.

(5.15)

Neste caso a métrica toma a forma da métrica Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) [26,
27, 28]
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Rl?
ds® = dt* — ————dr* — R*(r,t) (d#* + sin® 0dy? 5.16
e (1) ( @) (5.16)
Para que a métrica tenha a assinatura correta é necessario que a curvatura f (r)
cumpra f (r) > —1.

A curvatura esta determinada por

2m(r) 1, 4
——— —-AR 0.17
7 T3 (5.17)

f(r) =R
Modelos com grandes inhomogeneidades, descritos por uma métrica de LTB, como o
modelo da Bolha de Hubble, tem sido usado como uma alternativa para a expansao

aparente do universo [62, 63, 64, 65].

A equacao dinamica para o modelo de LTB pode ser escrita como uma generalizacao

da equacao de Friedmann

R2 2m(r)  f(r) A
Bt s (5.18)

e uma generalizacao da equacgao de aceleracao

R R3

B_ m() % (5.19)

a qual ¢ independente da curvatura como no caso de FRW.

Até aqui temos trabalhado em unidades onde ¢ = 1. Para analisar a funcao m (r)

que aparece em (5.19) recobremos o fator ¢ por um momento. A funcao m (r) tem
e
€]
funcao massa, chamada massa ativa gravitacional, a qual é a responsavel de gerar

unidades de comprimento, de maneira que multiplicada pelo fator < torna-se uma
o campo gravitacional. Integrando a equagao (5.11) para o caso em que p = 0,
obtemos

ch

rf
= = 47r/ R*R' pdr (5.20)

[
Agora consideremos a soma da massa das particulas que compdem o corpo grav-
itante. Para isso, suponhamos que a matéria ocupa uma esfera de volume V', de
forma que

M

]R3

Ty s 2
= pdV:/ p\/—ggd?’x:/ / / P/ —gsdrdfdyp (5.21)
R3 r Jo Jo
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Da parte espacial da métrica LTB obtemos y/—g3 = R*R'sinb pogyltando

VI+£()’
M "t RR'p

- 4r - F
G re A1+ f(r)

Comparando (5.20) com (5.22), observamos que dependendo do sinal da curvatura,

dr (5.22)

M pode ser maior, menor ou igual a m. Essa diferenca de massa é conhecida como
defeito de massa. Em um sistema ligado (f < 0), parte da energia das particulas
que compoem o corpo se perde e essa perda de energia é responsavel pelo defeito de

massa. Este é o caso que nos interessa.

As equagoes de LTB se reduzem as equagoes de FRW se estabelecermos

R(r,t) =ra(t) (5.23)

f(r)=—kr? (5.24)

onde k£ é a curvatura espacial.

Para descrever a evolucao de perturbacoes de densidade inhomogéneas, definimos o

contraste de densidade dentro da perturbagao

5 (r,t) = p(rt) =p(t) (5.25)

oonde p (r,t) é a densidade dentro da perturbagao e p (t) é a densidade de fundo em

expansao.

A equagao dinamica para 0 (r,t) pode ser deduzida da equacdo (5.7), que para um

fluido sem pressao resulta

p+3hp=0 (5.26)

; 1
onde h = % e b= (R?R')2, junto com a equagao de continuidade para o fundo em

expansao

p+3Hp=0 (5.27)

na qual H = ¢, Tomando a derivada a equacdo (5.25) com respeito ao tempo,
a ¢

obtemos
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p=p(1+0)+pod (5.28)
a qual pode ser escrita como

d=3(H —h)(1+9) (5.29)
usando as equagoes (5.26) e (5.27).
Derivando a equagao (5.29) com respeito ao tempo, resulta
§=3(H—h)(1+06)+3(H-n)s (5.30)

Usando a equacao de Friedmann e a equagao de aceleracao podemos escrever

H =

N >
NNV

H? (5.31)

e combinando as equagoes (5.3)-(5.6) chegamos a que

. 2 f /
h=4 (L L) a3 32
7er+3R(R+R,>+ 3 (5.32)
Substituindo a expressao (5.31) e (5.32) em (5.30) e fazendo um pouco de élgebra,
obtemos
51 oS anGpp (11 o) 20 A 210 RY e e
T 31+0 2 3|0t R '

Para uma perturbacao de densidade homogénea com perfil top-hat o raio areal é
R = ra. O altimo termo do lado direito da equagio (5.33) se anula, de maneira que

esta equagao se reduze a equacdo [20] no caso de um tnico fluido sem pressao.

A equagao (5.33) generaliza a evolucao de 0 para perturbacoes esféricas com um
perfil radial inicial arbitrario. No entanto, para o caso de matéria sem pressao, a
solugdo desta equagao pode ser obtida diretamente da equagao (5.26) e (5.11), o

qual é o que faremos no que segue.

Consideremos inicialmente um perfil de densidade radial expandindo-se com o fundo

o qual esta caracterizado por uma funcao independente do tempo g ()
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pi(r) = pi{l +6:(r)} = pig (r) (5.35)

Como a equacio (5.11) em LTB é independente do tempo, podemos estabelecer

ArGRIR)p; (1) = 4TGR*R/p (5.36)

J& que py = pa® e p= p{1+ d} obtemos

g(r)r?
§(r,t) = a®(t) R 1 (5.37)
Definindo um raio areal adimensional
p bt (5.38)
r
a equacao (5.37) resulta
3ty = () — 2 (5.39)
B2 R+ it

o qual &, por suposto, a solu¢ao formal para a equacao de evolugao nao-linear (5.33)

com as condicoes iniciais dadas acima.

Antes de encontrar a evolugao do contraste de densidade, nés necessitamos resolver
as equagoes dindmicas do fundo de FRW para a (t) e as equagdes dinamicas da
perturbacao de LTB para R (r, ).

Solucoes do modelo LTB para um perfil de densidade inicial
dado

Consideramos inicialmente solucoes do modelo LTB aplicados a uma perturbacao de
densidade inhomogénea com um perfil de densidade inicial embebido em um fundo
Einstein-de Sitter e ACDM.

Fundo Einstein-de Sitter. O primeiro objetivo é estudar a evolugao de uma pertur-
bacao de densidade inicial esfericamente simétrica em um universo dominado por

matéria com um fundo Einstein-de Sitter no contexto da relatividade geral.

Para conhecer a(t) resolvemos numericamente a equagdo de aceleracdo reescrita

como
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d*a 1
ﬁ = —590a2 (540)

com a mudanca de variavel ¢ = tH,,.

A primeira condigao inicial é especificada como

A segunda condigao inicial é fixada usando a equacgao de Friedmann como

[NIES

(ﬁ)ﬂ.o = {Q0a;” — (2~ 1)} (5.42)

Para resolver R (T,f) nos assumimos que em um tempo incial arbitrario ¢t = t;, o
universo completo segue a expansao de fundo com R (r,t;) = ra(t;), mas tem uma

perturbagio de densidade pequena inicial especificada por um perfil g (r):

p(r.ti) = p(t:) g (r) (5.43)
onde p (t;) é a densidade de fundo homogénea inicial.

Ja que m (r) é independente do tempo, esta pode ser calculada como:

m(r) = 477Gﬁia3/ dr'rg (r') (5.44)

0

Definindo

3 T
h(r)= / dr'rg (') (5.45)
podemos escrever
1 2.3
m(r) = §QOH07“ h(r) (5.46)

: - 35 o () 3HS
onde foi usado py = a;p; e po = QogA-

Usando o tempo em unidades do parametro de Hubble hoje ¢ = tHj e o raio areal

em unidades do raio comoével R = % noés resolvemos a equacao de aceleragao

PR _ —%QOR‘% (r) (5.47)

62



para um dado valor de r e condigoes iniciais

<%>{:0 - \/aleo + (11— ) (5-48)

e Rz:az

Dada as condicoes iniciais, a evolucao da perturbacao de densidade inhomogénea é
completamente determinada pelo seu perfil inicial. Como um exemplo deste método
escolhemos um perfil de densidade gaussiano com uma largura dada o, a qual car-

acteriza o tamanho comoével da pertubagao:

g(r)=1+de 7 (5.49)

Comecamos a evolucao desde a; = 1072 e escolhemos 6; = 107452, o qual resulta
no colapso no presente (¢ = 1 quando ¢ = 0.667) no centro da perturbacdo. As
solucoes exatas para as equacgoes dinamicas de L'TB neste caso existem em uma
forma paramétrica e as usamos para fazer um check-up do método numeérico (ver

apéndice A).

Na Fig.(5.1) mostramos a evolu¢do temporal de R (T,ﬂ para valores diferentes do
raio comével r em unidades de . Nos podemos ver que camadas diferentes colapsam
em tempos diferentes com a camada exterior colapsando depois. Portanto, nao ha
nenhum cruzamento de camadas neste caso, como é esperado, ja que o perfil de
densidade decresce radialmente.

R(r,D

0.4
0.3
0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8

—

1=

Figura 5.1: Raio areal R (r,ﬂ como uma funcdo do tempo t para - =0 (linha

solida), 0.2 (linha tracejada) e 0.5 (linha ponto-tracejada).
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A presenca de uma perturbagao de densidade em o universo Einstein-de Sitter,
mesmo quando estd inicialmente localizada, leva finalmente ao universo inteiro ao
colapso. Por exemplo, uma regido com um raio comével de r = 20 colapsa a t = 34.1.
Portanto, a taxa de expansao do universo neste raio é levemente diferente do fundo
Einstein-de Sitter.

Na Fig.(5.2) mostramos os instantes iniciais da evolu¢do do perfil do contraste de
densidade ¢ (7’, ﬂ

0.00015|-
0.00010}

0.00005

r/re

Figura 5.2: Contraste de densidade ¢ (r,f) como uma funcao do raio comével em
unidades de o para o contraste de densidade inicial (linha sélida), contraste de

densidade em ¢ = 1077 (linha tracejada) e £ = 1075 (linha ponto-tracejada).

No regime linear, a forma do perfil de densidade nao muda significativamente. Para
tempos proximos ao colapso do centro, o perfil de densidade se aproxima a um perfil

gaussiano com larguras diferentes, como ¢ mostrado na Fig.(5.3).
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Figura 5.3: Contraste de densidade ¢ (7‘,5) como uma funcao do raio comével em
unidades de o para t = 0.5 (linha tracejada), contraste de densidade em ¢ = 0.60

(linha ponto-tracejada) e £ = 0.61 (linha solida).

Fundo ACDM. Agora procedemos a estudar a evolucao de uma perturbacao de

densidade esférica e inhomogénea em um fundo com matéria e constante cosmologica,
=0

onde p(t) =22 4+ py e Q) + Q) = 1.

Como a constante cosmologica nao é perturbada, apenas afeta o comportamento do

contraste de densidade através da mudanca da evolucio de a (t) e R (r, f)
Para o caso de fundo, resolvemos a equacao de aceleracao

2 1
Eg = a7+ 0 (5.50)

com uma condicao inicial fixada como

e segunda condicao inicial especificada, usando a equacao de Friedmann

1

(da>t~i:0 _ {% [1— (2% +9%)] + Q%a?}Q (5.52)

d_l':~ a;
Nos resolvemos as equacoes de LTB com uma constante cosmoldgica assumindo
que em um tempo inicial arbitrario ¢; = 0, o universo completo segue a expansao
de fundo com R (r,t;) = ra(t;), mas tem uma perturbagao de densidade pequena
especificada por o perfil g (7).

A funcao de massa neste caso resulta
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m(r) = %Hgﬂ?nr% (r) (5.53)

Usando o tempo em unidades do tempo de Hubble no presente e raio areal em

unidades de raio comoével, resolvemos a equacao

02R

1 ~ ~

para um valor dado de r e condigoes iniciais

OR [ Q0
£;=0 !

No que segue usaremos 0 = 0.23 e O} = 0.77 em cujo caso t = 1.037 em o

e R, = aq;.

presente. A equagao (5.54) também admite solugdes paramétricas [32, 66]. No
entanto, enquanto no caso Einstein-de Sitter o parametro livre ¢ um nimero real, no
caso ACDM este parametro é complexo [66]. Ja que seu dominio no plano complexo
pode ser somente determinado numericamente, a solugao paramétrica neste caso sao
de interesse pratico limitado. Por esta razao temos optado por resolver a equacao

(5.54) numericamente com a condi¢ao inicial dada acima.

Na Fig.(5.4) mostramos que a evolugao temporal de R (r,f) tem 0 mesmo com-
portamento qualitativo como no caso Einstein-de Sitter, exceto que a partir de um
determinado raio ao redor de r = 0.70 o efeito da constante cosmoldgica detém o
colapso, ja que esta atua como anti-gravidade, afetando a perturbacao mediante a
expansao do universo. Isto estd em concordancia com as analise recentes de [32],
onde foi encontrado uma camada diviséria que separa a regiao em expansao e de

colapso em modelos gerais.
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Figura 5.4: Raio areal R (nﬂ como uma funcdo do tempo ¢ para 2 = 0.01 (linha
solida), 0.5 (linha tracejada), 0.7 (linha ponto-tracejada) e 0.75 (linha pontilhada).

A evolugado incial de perturbacgoes na matéria é mostrada na Fig.(5.5). De novo,

mostramos o instante inicial da evolucao do perfil do contraste de densidade o (r, ﬂ

&(r,b
0.00015 N
0.00010 N

0.00005

r/re

Figura 5.5: Contraste de densidade ¢ (r,i) como uma funcao do raio comdvel em
unidades de o para o contraste de densidade inicial (linha sélida), contraste de
densidade em ¢ = 1077 (linha tracejada) e £ = 1075 (linha ponto-tracejada).

O perfil da perturbacao evolui rapidamente para uma gaussiana no regime nao-linear,

como pode ser visto na Fig.(5.6).
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r/re

Figura 5.6: Contraste de densidade como uma fungao do raio comével em unidades
de 0 em t = 0.5 (linha solida), # = 0.6 (linha tracejada) e £ = 0.7 (linha ponto-

tracejada).

Comparando a Fig.(5.3) com a Fig.(5.6) podemos observar que para um valor fixo no
raio comovel, o contraste de densidade no caso ACMB atinge valores menores do que
o caso Finstein-de Sitter como consequéncia da presenca da constante cosmoldgica,
que atua como anti-gravidade, gerando uma expansao acelerada do universo, a qual

inibe o crescimento da perturbacao.

5.2 O caso com pressao

No caso anterior, as perturbacoes de densidade com um perfil de densidade foram
assumidas sem pressao, permitindo empregar o modelo L'TB para analizar a evolugao
da perturbacao. Se agora relaxamos essa restricao e consideramos uma perturbacao
de densidade que exerca pressao, o modelo adequado para fazer a descricao da
evolugdo da perturbagao ¢ o modelo de Lemaitre [26]. Neste caso, ndo ha uma
solucao fechada ao problema, mas é possivel explorar algum método numérico que
nos permita conhecer o comportamento das funcoes embora seja de uma forma
aproximada. Esse é o fim do seguinte método, o qual segue a sugestao de [67], mas

aplicada a uma perturbacao de densidade.

As equagoes dindmicas do modelo de Lemaitre sdo (5.11) e (5.12), enquanto as
equagoes de hidrodinamica sao as (5.7)-(5.10), complementadas com a equagao de
estado p (r,t) = wp(r,t). O modelo é resolvido determinando as fungées A (r,t),
B (r,t), m(r,t), R(r,t) e p(rt).

Para tal fim, definimos todas as fungoes sobre uma tri-superficie ¢ = ¢;. Depois,

fazendo uso de suas derivadas com respeito ao tempo geramos sua evolucao temporal.
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Da equagao (5.8) obtemos a fungao

Alrt) = A° () — 2 —T—)w In ”pﬁrg)) (5.56)

onde ¢ denota a fungao avaliada no centro da perturbacao r = 0. Tomamos A€ (t) =
0, de tal modo que um observador no centro da perturbacao medira o tempo proprio.
A evolucao desta funcao estard determinada uma vez que se gera a evolucao das

outras fungoes.

Integrando a equacao (5.11) resulta

r /
m(r,t) = 47TG/U R (1) %p (r',t) dr’ (5.57)

Calculando m (7, t) na tri-superficie ¢t = ¢; obtemos

m; (r) = 4nG /07" R; (1)’ 8]1;757“/) pi (r') dr’ (5.58)

Usando a definicao para a massa ativa gravitacional no caso sem constante cos-

mologica, encontramos

OR (r,t) _ Ao {2m (r,t) i t)}2 (5.59)

onde f(r) é a curvatura, a qual depende do tempo e é definida como f(r,t) =
o Br) {8R(r,t) }2 1

or
Fixamos a curvatura na tri-superficie inicial ¢ = ¢; . Para encontrarmos uma ex-
pressao para a curvatura nesse instante, usamos o modelo de LTB. Como a equagao
(5.17) determina a curvatura e nao depende do tempo, podemos escolhé-la em qual-

quer instante, particularmente em ¢t = t;, tal que

2m (r)

— H?R? —
fr) = HIR} = =5

(5.60)

Considerando a condigao incial R; = ra; e a expressao (5.46) para m (r), encon-

tramos a curvatura para o instante ¢ = ¢; no modelo de Lemaitre

fi(r) = H2r*a? {1 — Qh (r)} (5.61)

Portanto, a funcao B na tri-superficie ¢t = ¢; estd dada por
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Ry | ?
Bi(r)=1ln if—f{?}n) (5.62)

Combinando a equagao (5.8) com a equacao (5.4) nos permite obter

o | OR(rt) . .
0B(rt) _or [ ot } LW ORLE) 2plr) (5.63)
ot B aRa(r,t) (1+w) aRa(r,t) p(r,t) :

Substituindo (5.63) em (5.7) obtemos

o | OR(r,t)
dp (r,t) —8Ra(:’t) dp (r,t) —8R§:’t) ar [ ot }
5 = Yarem gy (14 w)p(rt) 2R (r1) + —orrD (5.64)

or or

O perfil de densidade inicial para a perturbacgao serd dada por uma gaussiana, de

maneira que

0i (1) = i {1 + 5,-6-23} (5.65)

Por outro lado, a densidade da perturbacao no centro é igual a

pe () =p ) {1+0°(1)} (5.66)

onde 0°(t) é o contraste de densidade no centro da perturbacao.

Agora, para gerar a evolucao das fungoes do modelo de Lemaitre, fazemos uma
foliacao do espaco-tempo em tri-superficies separadas no tempo por um intervalo
At e definimos as fungbes B, m, R e p sobre a tri-superficie inicial, a partir da qual

geramos a evolucao para as seguintes tri-superficies.
Evolucao das funcoes para a tri-superficie t; = At
A evolucao de R é dado por

R1 (7", t) = Rz (T) + (%) At = ra; + THiCliAt (567)

onde RZ estd determinado pela condicao incial R; e esta dada por Rl =rH;a;.

Para o caso de p temos
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pr(r,t) = pi (r) + (‘;t) At = p; (r) — {eriap(;y) +3(1+w) Hipl-} At (5.68)

na qual (a—’)) foi determinada pela expressao (5.64).

De igual forma m é dada por

my (r,t) =m; (r) + (887:) At = m; (r) — drGuria Hip; (r) At (5.69)

onde (E) ¢ estabelecida mediante (5.12)

No caso de B temos que

0B w 8%( )
By (r,t) = B; At=B 20 H;+ ———“—rH; At .
0= .00+ (G7) A=)+ 28 Bk Iy A 670
onde (E) foi obtida usando (5.63).
Desta forma, a funcdo A é determinada como
w p1 (r,t)
Ai(ryt) = =2 1 5.71
() Ttw g0 o
onde pf (t) = p; (1 +0;) — 3 (1 +w) (1 +6;) H;p; At.
Evolucao das fungoes para a tri-superficie t, = 2At
Como no primeiro caso, a evolucao de R é
OR 2my (r,t) 3
A1<v t) my (T, 2
R t)=R t — | At=R t —_ t At
nt) =)+ (G1) A=+ 0D
(5.72)
2
onde fi (r,t) = e~ B1(nt) {—aRéEf’t)} —1.
A evolugao de p é dada como
dp
P2 (7”, t) =P (T, t) + E At (573)
1

ok 9k O l(or
na qual (252) =l 2ot - (14w {2+ B,

or
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A evolugao de m é conseguida como

0 OR
ma (r,t) = my (1) + | n ) At =my (r,t) — 4rGwR2 (r,t) pr (1) | 2o ) At
ot ), ot ),
(5.74)
De igual forma, a funcao B é dada por
0B
Bg (’I“, t) = Bl (T’, t) + (-) At (575)
ot ),
) OR OR o r,t
o) _ 7[(7)1] w (T>1 pl'(rd
na qual (57), =2 8—6R£r,t> +295% NG COR
Com as fun¢oes anteriores, a funcao A é determinada por
t
Ay (r,t) = =2 Yo (r,) (5.76)

l+w  p5(t)

onde p§ (t) = p1 (0,t) + (%)1 At.

A partir deste instante, a evolucao das funcoes para as outras tri-superficies é ger-
ada de igual modo que nas duas iteracoes anteriores, possibilitando deste modo a
descricao da evolugao da perturbacao de densidade. Este procedimento representa
uma primeira tentativa de decrever tais perturbacoes com pressao. O algoritmo nao

esta livre de problemas, e melhoras estao sendo realizadas.
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Conclusoes

O modelo do colapso esférico é uma ferramenta bem-sucedida para entender a for-
macao de estruturas. Contudo, este modelo faz a suposicdo de homogeneidade na
distribuicao de massa da perturbagao. Mas como sabemos, no universo, tanto as es-
truturas astrofisicas (como estrelas) e cosmologicas (como galaxias), tém uma maior
concentragao de massa no interior do que na sua superficie, variando de adentro para
fora de maneira gradual. A consideragao desta caracteristica nas estruturas cosmi-
cas foi a motivacao fisica que nos levou a implementar uma generalizacao do modelo
do colapso esférico top-hat, incluindo um perfil inicial geral para a perturbacao de
densidade. Neste contexto, calculamos a evolucao nao-linear das perturbacoes de
densidade, usando um perfil gaussiano simples com desvio padrao o. Mostramos que
as perturbacoes de densidade evoluem de modo diferente em um fundo Einstein-de
Sitter e ACDM. No primeiro caso, cada uma das camadas da perturbacao colapsa
em momentos diferentes, colapsando primeiro as camadas mais préoximas ao centro
da perturbacao e depois as mais afastadas. Este comportamento deve-se a que a ex-
pansao do universo domina mais sobre camadas de menor densidade, retardando seu
colapso com respeito as de maior densidade. Por outro lado, enquanto a perturbacao
de densidade evolui no tempo, o perfil de densidade inicial gaussiano se mantém,
mas sua largura diminui com o decorrer do tempo. No tltimo caso, observa-se um
comportamento qualitativo igual ao primeiro, com a diferenca que, para iguais in-
stantes de tempo o contraste de densidade atinge valores menores ao longo do raio
comovel, além da existéncia de uma camada divisoria entre uma regiao de expansao
e contragao dentro da perturbacao. Isso é devido a que a constante cosmologica atua
como anti-gravidade, afetando o crescimento da perturbacao por meio da expansao
acelerada do universo, de modo que a expansao do universo exerce maior efeito so-
bre o crescimento de cada camada, mesmo chegando a deter o colapso de camadas
abaixo de uma densidade critica. Em ambos casos, a existéncia da perturbacao
afeta levemente a evolucao do fundo com respeito a evolucao que esta seguiria sem a
presenca da perturbacao de densidade. O uso de um modelo de colapso esférico com
um perfil de densidade radial indica que camadas mais préoximas ao centro colapsam

primeiro que as mais afastadas. Tal comportamento na perturbacao de densidade
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nos leva a perguntar como determinar o valor da quantidade 9., de tanta importan-
cia para o formalismo de Press-Schechter. Segundo a defini¢do da quantidade . (z),
o qual é o contraste de densidade da teoria linear com uma condigao inicial tal que
o colapso nao-linear acontece para um desvio para o vermelho z, em particular para
este trabalho em z = 0, notamos que apenas o centro da perturbacao colapsa em
z = 0, por tanto todas as outras capas que colapsam em tempos posteriores sao ex-
cluidas da defini¢ao de 4., levandonos a concluir que seu valor em principio depende
apenas da cosmologia de fundo, sendo independente do perfil de densidade. Nesse

caso, deixaria de introduzir alguma modificao no formalismo de Press-Schechter.
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Apéndice A
Solucoes Paramétricas

Nos incluimos aqui as solu¢oes paramétricas exatas da equagao (5.18) com e sem

constante cosmologica .
Caso Einstein-de Sitter. Quando A = 0 a equagao (5.18) tem como solugao [61]:
(A.1)

m(r) (1 —cosn)

|
"0y~ sinn)

(r)
(A.2)

R(n,t)=|f

Njw

t(n,r)=1ty(r)+
(n,7) (r) 0

onde 7. [0,27] e f (r) & a curvatura.
Caso ACDM. Quando A # 0 a solugao para a equagao (5.18) estd dada em termos
das funcoes Weierstrass @, o e (, definidas pelos invariantes gs e gs:

g2 (r) = 120 (r)
A (A.4)

95 (1) = =80 () - 5

. A solugao esta dada por [66]

nos quais a (r) = —L&
k (r) 3{4m(r)}3
()
T (A9
=ty (r 0 o (x =) r) —
) =)+ s g { T () - )| (ao)
= o' (). O parametro n é em geral

onde F'(1n9) é uma constante arbitraria e z

um nimero complexo.
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Apéndice B
Tensores

Aqui mostramos a definicdo dos tensores da relatividad general que foram usados

ao longo deste trabalho.

O elemento de linha da métrica g, estd dado por

ds® = g, dxtdz” (B.1)

na qual esta se usando uma métrica com assignatura (+ — ——).

Podemos obter para qualquer métrica g,, as componentes da conexao

aB
o g
r ny — T (gﬁu,ll + 9pv.n — g,ul/,ﬂ) (B2)

onde virgula implica uma derivada com respeito as coordenadas z*.

Com a conexao podemos calcular a derivada covariante de um tensor T"” como

vV, T =T , +TT" , + THTY o (B.3)
A partir de I'* ,, podemos calcular a equagao da geodésica
d?>z® dxt dx¥

re =0 (B.4)

i — =
dr? "odr dr
onde 7 é o tempo proprio que parametriza a geodésica.

O tensor de Riemann é obtido a partir da conexao como
R 3 =T gy =T g + 195,17 g = T 517 5, (B.5)
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Contraindo o primeiro e terceiro indice do tensor de Riemann se define o tensor de

Ricci

Rﬁu = R" Bav

(B.6)

Similarmente o tensor de Ricci é difinido como a contracao do tensor de Ricci com

a métrica

R = gﬁlegy

As equacgdes de Einstein sao
G, = 8rGT,,

onde G, é conhecido como o tensor de Einstein e estd definido como

1
G =Ry — §QWR

O tensor de Einstein satisfaz a identidade

V.G =0

conhecida como identidade de Bianchi.
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