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MAPAS UNIDIMENSIONAIS DISCRETOS

Dissertação de Mestrado elaborada junto ao Programa

de Pós-Graduação em F́ısica pelo Instituto de Geociên-

cias e Ciências Exatas da Universidade Estadual Pau-
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Resumo

Neste trabalho estudamos o decaimento das órbitas para os pontos fixos em bifurcações

distintas em mapeamentos unidimensionais não lineares discretos. Consideramos o mapa

Gauss, analisamos o diagrama de órbitas e estudamos o decaimento das trajetórias para

o ponto de equiĺıbrio nas bifurcações tangente e de duplicação de peŕıodo. Encontramos

anaĺıtica e numericamente o conjunto de expoentes cŕıticos que descrevem propriedades de

escala nas bifurcações e próximos delas. Estes expoentes caracterizam o tipo de bifurcação

do problema. Estudamos, também, eventos chamados crises de fronteiras, que ocorrem

a partir de determinado valor do parâmetro de controle ν. Estendemos nossos estudos

considerando o mapa Hassell e introduzimos uma perturbação no problema. Assim como

no mapa Gauss, analisamos nestes sistemas o diagrama de órbitas, os decaimentos das

trajetórias para os pontos fixos nas bifurcações transcŕıticas e investigamos anaĺıtica e

numericamente para determinar os expoentes cŕıticos destas bifurcações. Com o intuito

de investigar os efeitos da perturbação paramétrica introduzida ao mapa Hassell, constrúı-

mos e analisamos as trajetórias no espaço de parâmetros. Utilizamos, como ferramentas,

as órbitas superestáveis e extremas. Nas duas classes de mapas (Gauss e Hassell), carac-

terizamos o caos via expoentes de Lyapunov. Mostramos, também que, quando obtidos

os expoentes cŕıticos e utilizando transformações de escalas apropriadas nos eixos coorde-

nados, todas as curvas de decaimento para os pontos de equiĺıbrio se ajustaram em uma

única curva, validando os expoentes.

Palavras Chaves: Mapas unidimensionais, pontos fixos, expoentes cŕıticos, leis de escala,

crises de fronteiras e espaço de parâmetros.



Abstract

In this work we study the decay of the orbits to the fixed points in different bifurca-

tions of nonlinear discrete one-dimensional mappings. We consider the Gauss map and

analyze the orbit diagram to study the convergence of the trajectories to the equilibrium

point at the fold and flip bifurcation. We find numerically and analytically the set of cri-

tical exponents that describe some scaling properties at the bifurcations and near them.

These critical exponents can also characterize which types of bifurcations that arises from

the problem in question. We also study particular events called boundary crisis that

occur from above a specific value of the control parameter ν. We continue the studies

considering the Hassell map and its perturbed version. Just like in the Gauss map, we

analyze the orbit diagrams within these systems, as well as the convergence of the orbits

to the fixed points at the transcritical bifurcations, while also investigating numerically

and analytically to determine the specific critical exponents of those bifurcations. With

parametric perturbation added to the Hassell map, we build and analyze the trajectories

on the parameter space. We apply, as tools, the superstable and extreme orbits. In the

two classes of the maps (Gauss and Hassell), we quantify the chaos by Lyapunov expo-

nents. After the critical exponents are obtained, using convenient scale transformations in

the coordinate axes we show that all the curves of decay to the fixed points are collapsed

into a universal curve, thus validating the exponents.

Key Words: One-dimensional maps, fixed points, critical exponents, scaling law, boun-

dary crisis and parameter space.
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3.1 Diagrama de órbita e ponto fixo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Expoente de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Introdução

Com os conceitos matemáticos desenvolvidos na teoria de sistemas dinâmicos não

lineares, comportamentos dinâmicos de vários sistemas f́ısicos puderam ser caracterizados

[1–5]. Estes sistemas podem ser classificados em dois tipos: determińısticos, ou não

determińısticos. O primeiro: quando conhecidas as variáveis de estado em um dado

instante, seu comportamento em qualquer instante posterior é determinado univocamente.

O segundo: a modelagem, em geral, envolve teorias probabiĺısticas.

Edward Lorenz, na década de 1960, em seu estudo intitulado “Deterministic nonpe-

riodic flow” [6] notou ao variar sutilmente as condições iniciais do sistema, mudanças

totalmente distintas durante a evolução dessas condições quando comparadas entre elas.

Isto, teoricamente, estava estranho, pois o problema era determińıstico e essas pequenas

variações nas condições iniciais não deveriam alterar completamente as caracteŕısticas da

evolução do problema. Assim, estes comportamentos observados por Lorenz, indicavam

ser caóticos.

Como caracterizar um comportamento caótico em sistemas unidimensionais não line-

ares discretos? Robert Hilborn, em seu livro [7] apresentou uma maneira quantitativa de

verificar este tipo de comportamento. Ele analisou o afastamento médio entre trajetórias

vizinhas, de forma exponencial, utilizando os expoentes de Lyapunov. Quando os valores

destes expoentes são negativos: temos órbitas regulares, ou periódicas. Caso contrário,

positivos: temos trajetórias caóticas, implicando na divergência exponencial média entre

essas condições iniciais.

Com a descoberta de sistemas senśıveis a condições iniciais, estudos em dinâmica não

linear e caos aumentaram muito ao longo das últimas décadas e despertaram o interesse de

muitos pesquisadores para essa área [8–19]. Por exemplo, os estudos realizados por Robert

May e co-autores [20, 21] com o mapa loǵıstico. Um modelo que possui um parâmetro

de controle e não linearidade quadrática, sendo matematicamente simples. Entretanto,

quando variamos o parâmetro, este mapeamento apresenta diversos comportamentos em

sua dinâmica, como pontos fixos, bifurcações, atratores caóticos, crises. Possui, também,

aplicações em diversas áreas da ciência, como economia [22], criptografia [23, 24], dentre

outras [25–27].

Existem sistemas dinâmicos lineares e não lineares. O primeiro: existem soluções

gerais e nos permite determinar o comportamento futuro do sistema. Mas o segundo:
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as soluções exatas, em geral, não são simples de obter analiticamente e se obtidas, os

resultados podem ser de dif́ıcil interpretação. Há alguns métodos que facilitam os estudos

desses sistemas. Por exemplo: as seções de Poincaré [7], em que conseguimos reduzir o

fluxo de soluções de um problema de N dimensões para (N−1) dimensões. Outro exemplo:

a discretização de equações diferenciais [28]. Este processo, por exemplo, pode demandar

um custo numérico menor em obter informações do problema quando comparado com

modelos descritos por equações diferenciais.

O conjunto de pontos da evolução de um modelo unidimensional discreto – incluindo

a condição inicial estabelecida –, são chamados órbitas ou trajetórias do sistema. Estas

órbitas podem ser caóticas ou não caóticas e as caracteŕısticas dessas trajetórias estão

ligadas ao parâmetro de controle do problema. Uma maneira qualitativa de observar es-

ses comportamentos – descartando o transiente e após um longo peŕıodo de iterações –

é através do diagrama de órbitas do sistema. Este diagrama é a evolução da trajetória

do sistema em função do parâmetro de controle e mostra o nascimento, evolução e des-

truição do conjunto de atratores do problema [29]. Outra maneira de observar – também

descartando o transiente e após um longo peŕıodo de iterações – é através do espaço de

parâmetros [30], analisando a dinâmica do sistema em função dos parâmetros de controle,

quando o mesmo possui dois ou mais.

Em mapeamentos unidimensionais, podemos observar e estudar alguns comportamen-

tos relacionados a dinâmica do sistema. Um deles: o ponto fixo [12], dado da seguinte

forma F (x∗) = x∗, sendo um ponto em que “mapeia” a si mesmo. Este ponto pode ser

estável, instável ou assintoticamente estável. Outro: o ponto de bifurcação [7], ponto em

que ocorre uma mudança na estabilidade do ponto fixo, alterando seu comportamento de

assintoticamente estável para instável ou vice e versa. Por último: atratores, classificados

em dois tipos: caóticos (ou estranhos) e não caóticos. O comportamento desses atratores

são importantes para explicar fenômenos dinâmicos do sistema [29].

Os estudos sobre atratores e como são afetados quando o parâmetro de controle do

sistema é variado recebeu atenção de pesquisadores. Alguns tópicos nessa área incluem

teoria de bifurcação [31,32], cascatas de duplicação de peŕıodo resultando em caos [21,33–

35], dentre outros. Quando um atrator caótico colide com um ponto fixo instável, ocorrem

mudanças no comportamento da dinâmica caótica do sistema, no valor do parâmetro em

que acontece esse cruzamento, chamado crise [36–38]. Se o atrator caótico é destrúıdo,

temos crise de fronteira, mas se acontece a expansão no mesmo, temos crise interior.

Uma ferramenta que ajuda no estudo destes eventos são as órbitas supertracks, que são

trajetórias avaliadas no ponto cuja derivada do mapeamento é nula e com dependência

apenas no parâmetro de controle do mesmo [39].

Neste trabalho estudamos o decaimento das órbitas para os pontos fixos em três bi-

furcações distintas, sendo elas: tangente, transcŕıtica e duplicação de peŕıodo. Estuda-

das em dois mapeamentos unidimensionais não lineares discretos. O primeiro: o mapa
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Gauss [7, 40, 41], analisamos o diagrama de órbitas e estudamos o decaimento das tra-

jetórias para o ponto de equiĺıbrio nas bifurcações tangente e de duplicação de peŕıodo.

Encontramos anaĺıtica e numericamente o conjunto de expoentes cŕıticos que descrevem

propriedades de escala nas bifurcações e próximos delas. Estes expoentes caracterizam

o tipo de bifurcação do problema. Estudamos, também, os eventos chamados crises de

fronteiras, que ocorrem a partir de determinado valor de ν. A segunda classe: o mapa

Hassell [42, 43] e sua versão perturbada. Nestes dois mapeamentos também analisamos

o diagrama de órbitas, os decaimentos das trajetórias para o ponto fixo na bifurcação

transcŕıtica e estudamos anaĺıtica e numericamente os expoentes cŕıticos caracteŕısticos

desta bifurcação.

Com a perturbação paramétrica introduzida ao mapa Hassell, como aplicada na ref.

[44] para o mapa loǵıstico, constrúımos e analisamos as trajetórias no espaço de parâ-

metros a partir do cálculo dos expoentes de Lyapunov. Neste estudo, utilizamos como

ferramentas as órbitas superestáveis e extremas [44]. Nas duas classes de mapas (Gauss

e Hassell), caracterizamos o caos via expoentes de Lyapunov. Mostramos também que

quando obtidos os expoentes cŕıticos e utilizando transformações de escalas apropriadas,

todas as curvas de decaimento para os pontos de equiĺıbrio se sobrepõem em uma única

curva, validando os expoentes.

Para melhor compreensão da dissertação, organizamos a mesma em quatro Caṕıtulos.

No primeiro Caṕıtulo: descrevemos os estudos detalhados sobre os comportamentos di-

nâmicos para o mapa Gauss. No segundo Caṕıtulo: descrevemos os estudos realizados no

mapa Hassell. O terceiro Caṕıtulo: apresentamos os estudos detalhados do mapa Hassell

perturbado, analisando também o espaço de parâmetros do mesmo. No último Caṕıtulo:

apresentamos os comentários finais sobre o desenvolvimento e resultados do trabalho.
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Caṕıtulo 4

Comentários finais

Neste trabalho consideramos um conjunto de mapas unidimensionais discretos e in-

vestigamos algumas propriedades dinâmicas. Iniciamos os estudos considerando o mapa

Gauss e investigamos a convergência das órbitas para os pontos fixos x∗1 e x∗2 para os

parâmetros de controle β = βc1 e β = βc2 , em que ocorrem as bifurcações tangente e

duplicação de peŕıodo respectivamente. Nestes pontos fizemos analises fenomenológicas

e observamos que o decaimento das trajetórias para os pontos fixos são caracterizadas

por três expoentes cŕıticos cada. Estes expoentes estão relacionados entre si pelas leis de

escalas z′ = α′/σ′ e z = α/σ e os resultados forneceram α′ = 1, σ′ = −1 e z′ = −1 para

a bifurcação tangente e α = 1, σ = −1/2 e z = −2 para a bifurcação de duplicação de

peŕıodo.

Mostramos no mapa Gauss, quando escolhidos outros valores do parâmetro de controle

ν, comportamentos chamados de crises de fronteiras. Caracterizamos estes eventos e obte-

mos os expoentes γ1 ≈ −0, 509(7) para a crise de fronteira em β = βcrise1 e γ2 ≈ −0, 507(4)

para crise em β = βcrise2 , quando consideramos ν = 10. Estes resultados produziram o

mesmo valor encontrado nas referências [36–38] para o mapa quadrático. Utilizando a

órbita de ponto fixo instável de peŕıodo 1 e as órbitas supertracks, conseguimos encontrar

o valor que iniciam as crises no mapeamento, fornecendo ν = νcrise ≈ 9, 82.

Estendemos nossos estudos considerando o mapa Hassell e investigamos a convergên-

cia das órbitas para o ponto fixo na bifurcação transcŕıtica. Neste ponto, fizemos analises

fenomenológicas e observamos que a convergência das órbitas também são caracterizadas

por três expoentes. Eles estão relacionados entre si pela lei de escala z
′

= α
′
/β e os resul-

tados encontrados foram α′ = 1, β = −1 e z′ = −1. Perto da bifurcação a convergência

das órbitas para o ponto fixo no mapa Hassell é marcada por um decaimento exponencial

e o tempo de relaxação é descrito pela lei do tipo τ ∝ µδ, com δ = −1.

Comparando os expoentes cŕıticos encontrados para o mapa Hassell e Hassell per-

turbado, observamos que a perturbação não afetou a convergência das trajetórias para o

ponto de equiĺıbrio na bifurcação transcŕıtica, com isso, conseguimos os mesmos resultados
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de expoentes.

Comparando os resultados dos três mapas estudados com os estudos realizados para

o mapa loǵıstico em [17], observamos que os expoentes cŕıticos obtidos no mapa Gauss,

estudando a convergência das órbitas para o ponto fixo na primeira iterada, na bifurcação

tangente; são diferentes dos expoentes obtidos para o mapa Loǵıstico, Hassell e Hassell

perturbado. Entretanto, os três últimos mapas, quando estudados os decaimentos das

trajetórias na bifurcação transcŕıtica, apresentaram os mesmos expoentes cŕıticos.

Analisamos a convergência das trajetórias para o ponto estacionário no mapa Gauss na

bifurcação de duplicação de peŕıodo e encontramos outros três expoentes cŕıticos. Com-

parando estes expoentes com os do mapa Loǵıstico, na mesma bifurcação, os expoentes

apresentaram os mesmos resultados. Portanto, de acordo com a bifurcação em que esta-

mos analisando o decaimento das órbitas para o ponto de equiĺıbrio, os expoentes cŕıticos

podem ser iguais (se estivermos na mesma bifurcação) ou diferentes (se não estivermos na

mesma bifurcação).

Finalizando, utilizamos como ferramenta os expoentes de Lyapunov para obter o es-

paço de parâmetros e verificar estruturas complexas periódicas chamadas shrimps (cama-

rões). Além disso, quando observamos o espaço de parâmetros via peŕıodos e utilizamos

as órbitas de retorno que foram encontradas numérica e analiticamente, nos possibilitou

entender melhor como essas estruturas se organizam. Visto que, utilizando estas órbitas

foi posśıvel localizar mais precisamente os camarões. Com isso, sendo uma importante

ferramenta para investigação global e local destas estruturas periódicas complexas.

Temos como perspectivas, analisar o comportamento das órbitas na relaxação para a

bifurcação tangente e verificar se há modificação no valor do expoente de relaxação. Além

disso, pretendemos acoplar o mapa Gauss ao mapa loǵıstico. Neste tema, vamos investigar

os efeitos que este acoplamento pode causar no espaço de parâmetros deste novo sistema.

Queremos, também, analisar o que acontece na mudança da bacia de atração no mapa

Hassell perturbado, pois quando acrescentamos essa perturbação paramétrica a mesma

produz novos comportamentos na dinâmica do mapeamento.
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