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ABSTRACT 

In this worií we study a class of non-linear equations, which indudes as particular cases 

the Liouville and the sine-Gordon equations, under the approach of the Inverse Scattering 

Method and the Theory of Surfaces. 

We Work out the Lax pair for the general fonn of the non-linear equation which 

represente the class we mentioned, and investigate the geometrical charactheristics of such 

a class. 

RESUMO 

Nesse trabalho estudamos uma classe de equações não-lineares, que inclui como ca- 

sos particulares as equações de Liouville e sine-Gordon, sob a abordagem do Método de 

Espaihamento Inverso e da Teoria de Superfícies. 

Calculamos o par de Lax para a forma geral da equação não-linear que representa a 

classe mencionada, e investigamos as caractensíicas geométricas de tal classe. 
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0. INTRODUÇÃO GERAL 

À parte da importância intnnseca qne o estudo de sistemas não-linear» adquiriu nas 

duas últimas décadas, alguns destes sistemas tornaram-se especialmente visados devido ao 

fato de representarem bons modelos de importantes teorias tísicas. 

Neste trabalho nos propusemos a analisar as caractensticas em comum de problemas 

representados por equações do tipo 
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^ = 0, (0.1) 

Y{4) = Ae^ + Be-^, (0.2) 

sendo que V(^) e S e A, B e a são constantes. 

A razão desta escolha é que, com os parâmetros constantes de V{^) convenientemente 

escolhidos, a equação (0.1) inclue problemas nâo-lineares importantes como: 

(i) Liouville 

- ^xx + = 0, (0,3) 

que surge como a equação de movimento de strings reiativísticos (imersos em 

espaços pseudo-euclidianos tridimensionais [A.6,A.7|), que, por sua vez, são a 

base de modelos para interações fortes, incluindo como limite os Modelos Duais 

|A.9). 

(ii) Sine-Gordon 

- ^xx + sen^ = 0, (0.4) 

que foi proposta como representante do modelo massivo de Thirring e como 

modelo unidimensional não-linear para a teoria de campos [A.2], para 
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pulsos óticos ultracurtos em meios de dois estados (A.!], para deslocamentos 

unidimensionads de átomos em sólidos [T.2], além de outras aplicações . 

As equações E, como chamaremos doravante as equações do tipo (0.1), apresentam 

ainda a importante característica de possuírem IVansformações de Bãcklund o que contorna 

o problema de construir novas soluções a partir de outras conhecidas. Em particular, 

mostraremos que as Transformações de Bãcklund para qualquer caso de (0.1) podem ser 

reescritas sob uma forma algébrica extremamente ütil. 

Em nosso estudo das caractensticas das equações E dividimos a análise em três partes, 

abordando: 

1. Pares de Lax 

2. TVansformações de Bãcklund 

3. Teoria de Imersão de Superfícies 

onde procuramos uniformizar a apresentação dos aspectos em função dos parâmetros de 

(0.2). 

Finalmente, observemos que em parte do trabalho utilizamos as “coordenadas do 

cone-de-luz”, definidas por; 

. x+t x-t 
r 2“» 

de acordo com as quais o problema (0.1) é dado por: 

(0.5) 

Hr = (0.6) 

Cumpre observar, no entanto, que (0.6) não é completamente equivalente a (0.1) no 

sentido de que nem toda solução de (0.1) satisfaz (0.6). 
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1. PARES DE LAX LOCAIS 

1.1 Introdução 

Neste capítulo estaremos mostrando dois métodos de construção do Par de Lax * 

para as equações E, baseados na bem conhecida prescrição de Zakharov e Shabat ** e na 

formulação usada por Zakharov, Thkhtadíhyan e Fhdeev (ZTF) (A.2,A.3|. 

Nosso objetivo será ressaltar a dependência explícita do par de Lax em relação ao 

parâmetro espectral A (autovalor de um dos operadores do par de Lax) o que causa um 

constrangimento no caso A = 0, 

l.g Parts de Lax para as equações E segundo ZaMharov-Shahat 

O par de Lax é definido (vide apêndice A) pela condição necessária de que 

= (U) 

conhecida como equação de Lax, reproduza a equação não-linear que queremos anali- 

sar ***. 

No caso de Zakharov-Shabat temos que 

e’ o operador de Zakharov-Shabat e que gera a evolução temporal das autofunções de 

tuti no sentido de 

I7 = 6x, (1.3) 

* Àqueles não familiarizados com a terminolopa emproada no Método de Espalha- 
mento Inverso, recomendamos a leitura do apendice A, 

** Vide [A.8]. 

*** Como em (1.1) estamos usando as coodenadas do cone-de-ha a equação vMada é do 

tipo (0.6). 
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deve ser encontrado para cada problema qne se quer analisar, de modo que (1.1) sqa 

satisfeita. Assim teremos, 

(i,.), =-iraP, = (-•j'], (U) 

(1-5) 

Notemos que (1.4) tem a forma de um operador linear multiplicativo (sem derivadas) 

0 que nos leva à hipótese de Ê linear e, de alguma forma, sem o termo em Como 

admitir 

{J&,tr3j = 0 

e’ absurdo, adotaremos 

(^,tT3| = í’(^)fl +(?(^)T2, 

tal que 

A idéia aqui é que se 

a ò 
- F(^)r,)ir3tr, (1.6) 

for satisfeita, teremos 

que permite uma reinterpretação da aplícacação de (l.l) restrita às autofunções de 

isto é, 

(X„)rX = 

que com 

^«X = -^Xt 

fornece 
-igr=HG(^)-hiF(^)h 

ifr =A((?(^) - lF(^)). 
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que são as equações não-liueares associadas ao par È. 

Como podemos ver o par de Lax segundo Zakharov-Shabat tem aplicações muito mais 

amplas que o caso das equações E que queremos estudar. De fato, para estas devemos 

adotar 

q — r — a = cfc,, 

o que nos leva a 

= 7(0 + íf) = ^(-G+íf) = V(4.), 

e que, portanto, fornece 

G(^) = 0 e F{4)^-jV{<l,). 

Voltando agora a (1.5) e calculando os coeficientes vemos que: 

A>>3] = 2t ( - 

|á,ir,G| = ia4’( õ ^>) = 

isto é, a condição (1.6) será verificada se 

B.j - 

dBíi dByi .Or 

H 

Bií = -fti = 

Como no caso das equações E temos 

v“{4) = a=K{^). 

obtemos 
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Assim podemos dizer que o par de Lax para as equações E segundo Zakharov- Shabat, 

tem a s^inte forma 

f * (1-7) 
6 = -^hV(4) + iar^V(4)]. 

E’ fácil ver que para o caso da equação de âne-Gordon (o = » e V(^) = sen^) o par 

(1.7) reproduz um resultado bem conheddo [T.lj. 

l.S Pares de Lax para as equações E segando ZTF 

Mostramos na seção anterior como se pode obter, fácilmente, o par de Lax para 

as equações E, nas coordenadas do cone-deluz, através de (1.7). Veremos agora outro 

método que permite descrever o par de Lax nas coordenadas do espaço -tempo, partindo 

da s^uinte forma geral *: 

S). 

onde, 

^=(? “o‘) = r’ 

sendo A e B operadores lineares. 

Substituindo (1.8) na equação de Lax 

£. = iÔ,íl, 

teremos 

(Èí) 

(1.8) 

(1.9) 

* Aplicamos pequenas modificações em relação aos traballios originais [A.2,A.3]. 
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A BW ./ÀX-2JB* Bx \ 

OJ Oj a* ■^\^-Bx-2BJÀ -2BJB j ’ 

0\ a^ /-A-2J»B -B\ a ,/B»J J»BxAJB\ 

o) B ojax^^^^o BJB j ’ 

de modo que 

[Ã,i)=2^_ 
O 

B(l+J’) 

(1+J»)BW 

0 
I 

dx 
+ 

Ax+2[B*,J) (1 + 2J*)Bx + 2AJB\ 

Bx - 2BJA 0 ) • 

Usando agora 

J> = -1 

teremos, no lugar de (1.9), o s^inte sistema: 

At-Ax+2[J,B*j = 0, (1.10o) 

Bt + Bx + 2BJA = 0, (1.106) 

BJA + AJB = 0. (1.10c) 

Seja então 

A = Ao + AiTi + AaTa + A3T3, 

B = Bo + Bjri -f B2T3 + B3T3, 

quando substituímos estas expressões em (1,10c) obtemos 

AqBj = AjBoj 

A1B2 = A3B1, 

A3B2 = A3S3, 

o que sugere 

A3 = Bj = 0. 

Com isto teremos 

[J,B*j = 4Bo(B3Ti - Bifa), 
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de modo que, de acôrdo com (1.10a), 

ilo — 0* 

Por outro lado, de (1.10b) e B2 = 0 deveremos ter 

AiBi -f- A3B3 = 0. 

tal que se 

A3 = Bi = 0 ou Aí = B3 = 0, 

teremos consistência em (1.10). Adotando a primeira hipótese obteremos 

A =Atí 

B =Bo + BsTy. 

Notemos agora que (1.10a), on (1.10b), deve reprodurir a equação não-linear que 

desejamos analisar. Assim sendo, tomemos 

A = a{4>t + ^x), ct = de., 

para obtermos de (1.10) 

~ 4>xx + —B0B3 = 0, 

Bot + Bqx = 2a(^ + 4^x]Bz, 

Bst + = 2a(^f + ^*)J^. 

E’ fácil ver então que 

B3W= 

e’ solução para o sistema em J3, e que portanto 

hi-4» + l = 0, 
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de onde dedusimoe que 

a 

para que a equação uãoliuear obtida seja indêniica a (0.1). Assim o par de Lax procurado 

»-(i 7). 

(1.11) 

J = jT2f A = -{^ + ^x)ri, 

n- 0 \ 
0 j ' 

onde podemos observar que o par acima é coerente com aqueJe usado por Zakharov, 

Tãkhtadíhyan e Fadeev |A.2,A.3] para a equação de sine-Gordon. 

1.4 Comparação enire os pares locais 

Como vimos, a obtenção do par de Lax para as equações E sob uma forma geral não 

apresenta maiores dificuldades. Por outro lado, cada método apresenta peculiaridades que 

vão além do sistema de coordenadas ao qual se aplicam. 

De fato, podemos ver em (1.7) que o par de Lax segundo Zakharov-Shabat apresenta 

uma dependência explícita em relação ao autovalor A { o parâmetro espectral), de modo 

que o caso A = 0 não pode ser tratado. 

No caso ZTF, esta dependência explícita não ocorre, porém, ao se analisar o problema 

de autovalôres vemce que 

íríl = An, ondeO=^^^, 
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ou seja, 

J^ + A» + Bx = À%, 

Bí = Ax, 

que deaacoplado se torna 

X=ÍB*. 

de modo que A = 0 será intratável a menos que se admita 

(1.12) 

0{A = 0) = 0, (1.13) 

O que não é justificável a priori *. 

Assim, em ambas as formulações , se a autofunção associada a A = 0 desempenhar 

um papel importante na aplicação do método de espalhameto inverso se fará necessário 

outro método de construção do par de Lax que contorne este problema. Por outro lado, a 

justificativa da hipótese (1.13) seria interessante visto que o caso A = 0 não é analisado na 

literatura. 

* Notemos que o problema de autovalôres é também a origem da dificuldade para A = 0 
no caso de Zakharov-Shabat. 

** Como no caso da equação de Liouville analisada por Andreev jA.4j 
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2. PAR£S DE LAX NÃO-LOCAIS 

S.l Introdução 

O par de Lax niilizado por Andreev [A.4] para analisar a equação de Liouville, permi- 

tiu a construção de soluções tipo sótilon a partir da análise das autofunções associadas a 

A = 0. Isto foi possível porque Andreev utiliaou um operador L tipo Zakharov-Shabat, que 

não apresenta degenerescência no problema de autovalôres, e um operador B não- local 

que, além de não apresentar dependência explícita em A, permite a evolução temporal de 

í (A = 0), uma ves determinadas as condições de contorno sobre a derivada (fu. 

Aproveitando esta idéia mostramos a forma geral do par de Lax não-local para as 

equações E e justificamcs algumas hipóteses implícitas, utilizadas frequentemente na lite- 

ratura, que nem sempre são evidentes. 

ê.S Par de Lax náo-líxal para as equações E 

Tbmemos o caso especial do operador de Zakharov-Shabat dado em (1.7), isto é: 

no qual, para sairmos o trabalho de Andreev, será aplicada a transformação unitária 

Assim, partiremos da s^uinte forma geral para o par de Lax: 

J-oo 

onde iir),o núcleo de B, é uma matriz 2x2. Temos então que 

Í = Íf4-|>l(í,r)n, 

(2.1) 

Ir = 

11 



B£» = + ÍA(í',r)Kr,]»(í',r)áí', 

OU seja, a equação de Lax (1.1) fornecerá: 

Suponhamos então que 
1 aiT(í',í,f) O, „ . 
-,t2—5^ j^fníT-o. 

íí(í',í,f)i. , oj..    
 5^7 Jf3 + = 0. 

Assim, 

ki 1 (r)e«(^+^')/2 jk,3(r)e«(^-‘^')/2 

onde <f>' = ^(í',t). Por outro lado, admitindo que 

„lim K(í',í,f)ÍTjt{í',r)=0, 

deveremos ter a partir da equação de Lax que 

[«{í',f.f).7’-2] = -|yWn, 

(2.2) 

e portanto, 

K(i',i,r) = \ 

sendo a, A t <x parâmetros de V(^) e C uma constante que deve ser compatível com a 

condição (2.2). A forma explícita desta última é: 

Cxi + = 0, 

CX7 + Bxi = 0, 

(2.3) 

12 



{2.4) 

OO 

Assim, o sistema (2.3) terá solução se 

detA'(í',í,r) = í7®-A» = 0, 

o que fornece: 

(2.5) 

Portanto, propomos que (2.5) substituída em (2,1) repr^nte o par de Lax não-local para 

qualquer equação E. 

Notemos primeiramente que (2.5) no caso da equação de Liouville (a = A = 1 e 

B = 0) resulta em 

= I o) " + ^3), 

que é exatamente 0 núcleo utilizado por Andreev. Por outro lado, para o caso da equação 

de sine-Gordon (a = », A = -B = 1/2») os termos antidiagonais não existem na 

literatura |A.1|. Isto ocorre devido ao fato de não se analisar a parte correspondente 

a A = 0, fornecendo um comportamento assintótico para a autofunção íf{X / O), através 

das condições de contorno, tal que (2.2) seja satisfeita. Entretanto, isto escapa à nossa 

proposta de análise das equações E, o que nos leva a manter os termos com \/ÁB. 

t,S Redução ao caso local 

O que faremos agora é mostrar que 0 par de Lax definido na seção anterior reproduz 

o par de Lax local (1.7) a menos de transformações lineares simples. 

A partir de (2.5) e do problema de autovalor 



podemo* escrever 

que no caso A / 0 resultará em 

s= 

OU seja, 

B = -^[2íiVIffro + oV(#)ri +V'{^)ir^l 

Aplicando a transformação inversa de f definida na primeira seção , obtermos; 

L = f^Lf = 

^ (2.6) 
ê = = —VÃBfo + ^[maV{4>) + r3l^'{^)], 

que é idêntico a (1.7) a menos do deslocamento temporal 

^ , ^g—aTy/ABf2X 

Deste modo, todos os resultados conhecidos na literatura para cada caso especial de V{<j>), 

derivados da análise para A ^ 0, estão incluídc» na formulação não-local apresentada. 

S.4 Atdofunções para X = 0 e gua ewlttção Umpoml 

O problema de autovalôres, 

Lf = Xf, 

possue a seguinte repr^ntação explicita: 

[^+f^(]»»(-». í,^) = --'*. (A, í.r). 

de onde é fácil ver que; 

♦(A=0,£,r) = 

(2.7) 
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Voltando agora a (2.3) e de acôrdo com (2.5) teremos qne 

+ VÃi^) = 0, 

+ s/Ãih) = 0, 

de modo que tomaremos: 

V»i(f) = V^/(r) « V»a(f) = -VB/(r), 

e portanto, 

«^(A = 0,^,r) = /(f) 

Entretanto, devem<» ter também que 

dr 
= Bí', 

que no caso A = 0 e* dada por 

dr \ fjm.AW fí*'. 

ou seja, 

Notemos agora que 

B(A=0) = 

♦>* = AW) .■' = 0. 

de modo que se derivarmos em relação a T teremos 

j* = /(r)^,K'W) + /(r)/'(r)/W, ,A = 0, 

(2.8) 

(2.9) 

que com 

=B e tVaf = ,A = 0, 
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e’ o mesmo que, 

Entretanto, devemos impor 

^erU,r) = K{^(^,r)|, 

on seja, de acordo com (2.10), 

(2.10) 

fíli 

/(O 

que pode ser tradusida nc» termos das equações E como: 

ABf{T} = 0. (2.11) 

Notemos então que para a equação de siue-Gordon {a = A = —B = l/2í) te- 

remos, necessáriamente, f'{r) = 0, como de fato para qualquer caso de K(^) em que 

AB ^ 0. Como não existe nenhuma outra condição sobre /(r) vemos que poderemos 

adotar /(r) = 0, o que justifica a análise usual concentrada no caso A ^ 0 embora, como 

vimos, esta não seja a única possibilidade 

Já para os casos associados à equação de Liouville [AB = 0), (2.11) é automáticamente 

satisfeita não havendo portanto, até este nível, qualquer limitação quanto a /(r). Entre- 

tanto, devido à análise de Andreev, não é interessante adotar /(r) = 0 visto que a condição 

de contorno sobre deve ser consistente com (2.10). De fato, suponhamos que 

para ( dboo 

onde jd e’ uma constante e 

^AB,0 = 
AB = 0, 
AB^Q, 

* Notemos que f{r) — 0 toma os produtos com e í identidades. 

(2.12) 
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sqa a condição de contômo em qualquer equação E *. Substituindo (2.12) em 

(2.10) teremos; 

/(r) = 7«xp[-(í/9f)SjtB,ol, 7 = cte., 

/-I = 0- 

e portanto, para todos os casos de V^(^) em que (2.12) é aplicável valerá 

onde e 7 são constantes, como autofonção de L para A = 0. 

í(A = 0, f) = 7 e 

(2.13) 

(2.14) 

f.5 Espalkamefdo Inverso e as equações E 

Se desacoplarmos (2.7) teremos 

sendo que, 

e onde é fácil ver que 

âti 

df 

âv 

dl 

ou ainda, 

[-^ + “(í.’-)I*i 

“(Í.í) = j(“^| + 2fe), 

»{í.0 = jW«-2fe). 

í^aV{^] - VW = -asA(e-<^), 

l(u + ») = a^[V(^)], 

^(»-»)= ^rw]. 

(2.1S) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

* Esta proposta é compatível com a condição de contorno adotada por Andreev. 
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Assim, o problema de autovalôres para o operador Z, associado às equações E, foi 

transformado em dois problemas de espalhamento (no sentido da equação de Schrõdinger) 

para os “potenciais* n(í,r) e v((,r) que, por sua ve*, satisfasem (2.17). O método de 

espalhamento inverso, neste caso, deve fornecer soluções ^(^, r) para o problema não-linear 

(0.6) se pudermos encontrar o comportamento assintótico dos potendais e usarmos 

= ^2.19) 

w — ” w 

y'W 

onde o último caso conduz a uma identidade nos casos em que AB = 0. Entretanto, para 

que tal análise seja lícita, deve existir um par de Lax associado a cada componente de í 

tal que as equações (2.17) sejam reproduzidas pela equação de Lax. É fácil ver que 

•S.»1 = r 

í. = -^ + t-(í.r), = -aB 

satisfazem estas exigências. 

A partir destas considerações , o método de ^palhamento inverso aplicado às auto- 

funções para A = 0 seria uma nova tentativa de se buscar soluções para as equações E *, 

que seria ainda mais interessante devido à possibilidade de se parametrizar estas soluções 

em função das constantes o, A e que definem V{^). Ibdavia devemos notar que para 

uma aplicação efetiva do método de espalhamento inverso, são necessárias condições de 

contorno específicas sobre <f>( e <j>r **. Além disso, como se pode ver das equações 

deduzidas, o caso de Liouville apresenta algumas particularidades que tendem a isola-lo 

* Observemos que o procedimento que no levou a (2.15) assumiu implicitamente que 
A / 0 levando a um sistema de equações mais geral que (2.7), do qual ae originou. Entre- 
tanto, o resultado (2.14) permanece válido. 

** Note que nossa proposta em (2.12) introduz uma condição muito forte (vide (2.13)). 
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de uma análise unificada. Esta caracterú^ica, como veremos nos capítulos seguintes, se 

estende a outros casos de V (^). Asam sendo, preferimos deixar este problema em aberto. 
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I. TRANSFORMAÇÕES DE BÀCKLUND 

B O PRINCÍPIO DE SUPERPOSIÇÃO NÃO-LINEAR 

S.l Introdução 

Uma peculiaridade que qualquer problema não-linear apresenta, e que já se tomou 

folclore dada a frequência com que é mencionada, consiste no fato de não existir um 

princípio de superposição linear para estes problemas. Isto significa que dadas soluções 

conhecidas de uma equação diferencial não-linear, a combinação linear destas não constitue 

uma nova solução . 

Esta afirmação , embora correta, condux a um erro de interpretação s^ndo o qual 

apenas seria possível construir soluções particulares isoladas para os problemas não-linea- 

res, 0 que é, como veremos, falso. 

De fato, existem transformações , sob a forma de um sistema de equações diferenciais 

de primeira ordem acopladas, que pemiitem encontrar novas soluções de um problema não- 

linear a partir das soluções de um problema associado, São as chamadas “Transformações 

de Bãclclund* [H.2], ou abreviadamente TB. 

Neste capítulo, investigaremos como as soluções das Equações E podem ser associadas 

entre si através das TB, isto é, procuraremos t) a partir de r), 

onde, 

+ Be-^ = F(^), 

X(r=Ce‘^’^+De-^^ = Uix). 

Mostraremos também que no caso U = V, as chamadas “Autotransformações de 

Bâcklund", ou ATB, existem para qualquer uma das Equações E e podem ser reescritas 

sob uma forma algébrica fornecendo uma nova solução a partir de três soluções conhecidas, 
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através de uma •combinação não-ünear^. À esxpressâo desta combinação chamaremos 

“Princípio de Superposição Não-Linear^. 

O que apreseniaremoe a seguir sobre as TB e as ATB para as Equações B não constitue 

um trabalho original, porém, a forma algébrica das ATB no caso geral das equações E é, 

até onde sabemos, um resultado novo*. 

Finalmente, notemos que não nos preocuparemos com os desenvolvimento® formais, 

mas sim procuraremos ch^ar aos resultados da maneira que a nosso ver é a mais simples, 

através da analogia com as TB para o problema de sine-Gordon. 

S.2 ATB para o problema de $ine-Gordon 

As TB para sine-Gordon são bem conhecidas da literatura [T.1,A.S] e podem ser 

descritas pelo sistema; 

|(^ + x)e = 7senJ-(^-x) , 

1 1 rl (^‘1) 

onde 7 e* uma parâmetro constante que rotula as trasformações . 

Diferenciando (3.1) obtemos; 

logo, 

^(^ + X)ír ='lli4-x)rCos 

=^|(^ + x)íCOS 

2 

+ x) 

1 
= -sen 

2 

1 
= -sen 

H±x) 
2 

i^-xí 
2 

COS 

COS 

^-xY 
2 

íi±ií 
2 

= W» Xir = senx, (3.2) 

e portanto vemos que (3.1) é na verdade uma ATB. 

Uma das aplicações mais surpreendentes de (3.1) é aquela que fornece a solução asso- 

ciada à solução trivial 

x = o, 

* Para o caso da equação de sine-Gordon esta forma é bem conhecida. Vide |A,5], 
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que substituída em (3 J) resulta em 

logo, 

= 27sen(^/2), 

Í>r = ^8en(^/2), 

ÔT 

JL_5' 

7^ae 

(3.3) 

ou seja, 

= + (3.4) 

que é uma solução tipo onde viajante, com velocidade u = -I/7®, nas coordenadas do 

cone-de-luz. Para as coordenadas do espaço -tempo (vide (0.4)) teremos 

^x,i) = ^(i - vt), (3.5) 

onde V e’ definida por 

d<f> = ')(d( -h ;^drjsen(^/2), 

j sen(^/2) 2/ 

^(^,T) = 4arctg|^exp||(^-^lr) |, 

^(e,r) = 4arctg( ^exp - v)e-h (1 -h v}f) 

1 

De fato, integrando (3.3), 

e portanto, 

ou seja, 

^(í, i) = 4arctg :(Z - Vt) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Notamos então que a solução associada à solução trivial x = 0 e’ a solução de l-s61iton 

para a equação de sine-Gordon. 
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 * ^3 

<i>0  > 02 

02  ^ 03 

(3.10) 

(3.11) 

Podemos aplicar (3.1) sucessivamente a fim de gerar toda uma classe de soluções a 

partir de uma solução inicial. Por exemplo, tomemos as transformações : 

^{01 + 0o)í = 7i «en ^(0i - ^)J, 

^(01 - 0o)r = ;^8en |(0i + ^o)], 

1 r 1 1 
2(03 + 0i)f = 73 8en^-(03 -0i)|, 

|(03-0i)r = ^sen l(,^3 + ^j)j. 

Mostraremos que existem 73 e 74 tal que 

^(02 4- 0o)f = 72 |(02 - 0o)J, 

^(02 - 00)r = ;^sen i(02 + ^o)] , 

^(03 + 02)e = 74 sen ^{03 - 02)], 

2(03 - 02)r = ;^sen ^(03 -f , 

e 74 = 7i e 73 = 72, de modo que (3.10)- (3.13) fornecem uma relação algébrica entre as 

quatro soluções 0oj0X)02>03* Tal caso corresponde ao esquema abaixo [T.lj. 

(3.12) 

(3.13) 

h 

Figura 3.1 Aplicações sucessivas de ATB 

Procurando as expressões para 

(02 + 01 )e (02 - 01 )r 

em (3.10)-(3.13), com 74 = 7i ^ 73 = 72, chegamos às seguintes condições de consistência: 

7i|senj^i(0o-0i)|+sen |(02 - 03)j| = 72 |sen|i(0o - 02)| + sen -(01 -03) 

7i (“11 

1 

2(03 + 0i))-8®“ i(02 + 0o)| I = 721®«^[|(03 + 02)| - sen j^|(0i -|- 0o) | 
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que de acordo com a propriedade: 

seaA ± s&nB = 2sen[i(i4 ± S)]cos 

fornecem 

ou seja, 

tg[j(#3 - ^)] = - *l)]. (3.14) (3.14) 

EJste resultado (A.5j, personifica uma •princípio de superposição não- linear* para a 

equação de sine-Gordon pois, dadas três soluções pode-se encontrar uma quarta através 

da inversão da relação algébrica (3.14), isto é: 

onde 4*1 e «ão soluções obtidas de ^ pelas transformações de Bâcklund rotuladas por 

7i e 72. 

Uma aplicação importante de (3.15) é aquela para = 0 e, portanto, 4>i e ^2 soluções 

de 1-sóliton, com velocidades vi e v^. Neste caso ^3 representa a chamada solução de 2- 

sólitons para a equação de sine-Gordon, que traduz a interação das soluções e 

S.S TB para as equações E 

Tbmando-se (3.1) como modelo, vamos descrever as TB para o problema 

= Mtr) + - ^1)] (3.15) 

X 

X(r 

4^, + Be-^, 

(3.16) 

como: 

i(a^-6x)r =g[|(^ + íx)]- 

(3.17) 
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Diferenciando (3.17) teremos: 

=f(9)G(tt) + f (e)G*(n) = 

ix(r =r(»)G(ít) - /(e)<?(n) = tu(x), 

onde, 

e = i(a^ - èx), 

0 = + í>x)* 

Assim, vemos que: 

_ ^X(r _ Q 

logo, 

F"{0) _ _ 

~ G{Q) ~ 

que resolvida fornece: 

F{e) = <xe^ + e 

(3.18) 

(3.19) 

Comparando esses resultados com (3.16) e (3.18), obteremos: 

OT=|x, ÍÍ = -|b, 

Pl = -|c, «Í=ÍD, 

que impõe: 

a^AB = V^CD, (3.20) 

OU seja, 

[a(f> + 6x)f = ^ , 

{a4> - bx)r = 27 + ^g-M+frxl/s j 
(3.21) 

Assim, não poderemos relacionar as soluções de duas equações E arbitrárias através 

das TB (3.17), mas apenas daqueles que satisfiserem (3.20). Isto sugere a idéia de uma 

divisão das equações E em subclasses cujas soluções possam ser associadas entre si. Assim, 

teremos: 
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1) Liottville 

O problema de Liouville generaliíado, para um campo real Xt pode ser definido pon 

X(r=Cí^ ;h,C (3,22) 

que é obtido de (3.16), substituindo P = 0 em 

De acordo com (3.20) e (3.21) teremos, usando P = 0, que: 

{a(f> + bx)( = - 6Cc-®], 
Tf (3,23) 

(a^ - 6x)r = 

cujo problema associado é: 

= Ae^ ; a, A €», (3,24) 

2) Senh — Gordon 

Tbmemos agora o caso: 

isto é, 

X(r = 18enh{6x) ; «e», (3.25) 

onde 5^ < 0 ou > 0, 

De acordo com (3.20), deveremos ter. 

o*j4P = -Ç<0, 
4 

que implica: 

logo, 

^ senb(a^ + A). (3.27) 
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(3.28) 

As TB entre (3.25) e (3.27) são dadas pon 

= *9enh(a^ -bx+ y), 

- bx)f = ^ senh(a^ + bx+ y), 

onde 

27 

e’ o parâmetro que rotula as transformações . 

Notemos que (3.27) inclue oe problemas de sine-Gordon, senh-Gordon e cos-Gordon. 

3) Cosh - Gordon 

O problema, 

X(r =€coài{hx), 

onde C = D= ^ eb, E pode ser associado a, 

+ oeS. 

As TB assumirão então a forma: 

+ àxk = ^seüh(a^ -bx-h y), 

- àx)r = I co6h(a^ -j-bx + y), 

onde 

27 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

Vemos então que as equações E podem ser subclassificadas, de acordo com suas 

soluções , em 
' - Liouville 

< - Senh - Gordon 

- Gosb - Gordon V 
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S.^ Principio de Superposição não-linear para as equações E 

Consideremos o caso U = V em (3.16), qne se refere as ATB para as equações E. É 

fácil ver que (3.20) é identicamente satisfeita e (3.21) fornece: 

= -ot e 
í 7 = aÁ/2a, 

I í = aB (2a, 

e portanto: 

(3.32) 

onde é fácil perceber que para V^(^) = sen^, (3.32) e (3.1) são idênticas. 

Como no caso da equação de sine-Gordon, façamos aplicações sucessivas de ATB para 

o problema geral 

+ Be~^, 

Então, de acordo com o esquema geral da figura 3.2, teremos: 

j(^i +^o)í = ^ senhlK^i -^)j, 

1(^1 -^o)r= 5^ +^o)J, 

|(^3 +^l)e = ^ f(^3 - ^l)j> 

^{<h-h)r= ri7^[è(^3+^l)], 

+ ^o)f = ^ sen]i|5(^2 - ^)j, 

i(^-^o)r= 5Í; '^[2(^3+^o)j, 

' hih + h)^ = ^ senli[|(^3 -h)\, 

^{<h-h)T= sk+ ^)]- 

(3.33) 

(3,34) 

(3.35) 

(3.36) 
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Figura 3.2 Aplicações suussivas de ATB 

para as epuiçôes E em penà. 

Assim, para 

(^3 + ^o)í e {h~ ^o)r 

teremos, respectivamente 

ai|senh|^(^i - ^o)]+senh[^(^3 - ^3)j| = 

= a3|senh||(^2-^o)]+senh |(^3-^i) | 

0t2 2(^3 + ^2) 

Usando agora, 
]}■ 

senhA ± seahB = 2senh[|(A db 5)]cosh[^(A B)], 
^2' /j L2’ 

obtemos, no lugar de (3.37),que; 

üi 8enh[^(^i - ^ + ^3 - ^)] = Qí2 seiih[^(^3 - ^0 +^3 - ^1)]. 

Por outro lado, como 

V{4>) = {Á + B) cosh(a^) + (A - B)senh(a^), 

e usando também 

coshA — coshB = 2 senh[|(A + 5)]senii[|{A - 5)], 

(3.37) 

(3,38) 

(3.39) 
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poderemos reescrever (3.38) a partir de, 

V'(*) - V{y) =i.seni [í(x - »)] V*[i(* + ,)] 

e assim, 

=_|.6eiih-h + h- #3)]V'|í(f) + + ^3)1 

e permutando com ^3, 

=_|seah||(^o + ^1 - ^3 - ^3)] + h+h + ^3)] 

portanto, (3.38) fornecerá: 

0-1 8enli[^(^, - ^0 + ^3 - ^3)] = «3 8enh[i(^ _ + ^3 - ^i)]. (3.40) 

que é idêntica a (3.39). Desenvolvendo estas expressões obtemos: 

igl.[í((»3-W] = (^)‘gi[jW3-W]. (3.41) 

onde notamos que se c = » reproduziremos (3.14). 

Mostramos, em (3.41), que as equações E possuem um princípio de superposição 

não-linear na forma de uma equação algébrica que relaciona a solução 4>o e suas soluções 

transformadas e para construir uma nova solução para a equação E dada por ^3. 

Observemos que de acordo com Dodd e Bullough [A.5], a condição necessária e sufi- 

ciente para que existam ATB para um problema não-linear 

hr = 

e’ 

V“W = (3.42) 

o que equivale dixer que apenas as equações E possuem ATB e portanto só estes problemas 

terão um princípio de superposição dado por (3.41). 

Finalmente, notemos que o resultado (3.41) não é mencionado em {A.5|. 

30 



4. INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA PARA AS EQUAÇÕES B 

4-1 Introdução 

Usaremos neste capítulo, conhecimentos básicos sobre a Teoria de Imersão * para apre- 

sentarmos a relação entre equações não-lineares e as equações fundamentais das variedades 

imersas. 

Suporemos sempre que as variedades que serão imersas são bidimensionais (supertícies) 

e que o espaço de imersão é tridimensional, com métrica tal que o campo vetorial 

normal a superfície imersa satisfriça; 

9^{x)ri^{x)rt‘'{x) = /; / = ±1. (4.1) 

Com isto veremos que a equação de Gauss da super^cie pode ser identificada com uma 

equação não-linear para um campo 4> em duas dimensões. Em particular, mostraremos os 

problemas de imersão correspondentes as Equações E. 

Cttrvairtra em função da métrica 

Sabemos que o tensor de curvatura em relação à métrica induaida da superfície imersa, 

tem apenas uma componente independente não-nula, que escolheremos como: 

- ^^{1,22| -f- 1221 ~ ^2} 1211 ’ 

onde são os pontos da superfície imersa, 

ParametrÍBado a métrica com o campo 4>, i- e,, 

F(V)) ’ 

onde, 

4> = <l>{u) = é{u\u% 

* Vide Apêndice B 
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« usando as definições para conexões métricas, obtemos: 

= ~ ãHí+1 (s|^+14^) + 

(4.4) 

onde, 

A = 

g = det {gij) = EF-(P, 

(4.5) 

(4.6) 

Sejam então K,Reko^s curvaturas total (ou gaussiana), escalar e média, teremos 

que: 

ir(Á\ — ■®(^) _ I i> 
W) = — = ^^1212, 

k _ 1 ^íjj, _ 1 /Fkn + Eh22 — 2Gki3\ 
íko = 2?'*h> = 2(  )■ 

onde hij são os coeficientes da s^nda forma fundamental da superfície. 

(4.7) 

(4.8) 

4.S Equações não-Uneares e Problemas de Imersão 

Usando (4.4) e (4,7) podemos escreven 

que é, sem dúvida, uma equação diferencial não-linear para o campo O que faremos 

agora é estudar (4.9) tentando interpretá-la como a equação de Gauss de uma superfície 

imersa num espaço tridimensional. Notemos que para tanto, será necessário analisar 

também a equação de Peterson-Codassi. 

32 



A equação de Gauas e a equação de Petereon-Codazai, para o nosso caso em particular, 

são descritas por *: 

5,213 =/det(^y), (4.10) 

J*i Íj ^ (^*11) 

respectivamente, onde *;* denota a derivada covariante em relação à métrica da superfície. 

Comecemos por investigar a equação de Peterson-Codazzi que, na sua fonna explícita, é 

dada por: 

^•'“{22 }'*“'( 12/ 

que podem ser reescritas como: 

\h[, - koP]4'.2 = 

ÍMj + 2(BFZG^ + 2GG')l4í)| h 

- hon*.i = 

í*'» + 2(£f'=G^ + 2GG')fc,3l| 4.,, 

(4.12) 

onde ko e* ^ curvatura média como dada em (4.8). 

Fiamos agora a hipótese de que e ^.2 (as derivadas do campo) são independentes. 

Devemos então ter. 

^ =^13.l + 

hui =^12,3 + 

{í*2}-{l\} '*13» 

^12, 

{EF - FE')hi2 = {Gr - F&)hn - [Gr - E&)h22. 

Sendo esta equação observada, o sistema (4.12) se reduzirá a: 

{4.13) 

Ml ~ M2 ~ hor M3 = hoG\ (4.14) 

♦ Vide (4.1). 
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(i) f w = -g(») « Gié) = 0. 

Neste caso, a métrica induzida terá o seguinte aspecto formal: 

(4.21) 
<«'■)= (Ò -l)^W- 

que a toma peeudo^ucHdiana localmente. A escolha (i) garante também que (4.17) e 

(4.19) sejam satisfeitas contanto que 

ftU — Omí (4.22) 

0 que nos leva a uma segunda foraia fundamenta] do tipo: 

An{^)= Ao-E'(^) + aii, 

= -ho-^(^) + au, 

= ai2. 

E’ fácil verificar de (4.8) que: 

= hW, 

e a curvatura gaussiana da superfície será dada por: 

m=/[*?- ■ 

A equação (4.9) será reduzida à forma: 

fü - _?lu - Í-+A]- íEíé^ 
Uti? di4r UuJ Uu2/ £>(^) ’ 

onde, 

Mas se, 

wr 

E" , . _e> F „ 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

35 



Suponhamos agora que: 

então: 

ko = consianie, 

^11 = hoE{^) + ttii, 

kn = hoF{4‘) + «33, 

ki2 = hoG(^) + ai3, 

onde, * 

oiiF -}■ OC22E — 2oti^G — 0. 

Neste caso, substituindo (4.7) em (4.10) teremos: 

(4.15) 

(4.16) 

m)=f 
, fauci-íi-ai, 

jr _ (p- 
‘)1 

(4.17) 

(4.18) 

Substituindo também (4.16) em (4.13) obtemos: 

(oiiG — oí22^F* + {oíiíF — cx22G)E* + {023^ ~ ociiF)G* = 0, (4.19) 

(4.20) 

que deve ser observada junto com a condição (4.17). 

O que faremos agora é estudar os casos particulares de (4.3) que transformem as 

derivadas de segunda ordem em (4.0) em um operador d’Alembertiano atuando sobre o 

campo Assim, teremos **; 

(i) F{4) = -m eG = Q, 

(ii) E{<f>) = 0 e F'(^) = 0. 

Notemos que em ambos os casos a métrica induzida terá sua dependência em ^ de- 

terminada por uma única função . Observemc« ainda que as acolhas acima devem ser 

compatíveis com (4.17) e (4.19). Isto garantirá que a equação de Petereon-Codazzi é satis- 

feita definindo uma segunda forma fundamental para a super^cie imersa, que ficará então 

completamente determinada, a menos de sua posição no espaço . 

* Esta equação surge impondo-se (4.8) novamente. 

** A rasão desta escolha é óbvia, uma ves que queremos encontrar uma ligação com a 

física nos problemas não-lineares da classe das Equações £. 
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ou seja, 

F(^) = exp (o^ + fr) 

e faiendo: 

Ui =t U2 =S, 

veremos que (4.25) poderá ser reescrita como: 

V(<^) = Ae^ -h Be-^ 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28a) 

(4.285) 

seado que: 

A = « fl = j/(a?, - a35)e-‘. (4.29) 

Assim, as equações diferenciais não-lineares contidas na classe das Equações E podem 

ser identificadas com a equação de Gauss de uma superfície com 

-i) 

h = (ioe**+'' + a„)(dt)^ + 2a,3<ííic + (au - 

KW = - («?. - a?,)e-’"^+‘l] = 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

imersa em um espaço tridimensional com métrica que satisfaz (4.1). Em especial para, 

ko = 0, (4.33) 

a = -l, 6 = 0, 

/ = -!, (4.34) 

«11 = «33 = 
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onde a segunda igualdade denota uma superfície do tipo espaço e 

he = 2ai2 dt dx, (4,35) 

K = 

o que fornece a seguinte equação de movimento: 

ht - (<-36) 

que coincide com aquela encontrada por Barbashov, Nesterenko e Chervyakov [A.6,A.7|. 

A condição (4.33) é mencionada comumente como “condição de superfície mínima*, 

(ii) = 0; e 1^(4) = 0. 

Neste caso teremos: 

E(4) =ffi e F{4>) = 

onde (7i e ct2 são constantes. Assim, 

As condições (4.17) e (4.19) para este caso impõem: 

(4.37) 

ftl2 = 0, aijffs = ^22^1 = 9j 

onde supomos G^(^) 0. 

A equação de Gauss da superfície, (4.9), deve então ser reescrita como: 

onde, 

A = 
GG' 

ai<T2 - CP' 

* Se o espaço de imersão for hP (espaço de Minkowski em três dimensões). 
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Notemoe agora que a equação 

G» 

. _ . G(? 

^ aiíTa - G» “ 

integrada uma vez fornece: 

G*{i) - Qí\/<ti<73 - a = Cte, 

Porém, para integra-la novamente, devemoz impor restrições sobre o produto De 

fato, obteremos: 

r(Á\ - í + ^), 
^W-|exp[t(a^ + ;3)l, 

Qualquer que seja o caso, é fácil ver que 

} = = (^), 

se íTicr^ ^ 0. 

SC CTj(T3 = 0. 

e assim, usando 

Ui = f «3 = 6 

teremos no lugar de (4.38) a equação : 

=V{4>). 

l 

d(dr 

V{^] = - 
a 

A curvatura gaussiana será dada por: 

O caso particular 01=0-2 = 0, indica que a imersão da superfície 

h = o„(<íff + 2*«í**+‘(írdí + ««(dí)’, 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 
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* = /[*?- 

cm um espaço tridunensional, fornece como equação de Gauss 

V{4) =i4e^ + J?€-«^ 

onde, 

A=-h^e^ e B =--oija23«“^, 
a a 

sendo que as constantes a e 6 são dadas por: 

a = ia b = 

Finalmente, observemos que o caso 

=0 {sttperftcie mínima) y 

a = - 1, 6 = 0, 

/ = -!. 

resulta na superfície 

h =aii{dr)^ + «33(^0^, 

K =0íiia23C^^, 

que possue a seguinte equação de Gauss: 

No caso Ou = -0T22 = Ij 

h = [df]^ - {d0\ 

obteremos: 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 
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4-4 Oaractensticas Geométricas das subciasses das Equações £ 

Usando a classificação definida no capítulo 3, isto é 

(i) AB = 0, UouviUe, 

(ii) i4 = € B = Senh-Gordon, 

(iii) A = e B = jc"**, Cosh-Gordon, 

mostraremos as características ^métricas principais de cada subclasse das Equações E. 

(i) Liouville 

Usando (4.29) e (4.47) vemos que a equação de Liouville generalizada pode ser obtida 

a partir da imersão de superfícies com as seguintes características: 

^(<*11 ~ {Coord. do espa^ - ícmpo), (4.52) 

h^ana22 = 0, {Coord. do cone — de- luz). (4.53) 

(ii) Senh - Gordon 

Neste caso teremos: 

hl = — «22)» (Ck>OTd, do espapo — t«npo), 

k^ = aii 022» (Coord. do cone -de- lue). 

onde Ao =0 implicaria V(4>) = 0. 

(iii) Cosb - Gordon 

Para este caso teremos: 

Ao = - («11 - ®22)í (Coord. do espaço - tempo), 

43 = -«11023, (Coord. do cone - de - lus). 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

(4.57) 
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Podemos ver então que características uma superfície imersa em ftdP deve possuir 

para que a equação de Gauss a ela associada possa ser identificada com uma das equações 

não-lineares contida na classe das equações E, onde notamos a mesma subclassificação que 

a encontrada na página 27. 

41 



APÊNDICE A 

MÉTODO DE ESPALHAMENTO INVERSO 

O Método de Espalhamenio Inverso (MEI) já se tomou uma maneira clássica de 

se tentar resolver equações diferenciais não-lineares. Ele consiste em um artifício que 

transforma um problema não-linear em um problema de espalhamento onde a solução do 

primeiro desempenha o papel de potencial espalhador. 

Uma vei dehnido o problema de espalhamento e conhecidas as condições de contorno 

sobre o potencial, podemos construir o comportamento assintótico das autofunções de 

espalhamento que, por sua vez, permitem calcular c«, chamados, dados de e^alhamento. 

A solução do problema não-linear surge da inversão desses dadce. 

Figura AJ 

Como mostra o esquema acima, o primeiro passo do MEI consiste em encontrar um 

par de op^adores, X e R, conhecido como par de Lax. Na verdade, apenas um deles 

(o operador L) é que realiza a transformação mencionada, sendo que o outro realiza a 
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evolução temporal das autofunções , que é linear. 

O problema de eepalhamento rderído é definido pelo problema de autovalôres do 

operador í, isto é: 

= A». {A.l) 

Entretanto, (A.l) só poderá ser reconhedda como um problema de espalbamento usual em 

casos muito especiais onde 

a* 
L = Lsch — (^*2) 

que é 0 operador de Schrodinger . Este é o caso, por exemplo, relativo à equação de 

Kortew^-de Vries, ou K-dV, dada por: 

+ 4^XXX ~ = 0- (A-3) 

Existem porém casos mais complicados em que e’ um espínor e I e’ tal que acopla 

as componentes de $ através de um sistema de equações diferenciais de primeira ordem. 

Isto ocorre, por exemplo, para o operador de Zakliarov-Shabat, 

(AA) 

Substituindo (A.4) em (A.l) não será possível encontrar nenhuma equação de Schrodinger 

a não ser em casos especiais em que ^ e r estão a^ociados de uma forma especial. A 

despeito disso (A.l) continuará a ser chamado de problema de espalhamento e, no caso 

(A.4), q e r serão os “potencims* de espalhamento. 

Notemos agora que (A.l) é um problema de espalhamento independente do tempo, 

ou melhor, em um tempo í(= 0) fixo, isto é: 

Í(0)»(x,0) = A^(i,0), 
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onde supomos de antemão que o espectro de L e’ independente do tempo. FWndo agora 

a hipótese de que a evolução temporal das autofunções é dada por: 

í(i,í) = í>W«(*.o). 

teremos que o gerador desta operação definirá o operador B(<), que complementa o par de 

Lax. De fato, seja 

B{i) = -ÜÜt-^ = ÚtÜ-\ {A.5) 

teremos * 

Aplicando então (A.5) no cálculo 

L,{t)=§^[ümo)ú-‘{i)\, 

obtemos: 

i,(() = [b(í).í(í)], 

relação conhecida como “equação de Lax*. É fácil ver que no caso (A.2) 

(A.7) 

Lt = 

logo, para que (A.7) seja interpretada como uma igualdade eia deverá ser idêntica a (A.3), 

isto é: 

Na verdade, existe uma condição conhecida como “prescrição de Lax*, que dis que para 

que dois operadores Le B constituam um par de Lax, é necessário que a equação de Lax 

reproduia a equação não- linear que define o problema que desejamos resolver. Assim, 

* O operador B e’ linear e. no caso em que Ü e’ unitário {Ú~^ = B será anti- 

hermitiano, isto é, B = -in e Ê hermitiano. Assim, (A.6) nada mais é que uma 

generalização da equação de Schrõdinger dg>endente do tempo. 
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uma vei conhecido L podemos encontrar B a partir de (A.7), que no caso da equação de 

K-dV é dado por: 

B = -4 (^.8) 

O caso do operador de Zakharov-Shabat é bem mais abrangente, incluindo K-dV como 

caso particular. De fato, do problema de autovalôres para o operador em (A.4), 

dífi 
+ »À^j 

-»AiS^a = rti, 
díl2 

-(5;) 

(A.9) 

que com (A.6) linear 

teremos, da comparação do cálculo de em ambas as expressões acima, o seguinte 

sistema de equações não-lineares: 

(Sn)f = — 

(Bi2}( + 2íáBi2 =Çr - ç{Bn — ^3)) (A.10) 

(52i)í - 2ÍXB21 = ff -j- r[Bii — Baz)* 

Notemos também que 

ÍB4f = BL^-[B,L] = {XB-Lr)íf, 

de modo que teremos simbólicamente 

M = 
1 

(i-A) 
i,*. 

Isto nos sugere o desenvolvidento de B em potências de A , ou seja, 

[-1 
o 
A Bij = (A.lla) 

* Usaremos ^ e r no lugar de i e t.^ 

** A partir de agora estaremos seguindo |A.8j. 
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Oü 

(A.116) 

Então, de acordo com (A. 10) teremos respectivamente, 

{A.12a) 

e 

àbjf 

- _ rfcí*») 
- ^ ^^12 j 

+2.i<r‘* =4;’). 

- 2í4!-" = r(6i«) - 4;>). 

= 5, - ,(òK' - 4?), 

= r, + r(6<»l - 4g'). 

n^O 

n 7^ 0 (A12è) 

Supondo í^ora que no primeiro caso = -^42prescrição de Lax para a equação 

hr=vw, v"w=“‘‘yw 

fornece 

q = r=-^(. ilT" = 
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Por outro lado, no caso (A.llb) e usando (A.12b), teremos 

èir=4f=o, 

tSf» = = &n(t), 

r6[f = ibNÍT)qr, 

=i6jv_i{f)r+ |èiy(r)r^, 

4- ^bN{r)qr, 

= ibN-2ÍT)q - Í&í?-i(T)gí + ^^bif{T)(q'^r - 

4f = tfcAf_3(r)r + ^fc^_,(f)r^ + 

= 6/í_3(t) + ^bN-í{T)qr + ^í>«(r)(rg^ - qr^), 

onde se N - k = 0 devemos introdusir as derivadas e r, que fornecerão as equações de 

evolução através de: 

âti? 

H 

difS 

qr 

Tt + 2rtíí). 

O caso mais geral qae pode ter todos os coeficientes integrados sem nenhuma 

hipótese adicionai sôbre g e r e’ JV = 3, que fornece o seguinte sistema de equações : 

qr + ^Í»3(í-)l9í« - 3K9^)í1 + - Vr) - ibi(T)q^ - 2bo(r}q = 0, 

rr + ^è3(r){r4íf - 3í(r*){] - ~ 2gr*) - ibi (f)r^ + 2èo(r)r = 0, 

de onde reconhecemos os s^uintes casos especiais: 

(A.13) 
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i) K-dV 

fco = ti=&2 = 0, bs = —4i, ^ ~ 

“%^)e = 0» 

ii) Schrodinger naolimear 

kt> = èi=ft5=0, &2 = -2», r = q* f 

qr - iq^( + 2»Vg* = 0. 

A partir de agora apresentaremos alguns aspectos técnicos do MEI para o problema de 

espalhamento (A.9), associado ao operador de Zakharov-Shabat, utilizando as condições 

de contorno 

q —* 0 e r —* 0, para |^j —» oo. 

Os limites assintóticos das autofunções f' podem ser representados em relação à base 

= [Ô 

= [l 

,-iH 
4-> = 

Â'*^ = ^ » +00, 

denominadas “funções de Jost”, de onde observamos que 

onde 

.-íH 

,-iH 

[ dCGie^)fi-\x,a 
J-oo 

J-oo 

-j ieGic.ofl^HKC), 

G(?.í)= I j<Mf'-e)r(^') 0 )' 

(A.K) 

(^.16) 

^■i7) 
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Fiamos agora a extensão para o plano complexo, isto é, A -+ i; = A + je tal qne 

teremos, por exemplo, 

+ f i(o f iíiG(ío,í)G(íi,ío)«-‘'''<‘-f' + ... 
J—oo J—oo 

-.+ / <<Í0 /^” iii- /^"'‘<lf*G(í,ío)G(íi,í„)...G(6f,í«-i)«""’*^''-<* + - 
J-oo J—oo J—oo 

onde. 

e-».(í.-í)G(^o,OG(6,ío) = 

0 

0 

então, como (> (o > (i > ^" > (n > teremos que e serão 

analíticas em Imr/ > 0, enquanto que e analíticas em Im>? < 0, 

contanto que: 

/+00 

dmrirun^ - (r < oo. 
-00 

Voltando agora ao esquema da figura A.l, devemos encontrar os “dados de espa- 

Ihamento”, que definem a chamada “matris de transferência” 

a(A) b{X) 

c(A) d(A) 
(A.18) 
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e que por sua ves são definidos por: 

^-►-00 

,-t>e 

^ -♦ +00 

«W/^'(>,í) + >W/^^'(A,0 

«■*< 

(j4.19) 

Não é difícil ver que ^(A) e* inversível. De fato, de (A.9) podemos construir o seguinte 

Wronskiano: 

lV|f ,X| = = (Í^JXa - ’Í'2Xi), 

que para 'í^ e x autofunções de L, do mesmo autovalor, obedece: 

d( ~ 

Assim, como 

temos que 

ou seja, 

detr(A) = l, 

r-i(x)-Í^W ->>w\ 

Substituindo (A.20) em (A.lô) obtemos 

«(A) = W\St\A% Í(A) = -W\í\-',fi*\ 

e(A) = á(A) = 

que expandidas em 7 fornecem * 

Vide [A.8] pp, 68-69, 

(A,20) 

(A.21) 

(A.22a) 

(A226) 

(A.23) 

(A.24) 
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que se mostram analíticas em Im«; > 0 e Imi; < 0, respectivamente. 

Notemos então que para 

«(»?/) = 0; j = ehnft>o, 

<í(ny) = 0; 3 = h -M «?/ e im»? < o, 

teremos, quando ^ -* +oo, que 

/l''(»;.í)« nit)Â*Hfi},ú—0, 

(i4.25) 

{A.26) 

e portando aos seros de a{rf) e d{ij) correspondem os estados ligados do problema de 

espalhamento (A.9) com a condição de contômo (A. 14). 

Uma vez obtidos os dados de espalhamento devemos inverte-los afim de encontrar as 

soluções q e r procuradas. Para tanto, consideraremos os seguintes contornos no piano 

complexo 

Figura A. 2 

de onde, supondo os zeros de a(í?) e d{q) simples, obtemos 

i ’ a(il')(i)' -1) 

=2„- 
dMiv* -1)] 

«íMÍ-í'--!} " 

0 

1 

r 

0 
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que com 

(1' - <l) 

w -1) 

e usando (A.19) e (A.22) fornecem: 

/]+'(,,í)e+‘"« = 
a(n') ’i'-n 

d{^*) n'-n 

,Hn') A-Hn^i) 

4*?0 n'-n 

,cW] 

a{rí*) T}'-T} 

Podemc« então escrever: 

fi*Kv,0 = 
r 

0 
. - 

0‘ 

1 

r 

0 

0' 

1 

«-‘•íí + 

g+ilíí + 

g-t>?í _ 

g+*»íí - 

CO 

oo 
j d(’Kt’{C,ú‘*’’'‘': 

onde 

Usando agora 

frl±i 
*j2 

o(i)') ij' - ? 
= 2iri^e+“'>f, 

«(f) 

(A.2T) 

(A,28) 
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e outraa relaçõea similares, obteremos: 

í) + ^+ í)+í)=0, c> (, 

{) + [ò fí^Hc + ()+f*°° d("rt>(r + í')írí-^'(f, í) = 0, {' > (, 

+|jj Fi-'(C+dr'fj->(e+c)K<->((",()=o, e< {, 

fl-kí' + í) + / + í')KÍ'’(«".0 = 0. d <(, 
J—oo 

{A,2&) 

Ki-\t\0 + 

onde 

.. <f!) ’ 

d»? K»?) >+*sí íÍ2lj-.i{ 

7. »(-)) ■ 
drj 

(A.30) 

%) 

Afi equações (A.29), conhecidas como “Equações de Gel’Fánd-Levitan- Marchenko*, 

são equações integrais lineares do tipo Volterra para os núcleos ÜC]^^ que junto com as 

expressões assintóticas para -+ oo das funções de Josí e comparando com (A.28) 

permitem escrever * 

1 

(A.31) 

/flr’(í.í)=xií’(í,í)=~l dm'W), 

I /• "^00 

f) = Í^ií’(í. í) = "í di'i[d)f(i>), 

que fornecem as soluções q{() e r(^) do problema não-linear em termos dos núcleos 

soluções de (A.29). Assim, no caso especial em que: 

* Conforme (A,8j, pp, 68-69, 

9Í0 = KO = 

S3 

(A.32) 



teremos: 

= -2/í1í>(í,í) = -2«lí’(í.í) = -í4tH(,() = -2*íf*(í.í). 

/'% Y_ jáxírY j <ííf5í', í*}í* _. ixíí’ 

(rO ~ ^~w~~ ~sr~ ~dT~ ~3T’ 

Notemos que se usarmos (A.6) para obtermos a depeudeucia temporal em cada função 

de Jost () e colocarmos essas expressões em (A.19) obteremos a dependência tem- 

poral dos dados de espalhamento. Substituindo estes dados em (A^) e resolvendo (A.29) 

podemos obter as soluções para qualquer tempo, t) e r(^, r). 

Eíste é, em resumo, o Método de Espalhamento Inverso associado ao operador de 

Zakharov-Shabat. 
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APÊNDICE B 

TEORU DE IMERSÃO 

Seja Vm uma variedade m-dimensional em que está definida a métrica 

= Çfàv {x)d3^ds^ I < /*} í' < >7», 

onde X = são pontos em Vm- A equação 

x = x{u) « = 

m) 

(fl.2) 

define uma variedade n-dimeusional imersa em *. Neste caso, a métrica em F„ 

induz uma métrica em F„ através de 

,3 1 <»,;■< R (^.3) 

onde = dxf-jdu* e u e’ um ponto em F». 

Sejam T,(Fft) e NuiVn) os espaços tangente e normal de F„ no ponto u, respectiva- 

mente, adotaremos a seguinte notação : 

(«) = 1 < * < n e r4F„), 

rf^{u] n + 1 < a < m € iV»(F„). 

{BA) 

Assim, 

A teoria de imersão garante ** que podemos sempre encontrar jyg unitários e oriogo- 

nais entre si, de tal modo que: 

9i^unWtf = (5.6) 

* A condição para que esta afirmação seja verdadeira é que a:(tt) seja uma função 

anah^tica em u e a matris jacobiana, J = tenha posto n. Vide [T.3j pp, 44- 

45 

** Vide [T.^ pp. 143-145. 
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onde fa = ±1 de acôrdo com a assinatura da métrica 

Denotemos agora a derivada covariante em relação à métrica fty por * ; Por 

exemplo: 

Çijik — 0' 

então temos que 

(.5) 
4. (B.7a) 

ou 

onde usamos pois as fimções ar'‘(ti) são escalares em V„, e também, 

{ *7 } “ "" ^\i9l37Í+9üyS-9i3>lh 

que são os sjmbolc» de Christtofel. 

Definimos a primeira forma fundamental de como sendo 

= gij{u)du*àu^ ^ 

(5.9) 

e cada forma quadrática do tipo 

^a\i3 = n +1 < a < m 

e’ chamada de segunda forma fundamental *. A primeira, (B.8), fornece as distâncias em 

Vn e as últimas nos informam como esta variedade é curva. AiKÍm teremos: 

m 

— ^i} ~ ^ /a^a|y^S* 
^ «=»+l 

(5,10) 

Além das distâncias e curvaturas, a variedade pc^sue como propriedades geométri- 

cas intrmsecas as torsões, representadas por vetores definidas como: ** 

^0a\i — ~9pu^Vfi^a,i> (B.ll) 

* Vide [T.3] pp. 86-87, 102 e 298 e [T-d] 

** Notemos que existem j vetores de toraão. 
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e assim poderemos escrever, 

Vcui 

Impondo agora as condições de int^prabilidade 

(5,12) 

^yjk ~~ ® *la,fcy ^d,jk 

obtemos as seguintes equações : 

Rjjkl — ^ fa{^a\ik^a[j( ^otjij^a|w)> (5,13) 
& 

K\i})k - ha\ikp = - “ ^0ot\}h\ik)i (-^-l^) 

^^a\j;k ~~ ^ (Vjj/^ajfctn ^^jífc^ajym)» (5,15) 
7 

que são respectivameute conhecidas como equação de Gauss, equação de Peterson-Codazsi 

e equação de Ricci, onde Rijki e’ o tensor de curvatura em relação à métrica ou seja, 

{ ^ } ~ 1 ‘ 

Notemos que de (B.13) e da simetria de ha[,j nos índices i e /, este tensor de curvatura 

possue as seguintes propriedades: 

5,yw — 5y,-y — Riflk — ^kii] (5.17) 

e portanto, o numero de componentes não nulas independentes é: 

»-í [(;)’*(;)]■ 

Assim, no caso especial n = 2, em que Kr será uma superfície, teremos: 

(B.18) 

(■.-’) 
— 2\ _(>’»- 2)(m — 3) 

2 

57 



vetores de torsão eN =l componente independente não nula. Escolhendo esta componente 

como ^1312, obteremos de (B.13) 

m m 

^1212 ~ ^ ^ /a(^o:]ll^tt|22 “ ^«{12) ~ /adet(hajíj). (B,19) 
«=3 «=S 

A variedade geométrica V», imersa em Vi,», estará completamente especificada, a 

menos de sua posição no espaço , uma ve* encontradas a primeira e a segunda forma 

fundamenta] e seus vetores de torsão, sendo que para i^ é que são usadas as equações 

(B.13) a (B.IS). 
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