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“Symmetry, as wide or narrow as you may define its meaning, is one idea by which man through
the ages has tried to comprehend and create order, beauty, and perfection.

(Hermann Weyl)



RESUMO

A dinamica das particulas sem spin € modelada pela teoria de Klein-Gordon, enquanto a de
particulas com spin-1/2 é modelada pela teoria de Dirac. Estamos particularmente interessados no
comportamento de tais particulas quando imersas em misturas de potenciais de diversas naturezas
sob transformagdes de Lorentz, de sorte que elas se mantenham restritas a0 movimento em um
plano fixo. Apresentamos o estudo completo de sistemas circularmente simétricos, identificando
simetrias capazes de nos orientar quanto a construcdo de autoestados pertinentes, empregando o
sistema de coordenadas cilindricas. Particularmente a teoria de Dirac, demonstra-se que com
certas condicdes para os potenciais, simetrias adicionais sdo encontradas: as simetrias de spin
e pseudospin. E realizada a andlise de diversos sistemas e o confronto dos resultados com os
disponiveis na literatura € avaliado. Perspectivas para o avango na pesquisa deste tipo particular

de movimento sdo discutidas.

PALAVRAS-CHAVE: Simetrias; bosons de spin-0; teoria de Klein-Gordon; férmions de
spin-1/2; teoria de Dirac; simetria de spin; simetria de pseudospin.



ABSTRACT

The dynamics of spinless particles is modeled by the Klein-Gordon theory, while the Dirac theory
is adequate for spin-1/2 particles. We are specifically interested in such particles constrained to
move in a plane when immersed in a mix of potentials with different properties under Lorentz
transformations. The full treatment of circularly symmetric systems is shown, identifying sym-
metries which indicate how to build relevant eigenstates, using the cylindrical coordinate system.
Particularly for the Dirac theory, in some specific conditions for the potentials, new symmetries
arise: the spin and pseudospin symmetries. The analysis of a number of configurations is made
and the results are compared with the ones found in the literature. Perspectives for further

development of research about this particular type of motion are adressed.

KEYWORDS: Symmetries; spin-0 bosons; Klein-Gordon theory; spin-1/2 fermions; Dirac

theory; spin symmetry; pseudospin symmetry.
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1 BREVES CONSIDERACOES SOBRE A TEORIA QUANTICA NAO-
RELATIVISTICA E RELATIVISTICA

Erwin Schrodinger, ao buscar desenvolver uma teoria ondulatdria para a matéria no primeiro
quartel do século XX, inspirado pelo postulado de de Broglie e amparado pelos avangos realiza-
dos por Einstein na compreensdo da natureza da luz assim como os de Planck no entendimento
da radiacdo de corpo negro, se defrontou com a equagao que hoje é conhecida como equacao de
Klein-Gordon, seguidamente abandonando-a, visto que esta possuia aparentes problemas contra-
ditdérios com as observacodes fisicas da época (????). Em fato, isso se dava pelo desconhecimento
do momento angular de spin do elétron.

A busca por uma teoria de natureza ondulatdria para particulas € sustentada pelas relacdes de
Planck-Einstein (??

e = hy, (1.1)
h

= — 1.2

P= (1.2)

em que se conectam a energia € € 0 momento linear p de uma particula material com a frequéncia
v e comprimento de onda \ da onda associada, respectivamente. a constante de proporcionalidade
h € a constante de Planck. Faremos uma breve digressdo sobre a teoria eletromagnética de
Maxwell, que nos fornece uma equagdo de onda para descrever o campo eletromagnético, nos
indicando como talvez encontrar algo equivalente para particulas com massa

Da teoria eletromagnética, nomeadamente as equacdes de Maxwell, € possivel extrair a
equagdo de onda do campo eletromagnético (??). Vamos considerar, por simplificacdo do
argumento, mas sem afetar a generalidade do resultado, a equacido de onda para apenas uma

dimensio

0? 1 02
(@ _ g@> y( ) = 0, (1.3)

em que y(z,t) é a amplitude da onda e ¢ € a velocidade da luz, conforme o diagrama abaixo.
Supondo uma solucdo da forma de uma onda senoidal viajando no sentido positivo de z,

como mostrado na(Figura 1

' Deve-se enfatizar que esse paralelo entre a teoria eletromagnética e a mecanica quantica ndo é plenamente

realizado, mas apenas nos indica uma pista de como construir uma equacio de onda adequada para a mecanica
quantica.
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Figura 1 — Onda viajando no sentido positivo de x a velocidade ¢ nos instantes ¢ e t + At, em
que se destaca o ponto de mesma amplitude e derivada primeira em relacdo a x (fase).
Nesta ilustracdo, cAt < \/2.

l\y

y(zo, )f---

y(xo + cAt,t + At)

o + cAt\/ \

Fonte: Autor (2022).

y(x,t) = ym sinlk(z — ct)], (1.4)

em que y,, ¢ a amplitude maxima. Identificamos o chamado nimero de onda

k= 5 (1.5)

definido em termos do comprimento de onda A, que é determinado a partir da periodicidade
espacial de y(z, t)
y(x 4+ A\ t) =y(x,t). (1.6)

Também definimos, por conveniéncia, a frequéncia angular w, determinada em termos da

frequéncia v da onda
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c=\v=kc=2mr=uw. (1.7)

Portanto, a amplitude da onda pode ser reescrita como

y(x,t) = ym sin(kx — wt), (1.8)

e as relacoes (I.1)) e (I.2)) podem ser escritas da forma

£ = hw, (1.9)
p = hk. (1.10)
em que i = h/2m.

O cerne do argumento aqui apresentado se d4 no seguinte ponto: a substituicdo de (I.8) em
(L.3) nos leva a igualdade

g2 = p*ct, (1.11)

E pertinente portanto afirmar que a equagio de onda nada mais é do que a equagio de energia
em forma de operadores aplicados em uma funcdo que descreve o estado da grandeza estudada,
neste caso a amplitude da onda. Isso nos permite corresponder as grandezas energia € momento
linear com operadores diferenciais. Para isso, entendemos a poténcia em ({1.11]) como a dupla

aplicacdo da grandeza — ou operador —:

£Xe=pxpc. (1.12)

Dessa forma, podemos fazer a correspondéncia com a equagdo de onda, resultando em

0
T 1.1
8—>zhat, (1.13)
0
p —> —th—. (1.14)
ox

E de simples observacdo que o operador equivalente em trés dimensdes para o0 momento linear é
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p — —ihV, (1.15)

em que o operador V, em coordenadas cartesianas, é

|

0 ~ 0
+ j— + k—. (1.16)
dy

V=1 P

Q

T

Para buscar uma equacdo de onda para uma particula com massa, executamos 0 mesmo
raciocinio na ordem inversa: substituimos os operadores na equagdo de energia para obter uma
equacao envolvendo operadores, que por sua vez agem em uma funcdo que descreve o estado

doo sistema. Aplicando este procedimento a equacao de energia cldssica, obtemos a equacao de

Schrodinger
2 2
- p . 8\11(T,t) _ h 2
e= +V(r,t) = ih s 2mV U(r,t)+ V(r,t)¥(r,t), (1.17)

em que V' (7,t) é a energia potencia]ﬂ do sistema e U(r,t) é chamada de funcdo de onda, e
contém as informacdes sobre o sistema estudado.

As analogias entre a teoria eletromagnética e a teoria quantica, entretanto, se encerram por
aqui, pois estamos lidando agora com uma equacao cuja solu¢@o pode ser — e na verdade € —
complexa. A conexdo entre a fun¢do de onda W e a particula associada é dada pela chamada
interpretacdo de Born (??). A interpretacio se baseia na ideia de que, se 0 movimento da particula
estd relacionado com a propagacao de uma onda associada, ambos devem estar conectados no
espaco. Em outras palavras, a “posicdo” da particula e as regides de alta amplitude da onda
estdo ligadas. Matematicamente, podemos enunciar essa ideia formulando uma equacgao de
continuidade a partir de (1.17) — considerando que o potencial V (7, t) seja real — e identificando
a densidade de probabilidade Jy, que especifica a probabilidade por unidade de volume de se

encontrar a particula em uma posi¢do 7 em um momento ¢. A equacao de continuidade obtida é

0Jy
J 22 = 1.18
V.-J+ 5 0, (1.18)
em que a densidade de probabilidade é
Jo(r,t) = U (r, t)W(r,t), (1.19)

2 Usalmente referido apenas como “potencial”, aderiremos ao jargao.
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tal que W*(r,t) é o conjugado complexo da func@o de onda, e portanto .J; € real e ndo-negativo,
como ¢é de se esperar de uma probabilidade. A funcdo J(r,t) por sua vez, deve corresponder a
densidade de corrente de probabilidade, que especifica como a probabilidade flui no espago e no

tempo, e ¢ dada por

J(rt) =

- 2m

(U (r, t) VU™ (r,t) — U (r, t) VI (r,t)]. (1.20)

A teoria de Schrodinger pode nos fornecer dois tipos de estados: estados ligados e estados de
espalhamento. No presente trabalho nos interessa o primeiro, estados que devido a sujeicao a um
potencial externo, restringem a particula em certas regides do espaco. Ademais, estes estados
sdo tais que as funcdes de onda podem ser normalizadas em todo o espaco V' de forma que a

probabilidade total seja a unidade

/ &Er Jy=1. (1.21)
1%

Esta condicao restringe as formas permitidas para as fun¢des de onda, que deverdo ser do tipo
quadrado integravel, i.e., tais que Jy = |¥(r,t)|” seja integrdvel. Isto impde severas condices
sobre a forma da func¢@o na origem e em seu comportamento assintético.

Em suma, a conjun¢do da equacio de Schrédinger com a interpretacdo de Born nos oferece
uma teoria quantica da matéria que une seus aspectos ondulatdrios e de particula em um regime

nao-relativistico, a chamada teoria de Schrodinger.

1.1 A TRANSICAO DE UMA DESCRICAO NAO-RELATIVISTICA PARA UMA DESCRI-
CAO RELATIVISTICA

A teoria da relatividade especial se baseia em dois postulados:

1. A velocidade da luz c € a mesma em qualquer referencial inercial;

2. As leis fisicas sdo igualmente védlidas em todos os referenciais inerciais.

Para melhor descri¢do de eventos fisicos que contemplem os axiomas da teoria da relatividade
especial, introduzimos um espago-tempo quadridimensional em que a grandeza ct aparece como
uma nova dimensdo, adjunta as tradicionais trés dimensdes espaciais, formando o espaco de
Minkowski. Neste espaco, o vetor posicdo — ou quadrivetor posi¢do — pode ser representado

por um objeto denominado “contravariante” ou “covariante”, dados respectivamente por
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at ={ct,x,y, 2z} = {ct, 7}, (1.22)
z, = {ct,—x,—y,—2} = {ct, -7}, (1.23)

que se relacionam por
ot =g, (1.24)

em que g"” € o tensor métrico de Minkowski, que caracteriza o espago-tempo, definido como

1 0 0 O
0 -1 0 O
I = (1.25)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

A relacdo entre dois vetores posi¢do em dois referenciais inerciais diferentes, dados por x# =
{ct,r} e a’™ = {ct',r'}, respectivamente, é construida por intermédio de uma transformagao de
Lorentz (??) E]

ot — 2t = AP Y, (1.26)

onde A¥, representam os elementos da matriz transformag@o de Lorentz, e estdo condicionados
pela restri¢io que mantém o elemento de espaco-tempo ds?, definido como o produto escalar da

posicdo consigo mesmo — ou norma da posicdo —, invariante

ds®* = dx - dx
= datdx, = dx™dr), (1.27)

= Adt* —dr - dr = Adt” — dr’ - dr’,

o que produz a condi¢do

3 Pode-se adicionar a essa transformacio uma translacio no espaco-tempo, constituindo a chamada transformacéo

de Poincaré.
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A" A 5905 = gys. (1.28)

O quadrivetor posicao constitui o protétipo de todos os vetores deste espaco, de tal forma

que para dois quadrivetores quaisquer a* = {a", a} e b* = {b°, b}, 0 elemento

atb, = a’bp—a-b (1.29)

também serd um escalar de Lorentz.

A introducdo dos principios da relatividade especial, particularmente o segundo, colocam
a teoria de Schrodinger em sério risco, pois ela os viola. Em primeiro lugar, a equacio de
Schrodinger ndo € invariante sob transformacdes de Lorentz — ou covariante de Lorentz —, o
que fisicamente corresponde a equagdo nao possuir a mesma forma em diferentes referenciais
inerciais. Em segundo lugar, o fato de o tempo perder seu cardter privilegiado de dimensao
inalterada ao se mudar de referencial na teoria relativistica nos faz ter que revisitar o conceito de
densidade de probabilidade.

Além desses problemas profundos, ainda € fato notdrio que a teoria nao-relativistica falha em
descrever certos fendmenos tais como a criacao de pares, a polarizacio de vicuo, e outras formas
de violacao da conservacao de probabilidade em regimes de altas energias (??). Na verdade,

todas essas aparentes limitagdes se devem ao fato de a teoria de Schrodinger nao ser covariannte.

1.1.1 A equacao de Klein-Gordon

E indispensdvel entdo que haja uma generalizacdo relativistica da teoria de Schrodinger, para
que os problemas supracitados possam ser superados. O passo natural a se tomar é considerar a
expressao relativistica de energia, que pode ser escrita em termos do quadrimomento, grandeza

do espaco-tempo que unifica energia e moment

0
o —;4 = _ 1.
P = {e.p} Z{(‘)t’ V}, (1.30)
produzindo
E2=m*+p* = p“puzmz. (1.31)

Vamos utilizar as relacdes entre as grandezas e os operadores diferenciais para obter uma

equacao de operadores, que aplicadas em uma fun¢do de onda, nos forneca uma equacao

4 A partir daqui, recorreremos ao uso do sistema de unidades naturais em que h = ¢ = 1.
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covariante. Deste processo surge a equacdo de Klein-Gordon, cuja forma manifestamente

covariante €

(P'pu — m*)¥(r,t) = 0. (1.32)

Expressamos portanto uma equacado de segunda ordem que fornece uma funcao de onda. Essa
equagao, como dito anteriormente, foi descartada por Schrodinger em 1926, mas foi estudada
mais a fundo por Klein e Gordon (??), que a propuseram como adequada a descri¢ao relativistica
do elétron. Embora a covariancia da equacgdo seja autoevidente, ela (aparentemente) exibe dois
problemas relacionados a sua interpretagdo como equacdo de estado de uma particula (livre) por
ser uma equacgdo de segunda ordem.

Em primeiro lugar, a equacao admite solu¢des com energia negativa. Esse fato estd intima-
mente relacionado com a ordem da equagao no tempo, o que pode ser observado ao realizar a

separacdo das varidveis temporal e espaciais via o Ansatz

U(r,t) = p(r)e ™, (1.33)

de forma que a equagdo independente do tempo serd

(V2 +e>—m?) =0, (1.34)

em que ¢ € a constante de separacdo e corresponde a energia total do sistema. A solucdo de onda

plana é

@ = AePT, (1.35)

onde p e r representaram os vetores momento € posicdo, respectivamente. Substituindo o Ansatz
na equacao (1.34)), obtetmos

—p? e —m?=0..e==+/p?+m2 (1.36)

em que fica evidente a inevitabilidade de solugdes negativas.
Essa possibilidade acarreta um segundo problema: nao € possivel definir uma densidade de

probabilidade. A equacdo de continuidade
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dJy
—+V-J=0 1.37
o (1.37)
sO € satisfeita se Jy e J forem definidos, a menos de uma constante multiplicativa comum aos
dois, como
1 ov ov*
J — (U — — 1.38
°7 om ( ot ot ) (1.38)
e
J = (I'VU — IV, (1.39)
2m

Ja que ¥ e 0V /0t podem assumir valores arbitrarios em algum instante, a expressdo para Jy ndao
¢ necessariamente ndo-negativa. Isso ja se torna aparente para o caso livre, em que ela assume a

forma

Jo = S0Hw. (1.40)
m

Assim sendo, Jy ndo pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade. Contudo,
Pauli e Weisskopf (??) demonstraram que se e forem interpretadas como densidade
e corrente de carga, respectivamente, esse problema seria resolvido, o que ja aponta para as
limitagdes da interpretacdo de particula Unica da teoria. De fato, a tentativa de interpretar as
teorias relativisticas como descri¢des de particula tinica sdo essencialmente problemadticas. Essas
teorias sdo salvas apenas pela reinterpretacdo fornecida pelo novo paradigma da teoria quéntica
de campos, que trata as teorias como teorias de campos tais que a sua quantizacao determina
uma interpretacdo de particula adequada (??). Quanto a primeira patologia, demonstra-se que na
verdade esta possibilidade de energias negativas esté relacionada a descricdo de antiparticulas
(??), cuja existéncia a época carecia de evidéncia experimental.

E possivel por meio de uma simples mudanga estender a equagio de Klein-Gordon para
0 caso em que a particula ndo € mais livre, mas sujeita a um campo eletromagnético externo
minimamente acoplado descrito por um potencial vetorial V* = (V,,, V,,). Para isso, deve-se
transmutar o operador quadrimomento de forma andloga ao que se transforma o0 momento na

mecanica quantica ndo relativistica, i.e., (??

pt — pt = VH (1.41)
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Desta forma, a equacao de Klein-Gordon para uma interagdo eletromagnética minimamente

acoplada sera

(0" = V") (pu — V) — m?]¥ = 0. (1.42)

Podemos ainda acoplar um potencial escalar V; (no sentido de Lorentz) a massa do sistema,

obtendo

(P = V) (pu — Vi) — (m + Vo)*] ¥ = 0. (1.43)

Assim como na teoria ndo-relativistica, a equacao de continuidade nos fornece uma expressao
que nos permite normalizar as autofun¢des. Dispondo da notagdo covariante, escrevemos a

equacao de continuidade

9,7 (z) = 0, (1.44)

em que

: 1
Jh(z) = ﬁ(xp*aw — WOM) — VR, (1.45)

Identificamos entdo que a integral de normaliza¢do das autofuncdes €

/ érJy = +1, (1.46)
\%

em que o sinal do lado direito da equacdo € utilizado para particulas de carga positiva (+) e
negativa (—).

A discordancia da equagdo de Klein-Gordon com a descri¢cdo do espectro do hidrogénio foi o
golpe final para que ela fosse inicialmente descartada como candidata a contraparte relativistica
da equacdo de Schrodinger para o elétron. Efetivamente, a equagdo de Klein-Gordon ndo modela
o elétron, visto que ela ndo contempla o grau de liberdade do spin da particula. Ela na verdade
fornece a descrigdo relativistica adequada de bosons de spin 0. Isto posto, podemos afirmar ainda
que a equacdo de Schrodinger descreve bosons de spin 0 no regime de baixas energias, visto que
a equacdo € obtida ao se tomar o limite ndo-relativistico da equagao de Klein-Gordon.

Contudo, € possivel também incorporar o grau de liberdade de spin na teoria ndo-relativistica.
Para isso, basta rescrever o termo de energia cinética da equacao de Schrodinger com acoplamento

minimo em termos de matrizes de Pauli (??), o que por sua vez requer que o estado seja descrito
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por um espinor de duas componentes, sendo um para cada estado possivel de spin. Esta adaptacio
da equacdo de Schrodinger, conhecida como equagdo de Pauli, € obtida ao se tomar o limite
nao-relativistico da equacao que realmente descreve o elétron: a equagdo de Dirac, topico da

préxima secao.

1.1.2 A equacao de Dirac

Visto que a teoria de Klein-Gordon ndo € capaz de contemplar o grau de liberdade de spin da
particula, outra teoria € necessdria para descrever as particulas que possuem essa caracteristica.
Buscando na verdade uma generalizacdo relativistica da teoria de Schrodinger que ndo possuisse
as aparentes patologias da teoria de Klein-Gordon, Paul Dirac encontrou a equacdo adequada
para descrever particulas de spin-1/2, tal como o elétron (2?).

Para uma particula de spin-1/2 com massa m em um espago-tempo de 3+1 dimensdes, a

equagdo de Dirac é

(v'pp —m)¥(z) =0, (1.47)

em que v sdo um conjunto de matrizes que obedecem a dlgebra de Clifford

{7} = 29", (1.48)

dada em termos do tensor métrico do espago-tempo de Minkowski (1.25)). A fun¢do de onda
W € um espinor de quatro componentes, tal que cada componente obedece a equacao de Klein-
Gordon.

A teoria de Dirac, como dito acima, foi buscada na intenc¢do de se construir uma interpretacao
probabilistica aos moldes da teoria de Schrodinger. De fato, podemos determinar uma equagao
de continuidade em que é possivel definir uma densidade de probabilidade. Seja o chamado

espinor adjunto

U= Uia0 (1.49)

a quadricorrente de densidade que satisfaz a equagdo de continuidade (1.44) é

JH(z) = UyHU, (1.50)

com a imposi¢io de que as matrizes v* sejam hermitianas com respeito a 7°:
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() = A0y, (1.51)

Identificamos portanto a densidade

JO = 04, (1.52)

que € sempre ndo-negativa.
Para a teoria de Dirac portanto, a condi¢ao de normalizacdo assumird uma forma muito

similar a da teoria nao-relativistica:

/ Brviv = 1. (1.53)
1%

Embora o tratamento estatistico da teoria de Dirac seja mais simples do que o da teoria de
Klein-Gordon, aqui também surge a inevitabilidade de solu¢cdes com energia negativa.

As matrizes v sdo linearmente independentes, mas elas nao formam uma base do espago
vetorial das matrizes 4 x4, pois sdo necessarios dezesseis elementos matriciais linearmente
independentes para que qualquer matriz 4 x4 possa ser escrita como uma combinagdo linear
dessas dezesseis matrizes. Com as matrizes y*, e a matriz identidade 14, j4 dispomos de cinco

elementos. Outra matriz linearmente independente as citadas é a matriz >, definida por

v° = iy AR (1.54)

Com essas seis matrizes, é possivel construir uma base de 16 elementos I'™), que podem
ser categorizados em termos de como se comportam sob transformacdes de Lorentz as formas
bilineares covariantes WT' (") W, Assim, identificamos um elemento escalar I'(%), quatro elementos
vetoriais '), seis elementos tensoriais I'7), quatro elementos pseudovetoriais (ou axiais) '),

e um elemento pseudoescalar I'"") dispostos na Tabela
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Tabela 1 — Elementos da base do espaco das matrizes 4 x4.

Notagdo n° Forma explicita

s =1 1 1

L) = At 4 7092

i = %h"m”] I N A T e A A G i
T = yha? S e e R e Y e o P e e
P — A5 1 iy 2

Fonte: Wachter, A. Relativistic Quantum Mechanics

Existem diversos conjuntos de matrizes, relacionadas por transformacgdes unitarias entre si,
as chamadas representagdes, que satisfazem tanto a algebra de Clifford quanto a propriedade

(I.5T)). Ao longo deste trabalho, serd utilizada a representac@o de Dirac, também chamada de

1 0 0 o
0 2

_ 7 — 7 1.55
g (0 _12) Y (_a 0) (1.55)

em que 1, é a matriz identidade 2x2, v = (v',7%,73), e ¢ = (01,09, 03) sdo as matrizes

representacdo padrdao

de Pauli (vide Apéndice [B)). Nesta representagdo, os componentes inferiores do espinor sdo
suprimidos em relagdo aos componentes superiores no limite ndo-relativistico, e a matriz ~°

possui a forma

s 0 1,
= : 1.56
Y < 1, 0 > (1.56)

Da mesma forma que na secdo anterior, podemos incluir interagdes de diversas naturezas
na equagdo de Dirac. Nos interessa no presente trabalho as interagdes vetoriais V* = (V,, V),

introduzidas pela prescri¢do

ptt— pt = VH, (1.57)

e as interacdes de natureza escalar V5, sob a prescricao

m—m+ V;, (1.58)
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resultando em

Y (py — V) — (m+ V)] =0. (1.59)

Para os nossos intentos, é conveniente rescrever a equacdo de Dirac em sua formulagdo

hamiltoniana, facilmente derivada de (I.59). J4 na forma independente do tempo,

HY = eV, (1.60)

em que ¢ € a energia total do sistema e H é o operador hamiltoniano

H=a -p+8(m+V,)+V,, (1.61)

onde tomamos a parte espacial da interacdo vetorial como nula, pois ela vai além do escopo de

interesse deste trabalho. As matrizes a = 7%~ e 5 = + satisfazem as seguintes propriedades

;0 = 5ij + iEiijk s 1= 1, 2, 3 (162)
{Oéi, Oéj} = 25” (163)
{a%ﬁ} = 07 (164)

e sdo escritas na representacdo padrdo como

0 o ]]_2 0
= , = . 1.65

1.2 O MOVIMENTO CIRCULARMENTE SIMETRICO

No presente trabalho, nos interessa especificamente os regimes de estados ligados tais que a
particula esteja restrita a um plano de movimento, que por simplicidade, escolheremos como
o plano xy do sistema de coordenadas cartesianas. Em termos da dinamica do problema, isto
implica em as solu¢des serem autoestados do componente 2 do momento linear, ou em termos

da equacdo de autovalor,

—i—V, =p.V,, (1.66)
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sendo p, o autovalor do componente z do momento linear e ¥,,_ o respectivo autoestado. No caso
da teoria de Klein-Gordon, isto nos permite fatorar diretamente a dependéncia em z da fungao

de onda. Empregando o sistema de coordenadas cilindricas — vide Apéndice |A|—, escrevemos

U, (r,t) = @(p, ¢, t)e "= (1.67)

Ademais, fixamos o autovalor p, = 0, o que restringe a dindmica do problema a um plano fixo e
torna a fun¢do de onda independente de z. Para a teoria de Dirac, dada a estrutura espinorial
do estado, tal fatoracdo nio pode ser simplesmente realizada. Para este caso, procederemos
como a referéncia (??), ao observar que se ndo ha momento ou for¢cas em z, o espinor pode ser

construido com a restri¢ao

P,V =0, (1.68)

que efetivamente reduz um grau de liberdade do problema.
Isto posto, faremos ainda a restri¢do ao movimento circularmente simétrico, ou seja, todos
os potenciais do problema dependerdo apenas da distancia a origem do sistema no plano de

movimento, para o qual o sistema de coordenadas cilindricas é muito conveniente de utilizar.

1.3 SIMETRIAS

O ultimo preparativo necessdrio para que iniciemos a discussao sdo algumas consideracoes
sobre o conceito de simetria na mecanica quantica. A busca por essas propriedades de um
sistema fisico sdo fundamentais para determinarmos solu¢des adequadas, visto que elas revelam
invariancias do sistema, o que na pratica reduz o reino de possibilidades de solucdes para aquelas
em que essa invariancia € respeitada. Segundo Roman : “First of all, the symmetries give a
guide for solving the dynamical equations: they restrict the forms the solution can take. Thus all
admissible solutions will be classified by their symmetry character, to speak loosely’ﬂ(??

A invariancia, em termos matematicos, pode ser entendida como a caracteristica do sistema
fisico ser insensivel a transformacao de certas quantidades, i.e., o estado do sistema ndo € afetado
pela variacdo dessa quantidade. A existéncia dessas transformagdes “irrelevantes” apontam por
sua vez para o surgimento de um conjunto de simetrias que as equacdes que descrevem o sistema
obedecem. Devemos ser capazes de determinar uma lei de transformagao que conecta estados
que possuem especificagdes diferentes dessa propriedade, mas representam estados equivalentes,
e por sua vez caracterizar explicitamente a simetria. Na teoria quantica, sabemos que para

conectar dois estados fisicamente equivalentes, uma transformacao U/ unitdria, i.e., tal que

> Tradugdo simples: “Em primeiro lugar, as simetrias dio um guia para se resolver as equacdes dinimicas: elas

restringem as formas que a solugdo pode ter. Logo todas as solugdes admissiveis serdo classificadas pela
caracteristica da simetria, para falar ndo rigorosamente.”
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U =u-, (1.69)

¢ adequada, visto que ela preserva o produto escalar (??) — em outras palavras, as caracteristicas
fisicas do sistemaﬂ Seja um estado ¥ e um observdvel O, uma simetria do sistema serd descrita

pelo operador U tal que

v =Yy, (1.70)

oY = yout, (1.71)

correspondem ao estado e ao observavel transformado, respectivamente. A forma de ¢/ dependera
dos parametros da simetria em questdo, de tal forma que este operador constitui o “cddigo de
translagao” entre duas descri¢des permitidas pela simetria (?7?).

Ao considerarmos grupos de simetria, distinguimos dois casos: simetrias continuas e discretas.
Para as simetrias continuas, podemos construir a lei de transformacao a partir de transformagdes

infinitesimais partindo da operacdo identidade

U=1-1ieg, (1.72)

de forma que a transformacao infinitesimal serd

U =T _ = —jeGU, (1.73)
em que o parametro e € infinitesimal e G é o chamado gerador da simetria. Construimos a
transformacao nesta forma especifica, pois a unitariedade de I/ implica em G ser hermitiano, o

que nos permite associd-lo a grandeza conservada associada a simetria. G é portanto o observavel

fisico adequado. Sabendo que o operador que representa a simetria comuta com o hamiltoniano,

U, H] =0 (1.74)

decorre obviamente que

G, H] = 0. (1.75)

6 A transformacio, conforme (??), também pode ser antiunitdria, caso que ndo serd necessério neste trabalho.
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Para simetrias discretas, nao podemos realizar tal processo de encontrar um observavel que seja
o andlogo quantico a grandezas cléssicas, portanto utilizaremos o préprio operador unitdrio, sem
buscar identificar na teoria cldssica uma contraparte.

Para o escopo deste trabalho, ndo nos interessam os detalhes sobre as simetrias e as ferra-
mentas matematicas para descrevé-las, sendo este breve resumo apenas uma contextualizagdo
para o que vird na frente. Nos interessa especificamente a relacdo das simetrias com os numeros

quanticos e as degenerescéncias. Seja um estado ¥ que satisfaca a equacao dinamica

HU = V. (1.76)

Seja também uma simetria do sistema, em que (1.75) € satisfeita. Disto decorre que

GHVU = gV (1.77)

H(GU) =e(GV). (1.78)

Entiao GW também € autoestado de H com mesmo autovalor €. Se W e GV forem linearmente
independentes, diz-se que o autovalor serd degenerado.

Com um conjunto completo de observaveis mutuamente comutantes (??), i.e., um conjunto
de operadores que caracterize todos os graus de liberdade do sistema, podemos determinar sem
ambiguidade os estados rotulando-os pelos autovalores, aos quais associaremos 0s nimeros

quanticos.

Esta dissertacdo tem por objetivo investigar simetrias € suas propriedades no regime do
movimento planar, € mais especificamente, de sistemas circularmente simétricos. Iniciaremos
o estudo abordando a teoria de Klein-Gordon, discutindo as simetrias pertinentes e avaliando
sistemas fisicos especificos. Adiante, estudaremos configuracdes semelhantes na teoria de Dirac,
realizando também um estudo dos diversos geradores de simetrias encontrados para sistemas
circularmente simétricos, onde identificaremos o surgimento de duas simetrias adicionais em
condicdes especificas dos potenciais: as simetrias de spin e pseudospin.

Nos capitulos seguintes, desenvolveremos em detalhes argumentos relativos as caracteristicas
particulares de sistemas sujeitos as misturas de um potencial escalar e da componente temporal
de um potencial vetorial (faremos V,, = 0) que permitam a formacao de estados ligados em
termos de funcdes analiticas. No caso da teoria de Dirac, também discutiremos a natureza e as

particularidades das simetrias adicionais mencionadas acima.
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2 A EQUACAO DE KLEIN-GORDON RESTRITA AO MOVIMENTO PLANAR CIR-
CULARMENTE SIMETRICO

O nosso caso de interesse € em sistemas cuja expressao das equagdes no sistema de coorde-
nadas cilindricas (p,¢,2z) € mais vantajoso, devido as suas simetrias geométricas (veja Apéndice
[A)). Vamos entdo desenvolver a equagio considerando que V,, = 0 e os demais potenciais
sdo independentes do tempo e circularmente simétricos. Isso consiste em dizer que os potenciais

sdo da forma

Vo=Volp) , Vi=Vip). (2.1

Considerando (I.67)), dispomos do Ansatz

U(r,t) = p(p, ¢)e'*=—<1), (2.2)

em que € € a energia total do sistema. Portanto obtemos a equacdo para os estados estacionério

p(r)

(e = V)2 + V2= (m+V,)?p =0. (2.3)

Explicitando o operador laplaciano em coordenadas cilindricas, a equagao (2.3)) torna-se

2 10 L2
et e = g (e = V) = (m+ Vi) o =0 2.4
02t ooy p TETV —m V) e =0, (2.4)

em que identificamos o operador momento angular (A.T8).

2.1 SIMETRIAS DO MOVIMENTO CIRCULARMENTE SIMETRICO DE BOSONS DE
SPIN-0

O tnico termo da equacdo (2.4) que envolve a coordenada polar € justamente o termo de
momento angular, o que nos sugere que podemos propor um Ansatz que separa as partes radial
e angular da equagdo recorrendo as autofungdes de L, dadas por (A.21)), visto que L, comuta

com o operador que atua no estado . Vamos propor a seguinte forma conveniente

' por simplicidade, foi escolhido o autovalor p, = 0.
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_ Ulp)
\/ﬁ

o que nos conduz diretamente a equagdo radial do problema

wi(p, ¢) i(9), (2.5)

U. (2.6)

1 d2U, (n2—m2+em+mv;+12—1/4)U £2 — m?
_ oo

" 2m dp? 2m m 2mp? 2m

O Ansatz construido relaciona-se com a invaridncia do sistema sob rotacdes no plano, cuja
simetria relacionada tem por gerador o operador L, (??), constituindo uma transformagao
continua. Retomando (1.67)), as autofunc¢des também sao autoestados do componente z do
momento linear, com autovalor p., que foi fixado em p, = (. Assim, com estes dois numeros
quanticos, mais um nimero quantico que serda determinado a partir da equagao radial, temos
rétulos o suficiente para dar conta de todos os graus de liberdade do problema.

Para a teoria de Klein-Gordon também interessard a transformacdo de paridade, ou reversao
espacial, que € a transformacao discreta que reverte o sinal das coordenadas espaciais e mantém

o sinal da coordenada temporal

rT— —7T 2.7

t—t. (2.8)

Esta transformacdo, aplicada em (2.4), nos leva a uma equagdo para ¢(—7r). A paridade
constituird uma transformagéo de simetria do sistema se a fungio p(—7) também for solugio de
(2.4). Para isso ser verdadeiro, os potenciais envolvidos devem ser invariantes sob e (2.9),
de forma que a equagdo para p(—r) seja idéntica a . Em coordenadas cilindricas, a reversao
nao afeta a componente radial p, de forma que os potenciais de fato ndo se alteram
apos reversao espacial. Portanto, concluimos que a transformacgdo de paridade constitui uma

transformacdo de simetria para sistemas circularmente simétricos na teoria de Klein-Gordon.

2.2 EQUACOES RADIAIS DA TEORIA DE KLEIN-GORDON PARA O MOVIMENTO
CIRCULARMENTE SIMETRICO

A equagdo (2.6)) ja nos permite inferir certas propriedades: claramente a solugdo U; depende
apenas de ||, o que implica em uma degenerescéncia essencial; a equagdo ndo gera estados
ligados para uma intera¢do puramente vetorial com lim |V,| = oo, mas com a introducdo de

p—00

uma interacdo escalar, isto passa a ser possivel se a seguinte condi¢ado for satisfeita
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lim |Vi| > lim |V,]; (2.9
p—+00 p—+00
para uma interacdao puramente escalar, as autoenergias serdo simétricas em relacdo a € = 0. Por
a mistura dos potenciais escalares e vetoriais ser determinante para o surgimento de estados
ligados, sugerimos as seguintes redefini¢oes

Ve=Vo+V, e Va=V, -V, (2.10)

que levam a seguinte mudanca na equagdo radial

1 d2 _ _ 2 _1/4 2 2
d*U, {(e—l—m)Vg—i-(a m)Va VEVA+Z /] lze mUl‘ 2.11)

2m dp? 2m 2mp? 2m

NR —

Definindo a energia ndo relativistica %' €Fm, em que o indice + corresponde a particula

e o indice — corresponde a antiparticula, obtemos os limites ndo-relativisticos da equagdo (2.11)

1 U, [V Va 2—1/4 N
R =+ 1——= _— = VR 2.12
2m dp? i [Zm Va+ s ( 2m) i 2mp? ] Ur=e"0 (2.12)
e
1 U, [eNE Vs, ?—1/4 NER
N it v S VA (5 (00 Tl [ 5 A . 2.13
2m dp? i [Zm Ve=Va ( * Qm) * 2mp? ] U -l 2.13)

E interessante observar que, se o potencial for muito fraco na regido anédloga a regido classi-
camente permitida — em outras palavras, regidoes de alta densidade de carga — de maneira
que possamos afirmar que a intensidade dos potenciais € muito menor que m, a aproximacao

nao-relativistica se reduz para uma forma muito mais simples

1 42U, 12—1/4
"o + (VZ + “omp? > N (2.14)
(&
—% dp2 + (—VA + W) Ul = —&_ Ul. (215)
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A condic@o de normalizacdo da teoria de Klein-Gordon para uma mistura de interacdes

vetorial e escalar, conforme (I.46)), é

5/ dp |Ul|2—/ dp V, |U|* = +m. (2.16)
0 0

A estratégia geral neste capitulo serd buscar mapear nosso problema da teoria relativistica
nos problemas nao-relativisticos apresentados no Apéndice |[El Para este fim é necessario que
as autofuncdes aqui estudadas satisfacam as condigdes e (E.3). Mediante avaliacdo das
condi¢des impostas pela teoria de Klein-Gordon em relacdo aquelas da teoria ndo-relativistica,
podemos determinar se a estratégia proposta serd exequivel. Para tanto, convém estudar (2.16)
avaliando a finitude do lado esquerdo da equagdo — recorrendo a desigualdade triangular —, o

que nos conduz a

/ dp U < oo, (2.17)
0

/ dp |V,| UJ* < o0. (2.18)
0

A condi¢do (2.17), tdo presente na mecanica quantica ndo-relativistica, que demanda que Uj seja

quadrado integravel, podera ser satisfeita se

lim |U)] o< p~1/2*¢ e >0 (2.19)
p—0
€
lim |U;| = 0. (2.20)
p—r00
Se % N comportar como
lim |V, | o< p%, (2.21)
p—0

sendo dy um parametro qualquer, observamos que a inequacao (2.18]) impord novas condigdes

sobre U; na vizinhanca da origem:

lim |Uy] oc p~ /2792724 ¢ > 0, (2.22)
p—0
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Na pratica a situagdo serd a de que se o potencial for tal que ds > 0, a condi¢ao serd
mais forte, e no caso contrério (2.22) serd a mais forte. Basta verificar a condi¢do mais forte para
que ambas sejam satisfeitas, e desta forma, poderemos avaliar finalmente se o mapeamento sera
possivel. Com a equagdo radial (2.T1)) e a equagdo de normalizagdo (2.16) em maos, assim como
suas condicdes de normalizabilidade, poderemos ver isso de forma explicita para alguns sistemas
de interesse. Aproveitaremos também para apontar uma inconsisténcia disponivel na literatura
(?22?), em que a discussao sobre a normalizacdo € inadequada, haja vista que se considera a

mesma normalizac¢do usada na teoria nao-relativistica.

2.3 OSCILADOR HARMONICO

O primeiro caso que iremos estudar sdo os dos potenciais do tipo oscilador harmoénico,

descritos por

Vo =SKsp® e Va=;Kap’, (2.23)

nos fornecendo a equacio, que para fins de andlise, serd disposta na forma de uma equagao tipo

Schrodinger
d*U 1 4 1 , [2—1/4

(2.24)
+ &2 — m2} U=0.

N3ao € possivel construir regimes de estados ligados em termos de func¢des analiticas devido a
presenca do termo de quarta poténcia na equacdo. Logo, uma restricio adicional que imporemos
ao sistema modelado por osciladores harmonicos, se quisermos obter estados em termos de

funcdes convencionais, é

KsKa =0, (2.25)

0 que nos leva a duas possibilidades de configuracdes dos potenciais escalar e vetorial —
excetuando o caso livre, que nao nos interessa —, V,, = £V}, ja denotando como a relagdo entre
estes potenciais de diferentes naturezas de Lorentz é muito estreita para a realizacdo de estados
ligados descritos por solugdes analiticas. Avaliemos entdo o caso em que Kp =0e Ky # 0,0
que em conformidade com o Apéndice [C] também nos fornecerd os resultados para o caso em
que Kp # 0e Ky, = 0, com a substituicdo Ky, — —Ka e € — —¢ no resultado obtido.

Para este caso particular, a equacao radial se torna
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d? 1 2 —-1/4
v + | == Kx(e +m)p® — F-1/4

2 2
o : > +e2—m?|lU=0. (2.26)

Para o oscilador harmonico a condi¢do deverd ser satisfeita. Em conjunto com a condi¢ao
(2.20)), identificamos portanto que € possivel mapear este problema na equagao radial para um
potencial harménico na teoria ndo-relativistica, conforme Apéndice [E]

Iniciamos nossas investigacdes identificando o mapeamento dos parametros das duas equa-

coes:

2
(%) = Ksle+m) (2.27)
S? — i =1*—-1/4 (2.28)

=2 —m2, (2.29)

emque M >0,w>0,5>0eFE > 0. Como mapeamento definido, podemos determinar o

espectro e as autofunc¢des do problema. Com a defini¢do do nimero quantico principal

n=2n, + |l (2.30)

e a identificacdo da constante auxiliar

K
= 2(5; m) 2.31)
teremos
_1..2

Unpi(p) = Copp* e LI0 ) (30%) (2.32)
+v/2Kx(e +m) (n+ 1) = 2 — m?, (2.33)

tal que os niimeros quanticos podem tomar os valores n = 0,1,2,3,...e |l = 0,1,...,n, e Cyy
€ uma constante arbitrdria. As funcdes radiais sdo proporcionais aos polindmios de Laguerre
generalizados (vide Apéndice D).

Das relacdes de mapeamento (2.27), (2.28)) e (2.29) — em conjunto com as condigdes dos

parametros —, podemos estudar o espectro e determinar sua forma explicita. Da relacdo (2.27)),
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certificamos que

Ks(e+m)>0 " Ky 20=¢2—m, (2.34)

e da relacao (2.29) encontramos que

le] > m. (2.35)

Da condi¢do (2.35)), eliminamos a possibilidade do sinal negativo no lado esquerdo da
equacdo (2.33). Convém analisar o espectro quadrando esta equagdo e fazendo as seguintes

mudancas de varidveis:

e=3=, |e| >3 (2.36)
m
27 (n+1)°
A= Ko~ 1 2.
fornecendo
€ 2 /e 32

——1) (— 1):—A. 2.

(3 =+ = (2.38)

O processo de quadrar a equacdo do espectro leva a uma equacio de terceiro grau, que possui
mais solucdes do que a equacdo original, e portanto precisamos estudar essa nova equagao,
além de resolvé-la, para extrair a solugdo que também satisfaz (2.33). De (2.38), inferimos
que se € = —3, entdo A 2 0. Ademais, em conjunto com a defini¢do @, os intervalos de
interesse serdo € = £3. A demonstra isto graficamente, além de evidenciar como os
dois intervalos do espectro nao sdo simétricos entre si. Ainda resta determinar quantas solucoes
existem, i.e., quantas raizes existem em cada intervalo de A. A regra dos sinais de Descartes
(veja Apéndice [F)) nos orienta quanto a isso. Dado os intervalos de interesse, conforme (2.34), o
que na redefini¢@o das varidveis se torna € > 3 e ¢ < —3, como demonstra a [Figura 2] podemos
deduzir as condi¢des sobre A. Teremos, para ¢ > 3, definindo a varidvel auxiliar €, para que

possamos empregar diretamente a regra dos sinais, que

2
€:§—1 = €3+2€2—2—7A:0. (2.39)

Avaliamos que se A < 0, ndo existem raizes reais positivas, e se A > 0, existe uma Unica raiz

real positiva. Para e < —3, definindo ¢, realizamos a mesma andlise



Figura 2 — Lado esquerdo de 1| em termos de €

2

Fonte: Autor (2022).

39
@:—(E+Q o B 44 e+ 2A—0.

3
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(2.40)

Nota-se que se A < 0, hd uma raiz real positiva, e nenhuma se A > (. A tabela a seguir sumariza

o resultado das analises.

Tabela 2 — Nuamero de solugdes fisicas para os intervalos de interesse

A + | —
€>3 110
e<—=3101]1

Concluimos que, conforme a Tabela [2] hd uma e apenas uma solugdo real com ¢ > 3 para

A > 0eoutracome < —3 para A < 0. De todas as solugdes de (2.38)), para extrairmos aquela

adequada para o problema, resolvemos a equagdo de terceiro grau e escrevemos € da seguinte

forma

1/3
e:1+2@+x*),X:PA—1+mA«A—U}.

(2.41)

Resta executar a andlise de x, para o qual recorreremos a visualizacao grafica, disposta na

[Figura 3|e na|Figura 4;
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Figura 3 — Argumento de y em funcdo de A tomando a raiz cubica principal.
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Fonte: Autor (2022).

Figura 4 — M6dulo de x em fungdo de A.

2

0.5

Fonte: Autor (2022).

O argumento de y possui trés valores por ser uma raiz cubica, cujos argumentos diferem de
21/3. A mostra o argumento da raiz principal. Para A < 0, o argumento ¢ exatamente
7/3. Plotando os trés valores possiveis de x em funcdo de A, apresentado na|Figura 5 obtemos:
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Figura 5 — Valores reais de y em funcio de A.

3

a2

Fonte: Autor (2022).

O trecho no semi-intervalo positivo de A na corresponde a raiz principal, enquanto
a parte negativa corresponde a segunda raiz (arg(y) = 7). A terceira raiz ndo possui valores
reais em nenhum ponto da reta real. Na[Figura 6 plotamos a soma que aparece em (2.41). O
trecho em preto corresponde a raiz principal, o trecho azul a segunda raiz e o trecho em magenta

a terceira raiz.

Figura 6 — Valores reais de x + ! em funcdo de A.

[S¥]

_—

N
7

[BS]
("]

Fonte: Autor (2022).

Conforme a[Figura 3|e a[Figura 4, podemos subdividir a andlise em trés intervalos de A:

A>1,0< A< 1leA < 0. Avaliando o intervalo do semieixo positivo tal que A > 1, o
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argumento das trés raizes — rotularemos a primeira, segunda e terceira raizes por j = 0,5 = le
J = 2, respectivamente — &
T
arg(x) = 2]5 , 7 =0,1,2 (2.42)

e o mddulo € tal que

x| >1 (2.43)

para todas as raizes. Como ja esperado ao observar a € é, para o intervalo A > 1,
escrito em termos da raiz principal de x, o que pode ser simplificado para

e=1+2(IxI+IxI""). (2.44)

O segundo caso, em que 0 < A < 1, é tal que

™

3 (2.45)

LTT .
arg(x) € 25 (1425)

x| = 1. (2.46)

Embora neste intervalo y ndo seja real, a|Figura 5|demonstra que a soma com seu inverso resulta

em numero real. Isto posto, € serd, neste intervalo, dado por

€ =1+ 4cos(arg(x)). (2.47)

Considerando o intervalo (2.45), apenas para j = 0 a condigdo |¢| > 3 & satisfeita, e portanto o
valor de arg () deve ser relativo a raiz principal neste caso.

Para o dltimo caso que resta estudar, A < 0, o argumento é dado por

m
a5

arg(x) = (1+2j) 5 J=012, (2.48)
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0< |yl <1. (2.49)

Conforme para este intervalo devemos tomar a segunda raiz (j = 1), e portanto,

conforme (2.48)),

arg(x) = (2.50)

A solugdo serd, portanto,

e=1-2(xI+IxI") (2.51)

Em suma, as solugdes podem ser escritas em uma nica expressao:

e=1+2sgn(A) (X +x71?) (2.52)
x = sen(4) 24— 1+ 2/A(A 1)), (2.53)

sempre tomando a raiz principal de . Portanto, o espectro é dado por:

En 1 2 1/3

= o 3 sen(Ke) (6 + ) 2.54)

o = sgn(K) [2An 1+ 2y/A, (A, — 1)} (2.55)
2T (n+ 1)?

L (2.56)

emque n = 0,1,2,3, ... E evidente que o espectro, por nio depender do niimero quéntico [, apre-
senta degenerescéncias essenciais, exceto para os estados com [ = 0. O grau de degenerescéncia
dos estados com niimero quantico principal n, conforme (2.30)), € 2n + 1.

Na [Figura 7| apresentamos a visualizacao do espectro como fun¢do da intensidade da intera-
¢do.

Para concluir a solu¢do do problema, vamos escrever os autoestados normalizados. Conforme

(2.16), resgatando (2.2), (2.5), (2.32), e nos referindo a (D.4)) e (D.5)), teremos
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8myll+2 r <n—2u| + 1)
mldye — Kx(n+1)| p (nHll

_1,52 l i(ld—
U(r,t) = Ple 2 L0 o (vp?) €097 (2.57)

+

Figura 7 — Espectro para os “trés mais baixos niveis de energia”. A linha fina é o nivel n = 0, a
linha grossa € o nivel n = 1, a linha tracejada é n = 2.

8

6

[ 2]

-10 -5 0 5 10

Fonte: Autor (2022).

Podemos agora obter as expansdes para acoplamentos pequenos, i.e., | Kx| << m3, que sdo:

K

Ks>0:e—m=~(n+1) ﬂ, (2.58)
m
K

Ks <0 :E—i—m%—(n—l—l)z%. (2.59)

Observamos que o espectro para Ky > 0, relativo a estados de particulas reproduz o espectro
conhecido para o oscilador harmdnico simples bidimensional nao-relativistico (??), enquanto o
caso Ky, < 0, que vale para estados de antiparticulas, apresenta um comportamento diferente
que carece de analogia com a teoria nao-relativistica. Estes resultados sdo esperados, o que pode
ser respaldado analisando as equagdes (2.12)) e (2.13). Para o caso da interagdo repulsiva, o
potencial efetivo € dado pelo termo de barreira centrifuga mais um termo de oscilador harménico
com constante de intensidade Ky,. Para o caso do potencial atrativa, por outro lado, o termo de

oscilador harménico no potencial efetivo tem como constante de intensidade eV ? K.
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2.4 PROBLEMA DE “COULOMB”

Outro caso de cléssico interesse € aquele dos potenciais inversamente radiais, usualmente
chamado de problema de Coulomb, embora facamos a distin¢cdo de que aqui ndo hé simetria
esférica, como na genuina interacao coulombiana, mas simetria circular. Os potenciais sao dados

por

Vo=— e Va=—. (2.60)

Mais uma vez, escreveremos a equacao radial no formato tipo Schrodinger

d2U+ P-1/4—asan  ag(e+m)+aale—m)

2 —
i > ; +e2—m?|U=0. (260

Aqui ndo temos a mesma patologia encontrada no caso do oscilador harmoénico, de maneira
que tanto oy quanto aa podem ser nao-nulos.
Para o potencial de Coulomb, as autofungdes, no caso mais extremo, podem ser tais que,

conforme (2.22), tenhamos na vizinhanga da origem que

lim |U] = 0. (2.62)
p—0

Identificamos portanto que € possivel mapear este problema na equagdo radial para um potencial
de Coulomb na teoria ndo-relativistica, conforme Apéndice [E] haja vista que a forma das
autofuncoes (2.62) sdo suficientes para satisfazer a condicao (E.2)).

Iniciamos nossas investigagdes com os dois casos particulares: ¢ = m e € = —m. Para o
primeiro caso, convém avaliar o comportamento assintético da soluc¢do. Para p — oo, a equagao

(2.61) ¢ tal que a solucdo é dada por

U= Ap+ B. (2.63)

A tnica forma desta solugdo ser apropriada a condi¢do de normalizagdo é se A = B = 0, uma
solucdo claramente inapropriada. Portanto, descartamos a possibilidade de estados com € = m.
O caso ¢ = —m conduz a uma equag@o da mesma forma que o caso anterior, de forma que a
sua solu¢do também devera ser descartada.
Para os demais casos, em vez de estudar as equagdes na forma (2.61)), faremos uma mudanga

de varidvel para tornar a equagao mais simples:



A equacdo resultante serd

d2U+ ?—1/4—asan as(e+m)+ aale —m)

dp? 7 AP

O mapeamento fornece as seguintes relacoes:

52—i:l2—%—a20%
2MZ  as(e +m) + aale —m)
Rz A
2ME 1
N

emque M >0,7<0,5>0,E<0ey=1/2.

Definindo o numero quantico principal

n=123,..

n=n.+|l|+1 ,
]|=0,1,....,n—1

e identificando as constantes auxiliares

somos capazes de determinar os autoestados e suas respectivas autoenergias

Uni|(p) = Cn\llﬁl/QH_eiﬁ/QL(Zl) (P)

n—|l|—1

+ 9 9 _ —
Sall oA —as £4nvasaa + n?

m (aa + ax)? + 402

Y
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(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

em que Cy,;| € uma constante arbitrdria. As fungdes radiais envolvem os polinbmios de Laguerre

generalizados (vide Apéndice D). Notemos que a operagdo conjugacdo de carga (vide Apéndice

faz a transformagdo e* — 7.
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As relagdes de mapeamento fornecem algumas restricoes: de (2.66), obtemos

I > asaa; (2.74)
de @6T)
ax(e +m) +aale —m) <0; (2.75)
e de (2.68)), extraimos
| < m. (2.76)

As trés condi¢des acima, apds breve andlise, nos permitem realizar afirmacdes sobre os
possiveis sistemas formados pela combinacdo dos potencias. A restri¢ao implica que se o
produto ayxaa > 0, deve-se excluir o autovalor [ = 0, e a depender da magnitude do produto,
autovalores seguintes também podem ter que ser excluidos. Se ay; > 0 e aa < 0, a segunda e
terceira condicdes acima sdo mutuamente excludentes. Se ay e aa tiverem o mesmo sinal, as

trés condi¢des vinculam a intensidade dos potenciais a0 momento angular, tal que

m—+ e
oZ e I >
m—¢ m—+ €

Uiiave ¥ 2.77)

U* >

Se ay; < 0 e apn > 0, as condicdes ndo geram restrigdes. Representamos essa andlise grafica-

mente na

Outra forma de estudar essas limitagdes graficamente é plotando €/m em fungdo de aa /s
a partir de (2.75]). Rescrevendo essa relagdo na forma

g A g
S —(——1)<0, >0, 278
m+ +OéE m = a2< ( )

podemos determinar as seguintes desigualdades

ap/as —1  aa
§oz Jag+1 "«

5
— AT > ,ag 2 0. (2.79)
m >aA/ozg—1 aa

< ap/as+1 7 ag
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Figura 8 — A regido em azul indica os pares (ay, aa) cujas intensidades dos potenciais nio
)
possuem limitag¢do, enquanto a regido cinza indica os pares cuja intensidade possui
uma limitacao e a regido vazia os pares impossiveis de formarem estados ligados.

Fonte: Autor (2022).

Este desenvolvimento estd ilustrado na [Figura 9

Figura 9 — £/m em fun¢do de ap /as. Em laranja, temos a drea em que oy < 0 e em turquesa,
asx > 0.

Elm

Fonte: Autor (2022).

As autoenergias plotadas em termos da razao aa /sy sdo
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Figura 10 — ¢/m em fung¢do da razdo aa/ax, com ay = 0,05 (abaixo da linha trago-ponto
ax, > 0 e vice-versa), para as seis primeiras energias validas. A linha pontilhada
[| = 1; a linha tracejada longa é paran = 3, || = 1; a linha

espacada é paran = 2,
tracejada espacada é paran = 3, || = 2.

1

0 T A
. /([}[} 200 300

=) |L__’Q

-0.5 /

Fonte: Autor (2022).
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Figura 11 — ¢/m em fung¢do da razdo aa/ayx, com ay = —1,8 (acima da linha trago-ponto
ax, < 0 e vice-versa), para as seis primeiras energias validas. As linhas s6lidas
sdo paran = 1, || = 0; as linhas pontilhadas sdo paran = 2, |[| = 0; as linhas
pontilhadas espagadas sdo paran = 2, |I| = 1; as linhas tracejadas sdo paran = 3,
|I| = 0; as linhas tracejadas longas sdo para n = 3, |I| = 1; as linhas tracejadas
espacadas sdo paran = 3, || = 2.

Fonte: Autor (2022).
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Figura 12 — Versao ampliada da
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Fonte: Autor (2022).

Para concluir a solu¢do do problema, vamos escrever os autoestados normalizados. Conforme

(2.16), resgatando (2.2)), (2.5), (2.72)), e nos referindo a (D.4) e (D.5)), teremos

1 mA\ D+ 1/2=1) 400t —50,(20) o
v t) =4/ — ) =1/2+1 p/2L i(lp—e t). 280
M \/7T o — (ax + o)A D@+ L2+ 0 © Tl (p)e (2.80)

Nas referéncias (????) o mesmo problema foi abordado, porém a normalizagdo estd equivocada,
ao ndo considerar a parte que envolve o potencial na integral (2.16).
Expandindo o espectro (2.73]) para acoplamentos fracos, i.e., com ay € aa pequenos, respec-

tivamente, temos:
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+

Salll _ g a3 +|l|_2(n_1/2)a3aA+ as
2 4 2 4

m 2(n—1/2)"  4]l|(n—1/2) 8(n—1/2) (2.81)

+O(ada,a+b > 4)

od _=20-1/2) 5 o A}
2(n—1/2)° 4lll(n—1/2" 7 8(n—1/2)" (2.82)

+O(a%a,a+b > 4).

Identificamos destas expressdes que ¢ () & a energia de estados ligados com energia positiva
(negativa) para aa (ax) pequeno. A simetria entre essas duas expressoes ilustra a transformagao
de conjugacdo de carga (vide Apéndice [C). Em relagdo as degenerescéncias, vemos que o
espectro original ¢ duplamente degenerado para todo [, exceto [ = 0. J4 a expansdo para
acoplamentos fracos mostra que as degenerescéncias do momento angular s6 sao quebradas
na ordem de a%a’, com a + b = 4. Ademais, € notério que, em primeira aproximagao, o
espectro coincide com o potencial de Coulomb ndo-relativistico (??), mesmo com interagdes de
diferentes naturezas (escalar e vetorial), o que ja é esperado, visto que a teoria ndo-relativistica
ndo distingue as naturezas das interagdes.

Vamos avaliar agora o espectro (2.73)) para casos particulares do problema resolvido acima.

2.4.1 Interacao puramente vetorial

Se tomarmos o caso particular em que ap = ax = —a, 0 que corresponde a supressio da
interagdo escalar, o espectro é, conforme (2.75)), tal que
sgn(e) = sgn(w) (2.83)

Isto nos permite identificar as duas solug¢des possiveis (2.73)), relacionando o sinal na expressao

com o sinal de o.. Logo

Enll _ sgn(a) = VE_ a2

m 2
1+ (3)
n

al <. (2.84)

Este caso particular apresenta dupla degenerescéncia decorrente da dependéncia em |I| do
espectro. O resultado aqui apresentado € extremamente semelhante ao problema esfericamente
simétrico, como demonstram as referéncias (????), com a diferenca de que no caso aqui

apresentado, temos |/| no lugar do autovalor de J2.
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Expandindo o espectro para acoplamentos fracos, temos:

Enll| a’ 3|l —4(n—-1/2) , 6
2 = —sgn(a) 1_2(n—1/2)2 Sl n—1/2)1 a* +0(a) (2.85)

Notamos que a unica influéncia do sinal de o no espectro € em um sinal global da expressao,
visto que a expansdo sO apresenta poténcias pares em «. Identificamos a segunda parcela
como correspondente ao espectro ndo-relativistico do problema de “Coulomb” bidimensional,
ja conhecido na literatura (??). Identificamos também que a degenerescéncia do médulo do
momento angular, assim como no caso geral, s6 é quebrada no termo de poténcia o*, embora a

degenerescéncia referente a troca do sinal do autovalor de momento angular seja preservada.

2.4.2 Interacdo puramente escalar

Agora vejamos 0 caso em que oy = —ay = «, extinguindo portanto a interacdo vetorial.

Teremos aqui

+
S 1—(9>2 I=VETa® ,a>0. (2.86)
m n
Como j4 esperado, as energias para particulas e antiparticulas sd@o simétricas em torno de € = 0.
Além disso, ainda estdo presentes as duplas degenerescéncias decorrentes da dependéncia do
espectro em ||. Por fim, a condi¢do impde que a > 0.

O espectro aqui obtido se assemelha em forma com o caso do potencial de Coulomb esfe-
ricamente simétrico acoplado tal que m? — m? + V2 (??). A diferenca reside no termo 7,
que abriga o nimero quantico principal n. Enquanto o acoplamento mais simples realizado na
referéncia citada resulta em o espectro independer do nimero quantico do momento angular
orbital, [, no nosso caso, conforme a defini¢do (2.70), o espectro agora depende explicitamente
dele, resultando no desaparecimento das degenerescéncias apresentadas no caso mais simples.

Realizando a expansao do espectro considerando acoplamentos fracos, produzimos

€l - o? =4 —1/2)
2n—1/22  BJi|(n—1/2)"

at| +0(ad) (2.87)

Mais uma vez, a degenerescéncia do médulo do momento angular s6 é quebrada na ordem de o,

mas a dupla degenerescéncia relativa ao sinal de [ se mantém.

24.3 aaA — 0

E conveniente realizar também o estudo deste caso particular, que corresponde a uma sistema

em que as interagdes escalar e vetorial sdo exatamente iguais. Neste caso, um resultado muito
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interessante surge

et 2 _ 2
nll a5 +4(n —1/2)
_ , 0 2.88
m | okt dn_1/22 T (2.88)
Enlty _
= 1. (2.89)

m

Aqui as degenerescéncias sdo ainda mais fortes, visto que nao h4 dependéncia direta em [. Por-
tanto, para os estados com nimero quantico principal n, hd 2n — 1 estados degenerados, conforme
. E notdvel também que existem muitas restri¢des aos estados ligados. Antiparticulas nio
podem se ligar nesta configuracdo (a conjugacio de carga nos ensina que haverao estados ligados
se ay, > 0), e particulas s6 podem estar ligadas se ay, < 0.

Realizando a expansao para acoplamentos fracos, chegamos em

Swo_g_ 0 ok pee o SHM__y g0
m 2(n—1/2  8n—1/2)" " mo |

em que observamos como a ndo dependéncia em [ ja no espectro exato leva a uma degenerescéncia

maior do que aos outros casos particulares estudados no regime de baixas energias. Para
compreender melhor este resultado, vamos estudar a expansdo do espectro (2.73]) na vizinhanca

desse caso extremo, i.e., |aa| << 1. A expansdo resulta em

Q)

Sl 202 40 |11 —2( n—1/2)|l|]a
m ot +4(n—=1/2"  |I?[ad +4(n—1/2))
dag (n—1/2)° I {o +4 [(n—1/2)* — 4] ]}a2
201* (n — 1/2)* [0 + 4 (n — 1/2)?]
g P {ad [P —4(n—1/2)"] + 201" (n — 1/2)° + 48 (n — 1/2)"}
201" (n — 1/2)* [a2 + 4 (n — 1/2)?]"

ai + O(a})

(2.91)

Sl _ o as[lP-2(n-1/2)i]

3 ! 2.92
2(n - 1/2)° Em_12f  CatOles) G5

Entendemos portanto que a energia de ligagdo para particulas e antiparticulas é intimamente
relacionada com a relagdo entre os potencias escalar e vetorial. A diferenca relativa entre as
intensidades das interacdes define a capacidade ligante deste sistema para antiparticulas. Para
particulas € a soma das intensidades das interagdes que determina a capacidade ligante.

Para esta situacdo particular, a fungao se onda se reduz para
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Uppi () = Co /> Wle=?2L210 (). (2.93)

n—|l|—1

A realizacdo da operagdo conjugacdo de carga (vide Apéndice[C) nos resultados desta seg¢do

nos fornecem as conclusdes para o caso em que oy, = 0.
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3 A EQUACAO DE DIRAC RESTRITA AO MOVIMENTO PLANAR CIRCULAR-
MENTE SIMETRICO

Sejam as restricoes ao movimento planar (p,V = 0) usando o sistema de coordenadas
cilindricas (p, ¢, z), caso de nosso interesse. Em primeiro lugar, identificamos propriedades do
operador L, (A.18), em relagdo ao operadores «; em coordenadas cilindricas

(L., ) = a2,
= [L,a-pl=a-pX.. (3.1)
[Lza a¢] = de,zz

Observamos também que € possivel escrever o hamiltoniano (I.6I)) em termos de apenas uma

matriz o, pois

Qp = 1,3, (3.2)

Restringindo os potenciais para formas circularmente simétricas

Va=Vs(p) , Va=Valp), (3.3)
temos
. 0 1 BK)
H=ia,|—————+— | +B(m+V,) + V.. (3.4)
p( dp 2p  p ( )

Identificamos aqui o operador spin-6rbita

K=253 (Lzzz + %) , (3.5)

cuja relevancia serd melhor discutida quando tratarmos dos geradores de simetria na proxima

secdo.

3.1 GERADORES DE SIMETRIA PARA O MOVIMENTO CIRCULARMENTE SIME-
TRICO PARA FERMIONS DE SPIN-1/2

Iremos apresentar agora um método sucinto e elegante de se encontrar geradores de simetria

do sistema, que nos orientara sobre a construcao de autoespinores convenientes para a solugao
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da equacdo de Dirac em diversas configuracdes de potenciais.

Em primeiro lugar, iremos definir operadores que projetam o componente superior ou inferior

do espinor de Dirac. Sejam os projetores

Py =———, (3.6)

que satisfazem as seguintes propriedades:

(Po)? = Py (3.7)
PiP. =0 (3.8)
P, +P =1 (3.9)
Pif==P; (3.10)
[Ps,B] =0 (3.11)
P.a=a P;. (3.12)

Aplicados ao espinor de Dirac, identificamos seus componentes superior e inferior, respectiva-

PV =0, = (“g) PO =0 = (i) . (3.13)

Assim como no capitulo anterior, rescreveremos 0s potenciais em termos de sua soma e de

mente

sua diferenca. Recapitulamos aqui as definicoes

Vo=V, +Vs e Va=V,-V. (3.14)
A aplicacdo dos projetores na equacdo de Dirac nos permite converté-la em duas equagdes

acopladas

a-p¥,=(E-Va+mU_ (3.15)
a-p¥_=E-Vg—mVU, (3.16)
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Multiplicando (3.15]) por « - p e considerando € — VA +m # 0, podemos construir uma equagao
de segunda ordem desacoplada para \IQ_F_-]

HY, =0, (3.17)
em que
) 1 9V (LY. 9
- A I . . 1
H p+5—VA+m ap P ap (€= Ve =m){e—Va+m) G-18)

Como discutido no primeiro capitulo, devemos agora dividir nossa abordagem em simetrias

continuas e simetrias discretas.

3.1.1 Geradores de simetrias continuas da teoria de Dirac

Podemos encontrar geradores de simetrias continuas ao descobrir operadores O que satisfa-

cam as relacdes

[H,0]=0 ¢ O'=0, (3.19)

0 que nos permite escrever transformacdes relacionadas a geradores de simetria para ¥,

5V, = —ieO, | (3.20)

em que 0V, € a variagdo de U, apds uma transformacdo, com pardmetro infinitesimal e:

U, — U, =00, =V, —V,. (3.21)

Por ser uma transformacao infinitesimal, os espinores transformados também devem obedecer as
equacdes (3.15) e (3.16). Desta forma, poderemos encontrar a partir de 6V, a forma de 6V _,
e recorrendo a propriedade (3.9) somos habilitados a determinar a transformagéo do espinor

completo,

§U = 5U, +60_, (3.22)

1 Retornaremos ao caso em que € — VA + m = 0 mais adiante.
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e por sua vez, o gerador de simetria do sistema.
Distinguimos dois casos de andlise, conforme (3.15)) e (3.16): se ¢ — V5, — m # 0, podemos

extrair da segunda equacgdo a igualdade

a pdU_ = (c— Vs —m)dl,; (3.23)

e se e — Va + m # 0, obtemos

V. =— - -pil,. (3.24)

Veremos que para os geradores de interesse, ambas as igualdades serdo satisfeitas pelo mesmo
operador.

Antes de investigarmos os geradores de simetria em si, cabe fazer uma breve observacao do
desenvolvimento apresentado acima: se estivermos estudando operadores O que ndo possuam
operadores diferenciais em sua composi¢do, essa analise se reduz a algo muito mais simples. Em
primeiro lugar devemos averiguar se o operador comuta com £, i.e., se [O, 5] = 0. Se satisfeito,

s6 haverdo duas possibilidades de geradores de simetria, dispostos resumidamente abaixo

—1e0, se [0,q;] =0 = 0¥V = —ieOV
SV — , (3.25)
€O, se {0,q;} =0= 0V = —iefOV

em que identificamos os geradores de simetria como O ou SO, respectivamente.
Finalmente, passemos ao estudo dos candidatos a geradores de simetrias.
3.1.1.1 O operador de “spin”

Antes de nos restringirmos ao movimento circularmente simétrico, identificamos que o
operador Y, — definido em — constitui um gerador de simetria do movimento planar mais
geral possivel para o componente superior do espinor de Dirac, exemplificando a simplificagdo
sumarizada em (3.25]), mais especificamente o segundo caso. Observamos em primeiro lugar

que, em conformidade com (3.19),

[H,%.] =0, (3.26)
=3, (3.27)

Consequentemente, podemos escrever
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S, = —iex, U, (3.28)

e como {X., a;} = 0, concluimos que 6W¥_ = ie>, U, e portanto,

0V = —iefX, V. (3.29)

Este operador possui flagrante semelhanca com o verdadeiro operador de spin, e portanto,
definindo o que chamaremos de operador de “spin”

S =Y, (3.30)

identificamos o gerador de simetria como

S, = BY.. (3.31)

Quanto aos autoestados e autovalores de (3.31)), uma simples manipulagdo algébrica nos

revela que

S, U =0 =41, —1. (3.32)

Podemos realizar um estudo preliminar das propriedades desses novos operadores S;. Visto que
S se assemelha ao operador de spin, podemos realizar a andlise aos moldes da teoria geral do

momento angular (??). Descobrimos entdo que sua dlgebra € dada por

Vemos que embora possua semelhanga com o operador de spin, & ndo possui uma algebra de
momento angular.
Avancemos agora sobre o estudo dos geradores de simetria particulares ao movimento

circularmente simétrico.
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3.1.1.2 O operador “momento angular orbital”

O aparecimento do operador L, em nos convida a avaliar se apenas ele, assim como
.., nos conduz a um novo gerador de simetria do sistema. Um breve exame nos certifica que
para potenciais circularmente simétricos L, é gerador de simetria do componente superior do
espinor de Dirac, entdo mais uma vez podemos realizar o processo descrito acima para identificar

um novo gerador de simetria do sistema. Deduzimos descomplicadamente que

OV = —ie(L, Py + X, P_+ L. P_)¥
. By
:—ie(Lz—F——ﬁ )\Il

2 2

=—ie(L,+ P.X,)V =—iel,V, (3.36)

em que identificamos esse novo operador, que é semelhante a uma espécie de momento angular

orbital

L.,=L,+P3%.,. (3.37)

Se denotarmos por [ o autovalor de L, (vide Apéndice|Al) para ¥, podemos escrever

LU, =10, |, 1=0,41,42, .. (3.38)

Ressaltamos que embora [ denote os autovalores tanto de £, quanto de L., eles de forma alguma
podem ser tomados como a mesma coisa. O componente superior de ¥ — um objeto de dois
componentes ndo-nulos denotado por ¥, — € autoestado de L, com autovalor [. O espinor
completo W — um objeto de quatro componentes — & autoestado de £, com autovalor /.

Generalizando-o para o vetor,

L=L+P3, (3.39)

vemos que 0s componentes ndo possuem exatamente uma algebra de momento angular, o que

demonstra o comutador
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3.1.1.3 O terceiro componente do operador momento angular total

Com os dois geradores de simetria encontrados, fazemos a seguinte observacdo: o compo-

nente perpendicular ao plano de movimento do operador momento angular total

J=L+S8, (3.41)

ie.,

2
J,=L,+ 5 (3.42)

também pode ser escrito da seguinte forma:

J. =L, + %, (3.43)

o que garante que J, é um gerador de simetria. Isto pode ser facilmente confirmado repetindo o
processo descrito no inicio desta subsecao, considerando ./, como gerador de simetria de WV, .

Conforme (3.32)) e (3.38), identificamos que os autovalores de ./, sdo tais que

1
TV, =y Wy, oy =1 5 =g Eo Eo (3.44)

3.1.1.4 O operador spin-0rbita

Ja descobrimos dois geradores de simetrias empregando o método descrito no inicio desta
subsec@o. Com a combinacdo linear deles, encontramos um terceiro gerador. Agora recorreremos
ao produto de geradores conhecidos para se construir mais um gerador. Seja o chamado operador

spin-orbita — este operador jé foi previsto em (3.5) —, construido com o produto dos geradores

1
K=S,J,=0 (LZZZ + 5) . (3.45)
Por simples inspecao, nos asseguramos que de fato este novo operador satisfaz as condi¢des de
um gerador de simetria. Os autovalores dos autoestados sdo dados em termos dos autovalores de

S.eJ,

1 3 5
KU =kV . k=mys=dg+5. 4. (3.46)



61

Nota-se que em discussdes para sistemas esfericamente simétricos, a simetria adicional

relacionada ao operador spin-6rbita K envolve o chamado operador BJL, conforme (??),

Kpjr=B(L-X+1). (3.47)

3.1.2 Geradores de simetrias discretas da teoria de Dirac: paridade

O processo apresentado na subsecao anterior se destina exclusivamente as transformacdes
continuas. Contudo, a teoria de Dirac também abarca as ditas simetrias discretas, que ndo podem
ser construidas pela sucessdo de transformagdes infinitesimais. Abordaremos aqui a chamada
transformacdo de paridade, que serd conveniente para os nossos estudos seguintes.

A transformagdo de paridade, ou reversdo espacial, conforme estudado na se¢io 2.1} € a
transformacdo que reverte o sinal das coordenadas espaciais € mantém o sinal da coordenada
temporal (vide e (2.8)). Para se determinar uma transformag@o de simetria relacionada a

reversdo espacial, € preciso encontrar um operador P, dado por

P—PP, (3.48)

em que I € o operador que realiza a transformagao correspondente as mudangas (2.7)) e (2.8)), e

‘P € um operador que compensa essa transformacgdo de forma a satisfazer a relacao

[P,H| = 0. (3.49)

Além disso, conforme (?7?), as leis de rotacdo de espinores indicam que uma rotacao de 47
transforma um espinor em si mesmo, e nio 27. Isto posto, exigimos entdo que a transformacgao

P seja tal que

Pt =1. (3.50)

Conforme as prescri¢oes (2.7) e (2.8), as grandezas que compdem o hamiltoniano (I.61)) se trans-
formam da seguinte forma ao serem afetadas por Fy, considerando os potenciais circularmente

simétricos:
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Po = Vi(r) — Vi(=r) = Vi(r) (3.51)
Por conseguinte, escrevemos

PoH=—-a-p+pB(m+V,)+V,. (3.52)

Uma simples inspe¢do nos conduz a identificar que, para satisfazer (3.49) e (3.50), o operador

¢ adequado pra construc@o do operador de simetria. Finalmente, identificamos a transformacado

de simetria de paridade, dada pelo operador

P = )\3P,. (3.54)

Evidentemente, os autovalores deste operador sdo £1, e sdo eles denominados de “paridade”
do estado, o que nos sera util adiante para determinar a estrutura do espinor. Para que o
espinor possua paridade definida, seus componentes superior e inferior devem ser tais que,
operados por Py, resultem em £1. Sejam p e p’ os rétulos dos componentes superior e inferior,

respectivamente,

v (;0?((: ?)) (3.55)

Se U for autoestado da paridade, teremos
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P t
Py — )\ﬁ OSOP(TJ )
POX;D’ (T’, t)
-\ POSOp (Irv t)
_POXp’ ('I", t)
T,
Y p“fp( %) (3.56)
—DP Xy (T7 t)
Concluimos portanto que para o espinor ser de fato autoestado de P, devemos ter p’ = —p, e

portanto, ¢ e y possuem paridades opostas.

3.1.3 Uma nova simetria dinamica

Até agora, nos deparamos apenas com simetrias cujas origens residem na geometria do
problema. Nos debrugaremos agora em um caso particular, intimamente relacionado com o
grau de liberdade de spin da teoria. Ao observar (3.18), notamos uma caracteristica muito
pertinente da segunda parcela do operador: se VA for uma constante, a segunda parcela se anula,
resultando na supressao da interacao spin-6rbita para o componente superior do espinor de Dirac,

fornecendo a equacao

H=p*—(c—Vg—m)(c—Va+m), (3.57)

0 que nos permite inferir um gerador de simetria para o componente superior do espinor de
Dirac mais geral do que o apresentado na subsubsegdo (3.1.1.1). Reiteramos aqui que esta
nova candidata a simetria ndo € particular ao regime de movimento circularmente simétrico.
De fato, excluida a parcela que envolve X, em (3.18)), podemos determinar uma transformagéao

infinitesimal mais geral do que (3.28]):

5\Ij+ = —1€ - qu+, (358)

em que € € um vetor constante com componentes de magnitudes infinitesimais.
Como j4 demonstrado para os geradores anteriores, procederemos mais uma vez analisando
(3.23) e (3.24) para determinar a transformacdo correspondente para W_. Apresentaremos

explicitamente a andlise do segundo caso, por mérito de exposi¢do. Desenvolvendo (3.24):
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1
. =—a- —i€e - 2V
5—VA+ma p (—ie +)
=« | —— |V
8—VA—|—ma pe ( p? ) "
, €-X a-p
= —ix- . —V_ . 3.59
@ Zap( 2 ) 55

Utilizando (3.15)), substituimos o termo entre parénteses e obtemos o gerador do componente

inferior

b))
ov_ = —ie- (a . pﬁa -p) v_. (3.60)

Finalmente, determinamos o novo gerador de simetria do espinor de Dirac

50 = —ie - OV, (3.61)

em que

>

Podemos observar que ha uma outra forma de escrever o gerador, recorrendo ao operador (3.30):

S~pP

5 —

O=8-2p

=S -2p(S-p)P_. (3.63)

Esta nova simetria € chamada de simetria de spin no caso esfericamente simétrico (veja, e.g.,
(??7)), mas deve-se notar que seu gerador ndo é o operador de spin, e portanto ndo nos referiremos
a O como tal, para ndo confundir o leitor, mantendo qualquer referéncia pela mencao explicita
de O.

Vamos estudar as propriedades deste novo operador. Escrevendo os componentes do vetor:

S-Pp

p? ’

O; =8 — 2p; (3.64)

podemos estuda-los individualmente — lembrando que o componente z coincide com o operador
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(3-31)). Cada componente elevado ao quadrado € igual a identidade:

S 5.
O? 32+4p2 (S - p)2P. — 2S:p; pp — 2,2 Lp s,
=82+ 4p—i1($ PP 25y e p o) 2 SiPhp
p p p
2
:Sf+4%(s p)2P. —Z—Zpk (S, S} P (3.65)
2 2
—14+4lip _4lip
p p
—1

Notemos que no desenvolvimento acima, ndo se soma em 7. Vejamos agora os comutadores e

anticomutadores dos componentes:

2 20 Apsp;
0,,0,] =[S, S;] - sz[s,-,s-pp_]—;[s.pp_,sju ];ff[s.pp_,s.pp_]

2 a 2 ia
= (8,8 - ]Zp S, Su P — LPas, sp. (3.66)
= 2ie;p208 — > (Pj€ial — Dj€jat) Pa>a P .
Vamos trabalhar a segunda parcela para que fique em uma forma mais conveniente

(ijial - Pjﬁjaz) Doy = pj(EmlpaEz) - pi(Ejalpazl)
= (p X X)ip; — (p X X);pi

(3.67)
= €ijk[(p X X) X pli
= eik(Zkp” — piX - p),
0 que nos leva a
3
[Oi, O]} = 2ieijk (Ek — QZkP_ + 2pk 2pP_)
p (3.68)

= QZEUkOk

Quanto ao anticomutador:
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2, 2p; Apip;
{Ozvoj}:{‘s@vsj}_p_gj{SHS'pP—}_ p2 {S'pP—7Sj}+ p4]{8'pP—7S'pP—}
2 iPa 2 Ma 4 wila
— (5,8} — Py, sy p — Lieys syp 4 PR (g shp
b b b
= 25@‘ — 8pi€j P_+ 8pi—€jp_
p p

= 251]
(3.69)

Podemos estudar agora as relacdes de comutacdo destes componentes com os outros geradores
de simetria discutidos acima. Para o gerador discutido em [3.1.1.1] observamos que ele coincide,
como afirmado acima, com O,, logo seu comutador ja estd contemplado em (3.68)):

Para o terceiro compontente do “momento angular orbital”, estudado em [3.1.1.2] temos

P
2pf>,Lz+-——1
P

2

) i 28 P_
=2iP_ (Eizj — Q%Ekzj) S — % (pilpe, L] + [pi, L:]pr) -

[Om Ez] = [Si — 2p;
(3.71)

Desenvolvendo os comutadores da segunda parcela — explicitemos apenas o segundo por mérito

de demonstragdo — temos

[pi7 LZ] = [piaxpy] - [piv ypﬂ?]
= [pi, zlpy — [Pi> Ylp2

= —10;3Py + 10y D, (3.72)

0 que no permite escrever

) i 21SL.P_
O;, L] = 2iP- (Eizj — 2%61@) S; — +p—2[])y(5m}?i + 6iwPk) — Da(Okypi + diyDi)]-

(3.73)

Da expressao acima € muito dificil determinar uma expressao compacta, entao procederemos

para avaliar os trés casos particulares para identificar essa expressdao. Concluimos que
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[0, L:]
Oy, L]
0., L]

I
o o o

= [0, L.]=0. (3.74)

Prosseguindo, agora estudaremos as relagcdes de comutacao do gerador J,, estudado em
3.1.1.3] Este gerador € uma combinagdo linear dos dois geradores estudados anteriormente,

conforme (3.43), portanto das relacdes de comutagdo deles decorre que

[Oi7 JZ] = |:Ol7 EZ + %:|

= [0y, L.] + %[Oi, S.] (3.75)

= Z'Eiszj.

Finalmente, avaliamos agora o gerador estudado em [3.1.1.4] Este operador também pode ser

decomposto em operadores cujas relagdes de comutagdo foram obtidas acima. Logo,

{Osz] = [Oiuszjz] - [027Ozjz]
= [Oza OZ]JZ + Oz[Oia Jz]
= [Oza Oz]Jz + Oz[Oia Jz]

Sumarizando os resultados, a dlgebra dos O; é dada por

o7 =1, (3.77)

[0;, O] = 2ie€;3, O, (3.78)
{0;, 05} = 245, (3.79)
0;0; = by + i€ O, (3.80)

e suas relacdes de comutagdo com os outros geradores sao
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04, S.] = 24Ok, (3.81)

(05, L.] =0, (3.82)

[0, J.] = i€, 0, (3.83)

(04, K] = ies (204, + O,04). (3.84)

3.1.3.1 A conexdo com a Fisica

Resta agora entender a consequéncia fisica desta nova simetria. O termo suprimido em (3.18))
¢ justamente o termo de acoplamento spin-6rbita do componente superior, entao ja temos um
indicio de que, em termos fisicos, esta simetria age modificando a interacio spin-6rbita. Para

entender as implicacdes disso, construiremos os operados auxiliares

0, = 0, +is0,, (3.85)

em que o rétulo s corresponde aos autovalores de ([3.32)). Duas relagdes de comutagdo pertinentes

a estes operadores, de facil deducao, sdo

(0., O] = 250, (3.86)

[Os, O_¢] = 450, (3.87)

Reconhecemos em (3.85)), e na dlgebra acima, formalismo semelhante ao de operadores escada

da teoria geral do momento angular (??), o que nos convida a proceder no mesmo espirito para
esses operadores tendo em vista estudar os nimeros quanticos do sistema.

Vamos agora determinar como agem O nos autoestados (3.32)). Para tanto, estudaremos

. /
como atua O, nos espinores O, ¥(*). Comecemos pelo caso em que s’ = s, onde empregaremos

uma manipulagdo algébrica para determinar uma equacao de autovalor:

0. (0,9%) = (0,0, - [0,,0.]) ¥
= (50, + 250,) p(s) (3.88)
=35 (0,1")).

Comparando a equagdo de autovalor acima com (3.32), determinamos que ela € satisfeita se e

apenas se
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0,06 =0, (3.89)

0 que j4 era esperado, visto que construimos operadores escada com apenas “dois degraus”,
s = +1es = —1. Tratando da mesma forma o caso em que s # §', ou seja, s = —s’, concluimos

que

0, (0,979) = (0,0, - [0,,0,)) ¥~
= (=50, + 250,) U=

=5 (0,0), (3.90)

e portanto, por comparacao,

O, 0 5 U, (3.91)

O préximo passo € avaliar os autoestados dos operadores estudados na subsecao além
do operador hamiltoniano (I.6I)) para compreender exatamente quais sdo os nimeros quanticos
que rotulam o espinor — s, [, m; € k —, que sdo independentes dois a dois. Para que possamos
executar a manipulagdo algébrica como a que fizemos acima, calcularemos os comutadores de
O, com os operadores em questdo, para assim determinar a equagdo de autovalor do estado
O_, ¥ que sabemos por ser proporcional & W),

Comecemos pelo operador hamiltoniano. Sendo O um gerador de simetria do sistema, é

tomado por ébvio que H comuta com cada componente O;, logo

[Os, H] = 0. (3.92)
Isto posto, é de simples conclusdo que, da equagio de autovalor de energia HW(~*) = cW(=5),
deduzimos que

H(O,09) = (0,09). (3.93)

Em seguida, avaliemos o gerador (3.31)), que coincide com o operador O,, cuja relagdo de
comutacdo com O; ja foi dada em (3.86) e a equagdo de autovalor dada em (3.90). Repetindo o

resultado,
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0, (0,979) = s (0,0). (3.94)

Em seguida, avaliemos o gerador £, dado por (3.37)). De (3.82)) decorre que

O, L.] =0, (3.95)

€ portanto

L. (05\11,(*5)) = (03\115*5)) . (3.96)

Adiante, temos o gerador .J,, cuja equacgdo de autovalor € (3.44)). A relacdo de comutacdo
com O, pode ser determinada utilizando o resultado (3.83):

[Osa Jz] = [Oma Jz] +1s [Oya Jz]
= —i0, +is (10;)
= —5(0, +1is0,)

= —50;. (3.97)

Decorre que

T (000)) = (0u1. = [0., L)W

= (mjos + SOS) \117(7;8)

= (m; +s) (Os\lfgzj)) (3.98)

Por fim, estudemos agora o operador spin-6rbita K, cuja equacdo de autovalor € (3.46)).

Podemos deduzir a relacdo de comutacio de forma mais simples empregando os resultados (3.86)

e (3.97), o que resulta em
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[Os, K] = [0, S.J.] =[O, 0. J.]
=0.[0;, J.] + [0, 0] J.
= O, (—s0;) + (—250;) J.
= —5(0,0, — [0;, 0;]) — 250, J.

= —505(0,+2s+2J,). (3.99)

Identificamos entdo a equagdo de autovalor

K (0,97) = (0K — [0, K))u}™
= [kO, + 5O, (O, + 25 + 2.J.)] ¥
::F0y+¢%(—s+2&+zﬁ)}@$@
—S
=(—k+D<OA§@), (3.100)

onde recorremos ao fato de que m; = k/(—s) para \If,(js).

Finalmente somos capazes de interpretar que, compilando (3.93), (3.94), (3.96), (3.98)),
(3.100), e relembrando (3.91]), a simetria de spin implica o surgimento de uma dupla degeneres-

céncia essencial de dois estados: \If,(;fli e

0.0 ") oc v (3.101)

—k+1,mj+s>

ambos possuindo energia ¢ = ¢(k, m;).

3.1.3.2 O par da simetria de spin: a simetria de pseudospin

Assim como a simetria de spin se relaciona com a supressao da interagdo spin-6rbita no
componente superior do espinor de Dirac, decorrente de VA = constante, semelhante simetria
surge no caso em que Vs = constante, a chamada simetria de pseudospin, caso em que a
supressao da interacdo spin-Orbita ocorre para o componente inferior. O estudo dessa outra
simetria pode ser realizado da mesma forma que o apresentado acima para a simetria de spin, de

maneira que seria exaustivo repetir aqui. O gerador de simetria encontrado neste caso serd (??)

O =70, (3.102)
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em que a matriz ° representa o operador quiralidade, dado por

0 1,
5 = . 3.103
vy (12 0) ( )

Corresponde também um gerador semelhante a £, onde agora encontramos

L.=~"L.. (3.104)

3.2 EQUACOES RADIAIS DA TEORIA DE DIRAC PARA O MOVIMENTO CIRCULAR-
MENTE SIMETRICO

Para determinar a solu¢do da equagdo de Dirac, devemos em primeiro lugar determinar
a estrutura do espinor adequado para o sistema circularmente simétrico. Para atender a isso,
devemos dispor de um conjunto completo de observaveis mutuamente comutantes (??), que no
presente problema, deve ter trés elementos, pois recordamos que para 0 movimento planar, ja
escolhemos convenientemente solucdes tais que seja respeitada, o que elimina um grau
de liberdade do sistema. Por outro lado, diferente da teoria de Klein-Gordon, aqui temos que
considerar o grau de liberdade adicional do spin, resultando portanto em trés graus de liberdade.
Como dito anteriormente, os geradores de simetria continuos ja construidos sdo independentes
dois a dois, de forma que junto ao hamiltoniano (I.61)), escolheremos mais dois operadores cujos
observaveis associados rotulardo as solugdes. A presenga do operador spin-6rbita X em (3.4)
obviamente justifica sua escolha imediata como um dos operadores. A aparicao do termo L,>.,
em indica que utilizar o terceiro componente do momento angular total, J, = L, + ¥, /2
também € conveniente. Precisamos verificar se esses observdveis comutam entre si, haja vista

que todos comutam com o hamiltoniano. Verificamos que, de acordo com (3.83),

=0. (3.105)
Concluimos que H, K e J, de fato constituem um conjunto completo de observdveis comutantes,

e podemos escrever portanto um autoestado simultaneo de todos esses operadores. Isto posto,

temos
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HY = eV, (3.106)
KV =k, (3.107)
JU =m;V. (3.108)

Retomando a subsegio (3.1.2)), escolhemos adicionalmente que o espinor seja um autoestado
da paridade — que comuta com todos os operadores citados acima —, 0 que nos orienta sobre
a sua parte angular. Conforme (3.56)), deveremos ter os componentes superior e inferior com
paridades opostas, de forma que ja explicitaremos esses componentes para determinar a estrutura
do autoespinor. Conforme (??), esperamos que esses componentes sejam um produto de duas
fungdes, uma de p e outra de ¢. Escrevemos, ja considerando alguns fatores convenientes

relativos a condigdo de normalizagdo (I.53)),

U ig(p)h
oo [ _ L ig(p)hi(¢) | (3.109)

Uy VP f(p)h2(9)

Da forma em que o produto L,>., aparece no hamiltoniano — vide —, hy e hy serdo
construidos como produtos dos autoestados de L, e o, (versdo 2x2 do operador X.,), de forma
que a paridade de ambas as fun¢des sejam opostas. Verificamos primeiro que, de acordo com
(A.21)), as autofuncdes de L, sdo autoestados da paridade, tal que

Py = (—1)'®;. (3.110)

E para os autoestados de o, nos referimos a (B.12). Com estes autoestados, devemos construir
dois espinores de duas componentes tais que: 1) suas paridades sejam opostas; 2) seus autovalores

do operador spin-6rbita de duas componentes

1
K® =L + 5 K®h = kh, (3.111)
sejam opostos; e 3) o autovalor do operador
. Oz .

seja 0 mesmo para ambos. Construimos o chamado harmdnico circular espinorial



74

Pim; = Pixs, (3.113)
tal que
k
l=m;, — — 3.114
m] 2mj’ ( )
5= ﬁ (3.115)
m;

Conforme (3.42)) e (3.46)), podemos determinar duas propriedades pertinentes de (3.113):

2w
/0 d¢ hjam;hkmj = O/ 1O, (3.116)
Opltkm; = htm; (3.117)

Além disso, nos detenhamos por um momento ao ponto 2, que € o menos 6bvio. Ele se torna

claro se pensarmos o operador spin-6rbita como

K@ 0
K=3 (3.118)
0 K®
e o espinor (3.109) como
h 0
oo L ig(p)hi(9) N | (3.119)
VP 0 F(p)ha(9)

Aplicando (3.118]) neste espinor, se torna 6bvio que h; e hy devem ter autovalores opostos, para
que o fator 5 compense a diferenca de sinal que surge da aplicacdo de K ® neles.

Os trés pontos elencados acima sdo satisfeitos se

hy = him,, (3.120)

ho = h_ g, (3.121)

e portanto, o espinor de Dirac terd a estrutura final
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G (P) Pk,
g~ L [ (P (9) ) (3.122)

VD fons () (6)

A condi¢do de normalizacdo para essa estrutura espinorial €, conforme (1.53)), dada por

/dp (I, * + i, |*) = 1. (3.123)

Portanto, as fun¢des radiais devem ser quadrado integrdveis, uma condicao muito mais simples
do que aquela da teoria de Klein-Gordon.

Enfim estamos prontos para construir as equagdes radiais. Substituindo (3.122)) em (1.61) ou

(3.4), obtemos

dg k

TSy e~ Vatm)f (3.124)
b e ve—m)g (3.125)
dp  p

Diferenciando as duas equagdes e substituindo o termo de derivada primeira, temos

Pg  k(k—-1) dVa

7 il _d_pf — [ —=m®— (e +m)Vs — (e —m)Va+ VeVal g, (3.126)
Pf  k(k+1 dV;

dpé _K p )f = dng —[E=-m* = (e +m)Va— (e —m)Va+VsVa] [, (3.127)

onde ja ressalta aos olhos que a condi¢do de simetria de spin, Vo = 0, propicia imediatamente o
desacoplamento da equagdo para g, como esperado, visto que a supressao da interagdo spin-Orbita
do componente superior corresponde a eliminagdo do cardter matricial da equagdo (3.17), e
por sua vez, o acoplamento das equagdes. Notamos também que as duas equacdes acima se
relacionam entre si pela transformag@o de conjugacdo de carga (vide Apéndice[C). O mesmo

vale para o par (3.124) e (3.125).

Finalmente estamos aptos a estudar um problema concreto: o potencial de “Coulomb” para o

movimento planar.

3.3 PROBLEMA DE “COULOMB”

Vamos agora avaliar o mesmo sistema estudado na se¢do [2.4] mas dessa vez na teoria de

Dirac. Repetindo, os potenciais sao
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Ve=— € Va= oy (3.128)
p p

As equacdes radiais de primeira e segunda ordem do problema sao

d k
99 _Z, (5+m_o‘_A> f, (3.129)
dpp p
d k
_f:__f_(g_m_%>g, (3.130)
dp p p
e
d? k(k—1)— —
dg e ( ) — axaa B (e+m)ax + (e —m)aa el g = a—Af, (3.131)
dp? P p P
d> kE(k+1)— —
—f—l— _ ( + ) anon (€+m)062+(€ m)OéA +52_m2 fz—%g- (3.132)
dp? p? p P
Iniciamos nossa investigag¢do avaliandos dois casos particulares: e = me ¢ = —m. Parao

primeiro, as equagdes de primeira ordem se reduzem para

dg k
Y9 _Ta4 (Qm _ O‘_A) 7, (3.133)
dpp p
d k
gk am (3.134)
dp p p

A andlise do comportamento assintético das equacdes nos mostra que ou as fungdes niao poderdo

ser normalizadas, ou temos uma solug¢do trivial, pois no limite tendendo a infinito, elas serdo tais

que
g=2m(Ap+ B), (3.135)
f=A4A, (3.136)
em que A e B sdo constantes arbitrdrias. Semelhante andlise para o caso € = —m nos leva a

mesma conclusdo, portanto esses dois casos sao descartados.
Em vez de estudar as equacdes para os demais casos na forma acima, faremos uma mudanca

de variaveis conveniente:
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p=2p , A=vm?—¢e? (3.137)
que nos conduz as equagdes

dg k e+m  aa

L2 - = 3.138
o () R
d k —
L e A (3.139)
dp p 27 p

d? k(k—1) — - 1
T9 |- ( )~2 opas  (etmlaste=mas 1} 2, (3.140)
dp p 2Ap 4 p
d? k(k+1)— — 1
~.]2C . ( + >~2 an A . (E + m)OéZ) +~(5 m)aA 4t f _ _Of_?g' (3141)

Nossa estratégia serd avaliar o comportamento das equacdes de primeira ordem nos limites
p — oo e p — 0 para extrair o comportamento da fun¢@o nos extremos, propondo um Ansatz
para fatord-las da solucdo, nos conduzindo a uma equagdo diferencial mais simples.

Para p — o0, as equagdes se reduzem para

dg m-+e

— = 3.142
df m—e¢

— = 3.143

dp 2\ ( )

Uma breve inspec¢do nos sugere que uma solucao pertinente seja da forma
g = Be %, (3.144)
f=ae®, (3.145)
que, substituidas na equacdo diferencial, leva ao sistema de equagdes algébricas

et+m

-0 = 3.146

5 T ( )

a=-"""4 (3.147)
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Resolvendo para ¢, encontramos 0 = +1/2, mas a condi¢do § > 0 deve ser respeitada para a

fungio satisfazer a condigdo de normalizagdo (3.123). Portanto

1
0= —. 3.148
5 ( )
Para p — 0, temos as equagdes
d k
dy _k,_oap 3.149)
dp p p
d k
—Ji =—=f+ oz_?g' (3.150)
dp p p
As solugdes apropriadas
g=pp", (3.151)
f=ap”, (3.152)
substituidas nas equacdes, geram o sistema de equagdes algébricas
By — k) +acapap™? M =0,
(3.153)

—Bas +a(y + k)" = 0.

Aqui, podemos analisar trés casos diferentes dos Ansatz (3.151) e (3.152):

(1) 71> 70
2) N <
(3) 11 =7 =7, emquey = EVk? — axaa.

Como demonstraremos, apenas o caso (3) fornece solu¢des pertinentes. Tratando do caso (1),

teremos duas possibilidades embutidas nele:
(1.a) a =0, que implica f = 0;
(1.b) ap =0e vy = —k.

Para a possibilidade (1.a), com f = 0 a equacdo (3.150) nos leva a relagao
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—g =0, (3.154)
p

e a equagdo (3.139) se torna

(5 M %> g=0. (3.155)
P

S6 existem duas formas de satisfazer ambas as equacdes. Tomando ax, = 0, devemos também
impor que £ = m, o que ndo € permitido para as equacdes estudadas, pois elas decorrem de
equagdes que foram sujeitas a mudanga de varidvel (3.137)), o que tacitamente exclui estes casos.
Além disso, ja foi estudado o caso em que € = m, em que se verificou que nao existem solucdes

adequadas. A outra forma de satisfazer (3.154) e (3.155]) é tomando g = 0, uma solug@o trivial

do problema, o que ndo nos interessa. Portanto a possibilidade (1.a) deve ser descartada

Para a possibilidade (1.b), temos f = ap~*. Se k > 0, a solugdo ndio é apropriada a condigio
de normalizagdo (3.123)), e portanto devemos impor que o = 0, e por conseguinte f = 0. Isto
posto, assim como na possibilidade (1.a), teremos g = 3p*, que leva a solucdes que devem ser
descartadas. No caso em que k£ < 0, a solucdo f € apropriada, e aplicando a condicdo avp = 0

em (3.149), descobrimos que g = 0 € a unica solugdo apropriada. Contudo, neste cendrio, a

equagdo (3.138)) se reduz para

E+m
=0 3.156
N S ( )
o que sO pode ser satisfeito se f/ = 0, uma solugdo trivial, ou se € = —m, caso que deve ser

excluido da andlise haja vista a mudanca de varidvel (3.137).

Com a andlise exposta acima, concluimos portanto que o caso (1) ndo fornece solucdes
pertinentes ao problema estudado. O caso (2) pode ser obtido a partir das solugdes do caso (1)
apenas realizando as trocas k — —k, f — g, g — f e et — £T. Isso pode ser facilmente
concluido ao avaliar a forma das equagdes radiais para este caso. Concluimos da mesma forma
que o caso (2) também ndo prové solucdes adequadas para o problema.

Nos resta avaliar o caso (3), em que um estudo mais minucioso € exigido. Resolvendo para
~ o sistema de equagdes , encontramos v = +v/k? — azaa. Conforme a condigio de
normalizagdo , devemos impor que Re v > —1/2. Além disso, a existéncia de certos
valores esperados — como (V%) e (Va) — pressupde que Re vy > 0 para se construir estados

ligados, o que restringe ~y a ser real € ndo negativo, € portanto

v =V k? — asaa, (3.157)
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de modo que a seguinte desigualdade deve ser respeitada:

asan < k2. (3.158)

Isto posto, construiremos, convenientemente, o seguinte Ansatz (??)

9(p) = Vm+e e PP [F(p) + G(p)], (3.159)
F(p) = Vm—c e PPp [F(p) — G(p)]. (3.160)

Explicitados o comportamento na vizinhanga da origem e o comportamento assintéticode g e f,
resta determinar a forma da fungao no restante do espaco, o que serd feito por F' e GG. Claramente,
¢ pressuposto que essas fungdes se comportem de forma a ndo prejudicar os comportamentos na
origem e no limite tendendo a infinito para g e f.

Definiremos a notac@o conveniente

(m + 6)0&2 + (m — €)CYA

= 3.161
Qi N ; ( )
da qual decorre que
2 2 _
al —al = asaa. (3.162)
Substituindo (3.159) e (3.160) nas equagdes (3.138) e (3.139), encontramos
e _ k—
@& ryten _Frovp (3.163)
dp p
dF — - k
aE (—1 it ) pobra, (3.164)
dp p p

Daqui se desdobram duas possibilidades para avaliar:
Q) ay =k

Na possibilidade (i), a relagao (3.162) nos permite deduzir que v = ++y. Se tomarmos a solugéo

com o = 4+, as equacdes radiais se reduzem para
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G 2
L Ta -, (3.165)
dp — p

a2 (3.166)
dp p

A equacio tem como solugdo a fungdo G = Ap~%7, sendo A uma constante arbitrdria. G
possui comportamento inapropriado na origem se A # 0, e portanto deve ser descartada. Mesmo
assim, tomando A = 0, a equagio (3.166) s6 é satisfeita pela fungdo F' = Be”, sendo B uma
constante arbitraria. A fungdo F', por sua vez, € inapropriada assintoticamente se B # 0, o que

nos deixa com apenas uma solucéo trivial — G = F' = 0 — como adequada para satisfazer a

condi¢do de contorno. Concluimos finalmente que a solugdo com v = 4y deve ser descartada.
Avaliando agora se o = —, a mesma andlise conduz as solucgdes (vide Apéndice
G(p) = A, (3.167)
o Ak p - 2y p
F(p)=— 1|1+ M(1,2v 4+ 2, + Bp e’ 3.168
(7)== T, M2y +2,7) p (3.168)

que s seria apropriada a condigdo de normalizagdo (3.123) se A = B = 0, resultando também
em soluc¢do trivial, o que ndo nos interessa, logo a solu¢do o = —~ também deve ser descartada.
Nio havendo solugdes pertinentes para a possibilidade (i), vejamos a (ii), o, # k. Este caso

nos permite desacoplar a equago para (&, conduzindo a equagao de segunda ordem

2

_d°G . dG
pd—ﬁ2+(2’y+1—p)d—ﬁ—(7—|—o¢,)G—0, (3.169)

que identificamos ser a equagdo de Kummer com parametros (vide Apéndice [G)

a=+a_, (3.170)

b=2vy+1. (3.171)

A solucdo apropriada da equagdo (3.169) é

G(p) = AM (v +a_,2v+1,5), (3.172)

em que A é uma constante arbitraria. Excluiu-se a solucido cujo comportamento na vizinhanca

da origem € singular. A solucdo apropriada para os nossos propdsitos requer ainda que o
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comportamento assintético da fungdo (3.172) seja tratado para que ela atenda a condi¢do de

normalizacdo (3.123). Isto pode ser realizado com a condigdo (G.5)), que no nosso problema

corresponde a
n,=—a=0,1,2, ..., (3.173)
o que resultard na quantizacao dos estados ligados e na representacao da funcao radial como

) n T(2y +1) 7
(4 2y + 1)

Goi(P) = (5)- (3.174)

Com o uso de (3.163)) e da propriedade (G.6)), determinamos a outra fungao radial, que é

1

Fn Y :An
(D) Tkk_oé+

aM (a+1,b,7)

(3.175)
Anrknr! F(2’y—|— 1) (2y)

= L% (p).
k’ . OZ+ F(nr _{_27) ne—1 (p)

Contudo, a expressdo (3.175) ndo é valida para o caso n, = 0, que requer atengdo especial.

Sabendo que G (p) = Aok, descobrimos que

For(p) = 0. (3.176)

Da relacao n,, = —a, determinamos também o espectro

ET:‘L:T,C_(IQA—Q%:E4£\/O¢A042+§2 € =n, + 3177
- 2 2 I - T 7 ( . )
m (aa + ax)” +4€

Com a pré-condi¢do de que .y # k, finalmente, conforme (3.159) e (3.160), teremos as

fungdes radiais do caso (3)

- e T2y +1) Ny +2v (o - -
. = Ay /2 sy r _ e @)
G (P) oy V4 & € T k_a+nrmm+ w (D)

(3.178)

. P I'T(2vy+1) Ny + 29 (2 - .
i :AnmJ_T_Pﬂvm _ e _ e '
f rk(p) rkm; m ge P F(nr + 2,7 + 1) |: L — oy ny—1 (p) Ny (p)

(3.179)



83

Para que possamos incluir a expressao das fun¢des radiais quando n,, = 0, tomaremos como
implicito que
L% (5) = 0. (3.180)
Avaliaremos agora trés casos particulares da solucdo geral do problema.

3.3.1 Interacdo puramente vetorial

E interessante avaliarmos a particularizag¢do para o caso de uma interagdo puramente vetorial,

ie., ay, = ap = —a. Neste caso, as expressdes (3.161)) se tornam
am e
L = —T s a_ = —77 (3181)
e (3.157) se reduz para

V=@, ol < |k]. (3.182)

A expressao (3.1777)) se torna

et 1
ek : (3.183)
m 042
1+ )

mas a relagdo (3.173)) fornece a condi¢o sgn (¢) = sgn («), e portanto

Enok _ SER(@) (3.184)
m 042
1+ ?

Se n,. = 0, devemos tomar cuidado, pois neste caso k = +am/\. Mas lembremos que 6
existem solugdes pertinentes para k # —am /. Logo, descobrimos que sgn (k) = sgn («) para
n, = 0. Os valores possiveis do niimero quantico portanto devem ser distinguidos a depender da

relacdo entre o sinal de k e a,
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0,1,2,... , sgn(k)=sgn («x
Ny = (k) ( ) (3.185)
1,2,3,... , sgn (k) # sgn (a)

Definimos o niimero quéntico principal n = n, + 1/2 + |k, n = 1,2,3, ..., tal que |k| <
n — 1/2. Isso nos leva a um grau de degenerescéncia de 2(2n — 1). O espectro € duas vezes
mais degenerado do que sua contraparte ndo-relativistica (??). Isso se explica pelo novo grau
de liberdade relacionado ao spin, que possui duas projecdes possiveis. Além disso, o espectro
tem a exata mesma forma que o mesmo sistema para uma particula de Klein-Gordon (2.84), mas
enquanto 14 o estado € rotulado pelo autovalor de L, aqui o estado é rotulado pelo autovalor de
K.

3.3.2 Interacao puramente escalar

Avaliamos também o casos em que a interagdo vetorial é suprimida, restando apenas o

potencial escalar, i.e., fazendo ap = —ax = a. Aqui, as expressdes (3.161) se tornam
e am
L = —7 s a_ = —T, (3186)

€ 0 espectro se torna

=44/1 - — (3.187)

tal que

v =V + a2 (3.188)

Assim como o mesmo caso na teoria de Klein-Gordon (2.86)), o espectro ¢ tal que hd uma dupla

degenerescéncia no nimero quantico orbital, que em Klein-Gordon é [ e aqui € k.

3.3.3 Simetria de spin

Neste caso particular, as seguintes simplificacdes ocorrem:
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m—+ € ay

oy = -, (3.189)
m—e¢e 2

v =, (3.190)

E=n, + |kl (3.191)

Portanto, o espectro (3.177) se reduz para

Enk  —0% + 4(n, +|k|)?
m o +4(n, + k)2

(3.192)

Para a condi¢do da simetria de spin, excluimos a possibilidade do sinal negativo, visto que ele
leva a um estado com € = m, o que nao é valido para as equacdes que estamos estudando,
conforme (3.137). Este valor de energia, além disso, ja foi eliminado apds nossa andlise concluir
que ele ndo possui solucdes adequadas.

As fungdes radiais também tomardo uma forma mais simples, e portanto é conveniente
expressa-las aqui. Empregando as relagdes de recorréncia e (D.10), expressamos g e f
paraos casosemque k > 0e k < 0.

Se k > 0, as fung¢des radiais serdao
e TRIE 1) gy
I(n,+21kl+1) ™

: o e T2+ 1) e
k() = —Ap o VM — & e P2 ,2IkD 7 kD 3.194
f rk(p) rkm; m ge 1Y F(?’Lr 19 |k5| + 1) < Ny (p> + ny—1 (p>) ( 9 )

Ik () = Anyom, vV + & e/l (), (3.193)

Se k < 0, as fungdes tomarao a forma

~|k|+1 n,,! F(Q ‘k‘ + 1) (2|k|+1)

weklP) = = Ak, o 7 3.195
g rk(p) rkm; m-+¢ce P F(nr—|—2|k|+1) np—1 (P), ( )
5 g (M= DI T(2 K]+ 1
fn,k’(p) = _An,.k:mj\/m —ce p/Qp\k’\ ( ) ( ‘ ‘ )
Pl +2Jf] +1) (3.196)

x (20, LW (5) + pLEY (7))

E relevante ressaltar que este caso em particular também poderia ser resolvido empregando o
método do mapeamento, como feito no capitulo 2] visto que com aa = 0, a equagdo (3.140) se
torna desacoplada. Mapeando a solu¢do para g, a substituicao em forneceria f, e portanto
o problema estaria completamente resolvido. Ainda, a supressao da intera¢ao spin-Orbita na
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componente superior reduz a equacgio a equacdo de Klein-Gordon, de maneira que também
poderfamos mapear a solucdo (2.93)) aqui.

Na sec¢do [3.1.3] entendemos como a simetria de spin estd intimamente conectada com o
componente superior do espinor de Dirac, cuja parte radial é dada por g, conforme (3.122)). Se
utilizarmos como niimero quéntico principal o nimero de nés da fun¢do g, que denotaremos por
ng. a degenerescéncia demonstrada em pode ser melhor apreciada. De (3.193)) e (3.195),
identificamos

n. , k>0
ny = . (3.197)
n.—1 , k<0
Assim, podemos escrever o espectro (3.192) da seguinte maneira:
1 1\

. —a§+4(ng+§+'k—§>

nok . (3.198)
m , 1 1

é

Notamos aqui como a dependéncia do espectro no nimero quéntico k, dada por |k — 1/2

insensivel a troca de k por —k + 1.
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4 0S PROXIMOS PASSOS DO PRESENTE ESTUDO

Deste trabalho, logrou-se uma série de novos resultados, dos quais se destaca um estudo
muito minucioso, até entdo desconhecido na literatura — conforme vai o conhecimento do autor
e dos orientadores envolvidos — das caracteristicas das simetrias de spin e pseudospin para o
movimento planar, e a apresentagdo de solugdes explicitas para sistemas que possuem essas
simetrias no regime do movimento circularmente simétrico, onde se recorreu ao uso do sistema
de coordenadas cilindricas. O passo natural a se tomar nas investigacdes € realizar o confronto
com o conhecimento aqui apresentado com o j4 difundido para essas simetrias em sistemas
esfericamente simétricos, para notar semelhancas e diferencas, o que porventura pode iluminar
novos aspectos do debate.

Nas ultimas duas décadas muita pesquisa tem sido realizada sobre estas simetrias em 3+1
dimensdes, das quais citamos alguns topicos: sobre sua natureza (????), o papel do isospin
(22222?), o efeito da introducao de interagdes tensoriais (??), sua realizagdo com potenciais
osciladores harmdnicos (????) e potenciais de Coulomb (??), o cardter supersimétrico do spin e
pseudosin (??), as realizacOes das simetrias para anti-férmions (????????) e sua aplicagdo para
estados ressonantes (??). Notamos portanto que as simetrias de spin e pseudospin para sistemas
esfericamente simétricos possuem ampla atengio da comunidade cientifica. E pertinente portanto
avancgar os estudos no mesmo espirito dos j4 realizados para a configuracdo esférica agora para a
configuracao cilindrica, visto que todo o arcabougo bésico necessario a essa pesquisa estd aqui
apresentado de forma organizada. Citamos, por exemplo, a influéncia da introducdo de interacdes
tensoriais no regime de movimento circularmente simétrico, em que novas circunstancias surgem,
como o fato de as interagdes tensoriais influirem da exata mesma maneira que os componentes
espaciais da interagdo vetorial (??), o que sabidamente quebra as simetrias de spin e pseudospin.
Intenta-se por fim reunir todo o conhecimento logrado para se discutir formas concretas de
aplicacdo pratica, recorrendo a literatura para se identificar estudos pertinentes.

Para todos os sistemas estudados analisamos detalhadamente as solugdes, investigando
também casos especiais de forma a assegurar que a discussao esteja apresentada em sua totalidade.
Examinamos a exequibilidade de estados ligados com energia € = +£m na teoria de Klein-Gordon
e Dirac; estudamos a possibilidade de estados ligados com comportamentos diferentes para
as funcdes f e ¢ na vizinhanca da origem no problema de “Coulomb” na teoria de Dirac;
fomos capazes de identificar equivocos na literatura (????), que agora estdo propriamente
corrigidos. Viabilizamos portanto um tratamento mais rigoroso € meticuloso das discussoes
referentes aos sistemas cilindricamente simétricos, com especial atengao para as simetrias de spin
e pseudospin. Deduzindo os operadores de simetria, demonstramos como as degenerescéncias
sdao implicadas pela supressdo da interac@o spin-Orbita, e exemplificamos essas propriedades
estudando o problema de “Coulomb”. Tais resultados atualmente estdo sendo adaptados para a

forma de artigos que posteriormente poderdo ser publicados em periddicos cientificos.
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APENDICE A - O SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS

O sistema de coordenadas curvilineas cilindricas € definido por meio das relacdes

(:c:pcosgb (ﬁ:cos¢'2+sin<;5j

y=psing QZ) = —sin ¢ + cos @7 , (A.1)
2=z k=k

\ \

de onde deduzimos o vetor posi¢cdo

r =i+ yj+ 2k
= pcos¢i+psin¢j+zi€
= p(cos ¢t + sin ¢j) + 2k
= pp + k. (A.2)

O elemento de volume diferencial é

dr = pdp do dz. (A.3)

Os operadores diferenciais vetoriais sao

Vi=—p+-"¢+ -k, (A.4)
p z

10 10vy  Ov,
10v, Ouvy\ . ov, Ov,\ , 1[0 ov, | »
= (=== -52 -2 == (pvg) — 22 A.
v (p(% 0Z)p+<32 3p)¢+p{3p(p%) 0¢}k’ (A0
5 10 ([ of 1 0%f  O%f
_ 1o fofN 107 oF A.
vy pop \"dp " p? 0¢? e (A7)

Podemos construir o vetor a = (a1, aa, a3), que em coordenadas cilindricas pode ser escrito
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como

a = a,p+asd +azk

(A.8)
=(a-p)p+(a-P)p+ (a-k)k.
Expandindo as componentes usando (A.I)), obtemos
Q- p =, = Qcos) + azsene (A.9)
- q& = Qg = —a15eng + apcosP (A.10)
a-k=a;. (A.11)
E de fécil averiguacio que
0‘3 = Oéi =ai=1,. (A.12)

Ademais, os componentes (A.T1)) também obedecem as relagdes (1.62)), (1.63) e (1.64), com
indices ciclicos ordenados como i, j, k <+ p, ¢, 2.

O operador momento em coordenadas cilindricas é

P = pp, + ¢pg + kp.

R .0 A 10 ~ .0
=0 (-i5,) +o (ha) R () A1

De (A.2) e (A.13), podemos determinar o operador momento angular L em coordenadas cilindri-

cas. O operador € definido como (vide por exemplo (??))

L=rxp. (A.14)

Logo
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L=pL,+¢Ly+kL,

= (pp + k) X (D, + ps + p:F)

~ ~ ~

= (p % P)pps + (p x k)pp- + (k x p)zp, + (k x ¢)zp,
)bl H()
Os componentes cilindricos sdo
L=its (A.16)
Ly=1 (p% — zagp) : (A.17)
L.— —i%. (A.18)

Voltemos nossa atencao para o componente L. Os seus autoestados obedecem a equagao
diferencial L,®;(¢) = [P;(¢), em que [ sdo os autovalores relacionados ao autoestado ®;, ou

seja,

_du(9)
d

— 19,(9), (A.19)

que tem as solucdes, ortonormalizadas, i.e., solucdes tais que

27
/ D7 ®; = 0y, (A.20)
0

dadas por

D) = —=e. (A21)

= ——c¢
\ 2T

Analisando a condi¢do de contorno ®;(¢ + 27) = ®¥,(¢), deduz-se que os autovalores sdo
[=0,+1,42, ...
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APENDICE B - AS MATRIZES DE PAULI

As matrizes de Pauli sdo as matrizes 2x?2

01 = , 02 = ,03 = ) (Bl)
que possuem as propriedades
ol =0, (B.2)

Elas satisfazem a seguinte dlgebra (veja por exemplo (2?)):

{Oi, O'j} = 2(51']‘, (B4)
[O’Z’, O'j] = ZiZEiijk, (BS)
k
0;0; = 6ij +1 Zgijkaka (B6)
k

em que 9;; € o delta de Kronecker, cujo valor é 1 se ¢ = j, e zero para os demais casos, e €;;x € 0

simbolo de Levi-Civita, cujos valores sdo

+1 ., (4,5,k) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),
gk =4 —1 , (i,5,k)=(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3), (B.7)

0 , paradois ou mais indices repetidos.

\

As matrizes de Pauli formam, junto da matriz identidade 1, uma base do espago das matrizes

2x?2. Das matrizes de Pauli podemos definir o vetor matrizes de Pauli

o = (01,09,03), (B.8)
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que satisfaz a identidade vetorial

c-aoc-b=a-b+ioc-(axb), (B.9)

e nos permite definir o operador spin

o
= —. B.1
§=73 (B.10)

Para a terceira componente do operador spin, os autoestados e autovalores sdo dados pela equacao

de autovalor

03 S

e = X, B.11
5 Xs = 35X ( )

cujas solucdes sdo Yy, relacionados aos autovalores s = +1

_ (! _ (0 (B.12)
=1y - =1, :

Para a teoria de Dirac, construimos uma versao 4 x 4 destes operadores

o 0
Y = B.13
(0 a) ; ( )

satisfazendo as seguintes propriedades

2% = 05 + i€k (B.14)
5 =7 a, (B.15)

(X4, ;] = i€ X, (B.16)
{255} = 26, (B.17)
8, %] =0, (B.18)

i, 5] = 2iegpan, (B.19)

{ai, 35} = 267, (B.20)
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APENDICE C - A CONJUGACAO DE CARGA

Seja a equagdo de Klein-Gordon (.43):

[(p" = V*)(pp = Vi) — (m + Vo)! 10 = 0. (C.1)

A operacdo conjugacdo de carga consiste na prescri¢ao

e — —e, (C.2)

que aplicada em (C.I)), conduz a equagdo

(" + V) (pp+ Vi) — (m+ V)*|We =0, (C.3)

haja vista que a transformacdo (C.2)) acarreta na mudanca V* — —V*, dado que o campo
eletromagnético minimamente acoplado a carga elétrica e, modelado pelo potencial A, produ-
zindo a energia potencial V* = e A" constitui o protétipo desta interacdo. Esta ndo é mais uma
equacdo de Klein-Gordon e portanto identificamos este novo estado W, que a priori ndo possui
significado fisico claro. Se tomarmos o conjugado complexo de (C.3)), obtemos uma equagéo de

Klein-Gordon novamente, agora para o estado W¢:

(0" = V') — Vi) — (m + Vi)?| ¥ = 0. (C.4)

Comparando (C.1I) e (C.4), encontramos uma interpretagio fisica para W¢: ele corresponde
ao conjugado complexo do estado W. Esta transformacdo € fundamental para se entender a
relacdo de estados de particulas e antiparticulas. Conhecendo a prescri¢do da transformacao, se a
avaliarmos para a equacdo independente do tempo (2.11)), a prescri¢do completa da transformagao

deve ser

Vs > —Va, (C.5)
€ — —¢, (C.6)
[ — —l. (C.7)

Para o autovalor /, devemos ter em conta que a equagdo transformada determina o estado
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conjugado complexo do estado original, de forma que se inicialmente rotulado por [, o estado
transformado serd rotulado por —I.

Para a teoria de Dirac, a sua mais complicada estrutura matricial nos conduz, ao se realizar
argumentos andlogos aos apresentados para a teoria de Klein-Gordon, a regra de transformacgao

do espinor sob conjugacgdo de carga (??)

Ve = iy? U, (C.8)

Dada a transformag@o, se avaliarmos as equagdes radiais (3.124)) e (3.123)), a prescri¢do completa

da transformacao deve ser

[ =g, (C.9)
Vs < =V, (C.10)
£ — —¢, (C.11)

k— —k. (C.12)
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APENDICE D - OS POLINOMIOS DE LAGUERRE GENERALIZADOS

Os polindmios de Laguerre generalizados Lgﬁ) (x), com o > —1, cujo dominio se restringe

ao semieixo positivo [0, +oo[ sdo solugdes da equacgdo de Laguerre associada (??)

d2L7(f:) (x)
:L'—
dx?

ALY (x)

+(a+1—2x) 0

+n,Lz)=0 , n,=0,1,2,3,... (D.1)

A férmula de Rodrigues para esses polindmios é

—T . —Q dn»,»
LO(g) = =2 o gneta) D2

Em forma de série, os polindmios podem ser escritos como

Ny

o o m F(?’Lr + o+ 1) m
L@ =2 (=) T, —m~+ Dl(a+m+DO(m+1)"

m=0

(D.3)

onde vemos que L%O;) (x) é um polindmio de coeficientes reais e grau n,.. A ortogonalidade dos

polindmios depende da funcdo peso e *x, de tal forma que

I'(n, +a+1)

D(m 1) omm (D.4)

/ dv e "z LI (2) LY (z) =
0

Ademais, a integral de normalizag@o correspondente é

e _ L(n, +a+1)
d zgatl (7 (a) 227"—2 . 1). D.5
/0 re *r ( " (x)) T 1) (2n, + a+1) (D.5)

A derivada dos polindmios € dada por, param € Z

("Lt m<n,

() = (D.6)

0 , m>n,

dm
— (@)
dax™ v

O comportamento dos polindmios na origem € dado por
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I(n, +a+1)
L0) = . : D.7
ar (0) F(n.+1'(a+1) D7)
Uma propriedade importante dos polindmios é que
L(z) =1 (D.8)
para todo o dominio.
Duas relacdes de recorréncia tteis sao
LG V(@) = L) = L7 (), (D.9)
(03 1 o o
L V(@) = — (0, + ) Ly (&) =0, L) ()] (D.10)
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APENDICE E - SOLUCOES ANALITICAS DE EQUACOES RADIAIS DA TEORIA
NAO-RELATIVISTICA

Conforme a referéncia (??), apresentaremos aqui de forma sumarizada dois resultados para
sistemas nao-relativisticos que serdo pertinentes a discussao do presente trabalho. Em ambos
0s casos, a solugdo € tal que as autofuncdes sao do tipo quadrado integravel, de forma que

considera-se como condi¢dao de normalizabilidade

/ dr U < oo. E.D)
0

Isto conduz a restricdo de que, na pior das hipdteses, as autofungdes sejam singulares na origem

com a forma

limU r*1/2+57 (E.2)

r—0

em que ¢ € uma grandeza positiva, e que no limite tendendo a infinito a funcdo se anule

lim U = 0. (E.3)

r—00

E.l POTENCIAL HARMONICO EM COORDENADAS ESFERICAS

Em concordancia com a referéncia supracitada, a equacao radial em coordenadas esféricas

para uma particula submetida a um potencial harmonico é

d>U Mw\?> , S2-1/4 2ME
(== — U=0. E.4
az * ( P ) g 2 TR €4

As autofuncdes e suas respectivas autoenergias sao
Mw Mw

Ups = Crysr2Sexp [ ——=—r? ) LS [ =542 E.5
7-5 »,«Sr 6l’p 2h r Ny h, r Y ( )
Ens=hvw(2n.+1+5), (E.6)

emquen, =0,1,2,3,... e (), s € uma constante arbitraria que depende de n, e S. Pressupde-se
que M >0,w>0eS >0.
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E.2 POTENCIAL DE COULOMB EM COORDENADAS ESFERICAS

No mesmo espirito, a equacdo radial em coordenadas esféricas para uma particula submetida

a um potencial de Coulomb ¢é

d*U S?—1/4 2MZ 2MFE
—_— — — U=0. E.7
dr? * ( 72 h2r h? ) E7
As autofungdes e suas respectivas autoenergias sao
Un,s = G757 L3S (297) (E.8)
M|z|?
E,s=— 12| 5, , n,=0,1,2,3,.. (E.9)
2R% (n, +1/24+5)
em que
V 2M |Ean|
-~ (E.10)

ry: h

e C,,s € uma constante arbitraria que depende de n, e S. Pressupde-se que M > 0,7 <0e
S>0
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APENDICE F - A REGRA DOS SINAIS DE DESCARTES

Dada uma equagdo polinomial com coeficientes reais da forma

f(x) = apz™ + ap_12" "+ ... +ay =0, (F.1)

aregra dos sinais de Descartes afirma que considerando os termos nao-nulos em ordem de grau
do expoente, o nimero de raizes positivas do polindmio € igual ou inferior por um nimero par
ao numero de troca de sinais entre os coeficientes consecutivos (??).

Descorre dessa regra que o nimero de raizes negativas é dada pela mesma andlise ser efetuada

para f(—x).
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APENDICE G - A EQUACAO DE KUMMER

A equacdo de Kummer € a equagao diferencial (??)

d*q dG
) = = 1
S +(b—2) 7 aG =0, (G.1)

cujos parametros a e b determinardo a forma explicita da solucdo geral, que é

G (z) = AM (a,b,z) + BU (a,b, z) . (G.2)

As fungdes M (a, b, z) e U (a, b, z) sdo as chamadas fun¢des hipergeométricas confluentes, de
primeiro e segundo tipo, respectivamente, e A e B sdo constantes arbitrarias. Estudando M e U

na regido da origem, temos

M (a,b,z) ~ 1
z~0= (G.3)

Ula,b,z) ~ F(%;)l)zl_b, b> 1.

Para que G seja finita em z = 0, devemos impor que B = 0.
Descreveremos agora trés propriedades de interesse para o presente trabalho. Para grandes

valores de |z|, a seguinte aproximagao € vélida:

I'(b , '
( ) emaz—a + ( )Za—bez‘ (G4)

M(a,b,z):m T (a)

Em problemas cujo comportamento do segundo termo de (G.4) ¢ inadequado, podemos impor a

condicdo extra

1
=0 G.5
e (G.S5)
que ¢é satisfeita quando a = 0, —1, -2, ...
Duas identidades tteis sao
dM (a,b
aM (a+1,b,2) = aM (a,b, 2) + (a,b,2) (G.6)
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n!l(a+1) 1@

M(-nm,a+1,2) = Tnta+1) "

(2). (G.7)
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