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Resumo

Apresentamos um breve relato sobre a vida do Professor Nelson Onuchic e sua
trajetoria académica. Além disso, apresentamos um estudo sobre existéncia e unicidade
de solucoes para problemas de valor inicial de equacoes diferenciais com retardamento
e estabelecemos resultados sobre estabilidade de pontos de equilibrio, baseados no

trabalho “Equacoes Diferenciais com Retardamento” de Nelson Onuchic.

Palavras-chave: equacoes diferenciais com retardamento, solucao, estabilidade, fun-

cional de Lyapunoff, Prof. Nelson Onuchic.






Abstract

In this work we presented a brief account of the life of Professor Nelson Onuchic
and his academic career. Furthermore, we presented a study about existence and
uniqueness of solution for differential equations with delay problems and stablished
results on stability of the equilibrium points based on the work “Equacoes Diferenciais

com Retardamento”, written by Nelson Onuchic.

Keywords: delay diferential equation, solution, stability, Lyapunoff functional, Prof.

Nelson Onuchic.
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1 Introducao

Pretendemos com esse trabalho, apresentar um texto introdutoério de facil interpre-
tacao e entendimento baseado no livro “Equacoes Diferenciais com Retardamento” do
Professor Nelson Onuchic, [8]. Ha varias referéncias que tratam da teoria das equagoes
diferenciais com retardamento, porém esse texto aborda especificamente esse trabalho,
sem comparacgoes ou, contrastes com outras referéncias.

As Equagoes Diferenciais Funcionais com Retardamento constituem uma classe
das Equagoes Diferenciais Funcionais (EDF) que consideram problemas nao gover-
nados por um principio de causalidade, mas que apresentam um lapso de tempo entre
causa e efeito. Alguns problemas em Ecologia, Medicina, Economia, Fisica, entre ou-
tras areas sao modelados pelas equacoes diferenciais funcionais com retardamento. O
Prof. Nelson Onuchic colaborou de forma relevante no desenvolvimento deste tema,
especialmente formando pesquisadores que deram continuidade ao seu trabalho.

Os objetivos centrais deste texto sao: destacar a importancia académica do Prof.
Nelson Onuchic e sua colaboracao no desenvolvimento da Matemaética, especificamente
com respeito as equacoes diferenciais funcionais; e promover um estudo minucioso sobre
uma parte do seu trabalho “Equacoes Diferenciais com Retardamento”.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos as-
pectos relevantes sobre a vida académica do professor Nelson Onuchic; no capitulo 3
introduzimos os resultados sobre espagos métricos e equacoes diferenciais ordinarias
para bom entendimento do texto; a definicao de equacoes diferenciais com retarda-
mento, solucao e resultados de existéncia constituem o capitulo 4; e finalmente, no

capitulo 5 apresentamos o Segundo Método de Lyapunoff e exemplos.
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2 Aspectos Histoéricos sobre a Vida do
Prof. Nelson

Esse capitulo traz um breve relato historico sobre a vida pessoal e profissional do
professor Nelson Onuchic. Todas as informacoes contidas nas secoes 2.1 e 2.2 foram
baseadas no trabalho de Badin [1].

2.1 Biografia

Nelson Onuchic nasceu no dia 11 de marco de 1926, na cidade de Brodoésqui-SP,
Brasil. Porém, seu registro foi efetuado no dia 12 de marco do mesmo ano, ficando
como data oficial do seu nascimento. Filho de Francisco Onusic e Maria Doles, e irmao
de Olivia, José e Olga. A diferenca entre o sobrenome do pai “Onusic” e o “Onuchic”
de seu registro ocorreu devido a prontncia de seu pai, imigrante austriaco.

Nelson Onuchic fez o curso primario em Brodosqui e cursou a 1% série ginasial no
Ginasio Nossa Senhora Auxiliadora, em Jardinépolis, em 1940. Entre 1941 e 1943
cursou da 2* a 4* séries no Seminario Diocesano de Campinas. Em 1944 foi aprovado
no Exame de Madureza, do ginasio estadual de Ribeirao Preto. Mudando-se com a
familia para Sao Paulo, Nelson fez o curso cientifico noturno no Colégio Anglo Latino,
de 1945 a 1947 e, durante o dia, trabalhava em um banco, trabalho esse que conseguiu
gracas a indicagao de José Portinari (irmao do famoso pintor Candido Portinari). Em
1948 prestou vestibular para Mateméatica na Universidade de Sdo Paulo (USP), mas
nao conseguiu ser aprovado. No mesmo ano foi aprovado em Fisica no Mackenzie.

Quando cursava o 4° ano do curso de Fisica, em 1951, foi contratado como professor
de Matemética no Colégio Estadual Presidente Roosevelt. Casou-se com Lourdes de
la Rosa e tiveram quatro filhos.

Nelson e Lourdes moraram em Sao José dos Campos de 1955 a 1958. De 1959 a
1966 residiram em Rio Claro, e de 1967 a 1999 estabeleceram residéncia em Sao Carlos,
onde o casal foi membro do Movimento das Equipes de Nossa Senhora de Sao Carlos,
um movimento catolico de espiritualidade conjugal e familiar, por 32 anos.

Em 1971 Nelson Onuchic comecou a apresentar os primeiros sinais da doenca de

Mal de Parkinson e faleceu no dia 3 de setembro de 1999, deixando Lourdes de la Rosa
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Onuchic, os quatro filhos e treze netos.

2.2 Trajetéria Académica

O trabalho de pesquisa desenvolvido por Nelson Onuchic na &rea de Matemaética
foi muito significativo. Foram quarenta e nove trabalhos publicados, sendo vinte no
Brasil, vinte e um nos Estados Unidos, trés em Portugal, dois no México, um na Italia,

um na Holanda e um no Japao. Desenvolveu pesquisas importantes e pioneiras.

Licenciado em Fisica pela Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras do Instituto
Mackenzie em Sao Paulo (1951), foi convidado por seu professor Francisco Lacaz Neto
a iniciar carreira de professor universitario junto ao departamento de Matemética do
Instituto Tecnologico da Aerondutica (ITA), exercendo a funcao de Auxiliar de En-
sino de 1951 a 1955. Posteriormente, foi contratado como Professor Assistente (1956-
1958). Durante todo esse periodo morou em Sdo José dos Campos, onde aprofun-
dou seus estudos sob a orientacao do professor Francis Dominic Murnaghan, par-
ticipou de cursos sobre “Teoria de Representacao de Grupos”, “Equacoes Diferenci-
ais Ordinarias”, “Equacoes Diferenciais a Derivadas Parciais e Problemas de Valor de
Contorno”, “Equacoes Integrais”, “Fun¢oes de Varidveis Complexas”, “Transformadas
de Laplace”e “Integral de Lebesgue”. Participou também de seminarios sobre Anélise
Funcional, Integral de Lebesgue, Topologia Geral e To6picos de Analise, entre 1952 a
1954.

Entre 1955 e 1956 foi bolsista do CNPq, viajava semanalmente a Sao Paulo para
estudar Anélise Funcional, Topologia Geral e Estruturas Uniformes, sob a orientacao
do professor Chaim Samuel Honig. Nesse periodo produziu sua tese de doutorado in-
titulada Estruturas Uniformes sobre P-Espacos e Aplicagoes da Teoria destes Espacos

em Topologia Geral [6].

Nelson Onuchic teve participacao de destaque no 1° Coldéquio Brasileiro de Mate-
maética, realizado em Pocos de Caldas em 1957. Escreveu o capitulo sobre “Espacos de
Banach e de Hilbert” da publicagao Anélise Funcional, 1° Coloquio Brasileiro de Mate-
matica. A publicacao tinha carater didatico e serviu de texto para o curso ministrado

por ele no referido coloquio.

Em 1957, Onuchic teve seu primeiro trabalho publicado no exterior, On two pro-
perties of P-spaces (Portugaliae Mathematica). Em 1958, foi convidado pelo professor
Joao Dias da Silveira para criar o Curso de Matematica da Faculdade de Filosofia, Cién-
cias e Letras de Rio Claro (hoje Unesp - Rio Claro). Aceitou o convite e transferiu-se

para Rio Claro, em 1959, onde foi regente da cadeira de Analise Matematica até 1966,



Trajetoria Académica

17

acompanhado de sua mulher que trabalhava como professora no Instituto de Educacao
de Sao José dos Campos, desde 1955. O trabalho e o empenho do Professor Nelson
foram importantes para a implementacao e o sucesso do curso de Matematica de Rio
Claro. Nelson Onuchic continuou participando de reunides cientificas, ministrando cur-

sos e publicando trabalhos.

De novembro de 1959 a fevereiro de 1960 foi professor visitante do Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade de Montevidéo, Uruguai, onde ministrou
um curso sobre o Método Topologico de Wazewski e teve contatos proveitosos com
os matematicos Juan Jorge Schéffer e José Luis Massera. O contato com Massera
foi um marco importante na sua carreira. Nelson tinha interesse em estudar Equacoes
Diferenciais e, seu conhecimento de Topologia foi usado para resolver alguns problemas

propostos por Massera.

Publicou On the Nachbin uniform structure (Proceedings of the American Mathe-
matical Society) [7], em abril de 1960. Em julho de 1961 ministrou o curso de “Equagoes
Diferenciais Ordinarias: Estabilidade em Sistemas Lineares, Equivaléncia Assintotica
e Método Topologico de T. Wazewski”, no 3° Coloquio Brasileiro de Matemaética, em

Fortaleza.

Outro marco importante para mudanca de foco de pesquisa do Professor Nelson
da area de Topologia para a area de Equacoes Diferenciais foi sua ida para os Estados
Unidos. De outubro de 1961 a outubro de 1962 foi bolsista da “John Simon Guggen-
hein Memorial Foundation”, no “Research Institute for Advanced Studies” (RIAS),
Baltimore, USA, onde aprofundou estudos sobre equacoes diferenciais. Nessa época,
a “guerra fria” entre os Estados Unidos e a Unido Soviética exarcebava a disputa en-
tre os dois grandes blocos ideologicos. O lancamento do Sputinik pelos russos pre-
ocupou os americanos, inconformados com a hipotese de os russos saberem mais que
eles. Descobriram que os russos conheciam muito mais do que eles em algumas areas
da Matematica, como por exemplo a das equacgoes diferenciais. Entao, os Estados
Unidos se propuseram a montar um grupo de pesquisadores americanos e estrangeiros
para juntos trabalharem sobre Equacoes Diferenciais. Esse grupo era composto por
40 matematicos, dentre eles, Nelson Onuchic. Nesse periodo sua producao foi muito

intensa.

Depois de retornar dos Estados Unidos, os estudos de Nelson enfocavam cada vez
mais a area de equacoes diferenciais. O ano de 1963 foi repleto de publicagoes rele-
vantes. Em parceria com Philip Hartman, Nelson Onuchic escreveu o artigo On the
Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations (Pacific Journal of Mathe-

matics, vol 13, 1963). O principal resultado apresentado nesse trabalho ficou conhecido
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como Teorema de Hartman-Onuchic, uma de suas grandes contribui¢oes a Matematica.
Também, no mesmo ano, proferiu a conferéncia “Integracao Assintotica de Sistemas de
Equagoes Diferenciais Ordinarias”, registrada na Separata das Atas do 4° Coloquio

Brasileiro de Matemaéatica.

Em 1964, junto com Jack K. Hale, escreveu On the Assymptotic Integration of Or-
dinary Differential (Contributions to Differential Equations, Interscience, 1964). Pro-
duziu também o artigo Nonlinear Pertubation of a Linear System of Ordinary Differen-
tial Equations, publicado no Michigan Mathematical Journal. E, com Ayrton Badelucci
publicou Nonlinear pertubation of a linear system of ordinary differential equations of

order m (Anais da Academia Brasileira de Ciéncias, vol.37, n°2).

Paralelamente & grande atividade de pesquisas, Nelson Onuchic continuou minis-
trando cursos e abrindo uma linha de pesquisa em equacoes diferenciais no Brasil.
Ministrou no Instituto de Pesquisas Matematicas da Universidade de Sao Paulo os
seguintes cursos de pos-graduacao: Equagoes Diferenciais Ordinarias, Anélise Fun-
cional e Aplicacoes na Teoria das Equagoes Diferenciais Ordinérias e Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias e Funcionais. Esses cursos e os trabalhos apresentados nos Coloquios de
1961 e 1963 foram fundamentais para se iniciarem, no Brasil, os estudos de Equacoes
Diferenciais com Retardamento. Essa foi uma das grandes contribuicoes de Nelson

Onuchic para o desenvolvimento da Matematica no Brasil.

Com a colaboragao dos professores Odelar Leite Linhares e Lourdes de la Rosa
Onuchic, em 1965 escreveu o trabalho intitulado Fquacgoes Diferenciais Funcionais
(Instituto de Pesquisas Matematicas da USP e F.F.C.L. de Rio Claro). Nesse mesmo
ano foi professor visitante no Instituto de Fisica e de Matematica da Livre-Docéncia
junto a Cadeira de calculo infinitesimal da F.F.C.L. da USP com a tese Comporta-
mento Assintdtico das Solugoes de um Sistema de Equacoes Diferenciais Ordindrias;
participou do 5° Coloquio Brasileiro de Matematica; e, voltou aos Estados Unidos para
participar do International Symposium on Differential Equations and Dynamical Sys-

tem, como invited speaker.

Em 1966 foi professor visitante no instituto de matemaética e fisica da Universidade
de Pernambuco, onde ministrou o curso “Teoria da Estabilidade das Equagcoes Diferen-
ciais”. No final desse ano, Onuchic pediu desligamento da F.F.C.L.. de Rio Claro,
transferindo-se para o departamento de matematica da Escola de Engenharia de Sao
Carlos (EESC-USP).

No inicio de 1967, Nelson Onuchic mudou-se com a familia para Sao Carlos e a pro-

fessora Lourdes foi contratada para dar aulas no EESC-USP. A chegada do Prof. Nelson
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em Sao Carlos foi decisiva para consolidar um forte departamento de matemética na
EESC e, principalmente, para a criacao de um curso de matematica em Sao Carlos.
Durante esse mesmo ano, Onuchic publicou On the Asymptotic Behavior of the Func-

tional Differential Equation, e participou do 6° Coléquio Brasileiro de Matemaética.

No ano seguinte o professor Nelson retornou aos Estados Unidos para participar da
reuniao anual da “American Mathematical Society” realizada em San Francisco, USA;
também foi professor visitante da “Georgetown University” em Washington, USA; es-
creveu On the uniform stability of a perturbed linear functional differential equations; e,
apresentou como tese para o concurso de Professor Titular da Escola de Engenharia de
Sao Carlos - USP o trabalho Estabilidade de Sistemas Perturbados e Comportamento

no Infinito de Sistemas de Equacoes Diferenciais com Retardamento no Tempo.

Em 1969, Nelson Onuchic escreveu o artigo Stability Properties of a Second Order
Differential Equation. Em 1970 publicou On a Criterion of Instability for Differential
Equations with Time Delay - Periodic Orbits Stability and Resonances que tinha como
objetivo generalizar um critério de instabilidade de J. Hale para sistemas autonomos de
equagoes com retardamento, usando propriedades de invarianca e fazer uma aplicagao

do mesmo.

No ano de 1971 publicou Invariance properties in the theory of ordinary differential
equations with applications to stability problems; comecou a apresentar os primeiros sin-
tomas do Mal de Parkinson; e com a colaboracao de Hildebrando Munhoz Rodrigues,
Lourdes de la Rosa Onuchic e Placido Zoega Téboas escreveu Equacoes Diferenciais

com Retardamento, pela Escola de Engenharia de Sao Carlos.

Em 1975, publicou Invariance properties in the theory of stability for ordinary diffe-
rential systems and applications em parceria com Lourdes Onuchic e Placido Téaboas.
Escreveu, juntamente com Lourdes, Systems with repulsive forces e, em parceria com
Placido Téaboas os artigos Qualitative properties of nonlinear ordinary differential equa-
tions e On the conditional asymptotic stability for a nonlinear ordinary differential

equations.

Fez as tltimas publicagoes individuais nos Estados Unidos, em 1978, Invariance
and stability for ordinary differential equations e Invariance properties for ordinary
differential equations: stability and instability. O ultimo texto didatico publicado foi

Teoria da FEstabilidade: Invarianca, Funcgoes de Lyapunov.

Sua ultima publicagao foi em 1984, em parceria com Herminio Cassago Junior, em

que escreveu Asymptotic behavior at infinity between the solutions of ordinary differ-
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ential equations.

Nelson foi colaborador de varias publicacoes, com destaque em revistas estrangeiras;
participou de diversas entidades cientificas; ocupou diversos cargos importantes na USP

de Sao Carlos; e, teve participacao de destaque em diversas bancas.
Nelson Onuchic orientou catorze trabalhos de Mestrado:

Antonio Fernandes 1zé (ITA), Método Topoldgico de Wazewski e suas Aplicagdes
ao Estudo do Comportamento Assintético de Sistemas de FEquacoes Diferenciais Or-
dindrias, 1965.

Natalino Adelmo de Molfetta (ITA), Formula Integral de Alekseev e Aplicacdes
em Problemas de Estabilidade, 1968.

Hildebrando Munhoz Rodrigues (EESC-USP), Invarian¢a para Sistemas nao

Autonomos de Equacgoes Diferenciais com Retardamento e Aplicacoes, 11.11.1970.

Placido Zoéga Taboas (EESC-USP), Sobre o Comportamento Assintdtico para

uma Classe de FEquacoes Diferenciais com Retardamento no Tempo, 10.12.1970.

Lourdes de la Rosa Onuchic (EESC-USP), Algumas Aplica¢ées de um Critério
de Comparacao de Hale para Sistemas de Equacoes Diferenciais com Retardamento,
13.04.1971.

José Geraldo dos Reis (FMRP-USP), Relacoes entre Diferentes Defini¢oes de
Estabilidade no Sentido de Lyapunoff, 29.03.1972.

Cerino Ewerton de Avellar (UFSCar), Propriedades de Estabilidade das Solugoes
de Sistemas de Equacgoes Diferenciais de Sequnda Ordem, 19.03.1973.

José Gaspar Ruas Filho (FFCL-Araraquara), Propriedades Assintdticas de Equagoes
Diferenciais de Segunda Ordem Perturbado de Equagoes Auténomas, 04.10.1973.

Luiz Carlos Pavlu (UFSCar), Comportamento Assintdtico de Solugdes de Sis-
temas de Equacoes Diferenciais Ordindrias, 13.12.1974.

Pedro Walter de Pretto (Fundagdo Educacional de Bauru), Fstabilidade e Com-

portamento Assintotico das Solucoes de Sistemas de FEquacgoes Diferenciais, 27.12.1975.
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Adalberto Spezamiglio (ICMSC-USP), Certas Propriedades Topoldgicas de uma
Classe de Sistemas Lineares Periddicos Bidimensionais e Equacoes Diferenciais Or-
dindrias, 26.04.1976.

Arnaldo Simal do Nascimento (ICMSC-USP), O Método topoldgico de Wazewski
e algumas aplicacoes ao estudo do comportamento assintdtico de sistemas lineares
de equacoes diferenciais ordindrias com perturbacoes nao necessartamente lineares,
25.11.1977.

Mauricio Silveira (UFSCar), Estabilidade Eventual e uma Aplica¢ao, 21.11.1977.

Sandra Maria Semensato de Godoy (ICMSC-USP), Aplica¢oes em Estabili-
dade do Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff, 21.05.1980.

O Prof. Nelson também orientou nove teses de Doutorado:

Ayrton Badelucci (Escola Politécnica da USP), Comportamento Assintdtico de

alguns Sistemas Lineares Perturbados de Equacoes Diferenciais Ordindrias, 1966.

Odelar Leite Linhares (EESC-USP), Sobre a Racionalizag¢ao de Dois Algoritmos
Numéricos, 29.11.1968.

Antonio Fernandes 1zé (EESC-USP), Sobre o Comportamento nas vizinhangas

do Infinito de Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordindrias, 1968.

Hildebrando Munhoz Rodrigues (ICMSC-USP), Equivaléncia Assintdtica Re-

lativa, com Peso t", entre Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordindrias, 11.10.1973.

Placido Zoéga Taboas (ICMSC-USP), Admissibilidade e Aplicagdes em Equagdes

Diferenciais Ordindrias, 1975.

Adalberto Spezamiglio (ICMSC-USP), Aplicagées da Teoria de Admissibilidade
ao Estudo de Equivaléncia Assintdtica relativa em Equagoes Diferenciais Ordindrias,
11.10.1978.

Luiz Carlos Pavlu (UFSCar), Fun¢ées de Liapunov e Propriedades de Invariancga
para Sistemas Nao Autonomos: Estabilidade e Instabilidade, 13.09.1978.

Lourdes de la Rosa Onuchic (ICMSC-USP), FEstimativa e Invarianca de Con-

guntos w— limite das solucoes de um Sistema de FEquagoes Diferenciais Ordindrias:
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Estabilidade e Comportamento no Infinito, 15.12.1978.

Herminio Cassago Janior (ICMSC-USP), Comportamento Assintdtico no In-

finito entre as Solucoes de Dois Sistemas de Fquagoes Diferenciais Ordindrias, 26.06.1981.
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3 Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para a boa interpretacao
dos proximos capitulos. Todas as definicoes e resultados descritos nas segoes 3.1 e 3.2

sdo baseados nas referéncias [5], [4], [3] e [2].

3.1 Espacos Métricos

Apresentamos defini¢oes, propriedades e resultados referentes aos espagos métricos.

Definicao 3.1. Dado um espago vetorial M, dizemos que d : M x M — R é uma
métrica em M se satisfaz:

i)d(z,y) >0, Ve,ye M ed(z,y) =0 zx=y.

i) d(z,y) = d(y,z), Yo,y € M.

i) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2), Va,y,z € M.

Definicao 3.2. Um espaco vetorial M munido de uma métrica d, é chamado de es-

pago métrico e denotado por (M,d).

Exemplo 3.1. Defina, para todo x = (z1,...,2,) e ¥y = (y1,...,¥,) em R" a fungao

d(xz,y) = 1r£1a<X{](3cZ —y;)|}, entdo (R",d) é um espago métrico.
Definic¢ao 3.3. Uma sequéncia em um Espago Métrico (M,d) é uma fungao
o:N— M

que associa a cada n € N, um elemento x, € M.

Notacao: (T,)nen ou simplesmente (x,,)

Definigao 3.4. Seja (z,) uma sequéncia em M . Dizemos que (x,) converge para
xr € M quando
Ve>0,dng e N/n>ng=d(z,,z) <e.

Defini¢ao 3.5. Uma sequéncia (x,)nen em M é chamada de sequéncia de Cauchy
quando
Ve>0,dng e N/m>n>ng = d(x,,x,) <ec.
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Observacao 3.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy. Porém a reciproca nao é

sempre valida.

Definicao 3.6. Dizemos que um espaco métrico M é completo se toda sequéncia de

Cauchy em M | converge em M.

Observacao 3.2. Todo espaco de dimensao finita sobre R ou C é completo. A prova

desse reultado pode ser encontrada em [4].

Exemplo 3.2. O espago de todas as fungoes continuas f : [—h,0] — R", denotado
por C([—h,0],R™), onde h > 0, é completo com a norma do supremo. A norma do

supremo é dada por ||f|| = sup |f(0)].
6<0

Definicao 3.7. Seja X C R". Um ponto a € R" chama-se ponto de acumulacao do
conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente

do ponto a, ou seja, para todo € > 0, deve ezistir v € X tal que 0 < |x — a| < e.

Para verificarmos se um subespaco de um espaco métrico completo é completo

podemos utilizar os proximos resultados.

Lema 3.1. Sejam X um subconjunto ndo vazio de um espaco métrico (M,d) e X o
fecho de X. Entdo x € X se, e somente se, existe uma sequéncia (z,)neny € X tal que

T, — T.

Demonstracdo. Suponha z € X entdozr € X ouz € X — X.

No caso z € X, considere a sequéncia (z,) = (z,z,...) constante, logo x, — =,
quando n — oo.

Se x € X — X, x é ponto de acumulacio de X, logo para cada n = 1,2, ... a bola
aberta de centro em x e raio 1/n, denotada por B(z,1/n) contém pelo menos um
elemento x,, € X — {x}, assim z,, — x, quando n — oo, ja que 1/n — 0.

Reciprocamente, se existe uma sequéncia (z,),eny C X tal que z,, — x, mostremos
que z € X.

Serz e X C X entdo z € X.

Se acaso x ¢ X entao toda vizinhanga de x contém pontos x,, # z, logo x é ponto

de acumulacdo de X, ou seja, z € X. O

Teorema 3.1. Um subespaco X de um espaco métrico completo M é completo se, e

somente se, X € fechado.

Demonstracdo. Para provar que X é fechado basta mostrar que X = X. Considere
entdo € X, logo pelo lema anterior existe uma sequéncia (z,,) em X tal que z,, — x
e, como X é completo segue que x € X. Portanto X ¢ fechado.

Reciprocamente, suponha que X é um subespaco fechado de um espaco métrico

completo, mostremos que toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X.
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Seja entdao (z,,) uma sequéncia de Cauchy em X, logo (z,) é uma sequéncia de
Cauchy em M. Como M é completo, existe z € M tal que x,, — x quando n — oo.

Pelo lema anterior z € X, como X é fechado X = X e, portanto € X. Logo X é
completo. O

Definigao 3.8. Um espago normado (E,|.||) completo com respeito a métrica induzida

pela norma, isto é d(z,y) = ||z —y||, Yo,y € E, é chamado Espago de Banach.

Defini¢ao 3.9. Seja (X, d) um espaco métrico. Dizemos que f : X — X é uma
contragao se existir € R, 0 < g <1 tal que d(f(x), f(y)) < pd(z,y), Vz,ye X.

Teorema 3.2. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja X um Espag¢o Métrico
Completo com a métrica d. Seja f: X — X uma contracao. Entao, existe um unico
ponto firo z* € X de f, isto é, f(x*) = ™.

Demonstragao. i) Unicidade. Suponha que existam dois pontos fixos z, y € X de f,
ou seja, f(x) =z e f(y) = y.

Assim d(z,y) = d(f(z), f(y)) < B-d(z,y). Logo d(z,y) < B-d(z,y) < d(z,y),
segue que d(z,y) —d(z,y) <0, o que é uma contradicdo. Logo d(z,y) = 0 o que
implica © = y.

ii) Existéncia. Escolha um ponto qualquer xy € X e construa a seguinte sequéncia.

1 = f(xo);w2 = f(w1);w3 = f(x2); i@ = [f(Tp1);... Ou seja, xp1 = f(wn),
n>1.

Mostremos que tal sequéncia é de Cauchy. Para tal, usando a desigualdade trian-

gular temos

d(l'nJrlm xn) S d(xn+k7 anrkfl) + d(xn+k717 xn+k72) + ...+ d(xn+17 xn) ==
k
> d(@nyj, tnija) (3.1)
j=1
Usando a hipotese que f é contracao, segue que

A(Tngj, Tnsj—1) = A(f(Zngjo1), f(@ngj—2)) <
B d(Tnij1,Tnrj2) = B d(f(Tnyj2), f(Tnij-3)) <
52 : d($n+j_2,ZEn+]‘_3) S S ﬂn+j_1 : d(l’l, (L’Q).

Usando (3.1) temos

x>

-1 k—1

d(Tntk, Tn) < d(l'nﬂ'a 55n+j71) < 5%%1 ~d(w1, w0).
1 j=1

<.
Il

O que implica

d(xn-‘rk’a xn) S 571 : d(‘Tla xO) Zﬁj_l'

Jj=1
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1-§

d(Tpik, Tn) — 0, quando n — oo.

Como 0 < 5 < 1 temos 0 < d(xp1p, Tp) < d(xq1,x0) 0 que implica

Portanto, Ve >0, 3N > 0 tal que n > N, k € Nimplica d(z,1x, z,) < €.

Como (x,,)nen € de Cauchy e X é completo, existe z* € X tal que x, — 2" quando
n — oo. Mostremos que z* é o ponto fixo de f(x). De fato, x,4+1 = f(z,), como f é
contragao, logo é continua, temos

nh_)n(glo Tpy1 = nh_g)lo flz,) = f(nh—g}o Tp). Assim, f(z*) =z

]

Para enunciarmos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder precisamos da definicao
de conjunto compacto num Espaco de Banach. Neste caso, consideramos um conjunto
compacto K como aquele que satisfaz a propriedade que toda sequéncia em K admite

subsequéncia convergente em K.

Vamos enunciar um outro resultado de ponto fixo muito importante, omitiremos a

prova, mas ela pode ser encontrada na referéncia [3].

Teorema 3.3. (Teorema do Ponto Fizxo de Schauder) Sejam A um conjunto
convexo e compacto no Espago de Banach C = C([—h,0],R") e f : A — A uma funcgao

continua, entao f tem um ponto fixro em A.

Definicao 3.10. Sejam A e B espacos de Banach. Uma aplicacao f : A — B ¢€
dita completamente continua quando para todo conjunto limitado K C A tem-se
{f(z);z € K} compacto em B.

Temos a seguinte consequéncia do Teorema de Schauder.

Corolario 3.1. Se A ¢ um conjunto fechado, limitado e convero do Espaco de Banach
C=C([—h,0,R") e f: A— A é completamente continua, entao f tem um ponto fixo
em A.

Definicao 3.11. Sejam M e N espacos métricos. Um homeomorfismo de M sobre
N ¢ uma bijecio continua f: M — N cuja inversa f~* : N — M também € continua.

Neste caso diz-se que M e N sao homeomorfos.

Definicao 3.12. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que a aplicacao

¢V — K € um funcional linear quando para todos u,v € V e a,b € K, temos
o(au + bv) = ap(u) + bo(v).
O conjunto de todos os funcionais ¢ : V — K é chamado espaco dual de V .

Exemplo 3.3. Se V' é um espago vetorial com produto interno (,) e se vy € V', entdo

¢(v) = (v, 1) & um funcional linear.
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3.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta secao introduzimos o Teorema de Existéncia e Unicidade para equagoes dife-
renciais ordinérias e os conceitos de estabilidade.

Primeiramente consideremos algumas definicoes.

Definicao 3.13. Seja f : X C R — R wma fungcao. Um nimero real ¢ chama-
se um wvalor de aderéncia em [ no ponto a quando existir uma sequéncia de pontos

xn, € X —{a} tal que lim x, =a e lim f(z,) =c.
n—oo n—oo

Definicao 3.14. Seja f uma funcao a valores reais limitada numa vizinhanca de um
ponto a, chamaremos limite superior de f no ponto a ao maior valor de aderéncia
de f no ponto a e o limate inferior de f no ponto a ao menor valor de aderéncia de
f no ponto a. FEscreveremos Ezﬁaf(x) = L para exprimir que L € o limile superior
de f no ponto a e lim, . f(x) = M para exprimir que M € o limite inferior de f no

ponto a.

1
Exemplo 3.4. Considere f : R — {0} — R dada por f(z) = Sen<—). Note que
T

: : 1 :
lin% f(x) nao existe, basta tomar a sequéncia z,, = —, pois x, — 0 mas (f(z,)) é
T—r

2
oscilante, logo diverge. E o conjunto dos valores de aderéncia de f no ponto 0 é o

intervalo [—1,1], portanto lim, ,of(z) = 1 e lim, ,,f(x) = —1.

Definigao 3.15. Uma fungdo f : Q C R" — R ¢ de classe C" se as derivadas parciais

de primeira ordem ezistem e sio continuas. Neste caso escrevemos f € C*(Q).

Definigdo 3.16. Sejamt € R, x € R"™ e D um conjunto aberto de R™™ e f: D — R"

continua. Uma equagao diferencial ordindria (EDO) é uma relagio da forma

(t) = f(t,z(t)), ou simplesmente, & = f(t,x). (3.2)

Dizemos que x(t) é uma solugdo de (3.2) num intervalo I C R se x € uma fungao
diferencidvel em I, (t,z(t)) € D, Vt € I ez satisfaz (3.2) no intervalo I.

Dado (tg, o) € D, resolver um Problema de Valor Inicial (PVI) para a equagao
(3.2) consiste em encontrar um intervalo I contendo ty e uma solu¢io x(t) denotada
por x(t) = x(t; to, xg) de (3.2) satisfazendo x(tg) = xo. Escrevemos o problema de valor

wmicial na forma

{ t=ft,x) (3.3)

l'(to) =29

Dizemos que uma solug¢ao de (3.3) passa por (to, xq) .

O resultado abaixo com respeito a existéncia e unicidade de solugoes para equacgoes
diferenciais ordinarias pode ser encontrado em [3].
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Teorema 3.4. (Eristéncia) Se [ é continua em D, entao para cada (to,z0) € D existe

pelo menos uma solugao de (3.2) passando por (to, o) -
Para garantir a unicidade, precisamos da defini¢ao de funcao localmente lipschitziana.

Definicao 3.17. Seja f : D C R x R" — R" uma funcao, dizemos que f € localmente
lipschitziana na sequnda varidvel quando para todo (t,x) € D, existe uma vizinhanga
X CR" tal que {t} x X C D e existe A > 0 tal que ||f(t,y) — f(t, 2)|| < M|y — z]|| para
todoy, z € X.

Teorema 3.5. (Unicidade) Seja f : D C R x R" — R" uma func¢dao continua que a
cada (t,x) € D associa f(t,x) € R" e localmente lipschitziana com respeito & varidvel
x, entao para cada (tg, o) € D existe uma unica solu¢ao x(t;ty, zo) de (3.2) passando

por (to, To) -
Exemplo 3.5. Considere

i =1+a*
{xm):o. (3:4)

A funcdo f(t,x) = 1+ 27 satisfaz as hipoteses do teorema anterior e portanto existe

2

Para introduzirmos a definicao abaixo com respeito a estabilidade vamos supor que

uma unica solucdo deste PVI, a saber z(t) = tgt com t € {O, z) .

F(t,0)=0, Vt € R,.

Note que para qualquer solugdo Z(t) de @ = f(t,x), pela mudanga de variaveis
x =y + &(t), e fazendo g(t,y) = f(t,y + 2(t)) — f(¢,Z(t)), obtemos que a equagao
diferencial ordinéria associada ¢ = ¢(t,y) tem y = 0 como solu¢ao, e esta corresponde
a solucao z(t) = z(t).

Logo, sem perda de generalidade, pode-se fazer as defini¢oes de estabilidade apenas

para a solu¢do nula de uma EDO (3.2).

Definicao 3.18. Seja f : [0,00)xR™ — R" satisfazendo f(t,0) = 0 para todot € [0,00).
Entao

i) a solugigo x = 0 de (3.2) € dita estdvel se Ve > 0,Vty > 0,35 =0(e, 1) tal
que |xo| < § = |x(t;to, x0)| < €, para t € [ty,00).

i) a solugao x =0 de (3.2) € dita uniformemente estdvel se for estdvel e se 0
puder ser escolhido independentemente de t.

iii) a solugdo x = 0 de (3.2) € dita assintoticamente estdvel se for estdvel e
existir b = b(ty) € R tal que |xo| < b= |z(t;ty,x0)] — 0 quando t — co.

i) a solugio x = 0 de (3.2) ¢é dita uniformemente assintoticamente estdvel
se ela for uniformemente estavel, se b na definicao de assintoticamente estdavel puder

ser escolhido independentemente de to e se para todo n >0, 3T (n) > 0 tal que

|zo| < b= |z(t;to,z0)| <7
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set>ty+1T(n).

v) a solugao x =0 de (3.2) € dita instdvel se ela nao for estdvel.

Para estudar a estabilidade de um sistema nao linear podemos utilizar uma técnica
descoberta por Lyapunoff no fim do século XIX. Esta técnica é muito utilizada até nos
dias atuais, também conhecida como método direto pois pode ser aplicada diretamente
a equacao diferencial sem a necessidade de conhecer as solugoes e permite efetuar a
andlise de estabilidade de um sistema através de uma funcao escalar do estado desig-
nada de funcao de Lyapunoff. Essa funcao pode ser encarada como uma extensao
matematica do conceito de energia do sistema. Um sistema, quer que seja mecanico,
elétrico ou de outro tipo tem dissipacao ou amplificacao de energia. Sempre que a
dissipacao for maior que a amplificacao, a energia do sistema diminuird e as variaveis
do sistema (amplitude de oscilagdo, velocidade, etc) terdo tendéncia de convergir ao
equilibrio.

A amplificacdo de energia so existe em sistemas com componentes ativos em que
existe uma transformacao de energia continua para um tipo de energia alternado ou
oscilante.

Por exemplo o sistema constituido por uma massa sujeita a agao de uma mola nao

linear, com amortecimento proporcional ao quadrado da velocidade:
mi + b|&|E + kyx + kpz® = 0.

Note que k1x + ko é a forca de restituicao da mola, a energia potencial associada

a esta forca, quando a mola se encontra na posi¢ao x é dada por

x 1 1
Vo (z) = / (gt + kot®)dt = ~oya? + 2yt
0 2 4
e a energia cinética do sistema ¢é
1
Ve(z) = gmi

entao a energia total do sistema sera
1 1 1
V(.Z') = §k1$2 + Zk'2$4 + 5 m3b2 .
Observando V(z), conclui-se que
V(z) é positiva quando x # 0 ou & # 0.
V(z) é nula quando x =0e & =0.

Calcula-se a evolugao de V(z) com o tempo e tem-se
V(x) = ki + ko + mad = (ki + ko + ma)i .

Como (k1 + kox® + mi) = —bli|d temos V(z) = —b|i|? = —bl&> = V(z) <0, isto

é, a energia do sistema sempre vai diminuindo.
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Definicao 3.19. Consideremos um sistema autdénomo
= f(x), [: Q—=R" (3.5)

de classe C*, Q C R™ aberto.

Seja V : Q0 — R uma funcao diferencidvel satisfazendo, para cada x € §Q,

_ VI Gy fa),

V(z) = v dt

ou seja, V(z) = %V(Wﬁ(t))

t=0

Seja xy wm ponto de equilibrio de (3.5). Uma fungao de Lyapunoff para xq é
uma func¢ao V : U — R diferencidvel definida em um aberto U > x, satisfazendo

as sequintes condi¢oes:

i) V(zg) =0 eV(x) >0, Yo # xp;

i) V<0 em Q

A funcao de Lyapunoff V diz-se estrita quando
ii) V < 0 em Q — {x0}.

Para as equagoes diferenciais ordinarias auténomas, do tipo @ = f(z), tem-se o
seguinte resultado sobre estabilidade.

Teorema 3.6. Seja Q2 C R™ um aberto contendo xy. Suponha que f : 1 — R € de classe
C' e que f(x¢) = 0. Suponha também que exista uma funcdo V € C1(Q) satisfazendo
V(zg) =0 e V(zg) > 0 se x # xo. Entao:

a) se V(z) <0V z € Q a solugio x = xy € estdvel;

b) se V(z) <OV z € Q—{xo} entio xy € assintoticamente estdvel;

c) se V(z) >0V x € Q—{x} entio xy € instdvel.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [9].

Aplicando esse resultado para o sistema massa-mola anterior, que pode ser escrito
na forma:

T =

. b kl k'2 3

0=——lv——xr——x
m m m

Observe que esse sistema é da forma X = f(X), onde X = (z,v), X = (4,70) e a

f(X) = (v, —£|v|v - ﬁzx - @x?’)
m

m m
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Neste caso

1 1 1
Vz,v) = §k1x2 + Zk2x4 - imv2

é o Funcional de Lyapunoff que satisfaz

. b k k
V = (kix + kox®, mu) (v, —— oo — 2z — —2x3> = —
m m

m

se (z,v) # (0,0).

Portanto o equilibrio (0,0) é estavel.






4 Resultados Basicos de EDR

Diferentemente das equacoes diferenciais ordinéarias, veremos que a determinacao
das solugoes das equacoes diferenciais com retardamento, depende nao apenas do conhe-
cimento da mesma num instante ¢y, mas sim do conhecimento da solu¢ao em um certo
intervalo anterior a ty, ou seja, para determinar a solucao de uma EDR é necessario

conhecermos uma dada funcao inicial.

4.1 Definicao

Sejam h,H com 0 < h < 00, 0 < H < o0, Cy = {p € C; |l¢|| < H}, onde
C = C(]=h,0],R") é o Espaco de Banach das aplicages continuas de [—h,0] no R"
com a norma ||¢| = sup{|e(0)|, —h < 8 < 0}, | - | denotando uma norma do R". No

caso H = oo temos Cyg = C = C.

Definigao 4.1. Sejam A, 0 < A < oo, e x(t) continua em [tg — h,to + A) com valores
em R". Seja t tal que to <t < tqg+ A. Definimos x; como o elemento de C' dado por
z(0) = z(t +6) para —h <6 <0.

Para estabelecermos um resultado de existéncia e unicidade precisamos do seguinte

lema.

Lema 4.1. Sejax € C([to—h,to+A],R"). A aplicacao F : [to, to+A] — C([—h,0],R")

com F(t) = x; € uma funcao continua.

Demonstra¢ao. Como a solugdo = é uma fungao continua em [ty — h,to + A], que é
compacto, segue que x é uniformemente continua, isto é, Ve > 0,3 > 0 tal que para
t, s satisfazendo [t — s| < 0 tem-se |z(t) — z(s)| < €.

Para t,s € [to,to + A] tal que |t — s| < 0, (pensemos em s fixado), temos
lz(t+60) —2(s+0)| <e,V0 e [—h,0]. (4.1)
Como tg <t <tp+Aentdaoty+0 <t+60<ty+ A+ 6 comé e [—h,0] logo
to—h<to+0<t+0<tg+A+0<to+A.

Consequentemente de (4.1) temos

33



34

Resultados Bésicos de EDR,

sup {|z:(0) — 2 (0)|} = [lz; —zf| < e. (4.2)
0 € [—h,0]
Portanto, Ve > 0,36 > Otal que |t — s| < 0 = ||F(t) — F(s)|| = ||zt — x| < e.

Portanto, F é continua em s, e como s é arbitrario, F é continua em [to, to + A].
m

Definigao 4.2. Seja f:]0,00) X Cy — R" uma aplicagio, a equacao

@(t) = f(t, 1) (4.3)

¢ chamada de Equacao Diferencial Funcional com Retardamento e denotada
por EDR.

Definig¢ao 4.3. Uma funcao x(t), continua em [to — h,tg+ A), 0 < A< o0, tg >0, €
dita uma solugcao de (4.3) em [ty,to+ A) se existir a derivada de x(t) em [to,to+ A)
e satisfizer a equagdo (4.3) para t € [to,tg + A).

Observacgao 4.1. Nao ¢ exigido que x(t), definida em [ty — h, to+ A), seja diferenciavel
em ty. No instante t; consideramos apenas a derivada lateral a direita. Notemos que
quando h = 0, uma equacao diferencial com retardamento se reduz a uma equagao

diferencial ordinaria.

Exemplo 4.1. Consideremos a equagao diferencial ordinaria & = x(t) , entao a familia
de solugoes dessa equagio é dada por z(t) = ce’, onde ¢ € R e basta fixarmos um tinico
valor zy € R, por exemplo z(0) = xy, para obtermos a tnica solugdo do problema de
valor inicial, a saber, z(t) = xge’ .

Agora, consideremos equacao diferencial com retardamento
T(t) =zt —1)

e a condicao inicial zg = ¢y € C([—1,0],R) no instante ¢t = 0. Neste caso o retardo é
h =1. Note que f(t,x;) = f(z;) = z,(—1), ou seja, f: C — R com f(p) = p(—1).

Pensemos em como determinar uma solucao do problema acima para ¢ > 0, conhe-
cendo a funcao inicial ¢ . Para isto consideremos intervalos de tempo de comprimento
igual ao retardo para construirmos a solugao em cada intervalo, procedemos da seguinte
forma:

Se t € [0,1] integramos a equagao diferencial acima e obtemos

¢ t
x(t) = z(0) + / x(s — 1)ds = ¢o(0) + / wo(s — 1)ds.
0 0
Portanto, sendo ¢ conhecida é possivel obter x(t) com ¢t € [0,1].

t
Agora defina ¢;(t) := ©(0) +/ wo(s — 1)ds, t € [0,1]. Para t € [1,2] temos
0

x(t) = z(1) +/1 (s — 1)ds = ¢1(1) +/1 v1(s — 1)ds.
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Ou seja, a solugao do problema é conhecida no intervalo [1, 2], repetindo o raciocinio
para t € [2,3] e assim sucessivamente, obtemos a soluc¢ao deste problema no intervalo
[—1,00).

Fica claro nesse problema que precisamos ter como dado inicial o conhecimento da
solugao no intervalo [—1, 0], ndo bastando conhecer o seu valor no instante to = 0, como

no caso da equacao diferencial ordinaria.

4.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesta secao vamos apresentar condicdes que garantam a existéncia de solucao da

equacao diferencial com retardamento (4.3), onde
f:]0,00) x Cyg — R"
com 0 < H < 0o e com condigao inicial 2y, =9 ; tg > 0 e ¢ € Cy.

Defini¢ao 4.4. A funcao x(t), continua em [t — h,to + A), A > 0, diferencidvel em
[to, to + A), € chamada uma solugao de (4.3) com fung¢do inicial ¢ em t, se:
i)xy € Cy parato <t <tg+ A

i) Ty =1

iii) &(t) = f(t,x;) paraty <t <ty+ A.

Definigao 4.5. Dizemos que f(t, ) satisfaz a condigao de Lipschitz ou é lipschitziana

relativamente a @ em [0,7] x Cg, , 0< Hy < H, se ezistir L = L(1, Hy) tal que

[f(t,@2) = [t 01)| < Lljwa — @nll, para 0 <t <7 e 1,05 em Ch,.

Definicao 4.6. Dizemos que f(t,¢) € localmente lipschitziana relativamente a ¢
em [0,00) x Cy se f(t, ) for lipschitziana relativamente a ¢ em [0, 7] x Cy,, para todo
7,0< 7T <00 epara todo Hy, 0 < H < H.

Lema 4.2. O conjunto dado por
F= {x S C([to - h,to + A],Rn>, HLEH < H1 € Tyy = .T(t[] + 0) = w<(9) ,6 S [—h,O]}
€ um espaco mélrico completo.

Demonstracdo. E facil ver que F é um espaco vetorial. Mostremos que F é um espaco

métrico, para isto defina a seguinte fung¢ao em F' X F' :

d(z,y) = [z —yll = sup  [z(t) — y(@)| = max |z(t) — y(t)].
t € [to—h,to+A] t € [to—h,to+A]

Mostremos que d(x,y) é métrica. De fato,

i) Dados x,y € F, provemos que ||z —y|| >0e |z —y|| =0z =y.
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A afirmacao ||z — y|| > 0 ¢é valida por definicao. E mais:

-yl = t)—y()|} =0&
le =yl =, max  {la(t) = y(t)]}

lz(t) —y(t)| =0 < z(t) = y(t), Vt € [to — h,to + A].

ii) Dados z,y € F, entao

d(w,y) = max {Jz(t) —y@)|} = max A{ly(t) — =)} = dy,2).

te [t()fh,t0+A] te [tofh,t0+A]

iii) Dados z,y, z € F mostremos que d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

dw,2) = max  el) =20} = _ max {Jz(t) —y(t) +y(t) —2(0)[} <

t € [to—h,to+A] —h,to+A]
t) — t)—z2(t)|} =d d .
o {le() y()|}+te[t§r_lg§o+A]{ly() 0)l) = d(z,y) + dly, 2)

Portanto F é um espaco métrico.

Provemos agora que F' C C([to — h,to + A],R™) é completo. Pelo Teorema 3.1
basta verificar que F & fechado, pois C([to — h,to+ A], R") é Banach. Seja (z,,),eny uma
sequéncia em F', isto é,

(xn)nEN € C([to - h7t0 + A]an)v ||‘Tn|| S Hl

e x,(to +0) = ¢¥(0); 0 € [—h,0] e suponha que =, — f € C([to — h,to + A],R")
(uniformemente). Mostremos que f € F.

Afirmamos que || f|| < H; . De fato, como (z,,) é definida em F', ||z,| < H;,Vn € N.
Considere a, = ||z,|| € R e a, — || f||-

/1l = Hy

Vamos supor, por contradi¢ao, que ||f|| > H;. Entao para ¢ = 5

> 0,
dny € N tal que |a, — || f]|| <&, Vn > ng e assim,

A= I+ Hy ||f||
jan = Al < —5— & —— —Ifl < 5— e
171 +H1 <a, < A=
2 T2
Entao,
o H _H H
ol = a > WLEH WL I gy s

2 2 2 2 2
O que é uma contradi¢do. Portanto, || f|| < H; .

Mostremos que f(to+60) = () , V0 € [—h,0].

Sabemos que z,, € F, x,, — f uniformemente, e que z,,(to+60) = ¥ (0), 6 € [—h,0].
Entdo lim z,(to +6) = f(to + 0) . Portanto, f(to +6) = 1(0) , VO € [—h,0]. Logo F
é fecha?lgog portanto completo.

]
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Teorema 4.1. Seja f(t, ) continua e localmente Lipschitziana relativamente a ¢ em
[0,00) x Cy. Entao, para qualquer ty > 0, ¢ € Cy, existem A > 0 e uma fun¢ao x(t)
definida em [to — h,to + A), que € solucio de (4.3) com fungdo inicial 1 em ty. Ainda
mais, esta solugcao € unica.

Demonstracao. Considerando o espaco F' como no Lema 4.2 e
T:F — C([to — h,t() + A],Rn)
que a cada z € F associa uma fun¢ao Tz onde Tx : [tg — h,to + A] — R" dada por:
Tx(to+0) =(0), 6 € [—h,0]
t (4.4)
Tx(t) = ¥(0) +/ f(s,xs)ds; t € [to, to+ A
to

Provemos que T tem ponto fixo, para isso utilizaremos o Teorema 3.2.
Primeiro vamos mostrar que 7', para A conveniente, é uma aplicagdo de F em F,
ou seja, |Tx|| < Hy, Vx € F.

Para um nimero A > 0 qualquer e t € [tg,to + A], temos

(0] = [0(0)+ /t:f(s,xs)ds

< [(0)] + / (s, )lds <

to+A

to+A
B(0)] + / s 2)lds < 0] + / (s, |ds.

to to

Fazendo a restricio A < 1 e observando que ||z4|| < H; com tg < s <ty + A, segue

que para s € [tg,to+ 4],

[f(s,z)l = | (s, 25) + F(s,0) = f(5,0)] < [f(s,20) = f(5,0)| +[[(s,0)] <
L|xs—0||+k<LH, + k,

onde k= sup |f(7,0)| e L = L(to + 1, Hy).
TE [to,to—&-A}
Entao |Tz(t)| < |[¢| + (LHy + k)A, para t € [to,to + A].
Por outro lado, como |[[1)|| < Hj, por hipdtese, resulta que existe Hy tal que

V|| < Hy < Hy. Logo |(Tz)(t)| < Hy+ A[Hy L + k] < Hy, para A conveniente.

Hy — H .
ﬁ} Assim | Tz| < H,.

Agora, para t € [tg — h,to], Tz = e ||¢|| < H;.

Portanto, T é uma aplicagao de F' em F.

Consideremos A < min« 1,

Provemos que 7' é uma contracao, ou seja, existe § € R, 0 < < 1 tal que
[Tz — Tyl < Bllz —yll, Vo, y € F.

Escolhemos agora A nao s6 com a indicagao anterior, mas também com a exigéncia
1
A< —.
L
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Dados z,y € F, por deﬁni(;éo (Tx)(to +0) = ¥(0) e (Ty)(to + «9) ¥(f), com
h <8< 0 (Ta)) = v /fsxdwwmx> 0(0) + | (s p.)ds para

to

to <t <to+ A. Entao \Ta:() ()| =0paraty—h <t <tg eparat € [ty,to+ 4]

temos

(Ta(t) - Ty(t \ /fsa%—W@ /f@ww>

W@+Lﬂ%m%— /75%

/US% smms/ Nz — yalds.
to

Como ||zs — ys|| < ||z — y|| para s € [to,to + A, pois —h < 6 < 0 o que implica
to—h<-h+s<0+s5<s<ty+ A. Assim,

/fsa:s— f(s,ys)ds| <

s = ysll = S |24(0) — ys(0)] =

sup fo(s+0) —y(s+0)| < sup  fa(t) —y(t)| = |lz —y.

0 € [—h,0] t € [to—h,to+A]
Logo |(Tz)(t) — (Ty)(t)| < AL||x — y|| para to — h <t <ty + A, com
) 1 Hy—H,
A< - —
mm{ T H1L+k:}

Portanto T é uma contracao, pois A L < 1.
Note que para provar a existéncia de solucao basta verificar que T : F' — F definido
em (4.4) tem ponto fixo, pois esse ponto fixo correspondera a solu¢ao do problema de

valor inicial

{ &= f(t, )
x(ty) = 1,

j& que, se integrarmos a equacao diferencial de ¢y a ¢, obtemos

x(t) = x(to) + / f(s,xs)ds = (0) + / f(s,xs)ds = Tx(t), para t € [to, to + Al.

Pelo Teorema 3.2 do Ponto Fixo de Banach existe uma e s6 uma funcao z € F tal

que Tx = x. Em outras palavras, existe uma s6 funcao x € F tal que z(to+6) = (),
—h <60 <0ex(t)=1(0) +/ f(s,xs)ds para to < t < tg+ A.
to
]

Observacao 4.2. No caso em que supomos f(¢, ) apenas continua podemos provar
a existéncia, mas nao a unicidade de uma solugao da equagao (4.3) com uma condigao
inicial dada, em um intervalo [to —h, o+ A), com A suficientemente pequeno. A prova,
neste caso, pode ser feita como uma aplicacao natural do Teorema do Ponto Fixo de
Schauder.
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Exemplo 4.2. Considere o PVI

Vamos construir de forma recursiva, a sua tnica solucao.

(i) Para t € {O, 3;} ,

t
z1(t) = x(0) +/ x(s — 3—7T>ds = —cos(t — 3—7T> = sen .
; 2 2
(ii) Para t € {37%, 37r},

3 t 3 t 3
m(t)=x1<§) +/32ﬁx(s—;)ds:—l—k/?sen(s—g)ds:
3\ |* 3T
—1—cos|s— — = —cos|{t—— ) =sent.
2 J\sx 2

(iii) E assim sucessivamente, temos

(t) =
sent, t e [0,00).

Se considerarmos outro PVI dado por

Analogamente ao caso anterior a solugao é obtida de forma recursiva e é dada por:

-3
t, t —.0
cos t, E{ 9 ,]

(t) =
cost, tel0,00).

Este exemplo ilustra um dos importantes contrastes entre EDOs e EDRs, pois para
equacoes ordinarias nas condicoes do Teorema de Existéncia e Unicidade, as solucoes
de uma mesma equacao, com condicoes iniciais diferentes nunca se interceptam, dife-
rentemente do que constatamos no exemplo acima, em que as funcoes sent e cost se

interceptam em infinitos pontos.
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4.3 Extensao de Solucoes

Daremos algumas propriedades relativamente ao problema de extensao de solucoes
da equagao (4.3). Indicamos por z(¢; o, ¢) a solu¢do da equacio diferencial com retar-
damento (4.3) cuja funcao inicial em ¢y é . Consideremos agora as seguintes hipoteses:

i)f(t,x;) é¢ uma funcdo continua que leva conjuntos de [0,7] x Cpy, em conjuntos
limitados do R", paraV 7, H;, 0 <7 <00, 0 < H; < H.

ii) Se z(t) e y(t) s@o duas solucoes definidas em algum intervalo comum, digamos o
intervalo [to—h,to+9), 0 < § < oo, com x4, = Yy, entdo x(t) = y(t), Yt € [to—h,ty+9).

Usamos x4 (1o, ) para indicar o elemento de C' dado por z,(to, v)(0) = x(to+0, to, ).

Observagao 4.3. Poderiamos substituir a hipotese i) por:

i’) a fungao f(t,z;) é completamente continua.

As propriedades 1, 2 e 3 descritas abaixo sao verdadeiras relativamente ao problema
de extensdo de solucoes de (4.3), supostas satisfeitas as condicoes (i) e (ii).

Propriedade 1: Se z(t) definida em [ty — h,to + 0) com 0 < § < oo, & solugdo de
(4.3) e se, neste intervalo, |z(t)] < H < H, entdo z(t) pode ser estendida a [t,—h, t+4].

Demonstra¢ao. Mostremos que podemos estender a solugao de (4.3) em [ty — h, o+ .

A demonstracao segue do Critério de Cauchy, considerando

x(t) = x(to) +/t f(s,xs)ds

e usando a hipotese i).

Seja (t,)neny uma sequéncia arbitraria, onde t, € [to,to + 0), tal que ¢, — to + 6.
Mostraremos que existe lim x(t,) para definirmos z(ty + §) como sendo o valor do
limite. A

Como (z(t,)) é uma sequéncia em R", basta provar que é de Cauchy, ou seja,
Ve>0, Ing € Ntal que se m,n >ng = |x(t,) — z(tn)| <e.

Note que

() — x(tm)] =

o{to) + / Fs.ayds = oltn) - | Fls,2)ds

C

/tt" s, 0)ds

Usando a hip6tese (i), como [t t,] C [0,7], e ||z,|| < H < H, segue que

S/tn|f(s,x5)|ds.

F ={f(s,25),5 € [tm,tn], 75 € C,}

é um conjunto limitado do R".
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Logo existe M > 0, tal que |f(s,z5)] < M, ¥V s € [ty, ta].
Assim .
\z(tn) — x(tm)] < / Mds = Mlt, — t,|. (4.5)
th

Como t, € R, e (t,) é convergente, segue que (¢,) ¢ de Cauchy. Logo existe N € N
€ :
tal que V m,n > N, tem-se |t,, —t,| < i Dado ¢ > 0, basta considerar nyg = N.
Utilizando essa tltima desigualdade em (4.5), temos
€

M

2(tn) — (t)| < Mty — t] < M— =¢.

Segue que (z(t,))ne n € de Cauchy, o que implica em ser convergente. Logo existe
T tal que lim z(t,) = . Defina z(ty + 0) = .
n—oo

Note que z(t) é solu¢ao do PVI parat € [tg—h,ty+0), por hipotese. Parat = ty+4,

note que x(t) é continua em ty + 6, pois z(tg +0) = = = lim z(¢,).
n—oo
tn
z(t,) = z(to) +/ f(s,zg)ds, para t € [ty — h,to+0).
fo tm to+o
Mostremos agora / f(s,x5)ds — / f(s,zs)ds, quando n — 0.
to to

t
Com efeito F(t) = / f(s,x5)ds, com t € [tg,tg + 6] é continua em ¢ e mais, é
to

derivavel em t. Portanto,

tn t0+5
z(ty) = xo + / f(s,x5)ds — zo + / f(s,x5)ds =& = x(tog +9)
to

to

to+0
o que implica x(ty + J) = z(ty) + / f(s,z5)ds.

to
t
Assim, z(t) = z(ty) + / f(s,z5)ds, YVt € [ty to + 9.
to
[

Observacao 4.4. Necessitamos da hipotese i) para aplicar o Critério de Cauchy,
porque num espago de Banach de dimensao infinita, como é o caso de C'([—h,0],R"™)
com h > 0, uma bola fechada nao ¢ um conjunto compacto e portanto, nao podemos

garantir que uma funcao continua, seja limitada em uma bola fechada.

Propriedade 2: Suponhamos que z(t) seja solugao de (4.3) tal que |z(t)] < H < oo
para to — h <t < t". Entdo tt = oo.

Demonstracdo. Suponhamos t© < +o00. Entdo pela Propriedade 1 podemos estender
z(t) até tT como solugio de (4.3), isto &, z(¢) € solugao de (4.3) com t € [to — h,tT), 0

que é contradicdo. Segue que tT = +o00. L]

Propriedade 3: Em geral, ndo podemos estender x(t,y,¢) como solucio a es-

querda de [ty — h,tT), isto é, ndo podemos garantir a existéncia de § > 0 e de uma
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funcao z(t) definida em [ty — 6 — h,t1), 2(¢) coincidindo com z(t, ty, p) em [ty — h,t™)
tal que #(t) = f(t,z;) para to — 0 <t < t*.

Por exemplo, se ¢ € C tal que p(f) nao tenha derivada esquerda para 8 = 0,
entdo z(t,ty, ¢) ndo admite prolongamento a esquerda qualquer que seja ty > 0. Mas

um prolongamento a esquerda nao ocorre, em geral, mesmo que () seja diferenciavel.

4.4 Desigualdade Fundamental

Para estabelecermos uma importante desigualdade necesséaria no estudo de estabi-
lidade, precisamos provar o seguinte resultado.

Lema 4.3. Set € [ty, 7], entio ||xi(to, p2) — xi(to, p1)|] < X700y — 1] se, e
somente se, [a(; o, 92) — ot tor 91)] < 4|0y — 1|, onde L = L(r, Hy)

Demonstracao. Por hipotese, temos

[l22to, @2) = wito, o)l = Sup ]{!l’t(to, 2)(0) = zo(to, 1) (0)} < "y — g
€[-h,0

O que implica, para 6 € [—h,0],

|z(t + 05 t0, p2) — (t + 0310, p1)| <
sup {|z(t + 03 to, p2) — x(t + O to, 1)} < ") |oy — 1]

0e[—h,0]
para qualquer ¢ € [to, 7], entdo [z (t+0; to, p2) —x(t+0; g, 1) < "7 [y— 1],
V8 € [—h,0]. Em particular para 6 = 0, temos

(£ t0, p2) — 2(tr 0, 01)| < 207 ||oy — ||, to <t < T

Reciprocamente, ||z;(to, ©2) — :(to, ¢1)|] < eXE710)||@y — 1| esta satisfeita para
t =ty e mais, vale a igualdade.

Vamos demonstrar o resultado, considerando a divisao de (to, 7]:

(i) t € (to,to + h)

(ii) t € [to + h, 7]

(i) Para t € (to,to + h) fixo, defina:

<p1(9), 0 e [—h,to — t]
x(t+97t07901)7 96 (to—t,O]

(to; p1)(0) = {

©2(0), 0 € [—h,ty—1]

To(to; 2)(0) = { x(t+0;to, 2), 0 € (to—1t,0]
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L(

Para 0 € [—h, 0] e observando que t >ty = t—t; >0 = X% > 0 =1 temos

|z¢(to, 2)(0) — z(to, 1)(0)] = |@2(0) — ©1(0)] < ||z — 1] 1 <
€L(t_t0)||(,02 — (p1||, V 6 - [—h,to — t]

Portanto

2(t + 0;to, p2) — x(t + 05 to, p1)| < 207100y — 4| <

eHt10)| |y — 4|, para todo 6 € [ty — ¢, 0].

E como o supremo ¢ a menor das cotas superiores, segue que

S[up ] |4 (to, 2)(0) — w4(to, 1) ()] = ||7e(to, p2) — e(to, pr]| < X7 pa — 1] 0
fe[—h,0

que conclui a demonstragao.
(i) Para t >ty + h, vale a seguinte desigualdade

|2(t;to, 02) — z(tito, 1) < 7|y — 1.

Note que se 0 € [=h,0l et >tg+h = t+0>tg+h+0>tg+h—h=t.
Portanto, t+ 60 > ty. Aplicando ¢ + 6 em (4.4) temos

|2 (t =+ 6; 1o, p2) — (t + 05 to, 1)] < "y — 0y]|. (4.6)

Como f(t) = el*=%) ¢ crescente, entdo se

t + 0 — tO S t — tO = eL(t+0_tO) S eL(t—to)‘

Voltando em (4.6), e usando a observagao anterior, temos

|z (t + 050, p2) — x(t + b5 to, 01)| < sup  |x(t + ;t0, p2) — x(t + b5 0, 1) <
0e[—h,0]

sup eXH0710)| [0y — || = eE10)| oy — 4.
0e[—h,0]
Logo,
|| (to, 92) — @e(to, o1)|| < X700 — 1.

A desigualdade a seguir estabelece a continuidade de (¢, tg, ¢) em relagao a .

Teorema 4.2. Seja f :[0,00) x Cyg — R" continua e localmente lipschitziana. Dados
to >0, @1, po € Cy, sejam x(t;to, 1) € x(t;to, p2) definidas em um intervalo comum
[to — h, 7], to < T <00, com ||z:(to, p;)|| < Hi < H, to <t <7, j=1,2. Entao,

||$t(t0, <P2) - $t(750,801)|| < eL(t_tO)H@? - 901||a to <t <7, onde L = L(r, Hl)-
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Demonstracao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que

|f(tp2) — f(t,01)| < Lllpa — 1)l

para o1, o € Cy,, po2 # @1 et € [0,7] onde L = L(7, Hy) é a constante de Lipschitz.

Pelo Lema 4.3, basta demonstrar que

[z (t; to, p2) — (L5 to, 1) < e L{t=to) |2 —@u], to <t < T (4.7)

A desigualdade (4.7) esté satisfeita se o9 = @1 e também é verdadeira para t = tg,
com @1 # pa.

Para @) # 5, suporemos que (4.7) ndo seja verdadeira. Entdo existem ¢ € (to,7)
e uma sequéncia (t,,)me N, tm > t, € t, — t, de modo que

[2(F, to, p2) — 2(E, 1o, 1) = €[y — 1| (4.8)

e
|2 (tm, to, 92) = (tm, to, 1) > "m0 |py — 1], (4.9)
pois se chamarmos M (t) = |z(t; to, v2) — x(t; to, p1)| e G(t) = X1 ||y — 1|, ambas

sao continuas em t e M(ty) < G(tp), como estamos supondo que existe ¢ tal que
M(t) > G(t) entdo deve existir £ € (to,f) tal que M(#) = G(f) e daf existe uma
sequéncia (t,,), que satisfaz t,, >t com t,, — t quando m — co.

1
Multiplicando (4.8) e (4.9) por 7 > 0 e subtraindo (4.9) de (4.8) obtemos

m

; |2 (tm, to, p2) — @(tm, to, 01)| — |2(E; to, 2) — z(E; to, 1)|] >

tm —

eL(tm—to) _ eL(tltO)

_ [ehtm=to) — L))oy — gy || =

t — 1 tw — to — (L — to) o2 = nll

Chamando At = t,,—t, entdo fazer m — 00, é equivalente a fazer At — 07 . Calculando

o limite obtenilos
hmAmoJr [|37(t + At to, 2) — z(t + At, to, 1) — |2(E, to, p2) — 2(t, to, 01)]] >

Y = Lo =l (410
lim = Yo — @1]] = Le" " |pa — 1], 4.10
m=o0 (ty, —to) — (L — to)

considerando f(t,,) = e**m =) temos f(f) = Le 1),

Agora sejam K > 0 e ¢y > 0 tais que

[#(F, to, 92)—(E, o, 1) < K < K++eo < Lllailto, p2)—i(to, 1)|| = Le" )| oa—u .
(4.11)
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Dado V ¢y > 0, 3 9 > 0, tal que

1 ) R - -
E’[l’(t + At, to, 902) - SL’(t + At, to, 901)” - |[SU(t, to, (102) - l’(t,to, (101)” <
|2 (¢, to, pa2) — (L, to, p1)| + €0,

para 0 < At < ¢y. Usando (4.11), temos

1 - - - -
EHx(t + At b, o) — x(t + At, o, o1)| — |2(t, to, 02) — 2(t, 1o, @1)|] <

< |i(t, to, p2) — @(t,to, 1) + €0 < K + €9 < LeL(g_tO)HSOQ — 1]l

para 0 < At < .

Portanto,

— 1 ~ - - ~
hmAt—>0+Kt“x(t + At,tg, p2) — x(t + At, to, 1) — |2(t, to, p2) — x(t, to, 1)|] <
Le* =0 py — o],

0 que é uma contradi¢do com (4.10).






5 Estabilidade e o Segundo Método
de Lyapunoft

Neste capitulo introduziremos os conceitos de estabilidade, e motivado pelo caso
ordinario apresentaremos um importante método para o estudo de estabilidade para
equacoes diferenciais com retardamento.

Durante todo o capitulo, assumiremos que as condicoes (i) e (ii) do inicio da se¢ao

4.3 do Capitulo 4 estejam satisfeitas relativamente a equacdo (4.3) dada por

T = f(t, l't) s

em [0,00) x C.

5.1 Definicoes de Estabilidade

As definicoes de estabilidade desta secao serao dadas em relacao ao ponto de equi-
librio x = 0 da equagao (4.3). Para isto, vamos supor que a origem seja um ponto de
equilibrio de (4.3), isto é, f(t,0) =0, t > 0.

Observagao 5.1. Quando a equacao ¢ = ¢(t,y;) tem um ponto de equilibrio y* # 0,

consideramos a mudanca de varidavel z =y — y* e dessa forma

o(t) = yt) = g(t,y)) = g(t, v +y;) — g(t, y7).

Denotando f(t,x¢) = g(t, z +y;) — g(t,y;) tem-se f(¢t,0) =0, Vt, ouseja, z =0 é
equilibrio da equacao @(t) = f(t, z;).

Portanto, basta que as defini¢coes sobre estabilidade sejam dadas com respeito ao

ponto de equilibrio z = 0 de (4.3).

Definicao 5.1. Dizemos que x = 0 ¢ estdvel se dados ¢ > 0 e ty > 0 existe
d=10(e, to) > 0 tal que ||| < e t >ty implicam ||x(to, ©)| <e.

47
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No caso de uma equacao diferencial ordinaria & = f(t,z), f(t,0) =0, se (e, to)
puder ser determinado de acordo com a definicao acima para algum t, = {,, entao
d(e, to) podera ser determinado para qualquer ¢, > 0. Isto se deve ao fato de que
a aplicagdo que associa zg — z(to, to, To) induz um homeomorfismo entre duas vi-
zinhangas de z = 0, desde que f(t, x) seja continua e satisfaga alguma condigao de
unicidade para o problema de valor inicial.

Para verificar que a afirmacgao acima ¢ verdadeira para EDO, basta considerar o
resultado abaixo.

Teorema 5.1. Suponha que f(t,z) seja continua para qualquer (t,x) € A, A é aberto
do R"™ . Se x(t;ty, x0) (com x(ty; Ly, 10) = o) € a tinica solucdo da equacdo diferencial
ordindria & = f(t,z) em [a,b], entdo existe uma solucdao x(t; s,n) dessa mesma equagao
definida em [a,b], para quaisquer s, mn suficientemente proximos a to,xo, € € uma

fungao continua de (t,s,n) em (t,ty, xo) .

Demonstrac¢ao. A solugao x(t,s,n) é uma fun¢ao continua de s,n e é uniformemente
continua em ¢, com t € [a,b].

Assim, Ve > 0, temos
1. 361 > 0 tal que |z(t, s,m) — x(t, o, x0)| < g, se ||(s,n) — (to, o)|| < 0

2. 36, > 0 tal que se t € [a,b], entdo |x(t,s,n) — x(7, o, xo)| < g, desde que
’t — T| < (52

Considere 6 = min{dy, d2} , tem-se

|z (t;5,m) — (7 to, )| <

_ _ — 13 19
|z(t;5,m) — x(t; Lo, xo)| + |2(t; o, 20) — (T3 L0, T0)| < st5=¢

]

A conclusao da prova da existéncia do homeomorfismo entre vizinhancas de x = 0
para EDO esta feita na referéncia [3].

Um tal homeomorfismo nao existe para o caso de equacoes com retardamento posi-
tivo. Ilustremos essa observacao através do seguinte exemplo que mostra a existéncia de
dois instantes iniciais de modo que para um deles a condicao de estabilidade é satisfeita

e para o outro nao.

Exemplo 5.1. Consideremos a seguinte equacao diferencial com retardamento

i = b(t).x<t—3§>,

onde
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b(t) =0, para 0<t<37m/2,
b(t) = —cost, para 3m/2 <t <3m,
b(t)=1, para t> 3.

Procedendo a construcao da solucao em intervalos de comprimento do retardo

temos:
3T
Parat € |0, 5| observamos que

3 -3 3
&t = 0 = xz(t) é constante. Mas, 0 < ¢t < g = Tﬁgt—ggo. Logo,
x(t) = ¢(0) nesse intervalo.

3
Parat € {;, 37?] , Observamos que

() = —Costx<t _ %”) (1) = —(0) cost.

Integrando os dois lados, temos:

2(#) —x(?’;) - /t —p(0) cossds —> x(t) = x(%ﬂ) — (0) /t cos s ds —>

3m

2

= ¢(0) — (0) (sent - sen3§> = ¢(0) —p(0)sent — (0).

3
Logo, z(t) = —p(0) sent, para t € [g, 371'].
97
Parat € {3%, 5| observamos que

i) =1 x(t—%) — x’(t):x(t—gg) — () = —(0) sen (t-%”).

9 3 3
Como37r§t§—7r:>—7r<t——7rg37r.

z(t) — x(3m) = /3; —(0) sen <s - 3?”) ds —
z(t) = z(37) — (0) /3: sen (s - %”) ds —
37\ | 3r

= 2(t) = ¢(0) cost — 5 =

3

3 3
©(0) (cost cos ; + sentsen ;) = p(0)sent.
Procedendo de forma analoga nos intervalos seguintes concluimos que

$(t>:{ 0(0), 0<t<3m/2

—p(0)sent, t>3n/2.
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Note que para t; = 0 a condicao de estabilidade ¢ satisfeita, por outro lado se

3 .
to = 37 temos que nossa equacao fica na forma = =z (t — 57?) para t > 37, e assim

para a raiz lambda da equagao \ = e3mA2

, obtida pela interseccao dos graficos das
funcoes f(A) = A e g(A) = e ¥™2 temos que z(t) = ce™ & solucdo para todo ¢ € R.
Como \ce“\ — 00 quando t — oo, qualquer vizinhanca da funcao inicial zero existe
uma infinidade de fungoes iniciais ¢ de modo que | z(t,37, ) | > oo com t — oo}

assim, a condicao de estabilidade nao esta satisfeita para ty = 3.

Definicao 5.2. Dizemos que x = 0 € uniformemente estdvel se dados ¢ > 0 e
to > 0 existe 0 = 6() > 0 tal que ||¢|| < et >ty implicam ||x(to, )| < €.

Definicao 5.3. Dizemos que x = 0 é assintoticamente estdvel se a Defini¢cao 5.1
¢ satisfeita e a todo ty > 0 corresponde p = p(to) > 0 tal que ||¢|| < p  implica
x(t,to, ) = 0 com t — o0.

Definicao 5.4. Dizemos que x = 0 é equiassintoticamente estdvel se dados € > 0
ety > 0 existem p = p(to) >0 eT =T(e) >0 de modo que ||| <pet>tg+T
implicam  ||x(to, @)|| < €.

Definicao 5.5. Dizemos que x = 0 é uniformemente assintoticamente estdvel
se a Definicao 5.2 € satisfeita e existe p > 0 de modo que a todo € > 0 corresponde
T(e) >0 tal que se ||| < p ety >0, entao ||z:(to, )| < e parat >ty+T(e).

Definicao 5.6. Dizemos que x = 0 é exponencialmente estdvel se existem cons-
tantes positivas p, ae B de modo que se |¢|| < p entdo ||zi(ty, ©)|| < - e )| ||
parat >ty > 0.

Definicao 5.7. Dizemos que x = 0 é globalmente assintoticamente estdvel se

H = oo e a Defini¢ao 5.3 € satisfeita com p(ty) = 0o .

Entre as defini¢oes acima, as seguintes implicagoes podem ser verificadas:

(Def.5.6) = (Def.5.5) = (Def.5.2) = (Def.5.1)

(Def.5.6) = (Def.5.5) = (Def.5.4) = (Def.5.3) = (Def.5.1)

De fato:

(Def.5.6) => (Def.5.5) :

Por hipotese, temos que existem constantes positivas py, age Sy com ||| < po tal
que [[z:(to, p)|| < Bo - el com ¢ >85>0,
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—Oc()(t—to)

Como e — 0 quando t — oo, entao dado 3 , existe T, > 0 tal que para
0 Po
€
qualquer ¢ > to + 7. tem-se e~“0t—t) < 5— )
0 Po
Agora, mostremos que 3r > 0 tal que Ve > 0 corresponde T'(¢) > 0 tal que [|¢|| < r

e to > 0 implicam ||z(to, )| <e, Vt>to+T(e).

De fato, basta tomar r = pg e dado &, escolha T'(¢) = T acima, pois

loll < po = = Jlzelto, @) < o - = llgl] < forpoe ) < Bz =

Agora, mostremos que x = 0 é uniformemente estavel (Def. 5.2), isto é, Vi > 0 e
to >0, 36>0tal que ||p| <0 et>tyimplicam ||x:(to, )| < 7.
De fato, dado n > 0 escolha § < min{py, g} Assim, se ||¢|| < d e, como § < pg,
0

temse [lzo(to, o)l < B =" lpl] < o llgll < o6 < 6o 5 =1

As implicacoes (Def.5.5) = (Def.5.2) e (Def.5.2) = (Dng.E).l) sdo imediatas.

(Def.5.5) = (Def.5.4) :

Devemos mostrar que Ve >0ety >0, dpg=po(ty) >0eT =T(c) >0 tal que
lell < po et > to+ T implicam ||z:(to, )| < €.

Basta tomar pg =pe T =T(e).

(Def.5.4) = (Def.5.3) :

Primeiramente devemos provar x = 0 é estavel, isto é, Ve > 0, 4 M, > 0 tal que se
t > M. entao |z(t;to, p)| < €. Por hipotese, temos a validade de (Def. 5.4), ou seja,
dados € > 0 e ty, existe p = p(ty) e T'(¢) > 0 tal que ||¢|| <pet>ty+T(c)+h =
lz1(to, ©)|| <& Ou seja,

lzi(to, )| = sup |z(t+ 050, 0)| <e = |z(t + O;t0, )| < €,Y0 € [—h,0].
0€[—h,0]

Como —h<0<0=t+0>t—h =t—h>t+T(c) = t>to+T(e)+h.

Basta tomar M, =ty + T'(e) + h.

Agora, mostremos (Def. 5.1), ou seja, Ve > 0 ety > 0,35 = d(e) > 0 tal que
lell <det>ty = [lalto, p)ll <e.

Dado e > 0 fixoe tp > 0,3p(ty) > 0e T =T(c) > 0 tal que ||¢]| < p =
|z (to, @)|| <e,Vt>to+T(e).

Considere o intervalo [tg, T(g)], por hipotese a cada t € [to, T(¢)], Ip = pz de
modo que [|[¢| < pr e assim temos ||z:(¢,v)|| < € e pelo Teorema 4.1 ||zz(ty, p)|| < e
para todo t >t + T (e).

Considere 0(g,ty) = min{inf{ps; t € [0,T(¢)]},e}.

Note que inf{p;; t € [0,7(¢)]} existe pois a cada par (to, ) a solugao x(t;to, )
com t € [ty, T(g)] é limitada.

Entdo, dados € > 0, o > 0, 35(e,t9) > 0 tal que ||¢|| < & implica ||z,(to, ©)|| < €
para todo t > tg.

A implicacdo (Def.5.3) = (Def.5.1) é imediata.

=£.
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Nao é, em geral, verdade que (Def.5.5) = (Def.5.6), como podemos observar no

X )
exemplo & = —2°, dada z(t) = 0 solucao de & = —z%. E claro que

/14222t — to)
para toda condicao inicial zp € R, tem-se

Zo
V14 222(t — o)

logo (Def. 5.5) esté satisfeita. Porém (Def. 5.6) nao esté satisfeita, pois a funcao
—a(t—to

— 0 quando t — o0

e )|zo| tende mais rapidamente a zero que x(t), independentemente da condicio
inicial xg .
Contudo, se f(t, ) é linear em ¢, entdo a estabilidade assintotica uniforme implica

a estabilidade exponencial. A prova desse fato pode ser encontrada em [2].

5.2 Segundo Método de Lyapunoff

Seja ¢(t) uma funcao escalar continua definida em [a,b), b < co. A expressao

glt+r) —9)

lim, o+

tem sempre significado podendo ser +00 . Este limite é denotado por ¢(t) . No caso em
que g(t) é diferenciavel, ¢(t) coincide com a derivada de ¢(t) no sentido usual.
Com relagao a derivada de g(t), tomada no sentido acima, temos os seguintes lemas

que sao fundamentais no Segundo Método de Lyapunoff.

Lema 5.1. Seja g(t) continua com ¢(t) <0 (g(t) >0) para a <t <b. Entao g(t) é

nao-crescente (nao-decrescente) em [a,b) .

Demonstragao. Consideremos o caso ¢(t) < 0. (Analogo para o caso §(t) > 0).

Mostremos que se para quaisquer ty, ty € [a,b), com t; <ty (a < t; <ty < b),
entdao g(t2) < g(t1). Basta provar que para todo € > 0 vale g(t2) — g(t1) < e (t2 —t1).

Supomos que nao seja verdade. Entdo existe ¢g > 0 tal que G(t3) > 0, onde
G(t) = g(t) — g(t1) —eo (t —t1) . Como ¢(t) < 0, existe uma infinidade de pontos ¢t em
(t1,t2) de modo que

t) — gt
9( i_fl( )
o que implica g(t) — g(t1) < eo(t — t1) ou seja, g(t) — g(t1) — eo(t — t1) < 0. Logo
G(t) <0. Entao o conjunto A = {t € (t1,t2);G(t) =0} #0.

Para £ =sup A, temos t; < <ty e G(§) =0.

De fato, suponha que supA ¢ A. Se G(§) > 0, como G é continua existe uma
vizinhanga V,.(§), r > 0, tal que G(t) > 0, Vt € V,(£). Logo, £ nao pode ser sup A e
portanto G(£) = 0.

Também temos G(t) > 0 para £ < t < ty, pois G é continua e £ = sup A (se
3t € (1) tal que G(t') = 0 entdo IE€ > ¢ tal que G(€) = 0 o que é absurdo, pois

¢ =supA). Por fim, G(S) > 0 pois G(f) = tlirgri %ﬁ(ﬁ) >0.

€0
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Como G(t) = g(t) — g(t1) — eo(t — t1) segue que G(€) = §(€) — o > 0, logo
9(5) Z €o > 07

o que contraria a hipotese.
Portanto, g(t) é nao-crescente.
[

Lema 5.2. Seja g(t) continua com §(t) < —o (§(t) > o), 0 > 0 em [a,b). Entdo,
g(t) < g(ty) — ot —to) (g(t) > g(te) +o(t —ty)) para a <tg <t <b.

Demonstragio. Seja h(t) = g(t) + ot, entdo h(t) = ¢(t) + o. Como h(t) < 0,
entdo h(t) é ndo-crescente. Pelo lema anterior, se to < t entdo h(ty) > h(t), o
que implica ¢(to) + oty > g(t) + ot, ou seja, g(tg) + o(to —t) > g(t), assim temos
g(to) < g(to) —o(t —to) . O

Defini¢ao 5.8. Seja v(t,) um funcional definido parat > 0, ¢ € Cy, isto ¢,
v(t, ) € uma aplica¢ao continua definida em [0, 00) x Cy com valores em R e considere
v(t,0) = 0,Vt > 0. O funcional v(t,p) é chamado de positivo-definido se existir
uma fungao escalar continua w(r), r > 0, tal que v(t,p) > w(||¢||) para t > 0, para
v € Cg ew(r)>0comr>0. 0 funcional v(t, ) é chamado negativo-definido se
—u(t, p) for positivo-definido.

Para todo funcional v(t,¢), to > 0, ¢ € Cg, definimos

. . —_— 1
(to, ) = 0(t, z:(to, ) = hmr%(ﬁ;[v(tO + 7, g1 (to, ) — v(to, ©)]
onde z(t, o, p) & solugao de (4.3).

Teorema 5.2. Suponhamos que exista um funcional v(t,p) positivo-definido satis-

fazendo (t, ) < 0. Entao a solugao x =0 de (4.3) € estdvel.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que x = 0 nao seja estavel. Ou seja,
suponha que existe ¢ > 0 tal que para todo § > 0, existem ¢ e ¢; tais que ||¢|| < d,
t1 > to e ||z, (to, 0)|| = €.

Note que v(t, ) é um funcional linear continuo em [0,00) x Cp, entdo v(t, ) é
continuo em (tp, ¢ = 0).

Assim, para w(e) > 0, existe &y = do(to, ) tal que |[(t9,0) — (to, )] < do, neste

caso entao ||¢|| < do, implica

[v(to,0) — v(te, V)| <w(e) = v(ty, ) < w(e). (5.1)

O que implicaria

v(ty, 1, (o, ) = w(llzn (to, P)I) = wle) > wvlto, v) = v(to, 21, (Lo, ¥))
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pela desigualdade (5.1). Ou seja,

vty zy, (to, 0)) > v(to, T4y (to, #))- (5:2)

Como v(t, ) é ndo-crescente, pelo Lema 5.2 segue que se t, < t; entdo

U<t0? xt()(toa 90)) > U(tb Tty (t17 90)) )
o que contraria (5.2). O

Definicao 5.9. Dizemos que o funcional v(t, @) tem extremo superior infinitésimo
se existir uma fungao escalar continua &(r), com r > 0, tal que |v(t, )] < &(||¢l)
parat > 0, ¢ € Cy e &(0)=0.

Teorema 5.3. Suponhamos que exista um funcional v(t, ) positivo-definido, tendo
extremo superior infinitésimo, com v(t,p) < 0. Entdo a solucio x = 0 de (4.3) ¢

uniformemente estdvel.

Demonstracao. Por hipotese v(tg, ) < &(||¢]]),¥t > 0. Como £(r) é continua e
£(0) = 0 segue que para qualquer ¢ > 0 existe § = d(g) > 0 tal que

lell < & = [€(llell) = EO)] < e = [EllelD] < e.

Assim, dado € > 0, existe § = d(g) > 0 tal que v(tg, ) < &(|lo|]) < w(e)=¢.
Segue o resultado da prova do Teorema anterior, com ¢ independente de t. O

Definigao 5.10. Seja a solugcio x = 0 de (4.3) assintoticamente estdvel. Dadoty > 0,
o conjunto:

Dy, = {¢ € Cu/z(t,to,) =0, com t— oo}

¢ chamado o centro de atracao do ponto de equilibrio x =0 em .

Observagao 5.2. No caso de um sistema auténomo, isto &, f(t,¢) = h(y), o conjunto

D,, nao depende de ty e D = D,, é simplesmente chamado o centro de atragao.

Observacao 5.3. No caso em que a origem (z = 0) é globalmente assintoticamente
estavel temos que D;, = C' = C([—h,0],R") para t, > 0.

Teorema 5.4. Suponhamos que ezista um funcional v(t,p) positivo-definido, tendo
extremo superior infinitésimo e com 0(t, ) negativo-definido. Entao, a solu¢ao x =0

de (4.3) é uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstra¢ao. Como 0(t, ) é negativo-definido, entao existe w(r), r > 0 tal que
—0(t,) > w(]|¢ll) = 0. Logo, 0(t,) < 0. Pelo teorema 5.3, temos a estabilidade

uniforme.
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Como v(t, ) é positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo, segue que
existem funcoes escalares continuas w(r) e £(r), com w(r) > 0 para r > 0 e £(0) =0,
de modo que w([[¢]]) < v(t,¢) < &([l¢l]) parat >0ep € Cp.

Sejam H; e Hy com 0 < H; < Hy < H escolhidos de modo que £(H;) < w(H3)

pois, dado 0 < Hy < H , como w é continua em [Hy, H], existe r[nin ]w(r) =a > 0.
re[Hq,H

Agora &(r) — 0 quando r — 0 pois £ é continua, entdo dado Hs, sempre existe «.
Basta tomar H; > 0 tal que £(H;) < «.

Afirmamos que ty > 0 e ¢ € Cp, implicam w;(tg, ) € Cy, paraty < t < t'.
Suponhamos que isto nao seja verdade. Entao, existem ty, ty tais que to < t; < 1

com ||z, (to, ©)|| = Hy e ||x,(to, )| = Ha . Assim,

vty x4, (to, ) < &l (to, P)) = E(H1) < w(Hs) = w({[Te(t00)]]) < V(t2; 21, (t0, ) -

Pelo Lema 5.1 existe 7 com t; < 7 < to tal que 0(7,z,(to,v)) > 0, 0 que nos leva
a uma contradicdo. Logo, to > 0e ¢ € Cy implicam x4(tg, ) € Cp, paraty <t <t*
et” = o00. Como z = 0 é uniformemente estavel, dado ¢ > 0 com 0 < ¢ < H; , existe
d = d(¢e) tal que p € Cy implica z4(ty, ) € C. paraty <t < oco.

Como o(t,¢) é negativo-definido, existe uma fungdo escalar continua o(r) com
o(r) >0 parar >0, com 0(t,p) < —a(|el) -

Sejam

=

0<vy= 5§1rn§fH2 o(r), M> OSSTuSle &|r| e T = o

Note que T nao depende de t;.

Afirmamos que ¢ € Cy, implica x;(to, p) € Cspara algum instantet, to <t <to+ T .

Novamente provemos por contradicao. Suponhamos que isto nao seja verdade.
Entao ¢ < ||x(to, p)|| < Hs para tyg <t <ty + T e, portanto,

b(t, z(to, p)) < —o(l|z:(to, ©)|) < —&LnngZ(U(T)) = =7,

para ty <t <tg+1T.
Segue do Lema 5.2 que v(t, 2:(to, p)) < v(to, ) —y(t —to) para 0 <ty <t <to+ T

e, consequentemente

v(to + T, 24y11(to, @) < v(to, ) —Y(to +T — 1) <
E(lell) =T <M —~T =0

o que é impossivel pois v(t, ) é positivo-definido (v(to + T, ) > 0).
Entdo, ¢ € C,, com p = H; implica z;(ty,¢) € Cs para algum ¢, t € [tg,to + T]
e pela estabilidade uniforme dado ¢ > 0, 0 < e < Hy, existe § = §(¢) tal que ¢ € Cs
implica z,(to, p) € C. parat >to+ 1.
]
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Dados H;, Hy como no Teorema 5.4, é possivel verificar que Cp, estd contido no

centro de atracao do ponto de equilibrio z = 0 para todo ty > 0.

Definicao 5.11. O funcional v(t,¢) definido em [0,00) x C', é dito radialmente
tlimitado se existir uma fungdo escalar continua y(r) tal que v(t, o) > v(||¢|) e

¥(r) = oo com 1 — 0.

Teorema 5.5. Suponhamos que exista um funcional v(t,p) positivo-definido, radial-
mente ilimitado, tendo extremo superior infinitésimo e com vU(t,¢) negativo-definido.

Entao, a solugcao x =0 de (4.3) € globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Como v(t, @) é positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo,
existem fungoes escalares continuas wi(r) e &(r) com wy(r) > 0 parar > 0e £(0) =0
de modo que wi([l¢l]) < v(t, 0) < E([l@]l) parat =0, ¢ € Cy.

Como v(t, @) é radialmente ilimitada, existe uma funcao escalar continua ~(r) tal
que v(t, 2) > (|l ¢ 7(r) = 00 com 1 — o0

Definindo w(r) = max{w;(r); v(r)} temos que w(r) > 0 para r > 0, w(r) — oo
com r — 00 e w(||¢l]) < v(t,v) < &(]l¢|]) . Entao, dada qualquer constante positiva
H, , podemos encontrar Hy tal que {(Hy) < w(Hs), ja que w(r) — oo quando r — o0
e w ¢ uma func¢ao continua.

Suponha que Cpy, nao esteja contido no centro de atracao do ponto de equilibrio
x = 0 para todo ty > 0, ou seja, que a solucdo z(to, ¢) com ||| < H; “escape” da regido
de atragdo, isto é, 3t , ty com t; < ty tais que ||z, (to, p)|| = Hi e ||z, (to, @)|| = He
com Hy < Hy, entdo v(ty,xy,) < &(Hy) < w(Ha) = w(zy,) < v(ta, xr,). Logo, v é
crescente, o que ¢ um absurdo pois © é negativo-definido (v deveria ser ndo-crescente).
Assim, Cy, esta contido no centro de atragao do ponto de equilibrio = 0 para todo
to > 0. Portanto, x = 0 ¢ globalmente assintoticamente estavel.

O

Os Teoremas 5.6 , 5.7 e o Corolario 5.1 dados a seguir sao bastante convenientes

nas aplicacoes como critérios de estabilidade.

Teorema 5.6. Suponhamos que ezista um funcional v(t, ) definido em [0,00) x Cg

e satisfazendo as sequintes condicoes:

1. v(le(0)]) < v(t,p) <w(p), comt>0eq@ € Cy onde w(p) € funcional em Cy ,
com w(0) =0 e y(r) € uma funcao escalar continua em [0, H) com v(r) > 0 para
r>0;

2. 0(t,p) <0 comt>0ep € Cy.

Entao a solugdo x =0 de (4.3) € uniformemente estdvel.
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Demonstra¢ao. Dado €, com 0 < ¢ < Hy, seja 0 = (), com 0 < § < ¢ escolhido de
modo que w(p) < y(¢) para ¢ € Cs. Essa desigualdade ocorre pela continuidade das
fungbes w e 7y e, além do mais, w(0) = 0, dado € > 0 sempre conseguimos encontrar y(e)
de forma que essa desigualdade ocorra. Entdo to > 0e ¢ € Cs (||¢|| < 0) implicam
v(to, ) < w(p) < y(e). Do Lema 5.1 e hipotese (b), segue que v(t, x:(to, v)) ¢ nao
crescente, entdao v(t, x:(to, p)) < v(to, ) < y(€) parat > 1.

Afirmamos que x,(to, p) € C. para t > ty, ou seja, ||z:(to, )| < e, parat > t.

Suponha que esta afirmag¢ao nao ocorra, isto é, existe um ¢ com ¢ > t; tal que
|z7(to, ©)| = €. Assim v(t, z(to, v)) > v(|z(t, to, ¢)|) = Y(¢), 0 que é uma contradigao.
Logo, ¢ € Cs com ty > 0 implicam |z(¢,tg, )| < € para t > to. Portanto x = 0 é
uniformemente estavel.

]

Exemplo 5.2. A solu¢ao nula da equacao & = —x(t)g(t,x;), onde g(t,p) > 0, é
uniformemente estavel.

Para isto considere o seguinte funcional:
ot 0) = [p(O) ,com ¢ € Cy.
Devemos mostrar as hip6teses do Teorema 5.6:

1. Afirmamos que 0(t,¢) <0
0)]* = [z(t + 0)* = [x(t)]*.
Assim, 9(t, 7;) = 2.2(t).2(t) = 2.2(t)[~x(t).g(t, x)] = —2.[x(t)]%.g(t,2;) < 0.

)
De fato, v(t, x;) = [x4(

Portanto, 0(t,x;) <0.

2. Provemos que 37 : R}, — R’ onde~(r) > Oparar >0e3 w(y); w:Cy—R
onde w(0) = 0 tal que Y(|@(0)]) < v(t, ) <w(p).

Basta definir v(r) = r*, V7. Mostremos que [¢(0)]> < w(p). De fato, considere

w(p) = [l¢]*. Como [¢| = §3£><0|s0(9)| > |¢(0)], temos [l¢|* < [¢(0)]*. Logo,

0 < [¢(0)]* < [|¢||*. Pelo Teorema 5.6 concluimos que x = 0 é uniformemente estavel.

Teorema 5.7. Suponhamos que exista um funcional v(t, ) definido em [0,00) x Cy
e satisfazendo a condicao (1) do Teorema 5.6 . Suponhamos ainda que exista uma
fungao escalar T'(r), r > 0, positiva e continua para r > 0 tal que 0(t, z;) < —I(|x(t)])
para toda solugdo x(t) de (4.3). Suponhamos que f(t, ) seja limitada em [0,00) x Cp .
Entao a solugao x =0 de (4.3) é assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Nesta prova vamos considerar por conveniéncia |z| = sup |z;].
1<;<

Sejam Hy, Hy tais que 0 < Hy < Hy < H escolhidos de modo que se ¢ € Cpg,
entao w(yp) < v(Hz) (pela continuidade de w e 7).
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Do mesmo modo que na prova do teorema anterior, segue que se ¢ € Cpy, entao
x4(to, ) € Cy, parat >ty > 0. Assim, pelo Teorema 5.6, = é uniformemente estavel.
Logo, x é estavel.

Para completar a prova é suficiente mostrar que se ¢ € Cpy, ety > 0 entao
x(t;to, ) — 0 com t — 00.

Vamos provar por contradi¢ao. Suponhamos que existam ¢ty > 0, ¢ € Cy, de modo
que z(t; tg, ) nao tenda para zero com t — oo . Entao, existe uma sequéncia crescente
{t;,} com t;, 11—t >2en >0 de modo que |x(t,;to, ¢)| > n para todo m.

Garantimos que existe 8 > 0, ndo dependendo de m, tal que |x(¢; 1o, p)| > g para
[tm — t| < . Com efeito, seja o > 0 satisfazendo |f(t, ¢)| < o para todo t > 0 e para
¢ € Cy . Para cada t,,, considere o intervalo (t,, —1,¢,,+1) e vamos aplicar o Teorema
do Valor Médio em cada componente de z(t; g, @), ou seja, para t € (t,, — 1,t,, + 1)

temos

[ (tm; to, ) — (£ to, )| = [2(&; 0, @) (E = tm)| = [ f5(&5 x|/t — tm| < ot — ],

onde ¢ é um ntmero entre ¢, e t.

Usando |a — b| > |a| — |b], tem-se
|2 (tms to, @) — |2 (o, 0)| < oft = tim| = |25 (i to, ©)| = ot = tm| < |2;(E: 0, )] -

Assim,
| (t: 20, )| = |2 (i to, ©)| — ot —tm| > 1 — 0ot —tn].

Agora, tomando § = min{gi, 1} , temos
o

7 n _ 2 Ul
[z (t;t0, @) > |2 (tm; to, ©)] — ot — 1] >N=O0 =N—3=30> 5,

para |t —t,,| < . Observamos que  nao depende de m. Entao, g < |x(t;to, )| < Ho

para |t — t,,| < [ e isto acarreta que para |t — t,,| < 3 temos

o(t, 24 (to, ) < —=T(Jz(t;t0, ¢)|) St o +ﬁ({—F(ISIU(S;to,<p)|)})

< sup {-I'(r)} =—¢ <0.

I<r<Hs

Pelos Lemas 5.1 e 5.2, e o fato de que 8 < 1 e t,,.1 — t,, > 2, segue que, para todo
natural N temos

U(tN + 57xt1\1+,3(t0790 ) U(tl - 571)751*5(7507 90)) <
N

) _
[V(tm + B, 21, 18(t0, ©)) — v(tm — B, 24, —5(to, ¢))] < —28gN

m=1
e, por conseguinte, v(ty + 3, zty+4(to, ) = —o0 com N — 00, 0 que nao é possivel,
pois v(t, ) > 0. Esta contradigdo prova o teorema.
]
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Observacao 5.4. Da prova anterior segue que, nas condicoes do Teorema 5.7, se
Hy, Hy com 0 < H; < Hy, < H, sao escolhidos de modo que ¢ € Cp, implique
w(p) < v(H2), entao Cp, esta contido no centro de atracdo de x = 0 para todo g > 0.

O exemplo seguinte é uma aplicagao do Teorema 5.7 .

Exemplo 5.3. Seja b(t) uma funcao escalar continua de modo que
b(f)| <ocel0<T=h<oocomt>0.

Sejam H e a escolhidos de modo que o H < a, com H e a sendo reais positivos. Entao

a solucao x = 0 da equacao
&(t) = —ax(t) + b(t)x(t — 7)x(t)
é assintoticamente estavel e C'y esté contido no centro de atracao para todo tg > 0.

Note que &(t) = —x(t).[a—b(t).x(—7)] (pelas hipoteses do Exemplo 5.2 ). Mostremos
que g(t,z;) = a — b(t)x,(—7) > 0.
De fato, | — b(t).z;(—7)| < oH, note que |x,(—7)| < H,Vt, pois se ||¢|| < H,

entao:
1. Se z(t) > 0= a(t) <0, entdo z(t) < H.
2. Se z(t) < 0= a(t) > 0, entdo |z(t)| < H.

(t) = —ax(t) + b(t)x(t — 7)x(t) = @(t) = —x(t)(a — b(t)xi(—7))

I) = 0 é uniformemente estavel pelo Teorema 5.6, pois:

i) 7(lp0)]) < wlt, ¢) < w(p)

Basta tomar (r) = 1%, V7, v(t,¢) = [p(0)]* e w(p) = |||

Logo, [#(0)]* < [p(0)]* < [l

i) o(t,) =0<0com p € Cy, Vt.

Assim, podemos concluir que Ve >0,0<e < Hi < H, 30,0 < < e < H tal que
se ¢ € Csentdo |z(t;tg,0)| <e < H,Vt>tp.

IT) Note também que

[f @)l = = ¢(0)(a = b(t)p(=7))| = | = ¢(0)lla — b(t)p(=7)| <
H(la| + [ = b(®)[[o(=7)]) < H(a — o H).

Portanto, f(¢,y) é limitada.

IIT) Afirmagao: o(t,z;) < —y(|z(t)]), Y(t).

Defina v(r) = 2r*(a — o H) (pois por hipotese a > oH e 7 & continua) e também
O(t, z) = —2x(t)*(a — b(t).z,(—7)) .
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Basta mostrar que |v| > 7.

[o(t, @0)| = | = 22(t)*(a — b(t).2(—7))| = | = 22(t)*||a — b(t).x¢(—7)| >
| = 22(t)*|(la] = [b()Jee(=7)]) = [22(t)*].(a — o H) = ~(Jz(t)])

Concluimos que |0| > . Logo, pode ocorrer v > v ou 0 < —7.

Mostremos que v(t,x;) < 0. Para isso, basta provar que a — b(t).x;(—7) > 0. De
fato, pois |b(t).2:(—7)| < oH < a, VYt > 0. Logo, o sinal de a — b(t).x;(—7) é igual ao
sinal de a. Logo, x = 0 é assintoticamente estavel.

Corolario 5.1. Suponhamos que exista um funcional v(t, ) definido em [0,00) x C' e

satisfazendo as sequintes hipdteses:

1. v(Je(0)]) < v(t,p) <w(p), t>0,p € C, onde w(p) é um funcional, limitado
sobre toda bola de C, com w(0) = 0 e y(r) é uma fun¢do escalar continua para

r >0, comy(r) >0 parar >0 ey(r)— oo,;

2. FEuiste funcdo escalar continua T'(r), r > 0, positiva e continua para r > 0 tal
que 0(t,x) < =I'(|x(t)|) para toda solugao x(t) de (4.3);

3. f(t,¢) € limitada em [0,00) x Cy para todo H < 00.

Entao a solugio x =0 de (4.3) € globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao. Basta mostrar que
Cu, C Dy ={¢ € Cu;x(t;to,) — 0com t — o0}, Vitp>0, VH <oc.

Como y(r) — oo com r — 0o e w : Cyg — R, com w(yp) funcional limitado sobre
toda bola, segue que para todo Hy, existe Hy tal que ¢ € Cpy, = w(p) < y(H,).
Assim, pela observacao ap6s o Teorema 5.7, segue que Cp, esta contido no centro de
atragao da origem.

m

Exemplo 5.4. Seja b(t) fungao escalar continua para ¢t > 0 e sejam a e o constantes
positivas de modo que a > |b(t)| + o para todo ¢ > 0. Entdo, a solugao = = 0 da
equagao &(t) = —ax(t) +b(t).z(t—h), com 0 < h < oo ¢é globalmente assintoticamente
estavel.

Mostremos que as hipdteses do Corolario 5.1 estao satisfeitas:
Desde que f(t,) = —ap(0) + b(t).o(—h) segue que o item (3) do corolario fica
satisfeito, pois:

| = ap(0) +b(t)p(=h)[ < [ = ap(0)] + [b(t)o(=h)| = | = alle(0)] + [b(t)[|p(=h)| <
aH + (a—o0)H = H(2a — o)
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e H(2a—0)>0poisa—oc>0=2a>a>0=2a—0>0.

Considere v(p) = w(yp)

do Coroléario esta satisfeita.

= [p(0)]* + G/_h ©*(0)do e v(r) = r? entdo a condicio (1)

Mostremos que a condi¢do (2) também esté satisfeita.

Seja x(t) uma solugao d

v(x,) = 22(t) +/

a equacgao acima, entao

0

2 (t + 0)d = 2 (t) + a/:h 2% (s)ds .

—h

(t)-x(t = h)] + a[2*(t) — 2*(t — h)] =

) | +a
— 2ax*(t) + 2b(t)x(t — h) + az®(t) — ax®(t — h) =

—ax®(t) — ax®(t — h) + 2b(t).z(t)x(t — h) (2)
—az®(t) — az®(t — h) + [b(t)[[2*(t) + 2*(t — h)] =

— al2z?(t)

<_

+2(t —h)] + [b(t)|[27(t) + 2*(t
a+ [b(t)])(2*(t) +2*(t — h)) <
—o[2?(t) + 2% (t — h)|<—0.2%(t).

—h)] =

De fato a desigualdade (a) acontece pois:
i) Note que para t tal que b(t) > 0 = |b(t)| = b(¢) .

Temos

[2(t) — x(t — h)]? > 0= 22(t) — 2z()x(t — h) +22(t —h) >0 =

Assim 2b(t)x(t)x(t — h)
ii) E para t tal que b(t)
Temos

22(t) + 2%(t — h) > 2z(t)x(t — h).

= b(t)[2x(t)x(t — h)] < [b(t)|[2°(t) + 2°(t — h)].
< 0= [b(t)| = —b(t).

[z(t) +z(t — h)]* > 0= 2°(t) + 2x(t)x(t — h) + 2*(t — h) > 0 =

Assim 2b(t)x(t)x(t — h)

Agora, basta tomar I'(r) = or®.

22 (t) + 2%(t — h) > —2x(t)x(t — h).

= —b(t)[=2z(t)x(t — h)] < [b(t)|[2*(t) + 2*(t — h)].

2

Portanto, x = 0 é globalmente assintoticamente estavel.






6 Conclusao

Com este trabalho percebemos algumas diferencas entre as equacoes diferenciais or-
dinarias e as equagoes diferenciais com retardamento. Podemos citar o caso do espaco
das condigdes iniciais dado pelo C([—h,0],R") no caso das EDRs, que é um espago
de dimensao infinita, enquanto das EDOs é R" | espaco de dimensao finita. Vimos
também que as solugoes distintas de uma mesma EDR podem, diferentemente do caso
ordinario, se interceptarem em infinitos pontos. Porém, pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade para EDR, se elas se interceptarem em qualquer intervalo de comprimento

igual ao retardo elas serao as mesmas.

Embora nao tenhamos realizado as aplicagoes das EDRs, foi observado durante as
discussoes que o retardo é essencial para descrever fenomenos que levam em conta in-
formacoes do passado, como por exemplo, tempo de gestacao no estudo de dinamica

populacional.

No trabalho do Professor Nelson, também sao abordados os sistemas autdénomos
e sistemas lineares perturbados com respeito a estabilidade. Esses temas nao foram
desenvolvidos neste trabalho, porém o leitor interessado em dar continuidade ao estudo
do trabalho do Prof. Nelson pode fazé-lo, consultando [8].
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