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Resumo

A presente dissertacao foi dividida em duas partes. A primeira apresenta a ideia
de traduzir os problemas geométricos para a linguagem da algebra caracterizando-os e,
apos solucao, verificar se a resposta corresponde a construcao com régua e compasso.
Com a utilizacao de conceitos da algebra é que é provada a impossibilidade, utilizando
somente régua e compasso, de trissecao do angulo e da duplicacao do cubo. Na segunda
parte abordamos alguns métodos para realizar construcoes geométricas, baseados nas

reflexoes circulares e construgoes de Mascheroni.

Palavras-chave: Numeros construtiveis, Problemas gregos, Pontos Inversos, Cons-

trugoes de Mascheroni.






Abstract

This work was divided into two parts. The first one presents how the geometric
constructions are understood within the Algebra. This allows to see the impossibility,
by using only ruler and compass, of trisecting certain angles and also of the duplication
of a cube. The second part deals with some methods to perform constructions based

on circular reflections and on the constructions of Mascheroni.

Keywords: Constructible numbers, Greek problems, Inverse points, Mascheroni cons-

tructions.
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1 Introducao

Este trabalho, como seu titulo sugere, aborda aspectos distintos sobre construcoes
geométricas. Acreditamos que essas construcgoes sao bastante motivadoras no ensino de
Matematica, ja no ensino médio. Ora, elas propoem desafios que, por um lado, devem
ser vencidos com certo apelo pratico daquilo que é feito a mao, por outro lado, elas
mostram rapidamente que as restri¢oes ao uso apenas de régua (ndo graduada) e de
compasso trazem dificuldades dificilmente compreendidas dentro da prépria geometria
mas de facil interpretacdo sob o olhar da Algebra. Isso é tratado na primeira parte do
trabalho. Ja quanto a segunda parte, o que quisemos foi explorar o seguinte. E axioma
da Geometria Euclidiana que dois pontos determinam uma tnica reta. Naturalmente,
nao se diz "como"ou o que seja "determinar". Entao, na verdade, seja 14 o que pensemos
ao dizer reta, tudo o que precisamos para dizer de uma reta é dizer de dois de seus
pontos. Nesse sentido, se esses pontos forem construidos pelo uso apenas do compasso,
temos a reta. Essa idealizacao, tao comum em matematica, é que, afinal, permite a
traducio algébrica dos problemas de construcoes geométricas, ja que, pela Algebra
0 que se caracteriza sdo pontos construtiveis. E interessante entdo poder concluir
que toda construcao com régua e compasso pode ser realizada com o uso apenas do

compasso.
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2 Construcoes geométricas e algebra

Um modo de se abordar as construgoes geométricas classicas consiste em traduzir
os problemas geométricos para a linguagem da Algebra. Qualquer problema de cons-
trucao geométrica é do seguinte tipo: um certo conjunto de segmento de retas, digamos
a,b,c, ... ¢ dado e um ou mais segmentos x, ¥, z, ... sao procurados. Suponha que apenas
um segmento = seja procurado. A construcdo geométrica entao corresponde a resolver
um problema algébrico e, ap6s solucao, deve-se determinar se a resposta pode ser ob-
tida por operagoes algébricas que correspondam a constru¢ao com régua e compasso.

O objetivo deste capitulo é explorar essa correspondéncia.

2.1 Construcoes geométricas fundamentais

Definiremos na sequéncia o conceito de nimero construtivel.

Definicao 2.1. Diremos que um nimero real x € construtivel se x = 0 ou se um
segmento de comprimento |x| pode ser construido usando apenas compasso e régua nao
graduada, por um nidmero finito de passos de construcao, a partir de um segmento cujo

comprimento tomado seja igual a 1.

Vamos denotar por OA o comprimento do segmento OA.

A partir do segmento U com U = 1, o niimero inteiro a é construtivel, pois basta
tomar a unidades de U = 1. Se a < 0 considere o nimero a em moédulo.

O teorema seguinte mostra que um problema com nimeros que envolve as qua-
tro operacoes fundamentais (adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo) mais a raiz
quadrada traduz-se num problema geométrico que pode ser resolvido usando apenas a

régua nao graduada e o compasso.

L . L . a
Teorema 2.1. Se a e b sao nimeros reais construtiveis , entao a+b, a — b, a X b, 7

(b #0) e v/a também sao nimeros construtiveis.

Demonstracao. Tome um segmento de reta cujo comprimento ¢ U = 1 e considere dois
segmentos de reta de comprimentos construtiveis a e b. Construamos os segmentos de

reta que tém como medida de comprimento:

19
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e a-+b

Tracemos uma reta e sobre ela assinalemos com o compasso as distancias OA = a
e AB=0b. Entao OB = a +b.

Figura 2.1: Construcao de a + b.

e a—0b
De forma semelhante, marcamos OA = a e AB = b, porém desta vez o segmento
AB na direcio oposta ao segmento AO. Assim, OB = |a — b|.

Figura 2.2: Construgao de a — b.

e axb

Para construir um segmento de comprimento a X b, marcamos sobre uma reta o
segmento OB de comprimento OB = b, em outra reta, passando por O, o segmento
OA de comprimento OA = a, e sobre o segmento OA marcamos OC = 1. Tracamos
por A uma paralela ao segmento BC', encontrando D na reta que contém o segmento
OB. Os triangulos BCO e DAO sao semelhantes pelo caso AA e portanto

a 0D (21)

donde OD tem comprimento a X b, como queriamos.

Figura 2.3: Construcao de a x b.
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°
b
Para construir um segmento de comprimento %, marcamos sobre uma reta o seg-
mento OD de comprimento OD = b, em outra reta, passando por O, o segmento OA
de comprimento OA = a e sobre o segmento OD marcamos OB = 1. Ligamos A e
D, e tracamos por B uma reta paralela a AD encontrando OA em C. Assim, por
semelhanca de triangulos, temos:
a b
oc 1

. a .
donde OC' tem comprimento 7 como queriamos.

, (2.2)

a

b

Figura 2.4: Construcao de

Das consideragoes feitas acima, segue-se que os processos algébricos de adicao, sub-
tragao, multiplicacao e divisao tém seus correspondentes nas construgoes geométricas
com régua e compasso iniciando-se com um segmento de comprimento unitario U, e

que, portanto, os nimeros racionais formam um conjunto de niimeros construtiveis.

e Va

A construgao que nos leva além dos racionais é a extragao de raiz quadrada: se um
segmento racional de comprimento a ¢ dado, entdo y/a também pode ser construido
utilizando somente régua e compasso.

Dado um triangulo retangulo OBC inscrito em uma semicircunferéncia e A o pé
da altura relativa a hipotenusa, com OA = a e AB = 1. Os triangulos ACO e ABC
sao semelhantes pelo caso AA de semelhanca, portanto temos:

a AC
AC 1 (23)
donde o segmento AC tem comprimento AC' = +/a.
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o o B
Figura 2.5: Construcao de y/a, com a racional.

2.2 Numeros construtiveis e extensao de corpos

Toda construgao com régua e compasso consiste em uma sequéncia de etapas, sendo

cada uma delas uma das seguintes:
1. Unir dois pontos por uma reta;
2. Achar o ponto de intersecao de duas retas;
3. Desenhar um circulo com um raio dado e com centro em um ponto dado;

4. Encontrar os pontos de intersecao de um circulo com um outro circulo ou com

uma reta.

A ideia agora é estender a nocao de ntimeros construtiveis para o sistema de coorde-
nadas cartesianas expressando a construtibilidade de um ponto em termos de coordena-
das (a, b) onde a, b sdo construtiveis e caracterizar figuras como conjuntos de solu¢oes de
equacoes. Conforme ji visto, podemos construir segmentos de comprimento racional,
que sao obtidos, a partir da unidade pelos processos de adicao, subtracao, multiplicacao

. , . ..r ~ . .
e divisao, isto é, todos os racionais —, onde r e s sao inteiros.
s

Sendo v/2 construtivel, também o sio todos os nimeros da forma
a+ b2, (2.4)

onde a e b sao racionais.

Sejam Fy = Q e F} o conjunto dos nimeros cuja forma é dada por (2.4), Fy C Fi,
pois para todo a € Fy, é possivel escrever a = a + 0.1/2 € F}.

Olhemos para os niimeros que resultam das quatro operagoes elementares (adi¢ao,

subtracdo, multiplicacdo e divisdo) entre os elementos de F; considere a,b,c,d € Fy.
L (a+bv2) + (c+dv2) = (a+c)+ (b+d)V2 =m+ny2, com m,n € Fy;
2. (a+bv2) = (c+dv2) = (a—c)+ (b—d)V2 =t +wV?2, com t,w € Fy;

3. (a+ bV2).(c + dV2) = (ac + 2bd) + (bc + ad). /2 = r + sv/2, com 7,5 € Fy;
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a+bv2 ac+2bd  bec — ad
' Ec+d¢§; = G op T @ gpY2 =P taV2 compqe Fyec—2d #£0,

. L . c . . ,
pois caso contrario v2 = 5 seria racional, o que é um absurdo.

Por serem validas as igualdades 1,2,3 e 4 acima e m,n,t,w,r, s,p e g sS40 racionais
quando a, b, ¢ e d sejam racionais, temos que, tal qual QQ, o conjunto {a+b\/§; a,b e Q}
¢ um corpo; vamos denoté-lo por Q(v/2). Como consequéncia imediata das igualdades

de 1 a 4 acima e das construcoes apresentadas na Secao 2.1 temos o seguinte:

Corolario 2.1. O corpo Q(\/§) = {a + bv2:a,b € Q} € formado por numeros cons-
trutivess.

Podemos estender nossas construcoes, por exemplo, tomando um nimero de F; =
Q(\/i), digamos, &k = 1 + v/2 e, extraindo sua raiz quadrada, obtemos o nimero

construtivel

1+v2 =Vk (2.5)

Entao se repassarmos o raciocinio feito com os racionais, numa segunda etapa de
nossa construgao, com régua e compasso, os novos niimeros obtidos formarao o corpo

de todos os ntimeros da forma

p+qVk, (2.6)

onde p e ¢ podem ser agora niameros de F, isto é, da forma a+bv/2, com a, bem Fy = Q.
Repetindo o procedimento acima chegaremos a um corpo F;, ap6s n adjuncgoes de raizes
quadradas (Fy, F3, ..., F},)

Pode-se verificar que a soma, a diferenca, o produto e o quociente de elementos da

forma (2.6) sio novamente da forma (2.6):

L (a+ k) + (c+dVk) = (a+c)+ (b+ d)VEk;

2. (a+bVk) — (c+dVk) = (a —c) + (b — d)VE;

3. (a+bVE).(c + dVk) = (ac + kbd) + (be + ad)Vk;
(a+0vVk)  ac—kbd be—ad o

=

= + .
(c+dVEk) E—kd> 2 —kd?

Portanto, o conjunto dos nimeros da forma p + ¢k constitui uma extensio de I},
que sera denotado por Fs.

Com o uso da régua podemos fazer a intersecao de retas; assim, construiremos

pontos através desta intersecao.

Proposicao 2.1. Supondo que as retas r e s de equagoes r : Ax + By+C =0 e
s: Aax+B.y+C' =0 onde A,B,C e A, B, C" pertencem a F com (A#0 ou B #0)
e (A" # 0 ou B' # 0) se intercectem em um unico ponto, entio A.B' — B.A" # 0.
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Demonstracao. Seja (zo,yo) o Gnico ponto de interse¢ao, entao suas coordenadas cons-

tituem a tinica solucao do sistema:

A/ZEO + B/yo + C'=0 '
de onde,
(AB' — BA)xy = BC' — OB’ (2.8)
(AB' — BA")yy = CA' — AC" '
cuja solucao é
_ BC-CF CA-AC (2.9)
T A —paA "N T A -—BA '

Para que exista (zg,yo) tnico devemos ter nas igualdades acima A.B" — B.A’ # 0.
Casos em que as retas sao paralelas ao eixo x ou ao eixo y:
e Se A =0 temos r paralela ao eixo x (reta horizontal).
Como existe o ponto de intersecdo de r e s, s nao pode ser horizontal, logo A" # 0.

Como A e B nao sao simultaneamente nulos, entdo B # 0. Dai, B.A’ # 0. Portanto:
AB —BA' =0B —BA=0-BA =-B.A #0.

e Se A =0 temos s paralela ao eixo z (reta horizontal).

Por raciocinio anélogo ao caso anterior, concluimos A.B’ — B.A" # 0.

e Se B =0 temos r paralela ao eixo y (reta vertical).

Como existe o ponto de interse¢ao de r e s, s ndo pode ser vertical, logo B’ # 0.

Como A e B nao sao simultaneamente nulos, entdao A # 0. Dai, A.B" # 0. Portanto:
AB —BA =AB —-0A=AB -0=AB"#0.

e Se B’=0 temos s paralela ao eixo y (reta vertical).
Por raciocinio anélogo ao caso anterior, concluimos A.B’ — B.A" # 0.
[

Teorema 2.2. Se temos condicoes de construir todos os nimeros de algum corpo F,

0 uso apenas de réqua nunca nos fard sair do proprio F.

Demonstragao. Considere a reta que passa por dois pontos (aq,by) e (ag, by) distintos,
com coordenadas em F' e a; # ay. O coeficiente angular de uma reta que passa por

dois pontos (x1,41) e (z2,y2) distintos com x; # x5 é dado por

m=2"9 (2.10)
To — X1
Como a reta passa por (ay,b;) e (ag,bs), entao
by — b
m=——2 (2.11)

az—af
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Substituindo na equacdo da reta por um ponto (x,,y,) e de coeficiente angular
(2.11) temos

P (r — 2.12
Y yp ay — ay (l‘ xp>7 ( )
e tomando P = (ay,b;) obteremos
by — b
y—0b = az_all.(x—al), (2.13)
donde teremos uma equacao dessa reta:
(bl - bg)x + (CLQ - CLl)y + (&1b2 — agbl) =0 (214)

Tomando A = by — by, B=as —a; e C' = a1by — asby, obtemos
Az +By+C =0, (2.15)

onde A, B e C sao resultados de operagoes elementares de a1, as, by e by em F e portanto
A, B, C pertencem a F.

Se a; = ag, vamos obter uma reta paralela ao eixo y (reta vertical) cuja equacao é
A.x +C =0, com coeficientes em F'.

Também, se tivermos duas retas, que se intersectem, digamos em (zg,yo) de equa-
coes Az +By+C =0e A.x+ B'.y+ C’" =0 com coeficientes em F', as coordenadas

do ponto de intersecao sao

BC'—-CB' CA" — AC'

W= Ap—pA T AR BA

AB' = BA' (2.16)

com AB' — BA' # 0, do contrario as duas retas seriam ou paralelas ou coincidentes.
Logo, xq e yo pertencem a F', ja que resulta de operacoes elementares de A,A’,B,B’,C
e C' que pertencem a F. Assim, com o uso apenas da régua nao se pode ir além do

corpo F. O]

Teorema 2.3. Se construirmos segmentos com apenas uma aplicacao do compasso

somente obteremos numeros construtiveis do mesmo corpo F.

Demonstracao. O compasso define pontos como pontos de interseccao de um circulo
com uma reta, ou de dois circulos. Um circulo de centro O(m,n) e raio de comprimento
r, com m,n,r € F, tem a equagao (z —m)? + (y — n)? = r?. Essa equagao do circulo

pode ser escrita na forma
2%+ y* 4 2ax + 2By +v =0, (2.17)

com os coeficientes «, f e 7 em F, ja que resultam das operacgoes elementares de m,n

e r que pertencem a F. Uma reta ax + by + ¢ = 0 unindo quaisquer dois pontos cujas
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coordenadas estejam em F', tem coeficientes a,b e ¢ em F. Agora podemos obter o

ponto de interse¢ao (xg,yo) do circulo com a reta conforme o sistema a seguir:

2 442 | 2z + 2 —0
{x Ty 20w 20yt =0 e gy, (2.18)

ar +by+c=0
com A =a*+b* B =2.(a.c+ba—abpB)eC =c®—2b.cf+ %~ sendo elementos

de F, cuja solugao ¢é
_ —B+VvB?*-4AC
B 24

2 (2.19)

que ¢ da forma (2.6).
Analogamente, a coordenada g, terd forma semelhante.

Finalmente, pela intersecao de dois circulos recaimos em um sistema do tipo:

{ 2?2 +y? 4+ 200 + 28y +v =0 (2.20)
w2+t +20'2 428y ++ =0’
que é equivalente ao sistema
{ 2?2+ y? +20x + 2By +v=0 (2.21)
2a—a )z +2(8-p)y+(y—7)=0
claramente da forma (2.18) e, portanto, leva & mesma conclusao. O

Assim, se existir solugdo para o sistema (2.21), entao esta sera formada por um ou
dois pontos, com ambas as coordenadas na forma p + ¢Vk, com p,q e k > 0 racionais.

Agora, se prosseguirmos fazendo construgoes com régua e compasso, construiremos
novas retas e novas circunferéncias com os pontos obtidos das intersecoes e encontrare-
mos novos pontos de intersecdes que serdo racionais ou da forma p’ + ¢'V&', onde p/, ¢’
e k' sio da forma p + ¢v'k dos pontos de intersecio anteriores.

Por exemplo, se na primeira etapa tivermos obtido 1 + v/2, na segunda etapa po-
deremos ter 4(1 +v/2) 4+ 5.4/3.(1 +V/2).

2.3 A insolubilidade de problemas gregos

Considerando que alguns problemas classicos de construgoes com régua e compasso
estao relacionados algébricamente com equagoes ciibicas, ressalta-se o importante re-

sultado:

2.3.1 Teorema sobre equacoes ctibicas

Dada a equacao ctbica
P +a+bz+c=0, (2.22)



A insolubilidade de problemas gregos

27

com a,b,c € Q e x1, 7y, x5 raizes desta equacao, entao através das relacoes de Girard!
escrevemos:
T+ 2o+ T3 = —a. (223)

Teorema 2.4. Se uma equacdao cubica com coeficientes racionais nao tem raiz racional,

entao nenhuma de suas raizes € construtivel a partir do corpo Fy.

Demonstracao. Vamos supor que x; seja uma raiz construtivel. Entao x; estaria in-
cluido no tltimo corpo Fj, com k > 0.. Supondo, por absurdo, que k seja o menor
inteiro tal que uma raiz da equagao cibica (2.22) esteja incluida em um corpo de

extensao Fj. Portanto, x; pode ser escrito na forma

T =p+ g w, (2.24)

onde p, q, e w estao no corpo Fj_.

Um fato importante para esta demonstragiao é provar que se r1 = p—+q.r/w é solugao
de (2.22), entdo x2 = p — ¢.4/w também o é.

Assim, para 1 = p + g../w temos:

(p+ g vw)? +a.(p + ¢ vw)? +b.(p + gvVw) +c =0, (2.25)
donde

(p*+3.p.*w+a.p* +a.¢>w+bp+c)+ (3.p% ¢+ ¢ w+2.a.p.q+b.q).v/w=10. (2.26)
Como x5 = p — q.4/w também é raiz temos:
(p*+3.p.¢w+a.p* +a.¢>w+bp+c)— (3.p°.¢+ ¢ w+2.a.p.g+b.q).vJw=0. (2.27)

Observa-se que x; € Ty sio raizes distintas, pois como 1 — 9 = 2.q.\/w, 11— 22 =0
implicaria ¢ = 0 e assim 3.p%.q + ¢>.w+2.a.p.q+b.qg = 0 e, portanto, a raiz x; = 1o = p
pertenceria a Fj_1, o que seria absurdo pois x; € Fj.

Assim temos x1 # x9 sendo x1 = p + g/w e T3 = p — q/w raizes de (2.22).

A partir de (2.23) sabemos que a terceira raiz r3 = u da equagao (2.22) é dada por

U= —a—x; — Ty. Como x1 4+ x5 = 2.p, temos que
u=—a—2p (2.28)

de modo que u é um ndmero no corpo Fj_;. Isto contradiz a hipotese de que k é o
menor nimero tal que algum Fj, contém uma raiz de (2.22). Portanto, a hipotese é

absurda, e nenhuma raiz de (2.22) pode estar incluida neste corpo Fy. ]

Com base neste Teorema mostraremos o desfecho dado no século XIX, dos proble-
mas da duplicacao do cubo e da trisse¢ao do angulo, que por muito tempo foi motivo

de preocupacao de grandes matematicos desde os gregos antigos.

LAlbert Girard (1590 - 1633) foi um matematico belga que estabeleceu relagdes entre as raizes e os
coeficientes de uma equacdo polinomial. O polinémio 23 + a.z2 + b.z + ¢ pode ser fatorado no produto
(z—x1).(z—x2).(z—23), onde x1, x5, x3 sA0 as trés raizes da equagio (2.22). As relagOes entre as raizes

e os coeficientes sdo dadas por 22 +a.22+b.z+c = 23— (21 + 29 +23) 2%+ (2102 + 21703+ T273) 2 — T1 T2 T3.
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2.3.2 Duplicacao do cubo

Deseja-se construir a aresta de comprimento x de um cubo, cujo volume serd o
dobro do de aresta unitaria. A aresta de comprimento x exigida, portanto, satisfaz a
equagao cubica

7 —2=0. (2.29)

Em razao do Teorema provado na Secao anterior, basta mostrar que esta equacao nao
tem raiz racional.

Fazendo a pesquisa de raizes racionais em (2.29), temos as possiveis raizes racionais
desta equacao na forma E, em que p é divisor de —2 e ¢ é divisor de 1, isto é, p €
{—2,—1,1,2} e ¢ € {—1,1}. Assim, se a equagao tiver raizes racionais, essas raizes
estao no conjunto

g ={-2,-1,1,2}. (2.30)

Mas, por inspecao, observa-se que nao hé raizes racionais. Portanto, pelo Teorema
sobre equagoes cibicas, nenhuma das raizes de (2.29) é construtivel a partir de Fj e
como /2 é uma delas, tém-se a impossibilidade de duplicacio do cubo utilizando régua

€ Ccompasso.

Observacao 2.1. Construgoes que se restringem a utiliza¢do (numa quantidade finita
de vezes) dos chamados instrumentos euclidianos que sdo uma régua nao graduada,
isto é, sem marcas e um compasso que, ao levantar um de seus bracos do papel, ele se
desmonta. Com a régua euclidiana é permitido tao somente desenhar a reta passando
por dois pontos dados enquanto o compasso euclidiano é usado apenas para tracar a
circunferéncia que passa por um dado ponto e que tem um segundo ponto dado como
centro. Com o chamado compasso moderno (o qual estamos utilizando) pode-se tragar
a circunferéncia de centro dado e raio igual ao comprimento de um dado segmento.
Assim, a diferencga essencial entre o compasso euclidiano e o compasso moderno seria
que este ultimo permite explicitamente o transporte de distancias e o primeiro necessita
da presenca da régua euclidiana (evidentemente com um ntimero maior de operagoes

graficas), de modo que, nessas condicoes, eles sao equivalentes.

Observagao 2.2. (Construgao classica para duplicar o cubo) Até agora consideramos
problemas de construcao geométrica que utilizam apenas a régua e o compasso. Quando
outros instrumentos sao permitidos, a variedade de construgoes possiveis torna-se na-
turalmente mais ampla. A seguir apresentamos uma solugao, dos gregos, da duplicagao
do cubo conhecida como maquina de Platao.

Considere na figura a seguir um angulo reto M ZN e uma cruz de angulos retos
moveis B, V, W, P, Q). Dois lados adicionais RS e T'U deslizam perpendicularmente
aos bracos do angulo reto. Sobre a cruz, escolha dois pontos fixos £ e G tais que
GB = a e BE = f tenham comprimentos prescritos. Colocando a cruz de maneira

que os pontos E e G fiquem sobre NZ e M Z respectivamente, e deslizando os lados
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TU e RS, podemos colocar todo o aparelho em uma posicao onde temos um retangulo
ADEZ por cujos vértices A,D e E passam os bracos BW, BQ e BV da cruz.

Figura 2.6: Maquina de Platao.

Uma disposicao como esta é sempre possivel se f > a. Por semelhanca de triangulos

temos que a_r_ %, donde, se f é ajustado igual a 2a no aparelho temos:
r Yy
% = ay
= 1° = 2a°. (2.31)
z.y = a(2a)

Portanto, x serd a aresta de um cubo cujo volume é o dobro do cubo com arestas

a. E isto que se requer para dublicar o cubo.

2.3.3 A trisseccao do angulo

O problema da trisseccao de um angulo consiste em dividir em trés partes iguais um
angulo qualquer utilizando apenas uma régua nao graduada e um compasso. Para efeito
de prova da impossibilidade de trissecar um angulo, é suficiente apresentar apenas um
angulo que nao possa ser trissecado. Consideremos um angulo de 60°, o qual pode ser
construido com régua e compasso. Dado um segmento de reta AO, deve-se construir
uma reta OB tal que o 4ngulo AOB tenha abertura igual a 60°.

Figura 2.7: Construgao de um angulo de 60°.
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Definicao 2.2. Um angulo é construtivel se seu vértice é construtivel e se cada um de

seus lados passa por um ponto construtivel diferente do vértice.

Para construir um angulo #, podemos supor que seu vértice seja a origem e que
um de seus lados passa pelo ponto (1,0). Assim, o angulo é construtivel se o ponto

(cosf,send) é construtivel.

10;52n0) {os6.senB)
1 1
sent
|' 150 n | - [

{cos6.0)

— | |
y \

Figura 2.8: Representacao do ponto construtivel (cos,sen@).

Como sen = ++/1 — cos? 6, concluimos que cosf e sen sdao construtiveis e, con-

sequentemente, o angulo 6 ¢ construtivel. De fato, o angulo de 60° é construtivel, pois

cos60° = — e E é construtivel. Veja também que sen60° = /1 — (1)2 = ﬁ e ﬁ
2 2 2 2 2
é construtivel.
Se, porém, fosse possivel trissecar um angulo qualquer, entao o angulo de 20° seria
construtivel e, portanto, cos 20° também o seria.

Fazendo 6 = 20° na formula trigonométrica?

cos(3.0) = 4.cos® § — 3. cos ¥, (2.32)

e considerando z = cos 20°, a equacdo (2.32) torna-se

1
423 — 3z — 5=0 (2.33)
ou seja,
82° —62—1=0. (2.34)

Em razao do Teorema sobre equacoes ctibicas, basta mostrar que esta equagao nao

tem raiz racional.

2 A relacdo expressa é obtida através das férmulas trigonométricas de adicio de arcos e arco duplo
das fungoes seno e cosseno (cos(2z) = cos? z —sen? z e sen(2r) = 2.sen . cos x) e da identidade trigo-

nométrica fundamental (sen? z +cos? x = 1), conforme segue: cos(3z) = cos(2z + ) = cos(2z). cos z —

sen(2z).senz = (cos?x — sen®w).(cosx) — 2.senz.cosx.senx = [cos’x — (1 — cos®x)].cosx —

2 2

2.sen?z.cosx = [2.cos?x — 1].cosz — 2.(1 — cos? x).cosw = 2.cos® z — cosx — 2.cosx + 2.cos® x =

4.cos®z — 3.cosz.
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Essa conclusao é 6bvia, pois fazendo a pesquisa de raizes racionais em (2.34) temos
as possiveis raizes racionais dessa equacao na forma ]2, em que p é divisor de —1 e q é
divisor de 8, isto é, p € {—1;1} e ¢ € {—8; —4; —2; —1;1;2; 4;8}.
Assim, se a equacao tiver raizes racionais, essas raizes estao no conjunto L €
q
1 1 1111 . . v
—1; —5; _é_l; —g; g; 1; 5; 1. Mas, por inspecao, observa-se que nao ha raizes ra-
cionais e a impossibilidade de trisseccao do angulo ¢ provada.






3 Meétodos diferentes para realizar

construcoes geométricas

O italiano Mascheroni (1750-1800) fez uma descoberta do fato de que todas as cons-
trucoes possiveis com régua e compasso podem ser executadas apenas com compasso.
Naturalmente, nao se pode tracar uma reta ligando dois pontos sem uma régua, de
modo que esta construcao fundamental nao estd realmente abrangida pela teoria de
Mascheroni. Ao invés disso, deve-se imaginar uma reta como dada por dois pontos
quaisquer sobre ela. Utilizando apenas o compasso, pode-se encontrar o ponto de in-
tersecao de duas retas dadas nesta forma e, do mesmo modo, as intersecoes de um dado
circulo com uma reta.

Por transformagao do plano em si mesmo queremos exprimir uma regra que associa
a cada ponto P do plano um outro ponto P’, chamado de imagem do ponto P sob a
transformacao de reflexao. A classe particular de transformacoes que nos interessam
sdo reflexdes circulares (inversdes com respeito a circulos). Em um plano, seja C' um
circulo dado com centro O (chamado centro da inversao) e raio r. A imagem de um

ponto P é definida como sendo o ponto P’ contido na semirreta OP, tal que

OP.OP' =r*.

Diz-se que os pontos P e P’ sao pontos inversos um do outro com respeito a C.
Uma inversao permuta as partes interna e externa ao circulo C', uma vez que para
OP < r temos OP" > r e, para OP > r temos OP" < r.

Figura 3.1: Representacao de pontos inversos.

33
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A propriedade mais importante de uma inversao é a de que ela transforma retas e

circulos em retas e circulos. Apos uma inversao:

1. uma reta que passa por O torna-se uma reta que passa por O;
2. uma reta que nao passa por O torna-se um circulo que passa por O;
3. um circulo que passa por O torna-se uma reta que nao passa por O;

4. um circulo que nao passa por O torna-se um circulo que nao passa por O.

A primeira das propriedades acima se justifica pela propria definicdo de inversao.
A segunda delas, se justifica do seguinte modo: dada uma reta s que nao passa por

O, trace a semirreta AO perpendicular a s no ponto A e o ponto A, inverso de A.

Figura 3.2: Propriedade 2 das inversoes.

Para cada X € s e X # A, construa seu inverso X’. Tem-se OA.OA’ = OX.0X' =
r2, logo os triangulos OX’'A’ e OAX sio semelhantes pelo caso LAL de semelhanca e,
portanto, o tridngulo A’OX’ é retangulo em X’ e inscrito no circulo de didmetro OA’.
Segue que X' pertence ao circulo de diametro A’O.

Para justificar a terceira das propriedades, considere um circulo que passe por O,
de diametro AO e A’ o inverso de A. Marque nele um ponto X # A e trace seu inverso

X'. Para cada ponto X desse circulo, trace seu inverso X'.

Figura 3.3: Propriedade 3 das inversoes.
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_ Os tridngulos OAX e OX'A" sao semelhantes, pelo caso LAL de semelhanca, pois

0oX  OA 9 . . A .
=— = — & 0X.0X' = OA.OA" = r*. Logo, a medida do angulo OA’X’ é igual
OA OX'

a 90° e, portanto, OA" 1. A’X’, sendo A’X’ uma reta perpendicular ao diametro do

circulo de inversao que nao passa por O.
Finalmente, podemos justificar a quarta propriedade do seguinte modo: seja ¢ um

circulo que nao passa pelo centro O do circulo de inversao e considere O exterior & c.

b

o

Figura 3.4: Circunferéncia que nao passa pelo centro de inversao.

Trace AO tangente a ¢. Para cada ponto B € ¢, considere B’ o outro ponto de

encontro de ¢ com a semirreta OB. Tem-se pela propriedade de poténcia de ponto,

OB.0B = OA”. (3.1)

Se B” & o inverso de B’ em relacao ao circulo de inversao de centro O que tem raio 7,

entao

OB'.OB" = r*. (3.2)

2

_ r _
Das equagoes (3.1) e (3.2), segue que OB” = (ﬁ) .OB. Logo, em relagdo
ao circulo de inversao, o circulo ¢ possui como imagem o circulo de inversao ¢’ pela

2
r
homotetia de centro O e razdao | — | .
OA

Assim, a inversao leva o circulo ¢, com O ¢ ¢, num circulo ¢.

."/J L'M\"-_
@ - ‘e 0 r_. I'I ] 4 -+__'|__ ¥ .
N A

Figura 3.5: Propriedade 04 das inversoes.

Agora consideremos o caso em que O estd no interior de ¢. Fixe um ponto B € ¢
e trace B’ o outro ponto de encontro da reta OB com c¢. Considere k = OB.OB'.
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Para cada A € ¢ seja A’ o outro ponto de encontro de ¢ com a reta AO. Tem-se

OA.OA" = OB.OB’ = k, pelo teorema das cordas. Se A” & o inverso de A’ € ¢, em

relacdo ao circulo de inversdo, entdio OA’.OA” = r% onde r é o raio do circulo do raio
_ 1 __ re ___
de inversao. Logo, OA" = rz.ﬁ. Como OA’ E'OA' Assim, a

inversao, em relagao ao circulo de inversao, leva ¢ na sua imagem homotética de centro
2

L, temos OA” =
OA

. T . o
O e razao — e, portanto, numa circunferéncia .
k ) )

i = e T n
ol e
o~ ; ‘\“\
~ / 8
.-"-l-. — K"" =
_rf il B A
,f'f i "-:..__ﬂ PN L
" Y b !
f ': |'I- .': HI":;A" .Ill I.'
B ] - | o [} "-"-l- | \ I|
[ | | '
I \ N f,/ ,-'*E"" — |
I .l.' \"'-\,__l,-"'_ ___'_,.-"'- -II,'.I e — _?'H
|I K.{.-"f .__.-"';. II
o ) -
-l"- .l--' T .-I.I
o /
N V4
b, e
Ty,
o ;;”;

Figura 3.6: Segundo Caso da Propriedade 04 das inversoes.

3.1 Construcao geométrica de pontos inversos

O ponto P’ inverso de um ponto P dado, com respeito a um circulo C' pode ser
construido geometricamente com o uso apenas do compasso. De fato, consideremos
primeiro o caso em que o ponto dado P seja exterior a C'. Com OP como raio e P
como centro, descrevemos um arco cruzando C' nos pontos R e S. Com estes dois
pontos como centros, descrevemos arcos com raio r que se cortem em O e em um ponto
P’ sobre a reta OP.

OP R
Os triangulos ORP ¢ OP'R sdo semelhantes (Figura 3.7)e portanto —= = —,
OR OPF

isto 6, OP.OP’ = r2. Dessa forma, P’ é o inverso requerido de P, que deveria ser
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Figura 3.7: Construgao do inverso de P, exterior a circunferéncia C.

construido.

Se o ponto P estiver contido no interior de C, a mesma construgao e prova serao
validas, desde que o circulo de raio OP em torno de P corte C' em dois pontos. Caso
contrario, podemos reduzir a construcao do ponto inverso P’ ao caso abaixo.

Primeiro, encontramos um ponto R sobre a reta OP cuja distancia de O seja um

inteiro maltiplo de OP e que esteja no exterior de C,
OR =n.OP.

e construimos o ponto R’ inverso a R pela construcao anteriormente dada. Ent&o:

r? = OR.OR = (OR").(n.OP) = (n.OR").OP.

Portanto, o ponto P’ para o qual OP’ = n.OR’ é o inverso desejado.

Figura 3.8: Construcao do inverso de P, interior a circunferéncia C.

3.2 Bisseccao de um segmento

Para encontrar o ponto médio entre dois pontos dados A e B utilizando apenas o

compasso podemos utilizar o seguinte procedimento:

1. (Passo 01) Trace o circulo com raio AB e centro em B, demarque trés arcos com
raio AB, comecando em A e com ponto final C' o qual estara sobre a reta AB,

pois desse modo construiremos trés arcos de 60°.
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Figura 3.9: Passo 01 da construgao do ponto médio entre os pontos A e B.

2. (Passo 02) Trace o circulo com raio AB e centro A. (A ilustracdo pode ser vista

na figura 3.10 abaixo).

Figura 3.10: Passo 02 da constru¢ao do ponto médio entre os pontos A e B.

3. (Passo 03) Construa C’, o ponto inverso a C' com respeito ao tltimo circulo.

Entao:
AC"AC = AB’,
donde
AC"2.AB = AB
e portanto,
2.AC" = AB.
B B C

Figura 3.11: Passo 03 da construgao do ponto médio entre os pontos A e B.
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3.3 Determinacao do centro de um circulo utilizando

apenas 0 compasso

Uma construcao com compasso utilizando pontos inversos é a de encontrar o centro

de um circulo do qual apenas a circunferéncia é dada, sendo o centro desconhecido.

1. Escolher um ponto P qualquer sobre uma circunferéncia.

Figura 3.12: Passo 01 da construcao.

2. Em torno dele tracamos um circulo cortando o circulo dado nos pontos R e S.

Figura 3.13: Passo 02 da construgao.

3. Tomando estes como centros, tragamos arcos com os raios RP e S P, intersectando-

se em ().

Figura 3.14: Passo 03 da construcao.

O centro desconhecido, (', é o inverso a () com respeito ao circulo em torno de
P pois os tridngulos isosceles SPQ e SQ'P sao semelhantes, portanto PQ.PQ’2 =r2

Entao Q' pode ser construido apenas por compasso.
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3.4 Bissecg¢ao do arco AB de um circulo de centro O

Designando por AB o arco compreendido, no sentido horario, entre os pontos A e

B. A construcao ¢ a seguinte:

1. Dado um arco AB de um circulo e seu centro O.

7 i

Figura 3.15: Passo 01 da construcao.

2. A partir de A e B como centros, trace dois arcos com raio AO, sendo O centro

do circulo que contém o arco AB.

Figura 3.16: Passo 02 da construcao.

3. Com centro em O trace arcos OP e QO, iguais a AB.

w

Figura 3.17: Passo 03 da construcao.

4. Trace dois arcos com PB e (QA como raios com P e () como centros, intersectando-

se em R.

5. Finalmente, com OR como raio, descreva um arco com P ou () como centro até

que ele corte ABem X (veja ilustracao abaixo), o ponto médio requerido ao arco
AB.
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R
>

< N\

=

Figura 3.18: Passo 04 da construgao.

¥

Figura 3.19: Passo 05 da construcao.

Seria impossivel provar o teorema geral de Mascheroni fornecendo efetivamente
uma construg¢ao somente por compasso para toda construcao possivel com régua e
compasso. Porém, podemos chegar & mesma meta provando que cada uma das seguintes
construgoes fundamentais é possivel apenas por compasso: (o que é claramente verdade
para as duas primeiras)

e Tracar um circulo com centro e raio dados;

e Encontrar os pontos de intersecao de dois circulos;

e Encontrar, se houverem, os pontos de intersecao de uma reta e um circulo dado;

Considere um circulo C' de centro O e uma reta dada por dois pontos A e B. Com
centros em A e B e raios AO e BO, respectivamente, trace dois arcos intersectando-se
em Oe P.

Figura 3.20: Passo 01 da construcao.

Determinar o ponto () inverso de P com respeito a C, pela construcao apenas por

compasso ja apresentada.
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Figura 3.21: Passo 02 da construcao.

Trace um circulo com centro @ e raio QO, intersectando o circulo C' em X e X',

Figura 3.22: Passo 03 da construcao.

Vamos mostrar que X e X’ sao equidistantes de O e P, uma vez que A e B o sao,
por construcao.

Isto decorre do fato de que o inverso de @), o ponto P, dista de X e X’ igual ao raio
de C. Observe que o circulo que passa por X, X’ e O é o inverso da reta AB, uma vez
que este circulo e a reta AB cortam C' nos mesmos pontos.

e Encontrar os pontos de intersecao de duas retas;

O método para determinar o circulo inverso a reta unindo dois pontos dados permite

uma solucao imediata deste caso. Sejam AB e A'B’ as retas dadas e um circulo C.

'

/

-

Figura 3.23: Passo 01: Intersecao de duas retas.
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Pelo método anterior, encontre os circulos inversos a AB e a A’B’. Esses circulos
se intersectam em O (propriedade 2) e em um ponto Y # O (as retas AB e A’B’ nao

sao paralelas).

Figura 3.24: Passo 02: Intersecao de duas retas.

O ponto X inverso de Y é o ponto de intersecao requerido e pode ser construido

pelo processo ja utilizado.

Figura 3.25: Passo 03: Intersecao de duas retas.

Fica evidente que X é o ponto requerido a partir do fato de que Y é o ponto que
¢ inverso a um ponto de AB quanto de A’B’; portanto, o ponto X inverso de Y deve
pertencer a ambos, AB e A'B’.

Com estas duas demonstragoes, completamos a prova de equivaléncia entre as cons-
trucoes de Mascheroni utilizando apenas o compasso e as construgoes geométricas con-

vencionais com régua e compasso.

3.5 Algumas aplicacoes

Apresentamos nesta secao algumas aplicacoes da teoria apresentada, que inclusive,

podem ser desenvolvidas pelo professor da Educacao Bésica em suas aulas.

e Sobre um segmento AB de comprimento p, levante um segmento per-
pendicular AFE.
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Figura 3.26: Passo 01 da construcao.

Com uma abertura do compasso invariavel e igual ao segmento de comprimento
arbitrario R, tracamos as circunferéncias (A, R) e (B, R) que se intersectam em O.
Descrevemos a circunferéncia (O, R) e construimos neste o ponto E que é diame-

tralmente oposto ao ponto B.

Figura 3.27: Passo 02 da construcao.

Assim teremos o tridngulo ABE, retangulo em A. Logo, podemos concluir que
AE 1 AB.

Figura 3.28: Passo 02 da construcao.

e Dois segmentos de comprimento p e ¢ com p > ¢ sao dados no plano. En-
contre um segmento de comprimento = = /p? — ¢?, utilizando a construcgao

anterior.
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Para resolver este item basta considerar o segmento AB de comprimento ¢, proceder
conforme o item anterior e obter a perpendicular AE com AB. Agora basta fazer um
circulo com centro em B e raio de comprimento p intersectando a perpendicular AE
em C.

Assim, obtemos o tridngulo retangulo ABC' de catetos AB e AC' e hipotenusa BC.
Tomando AB = q, BC =p e AC = z, temos:

2 _ 42

¢ =p e r=/p?—q¢

Figura 3.29: Segmento de comprimento \/p? — ¢>.

e A partir de um dado segmento de comprimento a construa o segmento
de comprimento av/2.

Para resolver este item basta considerar o segmento AB de comprimento a e proce-
der conforme o primeiro item, considerando os circulos (AR) e (BR) de raio também
de comprimento a. Assim teremos o triangulo ABC', retangulo em A, de catetos de

comprimento a e hipotenusa BC' = x, conforme segue:

P=d+ddesr=vVae+aer=aV2

Figura 3.30: Segmento de comprimento av/2.

e Com segmentos dados de comprimentos p e ¢ encontre um segmento
de comprimento = = \/p? + ¢*.
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Para resolver este item basta considerar o segmento AB de comprimento ¢ e pro-
ceder conforme o primeiro dos itens, tendo como raio (AR) de comprimento p. A
intersecdo da perpendicular AE com o circulo (AR) chamamos de C. Assim obtemos
o tridangulo retangulo ABC' com catetos de comprimentos p e ¢ e hipotenusa BC' de

comprimento x conforme segue:

?=p s x=p:+qg

Figura 3.31: Segmento de comprimento /p? + ¢2.

e Utilizando os resultados anteriores, encontre segmentos de compri-
mento p + g € p — q se segmentos de comprimento p e ¢ forem dados no
plano.

Podemos obter o triangulo ABC, retangulo em A com catetos AB = p e AC = g,
utilizando a construcao anterior. Tracamos um circulo com centro em A e raio de
comprimento ¢q. A partir da intersecao do circulo com o segmento AB encontramos
o ponto D, obtido através da construgao de trés arcos de 60°. Logo, temos que o
comprimento de AD vale p + q.

Figura 3.32: Construcao de um segmento de comprimento p + q.

Consideremos agora o mesmo tridngulo ABC, com D sobre AB. Assim temos
AD = ¢q e como AB = p concluimos que BD = AB — AD =p —q.
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Figura 3.33: Construcao de um segmento de comprimento p — g.

¢ Encontre a projecao ortogonal de um ponto A sobre um reta.
Para esta construcdo, devemos inicialmente tracar um circulo com centro em A,

intersectando a reta dada nos pontos P e Q.

Figura 3.34: Circulo de centro A intersectando a reta em P e ().

Na sequéncia, tracar circulos de centros em P e () com raio PA (Figura 3.35 abaixo).

Figura 3.35: Circulos de centro P e () com raio PA.

Obter o ponto R que é a intersecao dos circulos de centros P e (). Tracar o circulo
de centro R e raio PR (conforme Figura 3.36 abaixo).

Obter o ponto S, interse¢ao dos circulos de centros P e R (analogamente T'). Com
centro em (@ tracar o circulo de raio QS (observe a Figura 3.37 abaixo).

O ponto da intersecao A’ da reta dada com o circulo de centro @ e raio QS é a

projecao ortogonal de A sobre a reta.



48

Métodos diferentes para realizar construcoes geométricas

Figura 3.36: Circulo de centro R e raio PR

Figura 3.37: Circulo de centro @) e raio ().S.

Figura 3.38: Projecdo ortogonal do ponto A sobre uma reta.
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