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Resumo

Sistemas com simetrias de gauge ndo podem ser quantizados da forma usual e neces-
sitam de outros métodos capazes de fixar as condi¢des de gauge. Sistemas que apresen-
tam vinculos possuem graus de liberdade internos gerados por transformacgoes de gauge.
Nestes casos as equagdes de movimento ndo sao suficientes para determinar a evolugado
de um sistema e é preciso impor vinculos ao sistema. Para fixar essas condigdes é neces-
sdrio a adi¢do de fantasmas. Depois que os vinculos foram fixados resta ainda uma trans-
formacdo que envolve os campos fisicos e fantasmas. Essa simetria é chamada simetria
BRST. As propriedades do operador BRST permite determinar um conjunto de solugoes
independentes que satisfagam os vinculos e, através desse processo é possivel quantizar
um sistema. Em alguns casos o operador BRST néo é capaz de fixar todas as condigdes,
para isso foi desenvolvido o formalismo BV. Além de fantasmas, também adiciona-se
anticampos. Nesta dissertacdo foi feita uma revisdo sobre vinculos, transformacoes de
gauge e apresentou-se a simetria BRST. Utilizando as propriedades do operador BRST
foi possivel encontrar um método para determinar o operador BRST e apresentou-se o
operador BV. Ao longo do texto apresenta-se exemplos para facilitar a compreensao da

teoria.

Palavras Chaves: Sistemas vinculados, Vinculos, Simetrias de Gauge, Simetria BRST, Si-

metria BV, Particula Relativistica, Corda Bosonica Relativistica

Areas do conhecimento: Teoria Quantica de Campos.
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Abstract

Systems with gauge symmetries cannot be quantized in the same way simpler sys-
tems can. This is due to the fact that gauge systems are constrained and it is impossible
to find its time evolution just by using the equations of motion. One way to deal with this
problem is by adding the so-called ghost fields, whose role is to fix the gauge. Once this
fixation is done, there is still a transformation between physical and ghost fields. This
symmetry is called BRST symmetry. In this approach, one is led to consider the BRST
operator, which allows a set of independent solutions that satisfy the constraints to be
found and the system to be properly quantized. However, there are still some conditions
that cannot be fixed within the BRST formalism. For that reason, the BV formalism was
developed. In the BV formalism, besides the ghost fields, it is necessary to include an-
tifields in order to fix the constaints. This dissertation presents a review on constraints,
gauge transformations and the BRST symmetry. Using the properties of the BRST opera-
tor, it is shown how to find the BRST operator itself. Also, the BV operator is presented.

Some examples are presented in almost every step.
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1 Introducdo

A Fisica busca analisar, descrever e compreender os fendmenos naturais. Através de
um conjunto de informagdes possiveis de serem coletadas, busca-se entender o comporta-
mento dos fendmenos e determinar como algo se comporta sob determinadas condigdes.
Para fazer esse estudo, utiliza-se de uma linguagem légica, a matemadtica, para descrever
os fendmenos e a partir das operagdes légicas analisar as possiveis consequéncias das
propriedades dos sistemas.

Nesse contexto surgiu a Mecanica Cléssica. Utilizando alguns principios fundamentais, é
possivel descrever a evolugdo de um sistema dados informagdes coletadas a dois tempos
diferentes e as condi¢des ao qual o sistema é submetido. O conjunto de informacdes ne-
cessdrios sdo, a priori, o que se chamam de varidveis dindmicas e correspondem a posicdo
de cada objeto do sistema e sua velocidade. A partir dessas grandezas e das propriedades
do sistema define-se uma outra grandeza chamada Acédo. A partir da Acdo e do Principio
de Minima Acao é possivel encontrar um conjunto de equagdes que determinam os valo-
res para a posi¢do dos objetos e suas velocidades para cada instante entre os dois tempos
de observagao.

Muitas vezes o sistema pode apresentar vinculos, isto é, um conjunto de condigdes que
relacionam a posigdo e a velocidade das particulas do sistema. Essas relagdes fixas po-
dem gerar um conjunto de transformacgdes entre as varidveis dindmicas que deixam a
evolugdo do sistema invariante. Isto é, é possivel encontrar um conjunto de transforma-
¢Oes entre as solugdes das equagdes de movimento. Essas transformagdes sdo chamadas
transformacdes de gauge e correspondem a graus de liberdade internos ao sistema. As-
sim, as equagdes de movimento sdo incapazes de determinar unicamente a evolugdo do
sistema. Por exemplo, uma bola de futebol é um sistema com vinculos. Os vinculos dela
estdo relacionados ao fato de o padrdo da estampa se repita ao redor da bola. Considere
que voce a veja a um momento, deixe o tempo passar e veja ela de novo. Mesmo que a
imagem da bola no segundo instante seja igual a primeira, é impossivel saber se giraram
a bola ou néo.

Com o desenvolvimento da Fisica e o estudo do comportamento das particulas em es-
calas menores, descobriu-se que esses graus de liberdade extra eram um problema. Para

um sistema clédssico é possivel fazer a observagdo a qualquer momento e determinar que



transformacdes estdo sendo efetuadas no sistema. Entretanto o mesmo ndo pode ser feito
para escalas menores. Descobriu-se ao estudar sistemas fisicos em escalas menores que
a partir de determinada escala as grandezas passam a tomar valores descontinuos. E
possivel determinar intervalos para essas grandezas que sdo inacessiveis ao sistema. Por
exemplo, os elétrons em um atomo s6 podiam ter determinados niveis de energia. Assim,
alguns objetos podiam apresentar o comportamento de onda em certas circunstancias e
de particula em outras. A luz, por exemplo, corresponde a uma particula chamada féton.
Como a luz, ou qualquer outra particula, s6 podia assumir certos valores minimos para
energia, podia ser grande o suficiente para alterar o comportamento do sistema. Dessa
forma, qualquer observagédo torna-se comprometida. A Fisica a essa escalas foi chamada
Mecéanica Quéantica.
Devido a dificuldade de observacdo, a Mecanica Quantica estd associada ao Principio da
Incerteza. Essa principio estabelece uma dificuldade em medir com precisdo a posigdo e a
velocidade de uma particula simultaneamente. Essa dificuldade estd associada a seguinte
equagdo:

[x, p] = ih. (1.1)

Essa equagdo estabelece uma relagdo entre a posigdo e o momento conjugado. Caso haja
vinculos no sistema que relacionem a posi¢do e o0 momento conjugado, a equagao (1.1)
ndo é bem estabelecida. Isso advém da dificuldade de determinar a posi¢do e o momento
conjugado. Logo, ja é possivel notar que a Mecanica Quantica apresenta um problema
para tratar de sistemas com vinculos.

O Fisico P. A. M. Dirac estudou profundamente a questao de sistemas quénticos com vin-
culos [1]. Ele analisou a possibilidade de existéncias de vinculos, como eles geravam as
transformagdes de gauge e como era possivel classificar os vinculos. A partir desse es-
tudo, foi possivel descobrir um método de impor os vinculos ao sistema e determinar as
varidveis dindmicas tal que elas satisfizessem a relacdo (1.1). E através do estudo da rela-
¢do (1.1) e de estruturas classicas j& conhecidas, o parenteses de Poisson, ele estabeleceu
uma forma de quantizar sistemas, chamada quantizagio canonica.

Outra dificuldade se encontra no fato de que como a observagdo afeta um sistema quan-
tico, para se determinar a evolucdo de um sistema s6 é possivel ter acesso a uma obser-
vagdo inicial e final do sistema. Qualquer outra observagao que seja feita entre esses dois
tempos afeta o experimento e consequentemente a observagao final. Assim, a maltipla
possibilidade de caminhos que podem ser realizados e que satisfacdo as equagdes de mo-
vimento dificultam a determinacdo da evolugdo do sistema. Para sistemas quanticos é
preciso entdo impor os vinculos ao sistema e fixar as transformagdes de gauge. A fixacao
das transformagdes permite que se determine unicamente a evolugdo do sistema.

No contexto da Teoria Quantica de Campos, que buscava estudar os campos na escala

da Fisica Quantica, verificou-se a presenca de campos de gauge. Esses campos tinham



sua dindmica invariante por determinadas transformagdes, chamadas transformagdes de
gauge. Tratava-se de uma simetria interna. Essa simetria removia o significado fisico
de alguns graus de liberdade. Isso dificultava seu processo de quantizagdo. Para resol-
ver esse problema, seguiu-se o procedimento desenvolvido por Dirac. Adicionava-se aos
campos os vinculos a fim de tentar restringir as varidveis dindmicas aos vinculos e po-
der assim realizar os cdlculos. Para esse processo era preciso adicionar campos que nao
possuiam significado fisico, mas correspondiam aos graus de liberdade extra do sistema.
Uma vez que os graus de liberdade extra podiam ser descritos dinamicamente, era possi-
vel fixd-los. Por ndo serem fisicos, foram chamados de campos fantasmas. Eles possuiam
propriedades incomuns, sua estatistica era diferente da indicada por sua dindmica.

Uma vez fixados os vinculos com a adi¢do de campos fantasmas, era possivel também
fixar o gauge. Em outras palavras, fixava-se uma condigdo que quebrava a simetria de
gauge e assim, tornava a evolugdo do sistema unicamente determinada. Um dos procedi-
mentos para se realizar isso foi desenvolvido pelos fisicos L. D. Faddeev e V. N. Popov, [2],
dando origem aos fantasmas de Faddeev-Popov.

Posteriormente descobriu-se que ap6s a fixacdo dos vinculos, ainda persistia uma sime-
tria residual. Essa simetria relacionava os campos fisicos e 0os campos fantasmas. Essa
simetria foi estudada pelos fisicos C. Becchi, A. Rouet e R. Stora, [3], e independente-
mente por Tyutin, [4], e foi portanto, chamada de simetria BRST. Essa simetria possuia
propriedades bem particulares. Além de o gerador ser fermidnico, ele é nilpotente. A pro-
priedade de nilpoténcia permite a determinagdo de um conjunto de fung¢des, chamado
co-homologia, que satisfazem uma série de propriedades. Notou-se que era possivel as-
sociar todos os estados fisicos a co-homologia do operador BRST. Neste processo, fixava-
se todos vinculos do sistema. Esse formalismo se tornou bastante ttil para a quantizagado
de Teorias de Gauge.

Com o tempo, iniciou-se um estudo mais abrangente de Teorias de Gauge, como por
exemplo sistemas covariantes. Notou-se a existéncia de varias possibilidades para trans-
formacgoes de gauge que envolviam fungdes de estrutura de ordem mais alta, reduti-
bilidade do gauge e a existéncia de algebras abertas. Esse comportamento foi primeiro
notado ao tentar se estudar a dlgebra das transformacdes de gauge do campo gravitacio-
nal. Esse estudo foi feito por E. S. Fradkin, G. A. Vilkovisky. I. A. Batalin e outros, [5-9].
Nesse contexto, foi necessério fazer um estudo do formalismo BRST que incluisse todas
as novas relagdes que foram encontradas.

Batalin e Vilkovisky desenvolveram outro método, [10,11], para realizar a quantizacdo de
sistemas com simetrias de gauge. Neste método, ao invés de impor os vinculos aos ob-
servaveis, impdem-se as transformagdes de gauge as equagdes de movimento. Isto é, ao
invés de excluir os observdaveis que nao satisfizessem as condi¢des de vinculo, buscava-se

eliminar as solucdes das equagdes de movimento que ndo satisfizessem as transformacoes
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de gauge. Esse formalismo foi chamado de formalismo BV. Utilizado primeiramente para
lidar com sistemas com gauge redutivel e com estruturas de gauge de ordem mais alta,
descobriu-se que esse formalismo era essencial para lidar com um caso mais especial, o
caso de sistemas com algebra de gauge abertas. S6 a estrutura dos vinculos nado era ca-
paz de trabalhar essa condi¢do. Mas ao se considerar diretamente as transformacoes de
gauge, esse processo era possivel.

Ambos os formalismos BRST e BV estavam relacionados & simetria BRST, isto €, a sime-
tria residual que surgia apds a imposigao dos vinculos e fixagdo das transformacoes de
gauge. A estrutura de ambos os formalismos é extremamente analoga. Definindo uma
operagdo de parenteses, no caso BRST corresponde ao parenteses de Poisson e no caso
BV, ao parenteses BV, é possivel encontrar um gerador da simetria que seja nilpotente.
E a partir desse gerador quantiza-se os sistemas. Uma vez que o formalismo BRST esta
relacionado ao parenteses de Poisson, basta considerar os campos fantasmas e seus mo-
mentos conjugados. J4 no caso do formalismo BV é preciso incluir anti-campos para sa-
tisfazer o parenteses BV.

Os formalismos BRST e BV sdo semelhantes para os casos simples e obtém 0s mesmos
resultados. Por seguirem as mesmas ideias, sdo extremamente andlogos. Muitas vezes
os termos utilizados em um sdo também utilizados para designar termos no outro. A
diferenca s6 surge para tratamentos de casos mais complicados que tenham graus de li-
berdade maiores, como na Teoria de Campos Gravitacionais [8] ou na Teoria de Campos
de Cordas, [19,26,27].

Nesta dissertagdo buscou-se estudar o formalismo BRST e BV e suas aplicagdes. No se-
gundo capitulo, analisa-se a estrutura dos vinculos, suas classificagdes e como eles ge-
ram as transformagdes de gauge. Estuda-se também casos mais gerais dos vinculos, de-
terminando como é possivel encontrar fun¢des de estrutura de ordens mais altas. No
terceiro capitulo estuda-se as transformacoes de gauge e suas estruturas. No quarto capi-
tulo aplica-se todo o estudo de vinculos e simetrias de gauge em trés exemplos. Com isso,
é possivel analisar toda a estrutura que foi antes exposta. No quinto capitulo, estuda-se a
simetria BRST. Primeiramente, observa-se como é necesséario fixar os vinculos aos estados
fisicos e obtém-se uma intuig¢do para o operador BRST. Analisa-se o método de Faddeev-
Popov para fixar os vinculos e encontra-se campos fantasmas. Uma vez determinada a
Agdo com campos fantasmas, estuda-se como a simetria BRST relaciona os campos fi-
sicos e fantasmas. Através desse método quantiza-se a particula relativistica e a corda
bosonica. No sexto capitulo observa-se a existéncia de casos mais complexos, como a
existéncia de gauges redutiveis. Neste caso o operador BRST deve ser modificado. As-
sim, com essa motivagdo, desenvolve-se um método para determinar o operador BRST
no caso mais geral a partir das propriedades mais fundamentais do operador BRST. Rede-

finindo as operagdes é possivel encontrar o formalismo BV. No sétimo capitulo aplica-se
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a simetria BV no caso da particula relativistica e da corda bosdnica, mostrando que o re-
sultado final é equivalente ao obtido pela simetria BRST. Aplica-se também o formalismo
BV a Teoria de Campos de Cordas Abertas a fim de demonstrar como BV é necessaria

para casos de simetrias de gauge mais complexas.
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2  Sistemas com vinculos

Um sistema dindmico pode ser descrito por um conjunto de varidveis. Essas varia-
veis definem a configuragdo do sistema a cada instante. E possivel desenvolver um for-
malismo que determina como essas varidveis interagem entre si e como elas evoluem no
tempo dadas suas configuragdes iniciais e finais.

Na Mecanica Classica utiliza-se do formalismo da Agdo para descrever os sistemas dina-
micos e suas evolugdes no tempo. As varidveis dindmicas sao aquelas que determinam a
configuragdo do sistema a cada instante e sua evolugdo. Ha duas opg¢des para a escolha
dessas varidveis: o formalismo Lagrangeano e o formalismo Hamiltoniano.

Primeiramente, considere o método Lagrangeano. Neste caso as varidveis dindmicas sdo
a posicdo e a velocidade para cada grau de liberdade do sistema. Assim, tem-se que as
varidveis sdo: q" e 4", onde n = 1, ..., N sdo os graus de liberdade. Para descrever a Acao,

S, utiliza-se a fungdo Lagrangeana, L, que é uma fungao das varidveis dindmicas:

1)
s:/ L(q",6")dt. @.1)

t

Como se pode ver, a Agdo depende das configuragdes iniciais, ao tempo t1, e finais, ao
tempo t,. Segundo esse formalismo a evolugdo do sistema é descrita pelo caminho cujas
transformagdes infinitesimais deixam a A¢édo invariante. Em outras palavras, considere
um caminho descrito por func¢des do tempo g"(t). Transformando infinitesimalmente
esse caminho por Jg", a A¢do S deve se manter invariante, isto é, 6S = 0.

A solugdo deste problema é conhecida e é dada pela equagao de Euler-Lagrange:
i(;;;) - ;ql; -0, n=1,.,N. 2.2)

Desenvolvendo um pouco mais os termos, obtém-se:

PL AL, L
aqmaqn - aqn q aqmaqn‘

Py

(2.3)

E possivel notar entdo que para se encontrar uma solugao tinica para g é preciso que:

det(aq_anfg‘qn) £ 0. (2.4)
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Caso contrario, a matriz
9’L
Ry (2.5)
04"ag"
ndo é inversivel e as solu¢des ndo sdo unicamente determinadas. Dessa forma, um con-
junto de solugdes seria possivel para cada configuracao inicial e final dada. Isso quer
dizer que nem todos os graus de liberdade foram fixados pelas equagdes de movimento.
Existem graus de liberdade interno entre as solucdes. E possivel encontrar uma transfor-
macao que leve uma solugdo que satisfaga a equagdo de movimento a outra diferente mas
que também satisfaca a mesma equagdo. Essas transformacoes sdo chamadas transforma-
¢oes de gauge.
A razdo de existir as simetrias de gauge pode ser pelo fato das varidveis dindmicas ndo
serem absolutamente independentes. Pode haver rela¢des entre elas, chamadas vincu-
los. Esses vinculos levam a uma degenerescéncia na escolha das varidveis dinamicas que
determinam o sistema fazendo muitas vezes com que elas ndo tenham mais significado
fisico.
Uma vez que a existéncia dos vinculos estd relacionada com a matriz (2.5), é interessante

definir uma nova variavel dindmica chamada momento conjugado p". Esse momento é

dado por:
oL
Pn = @ (2.6)
Neste caso, a matriz (2.5) é descrita por:
oPm
TR (2.7)

Isto é, corresponde ao Jacobiano da transformagdo de um espaco definido por posicdo, 7",
e velocidade, 4", chamado espago de configuragdo, para um espago definido por posigdo,
g", e momento conjugado, p", chamado espaco de fase.

Nesta transformacao fica mais explicito o caso em que o determinante de (2.5) é diferente
de 0, e corresponde ao caso em que os momentos conjugados e as velocidades nado sado

independentes. Neste caso é possivel determinar vinculos do tipo:
Pu(pg) =0 m=1,.,M (2.8)

Esses vinculos sdo chamados de vinculos primdrios. E possivel ver que neste caso, ao se
fazer um mapeamento do espago de fase para o espago de configuracdo seria impos-
sivel encontrar um mapeamento inverso. Estaria se levando um conjunto de varidveis,
(9",4"), com um numero de graus de liberdade, para um outro conjunto de varidveis,
(", p"), com um nimero menor de graus de liberdade, uma vez que eles estariam restri-

tos aos vinculos primadrios.
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2.1 Sistemas que envolvam Campos

Nesta sessdo serd feita um pequeno adendo para o caso de sistemas que envolvam
campos. Considere que o sistema corresponda uma distribuigdo continua no espaco. Isto
é, a cada ponto do espago é possivel associar a existéncia de uma grandeza. Os valores
relacionados com essas grandezas ndo podem variar bruscamente entre um ponto e outro
do espago que sejam muito préximos. Assim, o sistema é determinado a partir de Cam-
pos. A cada ponto no espago-tempo associa-se o objeto ¢(x") que depende da posicdo x*.
Os indices u se diferenciam do indice i, pois o primeiro varia de 0 a 3 englobando todas
as dimensoes, enquanto o segundo varia de 1 a 3, englobando apenas as dimensdes es-
paciais.

O sistema portanto pode ser descrito a partir do comportamento desses campos. Isto é,
ao invés de se considerar g e g, utiliza-se os valores de ¢(x/) e de 9,¢(x*) como variaveis

dindmicas. A Acgédo é escrita como:

s = [dixcip(x), 9(x)]. (2.9)

onde L é chamada de densidade Lagrangeana, pois ela depende da posigdo x* de cada
objeto. Para determinar o sistema completo, é necessario entdo efetuar também uma in-
tegral em todas as dimensdes do espago, [ d°x, e por isso a Acdo é dada por uma integral
em todo o espago-tempo, [ d*x.

Utiliza-se 77, para designar o momento 77(x*) conjugado a ¢(x*). Ele é obtido a partir de:

oL
A equagdo de movimento para os campos é dada por:
oL oL
ay(a(aw)) 3 =0 2.11)

Tendo em mente as consideragdes que devem ser feitas para o caso de campos, volta-se a

utilizar a notagédo da sessdo anterior.

2.2 Vinculos

Os vinculos primaérios (2.8) foram descritos no espago de fase, logo, para descrevé-los
é preciso estudar o formalismo Hamiltoniano.

A partir da Lagrangeana L(g",4"), no espago de configuragdo, é possivel determinar o
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Hamiltoniano H(gq", p,), no espago de fase, através de uma transformacao de Legendre:
H=pui" —L. (2.12)

Para o caso de sistemas descritos por campos, de forma analoga, o Hamiltoniano é obtido

a partir da densidade hamiltoniana H:
H = — L. (2.13)

E,
H(t) = /d3x7-l(t, ). (2.14)

onde a integral é feita s6 no espago, uma vez que o Hamiltoniano é uma grandeza deter-
minada a cada instante.

O formalismo de vinculos segue de forma analoga considerando que se tratam de distri-
bui¢des no espaco. Isto é, as varidveis dindmicas sdo em termos das grandezas ¢(x#) e
dyp(xt) ou ¢p(x#) e rr(xt).

De uma forma geral, o Hamiltoniano é entdo descrito em um espago dado pela posigdo,
ou valor do campo a cada ponto, e 0 momento conjugado. Voltando ao caso sem en-
volver campos, é possivel analisar a dependéncia do Hamiltoniano com suas varidveis

dinamicas,q" e py:
. o L oL /ALy
SH = 6(pui’ — L) = 5pui” + pudi (aqn)éqn (aqn)é‘qn
oL
- q'”épn—<aqn)5qn. (215)

O Hamiltoniano, entretanto, ndo é unicamente determinado. Uma vez que os vinculos
primadrios (2.8) sdo nulos, a soma de qualquer combinagdo linear deles ao Hamiltoniano

ndo o altera. Isto é, é possivel encontrar um Hamiltoniano equivalente descrito por:

Essa alteragdo do Hamiltoniano é equivalente a impor que o Hamiltoniano satisfaca as
condigdes de vinculos ao utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Essa modi-
ficagdo no Hamiltoniano altera as equag¢des de movimento. Essa alteracdo do Hamiltoni-
ano faz com que as equag¢des de movimento satisfagcam os vinculos.

Fazendo a variagdo (2.15) com o Hamiltoniano equivalente (2.16), obtém-se as seguintes

equagdes de movimento:

oM %
n = apn m apn ;

 H
P = oqn Hm oqn

(2.17)

(2.18)
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onde os coeficientes u,,, que correspondem aos multiplicadores de Lagrange, sdo des-
conhecidos. As equacoes (2.17) sdo as equagdes que descrevem a evolugdo das varidveis
dinamicas em um sistema com vinculos.

Uma vez que os coeficientes u,, estdio multiplicados pelos vinculos, que sdo nulos, é pos-
sivel notar que uma variagdo de u,, ndo modificaria as equa¢des de movimento a menos
de um termo igualmente nulo. E possivel entdo generalizar os coeficientes e considera-los
variaveis dindmicas u,, = Uy (g, j). Para encontrar as equagdes que determinam u,,(q, 4),
basta observar a primeira equacao de (2.17).

Com essa generaliza¢do dos coeficientes, que devem existir em mesmo nimero dos vin-
culos primérios (2.8), nota-se que o problema da diferenca dos graus de liberdade entre
o espago de configuragdo e o espaco de fase é resolvido. Em ambos os casos tem-se o
mesmo numero de varidveis dindmicas, e equagdes, iy (q,4) ou ¢m(p,q) = 0, que res-
tringem os graus de liberdade. O problema da irreversibilidade de (2.5) é resolvido e o
problema mais uma vez se torna unicamente determinado.

A ideia de adicionar coeficientes dindmicos para a solugdo de problemas com transfor-
magoes de gauge é extremamente util e serd analisada em mais detalhes nos capitulos
posteriores.

O formalismo Hamiltoniano é portanto bastante til para estudar sistemas com vinculos.
Para entender melhor como os vinculos geram as transformagdes de gauge € preciso es-
tudar uma propriedade do espago de fase.

No espaco de fase é possivel descrever uma operagdo entre duas fungdes f e g que é dada

por:
_of dg  9of odg
[f8l=5 PR PR P (2.19)

Essa operagdo é chamada parenteses de Poisson e é essencial no estudo do formalismo

Hamiltoniano. O parenteses de Poisson satisfaz as seguintes propriedades:

If,gl = —lgf] (antisimetria); (2.20)
[afi+Bf2,g] = alfi,8]+Plf2,8]  (linearidade);  (2.21)
(fif2, 8] = flf2 gl +1f1,¢lf2  (lei do produto); (2.22)

]

lf, g h]]+ g [k fll+ 11 (f.8]] = O (Identidade de Jacobi). (2.23)

Essas propriedades sdo de extrema importancia e aparecerdo na descri¢do de outras ope-
ragoes.
Com a utilizacdo dos parenteses de Poisson é possivel simplificar as equagdes de movi-
mento.

Considere que a evolugdo de um observavel dindmico seja dado por:

. 0% . g .
&= 5o nt 3 o (2.24)
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Utilizando as equagdes de movimento (2.17) e o parenteses de Poisson, é possivel modi-

ficar essa equacdo. A equagdo obtida é dada por:

8§ = (g H] + tmlg, Pm]. (2.25)

Ou,
¢ =g H'] (2.26)

onde chama-se H* = H + u,,¢,, de Hamiltoniano Total.

Logo, a evolugdo temporal de um observavel dindmico é determinado pelo parenteses
de Poisson do observavel com o Hamiltoniano Total.

Um detalhe que merece atengdo a partir deste momento é o fato da existéncia de igual-
dades chamadas fortes e fracas. Uma vez que os vinculos sdo identicamente nulos, é
sempre possivel somar uma combinagado linear deles sem alterar o significado da equa-
¢do. Quando se supde possivel a soma a solugdo de combinagdes lineares dos vinculos,
admite-se a existéncia de uma igualdade fraca. Neste caso o sinal de igualdade é repre-
sentado por ~. Caso contrdrio, a igualdade ¢é forte, isto é, assume-se que nao esta in-
cluindo possiveis combinagdes lineares dos vinculos.

Um exemplo é a possibilidade de escrever:
¢~ |g, H". (2.27)

Uma vez que é possivel somar termos u""¢,, a equagdo sem alterar seu significado.

Ao se considerar vinculos é preciso estar atento se eles sdo consistentes, isto é, se eles ndo
sdo incompativeis com o sistema. Para verificar essa consisténcia é preciso analisar como
os vinculos evoluem temporalmente. Sendo fixos, eles deveriam ser constantes, tal que

¢m = 0. Isso gera um sistema de equagdes da forma:
" = [¢", H] = 0. (2.28)

Desenvolvendo, obtém-se:
(pm, H] + 14, 5] = 0. (229)

A consisténcia dessa equagao depende da consisténcia da Lagrangeana ou gera condi-
¢Oes para os coeficientes u,,. Caso haja inconsisténcia, isto €, leve a alguma igualdade
impossivel, significa que a Lagrangeana inicial ndo é valida, ela possui equagdes de mo-
vimento impossiveis. Por exemplo, L = 4 — g, cuja equagdo de movimento é 0 = 1. Caso

haja consisténcia, a equagdo (2.29) pode fornecer duas solugdes:

1. 0 = 0, neste caso a Lagrangeana fornece equacdes de movimento e vinculos consis-

tentes entre si.
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2. x(gq,p) = 0, neste caso encontra-se um novo vinculo que deve ser satisfeito pelo

sistema. Os novos vinculos encontrados sdo chamados vinculos secunddrios.

E importante ressaltar que os vinculos secunddrios também devem satisfazer a equagio
de consisténcia (2.29) podendo gerar novos vinculos secundérios. Através desse processo
é possivel encontrar todos os vinculos de um sistema.

Uma vez encontrados todos os vinculos que sejam consistentes com as equagdes de mo-
vimento, é interessante obter as solugdes que a equagdo (2.29) fornece para os coeficientes
um(q, p). As solucdes podem ser separadas em uma solucdo particular Uy, (g, p) e uma so-
lugdo homogeénea Vy, (g, p).

A solugdo particular deve existir, caso contrdrio a equagdo ndo é consistente e esse caso

foi excluido:
[Pm, H] + Uj[¢m, ¢j] =0 (2.30)

Todavia, a solucao particular pode ser alterada pela combinacao linear de solugdes ho-

mogeéneas Vy,(g, p) que satisfacam:
Vinl¢j, ¢m] = 0. (2.31)
Logo, a solugdo mais geral para o coeficiente u,, é:
U = Uy + 0 V. (2.32)
O Hamiltoniano Total (2.16) pode ser escrito, portanto, como:
Hr = H + Uppm + Vaa. (2.33)

onde
P = Vam(f’mz (2.34)

e v, é uma constante arbitraria. Define-se assim um Hamiltoniano Total consistente e que
fixa todos os vinculos do sistema.

Com o objetivo de obter as transformagdes de gauge é preciso estudar outra classificagdo
para os vinculos.

Os observaveis dindmicos de uma forma geral podem ser classificados em primeira classe
ou secunda classe conforme tenham o parenteses de Poisson fracamente igual a zero ou
nao.

Uma varidvel dindmica, A, dependente de g e p, é de primeira classe quando o parenteses

de Poisson com os vinculos é fracamente igual a zero:

[A, ¢j] = cixpe =0,  jk=1,..,N. (2.35)
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Caso contrario, a varidvel dinamica é chamada de sequnda classe.
[A,¢]=C;, j=1,.,N. (2.36)

Essa mesma classificagdo pode ser aplicada aos vinculos, que passam a ser considerados
de primeira ou de segunda classe. Os vinculos de primeira classe, y,, sdo o conjunto de

vinculos que satisfazem a seguinte igualdade:

[Yar 78] = chprp = 0. (2.37)

Os vinculos de segunda classe, ), sdo aqueles que satisfazem a seguinte relacdo:

[Xar Xb] = Cap- (2.38)

onde det(C,p) # 0, caso contrdrio seria possivel realizar combinagdes lineares dos vincu-
los de segunda classe que satisfizessem a relac¢do (2.37).

E importante notar que a igualdade fraca pode corresponder somente 4 combinagéo li-
near de vinculos de primeira classe. Isso passa a ser mais 6bvio ao se demonstrar que
o parenteses de Poisson entre dois observéveis, A e B, de primeira classe também é um
observavel de primeira classe. Utilizando a propriedade de anti-simetria e a Identidade

de Jacobi, demonstra-se:

[[A,Bl,¢j] = [[A ¢j],B] - [[B, ¢, Al
= [apdx, B] — by, Al
= ajlPr Bl + [ajx, Blox — bjt[¢1, Al — [bjy, Al = Cjmpm =0 (2.39)

Assim, considerando que A e B correspondam a vinculos de primeira classe, o parenteses
de Poisson entre eles deve corresponder 8 uma combinacgao linear de vinculos de primeira
classe. Isso corresponde justamente a relagdo (2.37). A partir dessa informagao, percebe-
se que é possivel obter uma 4lgebra para os vinculos

O Hamiltoniano Total (2.33) é um observavel de primeira classe. Para demonstrar isso,

basta analisar o parenteses de Poisson:
[H + Unm + Voo, $i] = [H + Unm, ¢i] + [Vatpa, il- (2.40)

O dltimo termo é calculado por:

[Uac47zxr¢i] - [Uavam¢mr¢i]
= UaVam [4)711; (Pz] + [Uavam/ (Pz](Pm ~0 (2-41)

onde utilizou-se o fato de que o dltimo termo é fracamente nulo e o primeiro termo satis-

faz a equagdo para Vg, (2.31).
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O termo restante é:
[H + Uppm, pi] =0 (2.42)

Ja que satisfaz a equagao de consisténcia (2.29) para os vinculos.
Logo,

[H + um¢m + Uac¢txr 471] - [HT/ 471] ~ 0. (2-43)
E o Hamiltoniano Total é de primeira classe como queriamos demonstrar.

Assim, de uma forma geral, um sistema com vinculos de primeira classe, ,, e segunda

classe, x4, devem satisfazer as seguintes equagdes:

[Yar 18] = Clpve + TapXaxn, (2.44)
[YarXal = Cla¥o + CraXes (2.45)
[Hr, v = Vive + Vil Xaxe, (2.46)
[Hr, Xa) = Vive +Vixe (2.47)
Xaxv] = Cap (2.48)

onde se utilizou o fato facilmente verificdvel com as propriedades dos parenteses de Pois-
son, (2.20), que o produto entre dois vinculos de segunda classe é um vinculo de primeira

classe.

2.3 As transformacoes geradas por vinculos de primeira classe

Sistemas com vinculos possuem graus de liberdade interna. E possivel obter nesses
sistemas transformagdes entre as varidveis dindmicas que ndo modifiquem a evolugao
temporal deles. Esses graus de liberdade ndo podem ser fixados pelas equag¢des de mo-
vimento. Existindo vinculos entre as coordenadas p e g é impossivel determinar unica-
mente a evolugdo de um sistema dindmico dados apenas a configuragdes iniciais e finais.
A esses graus de liberdade estdo relacionados os vinculos. A existéncia de relagdes en-
tre as variaveis dinamicas é justamente o que possibilita as transformagdes de gauge. E
preciso entdo entender como os vinculos geram as transformacgdes de gauge e como eles
estdo relacionados a esses graus de liberdade.

Para isso, considere a evolugdo de um observédvel com uma varia¢do Jt no tempo:

g(5t) = go + got. (2.49)
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Usando a equagao (2.27), encontra-se:

g(6t) = go+gdt (2.50)
= go+[g Hr|ot
= g0+ (g H+ Unpm|ot + vimg, om]ot.

Como se pode ver, a evolugao temporal depende do coeficiente v,, que é arbitrario. E pos-
sivel fazer varias escolhas para esse coeficiente. Tal que, fazendo uma escolha diferente
desse coeficiente para a evolugdo temporal, encontra-se que a diferenca entre eles é dada
por:
Ag(St) = ot(vm — vly)[8, Pm)- (2.51)
Ou,
Ag(0t) = emlg, Ppm]. (2.52)

onde, &, = 6t(vy — U),).

Isto é, é possivel transformar uma possivel solugdo para o observdvel em outra através
dos vinculos ¢,. E isso é feito sem que o Hamiltoniano se altere, isto é, varie apenas por
termos nulos. Assim, os vinculos de primeira classe geram transformacgdes infinitesimais
nas variaveis dindmicas sem que isso altere a evolugdo do sistema.

Para verificar a consisténcia dessas transformagdes é preciso analisar o que acontece com

duas transformagdes consecutivas. Considere duas transformagoes consecutivas com ¢g¢g

e exy:

Deg' = eul8 ¢u]
Aa(Aﬁg) = Sa[Aﬁgr‘Pa]
= euleplg Ppl, Pul. (2.53)

E subtraia pela ordem inversa:

(Balp — DpA)g = eagp ([[8, D), Pul — (I8 Pul, Pp))
= eaplg [Pp, Pl (2.54)
onde utilizou-se as propriedades dos parenteses de Poisson, (2.16).
O comutador entre duas transformagdes consecutivas corresponde, entdo, a outra trans-

formacdo gerada por: g,¢ 5[([)5, ¢«]. E, como foi visto em (2.39), o comutador entre dois

vinculos de primeira classe é um vinculo de primeira classe, (2.37). Portanto,

[Aa, D) = eagpl8, Chpgpo)- (2.55)

E isso acontece apenas no caso de vinculos de primeira classe. Essa mesma estrutura ndo

é vélida para vinculos de segunda classe.
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Como o Hamiltoniano também é de primeira classe, é possivel mostrar que [¢;, H +
Unpm) também gera transformacgdes de gauge. Eles correspondem aos vinculos secun-
darios.

Considere uma transformagédo do tipo (2.52) e evolua no tempo € com o operador H' =

H + U,,¢, e subtraia pelo processo inverso:

Ag = eem([[g ¢m], H'l = (I8 H'], ¢m])
= 58m[g/[4)j/H+um¢m”- (2.56)

Dessa forma, o vinculo secundério [¢;, H + U] também gera uma transformagéao de
gauge com parametro ¢’ = ee,.

Dirac conjecturou que todos os vinculos secundarios de primeira classe geram transfor-
macdes de gauge. Entretanto, isso é dificil de provar. Mas de forma geral, todos os vincu-

los de primeira classe geram transformacoes de gauge.

2.4 Fixacao de Gauge

Como ja foi dito, uma vez existindo vinculos, as equagdes de movimento sdo incapa-
zes de fixar todos os graus de liberdade. Isso gera uma degenerescéncia para a evolucao
temporal dos observéveis. Eles ndo sdo unicamente determinados.

Observéaveis fisicos devem satisfazer a seguinte condigao:
[Ao, a] = 0. (2.57)

A razao disso é que o observével estd somente relacionado aos estados fisicos e estes
possuem os graus de liberdade gerados pelos vinculos.
A partir da relacdo (2.57) percebe-se que o observavel ndo é unicamente determinado,

podendo ser alterado por uma combinacéo linear de vinculos de primeira classe:
Ay = Ao+ cPepg. (2.58)

Por isso, é importante ser possivel fixar o gauge. Isto é, introduzir uma condigdo ao sis-
tema que remova a degenerescéncia dos estados. Caso contrario, ocorreria uma contagem
mdultipla de estados ao se calcular um observével. Um mesmo estado seria contado va-
rias vezes devido a todas as possiveis configuragdes permitidas pelas transformacdes de
gauge.

De fato, é possivel fixar o gauge. Para isso é preciso impor condi¢des que removam 0s
elementos ndo observaveis sem alterar os elementos que sejam observaveis. Em outras

palavras, é possivel remover a degenerescéncia sem que isso afete o valor do observavel.
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Para fixar o gauge impd&e-se uma condigdo, ou vinculo, do tipo:
Ga(q,p) =~ 0. (2.59)

Devem existir tantas fixagdes de gauge quanto o niimero de vinculos primaérios, para que
assim toda a degenerescéncia seja removida.

Esses vinculos devem satisfazer duas propriedades:

1. A configuracdo do sistema imposta pelo vinculo deve ser acessivel através de trans-
formacgoes de gauge. Isto é, deve existir uma transformagao de gauge entre a confi-
guragdo imposta pela fixacdo e as outras configura¢des possiveis do sistema.

Dado um conjunto de solug¢des das equagdes de movimento para as varidveis dina-
micas g e p, deve ser possivel modificar o sistema através de transformacdes infini-
tesimais do tipo dv*[F, ¢.], que permitam as varidveis dindmicas ¢ e p satisfazerem

a condicao (2.59).

2. A condigdo de gauge deve eliminar completamente os graus de liberdade extra.
Nao pode existir nenhuma transformagdo de gauge que transforme uma solugao

do sistema que satisfaca (2.59) em outra que também satisfaca. Isso significa que:
Ov*[Gy, ] = 0. (2.60)

Implica que,
ov* = 0. (2.61)

Por essa razdo, devem existir tantas condi¢des de gauge quanto vinculos primaérios.
Somente neste caso o parenteses de Poisson [G,, ¢,] € uma matriz quadrada e que

pode ser invertivel. Para que seja invertivel, tem-se que:

det([Ga, ¢pa]) # 0. (2.62)

Como G, é um vinculo a ser imposto ao sistema, (2.62) significa que G, é um vin-
culo de segunda classe. Ja que esse vinculo ndo pode comutar com nenhum outro
vinculo, passa a ndo existir vinculos de primeira classe para essa configuracdo do
sistema. E, como era esperado, ndo havera mais nenhuma transformacédo de gauge,
j& que ndo haverd mais nenhum vinculo de primeira classe que preserve a condigdo

(2.59). Os observaveis tornam-se entdo, unicamente determinados.

E necessario entretanto atentar para um detalhe. Embora as restri¢des acima possam ser
satisfeitas localmente, isso ndo implica que elas satisfagdo globalmente. J4 que se consi-

derou apenas transformagdes infinitesimais, é possivel que se encontre transformagdes
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finitas que facam com que a condicdo de gauge nado seja unicamente determinada. Esse

problema é chamado de obstrugio de Gribov e esta relacionado as cdpias de Gribov.

2.5 Exemplo: O Campo Abeliano

Para melhor compreender todas as defini¢des e propriedades mencionadas nas ses-
sdes anteriores é vdlido dar um exemplo: 0 Campo Eletromagnético.

A densidade Lagrangeana que descreve o Campo Eletromagnético é:

1
L(Amu) = — Fu " (2.63)

onde
Fn = BFAV — 8VAy. (2.64)

Seguindo o procedimento, consideremos o formalismo Hamiltoniano do espago de fase.

Neste caso, 0 momento conjugado ao campo A é:

T = a(aiix,l)' (2.65)
Substituindo (2.63) em (2.65), encontra-se:
T, = Fop. (2.66)
E facil ver que pela definicdo (2.64), por F,,y ser anti-simétrico:
o = 0. (2.67)
Isso corresponde a um vinculo do sistema e é um vinculo primario.
O Hamiltoniano é dado por:
H = /d3x AVTIM — L‘) +u"y,
- / x| F Fil — —mn + Agdirt'] + / BxCrp. (2.68)

E preciso entdo analisar a consisténcia do vinculo. Usando a rela¢do de consisténcia (2.29):

g = 0
= [mo, H]
= —or =0. (2.69)
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A condicdo de consisténcia gera entdo um vinculo secunddrio:
9t = 0. (2.70)
Esses sdo os dois vinculos do sistema. A involugao é nula:
[0;7T', 0] = 0. (2.71)

E portanto, sdo vinculos de primeira classe.

O Hamiltoniano Total é:
/d3 —F; Fi — 77'[171 '+ Apo;rt —i—/d3 (x, t)no—i—G(x,t)aini]. (2.72)
As transformacdes geradas por esses vinculos podem ser encontradas da seguinte forma:

5Ay = [Ao,H] =C; (2.73)
(SAZ' = [Ao,H*]:aiG} (2.74)

Elas correspondem a transformagdes da forma:
Ay — Ay + 0N (2.75)

Para simplificar o Hamiltoniano é possivel incorporar o campo Ap na fungdo G(x,t). As-
sim, 0 Hamiltoniano ndo depende mais de Aj e pode-se eliminar o0 momento conjugado

779. Redefine-se o Hamiltoniano como:
H= / x| FF - —71171 + G, (2.76)

No qual o tnico vinculo se torna 9;7t = 0.
O gauge de Coulomb é um vinculo que se pode impor aos campos para fixar o gauge. A

condic¢do que o impde ao sistema é:
G=09;A"=0. (2.77)

E possivel mostrar que ele satisfaz as condigdes para fixar completamente o gauge.
Primeiramente é facil ver que ha o mesmo ntmero de vinculos de fixacdo e de vinculos
primarios, um.

Essa condigdo é possivel ser obtida através de transformagdes da forma (2.75). Para isso,

basta encontrar A que satisfaga a seguinte equagao:

0;(A"+9'A) = 0. (2.78)
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A segunda condigdo é dada pelo parenteses de Poisson entre o vinculo e a fixagdo de

gauge. Calcula-se o determinante det([G, ¢]):
det([G, ¢]) = det([0;A",0;7']) = det(9}d,:6(x' —y')). (2.79)

Que pode ser interpretado como o determinante do Laplaciano, 9'9;. Esse determinante
ndo possui autovalores nulos exceto para solugdes constantes, que podem ser eliminadas
por condigdes de contorno. Logo, o gauge de Coulomb satisfaz as condi¢des para fixar o

gauge como era de se esperar.

2.6 Funcgoes de estrutura

Como jé visto, os vinculos de primeira classe satisfazem a seguinte relacao:

[fus Pp] = Capr- (2.80)

Essa identidade indica que os vinculos satisfazem uma 4lgebra onde a constante CZ/} é
chamada funcao de estrutura da algebra.

Os parenteses de Poisson devem obedecer a identidade de Jacobi. Aplicando a identidade
de Jacobi para os vinculos, deve ser possivel determinar uma fungdo de estrutura que

relacione os trés vinculos. Isso pode ser compreendido da seguinte forma, considere:

(bur [Ppr o]l + [Py, [ ppl] + [P [P da]] = O (2.81)

Aplicando a identidade (2.80) em (2.81), sera obtido:

0= Y (sl

permutagdes ciclicas

- (9 Ch o))

permutagdes ciclicas

= ([¢a, ng]cl’p + CZ«, (s Po])

permutagdes ciclicas

= Z <([(Puc; Cg,y] + ngcgp)cpﬂ)

permutagdes ciclicas

= Y (Digy) o (2.82)

permutagoes ciclicas

Isto é, existe uma funcgéo:
wpy = 6w, CFy ] + Cp, CO, (2.83)
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que relaciona os vinculos ¢,. E possivel definir uma funcio de estrutura a partir dessa
funcao:
2
Y (D) =2U3 g, (2.84)

permutagdes ciclicas

onde Ui?;p é chamada de fungdo de estrutura de ordem 2. Dependendo das fungdes
de estrutura e dos vinculos, é possivel criar uma dlgebra com um ntimero definido de
fungdes de estrutura.
A razdo de poder definir uma func¢do de estrutura da forma (2.84) é dada ao se definir
um operador: 4.
Considere um tensor completamente anti-simétrico T***2""* . O operador ¢ é definido
por:

T — (8T) M0t = T 010y, (2.85)

Esse operador corresponde a projetar o tensor anti-simétrico na superficie dos vinculos

P

Pela propriedade de anti-simetria do tensor T*1#2"% ¢ possivel ver que 66 = 0.

ST g, = TH g, 6 (—1)
= TN g
= T, ¢,
= =T 1%, ¢, = 0. (2.86)

Da primeira para a segunda linha permutou-se os dois tltimos indices. Da segunda para
terceira renomeou-se os indices. E da terceira para quarta trocou-se a ordem dos vinculos,
que comutam classicamente.

Logo, é possivel demonstrar que: Se 6T = 0, entdo T = JF. Para isso determina-se a

existéncia de um tensor F. Considere que:
(5'1—’)511'--!1‘771 — Tm---uqflaq(l)aq. (287)

E suponha que T""""-1% pode ser escrito em termos de polindmios homogéneos dos
vinculos ¢,,. Assim, 0 operador ¢ apenas transforma um polindmio homogéneo de ordem
f em um de ordem f + 1. A solucéo F serd encontrada em termos dos polindmios T/). A
equacao (2.87) fornece:

THmt g, = 0. (2.88)

Derivando em relagdo a ¢,

3T ar-a,
— T(Pﬂq
4
= FUrutg, (2.89)

T(f)ay--aq,lap
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Com,
aT(f)ul...aq

a¢aq+1

Assim, T""% pode ser escrito em termos de 6F"""#"+1 com F definido a partir de (2.90).

EHar-agagn — (2.90)

Essa pequena demonstragdo mostra que dado uma relacdo entre os vinculos:

(DYIP By = 0. (2.91)

X1-p42
permutagdes ciclicas

Serd sempre possivel encontrar uma fungdo de estrutura relacionada a essa identidade
dada por:
(n+ 1)[1(’1f1)’3]""€5"+1 PGB = ) (D(n.).l.gl"'ﬁ”) (2.92)

K1t ®pg2 n+1 ]
permutagdes ciclicas

onde (n + 1) é uma convengao.
Para encontrar essas relacdes é preciso calcular o parenteses de Poisson entre os vinculos
e relagdes que envolvam as fung¢des de estrutura.

Com o objetivo de simplificar a notacdo, considere as seguintes redefinigdes:

© _ qb,x, (2.93)
ul)” = - c”ﬂ (2.94)
(2.95)

Encontra-se a fung¢do de estrutura de segunda ordem considerando o parenteses de Pois-

son da equacdo (2.84) com um vinculo ¢,:

0 = [(Dzwc—zuaéf%p,m
= [(Dgﬁv)c'q))\]_ [ aﬁ’y ¢P’¢)\]
= [(Dgs,)c a] = 2([UGy ¢a] + 22U UL ) (2.96)

O primeiro termo necessita de um pouco mais de contas. Mas utilizando as propriedades

de anti-simetria, a equagao (2.84) e (2.83), encontra-se que:

[(DZg,)c, 9ol = (U7, U pa) e + 6(UL U g+ 4USTUE" 1. (2.97)

Substituindo (2.97) em (2.96), encontra-se:

(2, u®) - [uly uly") - eul ulet + suireui g =0 298)

Logo, encontrou-se uma nova relacdo entre os vinculos que pode ser escrita como uma

nova funcdo de estrutura. Pela definigdo (2.92), tem-se:

1
(g U] = QU U™ - U U + U ugl”) = 3ugiiter. 299)
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Dividiu-se por 2 por questdo de convencao.

A partir das relagdes de comutagdo entre as fungdes de estrutura é possivel encontrar
fung¢des de estrutura de ordem mais alta. Para generalizar é preciso considerar o caso
que que se considera varidveis extras reais fermidnicas #* que sejam capazes de subir os
indices mantendo as propriedades de anti-comutacéo.

Essa operacdo é feita da seguinte forma:

]7[3”+1 . _17/31 u(?)-ﬁn-i-l L § (OISR (2.100)

Tal que o caso mais geral torna-se:

(n + 1)u(n+1)‘xl"'anlxn+l4)(Xn+1 — (D(n)al'”lxn)c. (2101)
onde,
n)aq-a 1 & - -
Dé) 1 5 Z[u(p)txl ap g Py 1] (—=1)"7
p=0
n—1 au(nfp)acpﬂ---an
Y (p+ nuPtDaeapZ2 _ (_1)nP, (2.102)
p=0 onf

Essas fungoes de estrutura determinam completamente todos os vinculos do sistema e
as relacdes entre eles. Elas serdo usadas posteriormente para definir o caso mais geral do
operador BRST.
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3 Transformacgoes de Gauge

Os sistemas dindmicos com vinculos possuem graus de liberdade interno. E possivel

encontrar uma transformagdo que relacione duas possiveis solu¢des para a evolugao do
sistema. Como ambas satisfazem as mesmas equacdes de movimento, é o mesmo que
dizer que a transformacgdo ndo modifica a evolugdo do sistema. Essas transformagdes sdo
chamadas transformagdes de gauge e estdo relacionadas a existéncia de vinculos no sis-
tema.
O fato das transformagdes deixarem algo invariante corresponde ao conceito de simetria.
Ao se falar de transformagdes de gauge, pode-se falar de simetrias de gauge. Sdo trans-
formacgoes que ndo modificam a A¢do. De forma mais particular, como a simetria esta
relacionada somente a um conjunto especifico de transformacdes, é intuitivo pensar que,
haja uma quantidade além da Agdo que seja conservada e esteja diretamente relacionada
as transformagdes. H4 um teorema que demonstra esse fato, o teorema de Noether.

A andlise das simetrias de um sistema fisico é feita a partir de sua Acéo:

5] -
S[y(t)] = /t LG/, i, i, )t 3.1)

Todavia, caso haja vinculos, as equa¢des de movimento ndo determinam unicamente o
sistema. Nem todos os graus de liberdade sdo fixados por ela.
As equagdes de movimento sdo obtidas como as solugdes que deixam a Acdo invariante

por transformagdes infinitesimais Jy'. Para calculé-la, suponha uma variagdo S da Agao:

5s
55 = / T ORAYE (3.2)

Se a variagdo for nula (4S) e independente dos limites de integragao, obtém-se:

oS ;
> syi(#) = 0. (3.3)
TIOREY
E, uma vez que deve independer de dy'(t):
% __ (3.4)

oy (t)
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onde 6L /6y’ é uma derivada variacional e corresponde a:

L 9L doL d?9dL ot aL

Que sdo as equagdes de movimento.
A Lagrangeana, entretanto, ndo é unicamente determinada. E possivel sempre adicionar

a ela uma derivada total do tempo da forma:

dK, ;
oL = E(y,y,...,t). (3.6)
Tal que K(t) satisfaga:
K(t2) — K(t) = 0. 3.7)

Quer dizer, se nos contornos K(t) de alguma forma se anular.
Essa liberdade de escolha do Lagrangeano estd relacionado as simetrias. Considere a
transformagao:

Sy = Rie" < 5y = /dt’Ri(t, e (t'). (3.8)

Neste caso, usou-se uma notac¢do reduzida. Os indices escritos correspondem a todos os

indices relacionados nas operagdes a que estdo designando. E,

R (£, ') = Rig) (1)6(t — 1) + Rp)u ()0 (E— ) 4 - - . (3.9)

Se essa variagdo em y/(t), gerar uma variacio no Lagrangeano da forma 6L = 4K (y v, .., 1),

essa transformacao serd uma simetria do sistema. Sendo assim, a A¢do sera invarlante por

essa transformagdo. Tal que:

0S ., 6S
555 5y1 5gyl - Tlel 8“ - 0 (3.10)
Como a variagdo deve independer do parametro &%, encontra-se a identidade de Noether:
ER’ = 0. (3.11)
oy

Isto é, dada a invariancia da A¢do com uma transformacao do tipo (3.8), a Agdo ird satis-
fazer a identidade (3.11).

E possivel notar que podem existir transformagdes de gauge triviais. Isto é, suponha a

transformagao:
- oS
N R
ouy' = Sy (3.12)
Sendo u) = 0, ou il = — . E facil ver que a identidade (3.11) é trivialmente satisfeita
;ﬂﬁﬁ 0. (3.13)

oy’ oyl
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Essas transformacgodes, sdo chamadas triviais.

3.1 Gauges redutiveis e irredutiveis

Os vinculos dos sistemas dindmicos geram transformacdes de gauge. No caso mais
geral é possivel considerar também quando as préprias transformacdes de gauge também
possuem vinculos. Isto ¢, mesmo quando se fixar o gauge, ainda sobra graus de liberdade.
Isso pode ser estudado a partir das relagdes entre os geradores das transformagdes de

¢
gauge. Caso eles sejam independentes, diz-se que o gauge é irredutivel. Caso eles sejam
dependentes, o gauge é redutivel.

Considere os geradores para transformacgoes de gauge:

oS ~ p oS . i .
TylAl =0\ = R’(O)ao)\ %0 4 TyiMl]' M) — 0. (3.14)
Adiciona-se um indice (0) para melhor tratar os casos redutiveis. Essa equagdo indica
que, ao se considerar o caso dentro da camada de massa, isto é, que satisfacdo as equa-
¢Oes de movimento, os geradores Rl@ao fornece um conjunto completo para todas as
transformagdes de gauge.
Quando é possivel determinar relagdes do tipo:

‘ oS

i g i

R0y Ri1)ey, = 5y V( Dy (3.15)

Observa-se que os geradores ndo sao independentes na camada de massa. Neste caso se
fala que o gauge é redutivel na camada de massa.

Segundo a relagdo (3.15), determina-se que R‘Z‘i’)al também corresponde a um conjunto

completo, isto é, a redutibilidade de Rio)ag é completamente determinada pelos fatores
R‘Z‘f)al. Dessa forma, pode-se escrever:
oS

Rigo A = 22 MJ = A% = RS A4 95

jao
0)0‘0 5y (1)061 5y] TO (316)

O caso mais geral permite construir essas relagdes de dependéncia recursivamente até

determinar um gauge redutivel no nivel L, onde:

oS 6S

Ks—1 9§ &g ]065 1 Ng __ N o ]065
RigaA™ = 5pMs ™ = A% = Ry AT 55T (3.17)
R, R = 5oV (3.18)

(s=1as—1" (s)as Ty] (s)as

onde definiu-se #_; = i. E assim determina-se todos os graus de liberdade das transfor-

magdes de gauge.
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3.1.1 Exemplo

Um exemplo de gauge redutivel é a teoria definida pela seguinte Lagrangeana:
1
L= —EHWPHW*O. (3.19)
onde:

Hyvp = 0uBup + 9y Boy + 9p By,
BHV - _B]/y. (3.20)

Esse sistema possui a seguinte transformacao de gauge:
OABuy = 9y — A\ (3.21)
Entretanto, essa transformagao é invariante por uma transformagao da forma:
0Ny = by€. (3.22)

Logo, esse gauge é redutivel.
Analisando esse problema no formalismo adotado aqui, é facil ver que para este caso a

transformacdo de gauge é dada por:

E que, existe um R(;), = d tal que
RE’O)]/H/R(l)U' =9dpdy, = 0. (3.24)

Uma vez que derivadas parciais comutam. E como visto, o gauge é redutivel.

3.2 Algebra das transformagdes de gauge

Algo importante a se estudar € o caso do sistema possuir mais de uma transformagao
de gauge. Como foi visto no capitulo anterior, a existéncia de uma simetria de gauge estd
relacionada a existéncia de vinculos primdrios. O parenteses de Poisson do vinculo com
a varidvel dindmica, gera uma transformagdo de gauge. E o parenteses de Poisson entre
dois vinculos de primeira classe também é um vinculo de primeira classe. Sendo assim,
¢ possivel combinar as transformagdes de gauge a fim de se obter uma algebra G.

Uma vez encontrada a dlgebra para os vinculos primadrios, é natural saber como essa

algebra dos vinculos atua nas varidveis dindmicas e observaveis. Sabendo-se que a trans-
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formacdo de gauge é escrita como:

5y = 1y, ve] = Sin™. (3.25)

E facil notar a relagdo entre [y', 7,] e S}. Logo, o que se fard é um estudo de como a 4lgebra
dos vinculos atua nos observaveis.

Considere outra transformacéo de gauge:
Syy' = Vin“. (3.26)

onde 4,5 = 0. As seguintes transformagdes também corresponderdo a simetrias do sis-

tema:

Ay + vy’ (3.27)
[0y, 8¢ y' = 6,(8ey’) — 8e(By). (3.28)

Tal que podemos associar as transformagdes de gauge uma Algebra de Lie G.
De uma forma geral, pode-se considerar um grupo mais amplo G que envolva as trans-

formacdes triviais, na qual qualquer elemento do grupo possa ser descrito como:

.88 5S y y
oy'—— =0 =0y’ = u*R, + M7=, MY = -M". 3.29
Y5 Sy y' = u'R, + ik (3.29)
onde os termos u* e M pode depender dos campos.
Como foi dito anteriormente, o parenteses de duas transformacgdes de gauge deve corres-

ponder a uma transformagdo de gauge, isto €, deve ser da forma (3.29). Considere entdo

as transformacdes d,y' = Rin®, 6,y = R yﬁ O parenteses entre duas transformacoes
fornece: ‘
. OR . OR!
_ B B ] «
By 0l = P (Rg F = Ry ) (3.30)

Tal que, para que satisfaca a condigdo de que seja uma transformacdo de gauge,

ij oS Mz] o M]l

‘5Ri '(SRi
p
(Rl=F = RpS) = ClR! M vy = —MJ,.

onde chama-se de algebra aberta, quando M 7£ 0, uma vez que depende da equagdo
de movimento para que apenas as transformagoes de gauge proprias sejam envolvidas.
Caso contrdrio, a dlgebra é fechada. A algebra das transformagdes de gauge é chamada
propriamente de Algebra de Lie se MY wp=0e Cvﬂ independe dos campos.
E importante notar que, uma vez que a as transformagdes de gauge sdo geradas pelos
vinculos na forma:

O F = €'[F, ¢u), (3.32)
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Os vinculos, por sua vez, possuem uma estrutura. Essa estrutura produz uma estrutura
analoga nas transformacgdes de gauge.

Ao se considerar a identidade de Jacobi para as transformagdes de gauge,

01, [62,683]] =0, (3.33)
permutagdes ciclicas de 1, 2, 3
E possivel obter:
58
RiAP, —BY ebel = 0. (3.34)
permutagdes ciclicas de 1,2, 3 ( P “pr 5]/])
onde,
oCP 5Ct
P — *B pk P « BY pk 0
3Awpy = ( Syk Ry = C“”Cg”f> +(=1)° (Eﬁew( Syk Ka Cﬁffcg“>
€ (extep) 5C'Yl’< k 0 o
+(_1> (5 Rﬁ C’ya txﬁ)/ (335)
E,
iy Mij . (5R (5Rj .
ijo_ ok aqll ~r(1\€i€a _q1)\€i(eiteq) Oa 5 rkj
3Baﬁ7_< Syk Ry = MarCpy — (1) Syk Mﬁv+( e byk Mﬁv)

-+permutagdes ciclicas.  (3.36)

Esses temos sdo obtidos diretamente do uso das relagdes (3.30) e (3.31) em (3.33) e com as
propriedade dos comutadores.

Caso gauge seja irredutivel, como visto na sessdo anterior a equacao (3.16) implica em:

o je
Avpy = 57]‘D“/37' (3.37)
onde Dipﬁ ,, € 0 que pode-se chamar fungao de estrutura de primeira ordem. Substituindo

em (3.34), tem-se que:

oS

(S}/].(Bj{m (—1)sEe) R Di%7> lebet =0 (339

permutagdes ciclicas de 1,2, 3
A completeza dos geradores implica em:

— (—1)&t IR, DS, ——5—SM”k

ij
B apy Syk b

apy + ( 1)€l€rhuR] Duc

. (3.39)

Sendo que Mk wpy € anti-simétrico nos indices i, j e k. E seguindo dessa forma é possivel
estabelecer fun¢des que determinam a estrutura do gauge.
Para simplificar as contas, assim como no caso de encontrar as fun¢des de estrutura dos

vinculos, considera-se variaveis 7% que seguem a seguinte estatistica:

P = (—1) (et D(ertD) pBya (3.40)



36

E dessa forma, as equagdes anteriores para as func¢des de estrutura se tornam:

:;ySiR;q“ =0, (3.41)

(2(;1;}1 R}, — RiCl + ;;Mﬁfg) (—D%nPy* =0, (3.42)

(Afim - ;Di’}y) (=1D)yTyPy* =0, (3.43)

(Bj{m + (—1)5mRLDf — (—1)4(E S REDI + ;;S,{Mif’gv) (—1)%y7nPy" = 0. (3.44)

. . , . . . o,
Para o caso de gauges redutiveis de ordem 7, é preciso inserir os termos R (1’;); que pro-
n

duzirdo mais termos nas equagdes acima em um processo analogo ao caso dos vinculos

primarios.
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4 Exemplos de Sistemas com Vinculos

Existem dois sistemas com propriedades muito interessantes para a fisica e com mui-
tas aplicacOes.
Eles sdo a Particula Relativistica e a Corda Bosonica. O fato de serem relativisticas implica
no fato de serem sistemas covariantes, que ja impde um vinculo bem forte. Esse vinculo é
dado pelo fato de que o Hamiltoniano deve ser nulo. Entretanto a formulagdo covariante
nao é a melhor para ser trabalhada uma vez que possui algumas limita¢des. Para isso
serd considerada outra formulagdo com a inclusdo de campos auxiliares. Neste caso, o
vinculo do Hamiltoniano serd gerado naturalmente mas ndo sera tdo explicito.
Ao final do capitulo considera-se o caso do Campo de Maxwell, analisando seus vinculos

e transformacoes de gauge.

4.1 A Particula Relativistica

A Acdo da Particula Relativistica é usualmente dada por:
S(xM) = —m/dT\/ —x2. (4.1)

Essa A¢do ¢ invariante por reparametrizacdo: T — 7’. Isso se d4 justamente por ser um
sistema covariante.

Essa Acdo, entretanto, ndo é muito conveniente para tratar de particulas sem massa, uma
vez que, nesse caso m = 0 e a Acdo torna-se obviamente nula. Para contornar este pro-
blema é possivel considerar a seguinte agdo:

S(xt,e) = /dTi(xyex” = mze). (4.2)

Na qual se inclui 0 campo e(7).

Neste caso, as equacdes de movimento sdo:

s~ e () =0 =
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Substituindo a equagdo de movimento (4.4) na Acédo (4.2), obtém-se a Agdo (4.1). Logo, as
duas Ac¢des sdo equivalentes. O campo e(7) é um campo auxiliar e ndo possui dinadmica.
Devido a adi¢gdo de um campo auxiliar, a agdo deixa de ser invariante por reparametriza-
¢do para ser invariante por transformagdes que deixam e(7)dT invariante, como se pode
perceber pelo termo de massa.

A fim de estudar os vinculos do sistema é preciso considerar o formalismo no espago de

fase. Os momentos conjugados aos campos sdo:
Tty = ——. (4.5)

. = 0. (4.6)

E como j4 era de se esperar, o momento conjugado ao campo corresponde a um vinculo,

(Pl - 7Te.

O Hamiltoniano é dado por:
1
H = mi + meé — L = Se(mum! + m?). 4.7)

onde ja se imp0Os o vinculo ¢; = 0. A partir do Hamiltoniano e do vinculo é preciso
analisar a consisténcia do vinculo. E preciso descobrir se a equacdo 7z, = 0 é consistente

e se fornece mais alguma informacao. Assim,

O - 7:[e - [ﬂe, H]
1
= —E(nyrﬂ‘ + m?)

= H, (4.8)

H4 entdo um vinculo secundério, ¢, = 7, = Hy. Esse vinculo corresponde ao vinculo do
Hamiltoniano nulo para sistemas covariantes. Nessa formulacdo equivalente, esse vin-
culo aparece como um vinculo secunddrio. Ele esta relacionado a particula se encontrar

2 _ 2

na camada de massa 7t —m=.

A relacdo de consisténcia para esse vinculo secundario fornece:

0=7jt = [, H|
= [ﬁe,eHo]
= H,. (4.9)

Portanto, é uma identidade trivial e a equagéo é consistente.

Uma vez se conhecendo todos os vinculos, é importante estudar o parenteses de Poisson
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entre eles:

[p1, ¢2] = [7e, 7]
=0 (4.10)

Os vinculos sdo de primeira classe. Como a igualdade é forte, nao ha funcdes de estrutura
de ordem mais alta.

O Hamiltoniano total é:
Hr = mual +meé— L+ Al + A%,
= %e(ny it + m?) + e + Alm, + A*Hp. (4.11)
Uma vez feita essa andlise é preciso estudar a transformagao gerada por cada vinculo de

primeira classe.

O vinculo ¢, gera a seguinte transformagao para x*:

sixt = elx", 1]
= ¥,
Sie = 0 (4.12)
E parae:
sre = elle,¢]
= el[e, TT)
Sat = gl (4.13)

Analogamente, para as outras varidveis dindmicas:

o1y = 0;
0, =0;
SIAY = ¢l
01A% = —¢l. (4.14)

O vinculo ¢, gera a seguinte transformagao para x*:

boxt = sZ[x”,qbz]
1
_ 2 2
= ¢ [x”,—i(nﬂn”—i—m )]
= 827-[.“

- 52% (4.15)
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E parae:

e = ¢ le, p1]

= ¢ (4.16)

Analogamente, para as outras varidveis dindmicas:

by = 0;
01, = 0;
AL =0;
A% = g2 (4.17)

Logo, utilizando a férmula 6.y’ = Rie?, é possivel encontrar o valor de Ri:

R = XVET)(S(T —0), (4.18)
ev _ A5
R = dT5(T o) (4.19)

Fornecendo a seguinte identidade de Noether, (6S/5y') R}, = 0, onde substitui-se as equa-

¢oes de movimento (4.3) e (4.4):

[or(- (24 (G em) Dsc-a=0 am

Integrando por partes o segundo termo, vé-se que essa identidade realmente é valida.

A dlgebra das transformacdes de gauge é dada por:
xH
61, 6,]x" = 51( )ez (14 2)

- ez((%(alxﬂ))l _ i—géle> _(162)

e
S HICAIE SRS
- gzel(ddT(%‘ﬁ)_(le)
~ 0 4.21)

onde utilizou-se a equa¢do de movimento (4.3). Logo, a dlgebra é simplesmente:
[61,02] =0 (4.22)
Todavia, é possivel redefinir o pardmetro,

£ — ge. (4.23)
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E obter as seguintes transformagoes:

oxtt = xte, (4.24)
d
de = E(ee). (4.25)

Que correspondem a transformacgoes de reparametrizacdo. As transformagdes de repara-

metrizacdo sdo dadas pelas seguintes estruturas de ordem zero:

Ry = x#(1)é(T —0), (4.26)
ReT — %[e(r)é(r _ o). 427)

Analogamente ao caso anterior, a dlgebra dessas transformacdes é dada por:

(60, 0] Xt = 5p<ddT(x”(T))(5(T — a))s(a) — (0 < p)

= ;{C((prﬂ(r))é(r —0)e(o) — (0 p)
dod
= (@3- p)olr - Delp)e(e) — (@ ¢+ p)
2
= dde(X”(T))fs(T—P)5(T—U)€(P)€(U) +

+ (@) (5(x - p)o(x — )elp)elor) (0 ¢+ p)

= c(p)el0) () (- (6~ p))o(r ~ 0) — - (8( — 0))3(x ~ p) ) (428)

Logo, obtém-se a fung¢do de estrutura do gauge de ordem (1):

Cly = (5~ ))o(x ~0) ~ (5~ 0))d(T — p). 4.29)

Essa fungédo de estrutura corresponde ao comutador [H(c), H(p)] aplicado aos campos.
E assim, determinou-se toda a estrutura de vinculos e de simetrias da particula relativis-

tica.

4.2 A Corda Bosonica Relativistica

A Corda Bosonica Relativistica consiste em uma estrutura unidimensional relativis-
tica. Ela estd diretamente relacionada com a Particula Relativistica e pode ser vista apenas
como uma expansdo dessa.

Pode-se considerar a corda como uma generalizagdo da Particula Relativistica adicio-
nando uma dimensdo a mais. Ao invés de se considerar que a linha-mundo deve ser

minima, considera que a superficie percorrida pela corda em um intervalo de tempo seja
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minima. A partir desse principio, chega-se a A¢do de Nambu-Goto para a corda:

Sna(XH) = —T /M dtdoy/—det(iy). (4.30)

onde T corresponde a tensdo na corda. E,
hay = 0, XH0p X, (4.31)

corresponde a métrica da superficie percorrida pela corda.

Essa agdo é invariante por duas transformagdes:

1. As proéprias transformagdes do espago-tempo, dadas pelo grupo de Poincaré D-
dimensional:

X" (t,0) = AbXY(T,0) +a. (4.32)

2. O difeomorfismo da superficie percorrida pela corda, isto é, invariancia pela repara-
metrizagdo das coordenadas. Considerando novas coordenadas (7/(t,0),0'(7,0)),
tem-se que:

X"M*(t,d") = Xt(t,0). (4.33)

Analogamente ao caso da Particula Relativistica, é possivel determinar uma a¢do equiva-

lente, chamada Acédo de Polyakov:
S(XM, vap) = —Z/ deU(—'y)l/zfy“baaXP‘abe. (4.34)
M

onde v = dety,,. E possivel observar que a a acdo é equivalente a de Nambu-Goto,

encontrando a equacdo de movimento para y,:

_ Ty _N1/25.ab 1w
0,S = Z/Mdrda( 7)oy (hab Z’yab'y hcd>. (4.35)

Onde usou-se que:
57 = =7 Yardy ™. (4.36)

Logo, 6,S = 0, implica que:

1
hab == E'Yab'Ythcd/
hap(—=h) V2 = (=) V2 (4.37)

Na qual se dividiu a primeira equagédo pela raiz do determinante da prépria equagao:

det(hab) = (1/2)det(7ubr)’6dhcd)
o= (1/2)7(v"hea) (4.38)
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onde o det(y*he4) = 7*h,y uma vez que é um escalar.

Substituindo (4.37) em (4.34), obtém-se a agdo de Nambu-Goto, como era esperado.

A Acdo de Nambu-Goto é manifestamente covariante, enquanto a de Polyakov nao. A
simetria de reparametrizagdo T — T’ é substituida pela simetria que deixa edt = ¢'dt’
invariante.

Mais uma vez, analisa-se a a¢do no espago de fase. Os momentos conjugados sado:

oL

— = —T(—7)"23%X,. 4.
T = 59y XF (=) /70X, (4.39)
oL
Logo, existe um conjunto de vinculos primérios: ¢, = 77, = 0.
O Hamiltoniano é dado por:
H = mdoX!" + myp ™ — L
1 T ‘
= = —ﬁ(—y)_l/znyny -5 /M drdo(—7)'/20'X"9;X,. (4.41)
Analisando a consisténcia do vinculo, 7t,;, = 0, obtém-se:
O=rp = [nub/ H]
_ O0H
o 5/)/ﬂb
1 I 1 CXH M
- —ﬁ(aax 9 Xy — 5 X3 X ) — T, (4.42)

E o que se encontra é um novo vinculo, 7t;;, = T,;, = 0, como era de se esperar. Esta
relacionado ao tensor-energia momento.

A esse vinculo também est4 relacionado outro vinculo: y*T,, = T, = 0. O tratamento
para a consisténcia dos vinculos neste caso é mais complicado. Uma vez que a priori
o formalismo Hamiltoniano prioriza a evolugdo temporal. Para encontrar os termos é
necessdrio uma visdo um pouco intuitiva. Como se sabe, o tensor energia-momento esta
relacionado a translagdes infinitesimais.

A estrutura dos vinculos é um pouco mais complicada e seré feita posteriormente fixando
o background conforme. Isto €, fixando a métrica ;.

Entretanto, é possivel analisar as transformagdes de gauge geradas por esses vinculos.

Os vinculos ¢,;, geram transformagdes do tipo:

aXF = 0 (4.43)
$1Yap = €y (4.44)
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Os vinculos 71, = T, = 0 geram transformagdes do tipo:

5HX' = X", (4.45)

Yay = Srznam')’ab + 0a€2Ympb + €2 Yam- (4.46)

Uma vez que esse vinculo estd relacionado aos indices 0* = (7,0), o campo X" se com-
porta como um escalar, enquanto o campo 7"’ se comporta como um tensor de rank-2.
Essas transformacdes de gauge estdo relacionadas com a simetria de difeomorfismo na

superficie mundo:

X", o) = Xt(t,0), (4.47)
aU_IC agld
Wﬁ’ﬂm(f/ U/) = Yap(T,0). (4.48)

Os geradores de difeomorfismo para os campos X* e 7" sdo, respectivamente:

RE = 3, XFS (0" — o), (4.49)
R T = 0mYap0> (0" — ) + Y0402 (0" — ) + Yamdpd? (0 — ™). (4.50)

Para estudar a dlgebra dessas transformacdes, analisa-se os comutadores entre duas trans-

formagdes consecutivas [d1, d2).

[5g/m,(5am]X” = U//qu ((7’“)8 X‘u52( 0"”) — (O'Ia <~ U//a)
— ( )en(o.//a) (a XV(SZ(O' — o0 ))52( //a) (O./a o U_/Ia)
— (0 >€n<0.//u ( ( 0. ))(52( 0.//{1>am
—9 (0% (0" = ")) 8% (0" — 0"")3,) X" (4.51)

Logo, a funcdo de estrutura é dada por:
Co e = 0p02 (0" — )6 (0" — 0780, — 32 (0 — )5 (0 — o) 0. (4.52)

Outro vinculo corresponde ao fato do tensor energia momento ter trago nulo:

)
%b—M . =0=T,"=0. (4.53)
a

Esse vinculo gera as transformagdes de Weyl:

5XE = 0, (4.54)
B3%Yah = €3%ab- (4.55)
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Essa simetria corresponde a simetria de Weyl:

X" (o) = XF (), (4.56)
Yop(0") = gy (). (4.57)

Apenas o campo auxiliar 7y, sofre essa transformacgéo e o gerador é dado por:
Ry%n = Yapd? (0" — ™). (4.58)

O comutador entre duas transformacdes de Weyl é nulo. Logo, a funcdo de estrutura é
igual a zero.

E preciso também analisar o comutador entre transformagdes de difeomorfismo e de
Weyl para se ter a dlgebra completa de todas as transformagdes de gauge. A composi-
¢do de um difeomorfismo e uma transformacdo de Weyl é uma transformagao de Weyl.

Logo, fazendo o comutador entre essas transformagdes obtém-se a seguinte estrutura:

[Baifs Sweyt]ar = Saif(e(0")7ap ()8 (0% = ") = Syt (ImYapd* (0 — ™)
FYmp0a0” (07 — ") + Yamdyp6* (0" — o))" ()
= _6(0'/”)6"1(0’"”)3,1152(0'” —0’”“)(52((7” _O'M)')’ab(o'a)- (4‘59)

Outro vinculo que deve ser considerado, mas que comuta com ambos vinculos anteriores
¢ o produzido pelo fato de poder se considerar a existéncia de uma métrica 7, na agéo,
que no caso é a métrica de Minkowski. O momento relacionado a essa métrica geraria
transformagdes para os indices de espaco-tempo. Tal que X* é um vetor e y,;, € um escalar.

Essas transformacgdes correspondem a simetria do grupo de Poincaré em D dimensoes:

X (") = AL XY (0) + a”, (4.60)
Vap(0) = Yap (). (4.61)
Os geradores sdo:
R}, = 1putupXP (rotagdo); (4.62)
R, =9, X", (translagdo). (4.63)

Para estudar a algebra dessas transformacoes, analisa-se os comutadores. As constantes
de estrutura sdo dadas por:
N N N A Y 4 2 1ay 52 1
prw,ﬂgua = (5H Oy Op 8y — 0y 0 Jp 55 My (0" — )6 (0" — o), (4.64)

ct o 0,0%(0" — )82 (0" — ¢""") ol — 9,02 (0" — )52 (0" — ")dl), (4.65)

vpo'ig“e
cfjpgm‘;‘fm = 090,07 (0" — 0"")8) 5507 (0" — ") (4.66)
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Que correspondem respectivamente a composigdo de duas rotagdes, duas translagdes,

uma rotacdo e uma translacgao.

4.21 O gauge conforme

Para analisar a dlgebra dos vinculos para a corda bosonica é mais simples analisar
esse campo em um background conforme. E possivel obter esse background uma vez

que a agdo é invariante por difeomorfismos do campo y,;. Assim, fixa-se:

Yoo =711 =1,
Yo1 = Y10 = 0. (4.67)

E considera-se a seguinte mudanca de varidveis:
z=0'+ iaz, zZ=o0c! —io?. (4.68)
Tal que as derivadas sejam dadas por:
1 . = 1 .
0=20, = 5(81 — laz), 0 =05 = 5(81 + 182). (4.69)
Neste caso, a Agdo da corda é dada por:
S=T / P20X19X,. (4.70)

A Corda Bosonica se torna entdo um campo conforme.

Os vinculos correspondentes ao traco do tensor energia momento ser nulo se torna:
Tz =0. (4.71)
E a conservagdo 0“T,;,, produz as seguintes equagdes:
oT =T = 0. (4.72)

onde T = T, e T = Tz, e pela igualdade (4.72) correspondem respectivamente a uma
funcao holomorfica e anti-holomoérfica.

Os vinculos se tornam entdo apenas as componentes do tensor energia-momento e para
analisar o comutador entre as componentes do tensor energia momento. Para isso, consi-

dere que seja possivel expandir os campos em séries de Laurent:

(o] Lm

T= ) Y (4.73)
m=—0o0

_ © T

T= ) -5 (4.74)

m=—co Z
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onde 2 corresponde ao peso conforme do tensor energia-momento do campo conforme.
Ao realizar o comutador [T, T’], usando o formalismo de campos conformes, obtém-se a
seguinte dlgebra:

€, 3

[Lin, Ln] = (m —n) Lty + E(m — M), —n- (4.75)

Essa algebra corresponde a algebra de Virassoro. Tal que os vinculos possam ser descritos
pelos elementos da algebra de Virassoro.

Este caso difere da particula relativistica pois os tensores T,;, ndo sdo constantes indepen-
dentemente. Eles satisfazem 9°T,;, = 0 e por isso o comutador ndo é trivialmente nulo

como no caso da particula relativistica.

4.3 O Campo de Maxwell

O Campo de Maxwell, A, corresponde ao campo eletromagnético. Sua dinamica
determina o comportamento das ondas eletromagnéticas e as forgas envolvidas.
Como ja foi visto na sessdo 2.4, ele é um sistema com vinculos. Sua agdo com os vinculos

impostos é dada por:

5= /d‘*(@/w — ). (4.76)
onde, H* é a densidade hamiltoniana:
R e I i
H* = Z}FIJP — 57'[1‘7'( + Gaiﬂ' . (477)

Ovinculoy =0é:

v =0, (4.78)
Ele gera as seguintes transformagdes:
0A; = ¢[A;,v] = dig; (4.79)
O gerador é entdo da forma:
RY = 9;6(c — o). (4.80)

Duas transformagodes seguidas correspondem a seguinte transformacao:
[01,02]A; = 0. (4.81)

Logo, ndo ha fungdes de estrutura. O Campo de Maxwell é um campo abeliano.
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5 A simetria BRST

Um sistema dindmico com vinculos possui graus de liberdade internos produzidos
pelos vinculos de primeira classe, y,. Isto é, ap6s se fixar o sistema impondo as equa-
¢do de movimento, restam transformagdes entre as varidveis dinamicas que ainda sdo
possiveis. Como as solugdes devem satisfazer os vinculos, deve-se impor os vinculos ao
sistema. Isso é feito através do método de multiplicadores de Lagrange. Para determinar
unicamente o sistema é preciso também fixar as transformacdes de gauge. Isso é feito in-
troduzindo uma condic¢do da forma: G, = 0 (2.59).

Campos auxiliares que sdo adicionados para se impor essas condigdes podem ter dina-
mica. Eles sdo chamados campos fantasmas, pois, apesar de serem campos dinamicos
presentes na agao, eles ndo sdo fisicos, isto é, eles ndo sdo observéaveis. Eles possuem uma
série de propriedades bem particulares.

Uma Acdo completa, com todos os gauges fixados e os vinculos impostos possui ainda
uma simetria residual chamada simetria BRST. Essa simetria envolve os campos fisicos
e os campos fantasmas. Isso é mais facil de ver ao interpretar a fun¢do do gerador dessa
simetria.

Neste capitulo, primeiramente se vera a dificuldade de impor os vinculos a um sistema
caso haja funcdes de estrutura para o vinculo. Em sequéncia se definira o operador BRST
capaz de impor simultaneamente todos os vinculos. Para definir esse operador é neces-
sdrio ja introduzir o conceito de fantasmas. Na sessdo seguinte, mostra-se 0 mecanismo
de Faddeev-Popov, [2], para impor os vinculos e fixar o gauge. Esse mecanismo revelard
a necessidade de incluir campos fantasmas na agao e em seguida poderé se observar qual
é a simetria BRST entre campos fantasmas e campos fisicos.

Uma vez que a simetria BRST restringe os estados aqueles que satisfazem os vinculos,
ela pode ser vista como um método de quantizagdo. Utilizando a simetria BRST se quan-

tizara a Particula Relativistica e a Corda Bosonica.
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5.1 Vinculos em sistemas quanticos

A fungdo do operador BRST é impor os vinculos ao sistema. Isso é mais facil de ser
compreendido na versdo quantica.
Como ja foi visto na sessdo 2.3, classicamente o observavel deve satisfazer a condicdo
(2.57). Na versdo quantica, considera-se que o parenteses de Poisson corresponde ao co-
mutador da Mecanica Quantica. Isso quer dizer que o observavel deve satisfazer a se-

guinte relacdo de comutagdo com os vinculos 7,:
(O, 74] = 0. (5.1)

Esses vinculos sdo vinculos primadrios que satisfazem a condicao [y4, 75| & . ~ 0.

Dessa forma, os observaveis podem ser escritos como:
O = 0O+ A,. (5.2)

onde as constantes A? definem a escolha de gauge.
Em um sistema quantico, para isso ser valido, seria 0 mesmo que impor que o valor

esperado dos vinculos sejam nulos:

(¥|7alx) = 0. (5.3)

Sendo assim, os vinculos ndo alterariam o valor esperado de um observéavel.

WlO'Ix) = (YO +A"alx)
= ($lOx) + A" (¢lvalx)
= (9|0[x). (5.4)

Como era de se esperar, isso é o mesmo que dizer que os estados fisicos devem obedecer
aos vinculos.

A condigdo (5.3) é satisfeita ao se considerar que a cada vinculo 7y, pode gerar uma alge-
bra com operadores Ay que aniquila todos os estados fisicos, operadores complexos A _
que também aniquilam os estados fisicos e os operadores conjugados A; = (A_)*.

A partir dessa construgdo, tem-se que, para um estado fisico |¢):

(Ao — constante)|yp) = 0; (5.5)
Alp) = 0 (5.6)
(p|(Ag — constante) = 0; (5.7)
(plAL = 0. (5.8)
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No caso abeliano, é facil ver que os vinculos podem gerar as transformacgdes de gauge da

seguinte forma:

) = Avlx)- (5.9)

Com a condigédo que:
(Ap — constante)|x) = O0; (5.10)
A_|x) = 0. (5.11)

Sendo assim, o estado |¢) continua satisfazendo as condicdes (5.5) e continua sendo um
estado fisico.
Todavia, 0 mesmo nédo pode ser feito no caso ndo-abeliano, uma vez que para impor os

vinculos consecutivamente, surge um problema:

Adly) = 0
= A_Ai|x)
= (A AT+ ALADN)
= (fr PAHf A
= f+7+v4+|X>
£ 0 (5.12)

onde foi usado que A_|x) = 0.
Portanto, para impor os vinculos no caso ndo-abeliano, é preciso uma estrutura mais

complexa. E isso é justamente o que faz o operador BRST.

5.2 O operador BRST

O operador BRST deve impor todos os vinculos aos estados fisicos. Para isso, é pre-
ciso que ele leve em conta nao s6 os vinculos como a dlgebra dos vinculos.

O operador BRST pode ser definido como:
Q=c"y,— éc”chgbbc. (5.13)
onde 7, sdo os vinculos e C, € a constante de estrutura do gauge:
[7a: 16) = Cope. (5.14)
O campo ¢’ é um campo fantasma. b, é o campo conjugado a c*.

CANEYS (5.15)
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Os campos fantasmas sdo fermidnicos para o caso de vinculos bosdnicos. Os parenteses
neste caso foram generalizados para o caso fermionico. O operador BRST também é, por-
tanto, fermidnico.

Uma propriedade importante desse operador é o fato dele ser nilpotente. Isto é:

[Q Q] =0. (5.16)

Para verificar isso, basta substituir (5.13) em (6.117) e utilizar (5.14) além do fato dos
campos fantasmas serem fermidnicos e anti-comutarem.

Estados fisicos devem satisfazer a relagao:

Qly) =0. (5.17)

Dessa forma, eles irdo satisfazer todas as condi¢des dos vinculos.

5.3 Fixacao de Gauge pelo Método de Faddeev-Popov

Como os estados fisicos devem satisfazer os vinculos, deve existir um método de im-

por esses vinculos a Agdo. Isso é o que o método de Faddeev-Popov faz. Através dele
restringe-se a A¢do a um determinado conjunto de solugdes que satisfazem os vinculos.
Isto é, transforma-se as transformagdes de gauge em transformagdes que envolvam cam-
pos fantasmas e através da dindmica deles fixa-se o gauge.
Esse método pode ser realizado a partir do formalismo de integrais de caminho. Nesta
sessdo se utilizard o método de Faddeev-Popov para se fixar os vinculos e o gauge de
uma Acdo. A partir dessa derivagdo serd visto a necessidade de campos fantasmas para
fixar o gauge.

Considere a densidade de probabilidade:

/ Deye~S. (5.18)

A medida de integracdo D¢, corresponde a integrar sobre todos os possiveis caminhos
de evolugao. E facil ver que, caso a Agao possua simetrias de gauge, cada caminho cor-
responde a um conjunto de solugdes. Isso leva a uma contagem infinita sobre todas as
possibilidades de caminho e a densidade de probabilidade perde significado uma vez
que toma um valor infinito.

Um método de corrigir isso é fixar o gauge, isto é, remover as transformacdes de gauge e
fazer com que o sistema tenha apenas uma solugdo para cada caminho. Isso produz uma
contagem finita e a densidade ganha significado fisico. Ao se fixar o gauge, entretanto,

estd se eliminando um conjunto de solugdes. E preciso, entdo, encontrar o peso do gauge
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fixado em relagdo a todas as outras possibilidades de fixacdo do gauge. Esse peso é cha-
mado de medida de Haar.

Essa “fatia” de evolugdo possivel, e que pode ser transformada em outras “fatias” por
uma transformacédo de gauge, é comumente chamada de moduli. Logo, fala-se em calcu-

lar o peso do moduli. Esse peso é dado por:

8519 = [ DUSIG (9}, (519

onde U corresponde aos elementos do grupo que gera as transformacdes de gauge. Ele
estd relacionado com a definigao anterior de R, que corresponde a uma transformagio
infinitesimal. G? sdo as possiveis escolhas de gauge, por exemplo, o gauge de Coulomb.
Essa férmula corresponde justamente a calcular o inverso do peso de todas as possiveis
fixagdes de gauge. Essa medida ndo depende da transformacédo de gauge, geradas por U,

escolhida. Isto é:
A (9] = 85 9] = A5 (4] (5.20)
Assim, o célculo da densidade de probabilidade se torna:

/ DyAc / DUS[GE[p,]]e~. (5.21)

Como nenhum termo depende de U, é possivel remover a dependéncia da integral com

os caminhos DU. Assim (5.21) pode ser escrito como:

/ DA [GPpul]e . (5.22)

Resta entdo calcular Ag. Para isso é melhor fazer uma mudanca de variaveis. Passar a

estudar a integral em funcado da transformagdo de gauge ao invés do vinculo:

DU = DGdet’?—g’. (5.23)
Tal que, substituindo em (5.19):
Al = [ DGdet| 32 [5IGH )]
- det‘% L (5.24)

Ou, ainda, para facilitar a compreensdo da férmula acima, demasiado abstrata nos ele-
mentos utilizados, pode-se considerar o caso em que os elementos U possam ser escritos
em termos de fungdes £(x). Nesse caso, tem-se que:

(5.25)

0G
Aclou] = det‘ be(x) ‘G:o'

A fim de melhorar a compreensao da equagao acima, considere o seguinte exemplo.

Considere a A¢do do Campo Eletromagnético. Ela é invariante pela seguinte transforma-
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¢do de gauge:

Logo, a transformacado de Gauge pode ser escritas em funcado de A(x). Neste caso: e(x) =
A(x).
Considere o gauge de Lorentz:

PA, =0 (5.27)

E preciso calcular entdo como a fixacdo de gauge varia com as possiveis transformacoes

de gauge:
oG  b9'A,
de(x)  SA(x)
= 0"9,0(x —y). (5.28)

Através disso é entdo possivel encontrar os termos da equagao (5.25).
Uma vez compreendido o significado de (5.25) é preciso desenvolver ferramentas mate-
maticas que permitam o seu célculo.

Para isto, basta entender integracdo com varidveis fermionicas:

5GA(x) g
= [ DbD Sxd*yb? : 2
det’(s ) / bDcexp|i /dxdyb (y)c] (5.29)
Usando o mesmo formalismo de integragdo com variaveis fermionicas,

5[GA] = / DBePAC" (5.30)

Com os dois calculos acima, a equagédo (5.21) pode ser escrita como:

/ D¢, DbDcDBe 51 (9uberb) (5.31)

onde,
Serr(pu,b,c,B) = S(p,) — i d4d4bA‘5G()B B,GA 5.32
(fo (P],{/ ,C, - 4)]4) L X 5 B(y) + A . ( . )

Como se vé, adiciona-se campos fermidnicos, fantasmas, para poder se fixar o gauge.
Esses campos, entretanto, ndo sdo fisicos. Eles ndo podem aparecer nos estados finais e
iniciais. Sdo apenas “ferramentas matematicas” para permitir o calculo.

Ver [21] e [2].



5.4 A simetria BRST

Como foi visto, a agdo com os gauges fixados é dada por:

. 0GA
S(¢u,b,c, B) = S(¢y) _l/d4xd4ybA (583((;))

Essa acdo possui a seguinte simetria:

SprsTPu = —iec’Saqu;
OprsTBa = 0;

OprsTba = €Ba;
OBRSTCA = %ecgccbcc.

onde 649, = [@u, 7] é a transformacao de gauge gerada pelo vinculo 7 4.

B + BAGA.
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(5.33)

(5.34)
(5.35)
(5.36)
(5.37)

E facil ver que essa transformacéo deixa a agao invariante. O termo S (¢u) é naturalmente

invariante uma vez que a transformagao para ¢, é uma transformagédo de gauge e a acdo

¢é naturalmente invariante por transformagao de gauge. As variagdes dos outros termos

também se cancelam.

Essa transformagao envolve campos fisicos e campos fantasmas e corresponde a simetria

BRST. A transformacgdo BRST é gerada ao se calcular o parenteses:

SprsT® = €[Q, @'].

(5.38)

Considerando (5.13), é possivel obter (5.34). Para isso, descobre-se que €B4 = [Q, b4].

5.5 A quantizacao BRST

Para quantizar é preciso encontrar os estados fisicos que satisfazem o sistema. E isso

que o operador BRST permite.

Os estados fisicos devem ser invariantes por BRST. Isto é:

Qly) =0.

(5.39)

Esses estados sdo chamados estados fechados. Uma vez que o operador Q é nilpotente,

isso permite a seguinte transformagao:

9" = 1¢) + Qlx)-

(5.40)
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Estados que possam ser escritos por Q|x) sdo chamados estados exatos. Esses estados sdo

ortogonais a todos os estados fisicos.

(xIQly) =o0. (5.41)

onde usou-se o fato de que o operador Q é hermitiano.
Logo, encontrar os estados fisicos se torna um problema de encontrar a co-homologia do

operador Q. Isso significa, encontrar todos os estados fechados que ndo sejam exatos:

H
Hprsy = —Lendos, (5.42)
Hexutos
5.6 A Particula Relativistica
A Agéo para a Particula Relativistica é:
| 1
= Z " Zem?
5 /dr(ze X1X, + sem ). (5.43)
Ela possui a seguinte simetria de gauge:
SXF = XM, (5.44)
de = ;E(ee). (5.45)

Para fixar o gauge € preciso fixar o campo auxiliar "e".
Seguindo o método de Faddeev-Popov é preciso deter determinar a medida de Haar. Pela

equacao (5.25), tem -se que:

oG
Aclel = det de(x) ’G:O
= e(1)00(T—0) (5.46)

Assim, a agdo (5.32) sem impor a condicdo de gauge é:
1 qore 1 o
S(X*,e,b,c) = /dT(Ee XFXy + Sem” + ebc) (5.47)
Os campos fermidnicos b e c sdo os campos fantasmas, e satisfazem:
[b,c] =1 (5.48)
E preciso entéo fixar o gauge, para isso impde-se que (e — 1) = 0:

S(X",e,b,c,B) = /dr(;e_lX”Xy + %emz +iBle—1) — ebc) (5.49)
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Para encontrar a simetria BRST basta conhecer a transformagdo de gauge e a constante

de estrutura, que ja foi calculada no capitulo 4, (4.29):

CEy = L (0(x — p))3(T — ) — (8~ 0))o(T —p). (5:50)

Tal que neste caso, as transformagdes BRST (5.34) sdo dadas por:

OprsT Xy = iecXy; (5.51)
OBRSTE = ie;lT(ce); (5.52)
drsTB = 0; (5.53)
Sprsrb = €B; (5.54)
dBRrsTC = lecc. (5.55)

E possivel entéo fixar o gauge ¢ = 1. A acdo se torna:
S— /dT(lX"X PR bc) (5.56)
5 nts . .

Todavia, ainda resta a transformacao de gauge residual. Essa transformacao é:

5BRSTX = iGCX ; (557)
H K
1.« 1 .
Sprerh = ie( — S XK+ S — bc) ; (5.58)
§BRSTC = iecc. (559)

Para encontrar a transformagcao de b, foi preciso usar a equacdo de movimento para e e
fixar e = 1, uma vez que o campo B ndo estava mais presente.

Nota-se que a transformagao pode ser reescrita como:
1 1 .
5BRSTb = ie(in"an + Emz - bC),‘
- ie(H — be). (5.60)

onde utilizou-se que 71, = X,.

A carga conservada por essa transformacao é:
Q=cH. (5.61)

Que corresponde a carga BRST, como esperado. E o fantasma ¢ multiplicando o vinculo
do Hamiltoniano (5.13).

No processo de quantizagdo é preciso encontrar os estados fisicos.

Para encontrar os estados fisicos, primeiramente determina-se todos os estados possiveis.

Primeiramente analisa-se os estados gerados pelos campos fantasmas. Os fantasmas ge-
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ram um sistema de dois niveis, uma vez que correspondem a um oscilador fermiodnico:

bl1)y=0 ) =1 (5.62)
bIt)=11); 1) =0 (5.63)

Para definir a base, pode considera-la também auto-estado do momento:
prIKE, L) = KFIKE, L) pMIKRE, 1) = KRR, ). (5.64)
A acdo do operador BRST nesses estados é:

QI 1) = c(p'pu+m*)lK", 1)
= (K +m?)|k", 1). (5.65)

QK 1) = c(p!pu+m®) |k, 1)

= 0. (5.66)

Logo, os estados fechados séo:
k", 1), se kK2 =-—-m% (5.67)
|k*, 1), para todo kH. (5.68)

Os estados exatos sdo aqueles que podem ser escritos como Q|¢), e pelo calculo acima,
eles correspondem a:
k", 1),  se  K*# —m? (5.69)

Uma vez que eles podem ser escritos como Q|k#, T).

Portanto, os estados fisicos, estados fechados menos os estados exatos, sdo:

k", 1),  se k> = —m? (5.70)
k1),  se K= —m (5.71)

Como era de se esperar, os estados fisicos sdo as particulas que estdo na camada de massa,
isto é, satisfazem as equagdes de movimento.
H4 todavia um problema, hd sempre duas cépias do espectro esperado, que possuem
ntmero fantasma diferente. E possivel remover essa degenerescéncia ao se impor uma
condicdo adicional:

bly) = 0. (5.72)

Assim, elimina-se uma das copias.
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5.7 A Corda BosoOnica Relativistica

A Agdo para a Corda Bosonica Relativistica é:
5= / gl 2g"d, Xy X, (5.73)

Para fixar essa acdo, é preciso fixar o campo auxiliar g”’. O campo ¢g” tem as seguintes

transformacdes de gauge:
08ab = €8ab + €"Im&ap + 0a€" g + €™ Gam- (5.74)

Que consiste na composi¢do entre uma transformagao de escala e um difeomorfismo.

Analogamente ao caso da particula relativistica, é possivel encontrar a partir de (5.25):

oG
Aclgy] = det de(x) ‘G:O

= det|y, + 5318m7ab + aa531'7mb + abégn’)’am G

= det|Yap + Poap G0 (5.75)
Para calcular o determinante, usa-se o truque da integral fermionica:
det|yas + Pous| = [ DU Degexp it (e + Poac”)|. (5.76)

O primeiro termo da integral fermidnica é facilmente integravel, e mostra que b% = 0.
Isto é, 0 campo fantasma b*’ possui traco nulo.

Resta entdo calcular:

det

Yab & Poap| = / Db Degexp [ib”bPoubc"] (5.77)

onde P,,;, é o termo associado a difeomorfismos.
Além deste termo, tem o termo de fixagdo do gauge. O gauge a ser escolhido é o corres-

pondente a métrica conforme:

Yoo =711 =1,
Yo1 = Y10 = 0. (5.78)

A condigdo de gauge € (gap — Yap) = 0:
6(8ab — Yab) = / DBeB" ($uv—1at), (5.79)

A Acdo neste caso se torna:

S = / d*0g'2g"9, X" 9y Xy, + iB™ (ab — Yab) — D" Poapc®. (5.80)
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Com a condicdo de gauge (5.78) e a defini¢do de P, em (5.76), é possivel reescrever (5.77)

em termos de coordenadas complexas como:

det Yab + Poub

_ / Db Degexp [ibzzach + biach] . (5.81)
Assim, com o gauge fixado, a Acdo da Corda Relativistica torna-se:
5= / 220X1IX, — bZ0c" + O, (5.82)

Cuja transformagdo BRST ¢é dada por:

(SBRSTXV = ie(ca + E§>X”; (583)
5BRSTb = IG(T + bcac); 5BRSTB = ZG(T + Eﬁgf); (584:)
OBRSTC = iG(CaE + 5)C} OBRSTC = iG(Ca + EE)E. (5.85)

onde usou-se a notacdo de campos conformes. Os termos com o trago em cima se referem
a componente z para vetor ou zz para matriz. E sem o trago corresponde a z e zz.

Para encontrar a transformagdo de b, basta encontrar a equagdo de movimento para g,
na agdo antes de ter o gauge fixado. E preciso observar a dependéncia de P,;; com a
métrica para obter os termos fantasmas.

Para obter a transformacao de c e ¢, basta encontrar o polo da OPE TT e TT.

A corrente conservada nesta transformacao é:
. 1 3 2
j=cT+ 5 beoc : +§8 C. (5.86)

Similar para ;.
Como ¢ possivel ver, o polo simples da OPE dessa corrente com os campos fornecera as
transformagoes BRST.

A carga BRST é dada em termos das correntes:

Q=L f (dzj — dz)). (5.87)

27T

E possivel resolver essa integral em termos dos modos fantasmas. Para isso basta consi-

derar as seguintes decomposigdes:

(o] Lm
T(Z) = Z Zm+2;
[<S) bm
bz) = ). ww
[e] Cm
cz) = Y ot (5.88)



60

Assim, é facil encontrar os residuos e a carga BRST é dada por:

[e]

Q = 2 (Cann +Enzfn) +
m=—oco
X m-n _ = _
Z 2 (Cmcnb—m—n + Cmcnb—m—n) - (C() + C()). (589)
m,n=—oo

Os operadores de Virassoro sdo escritos em termos dos operadores de criagdo e destruicdo
dos modos de vibragdo das cordas (ver Apéndice A).

Considera-se que a solugdo da equagdo de movimento para o campo X* seja da forma:

o 2\ & 1/al, w,
Mz Z) = xt —i—ph 244 = (g Im
X" (z,Z) = x i p In|z| +z<a,>m2mm(zm +Z’”>' (5.90)
Os operadores de Virassoro sdo entdo dados por:
_l v o
Ly = 5 Z Xy (5.91)
n=-—oo
Com
a/pZ 0 P
Lo = 1 + Z QK. (5.92)

n=1

As componentes L, e Ly sdo anélogas, basta considerar os operadores &, ao invés de
Xy

E preciso neste momento distinguir a corda aberta da corda fechada. Ao se definir a
acgdo de cordas e encontrar as equagdes de movimento é preciso definir as equagdes de

contorno. Elas podem ser de dois tipos:

1. Periddicas:
Xt (t,1) = X" (7,0), X! (t,1) = 9" X"(1,0), Yar (T, 1) = Yap(T,0). (5.93)

Essas condic¢des de contorno podem ser interpretadas como unir os dois finais das
cordas. Elas ddo origem as cordas fechadas.
Essa condigdo de contorno permitem dois modos de vibracdo para cada possivel

estado, estando relacionadas as solu¢des de onda dadas por (¢ + c7) e (¢ — c7).

2. Nao periddicas, nas quais se fixa os valores para os extremos:

X*(t,1) = fi(7), X*(,0) = fo(7); ou 9’X¥(t,1) =0"X"(7,0) = 0.
(5.94)
Essas condi¢des de contorno podem ser interpretadas como ter os dois finais das
cordas presas a algo, no primeiro caso, ou livres. Elas ddo origem as cordas abertas.
Essa condigdo de contorno permitem apenas um dos dois modos de vibragao para

cada possivel estado.
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Assim, impondo as condi¢des de contorno, enquanto para as cordas fechadas é preciso
incluir os estados com e sem linha. Para a corda aberta s6 é permitido incluir os estados
com ou sem linha. Por convencédo adota-se apenas os estados sem linha.

O vinculo para a massa fornece a seguinte equagao:

00 25
a'm? =Y n(Ny, +Ne, + Y Ny ) = 1. (5.95)

n=1 u=0
onde 1 é uma constante determinada a satisfazer o espectro de massa correto. Essa re-
lagdo ¢ encontrada ao se calcular o Hamiltoniano H = [ do'7, X# + bé — L. E N sdo os

operadores ntimeros. Eles identificam o ntimero de vezes que cada operador aparece no

estado. No plano complexo, o Hamiltoniano é dado por:
H= 7( dz0X"DX,, + f d70X"9X,, + 7{ dzbdc + 74 dzbac. (5.96)

Substituindo as expansdes em série de Laurent:

) 25
H= o/(p"py + Z n(b,ncn +c_ub, + Z oc’inzx,m> —1. (5.97)
n=1 u=0
Como 0 = p'p, + m?, obtém-se (5.95).
Assim, é possivel escrever:
Lo = o/ (p"pu +m?). (5.98)

Logo, L esté relacionado a fixar a corda a camada de massa.

Uma vez feita essa andlise é possivel quantizar a corda. Primeiramente considera-se a
corda aberta.

No caso das cordas abertas, os vinculos sdo somente: L,,, para m > 0. Assim, o primeiro

estado é o tdquion:

|k, 0) (5.99)
E:
Lolk,0) =0 — —k* = —%. (5.100)
Esse estado obviamente fornece:
Qlk,0) = 0. (5.101)

E ndo hd estados exatos, logo, estd contido nos estados fisicos.
O préximo nivel é dado por N =1, onde N = N, + N, + Z‘:"[r’:o Ny Neste caso a massa

é obviamente nula. H4 26 + 2 estados fechados:
1) = (e"a_1y + Bb—_1 + 1)k, 0). (5.102)

onde,
Lolw1) =0 — k> =0. (5.103)
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Aplicando o operador BRST:

Qlyr) = 0

(ccali+eilog+--)[¢h)

= (20")(c_1kMary + erkFa_qy,) (et a1y 4 Bb_1 + yc_1)|k, 0)
(20)(c_1k"e, + KM _1,,) |k, 0). (5.104)

Para que (5.104) seja vélida, k*e;, = B = 0. Elimina-se assim 2 estados. Restam apenas 26
estados independentes.

Os estados exatos correspondem a:

| PSitexatos) = Q1) = (Za’)(c_lk“e; + Bkt a_1,)[k,0). (5.105)

Para ¢’ e B/ quaisquer. Portanto, o estado c_1]k,0) é exato. E a polarizacdo é transversa,
uma vez que ha a equivaléncia e = e + p'k". H4 portanto apenas 24 estados fisicos
independentes que correspondem a representacéo vetorial de SO(D — 2), como era de se
esperar para uma particula ndo massiva em um espago de 26 dimensdes.

Para eliminar as cépias fantasmas, ja& mencionadas no caso da particula relativistica,
impoe-se o gauge: by|k,0) = 0.

Fazendo esse processo consecutivamente, é possivel encontrar todos os demais estados
fisicos.

A corda fechada segue o mesmo processo. Todavia, hd o dobro de graus de liberdade,
uma vez que se introduz o outro modo de vibragdo, relacionado aos operadores com
linha em cima. Neste caso,

!/

!
Lo = %(p?‘py + mZ), Lo = “Z(p?‘py +ﬁ2),' (5.106)
Dé/ ) 0 25
7= n(an FN, + Y NW) 1 (5.107)
n=1 u=0
06172 ) - . 25 .
T =) n(an + N, + Y NW) 1. (5.108)
n=1 u=0

No caso da corda fechada é preciso impor a condigéo:

boly) = bolp) =0 (5.109)
Para as cordas fechadas o vacuo é dado por:

k;0,0) (5.110)

_ 4
(Lo + Lo)|k;0,0) = 0 — m? = ——. (5.111)

“/
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Esse estado obviamente fornece:
Qlk;0,0) = 0. (5.112)

O primeiro estado excitado corresponde a N = N = 1, tal que m = 0:
1) = (eFa_1y + Bb_1 + ye_1)(€"®_1, + B'b_1 4+ v'T-1)|k;0,0). (5.113)

No qual h4 26 x 26 estados.
O processo de quantizagdo BRST é andlogo ao caso anterior, apenas duplicando o ntimero
de contas. Ao final, serd obtido 24 x 24 estados fisicos com massa nula, correspondentes

ao dilaton, graviton e o tensor anti-simétrico.
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O estudo da existéncia de simetrias residuais apds a fixagdo dos vinculos e dos gau-

ges comecgou com Becchi, Rouet, Stora, [3], e Tyutin, [4]. Inicialmente foram analisados a

existéncia nos casos mais simples: teoria de campos abelianos e ndo-abelianos. Isso levou

a uma defini¢do do operador BRST como:
a i a.br~c
Q=c"y— Sec Copbe.
Para vinculos <y, que obede¢cam a seguinte relagao:

[Yar Tb) = Copve-

Esse operador BRST levava em conta todas as propriedades observadas até entéo.

A escolha de gauge G%(q, p) era feita tal que satisfizesse:

G'(q,p) =0;
det([G", 1)) # 0.

A Agdo neste caso é dada por:

5= /dt(piqi ~ Hy— A%y, + 71,G%).

(6.1)

(6.2)

(6.3)
(6.4)

(6.5)

Todavia, com o prosseguimento da andlise, descobriu-se que o operador BRST nesta

forma ndo era suficiente. Como foi visto, é possivel encontrar teorias com gauges reduti-

veis, fungdes de estrutura dos vinculos de ordem mais alta e ha casos em que a algebra

do gauge ¢é aberta, como em teorias de gravitagdo.

Os pesquisadores Fradkin, Vilkovisky e Batalin, [5-9], iniciaram uma anélise mais pro-

funda de sistemas covariantes com vinculos. Essa consideracdo, conduzia a inclusédo de

outros termos para fixar todas as condi¢des. Por exemplo, era necessario incluir outros
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termos oriundos dos seguintes comutadores:

[Yar 10) = Copves (6.6)
[Ho, va] = 7 V7. (6.7)

E a condicdo de gauge deveria ser covariante, logo, devendo ser escrita como:

G(q,p) = A"+ X"(q,p, A). (6.8)

onde x“(g, p, A) é a condigdo de fixacdo do gauge.

A Acéo estendida incluindo os fantasmas, b, e ¢* deveria ser:
5= / dt(pif' + bac® — H). 6.9)

onde,
H = Hy + b, Vi’ — [ba)x" Q). (6.10)

Ao mesmo tempo estudava-se o operador BRST na existéncia de vinculos bosonicos e
fermidnicos onde havia novas condigdes a serem impostas ao sistema.

Posteriormente iniciou-se o estudo de campos de gauge redutiveis. Neste caso, era neces-
sdrio incluir novos termos e campos. Tornou-se necessario adicionar fantasmas de fantas-
mas para fixar todos os graus de liberdade. Isso serd visto em um exemplo mais adiante.
O estudo de teorias gravitacionais tornou fundamental fazer uma generaliza¢do do for-
malismo BRST para que este incluisse toda a complexidade da 4lgebra de gauge.

Para tentar simplificar esse problema, Batalin e Vilkovisky, formularam um novo método
para estudar a simetria BRST, [10, 11]. Esse formalismo, ao invés de impor as condi¢oes

de gauge, dependendo do campo e do momento conjugado, na forma:

Yalp, ) = 0. (6.11)

Tinha por objetivo considerar as equag¢des de movimento e tornd-las invariantes de gauge:
s
5p

Neste formalismo, importava mais a estrutura do gauge que a estrutura dos vinculos.

0. (6.12)

E, ao invés de utilizar os parenteses de Poisson, utiliza o parenteses BV. Para isso foi
necessdrio introduzir anti-campos.

Ambos formalismos BRST e BV servem para analisar as simetrias residuais de teorias
de gauge. Uma analise mais profunda das semelhancas desses dois métodos conduz as
questdes essenciais dessas simetrias. Descobriu-se que elas podem ser tratadas da mesma

forma ao se considerar diferentes representagdes de uma mesma estrutura algébrica dada



66

por parenteses que satisfazem as seguintes propriedades:

(F,G) = —(—1)* D+ (G, F)  (antisimetria); (6.13)
(FG,H) = F(G,H)+ (F,H)G (lei do produto); (6.14)
(—1)etVEntD) (F (G H)) 4+ perm.cicl. =0  (Identidade de Jacobi). (6.15)
fantasma((F, G)) = fantasma(F) + fantasma(G) + 1. (6.16)

O termo er indica a paridade de F. Caso F seja par, er = 0, caso seja impar er = 1.

As transformacgoes da simetria residual é gerada por um operador Q:

op = e(9, Q). (6.17)

onde Q satisfaz:

(Q Q) =0. (6.18)

O formalismo BRST mais geral interpreta o parenteses como sendo o parenteses de Pois-
son. O processo de quantizagédo é realizado através do processo de transformar o paren-
teses de Poisson em comutadores de operadores. Neste caso basta adicionar os campos
fantasmas.

O formalismo BV interpreta o parenteses como sendo o parenteses BV. O processo de
quantizacdo é realizado pela integral de caminho. Neste caso é necessério adicionar cam-
pos fantasmas e anti-campos.

Para motivar o estudo dos casos mais gerais de BRST, primeiro sera feito o estudo de um
campo com gauge redutivel. E posteriormente se fard um estudo para analisar como é

possivel obter os termos inclusos no operador Q.

6.1 Um exemplo para motivar o estudo mais geral de BRST

Considere uma teoria dada pela seguinte Acao:

1
S = — [ dix s HupH"™. (6.19)
onde:
Hyvp = 0uBup + 9y Bpy + 9p By, (6.20)
Buy = —Byy. (6.21)

Esse sistema possui a seguinte transformagdo de gauge:

SABuy = du\y — 3y Ay (6.22)
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Entretando, essa transformagdo é invariante por uma transformagao da forma:
0N, = €. (6.23)

E o gauge é, portanto, redutivel.
Para fazer a anélise dos vinculos, muda-se para o formalismo Hamiltoniano. Para isso, é

preciso encontrar o momento conjugado a B*Y, que é:

B oS
Ty 009 BHv
1
= —Hou. (6.24)
E facil ver que h4 os seguintes vinculos:
1 = 7tuo = Hyoo = 0. (6.25)
para todo p.
O Hamiltoniano com o vinculo fixado é:
1 1. .
H= / d3x(§7rf“’7rw + 5 H*Hye + B9 ). (6.26)

Calculando a consisténcia do vinculo (6.25), encontra-se novos vinculos:

¢n = 0
= [¢n H]
= [, H]
= 9"my, =0 (6.27)
Os novos vinculos sdo:
P2 = 0" Ty (6.28)

Os vinculos (6.25) e (6.28) sdo de primeira classe, uma vez que o parenteses de Poisson
entre eles é nulo.
E possivel eliminar o vinculo (6.25), uma vez que se adiciona o vinculo (6.28). Isso acon-
tece porque os campos B’ podem ser incorporados nos multiplicadores de Lagrange dos
vinculos (6.28). Assim, o campo B*” e seu momento conjugado 7,9 ndo sdo mais varia-
veis dindmicas necessarias para descrever a evolugdo do sistema. O sistema passa entdo
a ser descrito apenas em termos dos campos BY e 7;; e os vinculos sdo dados por (6.28),
Pop = Pi.
Assim,

H= / d%(%nif i + %Hfkaijk n Aiafnij). (6.29)
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Esses vinculos, entretanto, ndo sdo independentes. Como foi visto, o gauge é redutivel.

Isso quer dizer que é possivel estabelecer uma relagao do tipo:
7} = 0. (6.30)
Neste caso, é facil encontrar qu uma vez que:
d'p; = 9'9/m; = 0. (6.31)
Portanto:
7} =98 (x—y). (6.32)

O operador BRST deve neste caso também remover a degenerescéncia dessa redutibili-
dade. Para isso é preciso incluir campos (c?,by), chamados de fantasmas de fantasmas.
Esses campos servem para fixar os vinculos dos fantasmas.

As transformagodes de gauge podem ser escritas como:

OABu(x) = 9y (x) —duAu(x)

= (600,0(x —y) — 080,6(x —y)) Ap(y)
= RilAo(y). (6.33)

onde,
Riix = 850,0(x —y) — 84,0u6(x — y). (6.34)

E necessério estudar a algebra das transformacoes de gauge. Ela é dada por:
[5A11 5A2] B;w(x) =0. (6.35)
A partir das informagdes acima é possivel escrever o operador BRST como:
Q=clg; + bh-(x)Z;"c2 (). (6.36)

Ou,
Q= Cliajﬂ]'i + aiblicz. (6.37)

Como se pode ver, ha a inclusdo de novos termos no operador BRST e a inclusao de no-
vos campos, fantasmas de fantasmas.

Para se compreender como é a forma do operador BRST mais geral e posteriormente es-
tudar o caso BV é necessario fazer uma andlise mais profunda da &lgebra discutida na
introducado deste capitulo. Através dela é possivel obter todos os demais termos e inclu-
sive analisar os campos que sdo necessdrios adicionar para se fixar todos os graus de
liberdade.
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6.2 Estrutura algébrica da simetria BRST

O fato de que o operador BRST deve obedecer uma relagdo de nilpoténcia:

(QQ) =0. (6.38)
Ele pode ser relacionado ao se considerar o estudo de operadores diferenciais s, nos quais:
=0 (6.39)

A atuagdo desses operadores diferenciais é entdo descrita por:

s = (¢,Q) =~ oy. (6.40)

Isto é, a obtencdo do operador Q se torna uma questdo de encontrar a representagdo do
operador diferencial s dada a definicdo da operagdo de parenteses. No estudo dessa re-
presentacdo, encontra-se toda a estrutura do operador BRST. Logo, ¢é justificado fazer o
estudo de operadores diferenciais e do espago em que eles atuam, dlgebras graduadas.

O formalismo apresentado a seguir seguiu os passos de [17], capitulo 8.

6.2.1 Algebra graduada

Ao se lidar com o conceito do espago estendido da simetria BRST, estuda-se os cam-
pos fantasmas, fantasmas de fantasmas e outras extensdes. As propriedades desses cam-
pos estdo relacionadas ao que se pode definir como ndmero fantasma. Campos de na-
mero fantasmas diferentes estdo relacionados a fixagao de graus de liberdade diferentes,
todavia, estdo relacionados. O campo fantasma tenta fixar os graus de liberdade néo fi-
xados pelo campo de ordem imediatamente inferior.

Campos fantasmas nado sao fisicos, uma vez que sdo, a priori, apenas ferramentas ma-
temadticas para fixar os graus de liberdade. Os campos fantasmas ndo sdo observaveis,
isto é, ndo aparecem nas observagdes inicial e final. Os campos fisicos, observaveis, sdo
aqueles com ntmero fantasma nulo.

Para entender melhor o conceito de espago estendido, é importante estudar o que é uma
algebra graduada. Ela une em um sé espago os espagos correspondentes a cada namero
fantasma e permite assim, criar relagdes entre eles.

E interessante notar que esse mesmo conceito de dlgebra graduada é usada em outras
teorias, como por exemplo, a teoria de intera¢do entre cordas abertas.

Assuma que a algebra pode ser dividida em:

A= B, A, (6.41)
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Temos que nesta notagado a identidade estd contida em Ay e define-se uma multiplicacdo
da forma:
AnAm C Apim- (6.42)

E, para um elemento x satisfazendo x € A, diz-se que o grau de x é igual a n:
degx =n & x € Ay (6.43)

Uma transformagéo linear M tem grau degM se, e somente se:

deg(Mx) = degM + degx. (6.44)

Tal que:
deg(M1M,) = degM; + degMs, (6.45)
deg(Mi, Mp) = degM; + degM,. (6.46)

onde o grau de M pode ser negativo, uma vez que pode diminuir o grau em (6.44). Os
parenteses acima, na relagdo (6.45), estdo associados a uma algebra da forma (6.13).

E possivel também definir um operador chamado operador niimero N:
Nx = (degx)x, (6.47)

para elementos x € A. Temos que o operador N, para satisfazer (6.47), é par e de grau
Zero:

¢(N)=0,  deg(N)=0. (6.48)

E, por causa de (6.42), é um operador diferencial também:
N(xy) = (Nx)y + x(Ny). (6.49)

Assim se define uma élgebra graduada e suas propriedades. E possivel notar que ha a
definicdo de grau, que serd interpretada no contexto da simetria BRST como ntimero fan-

tasma.

6.2.2 Operadores diferenciais

Uma vez definida o que é uma dlgebra graduada é possivel relacioné-la ao espago es-
tendido de campos fisicos mais campos fantasmas. Supde-se que os elementos x de cada
algebra A,, x € A, corresponde a um campo, na algebra A, é a dlgebra desses campos.
Relaciona-se ao grau da algebra o ntiimero fantasma do campo que é elemento daquela

algebra.
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E preciso estudar qual a relagdo entre campos fantasmas de ntimero fantasma diferente.
No contexto de dlgebras graduadas, isso é feito através de operadores diferenciais. Ao
mesmo tempo, nota-se a defini¢do dos operadores diferenciais estdo relacionados as pro-
priedades do operador BRST, como, por exemplo, a nilpoténcia. Como se sabe, a simetria
BRST estd relacionada a transformagdes que levam campos fisicos em campos fantasmas
e vice-versa. Assim, observa-se que ela corresponde de fato a operagdes entre algebras
de nimero fantasma diferentes. E portanto, importante entender o conceito de operador
diferencial.

Um operador diferencial D é uma derivagdo impar e nilpotente de ordem dois:

D?>=2[D,D] =0, (6.50)

e(D) = 1. (6.51)

1
2

Vamos supor que existe uma graduacdo N, em que:
degD = £1. (6.52)

Se degD = —1, o operador diminui o grau e se comporta como um boundary operator. Se o
degD = +1, o operador aumenta o grau e se comporta como um coboundary operator. Tal
que,

D(A;) C Ayz. (6.53)

Dado o operador D, definimos o Kernel de D como o conjunto de elementos pertencentes

a A que sdo aniquilados por D:
x € KerD < Dx = 0. (6.54)

Os elementos do Kernel de D sao chamados de fechados. A imagem do operador D é

definido como a imagem de A pelo operador D.
x€ImD & Jdye A: Dy = x. (6.55)

Os elementos de A que correspondem a imagem da atuagdo do operador D em A sdo
chamados de D-exatos. A partir dessas duas defini¢des, pode-se definir a algebra quoci-

ente:
- KerD

~ ImD’

Isto é, o conjunto de elementos que pertencem ao Kernel de D menos os elementos que

H(D)

(6.56)

pertencem a imagem de A pelo operador D. Caso degD = +1, esse conjunto é chamado
de co-homologia. Caso degD = —1, chama-se de homologia. Da mesma forma, podemos

separar os elementos de H(D) conforme seu grau:

H(D) = &,H,,. (6.57)
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6.3 Construcao do operador BRST

Em um sistema com vinculos, as equagdes de movimento unicamente ndo fixam to-
dos os graus de liberdade. Restam graus de liberdade internos correspondentes as trans-
formacdes de gauge. Em um processo de quantizacao, é preciso definir caminhos que o
sistema pode evoluir. Em outras palavras, é preciso fixar os vinculos e as transformacdes
de gauge.

Foi descoberta que no processo de fixar esses graus de liberdade, ao se incluir campos
fantasmas, surgia uma simetria residual chamada simetria BRST. Essa simetria, podia
ser vista também de outra forma. A atuacdo do operador BRST nos campos fixava os os
graus de liberdade.

O formalismo BRST esté relacionado entdo a fixacdo de vinculos, a fim de encontrar as
possiveis evolugdes do sistema, e a inclusdo de campos fantasmas.

Ha dois métodos para se fazer essa construcao:

1. Impondo vinculos ao sistema. Esse procedimento é interpretado como o forma-
lismo BRST.

2. Tentando remover os graus de liberdade nédo fixados pela equagdo de movimento.

Esse procedimento é interpretado como o formalismo BV.
Ambos podem ser feitos da seguinte forma:

1. Considera-se todas as solugdes possiveis do sistema.

2. Define-se que as solugdes fisicas correspondem a co-homologia do operador BRST.

3. Ao se considerar a existéncia de uma co-homologia e um operador BRST, considera-

se um espaco estendido dado por uma élgebra graduada (que sera ser definida).

4. Define-se campos fantasmas que, através do operador BRST, eliminem as solugdes

do sistema que ndo satisfagam as condigdes de solugdes fisicas fisicas.

5. Se preciso, define-se outros campos fantasmas de ordem mais alta que removam os

campos fantasmas dos possiveis campos fisicos.
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6. A co-homologia do operador BRST conterd todos e apenas os campos fisicos.

Matematicamente isso corresponde a encontrar um conjunto de solugdes que correspon-
dam a observéveis fisicos invariantes por transformacdes de gauge, tal que satisfacam a
seguinte condigdo:

HO(s) = (fungdes invariantes por gauge). (6.58)

onde chamamos de s o operador diferencial que corresponde ao operador BRST.

Para encontrar as solugdes fisicas hd dois processos que devem ser considerados. Pri-
meiro é necessdrio encontrar as solugdes que satisfagcam os vinculos, ou que estejam rela-
cionadas pelas transformagoes de gauge. Uma vez encontradas essas solugdes, é preciso
poder definir uma base para essas solugdes. Isto é, encontrar o menor conjunto de so-
lugdes que levem a todas as outras dadas transformagdes de gauge. Isso da origem as
6rbitas de gauge na superficie dos vinculos.

A esses dois processos é preciso entdo associar dois operadores diferenciais. Cada um
desses operadores estard relacionado a uma &lgebra graduada, com sua respectiva gra-
duagdo. O operador BRST corresponderd a uma unido desses dois operadores e de suas
algebras.

No primeiro processo, fazer com que as solugdes satisfagam os vinculos, define-se o ope-
rador J, chamado operador de Koszul-Tate. Ele estard relacionado ao niimero de anti-
campo. No segundo processo processo, definir um conjunto de solug¢des independentes,
define-se o operador d, chamado operador diferencial exterior longitudinal. Ele estara

relacionado ao ntiimero de fantasma-puro. Dessa forma, pode-se escrever:
s=0+d. (6.59)

Essa defini¢do entretanto ndo serd suficiente. No estudo de co-homologia perturbativa,
para que todas as condi¢Oes sejam satisfeitas serd necessdrio adicionar outros termos,
para satisfazer s? = 0.

A construgdo (6.59) fornece, entretanto a associacdo entre os dois operadores. Ao opera-

dor BRST pode-se definir um ntimero chamado ntimero fantasma:

fantasma(x) = fantasma-puro(x) — anticampo(x). (6.60)

E, assim:
fantasma-puro(d) = 1; anticampo(d) = 0; fantasma(d) = 1 (6.61)
fantasma-puro(d) = 0; anticampo(d) = —1; fantasma(d) = 1 (6.62)

No caso mais geral apenas os termos J e d ndo serdo suficientes. Como serd visto mais

adiante, caso haja fung¢des de estrutura de ordem mais alta para os vinculos ou trans-
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formacoes de gauge, é necessario adicionar outros termos ao operador BRST. Neste con-
texto, é importante notar que o s deve ainda ser nilpotente, isto é, s> = 0. Assim é possivel

construir um operador da forma:
s=6+d+sV s 4... (6.63)

Segundo a teoria de perturbacdo homolégica. Os nimeros dos indices estdo relacionados
ao ntimero de anti-campo. E possivel obter isso supondo que até ordem zero s pode ser
escrito como (6.59) e utilizando(6.40) e (6.39). Neste caso, é facil ver que é essencial os
operadores d e § tenham om parenteses entre eles nulo. Isso mostra como os operadores
0 e d sdo independentes.

Para continuar a andlise do operador BRST, serd definido cada um dos operadores dife-

renciais envolvidos.

6.3.1 Operador diferencial de Koszul-Tate (J)

Esse operador diferencial estd relacionado com os anti-campos. Ele constréi uma re-
solugdo.
Considere uma algebra A. Uma resolugio de A é uma élgebra graduada diferencial A com

o operador diferencial § de grau —1 que:

He(6) =0, k#0 (6.64)
Ho(8) = A. (6.65)

Dessa forma, a dlgebra A é dada pela dlgebra quociente H,(6) = Hy(J). da élgebra dife-
rencial de grau N (A4, 9).

O operador diferencial § tem grau —1 e portanto, possui uma homologia. Como ja foi
visto, a funcdo desse operador é restringir as solu¢des aquelas que satisfazem os vincu-
los. Para fazer isso, analise como o operador diferencial  pode remover soluc¢des indese-
jadas, aquelas que nédo estdo na superficie dos vinculos ou geram degenerescéncias.

Considere o campo 1* que satisfaz a seguinte relagdo:
on* =0. (6.66)

A élgebra de fung¢des suaves no espago de fase C*(P) satisfaz (6.66), [17] (sessdo 1.5.1).
Essa dlegra de fungdes possui duas estruturas algébricas: a multiplicagdo usual, para a
qual C®(P) é uma 4lgebra associativa; e os parentes de Poisson, para a qual C*(P) é uma

algebra de Lie. As duas operagdes estdo relacionadas por:

[FG, H] = [F, H]G + F[G, H]. (6.67)



75

Os observéveis devem ser invariantes pela soma de combinagdes lineares dos vinculos.

Isto é, é preciso remover a dlgebra de fun¢des N que satisfagam:
N = N%y, = 0. (6.68)

onde 7y, sdo os vinculos.
Como deseja-se que os campos 77* sejam s6 aquelas solugdes que pertengam a C*(P) mas
ndo pertengam a N é possivel associd-lo a um grupo de homologia do operador ¢ na

forma:
_ Ker(6)o _ C*(P)
~ Im(f)y N

Em termos de homologia, isso quer dizer que a algebra de fun¢des N deve corresponder

Hy(6)

=C(%). (6.69)

a uma imagem do operador ¢. Isto é, N deve poder ser escrito como:
N = §(alguma coisa). (6.70)
Para fazer isso, define-se um campo P, que satisfaca a seguinte relagao:
(Pa ) = =65 (6.71)

Na qual ndo definiu-se o que significa a operagdo relativa aos parenteses.

Assim, é possivel definir:

Py = —7a. (6.72)
onde o sinal é uma convengao.
Dessa forma, é possivel escrever:
N = N%y, & N = —§(N"P,). (6.73)

Assim, com a adi¢do de um campo P, foi possivel remover a dlgebra de fungdes N da
homologia do operador §, tal que o conjunto de solugdes de 1* seja dado apenas por
C®(X) =C®(P)/N.

Esse processo é usado de forma andloga para a simetria BRST. Uma Agdo contém a priori
campos fisicos, vinculos e campos fantasmas associados a esses vinculos. Chame os cam-
pos fisicos e fantasmas de 77*.

Os vinculos 7y, podem ser tanto da a¢do, como vinculos dos gauges.

Define-se:

1. Ntimero de anti-campo dos vinculos da acao é zero.

2. Numero de anti-campo dos demais vinculos é igual ao nivel de redutibilidade a

que ele se refere.
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3. Numero de anti-campo dos campos fisicos e fantasmas é zero.

Pelo procedimento acima, é possivel remover entdo um conjunto de solugdes pela adi¢do
de campos P,. Para que esses campos satisfacam (6.72), eles devem ter nimero de anti-
campo igual a o nimero de anti-campo do vinculo a que ele se refere mais um. E da
mesma forma, para que ele satisfaca (6.71), ele deve ter a mesma paridade do campo #*.

Isto ¢, ele deve satisfazer as seguintes propriedades:

€(Py) =€(va) +1  paridade; (6.74)

anticampo(P,) = anticampo(y,) + 1 numero de anticampo. (6.75)

Um exemplo concreto do que significa o campo P, pode ser dado no contexto BV.
Neste caso, a operagao (6.71) corresponde ao parenteses BV. E o campo P, é chamado de
anti-campo do campo 1*:

Py — 17]7k . (6.76)
A equagdo (6.66) fornece por solugdo todas as fungdes F € C®. Deseja-se entdo remover
as equacdes que satisfacam:

; oS

N =0=MN(n")—. 77
Gr®) =0=Ar") 50 (6.77)
Que correspondem as solugdes triviais. Para isso, assume-se que:
. oS
oy = o (6.78)
Isso implica que G = 6(—Aiy}) e portanto, ao se calcular a homologia:
Kero c=
o= (52) - 5 o
onde, N é tal que:
, . .58
G(¢p') e N & G(n") = /\f(qbl)w. (6.80)

Dessa forma, as solugdes corresponderdo somente as equagdes de movimento que forem
independentes pela adi¢do de solugdes triviais. E a partir dessa propriedade é possivel
ver que o operador ¢ serd de fato uma resolugdo, isto é, Hi(6) = 0 para k # 0. Neste
exemplo, a agdo s6 contém os campos fisicos e o anti-campo dos campos fisicos.
Considere entdo o caso em que hé transformacdes de gauge da forma:

5S
i o 0 (6.81)

Neste caso, tem-se que a funcdo dada por Rf#; seria uma solucdo de JF = 0. Essas

solugdes pertencem a H; e neste caso o operador ¢ deixa de ser uma resolugdo. Para que
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ele volte a ser uma resolugdo, adiciona-se um par de campos: ¢; e ¢; e define-se:
op; = Riny. (6.82)

Dessa forma, R}7; pode ser escrita como d(alguma coisa). Assim, essa solugdo é excluida
da homologia do operador §, que volta a ser uma resolugdo. Os campos fisicos se tornam
independentes por transformacdes de gauge.

Os campos ¢; e ¢} correspondem a um campo fantasma e seu anti-campo. Logo, pelo
formalismo introduzido aqui vé-se a necessidade de adicionar fantasmas e anti-campos

de fantasmas para poder remover as solu¢des indesejadas dos campos fisicos.

6.3.2 Operador diferencial exterior longitudinal (d)

Uma vez que as solug¢des obedecem aos vinculos, deve ser possivel considerar aque-
las que estdo diretamente relacionadas através das transformacdes de gauge. O conjunto
de solugdes que estdo relacionadas por uma transformacao de gauge infinitesimal é cha-
mada drbita de gauge. Isto é, considere uma dada solu¢do. Faca uma transformacdo de
gauge infinitesimal e obterd outra solugdo. Faga novamente essa transformacéo e obtera
outra solugdo. A linha dessas solug¢des sdo as oOrbitas de gauge. Fazendo esse processo
com um conjunto de soluc¢des independentes, serd possivel descrever um fibrado para
essa superficie dos vinculos.

A essas Orbitas de gauge é possivel relacionar um operador diferencial d.
dF(X) = LxF. (6.83)

onde Lx pode ser entendido como a derivada ao longo da trajetéria do vetor longitudinal
X. Tem-se que dF é nulo se, e somente se, F é invariante ao longo da o6rbita.

Para compreender a que corresponde o vetor X é preciso fazer uma anélise um pouco
mais aprofundada da superficie formada pelos vinculos. Define-se uma métrica c** para

uma superficie dada pelo comutador de suas coordenadas x*.
oM =[x, xM]. (6.84)

Para que dessa forma o comutador entre duas varidveis seja escrito como:

aiafw 96

F,.Gl =5 70" 55

(6.85)

Tal que, assumindo-se que o comutador corresponde ao parenteses de Poisson, tem-se

que x™ = (g, p"). Isto é, a superficie é o espago de fase. Como o sistema obedece aos
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vinculos 7y,, é possivel definir vetores XQ por:
X2 = oM, (6.86)
Tal que, por construgao:
ox,F = X}0\F = [F,v4]. (6.87)

E facil entdo ver que:

(X, Xp]t = x;;xg,y—xz;xgy
= ™3 ([va, 1))
= ‘TAﬂay(szb%)
= CoyXl +7.0'9,C5,

CS, X2 (6.88)

Q

Assim, o operador diferencial d estd diretamente relacionado com as transformagdes de
gauge, uma vez que analisa como a fungdo evolui ao longo das 6rbitas de gauge. E pos-

sivel escrever a derivada como:
dF(Xy) = Lx,F = [F, 74| (6.89)

E, se F for uma fungao dos campos ¢, uma vez que as transformacdes de gauge obede-

cem:
Sep' = €[¢', 4] = *RL. (6.90)
Tem-se que
OF _,
E nota-se manifestamente como o operador d estd relacionado com as transformagdes de
gauge.

Como o operador diferencial 4 é nilpotente, a2 =0,é possivel descrever uma co-homologia
para esse operador derivativo. Obtém-se entdo todas as fungdes F, com dF = 0, na qual
F nao possa ser escrita como F = dG para uma func¢do G qualquer.

E possivel criar uma representacio desse operador para o caso de uma teoria de Gauge.

No caso irredutivel, define-se uma base w” de 1-formas tal que:
w“(Xﬁ) = (5%. (6.92)

Assim, é possivel ver todas as formas na superficie como polindmios de w*:

1
G - EGal...“pwlxl s lep. (6.93)
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O operador d, como dito anteriormente, estd relacionado ao ntimero de fantasma puro.
Esse ntimero corresponde ao grau do polindmio de w”. Pode-se dizer que w* correspon-
dem, entdo, aos fantasmas-puros.

Pela equagdo (6.91) e a defini¢do (6.83), é possivel notar que, nesta base:
dF = dF(X,)w". (6.94)

A estrutura das 6rbitas de gauge, permitem afirmar que o comutador entre dois vetores
longitudinais é dado por:
[Xa, Xp] = ChpXp- (6.95)

d('l‘ C[Bpa‘ wr. (6‘S E)
2

Para obedecer as regras de paridade e de niimero fantasma, tem-se entdo que os campos

w" possuem as seguintes propriedades:

€(wy) = €(Gy)+1 (paridade); (6.97)

fantasma-puro(w,) = fantasma-puro(G,)+1 (n.de fantasma-puro). (6.98)

O operador d aumenta em uma unidade o ndmero de fantasma-puro.

E possivel relacionar os campos w®, com os campos 7* conjugados pela operacdo de
parenteses com o campo P, definidos em (6.71). E possivel fazer uma construgéo tal que
w" = n*. Isso é possivel uma vez que os operadores d e § comutam.

Sendo, assim, é possivel discutir como poderia ser o calculo de dP,. Para isso, analise os

numeros correspondentes a cada operador e campo:

anticampo(d) = 0  fantasma-puro(d) =1  fantasma(d) =1;

anticampo(d) = —1  fantasma-puro(é) =0  fantasma(d) =1;
anticampo(y#*) = 0  fantasma-puro(y*) =n  fantasma(n®) = n;
anticampo(P,) = n  fantasma-puro(P,) =0  fantasma(P,) = —n. (6.99)

Para campos fisicos, n = 0. Os campos fantasmas tem 7 igual ao nivel do fantasma. Logo,
é facil ver que dP ~ Py para que os nimeros em ambos os membros sejam equivalentes.

E a melhor forma de construir essa relacdo é definindo:
APy = cgﬁqﬁpp. (6.100)

onde C" p € uma fungdo de estrutura dos vinculos aplicado aos campos fantasmas, que

pode corresponde a fungdo de estrutura do gauge.
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6.3.3 O operador BRST

Como foi visto, o operador BRST Q pode ser construido a partir de um operador
diferencial nilpotente de ordem dois, s> = 0. Estudando a atuacdo do operador s nos

campos como:
sp = (4, Q). (6.101)

A propriedade de nilpoténcia corresponde a:

(QQ)=0. (6.102)

onde os parenteses podem ser interpretados tanto como o parenteses de Poisson, no caso
BRST, como parenteses BV, no caso BV.

A transformacdo BRST é dada justamente por:
SprsTd = s¢' = (¢, Q). (6.103)

Logo, para obter o operador Q, basta estudar como é possivel representa-lo dada a defi-
ni¢do da atuagdo de s nos campos e a defini¢do dos parenteses.

Primeiramente define-se qual é a operac¢do associada aos parenteses. Depois, sabendo que
o operador s deve ter por co-homologia os campos fisicos, encontra-se os campos fantas-
mas que permitam eliminar os campos nao-fisicos da co-homologia. Para isso, utiliza-se
da definicdo dos operadores J e d.

Seré visto como obter o operador Q a partir de duas defini¢des para a operagdo de paren-

teses.

6.3.4 BRST a partir dos parenteses de Poisson

Neste caso, a operagdo de conjugagdo dos campos é dada pelo parenteses de Poisson.

Isto é: 2 2 9
_0of 9% of 3
V8= Spiar ~ ariagi (6.104)

Assim, os campos conjugados aos fantasmas correspondem aos momentos conjugados.
Para descobrir a representacdo Q, é preciso saber como o operador atua nos campos.

Considere o campo fantasma c”, com os seguinte niimeros caracteristicas:
anticampo(c?) =0  fantasma-puro(c’) =1 fantasma(c”) = 1. (6.105)
Nao havendo campos com nimero de anti-campo menor, tem-se que:

5 = 0. (6.106)
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Como era de se esperar pelas sessdes anteriores.

A esse campo associa-se seu momento conjugado b, que obedece:
[ba, ] = =6, (6.107)
Para que a identidade seja vélida, b, deve satisfazer:
anticampo(b,) =1 fantasma-puro(b,) =0  fantasma(b,) = —1 (6.108)

Como visto anteriormente, para que o operador BRST fixe os vinculos, é preciso que b,
satisfaca:
0b, = —a. (6.109)

Logo, em ordem mais baixa de niimero de anti-campo, tem-se que:
0rsTba = [ba, Q] = 6b, + (ordem mais alta) = 7, + (ordem mais alta). (6.110)
Em ordem mais baixa, pode-se assumir que:
QO = 2, (6.111)

E interessante notar que de fato, para um campo outro da agdo, esse termo produzird a

seguinte transformacao:

SprsTd’ = [@',c"va] = (¢, 7a)- (6.112)

Que corresponde justamente a uma rotagdo rigida envolvendo o campo fantasma 7* e a
transformagdo de gauge 5gaugeq>i = €[y, 4)i], como era esperado. Essa transformacao é
justamente o que havia sido descrito para a operacdo d¢'. Onde 5¢' = 0 naturalmente
por ndo possuir nenhum ntmero de anti-campo ou fantasma-puro.

Para estudar os termos de ordem mais alta é preciso expandir o operador () em termos

do ntmero de anti-campo:

Q=) Q. (6.113)
p=0
onde,
anticampo(Q")) = p, e QO = 4y, (6.114)

A partir disso, é possivel calcular (6.102). Considerando a equagdo para cada niimero de

anti-campo, tem-se (ver [17], capitulo 9):
sQr+t) L plr) =0, (6.115)

onde,

-1
D — % [ Z [Q(k), Q(p—k)]qm + pz [Q(k+1), Q(p_k)]ﬂﬂ’]’ (6.116)
k=0
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Considere entdo, que cada termo QP) possa ser escrito como:

QW) =uPm-up, ... p, (6.117)

-
A solugao de (6.116) com a condigao (6.117) é:

D(Cn)ac1~-~06n [U(P)“l”'“l’, u(nfplxp_H s lxn] (_1>nfp

hi
o

N =
™=

B
|
[

5 (=1)""P.  (6.118)

—) (p+1)Uu
0

=
Il

Que ¢é exatamente a mesma equacdo para as fungdes de estrutura dos vinculos (2.102).
Logo, os termos do operador BRST nesta representagdo corresponde justamente as fun-
¢oes de estrutura dos vinculos.

Como é facil ver, o termo Q(l) é dado por:

QW = —%cbccc(‘fbba. (6.119)

onde C7; é a funcdo de estrutura de primeira ordem. Como era esperado, uma vez que ja
havia sido calculado, (6.100), db, = CZ 5cﬁbp que corresponde ao termo [by, QO].

Uma vez conhecido a representacdo do operador BRST é preciso encontrar a agdo que
possui a simetria gerada por esse operador.

A invariancia pela simetria BRST implica em:
dprsTS =sS =[S,Q] = 0. (6.120)
E a Acédo deve ter nimero fantasma nulo:
fantasma(S) = 0. (6.121)

Como ja foi dito anteriormente, a Agdo escrita no formalismo Hamiltoniano é dada por:
ty .
5= /t (@i — H+ A"y,). (6.122)
1
onde se incluiu os vinculos 7y,. Como j4 foi visto, para impor a condicdo y, = 0 é preciso
adicionar um campo fantasma c? e, neste formalismo, seu momento conjugado b,.
E preciso notar, entretanto, a presenga de mais uma variével que pode ser dindmica, A?,
bosonica. A essa varidvel pode-se adicionar um momento conjugado 7). que obviamente
estd relacionada a um vinculo, 71y« = 0. Por essa razdo, serd necessario adicionar mais um
termo ao operador BRST para fixar esse vinculo. Essa parte do operador BRST é chamada
de parte nio-minima.

Para entender como é esse termo ndo minimo é preciso estudar o caso em que ha duas
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varidveis dinamicas « e 8. Considere que:
sa = B; sp=0. (6.123)

A essas duas varidveis dinamicas € possivel definir momentos conjugados 7, e 715 que
satisfacam:

STlp = Tla; sty = 0. (6.124)

E a solugdo mais simples para resolver essa condig¢do é considerar um termo de BRST
dado por:
Tt 5 (6.125)

Logo, o operador BRST completo serd dado pelos termos ja conhecidos, parte minima,
mais os termos para fixacdo dos multiplicadores de Lagrange, parte ndo-minima.

Como se vé por essa construgdo, o campo a deve ter uma unidade de ntimero fantasma a
menos que o campo beta B. E para os momentos conjugados a relagéo é inversa. O campo
« nesse formalismo é chamado de anti-fantasma

Como se vé nessa construgdo, o0 momento conjugado 775 serve para produzir estados
exatos de 71, e assim eliminar aqueles que sdo trivialmente nulos. Logo, associando o
campo 71, a0 momento 7y« ~ 0, a construcdo mostra que para fixar esse vinculo é preciso
incluir mais um par de campos B? e C,, com [B,, Cb] = —(53 justamente para fixar a co-
homologia de b,.

Assim, o operador BRST precisa ter mais um termo, ndo minimo, para conseguir fixar

completamente a co-homologia do sistema e encontrar somente os estados fisicos.

Q = Qmin4 Qumin, (6.126)
Qmin = .- %leqccgbpa R (6.127)
Qnmin = Z TTya Ce. (6128)

nen

onde o "i"é devido ao fato de se assumir o multiplicador de Lagrange imaginario para
que o vinculo fermidnico A7y, seja real.

Uma vez encontrada a agdo definida pelos vinculos e expandida para incluir fantasmas é
preciso estudar como fixar o gauge. A fixagdo do gauge deve ser feita através da adicdo
de um termo que também seja invariante de gauge e seja capaz de fixar o gauge através
das equacdes de movimento.

O termo invariante por transformagdo BRST mais simples é dado por:

[F,QJ. (6.129)
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Ele é trivialmente invariante de gauge pela condigéo de nilpoténcia, s> = 0 < [Q, Q] =0,

do operador BRST. A variacdo desse termo é:

s[F,Q] = ¢[[F,Ql,Q]
[[Q,QlF]) =0 (6.130)

= &

onde se usou a identidade de Jacobi.

Tem-se que para satisfazer todas as condigdes, a agdo ser bosonica, K deve ser um fér-
mion. Esse termo é chamado férmion de fixacdo de gauge.

Nao existe forma exata para o férmion de fixagdo de Gauge, todavia é possivel defini-lo

para que seja andlogo ao método de Fadeev-Popov. Nesta construcao define-se K como:

K = iB,G"* — P,A" (6.131)

6.3.4.1 Reducdo do operador BRST mais geral ao caso mais simples

Para o caso mais simples, é possivel fazer as seguintes consideragdes:

1 ,
Q = y"ya = 51" CopPe — iC"1ps; (6.132)
K =iB,G" — P,A%; (6.133)
5= / A (T + Pati® + 10 A® + BaCT — Hy — Aya — [K, QO)). (6.134)

Primeiramente é valido calcular o termo [K, Q)]:
(K, Q) = iBy[G?, 5" v4] — mraG” + A%y, — APCE, P, + iCVP,. (6.135)
Assim, as equagOes de movimento para P, e C” sdo, respectivamente:

7"+ AqPCY +iC" = 0; (6.136)
B, —iP, =0. (6.137)

Substituindo (6.136) em (6.134):
S = / (T, + Pl — Ay + 7000 (A" — iG®) — iBady (A" +iG?). (6.138)

onde 6, F = [F,n%y,].

E facil ver que se for possivel remover a dependéncia em A a agdo toma o formato:
S=5Sy+ / dt(—i70 G + Bay?6,G"). (6.139)

onde Sp é a acdo com vinculos. Essa agdo é equivalente a derivada pelo método de

Fadeev-Popov.
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E possivel remover a dependéncia em A?, se esse campo puder ser reintroduzidos nos
campos ja existentes através de uma redefini¢do. Um exemplo é o da particula relati-
vistica, assim como outras teorias covariantes, no qual um dos vinculos é obviamente
o Hamiltoniano que ja esta presente na agdo. Assim, o campo A” é facilmente removido
ao se redefinir o campo auxiliar. Neste caso, uma vez eliminada a dependéncia em A%, é
possivel substituir o campo 7y« por Ty = [B,, Q]. Além disso, uma vez que os vincu-
los sdo incluidos na prépria agdo a partir da redefini¢do dos campos, a agdo Sy se torna
aquela na qual ndo estdo necessariamente presentes a soma de uma combinagéo linear
dos vinculos.

E interessante observar que, para esse operador BRST as transformacoes dos campos se-

rdo dadas por:

sprsT¢’ = ¢[¢’, Q)]
= & [4’ir Ya)
= efdgauged’. (6.140)
5BRST7T/\H = S[TL'M, Q]
= 0. (6.141)

OrsTBa = ¢€[Bs, Q)]
— iy, (6.142)

dprsti” = e[n”, Q]
1
= eiqchcgc. (6.143)

Dado as transformagdes de gauge do sistema, é possivel fazer outras consideragdes ao se
encontrar as equagdes de movimento para cada campo. Ha casos, por exemplo, em que
descobre-se que o momento conjugado P, = B,, como serd o caso das aplica¢des desta
dissertagdo. Assim:

[By, ] = —4L. (6.144)

6.3.5 BRST-anti-campo ou método BV

Esse método é baseado em outra definigdo para os parenteses. Ao invés de considerar

o parenteses de Poisson utiliza-se o parenteses BV. Esse parenteses associa campos a anti-
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campos. Nesse método, a cada campo fisico e fantasma associa-se um anti-campo que

satisfaca a seguinte operacao:

R L R L
(F,G) =2 iéG—‘s FoG (6.145)
opA oy Oy o

onde L e R correspondem a derivadas esquerda e direita que satisfazem a seguinte pro-

priedade:

— = (=) —— 6.146
onde €,4 = 0 se ¢? é bosdnico e €pa = 1se ¢? é fermiodnico.
Essa operagio é chamada de parenteses BV. E possivel demonstrar que satisfaz as seguin-

tes propriedades:

(F,G) = —(—1) (et (G, F)  (antisimetria); (6.147)

(FG,H) =F(G,H)+ (F,H)G  (lei do produto); (6.148)
(1)t (P (G H)) +p.c.=0  (Identidade de Jacobi). (6.149)
fantasma((F, G)) = fantasma(F) + fantasma(G) + 1. (6.150)

A ultima propriedade demonstra que esse parenteses pode estar relacionado a transfor-
macgao BRST.

Neste formalismo serd criado o mesmo ntimero de fantasmas, entretanto nao serao conju-
gados a 0s respectivos momentos mas a anti-campos. Considere o campo ¢*, que envolve

campos fisicos e campos fantasmas:
fantasma-puro(¢?) = n; anticampo(¢”) = 0; fantasma(¢?) = n.  (6.151)
E conjugado ao anti-campo ¢’%:

fantasma-puro(¢}) = 0; anticampo(¢y) =n+1; fantasma(¢}) = —n — 1.
(6.152)
Para campos fisicos, n = 0, para campos fantasmasn = 1,2,3,- - -.

O operador BRST é dado pela Agdo Mestra S que deve satisfazer a seguinte propriedade:
(S,5) =0. (6.153)

Que é equivalente & propriedade de nilpoténcia do operador BRST.

A transformacdo BV é dada entao por:

sF = (S,F) (6.154)
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E consequentemente:

spt = (S,9%) = o, (6.155)
4 5(;)2/
* « sRS
spu = (S, ¢n) = “oh (6.156)
Assim, a A¢do Mestra pode ser decomposta em ntimero de anti-campo:
S=) S (6.157)
k>0
E estd relacionado a:
s=0+d+) s (6.158)

i>0
E a construcdo da representacdo segue de forma exatamente andloga ao caso de BRST
canonico.
Para os campos fisicos <pi, nio-fantasmas, (54>i = 0 uma vez que ndo hd campos com
ntimero de anti-campo —1. E, dessa forma, 6¢; = 8Sp/d¢'". J& d¢' deve ser igual a algo

vezes um campo fantasma, com ntimero fantasma-puro 1, c*. Para isso, assume-se que:
i pi
dgt = Ric". (6.159)

onde R};( é a representacdo da transformagdo de gauge, 5gauge(pi = Rf;(e"‘.
Para isso ser véalido, S(Pi = foc"‘, e conforme (6.155):
RS,

— S 4. =Ric~ 6.160
54)1* + DCC ( )

s¢f = (So+S1+---,¢") =

Logo,
Sy = ¢FRiC". (6.161)

De forma geral, a mesma equacdo devera ser satisfeita:
0SP +2DPF = 0. (6.162)

Os termos de ordem mais alta serdo entdo dados pelas fun¢des de estrutura do gauge
multiplicados pelos campos fantasmas e anti-campos. Tal que o caso mais geral seja da
forma:
‘ 1

S(¢p,¢*) = So(¢) + ¢ RLc* + cj;icgy(—l)eﬁc”c/3 +-- (6.163)
Como era intuitivamente esperado ap0ds toda a discussdo anterior.
A agdo obtida nado fornece nenhuma informagao fisica uma vez que ndo é possivel definir
uma dindmica para os campos fantasmas e os anti-campos correspondentes. Isso pode

ser explicado pelo fato de que de fato, o gauge ainda nao foi fixado e é impossivel fazer
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os célculos. Apenas imp0ds-se os vinculos. Para resolver o problema é preciso entdo poder
escrever os anti-campos em termos dos campos fantasmas. Nesse processo é esperado
que os campos fantasmas ganhem uma dinamica e possa se fazer calculos com eles.
A escrita dos anti-campos em termos dos campos é geralmente feita pela definigdo de um
férmion fixador de gauge. Isto é, defini-se um campo fermionico ¢ que é um funcional
dos campos fisicos e fantasmas tal que os anti-campos sejam escritos como:
$u = 5(;42 (6.164)

Através desse processo, é possivel fixar o gauge.
Alguns trabalhos mais recentes, [29], propde também considerar a seguinte condigdo:

oL
5(Q¢)’

onde Q é o operador BRST e pode ser visto como uma derivada no tempo, tal que o

Pn = (6.165)

anti-campo esteja relacionado a um momento conjugado. Essa condi¢do pode gerar, en-
tretanto, um vinculo de segunda classe. Tal que seja necessdrio redefinir a operacdo de
conjugacao.

A integral de caminho deve ser invariante pela escolha de gauge em (6.164), isso produz

corregdes quanticas para a defini¢do da agdo mestra:
(5,8) =0. (6.166)

Que é chamada de Agao Mestra Classica. Para encontrar as corre¢des quanticas, é preciso

analisar como a integral de caminho se altera com uma mudanga de gauge.

Considere:
I— / DperVo'], (6.167)
Neste caso, W é a acdo quantica.
Utilizando a condicdo (6.164):
iWle, 5]
= / Dget " Pip], (6.168)

Essa integral de caminho deve ser invariante por uma transformacéo 41, logo:
iw ooy W, 28
51 — /D(P(eh ¢, ¢A+ e ehWM’/(;(PA})‘

etV 3, sy
=/ 2o( g, agh +0((6y)))

= [ Po( GAHaaszA a?/fA( M) ten). (6.165)

onde foi feita uma integral por partes.
Logo,
Aei™V = 0. (6.170)



onde,

Jdr 0
— (_1\€a+1 R R
A= pnaey

Esse operador satisfaz as seguintes propriedades:

AA
A(XY)
A((X,Y))

= 0
= XAY + (-1)¥(AX)Y + (-1)7(X,Y);
= (X,AY) = (=)™ (AX,Y).
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(6.171)

(6.172)
(6.173)
(6.174)

A equagdo (6.170) fornece uma identidade que deve ser satisfeita por W. Desenvolvendo

a relacgao:
0 = AetW
aR aR I
= = ()RS (el
a¢Aa¢A( )
= = (-1)t en’ — ——
a¢A( h a‘PA)
w1 e, 119RW ORW
= eh (hAW hz( 1) Py 84);2)
i, 1 1
= ehW(ﬁAW—ﬁ(W,W)). (6.175)
E portanto,
%(W, W) = ihAW. (6.176)

Assim, obtém-se a Agdo Mestra Quantica. E possivel obté-la como uma expanséo:

[o0]
W=S5+) nWw, (6.177)
p=1

O férmion fixador de gauge é um funcional e tem o niimero fantasma —1 para satisfazer a
equacgao (6.164). Toda vida, todos os campos considerados até entdo possuem apenas nu-
meros fantasmas positivos. Vale lembrar que a definigdo de nimero fantasma é o ntimero
de fantasma puro menos o nimero de anti-campo. Por isso, para se definir o férmion fi-
xador de gauge é preciso introduzir novos campos, assim como é feito pelo formalismo
BRST com o parenteses de Poisson, chamados anti-fantasmas uma vez que possuem nu-
mero fantasma negativo.

Para o caso de uma teoria irredutivel, adiciona-se dois campos:
Coug/ Bog,- (6.178)
Que possui as seguintes propriedades:

e(CODCO) = evéo + 1/ fantasma(Cole) = —1/

€(Boy)) = €ap,  fantasma(Bo,,) = 0. (6.179)
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onde o indice & estd relacionado ao indice do campo fantasma correspondente. O campo
Con, corresponde ao campo anti-fantasma de Fadeev-Popov do fantasma c;°.
No caso de campos com um grau maior de redutibilidade é preciso criar mais campos
para fixar todos os graus de liberdade do gauge. A quantidade de campos necessarios
para se fixar os vinculos e os graus de liberdade sdo geralmente associados a uma planilha
triangular de campos, [19] sessdo 6.2.
Para se determinar a dindmica desses anti-fantasmas é preciso adicionar a agdo o setor
ndao-minimo:

Snum = BOM)CE]WO +-e (6180)

Para compreender melhor esta sessdo ver as seguintes referéncias [17,19]. Em [17], é feito
um pequeno resumo do que é apresentado, e em [19] faz-se uma andlise mais detalhada

de todos os aspectos.

6.4 Consideragdes sobre os formalismos BRST e BV

Uma vez visto ambos os métodos, é possivel notar que enquanto o método BRST
procura remover a ambiguidade existente no fato de poder redefinir os observéaveis pela

soma da combinagao linear dos vinculos:
A=A+ A\G,. (6.181)

O método BV, propde remover as solugdes das equagdes de movimento que nao sdo fisi-

cas. Isto é, considerando:

55 _
5p

Remove-se entdo os campos ¢ que ndo sdo fisicos através de consideragdes das transfor-

0. (6.182)

magdes de gauge.

Nota-se que o formalismo BRST se encontra no espago de fases, sendo construido a par-
tir do formalismo Hamiltoniano. J& o formalismo BV é construido a partir do formalismo
Lagrangeano.

H4 casos em que apenas a estrutura de vinculos ndo fornece todas as informagdes sobre
o sistema. Um desses casos é a existéncia de algebras abertas. Neste caso o formalismo
BRST néo ¢é suficiente. E necessario utilizar o formalismo BV, por lidar diretamente com
as propriedades da algebra das transformacdes de gauge. Isso foi observado necessario
para fazer o estudo da quantizacdo dos campos de gravidade, super-gravidade e de cor-
das.

Outro fato importante é a questdo de observar anomalias quédnticas no formalismo BV.

Essas anomalias revelam a dependéncia das teorias com as fixa¢des do gauge. Essa de-
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pendéncia pode dar origem a corre¢des qudnticas e a inclusdo de novas intera¢des na

Acdo Mestra. Isso foi importante no desenvolvimento da Teoria de Campos de Cordas.
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7 Aplicagées do Formalismo BV

No capitulo 4, utilizou-se o formalismo BRST para quantizar a particula e a corda
relativistica. Sdo sistemas simples e ndo requisitam um formalismo BRST mais geral. To-
davia, por questdo de completeza e a fim de observar como funciona o formalismo BV,
serd feita a quantizacdo da particula e da corda relativisticas e do campo de cordas aber-

tas por esse método.

7.1 A Particula Relativistica

No capitulo 3, ja foi estudada toda a estrutura de gauge da particula relativistica.
A Agéo é dada por:
S(xt,e) = /d'r; (xpl;’l — mze). (7.1)
A simetria dessa agdo corresponde aquela que deixa e(7)dt invariante.

Existem duas formas de parametrizar essa transformagdo de gauge. A primeira, (4.18),

pode ser escrita como:

sxb = 22K, (7.2)
de = €. (7.3)

R = XV(ET) 5(t—a), (7.4)
ev _ 45
R = dT(S(T o) (7.5)
E,
[61,02] = 0. (7.6)

H4 a necessidade de apenas um campo fantasma, ¢, para impor a condi¢do de simetria.
Os campos sdo:
xt, e, C. (7.7)
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(7.8)

(7.9)

A férmula dada no capitulo 6 para a Agdo Mestra Classica BV, (6.163), fornece a seguinte

acdo para o caso da particula relativistica:
xH
S=3S50+ /dT(x;j?c + e*c’).

Lembrando que as transformagdes BV, (6.154), sao geradas por:

(7.10)

(7.11)

(7.12)

op = (¢,5).
onde o parenteses é o parenteses BV. As transformagdes para a particula relativistica sdo:

xte _

opvxlt = — o dsve=¢ e =0;

5 . d (J'CH + X;;C)

X, = —(——),
BV w dt e
1 /%2 xrakc
Y 2\e2 e?

XX

opyct = Y é*.

Neste caso pode-se considerar que o férmion fixador de gauge seja:

onde C é o anti-fantasma.

Y= /dTC(e —1).

E necessério adicionar os dois campos C e B e a agdo ndo minima:

Sum = / dtBC*.
Utilizando a relagao:
S

Encontra-se que:

C*=e—1,

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)



A Agdo com o gauge fixado é portanto:

Slp:/dTB<x€2—em2> +Cé+Ble—1)|.

A equacao de movimento para B corresponde a e = 1. Logo, a agdo se torna:

1
Sy = /dr[i(xz —m?) + Ce.
Tal que as transformagdes BV se reduzam a:

1
(53ny = J'CVC, 53\/6‘ =0, 5BVC = E(Xz + mz).

Neste caso, calculando as equagdes de movimento, é possivel observar que:

oL
b= %
= C.

Logo,
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(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

E corresponde exatamente a agdo de Fadeev-Popov e a quantizacdo é andloga ao caso

BRST. A transformagdo BV e BRST sdo equivalentes. O procedimento de quantiza¢do

segue andlogo ao caso BRST. Uma vez dadas as transformacoes, calcula-se a carga con-

servada e encontra-se a co-homologia dessa carga aplicada aos estados.

7.2 A Corda Relativistica
O procedimento é analogo ao da particula relativistica.
A Acéo é dada por:
T 1/2, ab 1
S(X, ) = = [ dTdo(=1)27"3,X"3,X,.
2/m
Essa Agdo é simétrica pela seguintes transformacdes de gauge:

oXt = €"9, X",

0V = Gmam')’ab + aaem'Ymb + abem')’um-
Que tem por geradores:

R

mo'’e

= I X152 (0" — o),

Rabmgf" == am’yahéz(aa - 0,/[1) + ’)’mbaaéz(oﬂ - 0,/&1) + ,yamabéz(aa - 0_/61).

(7.22)

(7.23)
(7.24)

(7.25)
(7.26)
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Que corresponde a difeomorfismos. A fung¢do de estrutura é:

0 e = 00 (0" — ) (0 — "), — 3 b (0" — )6 (0 — )6 (7.27)

mno'toc"e

E também invariante por transformagoes de Weyl:

oxXt =0, (7.28)
b = €Yab- (7.29)

Cujo gerador é:
R, %0 = Yap0* (0" — o). (7.30)

Que ndo possui func¢do de estrutura. H4 apenas a fungdo de estrutura que envolve um

diffeomorfismo e uma transformagdo de Weyl.

Co 1o = O (0" — ") 6% (o — o). (7.31)

mo’c’
Que correspondem respectivamente a composigdo de duas rotagdes, duas translagdes,

uma rotagdo e uma translagao.

Os campos que devem ser considerados sdo:
XH, Yab, ", c. (7.32)
A cada um deles se associa os respectivos anti-campos:
D P (7.33)
Tal que a Agao Mestra Classica,(6.163) seja:

S=35 / d2c7<X;jcm8mX” + Y ("0 Yap + Yp0aC™ + YamOpC™ + CYap) 4 D" 4 ™
' (7.34)
As transformagdes BV, (6.154), geradas por essa Agdo é:

opy Xt = "o, XH,
vy = ("OmYap + Ymp0aC™ + YamOpc™ + cyap),
Spyc™ = ™o,c",
dpvc = MOy,
Spv X, = % + O (X;c™),
Spyy™® = (f{ii oprabem g ichy o8y aracy (b o sabe

5BVCjn = X;:ame + ')’*ubam')/ab + aa(')’*ab')’mb) + ah(ly*ab')’aM) - C;aﬂcn - 3m(C§3C”) +c

5BVC* — ’)’*ab’)’ab“‘am(c*cm)'

Bmc>.

“Ome,

(7.35)
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Neste caso pode-se considerar que o férmion fixador de gauge seja:

Y= / Ao (C™ (Yap — gap) + C(y2 = 1). (7.36)

onde C? e C sdo anti-fantasmas. A métrica Sap € a métrica conforme.

E necessario adicionar os dois campos C* e B e a A¢do nao minima (6.180):
S = / P (B®CE, + BCY). (7.37)
Tal que os anti-campos sejam, utilizando (6.164):

X, =0 y"=C" =0 =0,  Ci="7a—8a
w =10 C'=9Y2-1 B =0 (7.38)

A Acgdo BV é portanto:

S =Sy+ / d20<C“b(c’”am7ab + Vb 0aC™ 4 YamOpC™ 4 cYap) + B (Yap — ap) + B(71% — 1)) .
(7.39)

Vale mostrar como essa agdo é exatamente igual a agdo obtida pelo método de Faddeev-

Popov no capitulo 4.

Ao se resolver a equacao para B?, fixa-se o gauge a métrica conforme. A equacéo para B

apenas implica que a métrica tem determinante igual a 1.A equagdo de movimento para

¢, mostra que C*’ tem trago nulo.

Fazendo as transformagdes para coordenadas complexas, obtém-se justamente:
S— / P20XM3X,, — Co.0¢* + Co0C%, (7.40)

As transformagdes BV sdo, da mesma forma, equivalentes a BRST uma vez fazendo a
integracdo de todos os anti-campos. Para quantizar, calcula-se a carga conservada pelas
transformagdes e encontra-se a co-homologia da carga conservada.

E possivel concluir entdo, que para a particula relativistica e para a corda relativistica,
que possuem uma algebra fechada e irredutivel, o formalismo BV é equivalente ao for-
malismo BRST.

7.3 O Campo de Cordas Abertas

Para analisar um caso mais geral onde o formalismo BV é necessério, serd estudado
o caso do campo de cordas abertas.
Considere o vacuo da teoria de cordas como: [Q)) = ¢1]0), onde |0) estd definido no

Apéndice A e corresponde ao calculo de caminhos fechados no plano complexo entorno
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do ponto z = 0 sem a inser¢do de nenhum polo, tal que ¢1]|0) = ¢1(0). O vécuo satisfaz:

oc%[()) =0, n>0;
b,|QY) =0, n>0;
Q) =0, n>0;
pl'Q) o« al|Q) = 0. (7.41)

Assim, um estado da corda pode ser escrito como:

ol b, bomic 1, -1, |QY). (7.42)

—m —n;
onden > 0,m > 0,1 > 0ei,j, k sdo inteiros positivos. E possivel, entdo, descrever um
campo de cordas como um conjunto de estados:

|CI)> = (47 + Aﬂ“}il + Bylelilfxlil +e )61’0> (743)

Sabe-se que o0s estados fisicos sao dados por aqueles que estdo presentes na co-homologia

do operador BRST. Logo, é possivel definir uma a¢do para o campo de cordas como:
So = {@|Q|P). (7.44)

onde Q é a carga BRST da teoria de cordas bosonicas, dada por:

[ee]

Q=Y (cln)+ i T rsCnbm—n) — Co. (7.45)

m=—oo m,n=—oo 2

A equagdo de movimento corresponde a:
Q|®) =0. (7.46)
Como era esperado. E as transformacdes de gauge sdo:

S|®) = Qlx)- (7.47)

onde |x) é um campo qualquer. Essa transformagdo de gauge é trivial, uma vez que o
operador Q é nilpotente.

A partir dessas consideragdes ja é possivel compreender algumas propriedades dos cam-
pos de corda. Eles possuem ntimero fantasma igual a 1 e sdo uma composi¢do de modos
de vibragao da corda.

Para obter uma agdo para o campo de cordas € preciso definir um conjunto de operagdes:

f ,*, Q. Para efeitos de calculo basta que essas operagdes satisfagam os seguintes axiomas:

1. O operador Q é nilpotente: QQ =0
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2. Associa-se a integragdo ao processo inverso do operador Q e a partir disso, diz-se

que ndo ha termos de superficie, isto é: [ QA = 0.

3. Q(A*B) = QA% B+ (—1)8(4) A x QB. Onde f(A) é o nimero fantasma do campo

A. Para a teoria de campos de cordas, campos com ndmero fantasma par cor-

respondem sdo férmions, e campos com nimero fantasma impar sdo bésons. E

f(QA) = f(A) +1.

4. A associatividade do produto *: (A% B) «C = A * (B C).

5. [AxB=(—1)/(WfB) [BxA.

E é possivel construir uma analogia entre a dlgebra do campo de cordas abertas e o espaco

de formas diferenciais. O campo de cordas corresponde a uma k-forma. O produto entre

cordas corresponde ao produto exterior. O operador Q corresponde a derivada exterior.

E a integral corresponde a um processo de integracdo de formas em uma variedade k-

dimensional.

Pelo axioma (3) define-se ndmeros fantasmas para os campos:

A partir desse axiomas é possivel identificar a A¢do (7.44) com:
S0 = (®/Q1#) = [ @+ Qe.
E, define-se uma Acdo para a Teoria de Campos de Cordas Abertas como:

S:;/CD*QQD—F;/CD*CD*(D.

A Acéo para o Campo de Cordas é bosonica e possui nimero fantasma igual a 3.

A equacao de movimento para @ é:

5S _ B
s¢ = F=Q@+@xd=0.

A Agao (7.50) é invariante pela seguinte transformagao:

0D = QAo+ D *x Ag — Ag xD.

onde Ag é um campo qualquer com niimero fantasma 0.

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

E possivel observar que essa transformacao de gauge é infinitamente redutivel na camada

de massa. Isto é, é possivel encontrar transformagdes para campos A,, com n < 0, que
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deixam deixam a agdo invariante. As transformagdes sdo da forma:

Ny = QA1 +DPxA_1—A_1xD,
N1 = QAL+ DPxA ) —A_rxD,
ANy = QA 1 +PxA_ 11— A 1D,
(7.53)
Para observar essa redutibilidade basta considerar:
A1 =0A_, +PxA_, —A_,xD. (7.54)
E efetuar uma transformagdo dA_, = QA_,, 1+ PxA_,, 1 —A_,,_1xP:
ANy = OA_, 1 +DPxA_,, 1 —A_, 1%xD
= QP*xA_, —A_,xD)+DPx(QA_, +DPxA_, +
—A_xD)— (QA_, +DP*xA_, — A, xD)x D
= (QP+D+D)x A1 —A_,_1%(QDP+ D= D)
= 0 (7.55)

onde utilizou-se a equagdo de movimento (7.51) e os axiomas.
A élgebra de transformagdes é fechada. E possivel observar que a transformagao por A(()l)

e A(()Z) corresponde a uma transformagao por A(()3) = A(()l) * A(()2) — /\(()2) * /\(()l)~ A funcdo de

estrutura CZ/S é dada pelo elemento da matriz do operador * entre trés estados de cordas,
chamado de vértice de trés pontos.
Outra forma de estudar a redutibilidade é analisando os geradores de transformagédo de
gauge.

Rs =D_y). (7.56)

onde, define-se D(q) como:
D(q)ﬂq =QO; + P+ — (—1)10), x . (7.57)

Assim, a redutibilidade é entendida por:

0S

E‘/S = Rs1R;s
= Dsi)Diogn®
= Fxy® -yl «F. (7.58)

Como era esperado no caso de gauges redutiveis na camada de massa.

Para fixar as transformagdes de gauge é necessdrio entdo adicionar fantasmas, fantasmas
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de fantasmas e assim em diante: C;, s =0, - - - , 0.
Os campos sdo, portanto:
CI)/ CO/ Cl/ ttt . (759)

H4 dois ntimeros fantasmas a serem considerados para classificar os campos. H4 o na-
mero fantasma de cordas, que representa as oscilagdes dos campos fantasmas, ele serd
representado pela letra f. E o nimero fantasma pelo formalismo BV, que sera represen-
tado por F. Os campos P tem ntimero fantasma f igual a 1 como j4 foi visto, e por serem
os campos fisicos, tem o ndmero fantasma F igual a 0.
Os campos fantasmas Cs; tem ntimero fantasma F igual a s 4+ 1. Todavia, para eles sa-
tisfazerem a transformacdo de gauge (7.52) e (7.54), dada a defini¢do do operador Q e
o axioma (3), devem ter ntiimero fantasma f igual a —s. Pelo formalismo BV é preciso
adicionar um anti-campo associado a cada campo existente. Logo, é preciso adicionar os
campos:

", Cy,C, - (7.60)

Como ja foi visto, por definicao
F(P*) = -1, F(C)=—(s+2). (7.61)

Para adicionar esses campos a agdo é preciso analisar um pouco mais as propriedades do
produto *.

Considere que o campo |®), (7.43) possa ser escrito como:
) =) [s)¢s. (7.62)
S

onde |s) é uma base de estados independentes dos modos de oscilagdo da corda. Assim,

é possivel associar os produtos:

(s]s') ¢ / Is) % |). (7.63)

Tal que,
/|s> «]s') =0 (7.64)
A menos que f(s) + f(s’) = 0. Com isso, é possivel definir um vetor dual |s) que satisfaga:

/ [5) % |s") = dss (7.65)

Para que a A¢do Mestra do campos de cordas satisfaga a equagdo BV, é preciso que os anti-
campos sejam escritos em termos desses campos duais. Suponha por exemplo o termo

¢;Rlc*, no caso de campos de cordas ele é escrito por:

/6**(Qco+q>*co—co*cp). (7.66)
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Os anticampos tem ntimero fantasma f igual a:

f@) =2, f(C))=i+3.

Dessa forma, a Agdo Mestra continua tendo niimero fantasma igual a 3.

A partir dessas consideragoes é possivel definir o seguinte campo:
Y= +C+Co+ P +P+Co+C+---

onde o ntiimero f dos campos variam de +oo a —oo.

E equivalente dizer que:

) . 1
Y = J;zllf}(—l)“bf|5>+ Y. vsls)

fzfoo
= ). ¥
f

Tendo se considerado a equivaléncia:

Tl = qD,‘
Tz = CI)*,'
¥, =Ciry i2>3

Y, =C;, i <0.
A Acdo Mestra, (6.163), é escrita em termos do campo ¥:
1 1
S = E/‘F*Q‘I’+§/‘I’*‘F*‘I’

1 1
= E/‘I’Q_p*Q‘I’p—i—g/‘I’p*‘I’q*‘Ifg_p_q.
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(7.67)

(7.68)

(7.69)

(7.70)

(7.71)

(7.72)

Essa Acdo Mestra foi obtida independentemente e utilizando métodos diferentes por C.

Thorn e M Bochicchio, [26,27]. E uma conta extremamente trabalhosa por lidar com in-

finitos termos. Por simplicidade, nesta dissertagdo assume-se que esta é a Acdo Mestra e

procura-se demonstrar que ela satisfaz a condigdo de nilpoténcia:

55 65
= 277 =
(5:5) = 256 50, "

(7.73)



102

E preciso entdo obter (%—SA e 5‘(5952 . Para isso utiliza-se as defini¢des (7.70) e (7.72).
oS oS
= - 2 <1
504 Stps f=
- (—1)‘/’f/\s>*(Q‘If+‘If*‘Y). (7.74)
oS oS
- 2 > 2
o, ~ ey I
- (—1)¢’?/y§> + (QF + ¥+ ¥). (7.75)

Assim,

(QY+¥*Y)*« (QY + ¥ *xY¥)

(QY+* QY +2QY + O *x¥Y+¥+¥Y+x¥Y=Y)

I
O — —

(7.76)

onde foram utilizados os axiomas. O primeiro termo utiliza a integracdo por partes e o

axioma (1). O segundo termo pode ser escrito como:

/Q(‘I’*‘I’*‘F) = /(QT*‘P*‘I’—‘Y*Q‘I’*‘I’—}—‘I’*‘I’*Q‘I’)

= 3/(Q‘I’*‘Y*‘Y):0. (7.77)

onde utilizou-se os axiomas (3), (5) e (2).

O terceiro termo é nulo pelo axioma (5). Logo, a acdo (7.54) satisfaz a equacdo BV é cor-
responde a A¢do Mestra do campo de cordas abertas.

Para fixar o gauge, uma vez que o gauge é infinitamente redutivel, é preciso utilizar os
infinitos campos mostrados na planilha triangular de campos, [19] sessio 7.5. E preciso
introduzir os campos extras: Cé‘ comk=1,3,5--- es > kecampos Cé‘ comk=20,2,4,---
es > k. Além dos campos Bé‘ comk=1,3,5--- es > kecampos B§ comk=0,2,4,---
e s > k. Assumiu-se que C; = C?.

Os nimeros fantasmas para esses campos sao:

F(C) = F(C¥)=s—k

F(C) = F(C&F)=s—k

F(BY = k—s,

F(BY) = s—k+1, (7.78)

Para que obedecam as propriedades do parenteses BV. Ao mesmo tempo, o namero fan-
tasma f desses campos é 1 + k — s, para satisfazer as propriedades das transformagdes de

gauge e manterem a a¢cdo com ntimero fantasma igual a 3.
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A parte ndo-minima da Ag¢do Mestre, (6.180), é:

Sm= Y i/B’;*c§+ Y f/c’;**gg (7.79)
k=0,k pars—k k=0,k impar s—k
O gauge mais conveniente para o campo de cordas abertas é o gauge de Siegel-Feynman,
ja explicado no capitulo 4 ao se falar da primeira quantiza¢do da corda aberta. Esse gauge
corresponde a:
bo® = 0. (7.80)

O férmion fixador de gauge para implementar esse gauge é:

Yy = Y ¥ [Crabcil+ Y Y [Clrabct] @8
k=0,k pars=k k=1,k impar s=k

Neste caso, chamou-se C:} = ],

Usando a equacao:

oY
x sf
= Tt (7.82)
Obtém-se a seguinte equagdo para os anti-campos:
¢ = coboCTy +hocoCly,  k=0,2,4,--

Ao substituir (7.83) em (7.79) e encontrando as equagdes de movimento para Bt e B,

obtém-se que:

Cf* = 0:>bOC§:11:0/ e Cocfjrrllzoz k=0,24,:---,
€ = 0=caCT{=0, e bC{=0 k=135 (789

Para k > 1, Cr e CF sao iguais a zero. Isso se deve ao fato de que qualquer campo ®, com

bo® = 0 e cp® = 0 devem ser identicamente nulos. Isso é facil ver uma vez que:

0 = Co(boq))
= (1 — boCo)q)
= - bo(C()q)) =0. (785)

Logo @ = 0.
Por outro lado, para Cs_; e C;, apenas metade dessas condi¢des sao impostas:
boCs—1 =0,5 >0,
C()Cs,1 = O,S > 0. (786)
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Logo, aplicando essas condi¢des nas equagdes:
C;k = Cgl = C()bocg+1 = coboCsy1. (7.87)

quando s > —1. Encontra-se que C; = C,;. E portanto, a A¢do Mestra (7.72) com o

gauge de Siegel-Feynman fixado, é a mesma que ao se fazer:
Yof=-+Cor1+--+C1+Co+P+Co+---+Co+---. (7.88)
As condigoes (7.86) podem ser escritas entdo sucintamente como:
bo¥er = 0. (7.89)

Como era esperado. Isso implica que ¥4 ndo possuem termos proporcionais a ¢y, € a
copia de fantasmas foi removida. Como a integral do campo de cordas é nula a menos
que tenha ¢y presente, pela definicdo da normalizagdo do produto, a acdo do campo de

cordas abertas com o gauge fixada pode ser escrita como:

1 1 v
S = E /‘ng * COLO‘Fgf + g / ‘Fgf * Tgf * Tgf' (7.90)

Para o caso das cordas abertas, entretanto, hd uma anomalia quantica. H4 uma depen-
déncia da A¢do com a fixagdo do gauge. E como foi deduzido no capitulo 6, (6.176), isso

implica que deve haver corre¢des quanticas da forma:

(W, W) = ihAW. (7.91)

N —

Neste caso, descobre-se entdo, que uma teoria quantica para o campo de cordas abertas
necessita da inclusao de cordas fechadas. Essa propriedade é derivada do formalismo BV,
e ndo poderia ser encontrada no formalismo BRST. Por esta razdo, o formalismo BV é o

método mais adequado para se quantizar a teoria de campos de cordas.
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8 Conclusdio

Nesta dissertacdo estudou-se sistemas vinculados, transformacdes de gauge e o for-
malismo BRST e BV. Observou-se que em sistemas vinculados existem transformacoes
que deixam o sistema invariante. Essas transformagdes estdo associadas as simetrias de
gauge. Sistemas com simetrias de gauge exigem um formalismo mais complexo para
quantiza-los uma vez que hé graus de liberdade internos que ndo sdo fixados pelas equa-
¢des de movimento. Esses graus de liberdade devem ser fixados a fim de encontrar a
evolugdo do sistema. Para isso estudou-se mecanismos para impor os vinculos e fixar as
transformagdes de gauge. Com este procedimento, notou-se a existéncia de campos fan-
tasmas e uma simetria que envolve campos fantasmas e campos fisicos. Essa é a simetria
BRST. O gerador associado a simetria BRST fixa todos os graus de liberdade do sistema.
A partir dele é possivel encontrar todos os estados fisicos do sistema e assim, quantizé-lo.
Com esse estudo foi feita a quantizacdo da particula relativistica e da corda bosénica.
Para casos mais gerais, o operador BRST necessita de termos que ndo haviam sido consi-
derados anteriormente. Por exemplo, no caso de campos com gauge redutivel é preciso
introduzir os chamados campos fantasmas de fantasmas. Uma forma de encontrar todos
os termos do operador BRST é analisando sua propriedade de nilpoténcia e o espago es-
tendido com fantasmas. Com este mesmo método, redefinindo as operagdes e incluindo
anti-campos foi possivel obter o formalismo BV. Esse formalismo lida ndo com os vin-
culos do sistema, mas com as transformacgdes de gauge. Assim, é capaz de lidar com os
casos mais gerais possiveis, casos em que hajam estruturas que ndo podem ser encontra-
das apenas pelas relagdes dos vinculos. Um exemplo é o campo com &lgebras abertas. O
formalismo BV permite também o estudo da dependéncia do sistema com a fixagdo de
gauge, podendo gerar anomalias quanticas.

A fim de estudar como o formalismo BV, ele foi aplicado a trés exemplos: a particula re-
lativistica, a corda bosonica e o campo de cordas bosodnicas abertas. Nos dois primeiros
casos, que sdo mais simples por possuirem uma 4lgebra de gauge fechada e irredutivel,
observou-se que de fato o formalismo BV se é analogo ao formalismo BRST. Todavia, no
caso do campos de cordas bosonicas, que corresponde a um sistema com gauge infinita-
mente redutivel e dependente da fixagdo do gauge, notou-se que o formalismo BV é mais

adequado. A anomalia quantica mostra a necessidade da inclusdo de cordas fechadas ao
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campo.

O formalismo BV é complexo e possui uma série de propriedades muito particulares.
Ele é amplamente usado na quantizagdo de sistemas de gauge. Sua aplicacdo em Teoria
de Campos de Supercordas pode ser visto no seguinte artigo, [30]. Atualmente, ele vem

sendo utilizado também para o tratamento de Teorias de Campos Topolégicos [31].
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APENDICE A - Teoria de Campos Conformes

A Teoria de Cordas corresponde a uma teoria com uma acdo dada pela drea de uma

superficie bidimensional. A A¢do é invariante sob difeomorfismo nessa superficie e por
transformacdes conformes. Fixando a métrica do campo auxiliar é possivel fixar a in-
variancia por difeomorfismo, entretanto, resta ainda a invariancia por transformacoes
conformes.
A melhor forma de entender as transformagdes conformes é compreendendo a geometria
do plano complexo. Neste plano é possivel trabalhar com as transformagdes de Mobius,
que correspondem ao grupo pSL(2,Z). Para uma teoria descrita no plano complexo os
campos podem ser expandidos em série de Laurent. Essa expansdo determina a propri-
edades dos campos. Ao se estudar clculo com varidveis complexas, nota-se que sdo os
polos que determinam toda a dindmica dos campos. Isso serd aplicado na expansdo de
produtos de operadores (OPE).

Esse estudo seguird pela andlise da teoria de cordas bosonicas. Ver [24], capitulo 2.

A.1 A corda bosdnica na métrica conforme

A Agdo da corda bosdnica com o background fixado na métrica conforme é:

_ 1 2 uy
5= / 220X13X,, (A1)
Cuja equagdo de movimento é:
00X" = 0. (A2)

Em uma Teoria Quantica de Campos essa equagao é dada em termos de valor esperado:
(90XH) = 0. (A.3)
Essa equagdo é obtida a partir da integral de caminho:

(FIX]) = / DXe SFIX]. (A4)
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A integral de caminho de uma derivada total deve ser igual a zero, e, portanto:

0 = / Dxie*S

OXH
oS
_ -5
- / DXe 2
0S
= 5%
1  _

E interessante notar qual seria a equacdo obtida para o produto de dois campos. Para

isso, considere o seguinte calculo:

0 = /Dx‘s(e—SXV)

OXH
- /Dxe—s(qﬂvy(z —zZ-7)+ %85){”(2,2)}(”(22/))
= y"(0%(z— 22 7)) +2Td,0:(X"(2,2) X" (zZ))). (A.6)
Tal que,
—M (0% (z — 22— Z')) = 2T9,0:(X"(2,2) X" (zZ')). (A7)

Como essa equagao é valida para valores esperados, é possivel escrevé-la em termos dos
operadores:
6% (z — 2,2 — 2') = 2T0,0:X"(2,2) X" (7). (A.8)

Isso estd associado a expangado de produtos de operadores.

A.2 Expansao de produtos de operadores: OPE
Para o caso das cordas bosonicas tem-se que 99In|z%| = 2716%(z,z). Assim, é possivel
definir um ordenamento normal que seja definido como:
: XM(z,2): = XHM(z,%2) (A9)
_ _ _ _ o
: XM(21,21)XY(22,22) © = XM(z1,21)X"(22,22) + Eiy’”ln|z%2]. (A.10)

onde Z12 = Z1 — 2».

A razdo de definir esse ordenamento normal é a propriedade:

8151 : XV(Zl,Zl)XV(Zz,Zz) = 0. (A.ll)
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A partir dessa definigdo é interessante considerar o ordenamento normal do caso mais
geral de um funcional do campo F(X"):

) )
OXH (21, Zl> OXH (Zl, Z1

!
F = exp( — IXZ /d221d222ln|212‘2 ))J—" (A12)

E sempre possivel escrever o produto entre operadores como soma de contragdes pelo
ordenamento normal. Esse procedimento é chamado de expansdo de produto de opera-
dores (ou OPE).

A identidade de Ward para campos conformes é dada por:
. =\ B—= _ 1 _
Res:2j(2) A(20, Z0) + Resz—z(2) A(z0, 20) = —0A(z0,20)- (A.13)

onde j(z) e j(Z) sdo as correntes conservadas.
Isto é, a variagdo do observavel A(zg,Zzp) é dada pelo residuo da OPE com as correntes
conservadas.

Para o caso da corda bosonica, as correntes conservadas sdo dadas por:

j(z) = iv(2)T(2), (A.14)
j(z) = iv*(2)T(2). (A.15)
onde
T(z) = Tz(z), T(2) = T=(2). (A.16)
E,
1
T = " 0X"9X, :, (A.17)
_ 1 —
T = —:9XM3X,:. (A.18)

Por exemplo, é possivel encontrar a variagdo de X* com o tensor T.

Primeiramente calcula-se a OPE T X*:
T(2)XF(0) = —%  9XY(2)3X, (2) : X*(0)

2 o

- = *ouv 2
“/8(217 In|z| )aXv(z)
1

— ZoXx*
ZaX (2)

- %a(X” (0) + z9X" (0) + %ZZaZXH(O) +o )

_ %axum) b (A.19)



110
Logo:

Res._,0T(z)X"(0) = 9X*(0), (A.20)
(A.21)

E a identidade de Ward fornece que os tensores energia-momento produzam a seguinte
variagdo:

SXH = —ev(z)aX" — ev*(z)oXM. (A.22)

Outra OPE interessante a ser estudada é aquela que corresponde a composicao de dois
tensores T. Essa composicao estd relacionada a algebra das transformacgdes geradas por

T. Calcula-se entdo:

T(2)T(0) — % 3X" (2)9X, (2) = 9'X"(0)9'X,,(0)
_ %( 9X"(2)9X, (2)3' X" (0)3' X, (0) : +
+42/1 0X"(2)9%,(0) : +21", ( ~ ‘2/212)2)
_ % (’7’;;4‘2 - 2;; L 9XH(2)2' X, (0) :

L aXY (2)9%, (209 X (0)9/ X, (0) - )

1 7/‘1‘ “2 206 20{
- ﬁ( 2]/24 +0X"(0)0Xu(0) : —— : 2XM(0)9X,,(0) : )
"
R T T
o224 w2 T(0)+ zaT(O) T (A.23)

A constante que multiplica o p6lo de segunda ordem é chamada peso conforme. No caso,
o peso conforme de t é 2. O peso conforme esta relacionado a quantidade se transformar
segundo:

A7) = " Az, 7). (A24)

onde h e h sdo os pesos conformes observados na OPE com T e T.

A3 O campo bc

Considere a a¢do para dois campos fermidnicos b e c:
1 / Pzbac (A.25)
2 ' '

Sendo que:
[b,c] =1. (A.26)
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Essa é a agdo para os fantasmas que fixam os vinculos da teoria de cordas.

A equacdo de movimento para os campos nessa agao sao:

ab(z) = ac(z) = 0; (A.27)
ob(z)c(0) = 2716°(z). (A.28)

A primeira equagao fornece que ambos 0s campos sdo holomérficos. A segunda fornece

a informagdo necessdria para descrever o ordenamento normal:

 b(z1)c(z2) = b(z1)c(z2) — ZL (A.29)

O tensor energia-momento é:
T(z) =: (db)c : —29(: bc ). (A.30)

E interessante notar que outra quantidade também é conservada. Essa quantidade é cha-

mada ntiimero fantasma e é dada por:

j=—:bc:. (A.31)

A.4 Expansdao em modos

Uma vez se tratando de uma teoria conforme dada em um plano complexo, é possivel
considerar expansdes em série de Laurent para os campos. Essas expansoes sdo muito
lteis para analisar os operadores e auxiliard na compreensao de operadores de vértice.
Como se sabe, no célculo com varidveis complexas é muito importante conhecer os pélos
das fung¢des. Assim, é muito ttil poder expandir os campos livres em modos, como se
fossem osciladores harmonicos. Esses modos sdo dados justamente pelas expancoes em
série de Laurent.

Na expansdo em série de Laurant, é possivel escrever os operadores como:

Alz) =), 21’37:’1' (A.32)

m=—0o0

Ou em termos do conjugado z, caso a fungdo seja holomoérfica ou anti-holomérfica. O
peso h, estd aparece justamente pela relacdo (A.24) das transformagdes conformes.

As cordas satisfazem a seguinte equacdo de movimento:

90X" = 0. (A.33)
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Isso fornece duas possiveis expansoes:

X (z) = —i(i)l/z y Zi‘fj_l (A34)
X! () = —i(;)l/z n:oo ;ﬁl (A.35)
Ou, utilizando integrais com varidveis complexas:
ol = (";/)1/2 %zmaX”(z), (A.36)
@ = (0;/)1/2 S—iz"@X” (Z). (A.37)

A corrente conservada para translagdes espaciais, que esta relacionada com o momento
linear, é dada por: i0, X" /.
Logo, o momento linear é:
1 - 2\1/2 2\1/2
re - ag) = (5) b= (5) a A38
p mec(] i)=\y) % 0 (A.38)
E portanto Rg = Dég .

Fazendo uma integracdo, encontra-se:

o 2\ & 1al, @&,
H(z) = x* —i% plinlz|? (f> 7(11 ll) .
Xt(z) =x isp In|z|* +i 7 m;wm =T (A.39)
A partir do comutador candnico [7(,4, X' = —ié; ou da OPE de XX, é possivel encontrar
a seguinte relacdo para os modos da expansao:
(o), ] = [@h, &) = My, —nyp"; (A.40)
[x*, p*] = in*". (A41)
E todos os outros comutadores sdo nulos.
E possivel expandir o tensor energia-momento como:
[e) Lm o (o) Em
T= D) i T= ) o (A42)
m=—o0 m=—0o0
Tal que:
L= § 2 gmiar, L= f 92wy (A43)
27iz 2miz

Dessa forma, expandindo em modos T, e substituindo a expansdo em modos de dX*,

encontra-se que:

[ee]

1
L =3 Yo (A.44)

mM=—oo
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para m # 0. E para, m = 0 tem-se:

L= Py A4
0 1 + Z S . (A.45)
m=1

Essa mesma expansdo pode ser feita para o campo bc.

Neste caso, dado o peso conforme de cada campo, tem-se que:

0o bm

m=—oo
c0 bm
m=—oco
A OPE bc fornece naturalmente:
b, cn = Om—n- (A.48)

Assim, é possivel analisar as propriedades do operador nimero fantasma. A corrente

conservada é j = — : bc :. Logo, a carga conservada é:
1 .
= 1
- Z (Cfnbn - bfnCn) + CObO - E. (A.49)
n=1
E satisfaz:
[N, by| = —by; [N, ¢ = cm. (A.50)

Logo o campo b reduz em 1 o ntimero fantasma e o campo c aumenta e 1.

A.5 Operadores de Vértice

Na Teoria Quantica de Campos, em um processo de segunda quantizagdo, o conjun-
tos de estados possiveis passa a estar relacionado com o conjunto de operadores locais. A
Teoria de Campos Conformes associa o conjunto de operadores locais a aplicagdo destes
a origem do plano complexo, z = 0. Neste caso, chama-os de operadores de vértice.
Considere o estado |1) como o operador identidade. Ndo havendo nenhum operador
aplicado nele, qualquer contorno no qual se realize as integrais (A.36) com m > 0 serd
nulo, uma vez que ndo ha poélos. Assim, esse operador identidade esté identificado com
o vacuo da teoria:
1) = |0;0). (A.51)
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Por outro lado, atuando os operadores (A.36) com m < 0, as integrais de contorno passa-

rdo a envolver polos e assim, serd possivel criar estados:

= (5)" f e (2) e

2 27 o m—1)!

Isto é, para essa definicdo:

I

al[1) <2)1/2(1.!8’”X".

o m—1)

Param < 0.

(A.52)

(A.53)

Feita a expansdo de Laurent para os operadores e tomando por base conhecimento de

célculo com varidvel complexa, é facil expandir essa definicdo para ser aplicada a todos

os outros operadores.
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