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Resumo

Sistemas com simetrias de gauge não podem ser quantizados da forma usual e neces-

sitam de outros métodos capazes de fixar as condições de gauge. Sistemas que apresen-

tam vínculos possuem graus de liberdade internos gerados por transformações de gauge.

Nestes casos as equações de movimento não são suficientes para determinar a evolução

de um sistema e é preciso impor vínculos ao sistema. Para fixar essas condições é neces-

sário a adição de fantasmas. Depois que os vínculos foram fixados resta ainda uma trans-

formação que envolve os campos físicos e fantasmas. Essa simetria é chamada simetria

BRST. As propriedades do operador BRST permite determinar um conjunto de soluções

independentes que satisfaçam os vínculos e, através desse processo é possível quantizar

um sistema. Em alguns casos o operador BRST não é capaz de fixar todas as condições,

para isso foi desenvolvido o formalismo BV. Além de fantasmas, também adiciona-se

anticampos. Nesta dissertação foi feita uma revisão sobre vínculos, transformações de

gauge e apresentou-se a simetria BRST. Utilizando as propriedades do operador BRST

foi possível encontrar um método para determinar o operador BRST e apresentou-se o

operador BV. Ao longo do texto apresenta-se exemplos para facilitar a compreensão da

teoria.

Palavras Chaves: Sistemas vínculados, Vínculos, Simetrias de Gauge, Simetria BRST, Si-

metria BV, Partícula Relativística, Corda Bosônica Relativística

Áreas do conhecimento: Teoria Quântica de Campos.
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Abstract

Systems with gauge symmetries cannot be quantized in the same way simpler sys-

tems can. This is due to the fact that gauge systems are constrained and it is impossible

to find its time evolution just by using the equations of motion. One way to deal with this

problem is by adding the so-called ghost fields, whose role is to fix the gauge. Once this

fixation is done, there is still a transformation between physical and ghost fields. This

symmetry is called BRST symmetry. In this approach, one is led to consider the BRST

operator, which allows a set of independent solutions that satisfy the constraints to be

found and the system to be properly quantized. However, there are still some conditions

that cannot be fixed within the BRST formalism. For that reason, the BV formalism was

developed. In the BV formalism, besides the ghost fields, it is necessary to include an-

tifields in order to fix the constaints. This dissertation presents a review on constraints,

gauge transformations and the BRST symmetry. Using the properties of the BRST opera-

tor, it is shown how to find the BRST operator itself. Also, the BV operator is presented.

Some examples are presented in almost every step.
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1 Introdução

A Física busca analisar, descrever e compreender os fenômenos naturais. Através de

um conjunto de informações possíveis de serem coletadas, busca-se entender o comporta-

mento dos fenômenos e determinar como algo se comporta sob determinadas condições.

Para fazer esse estudo, utiliza-se de uma linguagem lógica, a matemática, para descrever

os fenômenos e a partir das operações lógicas analisar as possíveis consequências das

propriedades dos sistemas.

Nesse contexto surgiu a Mecânica Clássica. Utilizando alguns princípios fundamentais, é

possível descrever a evolução de um sistema dados informações coletadas a dois tempos

diferentes e as condições ao qual o sistema é submetido. O conjunto de informações ne-

cessários são, à priori, o que se chamam de variáveis dinâmicas e correspondem à posição

de cada objeto do sistema e sua velocidade. A partir dessas grandezas e das propriedades

do sistema define-se uma outra grandeza chamada Ação. A partir da Ação e do Princípio

de Mínima Ação é possível encontrar um conjunto de equações que determinam os valo-

res para a posição dos objetos e suas velocidades para cada instante entre os dois tempos

de observação.

Muitas vezes o sistema pode apresentar vínculos, isto é, um conjunto de condições que

relacionam a posição e a velocidade das partículas do sistema. Essas relações fixas po-

dem gerar um conjunto de transformações entre as variáveis dinâmicas que deixam a

evolução do sistema invariante. Isto é, é possível encontrar um conjunto de transforma-

ções entre as soluções das equações de movimento. Essas transformações são chamadas

transformações de gauge e correspondem a graus de liberdade internos ao sistema. As-

sim, as equações de movimento são incapazes de determinar unicamente a evolução do

sistema. Por exemplo, uma bola de futebol é um sistema com vínculos. Os vínculos dela

estão relacionados ao fato de o padrão da estampa se repita ao redor da bola. Considere

que você a veja a um momento, deixe o tempo passar e veja ela de novo. Mesmo que a

imagem da bola no segundo instante seja igual à primeira, é impossível saber se giraram

a bola ou não.

Com o desenvolvimento da Física e o estudo do comportamento das partículas em es-

calas menores, descobriu-se que esses graus de liberdade extra eram um problema. Para

um sistema clássico é possível fazer a observação a qualquer momento e determinar que
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transformações estão sendo efetuadas no sistema. Entretanto o mesmo não pode ser feito

para escalas menores. Descobriu-se ao estudar sistemas físicos em escalas menores que

a partir de determinada escala as grandezas passam a tomar valores descontínuos. É

possível determinar intervalos para essas grandezas que são inacessíveis ao sistema. Por

exemplo, os elétrons em um átomo só podiam ter determinados níveis de energia. Assim,

alguns objetos podiam apresentar o comportamento de onda em certas circunstâncias e

de partícula em outras. A luz, por exemplo, corresponde a uma partícula chamada fóton.

Como a luz, ou qualquer outra partícula, só podia assumir certos valores mínimos para

energia, podia ser grande o suficiente para alterar o comportamento do sistema. Dessa

forma, qualquer observação torna-se comprometida. A Física a essa escalas foi chamada

Mecânica Quântica.

Devido a dificuldade de observação, a Mecânica Quântica está associada ao Princípio da

Incerteza. Essa princípio estabelece uma dificuldade em medir com precisão a posição e a

velocidade de uma partícula simultaneamente. Essa dificuldade está associada a seguinte

equação:

[x, p] = ih̄. (1.1)

Essa equação estabelece uma relação entre a posição e o momento conjugado. Caso haja

vínculos no sistema que relacionem a posição e o momento conjugado, a equação (1.1)

não é bem estabelecida. Isso advém da dificuldade de determinar a posição e o momento

conjugado. Logo, já é possível notar que a Mecânica Quântica apresenta um problema

para tratar de sistemas com vínculos.

O Físico P. A. M. Dirac estudou profundamente a questão de sistemas quânticos com vín-

culos [1]. Ele analisou a possibilidade de existências de vínculos, como eles geravam as

transformações de gauge e como era possível classificar os vínculos. A partir desse es-

tudo, foi possível descobrir um método de impor os vínculos ao sistema e determinar as

variáveis dinâmicas tal que elas satisfizessem a relação (1.1). E através do estudo da rela-

ção (1.1) e de estruturas clássicas já conhecidas, o parenteses de Poisson, ele estabeleceu

uma forma de quantizar sistemas, chamada quantização canônica.

Outra dificuldade se encontra no fato de que como a observação afeta um sistema quân-

tico, para se determinar a evolução de um sistema só é possível ter acesso a uma obser-

vação inicial e final do sistema. Qualquer outra observação que seja feita entre esses dois

tempos afeta o experimento e consequentemente a observação final. Assim, a múltipla

possibilidade de caminhos que podem ser realizados e que satisfação as equações de mo-

vimento dificultam a determinação da evolução do sistema. Para sistemas quânticos é

preciso então impor os vínculos ao sistema e fixar as transformações de gauge. A fixação

das transformações permite que se determine unicamente a evolução do sistema.

No contexto da Teoria Quântica de Campos, que buscava estudar os campos na escala

da Física Quântica, verificou-se a presença de campos de gauge. Esses campos tinham
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sua dinâmica invariante por determinadas transformações, chamadas transformações de

gauge. Tratava-se de uma simetria interna. Essa simetria removia o significado físico

de alguns graus de liberdade. Isso dificultava seu processo de quantização. Para resol-

ver esse problema, seguiu-se o procedimento desenvolvido por Dirac. Adicionava-se aos

campos os vínculos a fim de tentar restringir as variáveis dinâmicas aos vínculos e po-

der assim realizar os cálculos. Para esse processo era preciso adicionar campos que não

possuíam significado físico, mas correspondiam aos graus de liberdade extra do sistema.

Uma vez que os graus de liberdade extra podiam ser descritos dinamicamente, era possí-

vel fixá-los. Por não serem físicos, foram chamados de campos fantasmas. Eles possuíam

propriedades incomuns, sua estatística era diferente da indicada por sua dinâmica.

Uma vez fixados os vínculos com a adição de campos fantasmas, era possível também

fixar o gauge. Em outras palavras, fixava-se uma condição que quebrava a simetria de

gauge e assim, tornava a evolução do sistema unicamente determinada. Um dos procedi-

mentos para se realizar isso foi desenvolvido pelos físicos L. D. Faddeev e V. N. Popov, [2],

dando origem aos fantasmas de Faddeev-Popov.

Posteriormente descobriu-se que após a fixação dos vínculos, ainda persistia uma sime-

tria residual. Essa simetria relacionava os campos físicos e os campos fantasmas. Essa

simetria foi estudada pelos físicos C. Becchi, A. Rouet e R. Stora, [3], e independente-

mente por Tyutin, [4], e foi portanto, chamada de simetria BRST. Essa simetria possuía

propriedades bem particulares. Além de o gerador ser fermiônico, ele é nilpotente. A pro-

priedade de nilpotência permite a determinação de um conjunto de funções, chamado

co-homologia, que satisfazem uma série de propriedades. Notou-se que era possível as-

sociar todos os estados físicos à co-homologia do operador BRST. Neste processo, fixava-

se todos vínculos do sistema. Esse formalismo se tornou bastante útil para a quantização

de Teorias de Gauge.

Com o tempo, iniciou-se um estudo mais abrangente de Teorias de Gauge, como por

exemplo sistemas covariantes. Notou-se a existência de várias possibilidades para trans-

formações de gauge que envolviam funções de estrutura de ordem mais alta, reduti-

bilidade do gauge e a existência de álgebras abertas. Esse comportamento foi primeiro

notado ao tentar se estudar a álgebra das transformações de gauge do campo gravitacio-

nal. Esse estudo foi feito por E. S. Fradkin, G. A. Vilkovisky. I. A. Batalin e outros, [5–9].

Nesse contexto, foi necessário fazer um estudo do formalismo BRST que incluísse todas

as novas relações que foram encontradas.

Batalin e Vilkovisky desenvolveram outro método, [10,11], para realizar a quantização de

sistemas com simetrias de gauge. Neste método, ao invés de impor os vínculos aos ob-

serváveis, impõem-se as transformações de gauge às equações de movimento. Isto é, ao

invés de excluir os observáveis que não satisfizessem as condições de vínculo, buscava-se

eliminar as soluções das equações de movimento que não satisfizessem as transformações
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de gauge. Esse formalismo foi chamado de formalismo BV. Utilizado primeiramente para

lidar com sistemas com gauge redutível e com estruturas de gauge de ordem mais alta,

descobriu-se que esse formalismo era essencial para lidar com um caso mais especial, o

caso de sistemas com álgebra de gauge abertas. Só a estrutura dos vínculos não era ca-

paz de trabalhar essa condição. Mas ao se considerar diretamente as transformações de

gauge, esse processo era possível.

Ambos os formalismos BRST e BV estavam relacionados à simetria BRST, isto é, à sime-

tria residual que surgia após a imposição dos vínculos e fixação das transformações de

gauge. A estrutura de ambos os formalismos é extremamente análoga. Definindo uma

operação de parenteses, no caso BRST corresponde ao parenteses de Poisson e no caso

BV, ao parenteses BV, é possível encontrar um gerador da simetria que seja nilpotente.

E a partir desse gerador quantiza-se os sistemas. Uma vez que o formalismo BRST está

relacionado ao parenteses de Poisson, basta considerar os campos fantasmas e seus mo-

mentos conjugados. Já no caso do formalismo BV é preciso incluir anti-campos para sa-

tisfazer o parenteses BV.

Os formalismos BRST e BV são semelhantes para os casos simples e obtém os mesmos

resultados. Por seguirem as mesmas ideias, são extremamente análogos. Muitas vezes

os termos utilizados em um são também utilizados para designar termos no outro. A

diferença só surge para tratamentos de casos mais complicados que tenham graus de li-

berdade maiores, como na Teoria de Campos Gravitacionais [8] ou na Teoria de Campos

de Cordas, [19, 26, 27].

Nesta dissertação buscou-se estudar o formalismo BRST e BV e suas aplicações. No se-

gundo capítulo, analisa-se a estrutura dos vínculos, suas classificações e como eles ge-

ram as transformações de gauge. Estuda-se também casos mais gerais dos vínculos, de-

terminando como é possível encontrar funções de estrutura de ordens mais altas. No

terceiro capítulo estuda-se as transformações de gauge e suas estruturas. No quarto capí-

tulo aplica-se todo o estudo de vínculos e simetrias de gauge em três exemplos. Com isso,

é possível analisar toda a estrutura que foi antes exposta. No quinto capítulo, estuda-se a

simetria BRST. Primeiramente, observa-se como é necessário fixar os vínculos aos estados

físicos e obtêm-se uma intuição para o operador BRST. Analisa-se o método de Faddeev-

Popov para fixar os vínculos e encontra-se campos fantasmas. Uma vez determinada a

Ação com campos fantasmas, estuda-se como a simetria BRST relaciona os campos fí-

sicos e fantasmas. Através desse método quantiza-se a partícula relativística e a corda

bosônica. No sexto capítulo observa-se a existência de casos mais complexos, como a

existência de gauges redutíveis. Neste caso o operador BRST deve ser modificado. As-

sim, com essa motivação, desenvolve-se um método para determinar o operador BRST

no caso mais geral a partir das propriedades mais fundamentais do operador BRST. Rede-

finindo as operações é possível encontrar o formalismo BV. No sétimo capítulo aplica-se
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a simetria BV no caso da partícula relativística e da corda bosônica, mostrando que o re-

sultado final é equivalente ao obtido pela simetria BRST. Aplica-se também o formalismo

BV à Teoria de Campos de Cordas Abertas a fim de demonstrar como BV é necessária

para casos de simetrias de gauge mais complexas.
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2 Sistemas com vínculos

Um sistema dinâmico pode ser descrito por um conjunto de variáveis. Essas variá-

veis definem a configuração do sistema a cada instante. É possível desenvolver um for-

malismo que determina como essas variáveis interagem entre si e como elas evoluem no

tempo dadas suas configurações iniciais e finais.

Na Mecânica Clássica utiliza-se do formalismo da Ação para descrever os sistemas dinâ-

micos e suas evoluções no tempo. As variáveis dinâmicas são aquelas que determinam a

configuração do sistema a cada instante e sua evolução. Há duas opções para a escolha

dessas variáveis: o formalismo Lagrangeano e o formalismo Hamiltoniano.

Primeiramente, considere o método Lagrangeano. Neste caso as variáveis dinâmicas são

a posição e a velocidade para cada grau de liberdade do sistema. Assim, tem-se que as

variáveis são: qn e q̇n, onde n = 1, ..., N são os graus de liberdade. Para descrever a Ação,

S, utiliza-se a função Lagrangeana, L, que é uma função das variáveis dinâmicas:

S =
∫ t2

t1

L(qn, q̇n)dt. (2.1)

Como se pode ver, a Ação depende das configurações iniciais, ao tempo t1, e finais, ao

tempo t2. Segundo esse formalismo a evolução do sistema é descrita pelo caminho cujas

transformações infinitesimais deixam a Ação invariante. Em outras palavras, considere

um caminho descrito por funções do tempo qn(t). Transformando infinitesimalmente

esse caminho por δqn, a Ação S deve se manter invariante, isto é, δS = 0.

A solução deste problema é conhecida e é dada pela equação de Euler-Lagrange:

d
dt

( ∂L
∂q̇n

)
− ∂L

∂qn = 0, n = 1, ..., N. (2.2)

Desenvolvendo um pouco mais os termos, obtêm-se:

q̈m ∂2L
∂q̇m∂q̇n =

∂L
∂qn − q̇m ∂2L

∂qm∂q̇n . (2.3)

É possível notar então que para se encontrar uma solução única para qm é preciso que:

det
( ∂2L

∂q̇m∂q̇n

)
6= 0. (2.4)
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Caso contrário, a matriz
∂2L

∂q̇m∂q̇n . (2.5)

não é inversível e as soluções não são unicamente determinadas. Dessa forma, um con-

junto de soluções seria possível para cada configuração inicial e final dada. Isso quer

dizer que nem todos os graus de liberdade foram fixados pelas equações de movimento.

Existem graus de liberdade interno entre as soluções. É possível encontrar uma transfor-

mação que leve uma solução que satisfaça a equação de movimento a outra diferente mas

que também satisfaça a mesma equação. Essas transformações são chamadas transforma-

ções de gauge.

A razão de existir as simetrias de gauge pode ser pelo fato das variáveis dinâmicas não

serem absolutamente independentes. Pode haver relações entre elas, chamadas víncu-

los. Esses vínculos levam a uma degenerescência na escolha das variáveis dinâmicas que

determinam o sistema fazendo muitas vezes com que elas não tenham mais significado

físico.

Uma vez que a existência dos vínculos está relacionada com a matriz (2.5), é interessante

definir uma nova variável dinâmica chamada momento conjugado pn. Esse momento é

dado por:

pn =
∂L
∂q̇n

. (2.6)

Neste caso, a matriz (2.5) é descrita por:

∂pm

∂q̇n . (2.7)

Isto é, corresponde ao Jacobiano da transformação de um espaço definido por posição, qn,

e velocidade, q̇n, chamado espaço de configuração, para um espaço definido por posição,

qn, e momento conjugado, pn, chamado espaço de fase.

Nesta transformação fica mais explícito o caso em que o determinante de (2.5) é diferente

de 0, e corresponde ao caso em que os momentos conjugados e as velocidades não são

independentes. Neste caso é possível determinar vínculos do tipo:

φm(p, q) = 0 m = 1, ..., M. (2.8)

Esses vínculos são chamados de vínculos primários. É possível ver que neste caso, ao se

fazer um mapeamento do espaço de fase para o espaço de configuração seria impos-

sível encontrar um mapeamento inverso. Estaria se levando um conjunto de variáveis,

(qn, q̇n), com um número de graus de liberdade, para um outro conjunto de variáveis,

(qn, pn), com um número menor de graus de liberdade, uma vez que eles estariam restri-

tos aos vínculos primários.
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2.1 Sistemas que envolvam Campos

Nesta sessão será feita um pequeno adendo para o caso de sistemas que envolvam

campos. Considere que o sistema corresponda uma distribuição continua no espaço. Isto

é, a cada ponto do espaço é possível associar a existência de uma grandeza. Os valores

relacionados com essas grandezas não podem variar bruscamente entre um ponto e outro

do espaço que sejam muito próximos. Assim, o sistema é determinado a partir de Cam-

pos. A cada ponto no espaço-tempo associa-se o objeto φ(xµ) que depende da posição xµ.

Os índices µ se diferenciam do índice i, pois o primeiro varia de 0 a 3 englobando todas

as dimensões, enquanto o segundo varia de 1 a 3, englobando apenas as dimensões es-

paciais.

O sistema portanto pode ser descrito a partir do comportamento desses campos. Isto é,

ao invés de se considerar q e q̇, utiliza-se os valores de φ(xµ) e de ∂µφ(xµ) como variáveis

dinâmicas. A Ação é escrita como:

S =
∫

d4xL[φ(x), φ̇(x)]. (2.9)

onde L é chamada de densidade Lagrangeana, pois ela depende da posição xµ de cada

objeto. Para determinar o sistema completo, é necessário então efetuar também uma in-

tegral em todas as dimensões do espaço,
∫

d3x, e por isso a Ação é dada por uma integral

em todo o espaço-tempo,
∫

d4x.

Utiliza-se πµ para designar o momento π(xµ) conjugado a φ(xµ). Ele é obtido a partir de:

πµ(x) =
∂L
∂φ̇µ

. (2.10)

A equação de movimento para os campos é dada por:

∂µ

( ∂L
∂(∂µφν)

)
− ∂L

∂φν
= 0. (2.11)

Tendo em mente as considerações que devem ser feitas para o caso de campos, volta-se a

utilizar a notação da sessão anterior.

2.2 Vínculos

Os vínculos primários (2.8) foram descritos no espaço de fase, logo, para descrevê-los

é preciso estudar o formalismo Hamiltoniano.

A partir da Lagrangeana L(qn, q̇n), no espaço de configuração, é possível determinar o
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Hamiltoniano H(qn, pn), no espaço de fase, através de uma transformação de Legendre:

H = pnq̇n − L. (2.12)

Para o caso de sistemas descritos por campos, de forma análoga, o Hamiltoniano é obtido

a partir da densidade hamiltonianaH:

H = πµφµ −L. (2.13)

E,

H(t) =
∫

d3xH(t, xi). (2.14)

onde a integral é feita só no espaço, uma vez que o Hamiltoniano é uma grandeza deter-

minada a cada instante.

O formalismo de vínculos segue de forma análoga considerando que se tratam de distri-

buições no espaço. Isto é, as variáveis dinâmicas são em termos das grandezas φ(xµ) e

∂νφ(xµ) ou φ(xµ) e π(xµ).

De uma forma geral, o Hamiltoniano é então descrito em um espaço dado pela posição,

ou valor do campo a cada ponto, e o momento conjugado. Voltando ao caso sem en-

volver campos, é possível analisar a dependência do Hamiltoniano com suas variáveis

dinâmicas,qn e pn:

δH = δ(pnq̇n − L) = δpnq̇n + pnδq̇n −
( ∂L

∂qn

)
δqn −

( ∂L
∂q̇n

)
δq̇n

= q̇nδpn −
( ∂L

∂qn

)
δqn. (2.15)

O Hamiltoniano, entretanto, não é unicamente determinado. Uma vez que os vínculos

primários (2.8) são nulos, a soma de qualquer combinação linear deles ao Hamiltoniano

não o altera. Isto é, é possível encontrar um Hamiltoniano equivalente descrito por:

H∗ = H + umφm. (2.16)

Essa alteração do Hamiltoniano é equivalente a impor que o Hamiltoniano satisfaça as

condições de vínculos ao utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Essa modi-

ficação no Hamiltoniano altera as equações de movimento. Essa alteração do Hamiltoni-

ano faz com que as equações de movimento satisfaçam os vínculos.

Fazendo a variação (2.15) com o Hamiltoniano equivalente (2.16), obtêm-se as seguintes

equações de movimento:

q̇n =
∂H
∂pn

+ um
∂φm

∂pn
; (2.17)

ṗn = − ∂H
∂qn
− um

∂φm

∂qn
. (2.18)
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onde os coeficientes um, que correspondem aos multiplicadores de Lagrange, são des-

conhecidos. As equações (2.17) são as equações que descrevem a evolução das variáveis

dinâmicas em um sistema com vínculos.

Uma vez que os coeficientes um estão multiplicados pelos vínculos, que são nulos, é pos-

sível notar que uma variação de um não modificaria as equações de movimento a menos

de um termo igualmente nulo. É possível então generalizar os coeficientes e considerá-los

variáveis dinâmicas um = um(q, q̇). Para encontrar as equações que determinam um(q, q̇),

basta observar a primeira equação de (2.17).

Com essa generalização dos coeficientes, que devem existir em mesmo número dos vín-

culos primários (2.8), nota-se que o problema da diferença dos graus de liberdade entre

o espaço de configuração e o espaço de fase é resolvido. Em ambos os casos tem-se o

mesmo número de variáveis dinâmicas, e equações, um(q, q̇) ou φm(p, q) = 0, que res-

tringem os graus de liberdade. O problema da irreversibilidade de (2.5) é resolvido e o

problema mais uma vez se torna unicamente determinado.

A ideia de adicionar coeficientes dinâmicos para a solução de problemas com transfor-

mações de gauge é extremamente útil e será analisada em mais detalhes nos capítulos

posteriores.

O formalismo Hamiltoniano é portanto bastante útil para estudar sistemas com vínculos.

Para entender melhor como os vínculos geram as transformações de gauge é preciso es-

tudar uma propriedade do espaço de fase.

No espaço de fase é possível descrever uma operação entre duas funções f e g que é dada

por:

[ f , g] =
∂ f
∂qn

∂g
∂pn
− ∂ f

∂pn

∂g
∂qn

. (2.19)

Essa operação é chamada parenteses de Poisson e é essencial no estudo do formalismo

Hamiltoniano. O parenteses de Poisson satisfaz as seguintes propriedades:

[ f , g] = −[g, f ] (antisimetria); (2.20)

[α f1 + β f2, g] = α[ f1, g] + β[ f2, g] (linearidade); (2.21)

[ f1 f2, g] = f1[ f2, g] + [ f1, g] f2 (lei do produto); (2.22)

[ f , [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [ f , g]] = 0 (Identidade de Jacobi). (2.23)

Essas propriedades são de extrema importância e aparecerão na descrição de outras ope-

rações.

Com a utilização dos parenteses de Poisson é possível simplificar as equações de movi-

mento.

Considere que a evolução de um observável dinâmico seja dado por:

ġ =
∂g
∂qn

q̇n +
∂g

∂pn
ṗn. (2.24)
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Utilizando as equações de movimento (2.17) e o parenteses de Poisson, é possível modi-

ficar essa equação. A equação obtida é dada por:

ġ = [g, H] + um[g, φm]. (2.25)

Ou,

ġ = [g, H∗]. (2.26)

onde chama-se H∗ = H + umφm de Hamiltoniano Total.

Logo, a evolução temporal de um observável dinâmico é determinado pelo parenteses

de Poisson do observável com o Hamiltoniano Total.

Um detalhe que merece atenção a partir deste momento é o fato da existência de igual-

dades chamadas fortes e fracas. Uma vez que os vínculos são identicamente nulos, é

sempre possível somar uma combinação linear deles sem alterar o significado da equa-

ção. Quando se supõe possível a soma à solução de combinações lineares dos vínculos,

admite-se a existência de uma igualdade fraca. Neste caso o sinal de igualdade é repre-

sentado por ≈. Caso contrário, a igualdade é forte, isto é, assume-se que não está in-

cluindo possíveis combinações lineares dos vínculos.

Um exemplo é a possibilidade de escrever:

ġ ≈ [g, H∗]. (2.27)

Uma vez que é possível somar termos u′mφm à equação sem alterar seu significado.

Ao se considerar vínculos é preciso estar atento se eles são consistentes, isto é, se eles não

são incompatíveis com o sistema. Para verificar essa consistência é preciso analisar como

os vínculos evoluem temporalmente. Sendo fixos, eles deveriam ser constantes, tal que

φ̇m = 0. Isso gera um sistema de equações da forma:

φ̇m = [φm, H∗] ≈ 0. (2.28)

Desenvolvendo, obtêm-se:

[φm, H] + uj[φm, φj] ≈ 0. (2.29)

A consistência dessa equação depende da consistência da Lagrangeana ou gera condi-

ções para os coeficientes um. Caso haja inconsistência, isto é, leve a alguma igualdade

impossível, significa que a Lagrangeana inicial não é válida, ela possui equações de mo-

vimento impossíveis. Por exemplo, L = q̇− q, cuja equação de movimento é 0 = 1. Caso

haja consistência, a equação (2.29) pode fornecer duas soluções:

1. 0 = 0, neste caso a Lagrangeana fornece equações de movimento e vínculos consis-

tentes entre si.
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2. χ(q, p) = 0, neste caso encontra-se um novo vínculo que deve ser satisfeito pelo

sistema. Os novos vínculos encontrados são chamados vínculos secundários.

É importante ressaltar que os vínculos secundários também devem satisfazer a equação

de consistência (2.29) podendo gerar novos vínculos secundários. Através desse processo

é possível encontrar todos os vínculos de um sistema.

Uma vez encontrados todos os vínculos que sejam consistentes com as equações de mo-

vimento, é interessante obter as soluções que a equação (2.29) fornece para os coeficientes

um(q, p). As soluções podem ser separadas em uma solução particular Um(q, p) e uma so-

lução homogênea Vm(q, p).

A solução particular deve existir, caso contrário a equação não é consistente e esse caso

foi excluído:

[φm, H] + Uj[φm, φj] = 0 (2.30)

Todavia, a solução particular pode ser alterada pela combinação linear de soluções ho-

mogêneas Vm(q, p) que satisfaçam:

Vm[φj, φm] = 0. (2.31)

Logo, a solução mais geral para o coeficiente um é:

um = Um + υαVαm. (2.32)

O Hamiltoniano Total (2.16) pode ser escrito, portanto, como:

HT = H + Umφm + υαφα. (2.33)

onde

φα = Vαmφm, (2.34)

e υα é uma constante arbitrária. Define-se assim um Hamiltoniano Total consistente e que

fixa todos os vínculos do sistema.

Com o objetivo de obter as transformações de gauge é preciso estudar outra classificação

para os vínculos.

Os observáveis dinâmicos de uma forma geral podem ser classificados em primeira classe

ou secunda classe conforme tenham o parenteses de Poisson fracamente igual a zero ou

não.

Uma variável dinâmica, A, dependente de q e p, é de primeira classe quando o parenteses

de Poisson com os vínculos é fracamente igual a zero:

[A, φj] = cjkφk ≈ 0, j, k = 1, ..., N. (2.35)
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Caso contrário, a variável dinâmica é chamada de segunda classe.

[A, φj] = Cj, j = 1, ..., N. (2.36)

Essa mesma classificação pode ser aplicada aos vínculos, que passam a ser considerados

de primeira ou de segunda classe. Os vínculos de primeira classe, γα, são o conjunto de

vínculos que satisfazem a seguinte igualdade:

[γα, γβ] = cρ
αβγρ ≈ 0. (2.37)

Os vínculos de segunda classe, χa são aqueles que satisfazem a seguinte relação:

[χa, χb] = Cab. (2.38)

onde det(Cab) 6= 0, caso contrário seria possível realizar combinações lineares dos víncu-

los de segunda classe que satisfizessem a relação (2.37).

É importante notar que a igualdade fraca pode corresponder somente à combinação li-

near de vínculos de primeira classe. Isso passa a ser mais óbvio ao se demonstrar que

o parenteses de Poisson entre dois observáveis, A e B, de primeira classe também é um

observável de primeira classe. Utilizando a propriedade de anti-simetria e a Identidade

de Jacobi, demonstra-se:

[[A, B], φj] = [[A, φj], B]− [[B, φj], A]

= [ajkφk, B]− [bjlφl , A]

= ajk[φk, B] + [ajk, B]φk − bjl [φl , A]− [bjl , A]φl = cjmφm ≈ 0 (2.39)

Assim, considerando que A e B correspondam a vínculos de primeira classe, o parenteses

de Poisson entre eles deve corresponder à uma combinação linear de vínculos de primeira

classe. Isso corresponde justamente à relação (2.37). A partir dessa informação, percebe-

se que é possível obter uma álgebra para os vínculos

O Hamiltoniano Total (2.33) é um observável de primeira classe. Para demonstrar isso,

basta analisar o parenteses de Poisson:

[H + Umφm + υαφα, φi] = [H + Umφm, φi] + [υαφα, φi]. (2.40)

O último termo é calculado por:

[υαφα, φi] = [υαVαmφm, φi]

= υαVαm[φm, φi] + [υαVαm, φi]φm ≈ 0 (2.41)

onde utilizou-se o fato de que o último termo é fracamente nulo e o primeiro termo satis-

faz a equação para Vαm, (2.31).
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O termo restante é:

[H + Umφm, φi] ≈ 0 (2.42)

Já que satisfaz a equação de consistência (2.29) para os vínculos.

Logo,

[H + Umφm + υαφα, φi] = [HT, φi] ≈ 0. (2.43)

E o Hamiltoniano Total é de primeira classe como queríamos demonstrar.

Assim, de uma forma geral, um sistema com vínculos de primeira classe, γα, e segunda

classe, χa, devem satisfazer as seguintes equações:

[γα, γβ] = Cσ
αβγσ + Tab

αβχaχb, (2.44)

[γα, χa] = Cσ
αaγσ + Cc

αaχc, (2.45)

[HT, γα] = Vσ
α γσ + Vab

α χaχb, (2.46)

[HT, χa] = Vσ
a γσ + Vb

a χb, (2.47)

[χa, χb] = Cab. (2.48)

onde se utilizou o fato facilmente verificável com as propriedades dos parenteses de Pois-

son, (2.20), que o produto entre dois vínculos de segunda classe é um vínculo de primeira

classe.

2.3 As transformações geradas por vínculos de primeira classe

Sistemas com vínculos possuem graus de liberdade interna. É possível obter nesses

sistemas transformações entre as variáveis dinâmicas que não modifiquem a evolução

temporal deles. Esses graus de liberdade não podem ser fixados pelas equações de mo-

vimento. Existindo vínculos entre as coordenadas p e q é impossível determinar unica-

mente a evolução de um sistema dinâmico dados apenas a configurações iniciais e finais.

A esses graus de liberdade estão relacionados os vínculos. A existência de relações en-

tre as variáveis dinâmicas é justamente o que possibilita as transformações de gauge. É

preciso então entender como os vínculos geram as transformações de gauge e como eles

estão relacionados à esses graus de liberdade.

Para isso, considere a evolução de um observável com uma variação δt no tempo:

g(δt) = g0 + ġδt. (2.49)
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Usando a equação (2.27), encontra-se:

g(δt) = g0 + ġδt (2.50)

= g0 + [g, HT]δt

= g0 + [g, H + Umφm]δt + υm[g, φm]δt.

Como se pode ver, a evolução temporal depende do coeficiente υm que é arbitrário. É pos-

sível fazer várias escolhas para esse coeficiente. Tal que, fazendo uma escolha diferente

desse coeficiente para a evolução temporal, encontra-se que a diferença entre eles é dada

por:

∆g(δt) = δt(υm − υ′m)[g, φm]. (2.51)

Ou,

∆g(δt) = εm[g, φm]. (2.52)

onde, εm = δt(υm − υ′m).

Isto é, é possível transformar uma possível solução para o observável em outra através

dos vínculos φm. E isso é feito sem que o Hamiltoniano se altere, isto é, varie apenas por

termos nulos. Assim, os vínculos de primeira classe geram transformações infinitesimais

nas variáveis dinâmicas sem que isso altere a evolução do sistema.

Para verificar a consistência dessas transformações é preciso analisar o que acontece com

duas transformações consecutivas. Considere duas transformações consecutivas com εβφβ

e εαφα:

∆αg′ = εα[g′, φα]

∆α(∆βg) = εα[∆βg, φα]

= εα[εβ[g, φβ], φα]. (2.53)

E subtraia pela ordem inversa:

(∆α∆β − ∆β∆α)g = εαεβ

(
[[g, φβ], φα]− [[g, φα], φβ]

)
= εαεβ[g, [φβ, φα]]. (2.54)

onde utilizou-se as propriedades dos parenteses de Poisson, (2.16).

O comutador entre duas transformações consecutivas corresponde, então, a outra trans-

formação gerada por: εαεβ[φβ, φα]. E, como foi visto em (2.39), o comutador entre dois

vínculos de primeira classe é um vínculo de primeira classe, (2.37). Portanto,

[∆α, ∆β] = εαεβ[g, Cρ
αβφρ]. (2.55)

E isso acontece apenas no caso de vínculos de primeira classe. Essa mesma estrutura não

é válida para vínculos de segunda classe.
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Como o Hamiltoniano também é de primeira classe, é possível mostrar que [φj, H +

Umφm] também gera transformações de gauge. Eles correspondem aos vínculos secun-

dários.

Considere uma transformação do tipo (2.52) e evolua no tempo ε com o operador H′ =

H + Umφm e subtraia pelo processo inverso:

∆g = εεm([[g, φm], H′]− [[g, H′], φm])

= εεm[g, [φj, H + Umφm]]. (2.56)

Dessa forma, o vínculo secundário [φj, H + Umφm] também gera uma transformação de

gauge com parâmetro ε′ = εεm.

Dirac conjecturou que todos os vínculos secundários de primeira classe geram transfor-

mações de gauge. Entretanto, isso é difícil de provar. Mas de forma geral, todos os víncu-

los de primeira classe geram transformações de gauge.

2.4 Fixação de Gauge

Como já foi dito, uma vez existindo vínculos, as equações de movimento são incapa-

zes de fixar todos os graus de liberdade. Isso gera uma degenerescência para a evolução

temporal dos observáveis. Eles não são unicamente determinados.

Observáveis físicos devem satisfazer a seguinte condição:

[A0, φα] ≈ 0. (2.57)

A razão disso é que o observável está somente relacionado aos estados físicos e estes

possuem os graus de liberdade gerados pelos vínculos.

A partir da relação (2.57) percebe-se que o observável não é unicamente determinado,

podendo ser alterado por uma combinação linear de vínculos de primeira classe:

A′0 = A0 + cβφβ. (2.58)

Por isso, é importante ser possível fixar o gauge. Isto é, introduzir uma condição ao sis-

tema que remova a degenerescência dos estados. Caso contrário, ocorreria uma contagem

múltipla de estados ao se calcular um observável. Um mesmo estado seria contado vá-

rias vezes devido a todas as possíveis configurações permitidas pelas transformações de

gauge.

De fato, é possível fixar o gauge. Para isso é preciso impor condições que removam os

elementos não observáveis sem alterar os elementos que sejam observáveis. Em outras

palavras, é possível remover a degenerescência sem que isso afete o valor do observável.
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Para fixar o gauge impõe-se uma condição, ou vínculo, do tipo:

Ga(q, p) ≈ 0. (2.59)

Devem existir tantas fixações de gauge quanto o número de vínculos primários, para que

assim toda a degenerescência seja removida.

Esses vínculos devem satisfazer duas propriedades:

1. A configuração do sistema imposta pelo vínculo deve ser acessível através de trans-

formações de gauge. Isto é, deve existir uma transformação de gauge entre a confi-

guração imposta pela fixação e as outras configurações possíveis do sistema.

Dado um conjunto de soluções das equações de movimento para as variáveis dinâ-

micas q e p, deve ser possível modificar o sistema através de transformações infini-

tesimais do tipo δυα[F, φα], que permitam as variáveis dinâmicas q e p satisfazerem

a condição (2.59).

2. A condição de gauge deve eliminar completamente os graus de liberdade extra.

Não pode existir nenhuma transformação de gauge que transforme uma solução

do sistema que satisfaça (2.59) em outra que também satisfaça. Isso significa que:

δυα[Ga, φα] ≈ 0. (2.60)

Implica que,

δυα = 0. (2.61)

Por essa razão, devem existir tantas condições de gauge quanto vínculos primários.

Somente neste caso o parenteses de Poisson [Ga, φα] é uma matriz quadrada e que

pode ser invertível. Para que seja invertível, tem-se que:

det([Ga, φα]) 6= 0. (2.62)

Como Ga é um vínculo a ser imposto ao sistema, (2.62) significa que Ga é um vín-

culo de segunda classe. Já que esse vínculo não pode comutar com nenhum outro

vínculo, passa a não existir vínculos de primeira classe para essa configuração do

sistema. E, como era esperado, não haverá mais nenhuma transformação de gauge,

já que não haverá mais nenhum vínculo de primeira classe que preserve a condição

(2.59). Os observáveis tornam-se então, unicamente determinados.

É necessário entretanto atentar para um detalhe. Embora as restrições acima possam ser

satisfeitas localmente, isso não implica que elas satisfação globalmente. Já que se consi-

derou apenas transformações infinitesimais, é possível que se encontre transformações
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finitas que façam com que a condição de gauge não seja unicamente determinada. Esse

problema é chamado de obstrução de Gribov e está relacionado às cópias de Gribov.

2.5 Exemplo: O Campo Abeliano

Para melhor compreender todas as definições e propriedades mencionadas nas ses-

sões anteriores é válido dar um exemplo: o Campo Eletromagnético.

A densidade Lagrangeana que descreve o Campo Eletromagnético é:

L(Amu) = −
1
4

FµνFµν. (2.63)

onde

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ. (2.64)

Seguindo o procedimento, consideremos o formalismo Hamiltoniano do espaço de fase.

Neste caso, o momento conjugado ao campo Aµ é:

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
. (2.65)

Substituindo (2.63) em (2.65), encontra-se:

πµ = F0µ. (2.66)

É fácil ver que pela definição (2.64), por Fµν ser anti-simétrico:

π0 = 0. (2.67)

Isso corresponde a um vínculo do sistema e é um vínculo primário.

O Hamiltoniano é dado por:

H =
∫

d3x(Ȧµπµ −L) + umγm

=
∫

d3x
[1

4
FijFij − 1

2
πiπ

i + A0∂iπ
i]+ ∫

d3xCπ0. (2.68)

É preciso então analisar a consistência do vínculo. Usando a relação de consistência (2.29):

π̇0 = 0

= [π0, H]

= −∂iπ
i = 0. (2.69)
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A condição de consistência gera então um vínculo secundário:

∂iπ
i = 0. (2.70)

Esses são os dois vínculos do sistema. A involução é nula:

[∂iπ
i, π0] = 0. (2.71)

E portanto, são vínculos de primeira classe.

O Hamiltoniano Total é:

H∗ =
∫

d3x
[1

4
FijFij − 1

2
πiπ

i + A0∂iπ
i]+ ∫

d3x
[
C(x, t)π0 + G(x, t)∂iπ

i]. (2.72)

As transformações geradas por esses vínculos podem ser encontradas da seguinte forma:

δA0 = [A0, H∗] = C; (2.73)

δAi = [A0, H∗] = ∂iG; (2.74)

Elas correspondem a transformações da forma:

Aµ → Aµ + ∂µλ. (2.75)

Para simplificar o Hamiltoniano é possível incorporar o campo A0 na função G(x, t). As-

sim, o Hamiltoniano não depende mais de A0 e pode-se eliminar o momento conjugado

π0. Redefine-se o Hamiltoniano como:

H =
∫

d3x
[1

4
FijFij − 1

2
πiπ

i + G∂iπ
i]. (2.76)

No qual o único vínculo se torna ∂iπ
i = 0.

O gauge de Coulomb é um vínculo que se pode impor aos campos para fixar o gauge. A

condição que o impõe ao sistema é:

G = ∂i Ai = 0. (2.77)

É possível mostrar que ele satisfaz as condições para fixar completamente o gauge.

Primeiramente é fácil ver que há o mesmo número de vínculos de fixação e de vínculos

primários, um.

Essa condição é possível ser obtida através de transformações da forma (2.75). Para isso,

basta encontrar λ que satisfaça a seguinte equação:

∂i(Ai + ∂iλ) = 0. (2.78)
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A segunda condição é dada pelo parenteses de Poisson entre o vínculo e a fixação de

gauge. Calcula-se o determinante det([G, φ]):

det([G, φ]) = det([∂i Ai, ∂iπ
i]) = det(∂i

x∂yiδ(xi − yi)). (2.79)

Que pode ser interpretado como o determinante do Laplaciano, ∂i∂i. Esse determinante

não possui autovalores nulos exceto para soluções constantes, que podem ser eliminadas

por condições de contorno. Logo, o gauge de Coulomb satisfaz as condições para fixar o

gauge como era de se esperar.

2.6 Funções de estrutura

Como já visto, os vínculos de primeira classe satisfazem a seguinte relação:

[φα, φβ] = Cγ
αβφγ. (2.80)

Essa identidade indica que os vínculos satisfazem uma álgebra onde a constante Cγ
αβ é

chamada função de estrutura da álgebra.

Os parenteses de Poisson devem obedecer a identidade de Jacobi. Aplicando a identidade

de Jacobi para os vínculos, deve ser possível determinar uma função de estrutura que

relacione os três vínculos. Isso pode ser compreendido da seguinte forma, considere:

[φα, [φβ, φγ]] + [φγ, [φα, φβ]] + [φβ, [φγ, φα]] = 0 (2.81)

Aplicando a identidade (2.80) em (2.81), será obtido:

0 = ∑
permutações cíclicas

([φα, [φβ, φγ]])

= ∑
permutações cíclicas

([φα, Cρ
βγφρ])

= ∑
permutações cíclicas

([φα, Cρ
βγ]φρ + Cρ

βγ[φα, φρ])

= ∑
permutações cíclicas

(([φα, Cσ
βγ] + Cρ

βγCσ
αρ)φσ)

= ∑
permutações cíclicas

(Dσ
αβγ)φσ. (2.82)

Isto é, existe uma função:

Dσ
αβγ = [φα, Cσ

βγ] + Cρ
βγCσ

αρ. (2.83)
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que relaciona os vínculos φα. É possível definir uma função de estrutura a partir dessa

função:

∑
permutações cíclicas

(Dσ
αβγ) = 2U(2)σρ

αβγ φρ. (2.84)

onde U(2)σρ
αβγ é chamada de função de estrutura de ordem 2. Dependendo das funções

de estrutura e dos vínculos, é possível criar uma álgebra com um número definido de

funções de estrutura.

A razão de poder definir uma função de estrutura da forma (2.84) é dada ao se definir

um operador: δ.

Considere um tensor completamente anti-simétrico Tα1,α2···αq . O operador δ é definido

por:

Ta1···aq → (δT)a1···aq−1 = Ta1···aq−1aq φaq . (2.85)

Esse operador corresponde a projetar o tensor anti-simétrico na superfície dos vínculos

φα.

Pela propriedade de anti-simetria do tensor Tα1,α2···αq , é possível ver que δδ = 0.

δδTa1···aq−1aq φaq = Ta1···aq−1aq φaq φaq−1(−1)εaq

= −Ta1···aqaq−1 φaq φaq−1

= −Ta1···aq−1aq φaq φaq−1

= −Ta1···aq−1aq φaq−1 φaq = 0. (2.86)

Da primeira para a segunda linha permutou-se os dois últimos índices. Da segunda para

terceira renomeou-se os índices. E da terceira para quarta trocou-se a ordem dos vínculos,

que comutam classicamente.

Logo, é possível demonstrar que: Se δT = 0, então T = δF. Para isso determina-se a

existência de um tensor F. Considere que:

(δT)a1···aq−1 = Ta1···aq−1aq φaq . (2.87)

E suponha que Ta1···aq−1aq pode ser escrito em termos de polinômios homogêneos dos

vínculos φaq . Assim, o operador δ apenas transforma um polinômio homogêneo de ordem

f em um de ordem f + 1. A solução F será encontrada em termos dos polinômios T( f ). A

equação (2.87) fornece:

T( f )a1···aq φaq = 0. (2.88)

Derivando em relação a φap :

T( f )a1···aq−1ap = −∂T( f )a1···aq

∂φap

φaq

= Fa1···aqap φaq . (2.89)
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Com,

F( f )a1···aqaq+1 =
∂T( f )a1···aq

∂φaq+1

. (2.90)

Assim, Ta1···aq pode ser escrito em termos de δFa1···aqaq+1 com F definido a partir de (2.90).

Essa pequena demonstração mostra que dado uma relação entre os vínculos:

∑
permutações cíclicas

(D(n)β1···βn
α1···αn+2 )φβn = 0. (2.91)

Será sempre possível encontrar uma função de estrutura relacionada a essa identidade

dada por:

(n + 1)U(n+1)β1···βn+1
α1···αn+2 φβn+1 = ∑

permutações cíclicas
(D(n)β1···βn

α1···αn+2 ) (2.92)

onde (n + 1) é uma convenção.

Para encontrar essas relações é preciso calcular o parenteses de Poisson entre os vínculos

e relações que envolvam as funções de estrutura.

Com o objetivo de simplificar a notação, considere as seguintes redefinições:

U(0)
α = φα, (2.93)

U(1)γ
αβ = −1

2
Cγ

αβ (2.94)

(2.95)

Encontra-se a função de estrutura de segunda ordem considerando o parenteses de Pois-

son da equação (2.84) com um vínculo φλ:

0 = [(Dσ
αβγ)C − 2U(2)σρ

αβγ φρ, φλ]

= [(Dσ
αβγ)C, φλ]− 2[U(2)σρ

αβγ φρ, φλ]

= [(Dσ
αβγ)C, φλ]− 2([U(2)σω

αβγ , φλ] + 2U(2)σρ
αβγ U(1)ω

ρλ )φω (2.96)

O primeiro termo necessita de um pouco mais de contas. Mas utilizando as propriedades

de anti-simetria, a equação (2.84) e (2.83), encontra-se que:

[(Dσ
αβγ)C, φρ] = ([U(1)σ

αβ , U(1)λ
γρ ]φλ)C + 6(U(1)ω

αβ U(2)σλ
γρω φλ + 4U(1)σ

ρω U(2)ωλ
αβγ φλ. (2.97)

Substituindo (2.97) em (2.96), encontra-se:(
2[U(2)σλ

αβγ , U(0)
ρ ]− [U(1)σ

αβ , U(1)λ
γρ ]− 6U(1)ω

αβ U(2)σλ
γρω + 8U(2)σω

αβγ U(1)λ
ρω

)
φλ = 0 (2.98)

Logo, encontrou-se uma nova relação entre os vínculos que pode ser escrita como uma

nova função de estrutura. Pela definição (2.92), tem-se:(
[U(2)σλ

αβγ , U(0)
ρ ]− 1

2
[U(1)σ

αβ , U(1)λ
γρ ]− 3U(1)ω

αβ U(2)σλ
γρω + 4U(2)σω

αβγ U(1)λ
ρω

)
C
= 3U(3)σλζ

αβγρ φζ . (2.99)
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Dividiu-se por 2 por questão de convenção.

A partir das relações de comutação entre as funções de estrutura é possível encontrar

funções de estrutura de ordem mais alta. Para generalizar é preciso considerar o caso

que que se considera variáveis extras reais fermiônicas ηα que sejam capazes de subir os

índices mantendo as propriedades de anti-comutação.

Essa operação é feita da seguinte forma:

ηβn+1 · · · ηβ1U(n) α1···αn
β1···βn+1 = U(n)α1···αn . (2.100)

Tal que o caso mais geral torna-se:

(n + 1)U(n+1)α1···αnαn+1 φαn+1 = (D(n)α1···αn)C. (2.101)

onde,

D(n)α1···αn
C =

1
2

n

∑
p=0

[U(p)α1···αp , U(n−pαp+1 · · · αn](−1)n−p

−
n−1

∑
p=0

(p + 1)U(p+1)α1···αpβ ∂U(n−p)αp+1···αn

∂ηβ
(−1)n−p. (2.102)

Essas funções de estrutura determinam completamente todos os vínculos do sistema e

as relações entre eles. Elas serão usadas posteriormente para definir o caso mais geral do

operador BRST.
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3 Transformações de Gauge

Os sistemas dinâmicos com vínculos possuem graus de liberdade interno. É possível

encontrar uma transformação que relacione duas possíveis soluções para a evolução do

sistema. Como ambas satisfazem as mesmas equações de movimento, é o mesmo que

dizer que a transformação não modifica a evolução do sistema. Essas transformações são

chamadas transformações de gauge e estão relacionadas à existência de vínculos no sis-

tema.

O fato das transformações deixarem algo invariante corresponde ao conceito de simetria.

Ao se falar de transformações de gauge, pode-se falar de simetrias de gauge. São trans-

formações que não modificam a Ação. De forma mais particular, como a simetria está

relacionada somente a um conjunto específico de transformações, é intuitivo pensar que,

haja uma quantidade além da Ação que seja conservada e esteja diretamente relacionada

às transformações. Há um teorema que demonstra esse fato, o teorema de Noether.

A análise das simetrias de um sistema físico é feita a partir de sua Ação:

S[y(t)] =
∫ t2

t1

L(yi, ẏi, ÿi, ...)dt. (3.1)

Todavia, caso haja vínculos, as equações de movimento não determinam unicamente o

sistema. Nem todos os graus de liberdade são fixados por ela.

As equações de movimento são obtidas como as soluções que deixam a Ação invariante

por transformações infinitesimais δyi. Para calculá-la, suponha uma variação δS da Ação:

δS =
∫

δS
δyi(t)

δyi(t)dt. (3.2)

Se a variação for nula (δS) e independente dos limites de integração, obtém-se:

δS
δyi(t)

δyi(t) = 0. (3.3)

E, uma vez que deve independer de δyi(t):

δS
δyi(t)

= 0. (3.4)
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onde δL/δyi é uma derivada variacional e corresponde a:

δL
δyi =

∂L
∂yi −

d
dt

∂L
∂ẏi

+
d2

dt2
∂L
∂ÿi

+ ... + (−1)k dk

dtk
∂L

∂dkyi/dtk . (3.5)

Que são as equações de movimento.

A Lagrangeana, entretanto, não é unicamente determinada. É possível sempre adicionar

a ela uma derivada total do tempo da forma:

δL =
dK
dt

(yi, ẏi, ..., t). (3.6)

Tal que K(t) satisfaça:

K(t2)− K(t1) = 0. (3.7)

Quer dizer, se nos contornos K(t) de alguma forma se anular.

Essa liberdade de escolha do Lagrangeano está relacionado às simetrias. Considere a

transformação:

δεyi = Ri
αεα ⇔ δεyi =

∫
dt′Ri

α(t, t′)εα(t′). (3.8)

Neste caso, usou-se uma notação reduzida. Os índices escritos correspondem a todos os

índices relacionados nas operações a que estão designando. E,

Ri
α(t, t′) = Ri

(0)α(t)δ(t− t′) + Ri
(1)α(t)δ

′(t− t′) + · · · . (3.9)

Se essa variação em yi(t), gerar uma variação no Lagrangeano da forma δL = dK
dt (y

i, ẏi, ..., t),

essa transformação será uma simetria do sistema. Sendo assim, a Ação será invariante por

essa transformação. Tal que:

δεS =
δS
δyi δεyi =

δS
δyi Ri

αεα = 0. (3.10)

Como a variação deve independer do parâmetro εα, encontra-se a identidade de Noether:

δS
δyi Ri

α = 0. (3.11)

Isto é, dada a invariância da Ação com uma transformação do tipo (3.8), a Ação irá satis-

fazer a identidade (3.11).

É possível notar que podem existir transformações de gauge triviais. Isto é, suponha a

transformação:

δµyi = µij δS
δyj . (3.12)

Sendo µ(ij) = 0, ou µij = −µji. É fácil ver que a identidade (3.11) é trivialmente satisfeita

µij δS
δyi

δS
δyj = 0. (3.13)
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Essas transformações, são chamadas triviais.

3.1 Gauges redutíveis e irredutíveis

Os vínculos dos sistemas dinâmicos geram transformações de gauge. No caso mais

geral é possível considerar também quando as próprias transformações de gauge também

possuem vínculos. Isto é, mesmo quando se fixar o gauge, ainda sobra graus de liberdade.

Isso pode ser estudado a partir das relações entre os geradores das transformações de

gauge. Caso eles sejam independentes, diz-se que o gauge é irredutível. Caso eles sejam

dependentes, o gauge é redutível.

Considere os geradores para transformações de gauge:

δS
δyi λi = 0⇔ λi = Ri

(0)α0
λ′α0 +

δS
δyi Mij, M(ij) = 0. (3.14)

Adiciona-se um índice (0) para melhor tratar os casos redutíveis. Essa equação indica

que, ao se considerar o caso dentro da camada de massa, isto é, que satisfação as equa-

ções de movimento, os geradores Ri
(0)α0

fornece um conjunto completo para todas as

transformações de gauge.

Quando é possível determinar relações do tipo:

Ri
(0)α0

Rα0
(1)α1

=
δS
δyj V ji

(1)α1
. (3.15)

Observa-se que os geradores não são independentes na camada de massa. Neste caso se

fala que o gauge é redutível na camada de massa.

Segundo a relação (3.15), determina-se que Rα0
(1)α1

também corresponde a um conjunto

completo, isto é, a redutibilidade de Ri
(0)α0

é completamente determinada pelos fatores

Rα0
(1)α1

. Dessa forma, pode-se escrever:

Ri
(0)α0

λα0 =
δS
δyj Mji

0 ⇒ λα0 = Rα0
(1)α1

λ′α1 +
δS
δyj T jα0

0 . (3.16)

O caso mais geral permite construir essas relações de dependência recursivamente até

determinar um gauge redutível no nível L, onde:

Rαs−1
(s)αs

λαs =
δS
δyj Mjαs−1

s ⇒ λαs = Rαs
(s+1)αs+1

λ′αs+1 +
δS
δyj T jαs

s , (3.17)

Rαs−2
(s−1)αs−1

Rαs−1
(s)αs

=
δS
δyj V jαs−2

(s)αs
, (3.18)

onde definiu-se α−1 ≡ i. E assim determina-se todos os graus de liberdade das transfor-

mações de gauge.



33

3.1.1 Exemplo

Um exemplo de gauge redutível é a teoria definida pela seguinte Lagrangeana:

L = − 1
12

HµνρHµνρ. (3.19)

onde:

Hµνρ = ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂ρBµν,

Bµν = −Bνµ. (3.20)

Esse sistema possui a seguinte transformação de gauge:

δΛBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ. (3.21)

Entretanto, essa transformação é invariante por uma transformação da forma:

δΛµ = δµε. (3.22)

Logo, esse gauge é redutível.

Analisando esse problema no formalismo adotado aqui, é fácil ver que para este caso a

transformação de gauge é dada por:

Rσ
(0)µν = δσ

[µ∂ν]. (3.23)

E que, existe um R(1)σ = ∂σ tal que

Rσ
(0)µνR(1)σ = ∂[ν∂µ] = 0. (3.24)

Uma vez que derivadas parciais comutam. E como visto, o gauge é redutível.

3.2 Álgebra das transformações de gauge

Algo importante a se estudar é o caso do sistema possuir mais de uma transformação

de gauge. Como foi visto no capítulo anterior, a existência de uma simetria de gauge está

relacionada à existência de vínculos primários. O parenteses de Poisson do vínculo com

a variável dinâmica, gera uma transformação de gauge. E o parenteses de Poisson entre

dois vínculos de primeira classe também é um vínculo de primeira classe. Sendo assim,

é possível combinar as transformações de gauge a fim de se obter uma álgebra G.

Uma vez encontrada a álgebra para os vínculos primários, é natural saber como essa

álgebra dos vínculos atua nas variáveis dinâmicas e observáveis. Sabendo-se que a trans-
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formação de gauge é escrita como:

δηyi = ηα[yi, γα] = Si
αηα. (3.25)

É fácil notar a relação entre [yi, γα] e Si
α. Logo, o que se fará é um estudo de como a álgebra

dos vínculos atua nos observáveis.

Considere outra transformação de gauge:

δηyi = Vi
αηα. (3.26)

onde δηS = 0. As seguintes transformações também corresponderão a simetrias do sis-

tema:

λδηyi + νδεyi; (3.27)[
δη , δε

]
yi = δη(δεyi)− δε(δηyi). (3.28)

Tal que podemos associar às transformações de gauge uma Álgebra de Lie G.

De uma forma geral, pode-se considerar um grupo mais amplo G que envolva as trans-

formações triviais, na qual qualquer elemento do grupo possa ser descrito como:

δyi δS
δyi = 0⇒ δyi = µαRi

α + Mij δS
δyi , Mij = −Mji. (3.29)

onde os termos µα e Mij pode depender dos campos.

Como foi dito anteriormente, o parenteses de duas transformações de gauge deve corres-

ponder a uma transformação de gauge, isto é, deve ser da forma (3.29). Considere então

as transformações δηyi = Ri
αηα, δµyj = Rj

βµβ. O parenteses entre duas transformações

fornece:

[δη , δµ]yi = ηαµβ
(

Rj
α

δRi
β

δyj − Rj
β

δRi
α

δyj

)
(3.30)

Tal que, para que satisfaça a condição de que seja uma transformação de gauge,

(
Rj

α

δRi
β

δyj − Rj
β

δRi
α

δyj

)
= Cγ

αβRi
γ + Mij

αβ

δS
δyj , Mij

αβ = −Mji
αβ. (3.31)

onde chama-se de álgebra aberta, quando Mij
αβ 6= 0, uma vez que depende da equação

de movimento para que apenas as transformações de gauge próprias sejam envolvidas.

Caso contrário, a álgebra é fechada. A álgebra das transformações de gauge é chamada

propriamente de Álgebra de Lie se Mij
αβ = 0 e Cγ

αβ independe dos campos.

É importante notar que, uma vez que a as transformações de gauge são geradas pelos

vínculos na forma:

δεF = εa[F, φa], (3.32)
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Os vínculos, por sua vez, possuem uma estrutura. Essa estrutura produz uma estrutura

análoga nas transformações de gauge.

Ao se considerar a identidade de Jacobi para as transformações de gauge,

∑
permutações cíclicas de 1, 2, 3

[δ1, [δ2, δ3]] = 0, (3.33)

É possível obter:

∑
permutações cíclicas de 1, 2, 3

(
Ri

ρ Aρ
αβγ − Bij

αβγ

δS
δyj

)
εα

1ε
β
2 ε

γ
3 = 0. (3.34)

onde,

3Aρ
αβγ ≡

(δCρ
αβ

δyk Rk
γ − Cρ

ασCσ
βγ

)
+ (−1)εα(εβ+εγ)

(δCρ
βγ

δyk Rk
α − Cρ

βσCσ
γα

)
+(−1)εγ(εα+εβ)

(δCρ
γα

δyk Rk
β − Cρ

γσCσ
αβ

)
, (3.35)

E,

3Bij
αβγ =

(δMij
αβ

δyk Rk
γ −Mij

ασCσ
βγ − (−1)εjεα

δRi
α

δyk Mkj
βγ + (−1)εi(εj+εα) δRj

α

δyk Mkj
βγ

)
+permutações cíclicas. (3.36)

Esses temos são obtidos diretamente do uso das relações (3.30) e (3.31) em (3.33) e com as

propriedade dos comutadores.

Caso gauge seja irredutível, como visto na sessão anterior a equação (3.16) implica em:

Aρ
αβγ =

δS
δyj Djρ

αβγ. (3.37)

onde Djρ
αβγ é o que pode-se chamar função de estrutura de primeira ordem. Substituindo

em (3.34), tem-se que:

∑
permutações cíclicas de 1, 2, 3

δS
δyj

(
Bij

αβγ − (−1)εj(εi−ερ)Ri
ρDjρ

αβγ

)
ε

γ
1 ε

β
2 εα

3 = 0 (3.38)

A completeza dos geradores implica em:

Bij
αβγ + (−1)εiεrho Rj

ρDiρ
αβγ − (−1)εj(εi−ερ)Ri

ρDjρ
αβγ = − δS

δyk Mijk
αβγ. (3.39)

Sendo que Mijk
αβγ é anti-simétrico nos índices i, j e k. E seguindo dessa forma é possível

estabelecer funções que determinam a estrutura do gauge.

Para simplificar as contas, assim como no caso de encontrar as funções de estrutura dos

vínculos, considera-se variáveis ηα que seguem a seguinte estatística:

ηαηβ = (−1)(εα+1)(εβ+1)ηβηα. (3.40)
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E dessa forma, as equações anteriores para as funções de estrutura se tornam:

δS
δyi Ri

αηα = 0, (3.41)(
2

δRi
α

δyj Rj
β − Ri

ρCρ
αβ +

δS
δyi Mij

αβ

)
(−1)εα ηβηα = 0, (3.42)(

Aρ
αβγ −

δS
δyi Diρ

αβγ

)
(−1)εβ ηγηβηα = 0, (3.43)(

Bij
αβγ + (−1)εiεrho Rj

ρDiρ
αβγ − (−1)εj(εi−ερ Ri

ρDjρ
αβγ +

δS
δyk Mijk

αβγ

)
(−1)εβ ηγηβηα = 0. (3.44)

Para o caso de gauges redutíveis de ordem n, é preciso inserir os termos Rαn−1
(n)αn

que pro-

duzirão mais termos nas equações acima em um processo análogo ao caso dos vínculos

primários.
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4 Exemplos de Sistemas com Vínculos

Existem dois sistemas com propriedades muito interessantes para a física e com mui-

tas aplicações.

Eles são a Partícula Relativística e a Corda Bosônica. O fato de serem relativísticas implica

no fato de serem sistemas covariantes, que já impõe um vínculo bem forte. Esse vínculo é

dado pelo fato de que o Hamiltoniano deve ser nulo. Entretanto a formulação covariante

não é a melhor para ser trabalhada uma vez que possui algumas limitações. Para isso

será considerada outra formulação com a inclusão de campos auxiliares. Neste caso, o

vínculo do Hamiltoniano será gerado naturalmente mas não será tão explícito.

Ao final do capítulo considera-se o caso do Campo de Maxwell, analisando seus vínculos

e transformações de gauge.

4.1 A Partícula Relativística

A Ação da Partícula Relativística é usualmente dada por:

S(xµ) = −m
∫

dτ
√
−ẋ2. (4.1)

Essa Ação é invariante por reparametrização: τ → τ′. Isso se dá justamente por ser um

sistema covariante.

Essa Ação, entretanto, não é muito conveniente para tratar de partículas sem massa, uma

vez que, nesse caso m = 0 e a Ação torna-se obviamente nula. Para contornar este pro-

blema é possível considerar a seguinte ação:

S(xµ, e) =
∫

dτ
1
2

( ẋµ ẋµ

e
−m2e

)
. (4.2)

Na qual se inclui o campo e(τ).

Neste caso, as equações de movimento são:

δS
δxµ

= − d
dτ

( ẋµ

e

)
= 0 (4.3)
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δS
δe

=
1
2

(
− ẋ2

e2 −m2
)
= 0. (4.4)

Substituindo a equação de movimento (4.4) na Ação (4.2), obtém-se a Ação (4.1). Logo, as

duas Ações são equivalentes. O campo e(τ) é um campo auxiliar e não possui dinâmica.

Devido à adição de um campo auxiliar, a ação deixa de ser invariante por reparametriza-

ção para ser invariante por transformações que deixam e(τ)dτ invariante, como se pode

perceber pelo termo de massa.

A fim de estudar os vínculos do sistema é preciso considerar o formalismo no espaço de

fase. Os momentos conjugados aos campos são:

πµ =
ẋµ

e
. (4.5)

πe = 0. (4.6)

E como já era de se esperar, o momento conjugado ao campo corresponde a um vínculo,

φ1 = πe.

O Hamiltoniano é dado por:

H = πµ ẋµ + πe ė− L =
1
2

e(πµπµ + m2). (4.7)

onde já se impôs o vínculo φ1 = 0. A partir do Hamiltoniano e do vínculo é preciso

analisar a consistência do vínculo. É preciso descobrir se a equação π̇e = 0 é consistente

e se fornece mais alguma informação. Assim,

0 = π̇e = [πe, H]

= −1
2
(πµπµ + m2)

= H0. (4.8)

Há então um vínculo secundário, φ2 = π̇e = H0. Esse vínculo corresponde ao vínculo do

Hamiltoniano nulo para sistemas covariantes. Nessa formulação equivalente, esse vín-

culo aparece como um vínculo secundário. Ele está relacionado à partícula se encontrar

na camada de massa π2 = −m2.

A relação de consistência para esse vínculo secundário fornece:

0 = π̈e = [π̇e, H]

= [π̇e, eH0]

= Ḣ0. (4.9)

Portanto, é uma identidade trivial e a equação é consistente.

Uma vez se conhecendo todos os vínculos, é importante estudar o parenteses de Poisson
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entre eles:

[φ1, φ2] = [πe, π̇e]

= 0 (4.10)

Os vínculos são de primeira classe. Como a igualdade é forte, não há funções de estrutura

de ordem mais alta.

O Hamiltoniano total é:

HT = πµ ẋµ + πe ė− L + λ1φ1 + λ2φ2

=
1
2

e(πµπµ + m2) + πe ė + λ1πe + λ2H0. (4.11)

Uma vez feita essa análise é preciso estudar a transformação gerada por cada vínculo de

primeira classe.

O vínculo φ1 gera a seguinte transformação para xµ:

δ1xµ = ε1[xµ, φ1]

= ε1[xµ, πe]

δ1e = 0 (4.12)

E para e:

δ1e = ε1[e, φ1]

= ε1[e, πe]

δ1xµ = ε1 (4.13)

Analogamente, para as outras variáveis dinâmicas:

δ1πµ = 0;

δ1πe = 0;

δ1λ1 = ε̇1;

δ1λ2 = −ε1. (4.14)

O vínculo φ2 gera a seguinte transformação para xµ:

δ2xµ = ε2[xµ, φ2]

= ε2[xµ,−1
2
(πµπµ + m2)]

= ε2πµ

= ε2 ẋµ

e
(4.15)
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E para e:

δ2e = ε2[e, φ1]

= ε2[e, π̇e]

= ε̇2 (4.16)

Analogamente, para as outras variáveis dinâmicas:

δ2πµ = 0;

δ2πe = 0;

δ2λ1 = 0;

δ2λ2 = ε̇2. (4.17)

Logo, utilizando a fórmula δεyi = Ri
αεα, é possível encontrar o valor de Ri

α:

Rµτ
σ =

ẋµ(τ)

e
δ(τ − σ), (4.18)

Reτ
σ =

d
dτ

δ(τ − σ) (4.19)

Fornecendo a seguinte identidade de Noether, (δS/δyi)Ri
α = 0, onde substitui-se as equa-

ções de movimento (4.3) e (4.4):∫
dτ
(
−
( ẋµ

e

) d
dτ

( ẋµ

e

)
− 1

2

( ẋ2

e2 + m2
) d

dτ

)
δ(τ − σ) = 0 (4.20)

Integrando por partes o segundo termo, vê-se que essa identidade realmente é válida.

A álgebra das transformações de gauge é dada por:

[δ1, δ2]xµ = δ1

( ẋµ

e

)
ε2 − (1↔ 2)

= ε2

(( d
dτ

(δ1xµ)
)1

e
− ẋµ

e2 δ1e
)
− (1↔ 2)

= ε2

( d
dτ

( ẋµ

e
ε1

)1
e
− ẋµ

e2 ε̇1

)
− (1↔ 2)

= ε2ε1

( d
dτ

( ẋµ

e

)1
e

)
− (1↔ 2)

= 0 (4.21)

onde utilizou-se a equação de movimento (4.3). Logo, a álgebra é simplesmente:

[δ1, δ2] = 0 (4.22)

Todavia, é possível redefinir o parâmetro,

ε→ εe. (4.23)
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E obter as seguintes transformações:

δxµ = ẋµε, (4.24)

δe =
d

dτ
(eε). (4.25)

Que correspondem à transformações de reparametrização. As transformações de repara-

metrização são dadas pelas seguintes estruturas de ordem zero:

Rµτ
σ = ẋµ(τ)δ(τ − σ), (4.26)

Reτ
σ =

d
dτ

[e(τ)δ(τ − σ)]. (4.27)

Analogamente ao caso anterior, a álgebra dessas transformações é dada por:

[δρ, δσ]xµ = δρ

( d
dτ

(xµ(τ))δ(τ − σ)
)

ε(σ)− (σ↔ ρ)

=
d

dτ
(δρxµ(τ))δ(τ − σ)ε(σ)− (σ↔ ρ)

=
d

dτ

( d
dτ

(xµ(τ))δ(τ − ρ)
)

δ(τ − σ)ε(ρ)ε(σ)− (σ↔ ρ)

=
d2

dτ2 (xµ(τ))δ(τ − ρ)δ(τ − σ)ε(ρ)ε(σ) +

+
d

dτ
(xµ(τ))

d
dτ

(δ(τ − ρ))δ(τ − σ)ε(ρ)ε(σ)− (σ↔ ρ)

= ε(ρ)ε(σ)ẋµ(τ)
( d

dτ
(δ(τ − ρ))δ(τ − σ)− d

dτ
(δ(τ − σ))δ(τ − ρ)

)
.(4.28)

Logo, obtém-se a função de estrutura do gauge de ordem (1):

Cτ
σρ =

d
dτ

(δ(τ − ρ))δ(τ − σ)− d
dτ

(δ(τ − σ))δ(τ − ρ). (4.29)

Essa função de estrutura corresponde ao comutador [H(σ), H(ρ)] aplicado aos campos.

E assim, determinou-se toda a estrutura de vínculos e de simetrias da partícula relativís-

tica.

4.2 A Corda Bosônica Relativística

A Corda Bosônica Relativística consiste em uma estrutura unidimensional relativís-

tica. Ela está diretamente relacionada com a Partícula Relativística e pode ser vista apenas

como uma expansão dessa.

Pode-se considerar a corda como uma generalização da Partícula Relativística adicio-

nando uma dimensão a mais. Ao invés de se considerar que a linha-mundo deve ser

mínima, considera que a superfície percorrida pela corda em um intervalo de tempo seja
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mínima. A partir desse princípio, chega-se à Ação de Nambu-Goto para a corda:

SNG(Xµ) = −T
∫

M
dτdσ

√
−det(hab). (4.30)

onde T corresponde à tensão na corda. E,

hab = ∂aXµ∂bXµ (4.31)

corresponde à métrica da superfície percorrida pela corda.

Essa ação é invariante por duas transformações:

1. As próprias transformações do espaço-tempo, dadas pelo grupo de Poincaré D-

dimensional:

X′µ(τ, σ) = Λµ
ν Xν(τ, σ) + aµ. (4.32)

2. O difeomorfismo da superfície percorrida pela corda, isto é, invariância pela repara-

metrização das coordenadas. Considerando novas coordenadas (τ′(τ, σ), σ′(τ, σ)),

tem-se que:

X′µ(τ′, σ′) = Xµ(τ, σ). (4.33)

Analogamente ao caso da Partícula Relativística, é possível determinar uma ação equiva-

lente, chamada Ação de Polyakov:

S(Xµ, γab) = −
T
2

∫
M

dτdσ(−γ)1/2γab∂aXµ∂bXµ. (4.34)

onde γ = detγab. É possível observar que a a ação é equivalente a de Nambu-Goto,

encontrando a equação de movimento para γab:

δγS = −T
2

∫
M

dτdσ(−γ)1/2δγab
(

hab −
1
2

γabγcdhcd

)
. (4.35)

onde usou-se que:

δγ = −γγabδγab. (4.36)

Logo, δγS = 0, implica que:

hab =
1
2

γabγcdhcd,

hab(−h)−1/2 = γab(−γ)−1/2. (4.37)

Na qual se dividiu a primeira equação pela raiz do determinante da própria equação:

det(hab) = (1/2)det(γabγcdhcd)

h = (1/2)γ(γcdhcd) (4.38)
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onde o det(γcdhcd) = γcdhcd uma vez que é um escalar.

Substituindo (4.37) em (4.34), obtém-se a ação de Nambu-Goto, como era esperado.

A Ação de Nambu-Goto é manifestamente covariante, enquanto a de Polyakov não. A

simetria de reparametrização τ → τ′ é substituída pela simetria que deixa edτ = e′dτ′

invariante.

Mais uma vez, analisa-se a ação no espaço de fase. Os momentos conjugados são:

πµ =
∂L

∂∂0Xµ
= −T(−γ)1/2∂0aXµ. (4.39)

πab =
∂L

∂∂0γab = 0. (4.40)

Logo, existe um conjunto de vínculos primários: φab = πab = 0.

O Hamiltoniano é dado por:

H = πµ∂0Xµ + πabγ̇ab − L

= = − 1
2T

(−γ)−1/2πµπµ − T
2

∫
M

dτdσ(−γ)1/2∂iXµ∂iXµ. (4.41)

Analisando a consistência do vínculo, π̇ab = 0, obtém-se:

0 = π̇ab = [πab, H]

=
δH

δγab

= − 1
2T

(
∂aXµ∂bXµ −

1
2

γab∂cXµ∂cXµ
)
= Tab. (4.42)

E o que se encontra é um novo vínculo, π̇ab = Tab = 0, como era de se esperar. Está

relacionado ao tensor-energia momento.

A esse vínculo também está relacionado outro vínculo: γabTab = Ta
a = 0. O tratamento

para a consistência dos vínculos neste caso é mais complicado. Uma vez que a priori

o formalismo Hamiltoniano prioriza a evolução temporal. Para encontrar os termos é

necessário uma visão um pouco intuitiva. Como se sabe, o tensor energia-momento está

relacionado a translações infinitesimais.

A estrutura dos vínculos é um pouco mais complicada e será feita posteriormente fixando

o background conforme. Isto é, fixando a métrica γab.

Entretanto, é possível analisar as transformações de gauge geradas por esses vínculos.

Os vínculos φab geram transformações do tipo:

δ1Xµ = 0 (4.43)

δ1γab = ε1
ab (4.44)
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Os vínculos π̇ab = Tab = 0 geram transformações do tipo:

δ2Xµ = εm
2 ∂mXµ, (4.45)

δ2γab = εm
2 ∂mγab + ∂aε2γmb + ∂bε2γam. (4.46)

Uma vez que esse vínculo está relacionado aos índices σa = (τ, σ), o campo Xµ se com-

porta como um escalar, enquanto o campo γab se comporta como um tensor de rank-2.

Essas transformações de gauge estão relacionadas com a simetria de difeomorfismo na

superfície mundo:

X′µ(τ′, σ′) = Xµ(τ, σ), (4.47)
∂σ′c

∂σa
∂σ′d

∂σb γ′ab(τ
′, σ′) = γab(τ, σ). (4.48)

Os geradores de difeomorfismo para os campos Xµ e γab são, respectivamente:

Rµσa

mσ′a = ∂mXµδ2(σa − σ′a), (4.49)

R σa

abmσ′a = ∂mγabδ2(σa − σ′a) + γmb∂aδ2(σa − σ′a) + γam∂bδ2(σa − σ′a). (4.50)

Para estudar a álgebra dessas transformações, analisa-se os comutadores entre duas trans-

formações consecutivas [δ1, δ2].

[δσ′′a , δσ′a ]Xµ = δσ′′a εm(σ′a)∂mXµδ2(σa − σ′a)− (σ′a ↔ σ′′a)

= εm(σ′a)εn(σ′′a)∂n(∂mXµδ2(σa − σ′a))δ2(σa − σ′′a)− (σ′a ↔ σ′′a)

= εm(σ′a)εn(σ′′a)
(
∂n(δ

2(σa − σ′a))δ2(σa − σ′′a)∂m

−∂m(δ
2(σa − σ′′a))δ2(σa − σ′a)∂n

)
Xµ. (4.51)

Logo, a função de estrutura é dada por:

Co σa

mnσ′aσ“a = ∂nδ2(σa − σ′a)δ2(σa − σ′′a)δo
m − ∂mδ2(σa − σ“a)δ2(σa − σ′a)δo

n. (4.52)

Outro vínculo corresponde ao fato do tensor energia momento ter traço nulo:

γab
δS

δγab
= 0⇒ T a

a = 0. (4.53)

Esse vínculo gera as transformações de Weyl:

δ3Xµ = 0, (4.54)

δ3γab = ε3γab. (4.55)
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Essa simetria corresponde à simetria de Weyl:

X′µ(σ′a) = Xµ(σa), (4.56)

γ′ab(σ
′a) = e2ω(σa)γab(σ

′a). (4.57)

Apenas o campo auxiliar γab sofre essa transformação e o gerador é dado por:

R σa

abσ′a = γabδ2(σa − σ′a). (4.58)

O comutador entre duas transformações de Weyl é nulo. Logo, a função de estrutura é

igual a zero.

É preciso também analisar o comutador entre transformações de difeomorfismo e de

Weyl para se ter a álgebra completa de todas as transformações de gauge. A composi-

ção de um difeomorfismo e uma transformação de Weyl é uma transformação de Weyl.

Logo, fazendo o comutador entre essas transformações obtém-se a seguinte estrutura:

[δdi f , δweyl ]γab = δdi f (ε(σ
′a)γab(σ

a)δ2(σa − σ′a)− δweyl(∂mγabδ2(σa − σ′′a)

+γmb∂aδ2(σa − σ′′a) + γam∂bδ2(σa − σ′′a))εm(σ′′a)

= −ε(σ′a)εm(σ′′a)∂mδ2(σa − σ′′a)δ2(σa − σ′a)γab(σ
a). (4.59)

Outro vínculo que deve ser considerado, mas que comuta com ambos vínculos anteriores

é o produzido pelo fato de poder se considerar a existência de uma métrica ηµν na ação,

que no caso é a métrica de Minkowski. O momento relacionado a essa métrica geraria

transformações para os índices de espaço-tempo. Tal que Xµ é um vetor e γab é um escalar.

Essas transformações correspondem à simetria do grupo de Poincaré em D dimensões:

Xµ(σa) = Λµ
ν Xν(σa) + aµ, (4.60)

γ′ab(σ
′a) = γab(σ

′a). (4.61)

Os geradores são:

Rν
µ = ηρνηνρXρ (rotação); (4.62)

Rν
µ = ∂µXν, (translação). (4.63)

Para estudar a álgebra dessas transformações, analisa-se os comutadores. As constantes

de estrutura são dadas por:

Cµ′ρ′ σa

µνργσ′aσ“a = (δ
µ′

µ δν′
ν δ

ρ′

ρ δ
γ′
γ − δ

ρ′

µ δ
γ′
ν δ

µ′

ρ δν′
γ )ην′γ′δ

2(σa − σ′a)δ2(σa − σ′′a), (4.64)

Cµ σa

νρσ′aσ“a = ∂σδ2(σa − σ′a)δ2(σa − σ′′a)δ
µ
ν − ∂σδ2(σa − σ“a)δ2(σa − σ′a)δ

µ
ν , (4.65)

Cδγ σa

µνρσ′aσ“a = δσ
µ∂µδ2(σa − σ′a)δγ

ν δδ
ρδ2(σa − σ′′a). (4.66)
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Que correspondem respectivamente à composição de duas rotações, duas translações,

uma rotação e uma translação.

4.2.1 O gauge conforme

Para analisar a álgebra dos vínculos para a corda bosônica é mais simples analisar

esse campo em um background conforme. É possível obter esse background uma vez

que a ação é invariante por difeomorfismos do campo γab. Assim, fixa-se:

γ00 = γ11 = 1,

γ01 = γ10 = 0. (4.67)

E considera-se a seguinte mudança de variáveis:

z = σ1 + iσ2, z = σ1 − iσ2. (4.68)

Tal que as derivadas sejam dadas por:

∂ = ∂z =
1
2
(∂1 − i∂2), ∂ = ∂z =

1
2
(∂1 + i∂2). (4.69)

Neste caso, a Ação da corda é dada por:

S = T
∫

d2z∂Xµ∂Xµ. (4.70)

A Corda Bosônica se torna então um campo conforme.

Os vínculos correspondentes ao traço do tensor energia momento ser nulo se torna:

Tzz = 0. (4.71)

E a conservação ∂aTab, produz as seguintes equações:

∂T = ∂T = 0. (4.72)

onde T ≡ Tzz e T = Tzz, e pela igualdade (4.72) correspondem respectivamente a uma

função holomórfica e anti-holomórfica.

Os vínculos se tornam então apenas as componentes do tensor energia-momento e para

analisar o comutador entre as componentes do tensor energia momento. Para isso, consi-

dere que seja possível expandir os campos em séries de Laurent:

T =
∞

∑
m=−∞

Lm

zm+2 , (4.73)

T =
∞

∑
m=−∞

Lm

zm+2 . (4.74)
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onde 2 corresponde ao peso conforme do tensor energia-momento do campo conforme.

Ao realizar o comutador [T, T′], usando o formalismo de campos conformes, obtém-se a

seguinte álgebra:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm,−n. (4.75)

Essa álgebra corresponde à álgebra de Virassoro. Tal que os vínculos possam ser descritos

pelos elementos da álgebra de Virassoro.

Este caso difere da partícula relativística pois os tensores Tab não são constantes indepen-

dentemente. Eles satisfazem ∂aTab = 0 e por isso o comutador não é trivialmente nulo

como no caso da partícula relativística.

4.3 O Campo de Maxwell

O Campo de Maxwell, Aµ, corresponde ao campo eletromagnético. Sua dinâmica

determina o comportamento das ondas eletromagnéticas e as forças envolvidas.

Como já foi visto na sessão 2.4, ele é um sistema com vínculos. Sua ação com os vínculos

impostos é dada por:

S =
∫

d4(πµ Ȧµ −H∗). (4.76)

onde,H∗ é a densidade hamiltoniana:

H∗ = 1
4

FijFij − 1
2

πiπ
i + G∂iπ

i. (4.77)

O vínculo γ = 0 é:

γ = ∂iπ
i. (4.78)

Ele gera as seguintes transformações:

δAi = ε[Ai, γ] = ∂iε; (4.79)

O gerador é então da forma:

Riσ′
σ = ∂iδ(σ− σ′). (4.80)

Duas transformações seguidas correspondem à seguinte transformação:

[δ1, δ2]Ai = 0. (4.81)

Logo, não há funções de estrutura. O Campo de Maxwell é um campo abeliano.
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5 A simetria BRST

Um sistema dinâmico com vínculos possui graus de liberdade internos produzidos

pelos vínculos de primeira classe, γa. Isto é, após se fixar o sistema impondo as equa-

ção de movimento, restam transformações entre as variáveis dinâmicas que ainda são

possíveis. Como as soluções devem satisfazer os vínculos, deve-se impor os vínculos ao

sistema. Isso é feito através do método de multiplicadores de Lagrange. Para determinar

unicamente o sistema é preciso também fixar as transformações de gauge. Isso é feito in-

troduzindo uma condição da forma: Ga = 0 (2.59).

Campos auxiliares que são adicionados para se impor essas condições podem ter dinâ-

mica. Eles são chamados campos fantasmas, pois, apesar de serem campos dinâmicos

presentes na ação, eles não são físicos, isto é, eles não são observáveis. Eles possuem uma

série de propriedades bem particulares.

Uma Ação completa, com todos os gauges fixados e os vínculos impostos possui ainda

uma simetria residual chamada simetria BRST. Essa simetria envolve os campos físicos

e os campos fantasmas. Isso é mais fácil de ver ao interpretar a função do gerador dessa

simetria.

Neste capítulo, primeiramente se verá a dificuldade de impor os vínculos a um sistema

caso haja funções de estrutura para o vínculo. Em sequência se definirá o operador BRST

capaz de impor simultaneamente todos os vínculos. Para definir esse operador é neces-

sário já introduzir o conceito de fantasmas. Na sessão seguinte, mostra-se o mecanismo

de Faddeev-Popov, [2], para impor os vínculos e fixar o gauge. Esse mecanismo revelará

a necessidade de incluir campos fantasmas na ação e em seguida poderá se observar qual

é a simetria BRST entre campos fantasmas e campos físicos.

Uma vez que a simetria BRST restringe os estados àqueles que satisfazem os vínculos,

ela pode ser vista como um método de quantização. Utilizando a simetria BRST se quan-

tizará a Partícula Relativística e a Corda Bosônica.
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5.1 Vínculos em sistemas quânticos

A função do operador BRST é impor os vínculos ao sistema. Isso é mais fácil de ser

compreendido na versão quântica.

Como já foi visto na sessão 2.3, classicamente o observável deve satisfazer a condição

(2.57). Na versão quântica, considera-se que o parenteses de Poisson corresponde ao co-

mutador da Mecânica Quântica. Isso quer dizer que o observável deve satisfazer a se-

guinte relação de comutação com os vínculos γa:

[O, γa] ≈ 0. (5.1)

Esses vínculos são vínculos primários que satisfazem a condição [γa, γb] ∝ γc ≈ 0.

Dessa forma, os observáveis podem ser escritos como:

O′ = O + λaγa. (5.2)

onde as constantes λa definem a escolha de gauge.

Em um sistema quântico, para isso ser válido, seria o mesmo que impor que o valor

esperado dos vínculos sejam nulos:

〈ψ|γa|χ〉 = 0. (5.3)

Sendo assim, os vínculos não alterariam o valor esperado de um observável.

〈ψ|O′|χ〉 = 〈ψ|O + λaφa|χ〉

= 〈ψ|O|χ〉+ λa〈ψ|γa|χ〉

= 〈ψ|O|χ〉. (5.4)

Como era de se esperar, isso é o mesmo que dizer que os estados físicos devem obedecer

aos vínculos.

A condição (5.3) é satisfeita ao se considerar que a cada vínculo γa pode gerar uma álge-

bra com operadores A0 que aniquila todos os estados físicos, operadores complexos A−
que também aniquilam os estados físicos e os operadores conjugados A+ = (A−)†.

A partir dessa construção, tem-se que, para um estado físico |ψ〉:

(A0 − constante)|ψ〉 = 0; (5.5)

A−|ψ〉 = 0; (5.6)

〈ψ|(A0 − constante) = 0; (5.7)

〈ψ|A+ = 0. (5.8)
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No caso abeliano, é fácil ver que os vínculos podem gerar as transformações de gauge da

seguinte forma:

δ|ψ〉 = A+|χ〉. (5.9)

Com a condição que:

(A0 − constante)|χ〉 = 0; (5.10)

A−|χ〉 = 0. (5.11)

Sendo assim, o estado |ψ〉 continua satisfazendo as condições (5.5) e continua sendo um

estado físico.

Todavia, o mesmo não pode ser feito no caso não-abeliano, uma vez que para impor os

vínculos consecutivamente, surge um problema:

A−δ|ψ〉 = 0

= A−A+|χ〉

= ([A−,A+] +A+A−)|χ〉

= ( f +
+− A+ + f −

+− A−)|χ〉

= f +
+− A+|χ〉

6= 0 (5.12)

onde foi usado que A−|χ〉 = 0.

Portanto, para impor os vínculos no caso não-abeliano, é preciso uma estrutura mais

complexa. E isso é justamente o que faz o operador BRST.

5.2 O operador BRST

O operador BRST deve impor todos os vínculos aos estados físicos. Para isso, é pre-

ciso que ele leve em conta não só os vínculos como a álgebra dos vínculos.

O operador BRST pode ser definido como:

Q = caγa −
i
2

cacbCc
abbc. (5.13)

onde γa são os vínculos e Cc
ab é a constante de estrutura do gauge:

[γa, γb] = Cc
abγc. (5.14)

O campo ca é um campo fantasma. ba é o campo conjugado a ca.

[ca, bb] = δa
b . (5.15)
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Os campos fantasmas são fermiônicos para o caso de vínculos bosônicos. Os parenteses

neste caso foram generalizados para o caso fermiônico. O operador BRST também é, por-

tanto, fermiônico.

Uma propriedade importante desse operador é o fato dele ser nilpotente. Isto é:

[Q, Q] = 0. (5.16)

Para verificar isso, basta substituir (5.13) em (6.117) e utilizar (5.14) além do fato dos

campos fantasmas serem fermiônicos e anti-comutarem.

Estados físicos devem satisfazer a relação:

Q|ψ〉 = 0. (5.17)

Dessa forma, eles irão satisfazer todas as condições dos vínculos.

5.3 Fixação de Gauge pelo Método de Faddeev-Popov

Como os estados físicos devem satisfazer os vínculos, deve existir um método de im-

por esses vínculos à Ação. Isso é o que o método de Faddeev-Popov faz. Através dele

restringe-se a Ação a um determinado conjunto de soluções que satisfazem os vínculos.

Isto é, transforma-se as transformações de gauge em transformações que envolvam cam-

pos fantasmas e através da dinâmica deles fixa-se o gauge.

Esse método pode ser realizado a partir do formalismo de integrais de caminho. Nesta

sessão se utilizará o método de Faddeev-Popov para se fixar os vínculos e o gauge de

uma Ação. A partir dessa derivação será visto a necessidade de campos fantasmas para

fixar o gauge.

Considere a densidade de probabilidade:∫
Dφµe−S. (5.18)

A medida de integração Dφµ corresponde a integrar sobre todos os possíveis caminhos

de evolução. É fácil ver que, caso a Ação possua simetrias de gauge, cada caminho cor-

responde a um conjunto de soluções. Isso leva a uma contagem infinita sobre todas as

possibilidades de caminho e a densidade de probabilidade perde significado uma vez

que toma um valor infinito.

Um método de corrigir isso é fixar o gauge, isto é, remover as transformações de gauge e

fazer com que o sistema tenha apenas uma solução para cada caminho. Isso produz uma

contagem finita e a densidade ganha significado físico. Ao se fixar o gauge, entretanto,

está se eliminando um conjunto de soluções. É preciso, então, encontrar o peso do gauge
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fixado em relação a todas as outras possibilidades de fixação do gauge. Esse peso é cha-

mado de medida de Haar.

Essa ”fatia” de evolução possível, e que pode ser transformada em outras ”fatias” por

uma transformação de gauge, é comumente chamada de moduli. Logo, fala-se em calcu-

lar o peso do moduli. Esse peso é dado por:

∆−1
G [φµ] =

∫
DUδ[GB(φU

µ )]. (5.19)

onde U corresponde aos elementos do grupo que gera as transformações de gauge. Ele

está relacionado com a definição anterior de Ri
α, que corresponde a uma transformação

infinitesimal. GB são as possíveis escolhas de gauge, por exemplo, o gauge de Coulomb.

Essa fórmula corresponde justamente a calcular o inverso do peso de todas as possíveis

fixações de gauge. Essa medida não depende da transformação de gauge, geradas por U,

escolhida. Isto é:

∆−1
G [φU′

µ ] = ∆−1
G [φU

µ ] = ∆−1
G [φµ] (5.20)

Assim, o cálculo da densidade de probabilidade se torna:∫
Dφµ∆G

∫
DUδ

[
GB[φµ]

]
e−S. (5.21)

Como nenhum termo depende de U, é possível remover a dependência da integral com

os caminhos DU. Assim (5.21) pode ser escrito como:∫
Dφµ∆Gδ

[
GB[φµ]

]
e−S. (5.22)

Resta então calcular ∆G. Para isso é melhor fazer uma mudança de variáveis. Passar a

estudar a integral em função da transformação de gauge ao invés do vínculo:

DU = DGdet
∣∣∣δU
δG

∣∣∣. (5.23)

Tal que, substituindo em (5.19):

∆−1
G [φµ] =

∫
DGdet

∣∣∣δU
δG

∣∣∣δ[GB(φU
µ )]

= det
∣∣∣δU
δG

∣∣∣
G=0

. (5.24)

Ou, ainda, para facilitar a compreensão da fórmula acima, demasiado abstrata nos ele-

mentos utilizados, pode-se considerar o caso em que os elementos U possam ser escritos

em termos de funções ε(x). Nesse caso, tem-se que:

∆G[ϕµ] = det
∣∣∣ δG
δε(x)

∣∣∣
G=0

. (5.25)

A fim de melhorar a compreensão da equação acima, considere o seguinte exemplo.

Considere a Ação do Campo Eletromagnético. Ela é invariante pela seguinte transforma-
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ção de gauge:

δAµ(x) = ∂µΛ(x). (5.26)

Logo, a transformação de Gauge pode ser escritas em função de Λ(x). Neste caso: ε(x) =

Λ(x).

Considere o gauge de Lorentz:

∂ν Aν = 0 (5.27)

É preciso calcular então como a fixação de gauge varia com as possíveis transformações

de gauge:

δG
δε(x)

=
δ∂ν Aν

δΛ(x)
= ∂ν∂νδ(x− y). (5.28)

Através disso é então possível encontrar os termos da equação (5.25).

Uma vez compreendido o significado de (5.25) é preciso desenvolver ferramentas mate-

máticas que permitam o seu cálculo.

Para isto, basta entender integração com variáveis fermiônicas:

det
∣∣∣ δG
δε(x)

∣∣∣ = ∫
DbDcexp

[
i
∫

d4xd4ybA δGA(x)
δεB(y)

cB
]
. (5.29)

Usando o mesmo formalismo de integração com variáveis fermiônicas,

δ[GA] =
∫
DBeBAGA

. (5.30)

Com os dois cálculos acima, a equação (5.21) pode ser escrita como:∫
DφµDbDcDBe−Se f f (ϕµ,b,c,B). (5.31)

onde,

Se f f (φµ, b, c, B) = S(φµ)− i
∫

d4xd4ybA δGA(x)
δεB(y)

cB + BAGA. (5.32)

Como se vê, adiciona-se campos fermiônicos, fantasmas, para poder se fixar o gauge.

Esses campos, entretanto, não são físicos. Eles não podem aparecer nos estados finais e

iniciais. São apenas ”ferramentas matemáticas” para permitir o cálculo.

Ver [21] e [2].
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5.4 A simetria BRST

Como foi visto, a ação com os gauges fixados é dada por:

S(φµ, b, c, B) = S(φµ)− i
∫

d4xd4ybA δGA(x)
δεB(y)

cB + BAGA. (5.33)

Essa ação possui a seguinte simetria:

δBRSTφµ = −iεcAδA ϕµ; (5.34)

δBRSTBA = 0; (5.35)

δBRSTbA = εBA; (5.36)

δBRSTcA =
i
2

εCa
bccbcc. (5.37)

onde δA ϕµ = [ϕµ, γA] é a transformação de gauge gerada pelo vínculo γA.

É fácil ver que essa transformação deixa a ação invariante. O termo S(ϕµ) é naturalmente

invariante uma vez que a transformação para ϕµ é uma transformação de gauge e a ação

é naturalmente invariante por transformação de gauge. As variações dos outros termos

também se cancelam.

Essa transformação envolve campos físicos e campos fantasmas e corresponde à simetria

BRST. A transformação BRST é gerada ao se calcular o parenteses:

δBRSTΦi = ε[Q, Φi]. (5.38)

Considerando (5.13), é possível obter (5.34). Para isso, descobre-se que εBA = [Q, bA].

5.5 A quantização BRST

Para quantizar é preciso encontrar os estados físicos que satisfazem o sistema. É isso

que o operador BRST permite.

Os estados físicos devem ser invariantes por BRST. Isto é:

Q|ψ〉 = 0. (5.39)

Esses estados são chamados estados fechados. Uma vez que o operador Q é nilpotente,

isso permite a seguinte transformação:

|ψ′〉 = |ψ〉+ Q|χ〉. (5.40)
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Estados que possam ser escritos por Q|χ〉 são chamados estados exatos. Esses estados são

ortogonais a todos os estados físicos.

〈χ|Q|ψ〉 = 0. (5.41)

onde usou-se o fato de que o operador Q é hermitiano.

Logo, encontrar os estados físicos se torna um problema de encontrar a co-homologia do

operador Q. Isso significa, encontrar todos os estados fechados que não sejam exatos:

HBRST =
H f echados

Hexatos
. (5.42)

5.6 A Partícula Relativística

A Ação para a Partícula Relativística é:

S =
∫

dτ
(1

2
e−1ẊµẊµ +

1
2

em2
)

. (5.43)

Ela possui a seguinte simetria de gauge:

δXµ = Ẋµε, (5.44)

δe =
d

dτ
(eε). (5.45)

Para fixar o gauge é preciso fixar o campo auxiliar "e".

Seguindo o método de Faddeev-Popov é preciso deter determinar a medida de Haar. Pela

equação (5.25), tem -se que:

∆G[ϕµ] = det
∣∣∣ δG
δε(x)

∣∣∣
G=0

= e(τ)∂τδ(τ − σ) (5.46)

Assim, a ação (5.32) sem impor a condição de gauge é:

S(Xµ, e, b, c) =
∫

dτ
(1

2
e−1ẊµẊµ +

1
2

em2 + eḃc
)

(5.47)

Os campos fermiônicos b e c são os campos fantasmas, e satisfazem:

[b, c] = 1 (5.48)

É preciso então fixar o gauge, para isso impõe-se que (e− 1) = 0:

S(Xµ, e, b, c, B) =
∫

dτ
(1

2
e−1ẊµẊµ +

1
2

em2 + iB(e− 1)− eḃc
)

(5.49)
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Para encontrar a simetria BRST basta conhecer a transformação de gauge e a constante

de estrutura, que já foi calculada no capítulo 4, (4.29):

Cτ
σρ =

d
dτ

(δ(τ − ρ))δ(τ − σ)− d
dτ

(δ(τ − σ))δ(τ − ρ). (5.50)

Tal que neste caso, as transformações BRST (5.34) são dadas por:

δBRSTXµ = iεcẊµ; (5.51)

δBRSTe = iε
d

dτ
(ce); (5.52)

δBRSTB = 0; (5.53)

δBRSTb = εB; (5.54)

δBRSTc = iecċ. (5.55)

É possível então fixar o gauge e = 1. A ação se torna:

S =
∫

dτ
(1

2
ẊµẊµ +

1
2

m2 − ḃc
)

. (5.56)

Todavia, ainda resta a transformação de gauge residual. Essa transformação é:

δBRSTXµ = iεcẊµ; (5.57)

δBRSTb = iε
(
− 1

2
ẊµẊµ +

1
2

m2 − ḃc
)

; (5.58)

δBRSTc = iecċ. (5.59)

Para encontrar a transformação de b, foi preciso usar a equação de movimento para e e

fixar e = 1, uma vez que o campo B não estava mais presente.

Nota-se que a transformação pode ser reescrita como:

δBRSTb = iε
(1

2
πµπXµ +

1
2

m2 − ḃc
)

;

= iε
(

H − ḃc). (5.60)

onde utilizou-se que πµ = Ẋµ.

A carga conservada por essa transformação é:

Q = cH. (5.61)

Que corresponde à carga BRST, como esperado. É o fantasma c multiplicando o vínculo

do Hamiltoniano (5.13).

No processo de quantização é preciso encontrar os estados físicos.

Para encontrar os estados físicos, primeiramente determina-se todos os estados possíveis.

Primeiramente analisa-se os estados gerados pelos campos fantasmas. Os fantasmas ge-
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ram um sistema de dois níveis, uma vez que correspondem a um oscilador fermiônico:

b| ↓〉 = 0; c| ↓〉 = | ↑〉; (5.62)

b| ↑〉 = | ↓〉; c| ↑〉 = 0. (5.63)

Para definir a base, pode considerá-la também auto-estado do momento:

pµ|kµ, ↓〉 = kµ|kµ, ↓〉; pµ|kµ, ↑〉 = kµ|kµ, ↑〉. (5.64)

A ação do operador BRST nesses estados é:

Q|kµ, ↓〉 = c(pµ pµ + m2)|kµ, ↓〉

= (k2 + m2)|kµ, ↑〉. (5.65)

Q|kµ, ↑〉 = c(pµ pµ + m2)|kµ, ↑〉

= 0. (5.66)

Logo, os estados fechados são:

|kµ, ↓〉, se k2 = −m2; (5.67)

|kµ, ↑〉, para todo kµ. (5.68)

Os estados exatos são aqueles que podem ser escritos como Q|ψ〉, e pelo cálculo acima,

eles correspondem a:

|kµ, ↓〉, se k2 6= −m2. (5.69)

Uma vez que eles podem ser escritos como Q|kµ, ↑〉.
Portanto, os estados físicos, estados fechados menos os estados exatos, são:

|kµ, ↓〉, se k2 = −m2; (5.70)

|kµ, ↑〉, se k2 = −m2. (5.71)

Como era de se esperar, os estados físicos são as partículas que estão na camada de massa,

isto é, satisfazem as equações de movimento.

Há todavia um problema, há sempre duas cópias do espectro esperado, que possuem

número fantasma diferente. É possível remover essa degenerescência ao se impor uma

condição adicional:

b|ψ〉 = 0. (5.72)

Assim, elimina-se uma das cópias.
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5.7 A Corda Bosônica Relativística

A Ação para a Corda Bosônica Relativística é:

S =
∫

d2σg1/2gab∂aXµ∂bXµ. (5.73)

Para fixar essa ação, é preciso fixar o campo auxiliar gab. O campo gab tem as seguintes

transformações de gauge:

δgab = εgab + εm∂mgab + ∂aεmgmb + ∂bεmgam. (5.74)

Que consiste na composição entre uma transformação de escala e um difeomorfismo.

Analogamente ao caso da partícula relativística, é possível encontrar a partir de (5.25):

∆G[ϕµ] = det
∣∣∣ δG
δε(x)

∣∣∣
G=0

= det
∣∣∣γab + δm

o ∂mγab + ∂aδm
o γmb + ∂bδm

o γam

∣∣∣
G=0

= det
∣∣∣γab + Poab

∣∣∣
G=0

(5.75)

Para calcular o determinante, usa-se o truque da integral fermiônica:

det
∣∣∣γab + Poab

∣∣∣ = ∫
DbabDcaexp

[
ibab(γabc + Poabco)

]
. (5.76)

O primeiro termo da integral fermiônica é facilmente integrável, e mostra que ba
a = 0.

Isto é, o campo fantasma bab possui traço nulo.

Resta então calcular:

det
∣∣∣γab + Poab

∣∣∣ = ∫
DbabDcaexp

[
ibabPoabco

]
. (5.77)

onde Poab é o termo associado a difeomorfismos.

Além deste termo, tem o termo de fixação do gauge. O gauge a ser escolhido é o corres-

pondente à métrica conforme:

γ00 = γ11 = 1,

γ01 = γ10 = 0. (5.78)

A condição de gauge é (gab − γab) = 0:

δ(gab − γab) =
∫
DBeBab(gab−γab). (5.79)

A Ação neste caso se torna:

S =
∫

d2σg1/2gab∂aXµ∂bXµ + iBab(gab − γab)− babPoabco. (5.80)
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Com a condição de gauge (5.78) e a definição de Poab em (5.76), é possível reescrever (5.77)

em termos de coordenadas complexas como:

det
∣∣∣γab + Poab

∣∣∣ = ∫
DbabDcaexp

[
ibzz∂zcz + bzz∂zcz

]
. (5.81)

Assim, com o gauge fixado, a Ação da Corda Relativística torna-se:

S =
∫

d2z∂Xµ∂Xµ − bzz∂cz + bzz∂cz. (5.82)

Cuja transformação BRST é dada por:

δBRSTXµ = iε(c∂ + c∂)Xµ; (5.83)

δBRSTb = iε(T + bc∂c); δBRSTb = iε(T + bc∂c); (5.84)

δBRSTc = iε(c∂c + ∂)c; δBRSTc = iε(c∂ + c∂)c. (5.85)

onde usou-se a notação de campos conformes. Os termos com o traço em cima se referem

à componente z para vetor ou zz para matriz. E sem o traço corresponde à z e zz.

Para encontrar a transformação de b, basta encontrar a equação de movimento para gab

na ação antes de ter o gauge fixado. É preciso observar a dependência de Poab com a

métrica para obter os termos fantasmas.

Para obter a transformação de c e c, basta encontrar o polo da OPE TT e TT.

A corrente conservada nesta transformação é:

j = cT +
1
2

: bc∂c : +
3
2

∂2c. (5.86)

Similar para j.

Como é possível ver, o polo simples da OPE dessa corrente com os campos fornecerá as

transformações BRST.

A carga BRST é dada em termos das correntes:

Q =
1

2πi

∮
(dzj− dzj). (5.87)

É possível resolver essa integral em termos dos modos fantasmas. Para isso basta consi-

derar as seguintes decomposições:

T(z) =
∞

∑
m=−∞

Lm

zm+2 ;

b(z) =
∞

∑
m=−∞

bm

zm+2 ;

c(z) =
∞

∑
m=−∞

cm

zm−1 . (5.88)
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Assim, é fácil encontrar os resíduos e a carga BRST é dada por:

Q =
∞

∑
m=−∞

(cnL−n + cnL−n) +

∞

∑
m,n=−∞

m− n
2

(cmcnb−m−n + cmcnb−m−n)− (c0 + c0). (5.89)

Os operadores de Virassoro são escritos em termos dos operadores de criação e destruição

dos modos de vibração das cordas (ver Apêndice A).

Considera-se que a solução da equação de movimento para o campo Xµ seja da forma:

Xµ(z, z) = xµ − i
α′

2
pµln|z|2 + i

( 2
α′

) ∞

∑
m=−∞

1
m

(α
µ
m

zm +
α

µ
m

zm

)
. (5.90)

Os operadores de Virassoro são então dados por:

Lm =
1
2

∞

∑
n=−∞

α
µ
m−nαµn. (5.91)

Com

L0 =
α′p2

4
+

∞

∑
n=1

α
µ
−nαµn. (5.92)

As componentes Lm e L0 são análogas, basta considerar os operadores αµn ao invés de

αµn.

É preciso neste momento distinguir a corda aberta da corda fechada. Ao se definir a

ação de cordas e encontrar as equações de movimento é preciso definir as equações de

contorno. Elas podem ser de dois tipos:

1. Periódicas:

Xµ(τ, l) = Xµ(τ, 0), ∂σXµ(τ, l) = ∂σXµ(τ, 0), γab(τ, l) = γab(τ, 0). (5.93)

Essas condições de contorno podem ser interpretadas como unir os dois finais das

cordas. Elas dão origem às cordas fechadas.

Essa condição de contorno permitem dois modos de vibração para cada possível

estado, estando relacionadas às soluções de onda dadas por (σ + cτ) e (σ− cτ).

2. Não periódicas, nas quais se fixa os valores para os extremos:

Xµ(τ, l) = fl(τ), Xµ(τ, 0) = f0(τ); ou ∂σXµ(τ, l) = ∂σXµ(τ, 0) = 0.

(5.94)

Essas condições de contorno podem ser interpretadas como ter os dois finais das

cordas presas a algo, no primeiro caso, ou livres. Elas dão origem às cordas abertas.

Essa condição de contorno permitem apenas um dos dois modos de vibração para

cada possível estado.
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Assim, impondo as condições de contorno, enquanto para as cordas fechadas é preciso

incluir os estados com e sem linha. Para a corda aberta só é permitido incluir os estados

com ou sem linha. Por convenção adota-se apenas os estados sem linha.

O vínculo para a massa fornece a seguinte equação:

α′m2 =
∞

∑
n=1

n
(

Nbn + Ncn +
25

∑
µ=0

Nµn

)
− 1. (5.95)

onde 1 é uma constante determinada a satisfazer o espectro de massa correto. Essa re-

lação é encontrada ao se calcular o Hamiltoniano H =
∫

dσ1πµẊµ + bċ− L. E N são os

operadores números. Eles identificam o número de vezes que cada operador aparece no

estado. No plano complexo, o Hamiltoniano é dado por:

H =
∮

dz∂Xµ∂Xµ +
∮

dz∂Xµ∂Xµ +
∮

dzb∂c +
∮

dzb∂c. (5.96)

Substituindo as expansões em série de Laurent:

H = α′
(

pµ pµ +
∞

∑
n=1

n
(

b−ncn + c−nbn +
25

∑
µ=0

α
µ
−nαµn

)
− 1. (5.97)

Como 0 = pµ pµ + m2, obtêm-se (5.95).

Assim, é possível escrever:

L0 = α′(pµ pµ + m2). (5.98)

Logo, L0 está relacionado a fixar a corda à camada de massa.

Uma vez feita essa análise é possível quantizar a corda. Primeiramente considera-se a

corda aberta.

No caso das cordas abertas, os vínculos são somente: Lm, para m ≥ 0. Assim, o primeiro

estado é o táquion:

|k, 0〉 (5.99)

E:

L0|k, 0〉 = 0→ −k2 = − 1
α′

. (5.100)

Esse estado obviamente fornece:

Q|k, 0〉 = 0. (5.101)

E não há estados exatos, logo, está contido nos estados físicos.

O próximo nível é dado por N = 1, onde N = Nbn + Ncn + ∑25
µ=0 Nµn. Neste caso a massa

é obviamente nula. Há 26 + 2 estados fechados:

|ψ1〉 = (eµα−1µ + βb−1 + γc−1)|k, 0〉. (5.102)

onde,

L0|ψ1〉 = 0→ k2 = 0. (5.103)
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Aplicando o operador BRST:

Q|ψ1〉 = 0

= (c−1L1 + c1L−1 + · · · )|ψ1〉

= (2α′)(c−1kµα1µ + c1kµα−1µ)(eµα−1µ + βb−1 + γc−1)|k, 0〉

= (2α′)(c−1kµeµ + βkµα−1µ)|k, 0〉. (5.104)

Para que (5.104) seja válida, kµeµ = β = 0. Elimina-se assim 2 estados. Restam apenas 26

estados independentes.

Os estados exatos correspondem a:

|psi1exatos〉 = Q|ψ′1〉 = (2α′)(c−1kµe′µ + β′kµα−1µ)|k, 0〉. (5.105)

Para e′ e β′ quaisquer. Portanto, o estado c−1|k, 0〉 é exato. E a polarização é transversa,

uma vez que há a equivalência eµ ∼= eµ + β′kµ. Há portanto apenas 24 estados físicos

independentes que correspondem a representação vetorial de SO(D− 2), como era de se

esperar para uma partícula não massiva em um espaço de 26 dimensões.

Para eliminar as cópias fantasmas, já mencionadas no caso da partícula relativística,

impõe-se o gauge: b0|k, 0〉 = 0.

Fazendo esse processo consecutivamente, é possível encontrar todos os demais estados

físicos.

A corda fechada segue o mesmo processo. Todavia, há o dobro de graus de liberdade,

uma vez que se introduz o outro modo de vibração, relacionado aos operadores com

linha em cima. Neste caso,

L0 =
α′

4
(pµ pµ + m2), L0 =

α′

4
(pµ pµ + m2); (5.106)

α′

4
m2 =

∞

∑
n=1

n
(

Nbn + Ncn +
25

∑
µ=0

Nµn

)
− 1; (5.107)

α′

4
m2 =

∞

∑
n=1

n
(

Nbn + Ncn +
25

∑
µ=0

Nµn

)
− 1. (5.108)

No caso da corda fechada é preciso impor a condição:

b0|ψ〉 = b0|ψ〉 = 0 (5.109)

Para as cordas fechadas o vácuo é dado por:

|k; 0, 0〉 (5.110)

(L0 + L0)|k; 0, 0〉 = 0→ m2 = − 4
α′

. (5.111)
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Esse estado obviamente fornece:

Q|k; 0, 0〉 = 0. (5.112)

O primeiro estado excitado corresponde a N = N = 1, tal que m = 0:

|ψ1〉 = (eµα−1µ + βb−1 + γc−1)(e′µα−1µ + β′b−1 + γ′c−1)|k; 0, 0〉. (5.113)

No qual há 26× 26 estados.

O processo de quantização BRST é análogo ao caso anterior, apenas duplicando o número

de contas. Ao final, será obtido 24× 24 estados físicos com massa nula, correspondentes

ao dílaton, gráviton e o tensor anti-simétrico.
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6 Um formalismo BRST mais geral e o
formalismo BV

O estudo da existência de simetrias residuais após a fixação dos vínculos e dos gau-

ges começou com Becchi, Rouet, Stora, [3], e Tyutin, [4]. Inicialmente foram analisados a

existência nos casos mais simples: teoria de campos abelianos e não-abelianos. Isso levou

a uma definição do operador BRST como:

Q = caγa −
i
2

cacbCc
abbc. (6.1)

Para vínculos γa que obedeçam a seguinte relação:

[γa, γb] = Cc
abγc. (6.2)

Esse operador BRST levava em conta todas as propriedades observadas até então.

A escolha de gauge Ga(q, p) era feita tal que satisfizesse:

Ga(q, p) = 0; (6.3)

det([Ga, γb]) 6= 0. (6.4)

A Ação neste caso é dada por:

S =
∫

dt(pi q̇i − H0 − λaγa + πaGa). (6.5)

Todavia, com o prosseguimento da análise, descobriu-se que o operador BRST nesta

forma não era suficiente. Como foi visto, é possível encontrar teorias com gauges redutí-

veis, funções de estrutura dos vínculos de ordem mais alta e há casos em que a álgebra

do gauge é aberta, como em teorias de gravitação.

Os pesquisadores Fradkin, Vilkovisky e Batalin, [5–9], iniciaram uma análise mais pro-

funda de sistemas covariantes com vínculos. Essa consideração, conduzia a inclusão de

outros termos para fixar todas as condições. Por exemplo, era necessário incluir outros
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termos oriundos dos seguintes comutadores:

[γa, γb] = Cc
abγc; (6.6)

[H0, γa] = γbVb
a . (6.7)

E a condição de gauge deveria ser covariante, logo, devendo ser escrita como:

Ga(q, p) = λ̇a + χa(q, p, λ). (6.8)

onde χa(q, p, λ) é a condição de fixação do gauge.

A Ação estendida incluindo os fantasmas, ba e ca deveria ser:

S =
∫

dt(pi q̇i + ba ċa − H). (6.9)

onde,

H = H0 + baVa
b cb − [baχa, Q]. (6.10)

Ao mesmo tempo estudava-se o operador BRST na existência de vínculos bosônicos e

fermiônicos onde havia novas condições a serem impostas ao sistema.

Posteriormente iniciou-se o estudo de campos de gauge redutíveis. Neste caso, era neces-

sário incluir novos termos e campos. Tornou-se necessário adicionar fantasmas de fantas-

mas para fixar todos os graus de liberdade. Isso será visto em um exemplo mais adiante.

O estudo de teorias gravitacionais tornou fundamental fazer uma generalização do for-

malismo BRST para que este incluísse toda a complexidade da álgebra de gauge.

Para tentar simplificar esse problema, Batalin e Vilkovisky, formularam um novo método

para estudar a simetria BRST, [10, 11]. Esse formalismo, ao invés de impor as condições

de gauge, dependendo do campo e do momento conjugado, na forma:

γa(φ, π) = 0. (6.11)

Tinha por objetivo considerar as equações de movimento e torná-las invariantes de gauge:

δS
δφ

= 0. (6.12)

Neste formalismo, importava mais a estrutura do gauge que a estrutura dos vínculos.

E, ao invés de utilizar os parenteses de Poisson, utiliza o parenteses BV. Para isso foi

necessário introduzir anti-campos.

Ambos formalismos BRST e BV servem para analisar as simetrias residuais de teorias

de gauge. Uma análise mais profunda das semelhanças desses dois métodos conduz às

questões essenciais dessas simetrias. Descobriu-se que elas podem ser tratadas da mesma

forma ao se considerar diferentes representações de uma mesma estrutura algébrica dada



66

por parenteses que satisfazem as seguintes propriedades:

(F, G) = −(−1)(εF+1)(εG+1)(G, F) (antisimetria); (6.13)

(FG, H) = F(G, H) + (F, H)G (lei do produto); (6.14)

(−1)(εF+1)(εH+1) (F, (G, H)) + perm. cícl. = 0 (Identidade de Jacobi). (6.15)

fantasma((F, G)) = fantasma(F) + fantasma(G) + 1. (6.16)

O termo εF indica a paridade de F. Caso F seja par, εF = 0, caso seja ímpar εF = 1.

As transformações da simetria residual é gerada por um operador Q:

δψ = ε(ψ, Q). (6.17)

onde Q satisfaz:

(Q, Q) = 0. (6.18)

O formalismo BRST mais geral interpreta o parenteses como sendo o parenteses de Pois-

son. O processo de quantização é realizado através do processo de transformar o paren-

teses de Poisson em comutadores de operadores. Neste caso basta adicionar os campos

fantasmas.

O formalismo BV interpreta o parenteses como sendo o parenteses BV. O processo de

quantização é realizado pela integral de caminho. Neste caso é necessário adicionar cam-

pos fantasmas e anti-campos.

Para motivar o estudo dos casos mais gerais de BRST, primeiro será feito o estudo de um

campo com gauge redutível. E posteriormente se fará um estudo para analisar como é

possível obter os termos inclusos no operador Q.

6.1 Um exemplo para motivar o estudo mais geral de BRST

Considere uma teoria dada pela seguinte Ação:

S = −
∫

d4x
1

12
HµνρHµνρ. (6.19)

onde:

Hµνρ = ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂ρBµν, (6.20)

Bµν = −Bνµ. (6.21)

Esse sistema possui a seguinte transformação de gauge:

δΛBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ. (6.22)
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Entretando, essa transformação é invariante por uma transformação da forma:

δΛµ = δµε. (6.23)

E o gauge é, portanto, redutível.

Para fazer a análise dos vínculos, muda-se para o formalismo Hamiltoniano. Para isso, é

preciso encontrar o momento conjugado a Bµν, que é:

πµν =
δS

δ∂0Bµν

= −1
2

H0µν. (6.24)

É fácil ver que há os seguintes vínculos:

φ1µ = πµ0 = Hµ00 = 0. (6.25)

para todo µ.

O Hamiltoniano com o vínculo fixado é:

H =
∫

d3x
(1

2
πµνπµν +

1
2

Hijk Hijk + Bµ0∂νπµν

)
. (6.26)

Calculando a consistência do vínculo (6.25), encontra-se novos vínculos:

φ̇n = 0

= [φn, H]

= [πµ0, H]

= ∂νπµν = 0 (6.27)

Os novos vínculos são:

φ2µ = ∂νπµν (6.28)

Os vínculos (6.25) e (6.28) são de primeira classe, uma vez que o parenteses de Poisson

entre eles é nulo.

É possível eliminar o vínculo (6.25), uma vez que se adiciona o vínculo (6.28). Isso acon-

tece porque os campos Bµ0 podem ser incorporados nos multiplicadores de Lagrange dos

vínculos (6.28). Assim, o campo Bµ0 e seu momento conjugado πµ0 não são mais variá-

veis dinâmicas necessárias para descrever a evolução do sistema. O sistema passa então

a ser descrito apenas em termos dos campos Bij e πij e os vínculos são dados por (6.28),

φ2µ = φi.

Assim,

H =
∫

d3x
(1

2
πijπij +

1
2

Hijk Hijk + λi∂jπij

)
. (6.29)
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Esses vínculos, entretanto, não são independentes. Como foi visto, o gauge é redutível.

Isso quer dizer que é possível estabelecer uma relação do tipo:

φiZi
A = 0. (6.30)

Neste caso, é fácil encontrar Zi
A uma vez que:

∂iφj = ∂i∂jπij = 0. (6.31)

Portanto:

Zix
y = ∂iδ3(x− y). (6.32)

O operador BRST deve neste caso também remover a degenerescência dessa redutibili-

dade. Para isso é preciso incluir campos (c2, b2), chamados de fantasmas de fantasmas.

Esses campos servem para fixar os vínculos dos fantasmas.

As transformações de gauge podem ser escritas como:

δΛBµν(x) = ∂µΛν(x)− ∂νΛµ(x)

= (δ
ρ
ν∂µδ(x− y)− δ

ρ
µ∂νδ(x− y))Λρ(y)

= Rρy
µνxΛρ(y). (6.33)

onde,

Rρy
µνx = δ

ρ
ν∂µδ(x− y)− δ

ρ
µ∂νδ(x− y). (6.34)

É necessário estudar a álgebra das transformações de gauge. Ela é dada por:

[δΛ1 , δΛ2 ]Bµν(x) = 0. (6.35)

A partir das informações acima é possível escrever o operador BRST como:

Q = c1iφi + b1i(x)Zix
y c2(y). (6.36)

Ou,

Q = c1i∂jπji + ∂ib1ic2. (6.37)

Como se pode ver, há a inclusão de novos termos no operador BRST e a inclusão de no-

vos campos, fantasmas de fantasmas.

Para se compreender como é a forma do operador BRST mais geral e posteriormente es-

tudar o caso BV é necessário fazer uma análise mais profunda da álgebra discutida na

introdução deste capítulo. Através dela é possível obter todos os demais termos e inclu-

sive analisar os campos que são necessários adicionar para se fixar todos os graus de

liberdade.
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6.2 Estrutura algébrica da simetria BRST

O fato de que o operador BRST deve obedecer uma relação de nilpotência:

(Q, Q) = 0. (6.38)

Ele pode ser relacionado ao se considerar o estudo de operadores diferenciais s, nos quais:

s2 = 0 (6.39)

A atuação desses operadores diferenciais é então descrita por:

sψ = (ψ, Q) ≈ δψ. (6.40)

Isto é, a obtenção do operador Q se torna uma questão de encontrar a representação do

operador diferencial s dada a definição da operação de parenteses. No estudo dessa re-

presentação, encontra-se toda a estrutura do operador BRST. Logo, é justificado fazer o

estudo de operadores diferenciais e do espaço em que eles atuam, álgebras graduadas.

O formalismo apresentado a seguir seguiu os passos de [17], capítulo 8.

6.2.1 Álgebra graduada

Ao se lidar com o conceito do espaço estendido da simetria BRST, estuda-se os cam-

pos fantasmas, fantasmas de fantasmas e outras extensões. As propriedades desses cam-

pos estão relacionadas ao que se pode definir como número fantasma. Campos de nú-

mero fantasmas diferentes estão relacionados a fixação de graus de liberdade diferentes,

todavia, estão relacionados. O campo fantasma tenta fixar os graus de liberdade não fi-

xados pelo campo de ordem imediatamente inferior.

Campos fantasmas não são físicos, uma vez que são, à priori, apenas ferramentas ma-

temáticas para fixar os graus de liberdade. Os campos fantasmas não são observáveis,

isto é, não aparecem nas observações inicial e final. Os campos físicos, observáveis, são

aqueles com número fantasma nulo.

Para entender melhor o conceito de espaço estendido, é importante estudar o que é uma

álgebra graduada. Ela une em um só espaço os espaços correspondentes a cada número

fantasma e permite assim, criar relações entre eles.

É interessante notar que esse mesmo conceito de álgebra graduada é usada em outras

teorias, como por exemplo, a teoria de interação entre cordas abertas.

Assuma que a álgebra pode ser dividida em:

A = ⊕n An. (6.41)
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Temos que nesta notação a identidade está contida em A0 e define-se uma multiplicação

da forma:

An Am ⊂ An+m. (6.42)

E, para um elemento x satisfazendo x ∈ An, diz-se que o grau de x é igual a n:

degx = n⇔ x ∈ An. (6.43)

Uma transformação linear M tem grau degM se, e somente se:

deg(Mx) = degM + degx. (6.44)

Tal que:

deg(M1M2) = degM1 + degM2, (6.45)

deg(M1, M2) = degM1 + degM2. (6.46)

onde o grau de M pode ser negativo, uma vez que pode diminuir o grau em (6.44). Os

parenteses acima, na relação (6.45), estão associados a uma álgebra da forma (6.13).

É possível também definir um operador chamado operador número N:

Nx = (degx)x, (6.47)

para elementos x ∈ A. Temos que o operador N, para satisfazer (6.47), é par e de grau

zero:

ε(N) = 0, deg(N) = 0. (6.48)

E, por causa de (6.42), é um operador diferencial também:

N(xy) = (Nx)y + x(Ny). (6.49)

Assim se define uma álgebra graduada e suas propriedades. É possível notar que há a

definição de grau, que será interpretada no contexto da simetria BRST como número fan-

tasma.

6.2.2 Operadores diferenciais

Uma vez definida o que é uma álgebra graduada é possível relacioná-la ao espaço es-

tendido de campos físicos mais campos fantasmas. Supõe-se que os elementos x de cada

álgebra An, x ∈ An, corresponde a um campo, na álgebra An é a álgebra desses campos.

Relaciona-se ao grau da álgebra o número fantasma do campo que é elemento daquela

álgebra.
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É preciso estudar qual a relação entre campos fantasmas de número fantasma diferente.

No contexto de álgebras graduadas, isso é feito através de operadores diferenciais. Ao

mesmo tempo, nota-se a definição dos operadores diferenciais estão relacionados às pro-

priedades do operador BRST, como, por exemplo, a nilpotência. Como se sabe, a simetria

BRST está relacionada a transformações que levam campos físicos em campos fantasmas

e vice-versa. Assim, observa-se que ela corresponde de fato a operações entre álgebras

de número fantasma diferentes. É portanto, importante entender o conceito de operador

diferencial.

Um operador diferencial D é uma derivação impar e nilpotente de ordem dois:

D2 ≡ 1
2
[D, D] = 0, (6.50)

ε(D) = 1. (6.51)

Vamos supor que existe uma graduação N, em que:

degD = ±1. (6.52)

Se degD = −1, o operador diminui o grau e se comporta como um boundary operator. Se o

degD = +1, o operador aumenta o grau e se comporta como um coboundary operator. Tal

que,

D(An) ⊂ An±1. (6.53)

Dado o operador D, definimos o Kernel de D como o conjunto de elementos pertencentes

a A que são aniquilados por D:

x ∈ KerD ⇔ Dx = 0. (6.54)

Os elementos do Kernel de D são chamados de fechados. A imagem do operador D é

definido como a imagem de A pelo operador D.

x ∈ ImD ⇔ ∃y ∈ A : Dy = x. (6.55)

Os elementos de A que correspondem à imagem da atuação do operador D em A são

chamados de D-exatos. A partir dessas duas definições, pode-se definir a álgebra quoci-

ente:

H(D) =
KerD
ImD

. (6.56)

Isto é, o conjunto de elementos que pertencem ao Kernel de D menos os elementos que

pertencem à imagem de A pelo operador D. Caso degD = +1, esse conjunto é chamado

de co-homologia. Caso degD = −1, chama-se de homologia. Da mesma forma, podemos

separar os elementos de H(D) conforme seu grau:

H(D) = ⊕nHn. (6.57)
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6.3 Construção do operador BRST

Em um sistema com vínculos, as equações de movimento unicamente não fixam to-

dos os graus de liberdade. Restam graus de liberdade internos correspondentes às trans-

formações de gauge. Em um processo de quantização, é preciso definir caminhos que o

sistema pode evoluir. Em outras palavras, é preciso fixar os vínculos e as transformações

de gauge.

Foi descoberta que no processo de fixar esses graus de liberdade, ao se incluir campos

fantasmas, surgia uma simetria residual chamada simetria BRST. Essa simetria, podia

ser vista também de outra forma. A atuação do operador BRST nos campos fixava os os

graus de liberdade.

O formalismo BRST está relacionado então à fixação de vínculos, a fim de encontrar as

possíveis evoluções do sistema, e à inclusão de campos fantasmas.

Há dois métodos para se fazer essa construção:

1. Impondo vínculos ao sistema. Esse procedimento é interpretado como o forma-

lismo BRST.

2. Tentando remover os graus de liberdade não fixados pela equação de movimento.

Esse procedimento é interpretado como o formalismo BV.

Ambos podem ser feitos da seguinte forma:

1. Considera-se todas as soluções possíveis do sistema.

2. Define-se que as soluções físicas correspondem à co-homologia do operador BRST.

3. Ao se considerar a existência de uma co-homologia e um operador BRST, considera-

se um espaço estendido dado por uma álgebra graduada (que será ser definida).

4. Define-se campos fantasmas que, através do operador BRST, eliminem as soluções

do sistema que não satisfaçam as condições de soluções físicas físicas.

5. Se preciso, define-se outros campos fantasmas de ordem mais alta que removam os

campos fantasmas dos possíveis campos físicos.
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6. A co-homologia do operador BRST conterá todos e apenas os campos físicos.

Matematicamente isso corresponde a encontrar um conjunto de soluções que correspon-

dam a observáveis físicos invariantes por transformações de gauge, tal que satisfaçam a

seguinte condição:

H0(s) = (funções invariantes por gauge). (6.58)

onde chamamos de s o operador diferencial que corresponde ao operador BRST.

Para encontrar as soluções físicas há dois processos que devem ser considerados. Pri-

meiro é necessário encontrar as soluções que satisfaçam os vínculos, ou que estejam rela-

cionadas pelas transformações de gauge. Uma vez encontradas essas soluções, é preciso

poder definir uma base para essas soluções. Isto é, encontrar o menor conjunto de so-

luções que levem a todas as outras dadas transformações de gauge. Isso dá origem às

órbitas de gauge na superfície dos vínculos.

A esses dois processos é preciso então associar dois operadores diferenciais. Cada um

desses operadores estará relacionado a uma álgebra graduada, com sua respectiva gra-

duação. O operador BRST corresponderá a uma união desses dois operadores e de suas

álgebras.

No primeiro processo, fazer com que as soluções satisfaçam os vínculos, define-se o ope-

rador δ, chamado operador de Koszul-Tate. Ele estará relacionado ao número de anti-

campo. No segundo processo processo, definir um conjunto de soluções independentes,

define-se o operador d, chamado operador diferencial exterior longitudinal. Ele estará

relacionado ao número de fantasma-puro. Dessa forma, pode-se escrever:

s = δ + d. (6.59)

Essa definição entretanto não será suficiente. No estudo de co-homologia perturbativa,

para que todas as condições sejam satisfeitas será necessário adicionar outros termos,

para satisfazer s2 = 0.

A construção (6.59) fornece, entretanto a associação entre os dois operadores. Ao opera-

dor BRST pode-se definir um número chamado número fantasma:

fantasma(x) = fantasma-puro(x)− anticampo(x). (6.60)

E, assim:

fantasma-puro(d) = 1; anticampo(d) = 0; fantasma(d) = 1 (6.61)

fantasma-puro(δ) = 0; anticampo(δ) = −1; fantasma(δ) = 1 (6.62)

No caso mais geral apenas os termos δ e d não serão suficientes. Como será visto mais

adiante, caso haja funções de estrutura de ordem mais alta para os vínculos ou trans-
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formações de gauge, é necessário adicionar outros termos ao operador BRST. Neste con-

texto, é importante notar que o s deve ainda ser nilpotente, isto é, s2 = 0. Assim é possível

construir um operador da forma:

s = δ + d + s(1) + s(2) + · · · (6.63)

Segundo a teoria de perturbação homológica. Os números dos índices estão relacionados

ao número de anti-campo. É possível obter isso supondo que até ordem zero s pode ser

escrito como (6.59) e utilizando(6.40) e (6.39). Neste caso, é fácil ver que é essencial os

operadores d e δ tenham om parenteses entre eles nulo. Isso mostra como os operadores

δ e d são independentes.

Para continuar a análise do operador BRST, será definido cada um dos operadores dife-

renciais envolvidos.

6.3.1 Operador diferencial de Koszul-Tate (δ)

Esse operador diferencial está relacionado com os anti-campos. Ele constrói uma re-

solução.

Considere uma álgebra A. Uma resolução de A é uma álgebra graduada diferencial A com

o operador diferencial δ de grau −1 que:

Hk(δ) = 0, k 6= 0 (6.64)

H0(δ) = A. (6.65)

Dessa forma, a álgebra A é dada pela álgebra quociente H∗(δ) ≡ H0(δ). da álgebra dife-

rencial de grau N (A, δ).

O operador diferencial δ tem grau −1 e portanto, possui uma homologia. Como já foi

visto, a função desse operador é restringir as soluções àquelas que satisfazem os víncu-

los. Para fazer isso, analise como o operador diferencial δ pode remover soluções indese-

jadas, aquelas que não estão na superfície dos vínculos ou geram degenerescências.

Considere o campo ηα que satisfaz a seguinte relação:

δηα = 0. (6.66)

A álgebra de funções suaves no espaço de fase C∞(P) satisfaz (6.66), [17] (sessão 1.5.1).

Essa álegra de funções possui duas estruturas algébricas: a multiplicação usual, para a

qual C∞(P) é uma álgebra associativa; e os parentes de Poisson, para a qual C∞(P) é uma

álgebra de Lie. As duas operações estão relacionadas por:

[FG, H] = [F, H]G + F[G, H]. (6.67)
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Os observáveis devem ser invariantes pela soma de combinações lineares dos vínculos.

Isto é, é preciso remover a álgebra de funções N que satisfaçam:

N = Naγa ≈ 0. (6.68)

onde γa são os vínculos.

Como deseja-se que os campos ηα sejam só aquelas soluções que pertençam a C∞(P) mas

não pertençam a N é possível associá-lo a um grupo de homologia do operador δ na

forma:

H0(δ) ≡
Ker(δ)0

Im(δ)0
=

C∞(P)
N

≡ C∞(Σ). (6.69)

Em termos de homologia, isso quer dizer que a álgebra de funções N deve corresponder

a uma imagem do operador δ. Isto é, N deve poder ser escrito como:

N = δ(alguma coisa). (6.70)

Para fazer isso, define-se um campo Pα que satisfaça a seguinte relação:

(Pα, ηβ) = −δ
β
α . (6.71)

Na qual não definiu-se o que significa a operação relativa aos parenteses.

Assim, é possível definir:

δPα = −γa. (6.72)

onde o sinal é uma convenção.

Dessa forma, é possível escrever:

N = Naγa ⇔ N = −δ(NaPa). (6.73)

Assim, com a adição de um campo Pα foi possível remover a álgebra de funções N da

homologia do operador δ, tal que o conjunto de soluções de ηα seja dado apenas por

C∞(Σ) = C∞(P)/N.

Esse processo é usado de forma análoga para a simetria BRST. Uma Ação contém à priori

campos físicos, vínculos e campos fantasmas associados a esses vínculos. Chame os cam-

pos físicos e fantasmas de ηα.

Os vínculos γα podem ser tanto da ação, como vínculos dos gauges.

Define-se:

1. Número de anti-campo dos vínculos da ação é zero.

2. Número de anti-campo dos demais vínculos é igual ao nível de redutibilidade a

que ele se refere.
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3. Número de anti-campo dos campos físicos e fantasmas é zero.

Pelo procedimento acima, é possível remover então um conjunto de soluções pela adição

de campos Pα. Para que esses campos satisfaçam (6.72), eles devem ter número de anti-

campo igual à o número de anti-campo do vínculo a que ele se refere mais um. E da

mesma forma, para que ele satisfaça (6.71), ele deve ter a mesma paridade do campo ηα.

Isto é, ele deve satisfazer as seguintes propriedades:

ε(Pα) = ε(γa) + 1 paridade; (6.74)

anticampo(Pα) = anticampo(γa) + 1 número de anticampo. (6.75)

Um exemplo concreto do que significa o campo Pα pode ser dado no contexto BV.

Neste caso, a operação (6.71) corresponde ao parenteses BV. E o campo Pα é chamado de

anti-campo do campo ηα::

Pα → η∗j . (6.76)

A equação (6.66) fornece por solução todas as funções F ∈ C∞. Deseja-se então remover

as equações que satisfaçam:

G(ηα) = 0 = λj(ηα)
δS
δηα

. (6.77)

Que correspondem às soluções triviais. Para isso, assume-se que:

δη∗α = − δS
δηα

. (6.78)

Isso implica que G = δ(−λiη∗α) e portanto, ao se calcular a homologia:

H0 =
(Kerδ

Imδ

)
=

C∞

N . (6.79)

onde, N é tal que:

G(φi) ∈ N ⇔ G(ηα) = λj(φi)
δS
δηα

. (6.80)

Dessa forma, as soluções corresponderão somente às equações de movimento que forem

independentes pela adição de soluções triviais. E a partir dessa propriedade é possível

ver que o operador δ será de fato uma resolução, isto é, Hk(δ) = 0 para k 6= 0. Neste

exemplo, a ação só contém os campos físicos e o anti-campo dos campos físicos.

Considere então o caso em que há transformações de gauge da forma:

Rα
i

δS
δηα

= 0 (6.81)

Neste caso, tem-se que a função dada por Rα
i η∗α seria uma solução de δF = 0. Essas

soluções pertencem a H1 e neste caso o operador δ deixa de ser uma resolução. Para que
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ele volte a ser uma resolução, adiciona-se um par de campos: φi e φ∗j e define-se:

δφ∗i = Rα
i η∗α . (6.82)

Dessa forma, Ri
αη∗i pode ser escrita como δ(alguma coisa). Assim, essa solução é excluída

da homologia do operador δ, que volta a ser uma resolução. Os campos físicos se tornam

independentes por transformações de gauge.

Os campos φi e φ∗j correspondem a um campo fantasma e seu anti-campo. Logo, pelo

formalismo introduzido aqui vê-se a necessidade de adicionar fantasmas e anti-campos

de fantasmas para poder remover as soluções indesejadas dos campos físicos.

6.3.2 Operador diferencial exterior longitudinal (d)

Uma vez que as soluções obedecem aos vínculos, deve ser possível considerar aque-

las que estão diretamente relacionadas através das transformações de gauge. O conjunto

de soluções que estão relacionadas por uma transformação de gauge infinitesimal é cha-

mada órbita de gauge. Isto é, considere uma dada solução. Faça uma transformação de

gauge infinitesimal e obterá outra solução. Faça novamente essa transformação e obterá

outra solução. A linha dessas soluções são as órbitas de gauge. Fazendo esse processo

com um conjunto de soluções independentes, será possível descrever um fibrado para

essa superfície dos vínculos.

A essas órbitas de gauge é possível relacionar um operador diferencial d.

dF(X) = LX F. (6.83)

onde LX pode ser entendido como a derivada ao longo da trajetória do vetor longitudinal

X. Tem-se que dF é nulo se, e somente se, F é invariante ao longo da órbita.

Para compreender a que corresponde o vetor X é preciso fazer uma análise um pouco

mais aprofundada da superfície formada pelos vínculos. Define-se uma métrica σλµ para

uma superfície dada pelo comutador de suas coordenadas xµ.

σλµ = [xλ, xµ]. (6.84)

Para que dessa forma o comutador entre duas variáveis seja escrito como:

[F, G] =
∂F
∂xλ

σλµ ∂G
∂xµ

. (6.85)

Tal que, assumindo-se que o comutador corresponde ao parenteses de Poisson, tem-se

que xmu = (qi, pi). Isto é, a superfície é o espaço de fase. Como o sistema obedece aos
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vínculos γa, é possível definir vetores Xλ
a por:

Xλ
a = σλµ∂µγa. (6.86)

Tal que, por construção:

∂Xa F ≡ Xλ
a ∂λF = [F, γa]. (6.87)

É fácil então ver que:

[Xa, Xb]
λ = Xµ

b Xλ
a,µ − Xµ

a Xλ
b,µ

= σλµ∂µ([γa, γb])

= σλµ∂µ(Cc
abγc)

= Cc
abXλ

c + γcσλµ∂µCc
ab

≈ Cc
abXλ

c . (6.88)

Assim, o operador diferencial d está diretamente relacionado com as transformações de

gauge, uma vez que analisa como a função evolui ao longo das órbitas de gauge. É pos-

sível escrever a derivada como:

dF(Xα) = LXα F = [F, γα] (6.89)

E, se F for uma função dos campos φi, uma vez que as transformações de gauge obede-

cem:

δεφ
i = εα[φi, γα] = εαRi

α. (6.90)

Tem-se que

dF(Xα) =
δF
δφi Ri

α. (6.91)

E nota-se manifestamente como o operador d está relacionado com as transformações de

gauge.

Como o operador diferencial d é nilpotente, d2 = 0, é possível descrever uma co-homologia

para esse operador derivativo. Obtém-se então todas as funções F, com dF = 0, na qual

F não possa ser escrita como F = dG para uma função G qualquer.

É possível criar uma representação desse operador para o caso de uma teoria de Gauge.

No caso irredutível, define-se uma base ωα de 1-formas tal que:

ωα(Xβ) = δα
β. (6.92)

Assim, é possível ver todas as formas na superfície como polinômios de ωα:

G =
1
p!

Gα1···αp ωα1 · · ·ωαp . (6.93)
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O operador d, como dito anteriormente, está relacionado ao número de fantasma puro.

Esse número corresponde ao grau do polinômio de ωα. Pode-se dizer que ωα correspon-

dem, então, aos fantasmas-puros.

Pela equação (6.91) e a definição (6.83), é possível notar que, nesta base:

dF = dF(Xα)ω
α. (6.94)

A estrutura das órbitas de gauge, permitem afirmar que o comutador entre dois vetores

longitudinais é dado por:

[Xα, Xβ] = Cρ
αβXρ. (6.95)

onde Cαβ é a função de estrutura dos vínculos. E, portanto,

dωα =
1
2

Cα
βρωβωρ. (6.96)

Para obedecer às regras de paridade e de número fantasma, tem-se então que os campos

ωα possuem as seguintes propriedades:

ε(ωα) = ε(Ga) + 1 (paridade); (6.97)

fantasma-puro(ωα) = fantasma-puro(Ga) + 1 (n. de fantasma-puro). (6.98)

O operador d aumenta em uma unidade o número de fantasma-puro.

É possível relacionar os campos ωα, com os campos ηα conjugados pela operação de

parenteses com o campo Pα definidos em (6.71). É possível fazer uma construção tal que

ωα = ηα. Isso é possível uma vez que os operadores d e δ comutam.

Sendo, assim, é possível discutir como poderia ser o cálculo de dPα. Para isso, analise os

números correspondentes a cada operador e campo:

anticampo(d) = 0 fantasma-puro(d) = 1 fantasma(d) = 1;

anticampo(δ) = −1 fantasma-puro(δ) = 0 fantasma(δ) = 1;

anticampo(ηα) = 0 fantasma-puro(ηα) = n fantasma(ηα) = n;

anticampo(Pα) = n fantasma-puro(Pα) = 0 fantasma(Pα) = −n. (6.99)

Para campos físicos, n = 0. Os campos fantasmas tem n igual ao nível do fantasma. Logo,

é fácil ver que dP ∼ Pη para que os números em ambos os membros sejam equivalentes.

E a melhor forma de construir essa relação é definindo:

dPα = Cρ
αβηβPρ. (6.100)

onde Cρ
αβ é uma função de estrutura dos vínculos aplicado aos campos fantasmas, que

pode corresponde à função de estrutura do gauge.
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6.3.3 O operador BRST

Como foi visto, o operador BRST Q pode ser construído a partir de um operador

diferencial nilpotente de ordem dois, s2 = 0. Estudando a atuação do operador s nos

campos como:

sψ = (ψ, Q). (6.101)

A propriedade de nilpotência corresponde a:

(Q, Q) = 0. (6.102)

onde os parenteses podem ser interpretados tanto como o parenteses de Poisson, no caso

BRST, como parenteses BV, no caso BV.

A transformação BRST é dada justamente por:

δBRSTφi = sφi = (φi, Ω). (6.103)

Logo, para obter o operador Q, basta estudar como é possível representá-lo dada a defi-

nição da atuação de s nos campos e a definição dos parenteses.

Primeiramente define-se qual é a operação associada aos parenteses. Depois, sabendo que

o operador s deve ter por co-homologia os campos físicos, encontra-se os campos fantas-

mas que permitam eliminar os campos não-físicos da co-homologia. Para isso, utiliza-se

da definição dos operadores δ e d.

Será visto como obter o operador Q a partir de duas definições para a operação de paren-

teses.

6.3.4 BRST a partir dos parenteses de Poisson

Neste caso, a operação de conjugação dos campos é dada pelo parenteses de Poisson.

Isto é:

[ f , g] =
∂ f
∂φi

∂g
∂πi −

∂ f
∂πi

∂g
∂φi . (6.104)

Assim, os campos conjugados aos fantasmas correspondem aos momentos conjugados.

Para descobrir a representação Q, é preciso saber como o operador atua nos campos.

Considere o campo fantasma ca, com os seguinte números características:

anticampo(ca) = 0 fantasma-puro(ca) = 1 fantasma(ca) = 1. (6.105)

Não havendo campos com número de anti-campo menor, tem-se que:

δca = 0. (6.106)
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Como era de se esperar pelas sessões anteriores.

A esse campo associa-se seu momento conjugado ba que obedece:

[ba, cb] = −δb
a . (6.107)

Para que a identidade seja válida, ba deve satisfazer:

anticampo(ba) = 1 fantasma-puro(ba) = 0 fantasma(ba) = −1 (6.108)

Como visto anteriormente, para que o operador BRST fixe os vínculos, é preciso que ba

satisfaça:

δba = −γa. (6.109)

Logo, em ordem mais baixa de número de anti-campo, tem-se que:

δBRSTba = [ba, Q] = δba + (ordem mais alta) = γa + (ordem mais alta). (6.110)

Em ordem mais baixa, pode-se assumir que:

Ω(0) = caγa (6.111)

É interessante notar que de fato, para um campo outro da ação, esse termo produzirá a

seguinte transformação:

δBRSTφi = [φi, caγa] = ca[φi, γa]. (6.112)

Que corresponde justamente à uma rotação rígida envolvendo o campo fantasma ηa e a

transformação de gauge δgaugeφ
i = εa[γa, φi], como era esperado. Essa transformação é

justamente o que havia sido descrito para a operação dφi. Onde δφi = 0 naturalmente

por não possuir nenhum número de anti-campo ou fantasma-puro.

Para estudar os termos de ordem mais alta é preciso expandir o operador Ω em termos

do número de anti-campo:

Q = ∑
p≥0

Q(p). (6.113)

onde,

anticampo(Q(p)) = p, e Q(0) = ηaγa. (6.114)

A partir disso, é possível calcular (6.102). Considerando a equação para cada número de

anti-campo, tem-se (ver [17], capítulo 9):

δQ(p+1) + D(p) = 0. (6.115)

onde,

D(p) =
1
2

[ p

∑
k=0

[Q(k), Q(p−k)]φ,π +
p−1

∑
k=0

[Q(k+1), Q(p−k)]η,P
]
. (6.116)
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Considere então, que cada termo Q(p) possa ser escrito como:

Q(p) = U(p)a1···apPa1 · · · Pap . (6.117)

A solução de (6.116) com a condição (6.117) é:

D(n)α1···αn
C =

1
2

n

∑
p=0

[U(p)α1···αp , U(n−pαp+1 · · · αn](−1)n−p

−
n−1

∑
p=0

(p + 1)U(p+1)α1···αpβ ∂U(n−p)αp+1···αn

∂ηβ
(−1)n−p. (6.118)

Que é exatamente a mesma equação para as funções de estrutura dos vínculos (2.102).

Logo, os termos do operador BRST nesta representação corresponde justamente às fun-

ções de estrutura dos vínculos.

Como é fácil ver, o termo Q(1) é dado por:

Q(1) = −1
2

cbccCa
cbba. (6.119)

onde Ca
cb é a função de estrutura de primeira ordem. Como era esperado, uma vez que já

havia sido calculado, (6.100), dbα = Cρ
αβcβbρ que corresponde ao termo [bα, Q0].

Uma vez conhecido a representação do operador BRST é preciso encontrar a ação que

possui a simetria gerada por esse operador.

A invariância pela simetria BRST implica em:

δBRSTS = sS = [S, Q] = 0. (6.120)

E a Ação deve ter número fantasma nulo:

fantasma(S) = 0. (6.121)

Como já foi dito anteriormente, a Ação escrita no formalismo Hamiltoniano é dada por:

S =
∫ t2

t1

dt(φ̇iπi − H + λaγa). (6.122)

onde se incluiu os vínculos γa. Como já foi visto, para impor a condição γa = 0 é preciso

adicionar um campo fantasma ca e, neste formalismo, seu momento conjugado ba.

É preciso notar, entretanto, a presença de mais uma variável que pode ser dinâmica, λa,

bosônica. A essa variável pode-se adicionar um momento conjugado πλa que obviamente

está relacionada a um vínculo, πλa ≈ 0. Por essa razão, será necessário adicionar mais um

termo ao operador BRST para fixar esse vínculo. Essa parte do operador BRST é chamada

de parte não-mínima.

Para entender como é esse termo não mínimo é preciso estudar o caso em que há duas
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variáveis dinâmicas α e β. Considere que:

sα = β; sβ = 0. (6.123)

A essas duas variáveis dinâmicas é possível definir momentos conjugados πα e πβ que

satisfaçam:

sπβ = πα; sπα = 0. (6.124)

E a solução mais simples para resolver essa condição é considerar um termo de BRST

dado por:

παβ (6.125)

Logo, o operador BRST completo será dado pelos termos já conhecidos, parte mínima,

mais os termos para fixação dos multiplicadores de Lagrange, parte não-mínima.

Como se vê por essa construção, o campo α deve ter uma unidade de número fantasma a

menos que o campo beta β. E para os momentos conjugados a relação é inversa. O campo

α nesse formalismo é chamado de anti-fantasma

Como se vê nessa construção, o momento conjugado πβ serve para produzir estados

exatos de πα e assim eliminar aqueles que são trivialmente nulos. Logo, associando o

campo πα ao momento πλa ≈ 0, a construção mostra que para fixar esse vínculo é preciso

incluir mais um par de campos Ba e Ca, com [Ba, Cb] = −δb
a justamente para fixar a co-

homologia de ba.

Assim, o operador BRST precisa ter mais um termo, não mínimo, para conseguir fixar

completamente a co-homologia do sistema e encontrar somente os estados físicos.

Q = Qmin + Qnmin; (6.126)

Qmin = ηaγa −
1
2

ηbηcCa
cbPa + · · · ; (6.127)

Qnmin = i ∑ πλa Ca. (6.128)

onde o "i"é devido ao fato de se assumir o multiplicador de Lagrange imaginário para

que o vínculo fermiônico λaγa seja real.

Uma vez encontrada a ação definida pelos vínculos e expandida para incluir fantasmas é

preciso estudar como fixar o gauge. A fixação do gauge deve ser feita através da adição

de um termo que também seja invariante de gauge e seja capaz de fixar o gauge através

das equações de movimento.

O termo invariante por transformação BRST mais simples é dado por:

[F, Q]. (6.129)
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Ele é trivialmente invariante de gauge pela condição de nilpotência, s2 = 0⇔ [Q, Q] = 0,

do operador BRST. A variação desse termo é:

s[F, Q] = ε[[F, Q], Q]

= ε
1
2
[[Q, Q], F]) = 0 (6.130)

onde se usou a identidade de Jacobi.

Tem-se que para satisfazer todas as condições, a ação ser bosônica, K deve ser um fér-

mion. Esse termo é chamado férmion de fixação de gauge.

Não existe forma exata para o férmion de fixação de Gauge, todavia é possível defini-lo

para que seja análogo ao método de Fadeev-Popov. Nesta construção define-se K como:

K = iBaGa −Paλa. (6.131)

6.3.4.1 Redução do operador BRST mais geral ao caso mais simples

Para o caso mais simples, é possível fazer as seguintes considerações:

Ω = ηaγa −
1
2

ηaηbCc
abPc − iCaπλa ; (6.132)

K = iBaGa −Paλa; (6.133)

S =
∫

dt(πmuφ̇µ + Paη̇a + πλa λ̇a + BaĊa − H0 − λaγa − [K, Ω]). (6.134)

Primeiramente é válido calcular o termo [K, Ω]:

[K, Ω] = iBb[Gb, ηaγa]− πλa Ga + λaγa − λaηbCc
abPc + iCaPa. (6.135)

Assim, as equações de movimento para Pa e Ca são, respectivamente:

η̇a + λcηbCa
cb + iCa = 0; (6.136)

Ḃa − iPa = 0. (6.137)

Substituindo (6.136) em (6.134):

S =
∫

dt(πµφ̇µ + Paη̇a − λaγa + πλa(λ̇a − iGa)− iBaδη(λ̇
a + iGa). (6.138)

onde δη F = [F, ηaγa].

É fácil ver que se for possível remover a dependência em λa a ação toma o formato:

S = S0 +
∫

dt(−iπλa Ga + BaηbδbGa). (6.139)

onde S0 é a ação com vínculos. Essa ação é equivalente à derivada pelo método de

Fadeev-Popov.
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É possível remover a dependência em λa, se esse campo puder ser reintroduzidos nos

campos já existentes através de uma redefinição. Um exemplo é o da partícula relati-

vística, assim como outras teorias covariantes, no qual um dos vínculos é obviamente

o Hamiltoniano que já está presente na ação. Assim, o campo λa é facilmente removido

ao se redefinir o campo auxiliar. Neste caso, uma vez eliminada a dependência em λa, é

possível substituir o campo πλa por πλa = [Ba, Q]. Além disso, uma vez que os víncu-

los são incluídos na própria ação a partir da redefinição dos campos, a ação S0 se torna

aquela na qual não estão necessariamente presentes a soma de uma combinação linear

dos vínculos.

É interessante observar que, para esse operador BRST as transformações dos campos se-

rão dadas por:

δBRSTφi = ε[φi, Ω]

= εηa[φi, γa]

= εηδgaugeφi. (6.140)

δBRSTπλa = ε[πλa , Ω]

= 0. (6.141)

δBRSTBa = ε[Ba, Ω]

= εiπλa . (6.142)

δBRSTηa = ε[ηa, Ω]

= ε
1
2

ηbηcCa
bc. (6.143)

Dado as transformações de gauge do sistema, é possível fazer outras considerações ao se

encontrar as equações de movimento para cada campo. Há casos, por exemplo, em que

descobre-se que o momento conjugado Pa = Ba, como será o caso das aplicações desta

dissertação. Assim:

[Bb, ηa] = −δa
b . (6.144)

6.3.5 BRST-anti-campo ou método BV

Esse método é baseado em outra definição para os parenteses. Ao invés de considerar

o parenteses de Poisson utiliza-se o parenteses BV. Esse parenteses associa campos a anti-
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campos. Nesse método, a cada campo físico e fantasma associa-se um anti-campo que

satisfaça a seguinte operação:

(F, G) =
δRF
δφA

δLG
δφ∗A
− δRF

δφ∗A

δLG
δφA . (6.145)

onde L e R correspondem a derivadas esquerda e direita que satisfazem a seguinte pro-

priedade:
δRF
δφA ≡ (−1)ε

φA (εF+1) δLF
δφA . (6.146)

onde εφA = 0 se φA é bosônico e εφA = 1 se φA é fermiônico.

Essa operação é chamada de parenteses BV. É possível demonstrar que satisfaz as seguin-

tes propriedades:

(F, G) = −(−1)(εF+1)(εG+1)(G, F) (antisimetria); (6.147)

(FG, H) = F(G, H) + (F, H)G (lei do produto); (6.148)

(−1)(εF+1)(εH+1) (F, (G, H)) + p. c. = 0 (Identidade de Jacobi). (6.149)

fantasma((F, G)) = fantasma(F) + fantasma(G) + 1. (6.150)

A última propriedade demonstra que esse parenteses pode estar relacionado à transfor-

mação BRST.

Neste formalismo será criado o mesmo número de fantasmas, entretanto não serão conju-

gados a os respectivos momentos mas a anti-campos. Considere o campo φA, que envolve

campos físicos e campos fantasmas:

fantasma-puro(φA) = n; anticampo(φA) = 0; fantasma(φA) = n. (6.151)

É conjugado ao anti-campo φ∗A:

fantasma-puro(φ∗A) = 0; anticampo(φ∗A) = n + 1; fantasma(φ∗A) = −n− 1.

(6.152)

Para campos físicos, n = 0, para campos fantasmas n = 1, 2, 3, · · · .
O operador BRST é dado pela Ação Mestra S que deve satisfazer a seguinte propriedade:

(S, S) = 0. (6.153)

Que é equivalente à propriedade de nilpotência do operador BRST.

A transformação BV é dada então por:

sF = (S, F) (6.154)
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E consequentemente:

sφA = (S, φA) = − δRS
δφ∗A

; (6.155)

sφ∗A = (S, φ∗A) = −
δRS
δφA . (6.156)

Assim, a Ação Mestra pode ser decomposta em número de anti-campo:

S = ∑
k≥0

Sk. (6.157)

E está relacionado a:

s = δ + d + ∑
i>0

si. (6.158)

E a construção da representação segue de forma exatamente análoga ao caso de BRST

canônico.

Para os campos físicos φi, não-fantasmas, δφi = 0 uma vez que não há campos com

número de anti-campo −1. E, dessa forma, δφ∗i = δS0/δφi. Já dφi deve ser igual a algo

vezes um campo fantasma, com número fantasma-puro 1, cα. Para isso, assume-se que:

dφi = Ri
αcα. (6.159)

onde Ri
α é a representação da transformação de gauge, δgaugeφ

i = Ri
αεα.

Para isso ser válido, sφi = Ri
αcα, e conforme (6.155):

sφi = (S0 + S1 + · · · , φi) = −δRS1

δφ∗i
+ · · · = Ri

αcα. (6.160)

Logo,

S1 = φ∗i Ri
αcα. (6.161)

De forma geral, a mesma equação deverá ser satisfeita:

δSp + 2Dp+1 = 0. (6.162)

Os termos de ordem mais alta serão então dados pelas funções de estrutura do gauge

multiplicados pelos campos fantasmas e anti-campos. Tal que o caso mais geral seja da

forma:

S(φ, φ∗) = S0(φ) + φ∗i Ri
αcα + c∗α

1
2

Cα
βγ(−1)εβ cγcβ + · · · . (6.163)

Como era intuitivamente esperado após toda a discussão anterior.

A ação obtida não fornece nenhuma informação física uma vez que não é possível definir

uma dinâmica para os campos fantasmas e os anti-campos correspondentes. Isso pode

ser explicado pelo fato de que de fato, o gauge ainda não foi fixado e é impossível fazer
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os cálculos. Apenas impôs-se os vínculos. Para resolver o problema é preciso então poder

escrever os anti-campos em termos dos campos fantasmas. Nesse processo é esperado

que os campos fantasmas ganhem uma dinâmica e possa se fazer cálculos com eles.

A escrita dos anti-campos em termos dos campos é geralmente feita pela definição de um

férmion fixador de gauge. Isto é, defini-se um campo fermiônico ψ que é um funcional

dos campos físicos e fantasmas tal que os anti-campos sejam escritos como:

φ∗A =
δψ

δφA . (6.164)

Através desse processo, é possível fixar o gauge.

Alguns trabalhos mais recentes, [29], propõe também considerar a seguinte condição:

φ∗A =
δL

δ(QφA)
. (6.165)

onde Q é o operador BRST e pode ser visto como uma derivada no tempo, tal que o

anti-campo esteja relacionado a um momento conjugado. Essa condição pode gerar, en-

tretanto, um vínculo de segunda classe. Tal que seja necessário redefinir a operação de

conjugação.

A integral de caminho deve ser invariante pela escolha de gauge em (6.164), isso produz

correções quânticas para a definição da ação mestra:

(S, S) = 0. (6.166)

Que é chamada de Ação Mestra Clássica. Para encontrar as correções quânticas, é preciso

analisar como a integral de caminho se altera com uma mudança de gauge.

Considere:

I =
∫
Dφe

i
h̄ W[φ,φ∗]. (6.167)

Neste caso, W é a ação quântica.

Utilizando a condição (6.164):

I =
∫
Dφe

i
h̄ W[φ, δψ

δφA ]
. (6.168)

Essa integral de caminho deve ser invariante por uma transformação δψ, logo:

δI =
∫
Dφ
(

e
i
h̄ W[φ, δψ

δφA + δδψ

δφA ] − e
i
h̄ W[φ, δψ

δφA ]
)

.

=
∫
Dφ
(∂Re

i
h̄ W[φ,φ∗]

∂φ∗A

∂Lδψ

∂φA + O
(
(δψ)2))

=
∫
Dφ
(
(−1)εA+1 ∂R

∂φA
∂R

∂φ∗A
(e

i
h̄ W) + · · ·

)
. (6.169)

onde foi feita uma integral por partes.

Logo,

∆e
i
h̄ W = 0. (6.170)
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onde,

∆ ≡ (−1)εA+1 ∂R

∂φA
∂R

∂φ∗A
. (6.171)

Esse operador satisfaz as seguintes propriedades:

∆∆ = 0; (6.172)

∆(XY) = X∆Y + (−1)εY(∆X)Y + (−1)εY(X, Y); (6.173)

∆((X, Y)) = (X, ∆Y)− (−1)εY(∆X, Y). (6.174)

A equação (6.170) fornece uma identidade que deve ser satisfeita por W. Desenvolvendo

a relação:

0 = ∆e
i
h̄ W

= ≡ (−1)εA+1 ∂R

∂φA
∂R

∂φ∗A

(
e

i
h̄ W)

= ≡ (−1)εA+1 ∂R

∂φA

(
e

i
h̄ W i

h̄
∂RW
∂φ∗A

)
= e

i
h̄ W(

i
h̄

∆W − 1
h̄2 (−1)εA+1 ∂RW

∂φA
∂RW
∂φ∗A

)

= e
i
h̄ W(

i
h̄

∆W − 1
2h̄2 (W, W)). (6.175)

E portanto,
1
2
(W, W) = ih̄∆W. (6.176)

Assim, obtêm-se a Ação Mestra Quântica. É possível obtê-la como uma expansão:

W = S +
∞

∑
p=1

h̄pWp. (6.177)

O férmion fixador de gauge é um funcional e tem o número fantasma−1 para satisfazer a

equação (6.164). Toda vida, todos os campos considerados até então possuem apenas nú-

meros fantasmas positivos. Vale lembrar que a definição de número fantasma é o número

de fantasma puro menos o número de anti-campo. Por isso, para se definir o férmion fi-

xador de gauge é preciso introduzir novos campos, assim como é feito pelo formalismo

BRST com o parenteses de Poisson, chamados anti-fantasmas uma vez que possuem nú-

mero fantasma negativo.

Para o caso de uma teoria irredutível, adiciona-se dois campos:

C0α0 , B0α0 . (6.178)

Que possui as seguintes propriedades:

ε(C0α0) = εα0 + 1, fantasma(C0α0) = −1;

ε(B0α0) = εα0 , fantasma(B0α0) = 0. (6.179)
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onde o índice α0 está relacionado ao índice do campo fantasma correspondente. O campo

C0α0 corresponde ao campo anti-fantasma de Fadeev-Popov do fantasma cα0
0 .

No caso de campos com um grau maior de redutibilidade é preciso criar mais campos

para fixar todos os graus de liberdade do gauge. A quantidade de campos necessários

para se fixar os vínculos e os graus de liberdade são geralmente associados a uma planilha

triangular de campos, [19] sessão 6.2.

Para se determinar a dinâmica desses anti-fantasmas é preciso adicionar à ação o setor

não-mínimo:

Snm = B0α0 C∗α0
0 + · · · (6.180)

Para compreender melhor esta sessão ver as seguintes referências [17,19]. Em [17], é feito

um pequeno resumo do que é apresentado, e em [19] faz-se uma análise mais detalhada

de todos os aspectos.

6.4 Considerações sobre os formalismos BRST e BV

Uma vez visto ambos os métodos, é possível notar que enquanto o método BRST

procura remover a ambiguidade existente no fato de poder redefinir os observáveis pela

soma da combinação linear dos vínculos:

A′ = A + λaGa. (6.181)

O método BV, propõe remover as soluções das equações de movimento que não são físi-

cas. Isto é, considerando:
δS
δφ

= 0. (6.182)

Remove-se então os campos φ que não são físicos através de considerações das transfor-

mações de gauge.

Nota-se que o formalismo BRST se encontra no espaço de fases, sendo construído a par-

tir do formalismo Hamiltoniano. Já o formalismo BV é construído a partir do formalismo

Lagrangeano.

Há casos em que apenas a estrutura de vínculos não fornece todas as informações sobre

o sistema. Um desses casos é a existência de álgebras abertas. Neste caso o formalismo

BRST não é suficiente. É necessário utilizar o formalismo BV, por lidar diretamente com

as propriedades da álgebra das transformações de gauge. Isso foi observado necessário

para fazer o estudo da quantização dos campos de gravidade, super-gravidade e de cor-

das.

Outro fato importante é a questão de observar anomalias quânticas no formalismo BV.

Essas anomalias revelam a dependência das teorias com as fixações do gauge. Essa de-
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pendência pode dar origem a correções quânticas e a inclusão de novas interações na

Ação Mestra. Isso foi importante no desenvolvimento da Teoria de Campos de Cordas.
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7 Aplicações do Formalismo BV

No capítulo 4, utilizou-se o formalismo BRST para quantizar a partícula e a corda

relativística. São sistemas simples e não requisitam um formalismo BRST mais geral. To-

davia, por questão de completeza e a fim de observar como funciona o formalismo BV,

será feita a quantização da partícula e da corda relativísticas e do campo de cordas aber-

tas por esse método.

7.1 A Partícula Relativística

No capítulo 3, já foi estudada toda a estrutura de gauge da partícula relativística.

A Ação é dada por:

S(xµ, e) =
∫

dτ
1
2

( ẋµ ẋµ

e
−m2e

)
. (7.1)

A simetria dessa ação corresponde àquela que deixa e(τ)dτ invariante.

Existem duas formas de parametrizar essa transformação de gauge. A primeira, (4.18),

pode ser escrita como:

δxµ = ε2 ẋµ

e
; (7.2)

δe = ε̇2. (7.3)

Neste caso a álgebra das transformações de gauge corresponde a:

Rµτ
σ =

ẋµ(τ)

e
δ(τ − σ), (7.4)

Reτ
σ =

d
dτ

δ(τ − σ) (7.5)

E,

[δ1, δ2] = 0. (7.6)

Há a necessidade de apenas um campo fantasma, c, para impor a condição de simetria.

Os campos são:

xµ, e, c. (7.7)
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E devem ser criados os seguintes anti-campos:

x∗µ, e∗, c∗. (7.8)

Caracterizados pelas seguintes paridades e números fantasmas:

ε(xµ) = ε(e) = ε(c∗) = 0,

ε(x∗µ) = ε(e∗) = ε(c) = 1,

f (xµ) = f (e) = 0, f (c) = 1,

f (x∗µ) = f (e∗) = −1, f (c∗) = −2. (7.9)

A fórmula dada no capítulo 6 para a Ação Mestra Clássica BV, (6.163), fornece a seguinte

ação para o caso da partícula relativística:

S = S0 +
∫

dτ
(

x∗µ
ẋµ

e
c + e∗ ċ

)
. (7.10)

Lembrando que as transformações BV, (6.154), são geradas por:

δφ = (φ, S). (7.11)

onde o parenteses é o parenteses BV. As transformações para a partícula relativística são:

δBV xµ =
ẋµc

e
, δBVe = ċ, δBVc = 0;

δBV x∗µ =
d

dτ

( ẋµ + x∗µc
e

)
,

δBVe =
1
2

( ẋ2

e2 + m2
)
−

x∗µ ẋµc
e2 ,

δBVc∗ =
x∗µ ẋµ

e
− ė∗. (7.12)

Neste caso pode-se considerar que o férmion fixador de gauge seja:

ψ =
∫

dτC(e− 1). (7.13)

onde C é o anti-fantasma.

É necessário adicionar os dois campos C e B e a ação não mínima:

Snm =
∫

dτBC∗. (7.14)

Utilizando a relação:

φ∗A =
δψ

δφA . (7.15)

Encontra-se que:

C∗ = e− 1, e∗ = C, x∗µ = 0, B∗ = 0. (7.16)
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A Ação com o gauge fixado é portanto:

Sψ =
∫

dτ
[1

2

( ẋ2

e
− em2

)
+ Cċ + B(e− 1)

]
. (7.17)

A equação de movimento para B corresponde a e = 1. Logo, a ação se torna:

Sψ =
∫

dτ
[1

2
(ẋ2 −m2) + Cċ

]
. (7.18)

Tal que as transformações BV se reduzam a:

δBV xµ = ẋµc, δBVc = 0, δBVC =
1
2
(ẋ2 + m2). (7.19)

Neste caso, calculando as equações de movimento, é possível observar que:

b =
δL
δċ

= C. (7.20)

Logo,

Sψ =
∫

dτ
[1

2
(ẋ2 −m2) + bċ

]
. (7.21)

E corresponde exatamente à ação de Fadeev-Popov e a quantização é análoga ao caso

BRST. A transformação BV e BRST são equivalentes. O procedimento de quantização

segue análogo ao caso BRST. Uma vez dadas as transformações, calcula-se a carga con-

servada e encontra-se a co-homologia dessa carga aplicada aos estados.

7.2 A Corda Relativística

O procedimento é análogo ao da partícula relativística.

A Ação é dada por:

S(Xµ, γab) = −
T
2

∫
M

dτdσ(−γ)1/2γab∂aXµ∂bXµ. (7.22)

Essa Ação é simétrica pela seguintes transformações de gauge:

δXµ = εm∂mXµ, (7.23)

δγab = εm∂mγab + ∂aεmγmb + ∂bεmγam. (7.24)

Que tem por geradores:

Rµσa

mσ′a = ∂mXµδ2(σa − σ′a), (7.25)

R σa

abmσ′a = ∂mγabδ2(σa − σ′a) + γmb∂aδ2(σa − σ′a) + γam∂bδ2(σa − σ′a). (7.26)
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Que corresponde a difeomorfismos. A função de estrutura é:

Co σa

mnσ′aσ“a = ∂nδ2(σa − σ′a)δ2(σa − σ′′a)δo
m − ∂mδ2(σa − σ“a)δ2(σa − σ′a)δo

n. (7.27)

É também invariante por transformações de Weyl:

δXµ = 0, (7.28)

δγab = εγab. (7.29)

Cujo gerador é:

R σa

abσ′a = γabδ2(σa − σ′a). (7.30)

Que não possui função de estrutura. Há apenas a função de estrutura que envolve um

diffeomorfismo e uma transformação de Weyl.

Cσ
mσ′σ′′ = ∂mδ2(σa − σ′′a)δ2(σa − σ′a). (7.31)

Que correspondem respectivamente à composição de duas rotações, duas translações,

uma rotação e uma translação.

Os campos que devem ser considerados são:

Xµ, γab, cm, c. (7.32)

A cada um deles se associa os respectivos anti-campos:

X∗µ, γ∗ab, c∗m, c∗. (7.33)

Tal que a Ação Mestra Clássica,(6.163) seja:

S = S0

∫
d2σ
(

X∗µcm∂mXµ +γ∗ab(cm∂mγab +γmb∂acm +γam∂bcm + cγab)+ c∗mcm∂ncn + c∗cm∂mc
)

.

(7.34)

As transformações BV, (6.154), geradas por essa Ação é:

δBV Xµ = cm∂mXµ,

δBVγab = (cm∂mγab + γmb∂acm + γam∂bcm + cγab),

δBVcm = cm∂ncn,

δBVc = cm∂mc,

δBV X∗µ =
δS0

δXµ
+ ∂m(X∗µcm),

δBVγ∗ab =
δS0

δγab
+ γ∗abcm∂m + γ∗cb∂cca + γ∗ac∂ccb + γ∗abc,

δBVc∗m = X∗µ∂mXµ + γ∗ab∂mγab + ∂a(γ
∗abγmb) + ∂b(γ

∗abγam)− c∗m∂ncn − ∂m(c∗ncn) + c∗∂mc,

δBVc∗ = γ∗abγab + ∂m(c∗cm). (7.35)
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Neste caso pode-se considerar que o férmion fixador de gauge seja:

ψ =
∫

d2σ(Cab(γab − gab) + C(γ1/2 − 1). (7.36)

onde Cab e C são anti-fantasmas. A métrica gab é a métrica conforme.

É necessário adicionar os dois campos Cab e Bab e a Ação não mínima (6.180):

Snm =
∫

d2σ(BabC∗ab + BC∗). (7.37)

Tal que os anti-campos sejam, utilizando (6.164):

X∗µ = 0, γ∗ab = Cab, c∗m = 0, c∗ = 0, C∗ab = γab − gab,

B∗ab = 0, C∗ = γ1/2 − 1, B∗ = 0. (7.38)

A Ação BV é portanto:

S = S0 +
∫

d2σ
(

Cab(cm∂mγab +γmb∂acm +γam∂bcm + cγab)+ Bab(γab− gab)+ B(γ1/2− 1)
)

.

(7.39)

Vale mostrar como essa ação é exatamente igual à ação obtida pelo método de Faddeev-

Popov no capítulo 4.

Ao se resolver a equação para Bab, fixa-se o gauge à métrica conforme. A equação para B

apenas implica que a métrica tem determinante igual a 1.A equação de movimento para

c, mostra que Cab tem traço nulo.

Fazendo as transformações para coordenadas complexas, obtêm-se justamente:

S =
∫

d2z∂Xµ∂Xµ − Czz∂cz + Czz∂cz. (7.40)

As transformações BV são, da mesma forma, equivalentes à BRST uma vez fazendo a

integração de todos os anti-campos. Para quantizar, calcula-se a carga conservada pelas

transformações e encontra-se a co-homologia da carga conservada.

É possível concluir então, que para a partícula relativística e para a corda relativística,

que possuem uma álgebra fechada e irredutível, o formalismo BV é equivalente ao for-

malismo BRST.

7.3 O Campo de Cordas Abertas

Para analisar um caso mais geral onde o formalismo BV é necessário, será estudado

o caso do campo de cordas abertas.

Considere o vácuo da teoria de cordas como: |Ω〉 = c1|0〉, onde |0〉 está definido no

Apêndice A e corresponde ao cálculo de caminhos fechados no plano complexo entorno
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do ponto z = 0 sem a inserção de nenhum polo, tal que c1|0〉 = c1(0). O vácuo satisfaz:

α
µ
n |Ω〉 = 0, n > 0;

bn|Ω〉 = 0, n ≥ 0;

cn|Ω〉 = 0, n > 0;

pµ|Ω〉 ∝ α
µ
0 |Ω〉 = 0. (7.41)

Assim, um estado da corda pode ser escrito como:

α
µ
−n1
· · · αµ

−ni
b−m1 · · · b−mj c−l1 · · · c−lk |Ω〉. (7.42)

onde n > 0, m > 0, l ≥ 0 e i, j, k são inteiros positivos. É possível, então, descrever um

campo de cordas como um conjunto de estados:

|Φ〉 =
(
φ + Aµα

µ
−1 + Bµνα

µ
−1αν

−1 + · · ·
)
c1|0〉 (7.43)

Sabe-se que os estados físicos são dados por aqueles que estão presentes na co-homologia

do operador BRST. Logo, é possível definir uma ação para o campo de cordas como:

S0 = 〈Φ|Q|Φ〉. (7.44)

onde Q é a carga BRST da teoria de cordas bosônicas, dada por:

Q =
∞

∑
m=−∞

(cnL−n) +
∞

∑
m,n=−∞

m− n
2

(cmcnb−m−n)− c0. (7.45)

A equação de movimento corresponde a:

Q|Φ〉 = 0. (7.46)

Como era esperado. E as transformações de gauge são:

δ|Φ〉 = Q|χ〉. (7.47)

onde |χ〉 é um campo qualquer. Essa transformação de gauge é trivial, uma vez que o

operador Q é nilpotente.

A partir dessas considerações já é possível compreender algumas propriedades dos cam-

pos de corda. Eles possuem número fantasma igual a 1 e são uma composição de modos

de vibração da corda.

Para obter uma ação para o campo de cordas é preciso definir um conjunto de operações:∫
, ∗, Q. Para efeitos de cálculo basta que essas operações satisfaçam os seguintes axiomas:

1. O operador Q é nilpotente: QQ = 0
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2. Associa-se a integração ao processo inverso do operador Q e a partir disso, diz-se

que não há termos de superfície, isto é:
∫

QA = 0.

3. Q(A ∗ B) = QA ∗ B + (−1)g(A)A ∗QB. Onde f (A) é o número fantasma do campo

A. Para a teoria de campos de cordas, campos com número fantasma par cor-

respondem são férmions, e campos com número fantasma ímpar são bósons. E

f (QA) = f (A) + 1.

4. A associatividade do produto ∗: (A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C).

5.
∫

A ∗ B = (−1) f (A) f (B)
∫

B ∗ A.

E é possível construir uma analogia entre a álgebra do campo de cordas abertas e o espaço

de formas diferenciais. O campo de cordas corresponde a uma k-forma. O produto entre

cordas corresponde ao produto exterior. O operador Q corresponde à derivada exterior.

E a integral corresponde a um processo de integração de formas em uma variedade k-

dimensional.

Pelo axioma (3) define-se números fantasmas para os campos:

f (Φ) = 1, f (Q) = 1, f (∗) = 0. (7.48)

A partir desse axiomas é possível identificar a Ação (7.44) com:

S0 = 〈Φ|Q|Φ〉 =
∫

Φ ∗QΦ. (7.49)

E, define-se uma Ação para a Teoria de Campos de Cordas Abertas como:

S =
1
2

∫
Φ ∗QΦ +

1
3

∫
Φ ∗Φ ∗Φ. (7.50)

A Ação para o Campo de Cordas é bosônica e possui número fantasma igual a 3.

A equação de movimento para Φ é:

δS
δΦ

= F ≡ QΦ + Φ ∗Φ = 0. (7.51)

A Ação (7.50) é invariante pela seguinte transformação:

δΦ = QΛ0 + Φ ∗Λ0 −Λ0 ∗Φ. (7.52)

onde Λ0 é um campo qualquer com número fantasma 0.

É possível observar que essa transformação de gauge é infinitamente redutível na camada

de massa. Isto é, é possível encontrar transformações para campos Λn, com n ≤ 0, que
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deixam deixam a ação invariante. As transformações são da forma:

δΛ0 = QΛ−1 + Φ ∗Λ−1 −Λ−1 ∗Φ,

δΛ−1 = QΛ−2 + Φ ∗Λ−2 −Λ−2 ∗Φ,

· · ·

δΛ−n = QΛ−n−1 + Φ ∗Λ−n−1 −Λ−n−1 ∗Φ,

· · · (7.53)

Para observar essa redutibilidade basta considerar:

Λ−n+1 = QΛ−n + Φ ∗Λ−n −Λ−n ∗Φ. (7.54)

E efetuar uma transformação δΛ−n = QΛ−n−1 + Φ ∗Λ−n−1 −Λ−n−1 ∗Φ:

δΛ−n = QΛ−n−1 + Φ ∗Λ−n−1 −Λ−n−1 ∗Φ

= Q(Φ ∗Λ−n −Λ−n ∗Φ) + Φ ∗ (QΛ−n + Φ ∗Λ−n +

−Λ−n ∗Φ)− (QΛ−n + Φ ∗Λ−n −Λ−n ∗Φ) ∗Φ

= (QΦ + Φ ∗Φ) ∗Λ−n−1 −Λ−n−1 ∗ (QΦ + Φ ∗Φ)

= 0 (7.55)

onde utilizou-se a equação de movimento (7.51) e os axiomas.

A álgebra de transformações é fechada. É possível observar que a transformação por Λ(1)
0

e Λ(2)
0 corresponde a uma transformação por Λ(3)

0 = Λ(1)
0 ∗Λ(2)

0 −Λ(2)
0 ∗Λ(1)

0 . A função de

estrutura Cγ
αβ é dada pelo elemento da matriz do operador ∗ entre três estados de cordas,

chamado de vértice de três pontos.

Outra forma de estudar a redutibilidade é analisando os geradores de transformação de

gauge.

Rs = D(−s). (7.56)

onde, define-se D(q) como:

D(q)Ωq = QΩq + Φ ∗Ωq − (−1)qΩq ∗Φ. (7.57)

Assim, a redutibilidade é entendida por:

δS
δΦ

Vs = Rs−1Rs

= D(−s+1)D(−s)η
(s)

= F ∗ η(s) − η(s) ∗ F. (7.58)

Como era esperado no caso de gauges redutíveis na camada de massa.

Para fixar as transformações de gauge é necessário então adicionar fantasmas, fantasmas
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de fantasmas e assim em diante: Cs, s = 0, · · · , ∞.

Os campos são, portanto:

Φ, C0, C1, · · · . (7.59)

Há dois números fantasmas a serem considerados para classificar os campos. Há o nú-

mero fantasma de cordas, que representa as oscilações dos campos fantasmas, ele será

representado pela letra f . E o número fantasma pelo formalismo BV, que será represen-

tado por F . Os campos Φ tem número fantasma f igual a 1 como já foi visto, e por serem

os campos físicos, tem o número fantasma F igual a 0.

Os campos fantasmas Cs tem número fantasma F igual a s + 1. Todavia, para eles sa-

tisfazerem a transformação de gauge (7.52) e (7.54), dada a definição do operador Q e

o axioma (3), devem ter número fantasma f igual a −s. Pelo formalismo BV é preciso

adicionar um anti-campo associado a cada campo existente. Logo, é preciso adicionar os

campos:

Φ∗, C∗0 , C∗1 , · · · . (7.60)

Como já foi visto, por definição

F (Φ∗) = −1, F (C∗i ) = −(s + 2). (7.61)

Para adicionar esses campos à ação é preciso analisar um pouco mais as propriedades do

produto ∗.
Considere que o campo |Φ〉, (7.43) possa ser escrito como:

|Φ〉 = ∑
s
|s〉φs. (7.62)

onde |s〉 é uma base de estados independentes dos modos de oscilação da corda. Assim,

é possível associar os produtos:

〈s|s′〉 ↔
∫
|s〉 ∗ |s′〉. (7.63)

Tal que, ∫
|s〉 ∗ |s′〉 = 0 (7.64)

A menos que f (s)+ f (s′) = 0. Com isso, é possível definir um vetor dual |s〉 que satisfaça:∫
|s〉 ∗ |s′〉 = δss′ (7.65)

Para que a Ação Mestra do campos de cordas satisfaça a equação BV, é preciso que os anti-

campos sejam escritos em termos desses campos duais. Suponha por exemplo o termo

φ∗i Ri
αcα, no caso de campos de cordas ele é escrito por:∫

Φ∗ ∗ (QC0 + Φ ∗ C0 − C0 ∗Φ). (7.66)
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onde

Φ∗ ↔ φ∗|s〉 (7.67)

Os anticampos tem número fantasma f igual a:

f (Φ∗) = 2, f (C∗i ) = i + 3. (7.68)

Dessa forma, a Ação Mestra continua tendo número fantasma igual a 3.

A partir dessas considerações é possível definir o seguinte campo:

Ψ = · · ·+ C∗1 + C∗0 + Φ∗ + Φ + C0 + C1 + · · · (7.69)

onde o número f dos campos variam de +∞ a −∞.

É equivalente dizer que:

Ψ =
∞

∑
f=2

ψ∗f (−1)ψ∗f |s〉+
1

∑
f=−∞

ψ f |s〉

= ∑
f

Ψ f (7.70)

Tendo se considerado a equivalência:

Ψ1 = Φ;

Ψ2 = Φ∗;

Ψi = C∗i−3, i ≥ 3;

Ψi = Ci, i ≤ 0. (7.71)

A Ação Mestra, (6.163), é escrita em termos do campo Ψ:

S =
1
2

∫
Ψ ∗QΨ +

1
3

∫
Ψ ∗Ψ ∗Ψ

=
1
2

∫
Ψ2−p ∗QΨp +

1
3

∫
Ψp ∗Ψq ∗Ψ3−p−q. (7.72)

Essa Ação Mestra foi obtida independentemente e utilizando métodos diferentes por C.

Thorn e M Bochicchio, [26, 27]. É uma conta extremamente trabalhosa por lidar com in-

finitos termos. Por simplicidade, nesta dissertação assume-se que esta é a Ação Mestra e

procura-se demonstrar que ela satisfaz a condição de nilpotência:

(S, S) = 2
δS

δΘA
δS

δΘ∗A
= 0. (7.73)
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É preciso então obter δS
δΘA e δS

δΘ∗A
. Para isso utiliza-se as definições (7.70) e (7.72).

δS
δΘA =

δS
δψ f

, f ≤ 1

= (−1)ψ f

∫
|s〉 ∗ (QΨ + Ψ ∗Ψ). (7.74)

δS
δΘ∗A

=
δS

δψ f
, f ≥ 2

= (−1)ψ∗f

∫
|s〉 ∗ (QΨ + Ψ ∗Ψ). (7.75)

Assim,

(S, S) =
∫
(QΨ + Ψ ∗Ψ) ∗ (QΨ + Ψ ∗Ψ)

=
∫
(QΨ ∗QΨ + 2QΨ ∗Φ ∗Ψ + Ψ ∗Ψ ∗Ψ ∗Ψ)

= 0 (7.76)

onde foram utilizados os axiomas. O primeiro termo utiliza a integração por partes e o

axioma (1). O segundo termo pode ser escrito como:∫
Q(Ψ ∗Ψ ∗Ψ) =

∫
(QΨ ∗Ψ ∗Ψ−Ψ ∗QΨ ∗Ψ + Ψ ∗Ψ ∗QΨ)

= 3
∫
(QΨ ∗Ψ ∗Ψ) = 0. (7.77)

onde utilizou-se os axiomas (3), (5) e (2).

O terceiro termo é nulo pelo axioma (5). Logo, a ação (7.54) satisfaz a equação BV é cor-

responde à Ação Mestra do campo de cordas abertas.

Para fixar o gauge, uma vez que o gauge é infinitamente redutível, é preciso utilizar os

infinitos campos mostrados na planilha triangular de campos, [19] sessão 7.5. É preciso

introduzir os campos extras: Ck
s com k = 1, 3, 5, · · · e s ≥ k e campos Ck

s com k = 0, 2, 4, · · ·
e s ≥ k. Além dos campos Bk

s com k = 1, 3, 5, · · · e s ≥ k e campos Bk
s com k = 0, 2, 4, · · ·

e s ≥ k. Assumiu-se que Ci = C0
i .

Os números fantasmas para esses campos são:

F (Ck
s ) = F (Ck∗

s ) = s− k,

F (Ck
s ) = F (Ck∗

s ) = s− k,

F (Bk
s ) = k− s,

F (Bk
s ) = s− k + 1, (7.78)

Para que obedeçam as propriedades do parenteses BV. Ao mesmo tempo, o número fan-

tasma f desses campos é 1+ k− s, para satisfazer as propriedades das transformações de

gauge e manterem a ação com número fantasma igual a 3.
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A parte não-mínima da Ação Mestre, (6.180), é:

Snm =
∞

∑
k=0,k par

∞

∑
s=k

∫
Bk

s ∗ Ck
s +

∞

∑
k=0,k impar

∞

∑
s=k

∫
Ck∗

s ∗ Bk
s (7.79)

O gauge mais conveniente para o campo de cordas abertas é o gauge de Siegel-Feynman,

já explicado no capítulo 4 ao se falar da primeira quantização da corda aberta. Esse gauge

corresponde a:

b0Φ = 0. (7.80)

O férmion fixador de gauge para implementar esse gauge é:

Ψg f =
∞

∑
k=0,k par

∞

∑
s=k

∫
Ck

s ∗ c0b0Ck−1
s−1 +

∞

∑
k=1,k impar

∞

∑
s=k

∫
Ck

s ∗ c0b0Ck−1
s−1 . (7.81)

Neste caso, chamou-se C−1
−1 = Φ.

Usando a equação:

φ∗A =
δΨg f

δφA . (7.82)

Obtêm-se a seguinte equação para os anti-campos:

Ck∗
s = c0b0Ck−1

s−1 + b0c0Ck+1
s+1 , k = 0, 2, 4, · · ·

Ck∗
s = b0c0Ck−1

s−1 + c0b0Ck+1
s+1 , k = 1, 3, 5, · · · . (7.83)

Ao substituir (7.83) em (7.79) e encontrando as equações de movimento para Bk
s e Bk

s ,

obtêm-se que:

Ck∗
s = 0⇒ b0Ck−1

s−1 = 0, e c0Ck+1
s+1 = 0, k = 0, 2, 4, · · · ,

Ck∗
s = 0⇒ c0Ck−1

s−1 = 0, e b0Ck+1
s+1 = 0, k = 1, 3, 5, · · · . (7.84)

Para k ≥ 1, Ck
s e Ck

s são iguais a zero. Isso se deve ao fato de que qualquer campo Φ, com

b0Φ = 0 e c0Φ = 0 devem ser identicamente nulos. Isso é fácil ver uma vez que:

0 = c0(b0Φ)

= (1− b0c0)Φ

= Φ− b0(c0Φ) = 0. (7.85)

Logo Φ = 0.

Por outro lado, para Cs−1 e Cs, apenas metade dessas condições são impostas:

b0Cs−1 = 0, s ≥ 0,

c0Cs−1 = 0, s ≥ 0. (7.86)
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Logo, aplicando essas condições nas equações:

C∗s ≡ C−1
s = c0b0C0

s+1 ≡ c0b0Cs+1. (7.87)

quando s ≥ −1. Encontra-se que C∗s = Cs+1. E portanto, a Ação Mestra (7.72) com o

gauge de Siegel-Feynman fixado, é a mesma que ao se fazer:

Ψg f = · · ·+ Cs+1 + · · ·+ C1 + C0 + Φ + C0 + · · ·+ Cs + · · · . (7.88)

As condições (7.86) podem ser escritas então sucintamente como:

b0Ψg f = 0. (7.89)

Como era esperado. Isso implica que Ψg f não possuem termos proporcionais a c0, e a

cópia de fantasmas foi removida. Como a integral do campo de cordas é nula a menos

que tenha c0 presente, pela definição da normalização do produto, a ação do campo de

cordas abertas com o gauge fixada pode ser escrita como:

S =
1
2

∫
Ψg f ∗ c0L0Ψg f +

1
3

∫
Ψg f ∗Ψg f ∗Ψg f . (7.90)

Para o caso das cordas abertas, entretanto, há uma anomalia quântica. Há uma depen-

dência da Ação com a fixação do gauge. E como foi deduzido no capítulo 6, (6.176), isso

implica que deve haver correções quânticas da forma:

1
2
(W, W) = ih̄∆W. (7.91)

Neste caso, descobre-se então, que uma teoria quântica para o campo de cordas abertas

necessita da inclusão de cordas fechadas. Essa propriedade é derivada do formalismo BV,

e não poderia ser encontrada no formalismo BRST. Por esta razão, o formalismo BV é o

método mais adequado para se quantizar a teoria de campos de cordas.
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8 Conclusão

Nesta dissertação estudou-se sistemas vinculados, transformações de gauge e o for-

malismo BRST e BV. Observou-se que em sistemas vinculados existem transformações

que deixam o sistema invariante. Essas transformações estão associadas às simetrias de

gauge. Sistemas com simetrias de gauge exigem um formalismo mais complexo para

quantizá-los uma vez que há graus de liberdade internos que não são fixados pelas equa-

ções de movimento. Esses graus de liberdade devem ser fixados a fim de encontrar a

evolução do sistema. Para isso estudou-se mecanismos para impor os vínculos e fixar as

transformações de gauge. Com este procedimento, notou-se a existência de campos fan-

tasmas e uma simetria que envolve campos fantasmas e campos físicos. Essa é a simetria

BRST. O gerador associado à simetria BRST fixa todos os graus de liberdade do sistema.

A partir dele é possível encontrar todos os estados físicos do sistema e assim, quantizá-lo.

Com esse estudo foi feita a quantização da partícula relativística e da corda bosônica.

Para casos mais gerais, o operador BRST necessita de termos que não haviam sido consi-

derados anteriormente. Por exemplo, no caso de campos com gauge redutível é preciso

introduzir os chamados campos fantasmas de fantasmas. Uma forma de encontrar todos

os termos do operador BRST é analisando sua propriedade de nilpotência e o espaço es-

tendido com fantasmas. Com este mesmo método, redefinindo as operações e incluindo

anti-campos foi possível obter o formalismo BV. Esse formalismo lida não com os vín-

culos do sistema, mas com as transformações de gauge. Assim, é capaz de lidar com os

casos mais gerais possíveis, casos em que hajam estruturas que não podem ser encontra-

das apenas pelas relações dos vínculos. Um exemplo é o campo com álgebras abertas. O

formalismo BV permite também o estudo da dependência do sistema com a fixação de

gauge, podendo gerar anomalias quânticas.

A fim de estudar como o formalismo BV, ele foi aplicado a três exemplos: a partícula re-

lativística, a corda bosônica e o campo de cordas bosônicas abertas. Nos dois primeiros

casos, que são mais simples por possuírem uma álgebra de gauge fechada e irredutível,

observou-se que de fato o formalismo BV se é análogo ao formalismo BRST. Todavia, no

caso do campos de cordas bosônicas, que corresponde a um sistema com gauge infinita-

mente redutível e dependente da fixação do gauge, notou-se que o formalismo BV é mais

adequado. A anomalia quântica mostra a necessidade da inclusão de cordas fechadas ao



106

campo.

O formalismo BV é complexo e possui uma série de propriedades muito particulares.

Ele é amplamente usado na quantização de sistemas de gauge. Sua aplicação em Teoria

de Campos de Supercordas pode ser visto no seguinte artigo, [30]. Atualmente, ele vem

sendo utilizado também para o tratamento de Teorias de Campos Topológicos [31].
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APÊNDICE A -- Teoria de Campos Conformes

A Teoria de Cordas corresponde a uma teoria com uma ação dada pela área de uma

superfície bidimensional. A Ação é invariante sob difeomorfismo nessa superfície e por

transformações conformes. Fixando a métrica do campo auxiliar é possível fixar a in-

variância por difeomorfismo, entretanto, resta ainda a invariância por transformações

conformes.

A melhor forma de entender as transformações conformes é compreendendo a geometria

do plano complexo. Neste plano é possível trabalhar com as transformações de Möbius,

que correspondem ao grupo pSL(2, Z). Para uma teoria descrita no plano complexo os

campos podem ser expandidos em série de Laurent. Essa expansão determina a propri-

edades dos campos. Ao se estudar cálculo com variáveis complexas, nota-se que são os

pólos que determinam toda a dinâmica dos campos. Isso será aplicado na expansão de

produtos de operadores (OPE).

Esse estudo seguirá pela análise da teoria de cordas bosônicas. Ver [24], capítulo 2.

A.1 A corda bosônica na métrica conforme

A Ação da corda bosônica com o background fixado na métrica conforme é:

S =
1

2πα′

∫
d2z∂Xµ∂Xµ. (A.1)

Cuja equação de movimento é:

∂∂Xµ = 0. (A.2)

Em uma Teoria Quântica de Campos essa equação é dada em termos de valor esperado:

〈∂∂Xµ〉 = 0. (A.3)

Essa equação é obtida a partir da integral de caminho:

〈F [X]〉 =
∫
DXe−SF [X]. (A.4)
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A integral de caminho de uma derivada total deve ser igual a zero, e, portanto:

0 =
∫
DX

δ

δXµ
e−S

= −
∫
DXe−S δS

δXµ

= −〈 δS
δXµ
〉

=
1

πα′
〈∂∂Xµ〉. (A.5)

É interessante notar qual seria a equação obtida para o produto de dois campos. Para

isso, considere o seguinte cálculo:

0 =
∫
DX

δ

δXµ

(
e−SXν

)
=

∫
DXe−S(ηµνδ2(z− z; z− z′) +

1
πα′

∂∂Xµ(z, z)Xν(zz′)
)

= ηµν〈δ2(z− z; z− z′)〉+ 2T∂z∂z〈Xµ(z, z)Xν(zz′)〉. (A.6)

Tal que,

−ηµν〈δ2(z− z; z− z′)〉 = 2T∂z∂z〈Xµ(z, z)Xν(zz′)〉. (A.7)

Como essa equação é válida para valores esperados, é possível escrevê-la em termos dos

operadores:

−ηµνδ2(z− z; z− z′) = 2T∂z∂zXµ(z, z)Xν(zz′). (A.8)

Isso está associado à expanção de produtos de operadores.

A.2 Expansão de produtos de operadores: OPE

Para o caso das cordas bosônicas tem-se que ∂∂ln|z2| = 2πδ2(z, z). Assim, é possível

definir um ordenamento normal que seja definido como:

: Xµ(z, z) : = Xµ(z, z) (A.9)

: Xµ(z1, z1)Xν(z2, z2) : = Xµ(z1, z1)Xν(z2, z2) +
α′

2
ηµνln|z2

12|. (A.10)

onde z12 = z1 − z2.

A razão de definir esse ordenamento normal é a propriedade:

∂1∂1 : Xµ(z1, z1)Xν(z2, z2) := 0. (A.11)
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A partir dessa definição é interessante considerar o ordenamento normal do caso mais

geral de um funcional do campo F (Xµ):

: F := exp
(
− α′

4

∫
d2z1d2z2ln|z12|2

δ

δXµ(z1, z1)

δ

δXµ(z1, z1)

)
F (A.12)

É sempre possível escrever o produto entre operadores como soma de contrações pelo

ordenamento normal. Esse procedimento é chamado de expansão de produto de opera-

dores (ou OPE).

A identidade de Ward para campos conformes é dada por:

Resz→z0 j(z)A(z0, z0) + Resz→z0 j(z)A(z0, z0) =
1
iε

δA(z0, z0). (A.13)

onde j(z) e j(z) são as correntes conservadas.

Isto é, a variação do observável A(z0, z0) é dada pelo resíduo da OPE com as correntes

conservadas.

Para o caso da corda bosônica, as correntes conservadas são dadas por:

j(z) = iv(z)T(z), (A.14)

j(z) = iv∗(z)T(z). (A.15)

onde

T(z) ≡ Tzz(z), T(z) ≡ Tzz(z). (A.16)

E,

T = −1
α

: ∂Xµ∂Xµ :, (A.17)

T =
1
α

: ∂Xµ∂Xµ : . (A.18)

Por exemplo, é possível encontrar a variação de Xµ com o tensor T.

Primeiramente calcula-se a OPE TXµ:

T(z)Xµ(0) = − 1
α′

: ∂Xν(z)∂Xν(z) : Xµ(0)

=
2
α′

∂
(α′

2
ηµνln|z|2

)
∂Xν(z)

=
1
z

∂Xµ(z)

=
1
z

∂
(

Xµ(0) + z∂Xµ(0) +
1
2

z2∂2Xµ(0) + · · ·
)

=
1
z

∂Xµ(0) + · · · . (A.19)
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Logo:

Resz→0T(z)Xµ(0) = ∂Xµ(0), (A.20)

(A.21)

E a identidade de Ward fornece que os tensores energia-momento produzam a seguinte

variação:

δXµ = −εv(z)∂Xµ − εv∗(z)∂Xµ. (A.22)

Outra OPE interessante a ser estudada é aquela que corresponde à composição de dois

tensores T. Essa composição está relacionada à álgebra das transformações geradas por

T. Calcula-se então:

T(z)T(0) =
1

α′2
: ∂Xν(z)∂Xν(z) :: ∂′Xµ(0)∂′Xµ(0) :

=
1

α′2

(
: ∂Xν(z)∂Xν(z)∂′Xµ(0)∂′Xµ(0) : +

+4
α′

2
1
z2 : ∂Xµ(z)∂Xµ(0) : +2η

µ
µ

(
− α′

2
1
z2

)2)
=

1
α′2

(η
µ

να′2

2z4 −
2α′

z2 : ∂Xµ(z)∂′Xµ(0) :

+
1

α′2
: ∂Xν(z)∂Xν(z)∂′Xµ(0)∂′Xµ(0) :

)
=

1
α′2

(η
µ

να′2

2z4 −
2α′

z2 : ∂Xµ(0)∂Xµ(0) : −2α′

z
: ∂2Xµ(0)∂Xµ(0) : · · ·

)
.

=
η

µ
ν

2z4 −
2

α′z2 T(0) +
1
z

∂T(0) + · · · . (A.23)

A constante que múltiplica o pólo de segunda ordem é chamada peso conforme. No caso,

o peso conforme de t é 2. O peso conforme está relacionado à quantidade se transformar

segundo:

A′(z′, z”) = ζ−hζ
−h

A(z, z). (A.24)

onde h e h são os pesos conformes observados na OPE com T e T.

A.3 O campo bc

Considere a ação para dois campos fermiônicos b e c:

S =
1

2π

∫
d2zb∂c. (A.25)

Sendo que:

[b, c] = 1. (A.26)
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Essa é a ação para os fantasmas que fixam os vínculos da teoria de cordas.

A equação de movimento para os campos nessa ação são:

∂b(z) = ∂c(z) = 0; (A.27)

∂b(z)c(0) = 2πδ2(z). (A.28)

A primeira equação fornece que ambos os campos são holomórficos. A segunda fornece

a informação necessária para descrever o ordenamento normal:

: b(z1)c(z2) := b(z1)c(z2)−
1

z12
. (A.29)

O tensor energia-momento é:

T(z) =: (∂b)c : −2∂(: bc :). (A.30)

É interessante notar que outra quantidade também é conservada. Essa quantidade é cha-

mada número fantasma e é dada por:

j = − : bc : . (A.31)

A.4 Expansão em modos

Uma vez se tratando de uma teoria conforme dada em um plano complexo, é possível

considerar expansões em série de Laurent para os campos. Essas expansões são muito

úteis para analisar os operadores e auxiliará na compreensão de operadores de vértice.

Como se sabe, no cálculo com variáveis complexas é muito importante conhecer os pólos

das funções. Assim, é muito útil poder expandir os campos livres em modos, como se

fossem osciladores harmônicos. Esses modos são dados justamente pelas expanções em

série de Laurent.

Na expansão em série de Laurant, é possível escrever os operadores como:

A(z) =
∞

∑
m=−∞

Am

zm+h . (A.32)

Ou em termos do conjugado z, caso a função seja holomórfica ou anti-holomórfica. O

peso h, está aparece justamente pela relação (A.24) das transformações conformes.

As cordas satisfazem a seguinte equação de movimento:

∂∂Xµ = 0. (A.33)
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Isso fornece duas possíveis expansões:

∂Xµ(z) = −i
( 2

α′

)1/2 ∞

∑
m=−∞

α
µ
m

zm+1 , (A.34)

∂Xµ(z) = −i
( 2

α′

)1/2 ∞

∑
m=−∞

α
µ
m

zm+1 . (A.35)

Ou, utilizando integrais com variáveis complexas:

α
µ
m =

(α′

2

)1/2 ∮ dz
2π

zm∂Xµ(z), (A.36)

α
µ
m =

(α′

2

)1/2 ∮ dz
2π

zm∂Xµ(z). (A.37)

A corrente conservada para translações espaciais, que está relacionada com o momento

linear, é dada por: i∂aXµ/α′.

Logo, o momento linear é:

pµ =
1

2πi

∮
C
(dzjµ − dzj

µ
) =

( 2
α′

)1/2
α

µ
0 =

( 2
α′

)1/2
α

µ
0 (A.38)

E portanto α
µ
0 = α

µ
0 .

Fazendo uma integração, encontra-se:

Xµ(z) = xµ − i
α′

2
pµln|z|2 + i

( 2
α′

) ∞

∑
m=−∞

1
m

(α
µ
m

zm +
α

µ
m

zm

)
. (A.39)

A partir do comutador canônico [πµ, Xν] = −iδν
µ ou da OPE de XX, é possível encontrar

a seguinte relação para os modos da expansão:

[α
µ
m, αν

n] = [α
µ
m, αν

n] = mδm,−nηµν; (A.40)

[xµ, pν] = iηµν. (A.41)

E todos os outros comutadores são nulos.

É possível expandir o tensor energia-momento como:

T =
∞

∑
m=−∞

Lm

zm+2 ; T =
∞

∑
m=−∞

Lm

zm+2 . (A.42)

Tal que:

Lm =
∮ dz

2πiz
zm+2T; Lm =

∮ dz
2πiz

zm+2T. (A.43)

Dessa forma, expandindo em modos T, e substituindo a expansão em modos de ∂Xµ,

encontra-se que:

Lm =
1
2

∞

∑
m=−∞

α
µ
m−nαµn. (A.44)
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para m 6= 0. E para, m = 0 tem-se:

L0 =
α′p2

4
+

∞

∑
m=1

α
µ
−nαµn. (A.45)

Essa mesma expansão pode ser feita para o campo bc.

Neste caso, dado o peso conforme de cada campo, tem-se que:

b(z) =
∞

∑
m=−∞

bm

zm+2 , (A.46)

c(z) =
∞

∑
m=−∞

bm

zm−1 . (A.47)

A OPE bc fornece naturalmente:

bm, cn = δm,−n. (A.48)

Assim, é possível analisar as propriedades do operador número fantasma. A corrente

conservada é j = − : bc :. Logo, a carga conservada é:

N =
1

2πi

∮
dzj

=
∞

∑
n=1

(c−nbn − b−ncn) + c0b0 −
1
2

. (A.49)

E satisfaz:

[N, bm] = −bm; [N, cm] = cm. (A.50)

Logo o campo b reduz em 1 o número fantasma e o campo c aumenta e 1.

A.5 Operadores de Vértice

Na Teoria Quântica de Campos, em um processo de segunda quantização, o conjun-

tos de estados possíveis passa a estar relacionado com o conjunto de operadores locais. A

Teoria de Campos Conformes associa o conjunto de operadores locais à aplicação destes

à origem do plano complexo, z = 0. Neste caso, chama-os de operadores de vértice.

Considere o estado |1〉 como o operador identidade. Não havendo nenhum operador

aplicado nele, qualquer contorno no qual se realize as integrais (A.36) com m > 0 será

nulo, uma vez que não há pólos. Assim, esse operador identidade está identificado com

o vácuo da teoria:

|1〉 = |0; 0〉. (A.51)
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Por outro lado, atuando os operadores (A.36) com m < 0, as integrais de contorno passa-

rão a envolver pólos e assim, será possível criar estados:

α
µ
m =

(α′

2

)1/2 ∮ dz
2π

zm∂Xµ(z)→
( 2

α′

)1/2 i
(m− 1)!

∂mXµ. (A.52)

Isto é, para essa definição:

α
µ
m|1〉 ∼=

( 2
α′

)1/2 i
(m− 1)!

∂mXµ. (A.53)

Para m < 0.

Feita a expansão de Laurent para os operadores e tomando por base conhecimento de

cálculo com variável complexa, é fácil expandir essa definição para ser aplicada a todos

os outros operadores.
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