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RESUMO

Neste trabalho estudamos caracteristicas, propriedades e aplicagdes dos polinémios
de Romanovski-Routh. Tais polindmios formam uma classe de polindmios ortogonais
classicos, ou seja, sao solucdes polinomiais de uma equacao diferencial ordinaria com
coeficientes polinomiais chamada equacéao hipergeométrica. Compilamos resultados
quanto a suas representacdes, ortogonalidade, zeros e aplicacao a Mecanica Quén-
tica. Apresentamos também duas familias que constituem particdes do conjunto de
todos os polinémios de Romanovski-Routh, uma delas composta pelos polinbmios

complementares de Romanovski-Routh.

Palavras-chave: Polinbmios ortogonais, Equacdes hipergeométricas, Polinbmios de
Romanovski-Routh.






ABSTRACT

In this work we study characteristics, properties and applications of Romanovski-Routh
polynomials. These polynomials form a class of classical orthogonal polynomials, that
is, they are polynomial solutions of an ordinary differential equation with polynomial
coefficients called the hypergeometric equation. We compile results regarding their
representations, orthogonality, zeros and application to Quantum Mechanics. We also
present two families that constitute partitions of the set of all Romanovski-Routh poly-

nomials, one of them formed by the complementary Romanovski-Routh polynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials, Hypergeometric equations, Romanovski-Routh
polynomials.
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1 Introducao

Em 1929 S. Bochner [1] classificou todos os polindmios ortogonais classicos como sendo
solugoes de uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem com coeficientes polino-
miais, chamada equacao hipergeométrica. Sao eles, os polindomios de Hermite, Laguerre,
Jacobi, Bessel e Romanovski-Routh. Esta tultima familia de polinémios, também conhe-
cida como polinémios Pseudo-Jacobi, foi primeiramente reportada por E. J. Routh [2],
em 1884, como polindmios definidos no plano complexo, e redescoberta, no contexto de
teoria de probabilidade e estatistica, por V. Romanovski [3], em 1929, como polinémios
reais.

Uma caracteristica interessante dos polindomios de Romanovski-Routh é que, para qual-
quer conjunto de parametros, apenas um numero finito de polinémios satisfaz a condicao
de ortogonalidade. Essa relacao é chamada de ortogonalidade finita.

A importancia de estudar os polindmios ortogonais esta em sua relacdo com a fisica
matemaética, estatistica, mecanica, e com importantes ramos da analise. Em especifico, os
polinomios de Romanovski-Routh apresentam ampla acao na Mecanica Quantica, atuando
como solugbes de equagbes de Schrodinger com potencial hiperbdlico de Scarf (Scarf II) e
potencial trigonométrico de Rosen-Morse [4, 5.

Existe também uma subclasse dos polindmios de Romanovski-Routh, chamados po-
linébmios complementares de Romanovski-Routh, que podem ser relacionados a uma classe
de polindmios ortogonais no circulo unitério [6, 7].

O objetivo deste trabalho é, portanto, fornecer um compilado de informacoes acerca
da familia dos polinémios de Romanovski-Routh afim de facilitar seu estudo para futuras
descobertas.

A seguir descrevemos, brevemente, os capitulos que compoem esta dissertacao, que foi
baseada nos artigos [4, 8] e [9].

No Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes para o desen-
volvimento desse trabalho. A primeira secao foi dedicada a apresentagao dos polinémios
ortogonais, com suas relagoes de recorréncia de trés termos e zeros. Na segunda sec¢ao apre-
sentamos a definicao da equagao diferencial hipergeométrica, referida por Bochner, e suas
propriedades associadas a suas solugoes polinomiais, os polinémios ortogonais classicos.
Na terceira secao desmembramos os polinomios ortogonais cléssicos, com suas equagoes
diferenciais, caracterizacoes e relagoes de ortogonalidade.

O Capitulo 3 traz o principal objetivo dessa dissertagao, o estudo dos polindémios de
Romanovski-Routh. Aqui apresentamos tanto as propriedades gerais dessa familia de
polinémios como as propriedades particulares. Dividimos este capitulo em quatro segoes.
A primeira se destina ao estudo das familias de polindmios de Romanovski-Routh com
parametros fixos e a segunda as familia de polindmios de Romanovski-Routh com um
parametro fixo e o outro variando em funcao do grau do polinémio. Em ambos os casos
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18 Introducao

apresentamos a fungao geradora daquela familia, sua relagao de estrutura (ou, relagao de
recorréncia diferencial) e relagdo de ortogonalidade. J& na terceira se¢do mostramos a
relacao entre os polindmios de Romanovski-Routh e os polindmios complexos de Jacobi, e
assim, justificamos a nomenclatura adicional desta classe de polinémios como polindémios
Pseudo-Jacobi. Por fim, na quarta secdo apresentamos as propriedades dos zeros dos
polinémios de Romanovski-Routh.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos a atuacao fisica dos polindomios de Roma-
novski-Routh na Mecénica Quéantica, especificamente no problema de Scarf II. Para isso,
nas primeira e segunda sec¢oes introduzimos a equagao de Schrodinger afim de apresentar a
aplicacao polinomial. Na terceira, e ultima, secao apresentamos a equacao de Schrodinger
com Scarf II e encontramos os polindmios de Romanovski-Routh como parte da solucao,
como também definindo as chamadas fun¢oes angulares nao esféricas, que sdo solugoes de
uma equagao de Schréodinger angular.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos as principais definigbes e propriedades de sequéncias
de polindmios ortogonais necessarias ao estudo, feito neste trabalho, dos polindmios de
Romanovski-Routh. Também, apresentamos as equacoes diferenciais hipergeométricas,
referidas por Bochner [1], com foco em suas solugoes polinomiais, os polinémios ortogo-
nais classicos

2.1 Polinémios Ortogonais

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [10] e [11]. Por serem
resultados bastante conhecidos, omitimos suas demonstracoes.

Definicao 2.1. Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00 e ¢(z) uma fungao real
limitada, ndo decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os momentos
definidos por

b
o= [ " dola)
existem para r = 0,1,2,..., entdo d¢(z) é chamada medida positiva em (a, b).

Quando ¢(z) ¢ absolutamente continua podemos escrever do(z) = w(x)dz, onde w(z)
é uma fungao continua e positiva em (a, b), mas nao identicamente nula, chamada fungao
peso. Vamos considerar apenas este caso.

Seja P, (z) um polinémio de grau n denotado por

‘Pﬂ<x) = anmxn + anm,—lxn_l +o Q1T + Qn,0, (2]‘)

onde a,,, # 0 é o coeficiente do termo de maior grau de P, (z).
Consideramos aqui o delta de Kronecker dado como

5= {O, sen #m,

’ 1, sen=m.

Definigao 2.2. Uma sequéncia de polinomios {P,(x)}22, é uma sequéncia de polindémios
ortogonais com relacao a fun¢ao peso w(x) no intervalo (a,b), se todo P,(x) possui grau
exatamente n e
b
(P, Py) = / Po(2) P () (2)dt = ppbom,  m,m € N, (2.2)

Ja
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20 Preliminares

Vamos chamar a relacao de ortogonalidade (2.2) de ortogonalidade infinita, pois exis-
tem infinitos polinémios que satisfazem-na. Essa relagdo é equivalente a

(P, ) = / Pu(@)m(2)w(z)de =0, ¥r(z) € Py,
b
onde P,_; ¢ o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n — 1, e equivalente a

0 0<m<n—1,

@ = [l Rt =

m=n.

Chamamos {P,(z)}5°, de sequéncia de polinémios ortonormais quando

é chamada sequéncia de polindmios ortogonais ménicos e ¢ denotada por {£, ()}, ou
seja, é a sequéncia formada por polinémios ortogonais com coeficientes dos termos de
maior grau iguais a 1.

O resultado abaixo ¢ uma das caracteristica mais importantes dos polindmios ortogo-
nais.

Teorema 2.3. Toda sequéncia de polinomios ortogonais satisfaz a relacao de recorréncia
de trés termos
Poi1 = (Y — ) Po(z) — BuPooa (), n >0,

com P0<x) = 17 P—I(I) = 0; Tny Qn, Bny € R;

Ap+1,n+1 <xPn> pn> Tn <Pn7 Pn>
= 07 an = Yn n — 0
# 7 < /)) Yn—1 <Pn—17 Pn—l) ?é

Y
P, Py)
Para referéncia futura, quando falamos de uma sequéncia de polindomios ortogonais
monicos, segue que v, = 1 e a relacao de recorréncia trés termos é reescrita como

n
Qn,n

an = (x — an)f’n(a:) - ﬂnﬁn_l(x), n >0, (2.3)
onde
b, B, b,. P,
Ay = M e 671 = # > 0.
<Pn7Pn> <Pn,1,Pn,1>

Quanto aos zeros dos polindmios de uma familia de polindmios ortogonais { P, (x)}52,
¢ conhecido que todos sao reais, distintos e estao dentro do intervalo de ortogonalidade,
além de satisfazerem a propriedade de entrelacamento, isto é, entre dois zeros consecutivos
de P,41(x) existe somente um zero em P, (z).

Além disso, quando a funcao peso w(x) estd definida no intervalo (—b, b) e é uma funcao
par, segue que a sequéncia de polinémios ortogonais relativa a ela satisfaz a relacao de
simetria

Pn(_a:) = (—1)”Pn(1')7
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ou seja, quando n é par entao P,(x) é uma funcao par e, quando n é impar, entao P,(z) é
uma fung¢ao impar. Logo, todos os expoentes de x do polinomio P, (z) seguem a paridade
de n. Ademais, seus zeros sdo simétricos com respeito a origem.
Aqui faremos uma breve descrigdo dos polindmios quase-ortogonais baseada em [12].
Sejar € N, r <n e R,(z) um polindbmio de grau exatamente n que satisfaz

=0 k=0,...n—1—r,

20 k=n-—r, (24)

/ba 2% R, (z)w(z)dz {

entdo R, (z) é dito quase-ortogonal de ordem 7 em (a,b) com respeito a fungao peso w(z).
Para r qualquer temos, no seguinte teorema, um dos principais resultados quanto a
quase-ortogonalidade de um polinémio.

Teorema 2.4. Pelo menos (n — 1) zeros de R,(x) sdo reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a,b).

2.2 Equacoes Diferenciais Hipergeométricas

Nesta secao definimos as equagoes diferenciais hipergeométricas e apresentamos al-
gumas propriedades com relacao a suas solugoes polinomiais, como poderem ser escritas
através da formula de Rodrigues e satisfazerem uma relacao de ortogonalidade, que nem
sempre ¢ infinita.

As demonstragoes aqui omitidas podem ser encontradas no primeiro capitulo de [13].

Defini¢ao 2.5. Uma equacdo hipergeométrica é uma equagao diferencial ordinaria da
forma

o(z)F"(z) + 7(x)F'(x) + AF(z) = 0, (2.5)

onde
J(x) :aax2+basc—|—ca, T(x) =d,x+e,, MNER

e F(z) é uma fungao real F': U — R, sendo U C R um intervalo aberto.

A fungdo F(x), solucao da equagao hipergeométrica (2.5), é chamada funcao hiper-
geométrica.

Para demonstrar o préximo resultado, precisamos primeiro definir a equacgao de Pear-

son. Para isso, sejam w(x) a fungao peso definida na Se¢ao 2.1 e os coeficientes polinomiais
o(z) e 7(z) dados na equagao (2.5).

Definicao 2.6. Chamamos equacao de Pearson a equagao diferencial dada por
[o(2)w(z)] = 7(z)w(@). (2.6)
Assim, segue o resultado.

Teorema 2.7. Seja w(x) uma fungdo peso que satisfaca a equagao de Pearson (2.6), entdo
a equagao hipergeomélrica (2.5) pode ser reescrita na forma auto-adjunta, isto é,

[o(z)w(x)F'(2)] + \w(z)F(z) = 0. (2.7)
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Demonstragio. Primeiramente, multiplicamos a equagao (2.5) pela fungao peso w(x), isto

¢,

o(z)w(x)F"(x) + 7(z)w(x) F'(z) + Aw(z)F(z) = 0.

Logo, usando a equacao de Pearson (2.6) obtemos
o(x)w(x)F"(x) + [o(x)w(z)]) F'(x) + dw(x)F(x) = 0.
Finalmente, pela regra da derivada da multiplicagao, temos
[o(x)w(z)F'(z)] + Aw(z)F(z) = 0.
[

Teorema 2.8. Se F(z) € uma fungao hipergeométrica, entao todas as suas derivadas sdo
fungoes hipergeométricas.

Demonstragio. Derivando a equagao hipergeométrica (2.5), temos a equagao
o (x)F"(x) + o(x)F"(x) + 7' () F'(x) + 7(2) F"(x) + A\F'(z) = 0,

que pode ser reformulada de tal forma que F’(x) seja solucao de uma EDO similar a (2.5)
da forma
J(m)d—QF'(m) + 7 (x)iF’(x) + A F'(z) =0 (2.8)
da? W 4 W o '

onde chamamos
T(l)(x) = T(Ji) + O'/(.I'), )\(1) = /\ + T/((L’).

Note que 7)(z) é um polinémio de primeira ordem e A(;y ¢ uma constante. Logo, a
equagao acima satisfaz a Definicao 2.5, sendo uma equagao diferencial hipergeométrica,
ou seja, a derivada de F'(x) é uma fungao hipergeométrica.

Repetindo o mesmo processo, obtemos que a k-ésima derivada de F'(x) é solugao da
equagao

d? d
a(x)@F(k) () + T(r) (x)%F(k)(x) + )\(k)F(k) (x) =0, (2.9)
onde "
—1
Ty (z) = 7(2) + ko'(z), Ay =A+k (T,(f) + TU'/($)> , (2.10)

que, pelo mesmo raciocinio, satisfaz a Definicao 2.5. Sendo assim, F'*)(z) também é uma
funcao hipergeométrica.
|

A seguir veremos o resultado que fornece as condigbes para que a equacgao diferencial
hipergeométrica admita uma familia de polinomios como solugao.

Teorema 2.9. Suponhamos que

n—1

A== —n(7(2) + 5

0"(36)) =—n(d. +(n—1)a,), neN, (2.11)

entdo, para todo n, existe um polinémio F,(x) € P, que, junto a constante \,, satisfaz a
equagao (2.5).



Equacoes Diferenciais Hipergeométricas 23

Os polinémios Fy, () sdo chamados polindmios hipergeométricos e sao as solugoes mais
simples possiveis da equagao hipergeométrica (2.5), por isso o interesse em estuda-los.
Note que, considerando A = \,, na definicao de Ay em (2.10), obtemos

—1 kE—1
Anky = [Anl ) = —n (T’(:r) + nTa”(x)) +k (T’(x) + TO’”(Q?)) ,
isto é,

iy = (0= 1) (o) + = 0"0)). 2.12)

O proximo resultado apresenta uma forma de representar os polinémios hipergeomé-
tricos. Sua demonstragao segue a referéncia [13].

Proposicao 2.10. Os polinomios hipergeométricos podem ser calculados através da for-
mula de Rodrigues

1 d’fL
"w(z) dxn

F.(x) = w(z)o(x)"], n>1, (2.13)

onde a constante de normalizagcdo N, se relaciona com o coeficiente do termo de maior
grau de F,(x), dado em (2.1), por

n! a
Nn = (-1 n%, n Z 1, 214)
(=1) Hk:é An(k) (
onde Ay € como em (2.12).

Demonstragio. Considere a equagao hipergeométrica da n-ésima derivada de F(x), dada
em (2.9), por

J(x)@F( )(:U) + T(n)(l’)%F( )(x) + A(n)F( )(x) =0,

onde .
Ty () =7(x) +no'(z) e Ay =A+n <T/(1’) + nTa"(x)> .

Suponhamos w,)(z) a funcao peso que satisfaca a equacao de Pearson
[0 (2)wmy (2)] = T(n)(2)wim) (). (2.15)

Multiplicando a equagao hipergeométrica anterior pela funcao peso w,)(x) obtemos sua
forma auto-adjunta

[o/(2)wny () F"V (2)] + Amywiny (2) F™) () = 0, (2.16)
A forma auto-adjunta da equagao hipergeométrica da fungao F(z) é dada por
[o(2)w (@) F'(x)] + dw(x) F(z) = 0,
onde w(x) satisfaz a equagdo de Pearson

[o(z)w(x)] = 7(z)w(x). (2.17)
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Substituindo a definicao de 7(,)(x) em (2.15) e usando a equacao (2.17) segue que

( [o(z)w ()]

[o(2)wim (2)] = (7(2) + no’(2))wm)(z) = o

+ na’(x)) Wy (2),

isto é,
o' (x)w, () + a(m)wén) (x) = [UC:}((;E)) +no'(x) + U’(x)l Wy ().

Logo, obtemos a equacao

Podemos verificar que
w (2) = o™ (z)w(z), (2.18)

a menos de uma soma constante. De fato,

Wi (@) ww (@) _ (0" @w(@)] _ no" N (2)d (n)w(z) + 0" (2)w (@) w(z)  no'(z)

(@) (@) or(@e(a) o () () o@ o)

onde w(p)(x) = w(z).
Multiplicando (2.18) por o(x) obtemos
(@i (2) = " (@)(@) = wias) (2)

e, substituindo a equacao acima na equagao hipergeométrica na forma auto-adjunta (2.16),
obtemos
[win i1y (@) F" D (@)]) 4 Amywiny (2) ™ (2) = 0,

isto é, a relacao de recorréncia

n 1 n
Assim, sucessivamente temos
1 W ()] 1 1 @) ()"
w(@)F(r) = ——[wyy(x)FV ()] = | —~— | | =~ | lwey(z)F*¥ (x)]
A©) A©) Ay

Finalmente, pelo Teorema 2.9, suponhamos A = )\, de tal forma que F(z) = F,(z)
seja um polinémio hipergeométrico de grau n. Logo, F{™ (z) = nla,,, com a,, sendo o
coeficiente do termo de maior grau de F, (z), e assim,

_ (= 1 (n)
Fulw) = TT720 Angey w(2) Ind Gnpsy (@)

Como w(ny(x) = 0™(x)w(x), conclui-se a férmula de Rodrigues

n! an ., 1
[TiZo Ay ()

Fo(z) = (=1)" [0 (2)w ()] ™.
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Seja m € N. E possivel generalizar a férmula de Rodrigues (2.13) para a m-ésima
derivada de F,(z) através da relacdo de recorréncia (2.19), seguindo o mesmo processo
da demonstracao anterior, como

1 dnfm

(z) w(z)o(z)™ dxn—m

w(x)o(z)"], 0<m<n, n>1, (2.20)

onde a constante de normalizacao é dada por

n! ann,

Np = ()" ———-"—, 0<m<n, n>1, (2.21)
ke An(k)
e a constante A,y em (2.12).
Assim,

n—1 n—1 n 4 ]{Z . 1

I s = 1T |00 (0 + 20|

k=m k=m 2
TL—l k _ 1

= (—1)"""(n —m)! H (T’(x) + %O’”(QZ)) )

k=m

Logo, a constante de normalizacao da férmula generalizada de Rodrigues pode ser escrita

como
n! Ao,

Npm = .

T =m) sy, () + L ()

Fazendo m = 0 obtemos uma féormula para calcular o coeficiente do termo de maior
grau de qualquer polinémio hipergeométrico em fun¢ao da constante de normalizacao da

férmula de Rodrigues (2.14), dada por

tnp =N [] <T’($) + %0”(%)) . on>1. (2.22)
k=0

Dessa forma, podemos relacionar a constante de normalizacao da formula de Rodrigues
da m-ésima derivada do polindmio F,(x) com a constante de normalizagdo do proprio
polinémio F,(x). Para 0 <m <mnen > 1, escrevemos

" N (e +
Jmm_m_mww££<(y% 5 ()) (2.23)

Agora, apresentamos a propriedade ortogonal dos polindmios hipergeométricos. Este
resultado é devido a Bochner [1].

Tomemos a forma auto-adjunta, dada em (2.7), das equagoes diferenciais hipergeomé-
tricas dos polindmios y,(x) e y,(z), respectivamente,

[o(2)w(@)y, ()] + Anw(2)yn () = 0

o (2)w (@)Y ()] + Amw(2)ym () = 0,
onde \; é dado por (2.11) como

-1
A = —k <7'/(ZE) + %a”(m)) ., k=n,m.
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Multiplicando a primeira equagdao hipergeométrica na forma auto-adjunta por y,,(x),
a segunda por y,(z) e subtraindo a segunda igualdade na primeira obtemos

ym(@)[o(2)w(@)y, (2)] = yn(2) [0 (2)w (@)Y (2)] = Am = An)ym (2)yn(2)w (). (2.24)

Observe que

Ym () [0 (z)w(2)y,, (1)) =yn (@) [0 (2)w (@)Y, (1)) = %{0(93)0«)(93)[ym(x)y;(w)—yn(x)yin(ﬂf)]}-

Logo, integrando a equagao (2.24) em um intervalo qualquer (a,b) obtemos

O =) [ gm0l (@) @) = 0 @) ) ()5, 0) = 3 )0

k

Substituindo [y, (x)y., (z) — y.(z)y,,(x)] pelo mondémio z*, com k € N, pois podemos

variar m,n € N, obtemos a integral

[ vl oal@)de = ol (2.25)

sempre que A, # \,. Para que isso ocorra, de (2.11), precisamos que

n (7(2) + "= Lo @) £ m (F2) + Lo,
( )#m (v + o)

n—1
2

isto é,
n+m-—1
(n—m) |:7',<.CL‘) + ntm=2 5 a”(m)] # 0.
Como [7'(z) + ™2=15"(x)] aparece no denominador da constante de normalizacao
(2.21) da férmula generalizada de Rodrigues, entdo é nao nulo. Logo, A, # A, sempre
que n # m, e assim, na equagao (2.25) basta supormos que os graus dos polinémios y,, e
Ym sejam distintos entre si.
Supondo que a fungao peso w(z) satisfaga a condigao de contorno

o(2)w(®)2"pap =0, k€N, (2.26)

conclui-se que os polinémios y,,(z) e y,(x) satisfazem a relacao de ortogonalidade

/ab Ym(T)yn(x)w(x)der =0, n#m, n,meN, (2.27)

provando assim o resultado abaixo, que relaciona os polinémios ortogonais as equagoes
hipergeométricas.

Teorema 2.11. Os polinémios hipergeométricos y,(x) para os quais a fun¢io peso w(x)
satisfaz a condigao de contorno (2.26) sao polinémios (infinitamente) ortogonais.

Ja vimos, do Teorema 2.9, que toda equagao hipergeométrica admite uma familia de
polindmios como solugao. Agora, do Teorema 2.11, temos que para essa familia ser con-
siderada (infinitamente) ortogonal precisamos que a fungao peso, relativa a ela, satisfaga
a condic¢ao de contorno (2.26).

Para concluir, note que, para valores finitos de a ¢ b podemos substituir a condicao de
contorno (2.26) por

o(z)w()|z=ap = 0.

Entretanto, caso, por exemplo, tenhamos b = oo, escreve-se

0(2)w(z)|zea =0 ¢ Jim o(z)w(z)z® = 0.
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2.3 Classificacao dos Polinomios Hipergeométricos

Bochner [1] classificou as solugdes polinomiais da equacgao diferencial hipergeométrica
o(z)F"(z) + 7(x)F'(z) + \pF(z) =0

em cinco grupos distintos levando em consideragao os zeros de o(x). Os polindmios obtidos
sao conhecidos como polinémios ortogonais classicos. Além disso, como a mudanca de
varidvel afim (zr — az + b, a # 0) preserva a classificacdo dos zeros de o(z), pode-se
considerar apenas sua forma canonica.

Vale ressaltar que dependendo da caracterizagao do polinémio 7(z) existem notagoes
diferentes, mas que ainda definem a mesma familia de polindémios. Neste trabalho optamos
pela notagao utilizada no artigo [8]. Outras abordagens podem ser vistas em [14], onde é
usada a forma geral 7(z) = dz + ¢, e em [15], onde 7(z) = 2cx + 7.

Veja classificagao abaixo.

2.3.1 o(z) é uma constante

Considere a forma canénica de uma constante, isto é o(z) = 1. A equagdo hipergeo-
métrica abaixo
H'"(z) —2aH'(z) + 2anH(z) =0, o€ R,
¢ chamada equagdo de Hermite generalizada, onde supomos 7(z) = —2ax e A, = 2an,
dada pela equagao (2.11). Segundo Chihara [10], a familia de polinémios que satisfaz tais
condigoes é chamada familia de polindmios generalizados de Hermite, { HS (z)}72,.

Como supomos o(z) = 1, pela equagao de Pearson (2.6) temos
/

M = —2au.

w(z)

Logo, como a primeira parte da identidade é a derivada do logaritmo natural de w(x),
integrando a equacao anterior obtemos

In(w(z)) = —az?,

que nos fornece a funcdo peso
2
w(r) =e
Para o > 0, a condigao de contorno (2.26)

—Qx

€ 2xk|90:a,b =0

é satisfeita no intervalo (a,b) = (—00, 00). Logo, os polindémios generalizados de Hermite
satisfazem a relagdo de ortogonalidade (2.27), ou seja,

/ O:o e~ H (£)HO (2)dt = hpbypn, m,n € N.
Note que, tomando a = 1 temos a equacao
H"(x) — 2xH'(x) +2nH(z) = 0,
chamada equacao de Hermite, que admite como solucao a familia dos polindmios ortogo-
nais de Hermite {H,,(z)}>2,, onde, pela formula de Rodrigues (2.13), temos
H,(x) = ]\7,7,6‘7"/2%[6_"?2}7

sendo NN,, a constante de normalizacao dada por (2.14).
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2.3.2 o(x) tem grau um

Novamente escolhemos a forma candnica de um polinémio de grau 1, isto é o(z) = =.
Supondo 7(z) = —fx +a+1 e a constante A\, = nf, dada por (2.11), obtemos a equacao

eL"(z) + (-Px+a+ 1)L (z) + nBL(z) =0, «,f€R. (2.28)
Derivando zw(z), segue da equagao de Pearson (2.6) que
w(z) + 2w (z) = (—fr + a+ 1)w(z),
logo,

W' (z) _ —fxr+ «
w(z) x

/
Agora, usando o mesmo argumento do caso anterior, como % In(w(z)) = <& aplicando
’ ) dz w(zx)?

a integral na equacao anterior segue que

In(w(z)) = —fz + aln(x),

e assim, obtemos a funcao peso
w(z) = a%e P
Se a, 3 > 0, a condigao de contorno (2.26)

+k _—Bx _
x(y € ﬂr|m=a,b =0

é satisfeita no intervalo (0,00). Logo, temos a relacao de ortogonalidade (2.27), ou seja,

/ 2% P LB (2) L) (2)dx = 1,6,m, m,n €N,
Jo

onde L% (x) é o polindmio que satisfaz a equacio (2.28).
Se =1 temos a equagao generalizada de Laguerre

cL"(x)+ (—x+a+ 1)L (x) + nL(x) =0,

que possui como solugao a familia dos polindémios generalizados (associados) de Laguerre
{LY ()}, onde, pela férmula de Rodrigues (2.13), temos
dn

L9(z) = Nya~%e®—

dxn a+n,e—m] .

[z
Agora, tomando f =1 e o = 0, temos a equacao de Laguerre
xL"(z) + (—x + 1)L (z) + nL(z) = 0,
que possui como solugdo a familia dos polinémios de Laguerre {L,(z)}22,. Este é o caso

originalmente estudado por Laguerre. Segundo Chihara [10], o polinémio L{* (x) também
pode ser chamado de Polinomio de Laguerre, visto que L, (x) é apenas um caso particular.
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2.3.3 o(x) tem grau dois e dois zeros reais e distintos
Considere a forma candnica o(z) = 1 — z%. Assim, segue a equagao de Jacobi
1—-2 )P @)+ B—a—(a+B+2)2)P(x) +n(la+B+n+1)Px) =0, (2.29)

onde, para cada par («, ) real, a férmula de Rodrigues define a familia de polindémios de
Jacobi {P{*#)(2)}22, como

n

d
PP () = No(1 =) (1) P[0 =)™ (L )7,
xn
onde, pela equagdo de Pearson (2.6), temos a fungdo peso
w(r) = (1 —2)*(1+2)".

Se os parametros « e [ satisfazem «, § > —1, a condigdo de contorno (2.26) é satisfeita
no intervalo (—1,1). Logo, temos a relagao de ortogonalidade

1
/ (1 — 2)(1 + 2)° P9 () PP (2)dx = pudmm, m,n € N.
—1

Alguns casos particulares recebem nomes especiais, como é o caso da equacao de
Gegenbauer

(1 —2H)G"(z) — 2y + 1)aG'(2) + n(2y + 2 — n)G(x) = 0,
onde a = 8 =~ — 1/2, que possui como solugao a familia dos polinémios de Gegenbauer

{GYo [ com
() . 20 - n + 2x (ov,00)
G'njy (.ZU) - a Pn ’ (l’)

o

Também, as equagoes de Chebyshev de primeira e segunda espécies, respectivamente
(1—2)T"(x) — 2T (x) + n(2 — n)T(z) = 0,
(1 —2*)U"(x) — 32U’ (z) + n(4 — n)U(x) = 0,
onde @« = f = —1/2 — v = 0 na primeira equagdo e « = § = 1/2 — ~ = 1 na segunda.
Essas equacoes diferenciais hipergeométricas possuem como solugoes, respectivamente, as
familias dos polinomios de Chebyshev de primeira espécie {7},}2°,, onde
T, (z) = cos(ncos ! (x)),
e Chebyshev de segunda espécie {U,,}°°,, onde
sen((n + 1) cos™(z))

) =

Finalmente, a equacao de Legendre
(1 —2*)P"(x) — 22P'(z) + n(3 — n)P(z) =0,

coma = [ =0—v=1/2, que possui como solugao a familia dos polindmios de Legendre
{P.(x)}2,, onde, pela férmula de Rodrigues (2.13), temos
P,(x) = Nnﬂ(x2 — 1"
dx™
Note que os polindmios de Chebyshev de primeira ¢ segunda espécies ¢ o polindmio
de Legendre sao ainda casos particulares do polindmio de Gegenbauer.
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2.3.4 o(x) tem grau dois e um zero real duplo
Suponhamos o(z) = 22. A equagao de Bessel dada abaixo

2*B"(x) + (@ +2)x + 8)B'(2) + —n(a+n+1)B(z) =0, a,f€R,

tem como solucio a familia dos polindmios de Bessel { B{#)(z)}22,.

Pela equacao de Pearson (2.6) temos

=(a+2)x+5—-2

e consequentemente obtem-se a fungao peso

Jé]

w(r) =a%"=. (2.30)
Logo, o polinomio B{*#(z) ¢ dado pela férmula de Rodrigues (2.13) por

B d’n
€ —
dx™

B*P) () = Nz~ [xQ’w‘e_g].
Dado N € N, segundo [15] a condigao de contorno (2.26) gera o intervalo de ortogona-
lidade (0, 00) para os parametros a < —2N —1 e # > 0. Portanto, segue que os polindémios

de Bessel satisfazem a relacao de ortogonalidade
/ xae_ngg’B)(x)Béa’ﬁ)(x)dx =by0yn, myn={0,1,--- N}, a<—-2N-1
0

Isso significa que, em uma familia de polindmios de Bessel existe um nimero finito de
polindmios ortogonais para cada escolha do parametro a.

Além disso, pode ser visto na referéncia [16], de Krall e Frink, que os polindémios
de Bessel sao ortogonais com respeito a uma funcao peso na circunferéncia unitaria
T={z=¢":0<0<2n}.

2.3.5 o(x) tem grau dois e dois zeros complexos
Sejam o(r) = 1+ 22, 7(x) = 26z + a e a constante A\, = —n (28 + n — 1) dada pela
equagdo (2.11). A equagao
(1+2*)R"(z) + 28z + a)R'(z) —n(28+n—1)R(z) =0, «,B€R.

chamada equagao de Romanovski, possui como solugao a familia de polinomios de Romanovski-
Routh {R@A)(z)}2 .

A funcao peso é definida através da equacao de Pearson (2.6)
w'(x)

w(z)

(14 %) =7(x) — 2,

por
w(z) = w®(z) = (1 + 22 emacots e, (2.31)

Ainda sobre a representacao da func¢ao peso, temos duas possiveis formas, uma em
funcao da cotangente e outra em funcao da tangente. Isso é possivel devido a identidade

cotg™H(x) = g —tg H(2).
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Logo, sem perda de generalidade, podemos definir a func¢ao peso dos polindmios de
Romanovski-Routh como

1

w(""ﬁ)(x) =(1+ xZ)B’Ieo‘tgf T

Dessa forma, o polinémio de Romanovski-Routh é dado, pela féormula de Rodrigues

(2.13), como
(a,8) 2\1—p _acotg™ !z d" 2\B+n—1_—acotg”lx
Ry (x) = Np(1 + a%) " Pe d—[(1+x) e &7, (2.32)
xn

sendo N, a constante de normalizagdo dada em (2.14).

Quanto ao intervalo de ortogonalidade (a,b) temos que, para 5 < 0, a condigao de
contorno

—1

(1 + Z,2)[57167&00‘@; m$k|m:a,b =0

gera o intervalo natural (—oo,00), mas nao é plenamente satisfeita. Além disso, os mo-
mentos relacionados a funcio peso w(®? (x),

i = /OC (14 2?)0-temocote ek (2.33)
existem até k = |—2(3]| + 1, onde |z] denota o maior inteiro menor ou igual a z. Logo,
supondo 8 < 0 os momentos py existem para k < 1 — 23. Disso segue que apenas um
numero finito de polindmios de Romanovski-Routh satisfazem a relagao de ortogonalidade
(2.2).

Veremos na Secao 3.1 que, supondo 5 < 0, os polinémios Rﬁjjﬁ)(a:) e Rﬁf‘vﬁ)(x) sa0
ortogonais com relagdo a funcao peso w!®? (x) em (—oc,00), quando m +n < 1 — 2.
Isto é, os polinémios de Romanovski-Routh satisfazem a relacao de ortogonalidade finita

/‘OO (14 2?)f~1eocote™ RO (2)ROP) (2)dx = rpdpmp, m+n<1—283. (2.34)

—00






3 Polinomio de Romanovski-Routh

Neste capitulo apresentamos nossos estudos sobre os polinémios de Romanovski-Routh
divididos em dois grupos, a familia R(*# composta pelos polinémios de Romanovski-
Routh com parametros fixos, e a familia Q(®) composta pelos polindmios de Roma-
novski-Routh com um pardametro fixo e outro variando conforme o grau do polinémio. Os
resultados mais gerais sobre os polinomios de Romanovski-Routh sao apresentados antes
desta divisao.

Trabalhamos com os zeros dos polinomios de Romanovski-Routh e suas propriedades,
justificamos sua relagdo com os polinémios de Jacobi e apresentamos a ortogonalidade
finita, entre outros resultados. Aqui utilizamos as referéncias (8, 9, 15] e [17].

Consideramos a constante de normalizagao da férmula de Rodrigues, dada em (2.14),
como N,, = 1.

Definimos o conjunto de todos os polindmios de Romanovski-Routh por

R={R*? . a,B€R, neN},

onde, para cada o, € R e n € N, os polindbmios Rff’ﬂ)(x) sao dados pela féormula de
Rodrigues (2.13), ou seja,
1 d"

R0 = ety )

com
1

w(a,ﬁ)(x) — (1 + x2)ﬁ—1€—acotg_ T
o(z) =1+ 2>

Em termos da fung¢do hipergeométrica o Fi(a, b; ¢; z) (veja Secao 9.9 de [15]), os polino-
mios de Romanovski-Routh podem ser dados por

. 25 — 1. 11—z
R/S)uﬁ) (x) — (_2Z)ﬂ(/8 + 505)71, 2F1 ( —-n,n + _ ) 9 )
B+ za

| 2
. nl—fB-n—iq —2
28— (i) o | TP )
228 —2n

Pela equacao (2.22) sabemos que o coeficiente do termo de maior grau de um polindémio
qualquer pode ser dado em fungao da constante de normalizagao da formula de Rodrigues
pela equagao

n—1 k -1
Qpp = Nn, H <7—/(«I> + Lau(ﬂf)> , N > 1.

k=0 2

33
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Como supomos N,, = 1 e 7(x) = 2z + « para os polindmios de Romanovski-Routh, segue
que o coeficiente do termo de maior grau de R(*#(z) pode ser dado por

n—1

ann= [ @B+n+k—1)=(n+28-1), (3.1)
k=0

onde ( . ), é o simbolo de Pochhammer dado por

(C)n:{ 1, n=0,

cle+1)...(c+n—-1), n>0.

Assim, pela equacao (3.1), podemos escrever o polinémio de Romanovski-Routh na
forma monica como

1
. — (AR
Os polindémios de Romanoski-Routh também satisfazem a relagdo de recorréncia de
trés termos (veja Secao de 4.3 [15]). Neste trabalho optamos por apresentar a relagao de

recorréncia de trés termos destes polindmios na forma monica, dada por

R @) =

Ry — (4 a(f —1) > p(aB) (4
By (@) < +2(n+ﬁ—1)(n+ﬁ) B (@)

n(n+28-2)((n+ -1 +(2/2") pap)
Cn+28-3)2n+28—1)(n+ B —1)2 ™!

(x), (3.2)

onde J%(_afﬁ ) () =0e }?(()a’ﬁ )(x) = 1, da qual é possivel concluir que seus coeficientes sao
reais quando «, 5 € R.

Note, da equagao (3.1), que a,, , ndo depende de « e, se fixarmos n > 1 e variarmos /3
a partir de 1 — n, quando

1l—n—k
BZT, k=0,1,...,n—1, (3.3)

o coeficiente do termo de maior grau ¢ nulo, isto é, a,, = 0 para n € N*. Isso faz com
que o polinomio R(*#)(x) tenha grau menor que n. Logo, para tais valores de 3 a relacdo
de ortogonalidade (2.2) ndo é plenamente satisfeita.

Os valores de 3 que satisfazem a equacao (3.3) sdo

l—-n, =——n, 2—m,..., — ) , n=>1.

|3

o3
N | —

n
9 )

DN | —

2
Sabemos que, supondo 8 < 0, os momentos i, dados em (2.33), existem para n <

1—24, ou seja, B < % — 5. Logo, a ortogonalidade dos polinomios de Romanovski-Routh
pode ser analisada quando

1 n 3 1 n n
l-n<f<=-—= e ——n,2-n,..., —— — =, ——.
n /{j 2 2 /3 % 2 n) n’ Y 2
A informagao acima é importante para o enunciado do teorema a seguir, que propor-
ciona a quase-ortogonalidade dos polinémios de Romanovski-Routh. A ideia da demons-
tragao pode ser encontrada em [9] e [17].
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Teorema 3.1. Sejam n € N* ﬁxo e o parametro [ € (1 —n,% — %) de tal forma que
B;é%—n, 2—mn,..., —%—%, —2. Entao,

/ RO ()@ (2)de =0, k=0,1,...,2|—8] —n. (3.4)

Note que, em (3.4), a integral se anula para os valores de &k = 0,1,...,2|—3] — n.

Logo, somando e subtraindo (n—1) ao ultimo termo, temos que a integral se anula quando
k=01,....n—14+2[—p| —2n+1. (3.5)

Como vimos em (2.4), um polinémio é considerado quase-ortogonal de ordem r em
(a,b) com respeito a fungao peso w(x) se

/ "R, (x)w(z)dx 0 £=0,1,...,n "
a 75 0 k‘ =n-—-r.

Dessa forma, para n € N*, quando

1 n 3 n
l-n<f<=—— ——n,...,—=
n<p 55 °© 5#2 n,.. Ty

segue das equagdes (3.4) e (3.5) que o polinémio R(*?) (x) é quase-ortogonal de ordem

—(2|-8]—-2n+1)

em (—00, 00) com respeito a funcgio peso w@P (z) = (1 4 22)f-te—acots ',

Além disso, sob tais condi¢oes, segue do Teorema 2.4 que o polindémio R(a 8)(z) possui
pelo menos n — r zeros reais. Assim, segue o Corolario.

Corolario 3.2. Sejam n € N* e o parametro 5 sob sequintes condigoes

3

3
€ 67&5—71,...,—

l\DIS

[\DIH
no |

l—-n<p<

Entdo, o polinomio R\%(z) é quase-ortogonal de ordem r = — (2|—f3] —2n +1) em
(—00,00) com respeito a fungdo peso WP () e possui pelo menos 2 |—B] —n + 1 zeros
reais.

3.1 Familia R(5)

Nesta se¢ao estudamos uma particao do conjunto R dos polindmios de Romanovski-
Routh que, para «, 8 € R fixos, possui todos os polindmios R (x), com n € N. Defini-
mos este conjunto como

R@H = (R@H) . necN}, a,feR

de tal forma que abrange todas as solugoes polinomiais da equagdo de Romanovski com
a e 3 fixos

(1+2*)R"(z) + 2Bz + )R (z) —n(28+n —1)R(z) =0, n €N,



36 Polinomio de Romanovski-Routh

j4 que possui um, e somente um, polinémio de cada grau n € N. A familia R(“%) é uma
particdo de R, pois a unido disjunta de todos os conjuntos R(*# com «, € R, formam
o conjunto dos polinémios de Romanovski-Routh.

Apresentamos algumas propriedades dos polindmios de Romanovski-Routh, como pos-
suir uma funcao geradora, satisfazer uma relacao de recorréncia diferencial e a ortogona-
lidade finita. As demonstragdes aqui apresentadas seguem a referéncia [8].

Para facilitar a leitura vamos omitir das demonstragoes os parametros «, 5 € R fixados.

O préximo resultado apresenta a relacdo de recorréncia diferencial satisfeita pelos
polinémios de Romanovski-Routh. Também chamada de relacao de estrutura.

Teorema 3.3. Os polinomios de Romanouvski-Routh satisfazem a relagdo de recorréncia
diferencial dada por

(@8) (4 n—
(1 + %) 2L - @ _ (25 (;+ n)l) (R (@) — 208+ n)x + ] R (z)) . (3.6)

Demonstracao. Considere a formula de Rodrigues para o polindmio de Romanovski-Routh
Ryia (I )

1 dnJrl

mm[w( ).

Roi(z) = x)o(x

Note que
w(z)a ()" = [w(z)o(z)"o(2)] = [w(z)o(z)") o(z) + w(x)o(x)"o (z)
= {lw@)o(x)"o(z) + w(z)o(x)"" o (z)}o(z) + w(z)o(z) 0" ()
= lw(x)o(x)" " o(2)* + 2 w(z)o(z) 0" ()
e, repetindo o processo n vezes, obtemos pela equagao de Pearson (2.6) que
w(z)o(z)" ) = [w(z)o(z)'o(2)" +n w(z)o(z)"o' (z)
= w(z)r()o(z)" +n w(@)o(z) o' (z)
= w(z)o(x)"[2(8 +n)r + o,

pois 7(z) = 2Bz + a e o(x) = 1 + 2% para os polindmios de Romanovski-Routh com
parametros «, f € R.

Logo,
Rpii(x) = w(lx) %[w(x)a(x)"ﬂ]/ _ ﬁ%[w(x)a(x)”@(ﬁ +n)z + a)]
_2(5+n)x+adnwxgxn (B +n) d! oy
B w(z) d;z:”[ () (x)"] + w(z) dw"—l[ (z)o(x)"], (3.7)

pois quando g(z) é um polinémio de grau 1, entao [f(z)g(z)]"™ = g(x)f™ (z)+ng (z) fV ().
Note que, da férmula de Rodrigues (2.13), obtemos que o primeiro termo da equacao
(3.7) se relaciona com o polinémio R, (x) da seguinte forma

206+n)r+a d
w(z) dxn

2(8 +n)x + a|R,(z) = [w(x)o(z)"]. (3.8)

Agora, usando a féormula de Rodrigues generalizada (2.20), com m = 1, temos que a
derivada do polindmio R, (x) satisfaz
d 1 a1
—R, =N,
dx (z) two(x)o () den |

w(z)o™(x)], (3.9)
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onde N, ,,, é a constante de normalizacdo dada por (2.23), ou seja,

n! met n+k—1
Npw = ——N, [[ [ — "(z)].

Como supomos que a constante de normalizagdo do polinémio de Romanovski-Routh é
N, =1, entao

Ny = n (284 n—1)=n(28+n-1). (3.10)

(n—1)
Assim, pela formula (3.9) e (3.10) vemos que o segundo termo da equacao (3.7) pode

ser dado por : | ( e
2n(B +n) 2B+ n)o(z) d
w(x) drn—1 [W($)0($) ] - m%}%n(x)

Portanto, de (3.8) e (3.11), reescrevemos a equagao (3.7) como

(B+n)(1+2?) dRy(x)
20+mn—1 dr

(3.11)

Ru1(x) = [2(8 4+ n)x + a|R,(x) + 2

de onde obtemos a relagao de recorréncia diferencial dos polinomios de Romanovski-Routh

(1 22) Tt = CIR =) () = 206+ e+ alRo).

Todo polinémio classico possui uma fun¢ao geradora, que é uma funcao analitica em
y cuja expansao de Taylor na variavel y tem a forma

Plz,y) = kfj %Pk(x). (3.12)

Veja Chihara [10] .
O préximo resultado apresenta a funcgao geradora dos polindmios de Romanovski-
Routh.

Teorema 3.4. Os polinomios de Romanovski-Routh tém como funcao geradora a aplica-
cao

(1 + A%)S~Lexp(—acot™1 A)
(1 —2yA)(1 + 22)ftexp(—acot—1z)’

Ao 1—,/1—4y(x+y)'

2y

Demonstracao. Vamos primeiro encontrar uma representacao integral para o polinomio
de Romanovski-Routh R, (x), onde também omitimos os pardmetros a e 3 fixos.

Como a fungiio peso w(x) = W@ (z) = (1 + 22)P~Le~@t "= ¢ analitica exceto nos
pontos =+, assim como a func¢io o(z)” = (1 + 2?)". Segue que, segundo Churchill [18],
podemos usar a formula integral de Cauchy para derivadas afim de alcancar a relagao

L @) = 2 / AT (3.13)

dxm T 2mi Sy (2 — x)nt

RO (z,y) =

onde
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onde x é real, z é complexo, e v é uma curva fechada no plano complexo, que inclui o
ponto real x, mas nao os pontos =+i.

Escrevendo o polinémio R, (z) como pela formula de Rodrigues (2.13) e aplicando a
relagao (3.13) obtemos

e,
Fn(2) = w(z) QWiL (2 — x)”“d '

Substituindo o polinémio de Romanovski-Routh R, (x) na equacdo (3.12) segue a
funcao geradora dos polindémios de Romanovski-Routh

B = 30 (o [ 220 ).

= 27 w(x)
isto é,
1 w(z) & yro(2)k
R(z,y) = — / dz.
(z,9) 27 w(x) yz—x,;)(z—x)k ‘
Supondo w = yo(2) com |w| < 1, temos da série geométrica
> 1
I,
o 1 —w

que

i (ya(z))k A

o \z—x z—x—yo(z)

Logo, reduzimos a func¢ao geradora R(x,y) a

Riz.y) 1 L w(z) z—z iz,

2mi w(z) Jy 2 —x 2 —x —yo(2)
isto é,
Rley) = 5 [ e (814
i)y —x —yo(2) |

Para encontrar o valor dessa integral usamos o Teorema dos Residuos, veja [19], que
diz: sejam f(z) uma fungdo analitica em uma vizinhanga de z = a, uma singularidade
isolada, e v uma curva fechada no interior dessa vizinhanca e que contém z = a, entao

1
— z)dz = Res(f(z),a).
3 | /(2)dz = Res(f(2). a)
Além disso, se z = a é um polo simples no interior da curva =, entao

Res(f(2),a) = lim(z — a) f(2).

zZ—a
Como o(z) = 1+ 22, os pontos em que a razao

wiz w(2) _ w(2)

z—x—yo(z) z—x—y(l+22) —y22+2—(v+y)
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possui singularidades sao

1—/1—4y(x +vy) 14 4/1—4y(z +vy)

21 = 2y € 29 2y
Note que supomos |w| = |(y0(z)) < 1, ou seja,
z—x
r—z<yo(z)<z-—uw, (3.15)

e disso segue que o zero z; estd mais proximo do ponto real z do que o zero z;. De fato,
substituindo z = z; na primeira desigualdade de (3.15) obtemos

1— 1 —4y(z+y) 1—4/1—4y(z+vy)— 2y
<

2y 2y

x —
e, tomando z = 2, na segunda desigualdade de (3.15) obtemos

T+4/1—dy(zr+y)—2zy  1+4/1—4dy(z+y)
< j—

2 5 x.
Logo,
1—/1—-dy(z+y) 1+4/1—4dy(z+vy)
x — < —x

2y 2y
e aplicando o modulo obtemos que a distancia entre z; e x € menor que a distancia entre
Z9 € X.
Como, pela formula de Cauchy, v é qualquer caminho fechado contendo o ponto real
x (e ndo contendo os ponto +i), podemos escolhé-lo de tal forma que contenha apenas o
zZero z = z1, que esta mais proximo de z.
Assim, usando o Teorema dos Residuos, a equacao (3.14) torna-se

Al = 7 (=)

e, como z —x — yo(z) = —y(z — z1)(z — 22) e z; é uma singularidade isolada, temos

w(z)

Res(%,a) — lim(z—2)

z—x—yo z=21 —y(z — 21)(2 — 29)

w(2)

Portanto,
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Fazendo A = z; = VI dyety) Vl;ij temos que /1 —4y(zx +y) = 1 — 2yA. Assim, encon-
tramos a fungado geradora (3.12) dos polinémios de Romanovski-Routh

w(A)
(1= 2yAo(z)’

R((E’y) =

onde A — IZVI-WEty)

2y

Vamos agora estudar a ortogonalidade dos polinémios de Romanovski-Routh. Vimos
que os momentos
[y = /oo (1 + IQ)ﬁflefacotg_lxxkdx
—00
existem para k < 1 — 20, quando § < 0. Disso, segue que apenas um nimero finito de
polindémios de Romanovski-Routh satisfazem a relagao de ortogonalidade (2.2). Logo, faz
sentido a relagdo (2.34) que sera finalmente demonstrada no resultado a seguir.

Teorema 3.5. Se R () e R (x), m # n, sdo polinémios de Romanovski-Routh de
grau m e n respectivamente, entao

| R (@) R (@)l (@) d = 0,

se, e somente se, m+n<1—28 e <0.

Demonstracao. Da demonstracao do Teorema 2.11 da ortogonalidade dos polinémios hi-
pergeométricos, fazendo y,(x) = R, (x) em (2.25), e omitindo os pardmetros « e /3, pode-
mos concluir que a integral

/_ °; Ron(2) Ry ()0 (z) dx

1 / / o0
= m{a(m)w(m)[Rm(lﬂ)Rn(iﬁ) — Ry (2) R, (2)]} 2

é nula quando A, # A\, e a condigao de contorno (2.26) é valida, isto é,
{o(2)w(@)[Rin(z) R, (2) — Ra(2) R, (2)]} 5 = 0. (3.16)

Também mostramos que \,, # A\, quando m # n. Logo, vamos analisar apenas a
condi¢ao de contorno. Chamando

M(x) = (1 +2%)%e " [Ry(2) R}, () — Ryn() By ()]
podemos substituir a equagao (3.16) por

lim M(z)— lim M(z)=0

T—00 T——00
e analisar os limites por partes. Escrevendo y = —a cotg™! z, temos que quando x — 0o
segue que y — 0 e quando x — —oo segue que y — —am. Logo, o limite da parte
exponecial ¢ uma constante positiva, sendo 1 ou e™*". Os outros fatores se comportam
como poténcias de z, a saber, x com expoente 28 +m +n — 1.
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Assim, quando o expoente 25 +m+n — 1 for negativo sabemos que os limites existem
e sao nulos. Observe que, como m,n € N e n # m, a condi¢do 26 +m +n —1 < 0 s6 faz
sentido se 3 for negativo.

Portanto, concluimos que

/ Ry (z)R,(z)w(z)de =0, n#m

—0o0

se, e somente se, m+n <1—28e [ <0. |
Com argumento similar ao usado no Teorema 3.5 demonstramos o resultado a seguir.

Teorema 3.6. Somente para os polindmios R\ (z), com 0 < n < —f, a integral abaizo
converge

[ (R (@))2ufe?) @) da.
Para demonstrar o proximo resultado precisamos da seguinte relagao
w @O (2)o(2)" = W@ (). (3.17)

De fato,

1

w(a,ﬁ) (.73)0'(.7})” — (1 + x2)571€facotg’ I(l + .’132)”
— (1 + x2)5+n—1e—acotg_1w — w(a’ﬁ+")(g}),

O teorema a seguir diz que cada polindémio de Romanovski-Routh é, a menos de uma
constante, igual a derivada do polindémio de grau consecutivo, mas nao da mesma familia.

Teorema 3.7. Os polinomios de Romanovski-Routh satisfazem a relacdo
d a
TR (@) =028 +n - DR (@),
x
para todo o, € R en € N.

Demonstra¢io. Na Secao 2.2 vimos que a derivada de uma funcao hipergeométrica F’(x)
é solucao da equagao (2.8), ou seja,

o(@)-Z ) + T(l)(m)%F/(x) +AmF (@) =0,

onde
’7'(1)({13) = T(x) + 0'/(1'), )\(1) = \+ T/(CC).

Tomando o(z) = 1+ 2% 7(x) = 2Bz + a e a constante \, = —n(26 +n — 1),
reescrevemos a equacao acima por

d? d
(14235 () + B+ Do+ a) - Fe) = (- Dn+20)F (@), (3.18)
: d ) .
onde a derivada d—Rﬁf‘ﬂ)(a:) é solugao.
x
O polinémio de Romanovski-Routh RELO"@ (x) é solugado da equagao de Romanovski
2

(1+ :c%%F(m) + (28z + &)%F(Z‘) =n(n+28 —1)F(x). (3.19)
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Note que fazendo § = 3+ 1 e n = n — 1 podemos transformar a equagao (3.19) na

o d o
equagao (3.18). Logo, os polindmios Ri‘_’ff“)(a:) e d—R,(f"ﬁ) () devem ser proporcionais,
T

pois ambos sao solucoes da mesma equagao.
De fato, vimos que a constante de normalizagdo da férmula generalizada de Rodrigues
para os polinomios de Romanovski-Routh, com m = 1, ¢ dada por (3.10), ou scja,

an = n(2ﬂ +n— 1)7
e assim, a derivada do polinémio de Romanovski-Routh é dada por (3.9) como

1 dnfl
w@h(x)o(x) dzn—1

d
%Rgf“’ﬁ) () =n(28+n—-1)

[w(a,ﬁ)cr"(:v)].

Usando a relacdo (3.17) e a férmula de Rodrigues (2.13), obtemos o resultado final

1 dnfl
(a,8+1) (I) dxn—1 [

=n(20+n— 1)R£fﬁ[f+1)(m).

(@A) @)

d
— R@B) () — _
den () =n(28+n 1)w

3.2 Familia Q@)

Nesta secao vamos apresentar a familia de polinémios conhecidos por polinémios com-
plementares de Romanovski-Routh Q(®#)(z), que se relacionam com os polinémios de
Romanovski-Routh da seguinte forma

Q@) = REP (), >0 (3:20)
Logo, para cada «, 8 € R, podemos definir os conjuntos
Q(a,ﬁ) = {Q;aﬁ) (r):n €N} = {R;""B_")(x) in € N},

que constituem em uma particao do conjunto dos polindomios de Romanovski-Routh R,
j& que possuem um, e somente um, polindmio de cada grau, duas familias distintas nao
compartilham de polindmios em comum e a uniao de todos esses conjuntos formam o
conjunto R.

Como fizemos na se¢do anterior vamos apresentar, para os polindbmios complementares
de Romanovski-Routh Q(®#)(z), a férmula de Rodrigues, a funcdo geradora, a relacdo de
recorréncia diferencial e sua ortogonalidade. As demonstracoes aqui apresentadas também
seguem a referéncia [8].

Consideramos os parametros a, § € R fixos.

Vamos primeiro encontrar a férmula de Rodrigues. Sabemos que os polindmios R(*9)(x)
satisfazem

1 dar

Rv(fﬁ) (l’) = w(B) (I) w[a(l_)nw(a,ﬁ) (I)],

logo,
1 d"

(eB=n) () dx™

QU (@) = R (@) = - o)W @] (321)
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Como vimos anteriormente w(®? (1) (z)" = w@F+")(z), entdo

o, 0—n n o 1 O'(.Z')n
UJ( B )(ﬁlj)U(Q:) — w( ?B)(:C) e w(a’ﬂ_n)(l’) - w((wﬁ)(l.)

Finalmente, substituindo em (3.21), encontramos a férmula de Rodrigues para os polino-
mios Qi(x),
o(x)r d"

—— L @A (). 3.22
wl(@.B) (3;) dx'nw (.Z') ( )

Q@)

Isolando a n-ésima derivada da fungdo peso na equagao (3.22) obtemos

WD ()] = QP (@l @) () (3.23)
l.n
Logo, para 0 < m <n

TONe) = T Tl (0) = QU ) o)

Assim, substituindo a rela¢ao acima na equagao (3.22) obtemos outra forma de representar
os polinémios complementares de Romanovski-Routh

o(x)” dmm (,8)

Q% (@)™ (z)o () ™).

(QNB) f—
Qn (.T) w("‘ﬁ) (l‘) drn—m

Agora, tomando =  —n na equacao de Romanovski (3.36) temos que os polindémios
complementares de Romanovski-Routh Q(®% (z) satisfazem a equacio hipergeométrica

(1+2)Q"(2) + [2(8 — n)a + )@ (x) — (28 —n — 1)Q(z) = 0.

Nos valendo do Teorema 3.7 obtemos o préximo resultado, que diz que cada polindomio
complementar de Romanovski-Routh é, a menos de uma constante, igual a derivada do
polinémio consecutivo da mesma familia (isto é, com os mesmos parametros «, 5 € R).

Teorema 3.8. Os polinomios complementares de Romanouvski-Routh satisfazem a relacao

d

Q@) = n(26 —n — QY (@), (3.24)

para todo o, € R, n € N.

Demonstracao. Basta tomarmos a relagao dada pelo Teorema 3.7, isto é,

d le% [e% 1

SR (2) = n(26 4+~ DR (1)
e expressa-la em termos dos polindmios complementares de Romanovski-Routh. Para
isso, chamamos =  — n e assim,

d

%ng,ﬂ) (2) =n(28 —n —1)Q\Y(x).
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Como os polindmios complementares de Romanovski-Routh sao polindémios de Roma-
novski-Routh com um parametro livre e outro dependente do grau do polinémio, também
existe uma funcao geradora, Q) (x,y), em forma fechada, para a familia Q% que é
uma func¢ao analitica em y da forma

QD (y) = 3 L (a), (3.25)
pr k!

Teorema 3.9. Os polinomios complementares de Romanouvski- Routh possuem uma fungdao
geradora na forma
w@A(z 4+ y(1 + 22))

w(a,ﬁ) (g;)

Demonstragio. Substituindo na equacao (3.25) a definicdo do polinémio complementar
de Romanovski-Routh, dada por (3.22), temos

oo ..k J(:E)k dk

QU (x,y) =37

=kl w@b)(z) dak

I & (o)t d*

QU (x,y) =

w(aﬂ)(x)

_ ()
= @A) (7) kg i @)
e tomando z = z + yo(x) = z + y(1 + 2?) obtemos
1 X (z—x)k dF
Cl,[j J— Oé:ﬂ)
QN wy) = —; G kg o e @), (3.26)

Note que

N ) M AN YRR P
]; ]{7' dzkw (x) =w (Z)a

pois o lado esquerdo da equacéo ¢ a expansao de Taylor da fun¢ao peso em torno do ponto
x. Logo, substituindo em (3.26) obtemos a fun¢ao geradora

(@8)(,
(@) _ wP(z)

onde z =z + y(1 + z?). |

O proximo resultado apresenta a relacao de estrutura satisfeita pelos polinomios com-
plementares de Romanovski-Routh.

Teorema 3.10. Os polinomios complementares de Romanouvski-Routh satisfazem a rela-
¢do de recorréncia diferencial

(1402 Qe (@) = Q) (@) — 28 —n— Do +aQPA ). (327)

Demonstragao. Derivando o polinémio complementar de Romanvski dado por (3.22) ob-
temos

d d 1 dr

— Olep) —— (a,B)

de" (=) dz | whf=n)(z) dzn (@)

1 d dr
- = = ey = ()
@R g @)
1 n+1
d w @A) () (3.28)

wleB=n) Jyn+l
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Fazendo n = n + 1 na equagao (3.22) obtemos

O'(CL‘) dn+1

Qn-l—l ( ) w(’”‘ﬁ—”’)(x) dl‘n—Hw (IL’)
e assim,
o B 1 dn—i—l N
Q’S%F? ( ) ( ) b= wlap—n) dx”HW( ”8)(:17)> (329)

que é equivalente ao segundo termo da equagao (3.28).
Derivando a funcio peso w(®#~(z) segue, da equacio de Pearson (2.6), que

d
%w(a,ﬁfn) (x) —

W @I ()[r(z) — o' ()]
o(x)

Y

onde, neste caso, 7(x) = 2(8 —n)xr + a e o'(x) = 2z. Diante disso,

%w(a’ﬁ_”)(x) = W@ () o (2)H2(B —n — Da + a (3.30)

e, derivando n vezes a funcdo peso w®#~"(z), segue da equacao (3.23) que

I (@) = QI ) z), (3.31)

Logo, das equagoes (3.30) e (3.31) temos que o primeiro termo da equagao (3.28) é dado
por

1 d
WA )R d”

dr

dx™

WO (2) D (@) = —o 7 (@)[2(8 — n — Dz + o) QT (2).

Assim, voltando para a equagao (3.28) obtemos

QN () = (8~ n— Do+ alo(2) Q@) + () QU (),

isto é,

4 Q@A () = QP (x) - [2(5 — n— 1)z + QP (2).

1 2
(+x)dx

Desse resultado podemos encontrar uma relagao de recorréncia de trés termos para
os polinomio complementares de Romanovski-Routh. Basta substituir na relacao de es-
trutura (3.27) a derivada do polinomio Q) (x) dada na equacio (3.24). Assim, para
n >0,

Qui1(2) = [2(8 = n = Dz + alQ (@) + 025 = n = 1)(1 + 2)Q, 2 (x),

com as condicdes iniciais Q%7 (z) = 0 e QY (x) = 1.

Devido a este tipo de relacao de recorréncia, conhecida como relacao de recorréncia
do tipo Rj;, que os polinémios complementares de Romanovski-Routh foram estudados
em [6] e [7] através de sua relagdo com polindmios ortogonais no circulo unitério.

Agora, vamos estudar a relacdo de ortogonalidade da familia Q)
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1
Teorema 3.11. Os polinomios complementares de Romanovski-Routh, com [ < ¢ — o
satisfazem a sequinte relagdo
o0 (()‘75) (avﬂ) (047,8)
/ nd (IZ i (xi i (xi dr =0, m#n, (3.32)
o (Lt a2)f (L+ )% (11 22)3

onde § =1sem-+mn éimpar ed =2 sem—+n € par.

Demonstracao. Vamos mostrar apenas o caso quando m + n é par, pois o caso m + n
impar é analogo. Como m # n, suponhamos, sem perda de generalidade, que m > n.

Considere
O = [ D) Q) Q)

N e dz. (3.33)

Substituindo, na equagao anterior, a formula de Rodrigues dos polindmios comple-
mentares de Romanovski-Routh (3.22), ou seja,

Q@9 (1) = ofz)™ d" @8) ()

m wl@h) (z) dzm”

obtemos

B ) leaﬂ) (l’) dm (.5)
Omn = /_oo o (x)zn=m+1 dzm " (z)dz. (3.34)

Como m +n é par e m > n, entao m —n — 2 é um inteiro ndo negativo par. Logo,
1 1 , A .
o(r)2m =2 = (1 + 22)2(™ =2 ¢ um polindmio de grau m — n — 2 e chamamos

P_o(z) = ng“ﬁ) (g;)g(x)%(m—n—m

um polinémio de grau m — 2.
Voltando a equagao (3.34) segue que
dm

dxmw(a’ﬂ)(x)dx.

O = [ Puca(a)

Assim, integrando por partes m — 1 vezes a equacao anterior, obtemos

w(o"ﬁ)(x)rc — l d dm w(aﬁ)(m)]

o0

dm—l
da:mfl

Om,n - [Pm—Q(w) %Pm—Q(x) dpm—2

—00 —0o0

dm72 d o
m—2 a,B
m—1 [ g dm* °°
=y (-1 [me—2<m>dxm—kw( ’6)(@1
k=1 -

Note que, para cada k£ € N a derivada

5 dk—l
Prop—1 = drh—1

é um polindmio de grau m — k — 1, enquanto que, pela equagio (3.23), a (m — k)-ésima
derivada da funcao peso é dada por

Pm_g(l)ﬁ)

dmfk

e (@) = WO (@)o () QR ).
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Dessa forma, podemos reescrever O, ,, por

m— 1

wle ,B)( ) &

> (D | P @) o 00| (3.35)

Chamando de
Pom-oh1(2) = Brg1 (2)Q5) ()

o polinémio de grau 2m — 2k — 1, podemos calcular os limitantes

[M(z)]", = lim M(z)— lim M(z),

T—r00 T——00

onde

M(z) = W' (2)o(x)* " Pop—_op_1(z)

_ (1 + m2),6’—|—l<:—m—1€—acotg;*l $?2m—2k—1($)-

Na demonstragao do Teorema 3.5 vimos que o limite da parte exponencial é uma
constante positiva, sendo 1 ou e™®", e os outros fatores se comportam como poténcias de
x, a saber x com expoente 25 — 3. Logo,

xgrinoo<1 + xQ)ﬂ—&—k—m—le—acotg*l m?Qm/—Qk—l(x) =0

se, e somente se, o expoente expoente 23 — 3 for negativo.
Voltando para a equacgao (3.35) segue que a integral O, , ¢ nula se, e somente se, o

parametro § < 7 Logo, chamando 6 = 2 e considerando a definicao de O,,, dada em
(3.33) obtemos

= [ 2000 Q8% Q500

(1+22)s (1+22)% (1+2a2)
se, e somente se § < § — % [ |
Note que o Teorema 3.11 descreve uma relacdo de ortogonalidade infinita entre as

fungoes Q@A) (x)(1 4+ 22)~™/2 e Q) (x)(1 4+ 2?)™™/2, que ndo sdo polindmios.

1
Em termos do polinémio de Romanovski-Routh com parametro g < § — > €como

W@ (a) = (\/wmﬂ) ) = \Jwl @B ()0 () o= (2)e ()",

obtemos da equacao (3.32) a rela¢do de ortogonalidade infinita

/ Rf’ﬁfm)(x)Rga’ﬁ*”)(x)\/w(“ﬁ m) \/w af=n)(z)(1 4 2%)~ 2dr =0, m#£n,

onde d =1 sem+n éimpar e §d =2 se m+ n é par.
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3.3 Relacao entre os Polinémios de Romanovski-Routh
e os Polinbmios Complexos de Jacobi

Para observar a relacao entre os polindomios de Romanovski-Routh e os polinémios
complexos de Jacobi é necessario aplicar a transformacao de x para ix.

Segundo Raposo e outros [8], apesar dos polindmios de Romanovski-Routh serem
comumente considerados uma complexificagdo do polinomio de Jacobi, pois a mudanga
de z para iz transforma o coeficiente (1 — z?) em (1 + x?) na equagao de Jacobi

42 d
_ Y plap - 4 plasp)
(1 =273 P7(@) + |f — o = (a + B+ 2)z] - P,"7(2)
+n(n+a+ B+ 1P (r) =0,

neste secao vemos que esta mudanca de variavel é insuficiente para chegarmos na equagao
de Romanovski

2 R .
(1+ xQ)%REf"ﬂ) () + [26z + d]%Rff“B)(x) =n(n+ 28 — )R (z). (3.36)

Nesta secao denotamos os parametros dos polinémios de Romanovski-Routh por & e
B para nao confundir com os pardmetros dos polindomios de Jacobi.

Também mostramos o conjunto R dos polinomios de Romanovski-Routh como um
subconjunto da familia dos polinémios complexos de Jacobi e, disso segue que o polinémio
R (z) também pode ser referido como Pseudo-Jacobi.

Podemos considerar a complexificagao de uma funcido como uma aplicacdo que trans-
forma funcgoes reais com varidveis reais em fung¢oes complexas sob variaveis reais. Isto é,
se g : U C R — R é uma funcao real, definida num intervalo da reta, definimos uma
complexificacdo de g como a fun¢ao ¢g* : U’ C U — C dada por

g'(x) = g(iz).

Vale observar que a relacdo U’ = U pode acontecer.
A complexificagao conserva a soma e o produto, isto é, (f + ¢)*(x) = f*(z) + g*(z) e

(fg) (z) = f*(2)g" (2).
Quando g(z) ¢ um polinémio, as propriedades de continuidade e de diferenciabilidade
sao respeitadas. Entao, as derivadas com respeito a x satisfazem

e = (M) gt = (o)) nen

Portanto, se a fungao g(z) é solucao de uma equagdo hipergeométrica

d? d
a(:z:)ﬁg(w) + T(x)ag(aﬁ) + Ag(z) =0,
entdo ¢g*(x) é solugao da complexificagdo desta equagao hipergeométrica, ou seja,

d2
d(iz)?

o(ix) g(ix) + 7(ix) g(iz) + Ag(iz) = 0,

d
d(iz)
ou melhor,

T, d*, 1 .d .
ﬁa(zx)@g (x) + ;T(zx)d—xg () + Ag*(z) = 0.
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Assim, a complexificagdo do polinémio de Jacobi <P7(La'ﬂ))* (z) = PP (iz) satisfaz a
equagao

d
ﬁpga@ (ix)

—n(n+a+ B+ 1P (iz) = 0. (3.37)

(1+z )dd — PP (i) +i[B — o — (a + B + 2)ia]

Note que a tnica semelhanga entre a equagdo complexa de Jacobi (3.37) com para-
metros reais e a equagdo de Romanovski, dada em (3.36), é o(z) = 1 + 2. Logo, supor
r = ix na equacao de Jacobi é insuficiente para transforma-la na equagao de Romanovski.

Agora, tomando «, f € C, com o = a+ibe = a —ibem (3.37) obtemos

2

(1+2%)— d Platiba=ib) (i) 1 [2b + (2a + 2)x]—

d ) .
T2l P(a+zb,a—zb) (Zl‘)

dx
— n(n + 2a 4 1)PLata=ib) () = 0, (3.38)

que se relaciona perfeitamente com a equagao de Romanovski (3.36) com pardmetros reais
a=2be 5’ =a+1.

Portanto, para obtermos a equacao de Romanovski através da equacao de Jacobi
precisamos estender a definicdo do polindémio de Jacobi no plano complexo, com «, 3,z €
C, e restringir a variavel z = ix e os parametros conjugados, isto ¢, § = @.

Sabemos de [17] que o polinémio de Jacobi de grau n € N, z, a, f € C, é dado por

PR () K 'Z ( nta ) ( ";:B ) (2 — 1)F(1 + 2)"* (3.39)

ou, equivalentemente, pela férmula de Rodrigues com constante de normalizacao N, = 1,

por
n

PI(3) = (1= 2) (1 2) P2 [(1 = 2 (14 2,

e satisfaz a equagdo complexa de Jacobi (3.37) quando z = iz e o, € C. Assim, se
B = @, entdo P (ix) também soluciona a equacdo (3.38) equivalente & equacdo de
Romanovski.

Para relacionar o polinémio complexo de Jacobi P{*® (i) ao polinémio de Romanovski-
Routh precisamos mostrar que ele é um polindémio real, e para isso, basta mostrar que o
seu conjugado ¢ ele mesmo.

Podemos calcular o conjugado do polinémio P(*® (ix) por (3.39) como

Prga’a)(ix) = P& (—jz) = n! Z < nta ) ( n—{k—a ) (1 +iz)*(iz — 1)" .

Logo, -
P (iz) = (—1)" Pl (i), (3.40)

isto &, para n par, P{*% (ix) é uma funcdo real, enquanto que para n impar, P{%® (ix)
é uma funcdo imaginaria. Portanto, i"P{®® (i) é uma funcdo real para todo n € N e
também ¢é solucao da equagao de Romanovski (3.36).

Como a solugao polinomial de uma equacao diferencial hipergeométrica é tinica para
cada grau, a menos de uma constante, concluimos que i"P(*® (iz) é o polinémio de
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Romanovski-Routh R2»**1(z), com constante de normalizacao da férmula de Rodrigues
N, = 1. Assim,
RSLQb’a+1)(£U) _ Z-npéa—i—ib@—ib) (Zﬁ), (3.41)

ou ainda, para d,B eR,
R@H) (g) = mplf %0175 (0, (3.42)

Note que em (3.42) foram consideradas as mesmas normalizagoes para R@9)(z) e
éﬁiHiaﬁflf?a)(im). Para o caso de normalizacoes distintas, a igualdade anterior é
verdadeira a menos de uma constante.

Finalmente, de (3.42), temos a familia dos polinémios de Romanovski-Routh como um
subconjunto da familia dos polindmios complexos de Jacobi e, devido a essa relagdo, os

polindomios de Romanovski-Routh também sao chamados de Pseudo-Jacobi.

3.4 Zeros

Nesta secao apresentamos algumas propriedades dos zeros dos polindomios de Roma-
novski-Routh com n € N* fixo e parametro § < 1 — n. Visto que, como esta familia
satisfaz uma relacdo de ortogonalidade para um ntmero finito de polindmios, havera
certas particularidades quanto a seus zeros. Contudo, vale ressaltar que no Corolario 3.2
consta uma propriedade dos zeros do polindomio de Romanovski-Routh para o caso em
que o parametro [ satisfaz as seguintes condigoes

1 n 3 n
l-n<pf<=-—= ——n,...,——=
n /8 2 2 € /8 # 2 n? ) 27
que diz que o polindmio R(*#)(z) possui pelo menos 2 | —f3] — n + 1 zeros reais, devido a
sua quase-ortogonalidade. Seguimos, aqui, a referéncia [9].
No Teorema 3.5 vimos que os polinémios de Romanovski-Routh com parametro 8 < 0
fixo satisfazem a relacao de ortogonalidade

| R @ RE D @)w(@)de =0, n#m

se, e somente se, m +n < 1 — 23. Note que, se supormos 3 < 1 —n, com n € N* fixo,
obtemos -
/ RYA ()R (2)w(z)dr =0, 0<m <n,

que é equivalente a ortogonalidade finita definida no Teorema 3.5.

Sabemos, da Secao 2.1, que os zeros de uma familia de polindomios ortogonais sao reais,
distintos e pertencentes ao intervalo de ortogonalidade. Logo, tomando n € N*, segue que
os zeros de Rg“’ﬂ)(x) sao reais e distintos, quando § < 1 — n.

Para as préximas segoes consideramos n € N* fixo e denotamos os zeros do polinémio
de Romanovski-Routh R(*?(z), com 8 < 1 —n, por

Tpa < Tno < ... < Tpn,

ou seja, ordenados em ordem crescente.
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3.4.1 Limitantes dos zeros extremos

Nesta segao vamos apresentar alguns limitantes inferiores e superiores para os zeros
extremos do polindmio de Romanovski-Routh R(*#)(z), isto é, para Tyl € Tp,p, segundo
[9].

Antes do primeiro teorema precisamos apresentar uma propriedade, provada na refe-
réncia [20].

Propriedade 3.12. Seja {F,(z)}>°, uma sequéncia de polindmios ortogonais e
gn-1(z) € Py tal que

gn—1(2) = a(2) Fopa(2) = (2 = Ap)b(2) Eu (2), (3.43)

com A, constante e, a(z) e b(x) fun¢oes. Para cada n € N* fixo, A, é um limitante
inferior do maior zero de F,;1(x) e um limitante superior do menor zero de F, ().

O resultado a seguir apresenta limitantes superiores para o menor zero de R(*9)(z),
isto ¢, x,,1, e limitantes inferiores para o maior zero de Rgf‘ﬁ)(x), isto €, @, .

Teorema 3.13. Sejan € N* e f <1 —n. Entao,

. - a(f—1)
(1) x,1 < 2(n+ B —1)(n+B)

< xn,n;

(i) < c <

i) x —————— < Tpu;
n,l 2<n + 5 . 1) n,n»

a

(1ii) xpq1 < —% < T

Demonstragio. (i) Considere a relagao de recorréncia dos polindmios de Romanovski-
Routh na forma monica (3.2), isto é,

SCLUR af — 1) ) H(0.8) (4
R (@) <+2(n+3—1)(n+5) B a)

n(n+28—2)((n+ 5 —1)% + («/2)?)
2n+28-3)(2n+28—1)(n+5—1)?

R ().
Logo, pelo Propriedade 3.12; segue que a(x) =1, b(x) =1 e

B
" 2(n+ B —1)(n+p)

um limitante inferior de z,,,, € um limitante superior de z, i, ou seja,

(ii) Na referéncia [21] encontramos a seguinte relagdo entre polindémios de Jacobi

1— 22 _(a41p A — 3 . 5
==L plattie () =9 <x+ a—p )P(“’ﬁ)(x)

2 n—1 2n+d+3+2 n
4n—|—1) &a.B

oAt pesy

2n+a+p+2




52

Polinomio de Romanovski-Routh

(iii)

Substituindo n por n — 1, & por a + b, 5’ por a — b e x por ix na equacgao anterior
obtemos

1— ( ) (a+1+zb a+1—ib) . 2ib (a+1ib,a—1ib)
—P =2 P ’
2 n— ( ) (24 + 2n + 2@ n—1 (l')

4n L
. P(aJrzb,aflb)
2n+2a " (z)

e, considerando a relacao entre os polindbmios complexos de Jacobi e os polinomios
de Romanovski-Routh, dada em (3.41), temos

1+ 22 (gb a+2) b (2b,a+1) 2n (2b,a+1)
R\ =92lz+ —— | R™ — —— R .
2 ( ) (x) z n + a n—1 (I) n _|_ a n (x)

Portanto, escolhendo os pardmetros do polinémio de Romanovski-Routh da forma
a=2be 3 =a+ 1, segue da Propriedade 3.12 que

<A b a <
Tn, n — - - Tn,n-
! n+a 2(n+ 5 —1) ’

Na referéncia [21] também encontramos a seguinte rela¢do entre polinomios de Ja-
cobi

Go(1 — 222 P72 (o >—(z—3—> P& (2) — H,C(a) P (x),

Q)
+

2(n+1)
n+a+)n+B+1)(a+5+2)

H, =

Substituindo n por n — 1, & por a + ib, B por a —ib e x por ix na equacao anterior,
e, novamente, considerando a relagao entre os polinémios complexos de Jacobi e os
polinémios de Romanovski-Routh, dada em (3.41), obtemos

REL b,1a+1) (x) . Hn_lc(x)RgLQb,a-i-l) (ﬂf)

N O ats —b
Gumal1-+ 20 RS ) = (2 - 1)

Logo, chamando o« = 2b e § = a + 1, segue da Propriedade 3.12 que

b Q
e A=Y
Tn.1 at1 23"
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Pelos itens (i) e (ii) do Teorema 3.13 mostra-se que fixando n € N* e tomando [ se
aproximando de (1 —n) obtemos que o menor zero de R(*?)(z) tende a —o0o e o maior
zero de R(@?)(z) tende a +00, quando « é ndo nulo. De fato,

— _{+oo, se a < 0,

lm @ ———=
p—(-nt+1)- 2(n+ 5 — 1) —o0, sea>0

—a(f —1) B {+OO, se a >0,

lim =
B=(-n+1)~ 2(n+ B —1)(n + ) —00, se a < 0.

Assim, quando « ¢ positivo & limitante superior do menor zero de R (z) de

7 2(r +/3 1)

tal forma que, quando § se aproxima de (1 —n), entao z,,; tende a —co. E, %

¢ um limitante inferior do maior zero de Rﬁf‘ﬁ) (x) de tal forma que, quando f se aproxima
de (1 —n), entao z,, tende a +00. Analogamente provamos para a < 0.

Observe que, neste caso, o grau do polinémio R%aﬁ) () é no méximo n — 2.

A seguir, apresentamos um resultado que caracteriza o método, introduzido por Ismail
e Li em [22] e reproduzido em [11], para obter os limitantes do intervalo que contém os
zeros de um polindmio. Sua demonstracao pode ser encontrada em [11].

Como vamos usar sequéncia encadeada, comegamos definindo-a, segundo [11], por
{¢w, + n = 1,2,...,N}, com N < oo, de tal forma que existe outra sequéncia
{gn:m=0,1,..., N} que satisfaz

n:gn(l_gnfl)a TL>O, O<gn<17 0§90<1

A sequéncia { g, } >0 ¢ chamada sequéncia de pardmetros da sequéncia encadeada {c;, },>0.
Além disso, essa sequéncia sera constante se, e somente se,
0 < 1
<cp, < .
"~ dcos?(m/(N + 1))

Muitas propriedades sobre sequéncia encadeada podem ser encontradas em [10].

Teorema 3.14. Seja {Fn(af)} uma sequéncia de polinomios, na forma monica, que satis-
facam a relagao de recorréncia de trés termos (2.3), com 3, > 0, para 1 <n < N, e seja
{cn}22, uma sequéncia encadeada. Suponhamos

A=min{y,;0 <n < N} e B=max{z,;0<n< N}, (3.44)

onde T, € Yn, Yn < Ty, SA0 Taizes da equagdo

ou seja,

1 1 N
L, Yn = é(an +ap-1) £ _\/(O‘n —0p1)? + 46—.

Entao, os zeros de ﬁN(x) pertencem ao intervalo (A, B).

Note que A é um limitante inferior do menor zero de F ~n(z) e B é um limitante
superior do maior zero de Fyy(z). Além disso, tomaremos a sequéncia encadeada constante
{C} {4C0s2 7r/(N+1))}

Segue a aphca(_;ao do Teorema 3.14 para a relagdo de recorréncia dos polindmios de
Romanovski-Routh na forma monica (3.2).
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Teorema 3.15. Sejam N € N*, § <1 — N ea > 0. Entao, denotando

_ a(l - ) P odnn4+28-2)((n+B-12+(0/2)?) , o«
S(n)_$<2(n+ﬁ—2)(n+ﬂ)> " 2n+28-3)2n+26-1) O N+LU

temos

: o a(f —1) S(n)
() mN’1>A70£I}LI<nN2(n+ﬁ—2)(n+B)_n—i—ﬁ—l’

y _ a(f —1) S(n)
(i) ann < B _OELELXNQ(TL—FB—Q)(TL-Fﬁ) * n+p—1

Demonstragdo. Sabemos que os polindmios de Romanovski-Routh na forma ménica, R (x),
satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos (3.2) com coeficientes

a(f—1) n(n+28—2)((n+ 5 —1)* + (2/2)?)
2(n+p —1)(n+pP) 2n+28-3)2n+26—-1)(n+ 5 —1)2

Portanto, segue do Teorema 3.14 que

o, = By = > 0.

a1 1 o(1 - ) 2+i5
T -2t B) 2\\m+B-2)n+B8-Dm+p)) @ "
Suponhamos {¢,}52, uma sequéncia encadeada constante de tal forma que

Cp, =2¢C

- 4cos?(m/(N +1)) Logo,

+ 164, cos?

by aB=1) 1« a(l - p) >2
I 2n+B-2)n+B)" 2\ \(n+B8—-2)(n+B—1)(n+p5)

Como # < 1—n (poisn < N) e a > 0, temos que 2(n+a5(f2_)1(31+ﬁ)

mente, y, estd associado a substracao e x,, a soma da raiz.
Vamos, primeiro, considerar o caso da subtragao. Entao, pela equagao (3.44) temos
que A = min{y,;0 <n < N}, ou seja,

N+1

< 0. Consequente-

. -1 1 a(l-B) ’ , T
A= N ST 520+ ) 2«(”%_2)(%5_”(%5)) FLOes T

onde

nn+28—-2)((n+ B —1)?2+ (a/2)?)

6":(2n+26—3)(2n+2ﬁ—1)(n+5—1)2'
Logo,
o o3 — 1) 1 o(1 - B) T T
A_oglglNQ(nJr/}—Q)(nJrﬂ)_n+/)’—1\l(2(n+[)’—2)(n+5)) Aot T
onde

5= nn+26—-2)((n+8—1)*+ (a/2)%)
" (2n+28 —3)(2n + 25 — 1)

Analogamente para o caso da adi¢cdo temos

B a(f —1) 1 a(l —p) 2 - s
B= 2(n+ﬁ—2)(n+5)+n+ﬁ—1J (2(n+5—2)(n+5)> 4B cos® T
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3.4.2 Motonicidade dos zeros

Para o préximo resultado vamos primeiro enunciar o Teorema de Markov (veja Teo-
rema 6.12.1 em [23]).

Considere n € N* e {F7(x)} uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagao a
fungdo peso w(zx, ), dependente do parametro v € (¢, d), no intervalo (a, b). Denotamos
os zeros de F)(z) por yn1 < Un2 < .. < Ynon-

Teorema 3.16 (Markov). Suponhamos a existéncia e continuidade da derivada da fun-
¢io peso w(x,vy) em fungao de vy, ou seja, %w(m,’y) para v € (a,b) ey € (¢,d), e a
convergéncia uniforme das integrais

b d
' —w(x,y)de, v=0,1,...,2n—1,
/a - (z,7)
no intervalo fechado e, f| C (¢,d). O v-ésimo zero y,, (para wm valor fizo v) é uma
& (@)
w(z,y)

Assim, segue o resultado que diz que a monotonicidade dos zeros do polindémio de
Romanovski-Routh R(®# () depende do pardmetro o.

funcao crescente em vy, se for uma fungdo crescente em x, a < x < b.

Teorema 3.17. Fizando n € N*, para 3 <1 —n os zeros de R\? (x) crescem quando o
parametro o cresce.

Demonstracao. Vimos que a integral

[y = / (1 + x2)6—1€—acotg*] T "l

converge para k < 1 —20, quando o pardmetro 5 < 0, como é o casode f < 1—n, n € N*,
Logo, a integral

oo d o . _
/ 2’ —w@?) () :/ —cotg Nz)(1 + )7 Te et Ty dy,

—00 dOé —00

também converge quando v < 1 — 208 < 2n — 1, isto é, para v = 0,1,...,2n — 1. Dessa

forma, as condi¢oes do Teorema de Markov sao satisfeitas.
o, (8) ()
w X

Basta verificar se a razao 4~———
w(@.B)

o) é uma funcao crescente. De fato,

diw(avﬁ) () —(1+ 5162)5’16’6”‘”%_1 Tcotg lw .
& = — = —cotg "z
wlaB) (:L‘) (1 + I»Z)ﬁ—le—acotg z
1 2 ~ . L Al@h)(g) ~
e, como cotg™" x é uma func¢ao decrescente, conclui-se que a razao W é uma funcao

crescente em z. Logo, pelo Teorema de Markov, o v-ésimo zero de R(*#) (x) é uma funcio

crescente em «, ou scja, os zeros de Rﬁla’ﬁ) (x) crescem quando « cresce.
[ ]

Por outro lado, nada podemos falar da monotonicidade dos zeros do polinomio de
Romanovski em fun¢do do parametro /3, pois a razao
%w(@ﬁ) (l’) (1 + x2>ﬂ—1€—acotg*1m ln(l + ZL’2)

= _ 2
wleB) (x) o (1 + xZ)ﬁflefacotgflgc - ln(l + )

¢ uma fungdo ndo monodtona, e assim, nao é possivel usar o Teorema de Markov.
Para que possamos falar do parametro /3, vamos enunciar o préximo teorema que ¢
uma extensao do Teorema de Markov, para fungao peso par (veja [24]).
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Teorema 3.18. Seja w(x,~y) uma funcao peso par, dependente do parametroy € (¢, d), no

intervalo (—a,a), a > 0. Suponhamos a existéncia e continuidade da derivativa %w(w,’y)

para © € (—a,a) ey € (¢,d), e a convergéncia uniforme das integrais

b d
/a :c”@w(x,w)dx, v=0,1,...,2n—1,

no intervalo fechado e, f| C (¢, d). O v-ésimo zero y,, (para um valor fizo v) é uma
Lu(oy)
w(z,y)

fungao crescente em 7y, se for uma fungdo crescente em x, 0 < x < a.

Segue o teorema que relaciona a monotonicidade dos zeros de R (z) com o pari-
metro .

Teorema 3.19. Seja B < 1 —n e a = 0, entdo os zeros positivos de R*P) (x) crescem
conforme o parametro B cresce.

Demonstragio. Quando o = 0, a funcdo peso w®?(z) = (1 + 2?)#~! é uma funcio par
em z. Como a razao
O (@) (1422 (1 + 2?)

_ _ 2
SO 1122 = In(1+ z)

¢ uma funcao crescente para x positivo, segue, do Teorema 3.18, que os zeros positivos de
R (1) crescem a medida que o pardmetro 3 cresce. |

Note que, como neste caso a funcao peso é par, segue da Secao 2.1 que os zeros do
polinémio de Romanovski-Routh sdo simétricos com respeito a origem. Logo, os zeros
negativos de R (z) decrescem quando 3 cresce.



4 Polinomios de Romanovski-Routh
na Fisica Quéantica

Neste capitulo destacamos a aplicacao dos polinomios de Romanovski-Routh no pro-
blema de potencial hiperbélico de Scarf (Scarf II). Para isso, discorremos uma breve
introducao a Mecanica Quantica, onde apresentamos a equagao de Schrodinger, que foi
desmembrada afim de obter como solucao uma familia de polindmios ortogonais, neste
caso, os polindmios de Romanovski-Routh.

4.1 Breve Introducao a Mecanica Quantica

Nesta se¢ao usamos como base as referéncias [25, 26] e [27]. A Mecanica Quéntica é o
ramo da Fisica que estuda o comportamento de corpos subatdémicos. A energia total de
um sistema fisico pode ser descrita pelo operador auto-adjunto

H=T+V, (4.1)

chamado operador Hamiltoniano, onde 1" é a energia cinética e V' a energia potencial do
sistema.

A principal equacdo da Mecanica Quantica é a chamada Equacdo de Schrodinger
independente do tempo, que é um problema de autovalor para o Hamiltoniano H, dada
por

Hy = EY,
onde o autovalor correspondente E ¢ a energia de uma dada particula cujo estado ¢é
descrito por v, chamada funcao de onda. A autofuncao 1 atua como solugao do problema
e é ortogonal, veja [26].

Na sua forma mais geral a equagdo de Schrodinger descreve como o estado quéantico
de um sistema fisico (ou seja, a fun¢do de onda ) muda com o tempo. Em particular,
para sistemas estacionarios, em uma dimensao, a equacao de Schrodinger independente
do tempo para uma particula escreve-se da seguinte forma

R & (x)

+ V(x)(x) = EY(z), (4.2)

onde 9 (x) é a fungao de onda independente do tempo, h é a constante reduzida de Planck,
p ¢ a massa da particula, V(x) ¢ a fungdo energia potencial ¢ E ¢ a energia do sistema.
O operador energia cinética T'(x) da equacao de Schrodinger é dado por

B d
2uda?’

T(x) =

o7
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A constante de Planck, representada por A, é uma das constantes fundamentais da
Fisica e vale

h=6,626 070 15 x 107%* J - 5,
de onde tira-se a constante reduzida de Plank, que é a abreviacao para 7 Logo,
i

h
h= 7 = 1,054 571 68(18) x 1073+ J - s,
T

onde J - s significa Joule-segundo.

4.2 Polinémios Ortogonais na Mecanica Quantica

Nesta secdo mostramos como os polindmios ortogonais aparecem naturalmente na
Mecanica Quantica e como o método de separacao de variaveis pode ser usado para resolver
a equacgao de Schrodinger em funcao de polindmios ortogonais. Usamos as referéncias
(13, 19, 26] e [28].

A equagao de Schrodinger (4.2) pode ser escrita em coordenadas esféricas da forma

R _,
_ﬂv ¢(7”7<9790) +V¢(r78790> - E’L/J(T’,Q,QO), (43)

onde o operador Laplaciano é
10 0 1 0 0 1 02
2 1+ 0 ([ 20 N g R
V= (r 87“)  son(0) 99 (Sen(e)ae> T Zsen?(8) 9%
com r € [0,00), 6 € [0,27) ¢ ¢ € [0, 7.
Seja o potencial V' dado por
Va(0)

r2

V(r,0) = Vi(r) + (4.4)

Como queremos encontrar solugoes separaveis, fazemos

U(r,0,¢) = R(r)Y (6, ),
onde R(r) é chamada fungao de onda radial e Y (6, ¢) fungao de onda angular. Entdo, a
equagao (4.3) passa a ser

Ry o ( ,0R R 0 aY R 0%Y
—— == |r— |+ = |sen(l)— | + ————
2u |2 0r or r2sen(f) 06 00 r2sen2(6) 0yp?

20 r?
2 R(r)Y (0, ¢)

10 (,0R 1 0 oY 1 Y 2u v
"o (T‘ 87‘) + Yson(0) 90 (sen(e) 89) + Ysen2(0) 0,02 hQT 1+ 2 )=0

Como uma parte da equacao acima depende de r e outra depende de 6 e ¢, lembrando

que V(r,0) = Vi(r) + V()

r2 7
[(I4+ 1) a constante de separagao, entao

]Jr(V—E)RY:O.

Multiplicando os dois lados da equacao por temos

podemos separar a equacao anterior em duas partes. Seja

10 (,0R T B
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¢é chamada equacao radial e

2
1 0 (9Y> 1 oY 2“‘/22—1(1-4-1) (4.6)

Ysen(6) 00 (sen(@)% Ysen2(d) 02  h2

¢ chamada equacao angular.
Para encontrarmos a equacgao que depende somente de #, multiplicamos a equacgao

angular (4.6) por sen?(#) e separamos a fungdo de onda angular em termos das varidveis
0 e p,isto é, Y(6,p) =0(0)P(p). Logo,

1 0 00 1 0%® 9 2u
65611(0)% (b@ﬂ(@)@) + o2 + sen(0) (l(l +1) — ﬁ%) = 0.

Como, novamente, uma parte da equagao acima depende de 6 e outra depende de ¢,
podemos separa-la em duas partes. Sendo a constante de separacao m?, entao

1 0 00 9 2p oy
6sen(9)% (sen(@)%) + sen”(0) <l(l +1) — ﬁVQ> =m (4.7)
é chamada equacao polar e
10%°® 9

¢ chamada equacao azimutal. Note que a solugao trivial da equagdo azimutal é
®(p) = e™¥, onde m assume apenas valores inteiros.

A solugdo da equagdo polar (4.7) nao é simples de ser calculada. Porém, das referéncias
[19] e [26], sabemos que, fazendo V5(0) = 0, temos O(6) = AP/ (cos ) como solucao, onde
P™(x) é a fungao associada de Legendre definida por

PP(e) = (-4 % L py(), (4.9
x
com Py(x) sendo o polinémio de Legendre, onde [ assume apenas valores inteiros nao
negativos.
Portanto a solu¢do fundamental da equagdo angular (4.6), com potencial Vo = 0, é
dada por
Y, (6, 0) = AP (cos 0)e™?, (4.10)

conhecida como funcgao esférica harmonica.

Voltando & equagao radial (4.5), vamos multiplicé-la por iy Assim,
10 ( ,0R (1+1) 2u
-——|r*— | —rR —(Vi—E)| =0. 4.11
r@r(r 8r> " ( r? +h2(1 ) ( )
Com objetivo de simplificar a equagao anterior, note que
10 (,0 1 0 , 02 0? 0
L 2 D e S N 4.12
ror (r 8r> r ( "or T or? "or? * or’ (4.12)

onde o termo entre parénteses foi derivado. Agora, denotando u(r) = rR(r), temos

= a\Tra ) T

d*u d dR ’R dR
2—.
(R dr ) dr? dr
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Logo, aplicando (4.12) em R(r) segue que
Pu_1d (R
dr2  rdr dr |

_2p I(1+1) 672u

Assim, denotando V(r) = 72 Vi+ 5 ee= ﬁE , podemos reescrever a equacao
(4.11) como
d2
U | e Z v u(r) = 0. (4.13)
dr?

Note que (4.13) é a equagao de Schrodinger na varidvel r.

Ha varias formas de encontrar a solucao exata da equagao de Schrodinger acima. O
método tradicional, dado em [13], consiste em reduzi-la a equagdo hipergeométrica (2.5)
cujas solugdes polinomiais sao os polindomios ortogonais classicos.

Para isso, vamos supor a mudanga de variavel r = f(x) de tal forma que

u(f (1)) = tul2) = @) Fal)

df (x)

dx

onde w(x) é a fungao peso associada ao polinémio F,(z), com z € l[a,b]. Logo, pela
propriedade ortogonal da funcao de onda, mencionada na Secao 4.1, obtemos

[T @@l @) = [ @) Falael@de = o, (414

pois tomamos f(z) sendo a coordenada polar r € [0,00). Além disso, usando a mudanga
de variavel polinomial, também podemos reduzir a equagao (4.13) & equagao hipergeomé-
trica, como queriamos.

4.3 PolindOmios de Romanovski-Routh em Scarf I1

Nesta se¢do apresentamos o problema de Scarf II, segundo as referéncias [4] e [28],
usado na construgao de potenciais periddicos e aplicado no modelo fisico unidimensional
de cristais em estado sélido. Em seguida, mostramos que a solucao deste problema pode
ser dada em termos dos polindomios de Romanovski-Routh e, por meio desta, encontramos
outras aplicagoes para essa familia de polindmios.

Considere o potencial trigonométrico de Scarf (Scarf I)

Vi(2) = —a® + (a® + b* — ya) sec?(yz) — b(2a + ) tg(yz) sec(yz).

A equagao de Schrodinger (4.13) com potencial V;(z), chamada equacao de Schrodinger
com Scarf I, é dada por

d2
dz?

onde o espectro de energia €, ¢ dado como

(2) + ([—a® = b* + va] sec®(y2) + b[2a + 7] tg(72) sec(vz) + a® + €)p(z) = 0,

€n = €n +a* = (a+yn)*. (4.15)
A solugado da equagdo de Schrodinger com Scarf I é bem conhecida (veja [27, 29]) como

a—b a+b azb_1 atb 1

Unlsen(y2)) = (1 —sen(y2)) 5 (L +sen(32)) 5 Py 77 P(sen(yz)),  (4.16)
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—

e B — atb

onde P{*#)(x) é o polinémio de Jacobi com parametros a = 2= — >

¥ 2
Mudando os parametros

N |—=

a—ia e y— —iy (4.17)
no potencial trigonométrico de Scarf V;(x) obtem-se o potencial hiperbélico de Scarf (Scarf
IT) por

Vi(2) = a® + (b? — a® — ya)sech?(yz) + b(2a + v)sech(y2) tgh(yz). (4.18)

A equacao de Schrodinger (4.13) com potencial Vj,(x), chamada equacao de Schrodin-
ger com Scarf II, é dada por

d2

dz?

onde o espectro de energia

(2) + ([=b* + a(a + y)]sech®(vz) — b(2a + v)sech(yz) tgh(vz) + €,)¥(2) = 0, (4.19)

en=¢€—a*=—(a—7n)? n<a,
é obtido aplicando a mudanga de parametro (4.17) na equagao (4.15).
Suponhamos v = 1 para simplificacao das contas.
Considerando novamente a mudanga de pardmetros (4.17), agora na funcao de onda
(4.16), obtem-se a solu¢ao da equagao de Schrodinger com Scarf IT como

SIS

Yn(—isenh(z)) = (1 +isenh(2)) 2 (1 — isenh(z)) 2 <;zz—22£8>

—a—2—ib,—a— 144 .
X cnP,E z-thmamgt b)(—z senh(z)),
onde se tomarmos x = senh(z) podemos simplificé-la como
a - —a—2%—ib,—a—L14i .
Un(—iz) = (1 + 22)~8ebte @, pie 7 et gy (4.20)

com ¢, sendo uma fase complexa dependente do estado e n < a.

Note que em (4.20) o polindmio de Jacobi possui pardmetros complexos e argumento
complexo. Como da Se¢ao 3.3 conhecemos a relacao entre os polindmios complexos de
Jacobi e os polinémios de Romanovski-Routh dada por

Rgla,ﬁ) (x) — Z"rlpn(lﬁ*1+§a:ﬁ*17§a) (ZZL)

)

podemos relacionar a fungao de onda ¥,(x) com o polinémio de Romanovski-Routh
RZb=a+1/2) (1) como

Un(x) = (1 +22) 308 @ RE=at1/2(1)  p < q (4.21)

onde d,, = (i)"¢,. Logo, os polindmios de Romanovski-Routh aparecem na solugao do
problema de Scarf II.
Por fim, chamando o = 2b e § = —a + 1/2, escrevemos

Yo () = (14227713 @ REA (1) n < a,

e assim, da ortogonalidade da func¢ao de onda (4.14) obtemos a ortogonalidade finita dos
polindmios de Romanovski-Routh dada no Teorema 3.5, ou seja,

00 dx
I Un(e)m(2) s

quando m +n < 25 — 1.

=d,dm /OO (14 22)0~ et @ R (3) RO (1) dz = 0,
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4.3.1 Polinémios de Romanovski-Routh e funcées angulares nao-
esféricas

Nesta segao, com base na referéncia [28], mostramos que os polindémios de Romanovski-
Routh também satisfazem uma equacao de Schrodinger polar e, consequentemente, uma
equagao de Schrodinger angular, de tal forma que sua solugdo define a chamada fungao
angular nao-esférica.

Considere a equagao polar (4.7)

1 d 00 m?
Ssen(0) = <sen(9) j 9) + sen?(9) (za L) — ﬁvz) — m?.
o R . o(0)
Multiplicando a equacao anterior por obtemos
sen?(0)
1 0 00 2/ m?

— 0)— I(l+1 — = 0. 4.22
sen(6) 06 (sen( )89> * ( (t+1)- hQVQ sen2(9)> ©=0 (4.22)

L _d (sen(&)i> = sen(f) (cos(@)je + sen (0);;) j; + cotg(&)je

onde derivamos o termo entre parénteses. Logo, usando a relacdo anterior, reescrevemos
(4.22) como

592@(9) + cotg(ﬁ)je@w) + (z(z +1) - 2’;%(9) ﬁw) o() = 0.
Tomando V5(0) = —ccotg(f) e § = f(z) obtem-se
f// Z’ d
o+ (<5 e eontren) foie)
¥ (z (+1)+ Feoota(f(2) = f@)) (F(2)?0(f() =0, (4.23)

d2 f//( d 1 d2
@) & P

Afim de remover a derivativa £©O(f(z)) da equacdo anterior, suponhamos f(z) de tal
forma que

pois —

f”(Z) B
) + f'(2) cotg(f(2)) = 0, (4.24)
isto é,
() i corat p(any — /) e0(F(2)

e também lim, o f'(z)/sen(z) — 1 para que nao haja divisdo por zero.
Note que a primeira parte da equagao anterior é a derivada de In(f/(2)) e a ultima
parte é a derivada de In(sen(f(z)). Logo,

iln(f’(z)) = di In(sen(f(z)),

dz z
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ou seja
F(2) = sen(f(2)), (4.25)
Como f'(z) = dfd—(:) podemos escrever
__df(?)
e,

e integrando ambos os lados obtemos

2= /mdf(z) —In (tg (@)) .

Aplicando o exponencial na equagdo acima temos que e = tg (T) e fazendo

f(2) = 6 podemos escrever e* e e~* em fungao de 6 como

. 0 . 0
e:tgé, e :cotgi.

Logo, a fun¢ao do cosseno hiperbdlico em fungao de z pode ser escrita como

e tg(y)teote(§) 1
cosh(z) 5 son(0)’ (4.26)
e a funcao seno hiperbodlico como
e tg(?) —cotg (¢
senh(z) = ¢ 26 _ 5 (2) 5 © (2) = — cotg(h). (4.27)
Note que, de (4.25) e (4.26), obtemos
, 1
= S = . 4.2
£1(:) = sen(f(2) = s (1.25)

Por fim, chamando ¥(z) = ©(f(2)), das equacoes (4.24), (4.27) e (4.28), podemos
reescrever a equagao polar (4.23) como

d? - 21 1 -
e (2) + (l(l +1)— ﬁcsenh(z) — mQCoshQ(z)) COSh2(Z)1/}(Z) =0
e denotando ¢ = —Z—Zc obtemos
d* - ~
e (2) + (l(l + 1)sech?(z) + étgh(z)sech(z) — m2> P(z) = 0. (4.29)

Note que a equagao polar acima é equivalente a equacao de Schrodinger com Scarf 11
(tomando 7 = 1)

d2

p) (2) + ([-b* + a(a + 1)]sech?(z) — b(2a + 1) tgh(z)sech(2) + €,)¥(2) =0, n < a,
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quando assumimos
(l+1)=-b+ala+1), m*=—e,=(a—n) e &=—b2a+1).
Suponhamos a = b, logo temos os parametros a, b e ¢ dependentes apenas de [, isto é,
a=b=Ill+1), n=a-m=Ill+1)—m e ¢=—-b2a+1). (4.30)

Como n < a segue que m > 0, e assim, [ ¢ um numero inteiro nao negativo tal que
n<lIl(l+1).
Sabemos que a fungao de onda (4.21), isto é,

w(z) _ (1 + Z2)7%ebtg—l(z)Rngb,faJrl/Z)(Z), n<a,

é solucao da equagao de Schrodinger com Scarf I1. Logo, supondo os parametros a, b e n
como em (4.30) e z = — cotg(#), escrevemos a solugao da equagao polar (4.29) em termos
dos polindmios de Romanovski-Routh como

1(141)

00) =01+ cotg? 0) el+1) g™ (= cotgo)Rl((QllJ(rllJSi)q,n—Z(zH)H/z)(_ cotgh), m >0, (4.31)

onde denotamos ) (— cotg(6)) = O(6).

Agora, precisamos lembrar da construcao feita na Secao 4.2, onde separamos a equacao
de Schrodinger em equagao radial (4.5) e equagao angular (4.6). Escrevemos a solucao da
equacao angular por

Y(0,9) = 0(0)2(p),

onde vale ®(p) = ™%,
Aplicando a fungéo de onda polar ©() como em (4.31) podemos escrever a fungio de
onda angular Y (0, ¢) em termos dos polinémios de Romanovski-Routh como

Y (6, ¢) = 0(0)e™?
1(1+1)

= (1+ coth 0) "> el+1) tg™ (= cotgG)Rl((Qllj_ll-Sl_);n—l(l—i—l)—I—l/Q)(_ cotg 9)€imga' (4.32)

Denotamos Z™(0,¢) =Y (6, ¢).
Na Segao 4.2 vimos que, quando tomamos o potencial V5(#) = 0 na equagao angular,
a solucao fundamental é dada pela funcao harmonica esférica

Y™ (0, ) = AP (cos B)e™.

Como, nesta sc¢ao, supomos Va(f) = —ccotg f, se assumirmos ¢ = 0 o potencial serd nulo.
Logo, basta tomarmos a = 0 = b, pois satisfaz ¢ = —b(2a + 1) = 0.

Assim, para a = 0 = b, a fungao de onda angular Z;"(0, ¢), dada em (4.32), se reduz
a funcao esférica harmonica Y, (0, ¢). Diante disso, Z"(6, p) é chamada fungao angular
nao-esférica e destacamos que sao fungoes definidas por polinomios de Romanovski-Routh
COmo

1(1+1)

Z}"(Q, 30) _ (1 + COtg2 9)— 3 el(l—l—l)tgfl(—cotge)Rg(Qll_f_liiil_)gl(l+1)+l/2)(_ cotg e)eimcp‘




5 Conclusao

Neste trabalho estudamos como os polinémios ortogonais de Hermite, Laguerre, Ja-
cobi, Bessel e Romanovski-Routh aparecem como solugoes de equacoes diferenciais hiper-
geométricas da forma

o(z)F"(z) + 7(x)F'(x) + AF(z) = 0,

onde o(x) é um polinémio de grau no maximo dois, 7(z) é um polinémio de grau no
maximo um e A é uma constante. Para isso, apresentamos a classificacao, segundo Bochner
[1], das equagoes hipergeométricas em cinco grupos, considerando os zeros do polinémio
o(z), e apresentamos suas solugoes polinomiais, os polinémios ortogonais classicos de
Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel e Romanovski-Routh.

Demonstramos a férmula de Rodrigues e justificamos, pela condi¢ao de contorno, a
ortogonalidade dos polinémios ortogonais classicos. Dito isso, apresentamos a relacao de
ortogonalidade finita, satisfeita pelos polinémios de Romanovski-Routh e de Bessel.

Como os polinémios de Romanovski-Routh nao satisfazem as condicoes de ortogonali-
dade para todos os polindmios de uma mesma familia, dividimos nossos estudos nas fami-
lias de polinémios de Romanovski-Routh com parametros fixos, denotados por Rﬁlaﬁ) (x),
e nas familias de polindmios de Romanovski-Routh com um pardmetro fixo e o outro
variando em funcdo do grau do polinémio, denotados por Q(*#(z) e chamados polin-
mios complementares de Romanovski-Routh. Apresentamos as principais propriedades
dos polindmios R () e Q\*A)(z), como possuir funcdo geradora, relacdo de estrutura,
assim como suas representacoes pela férmula de Rodrigues, e relagdo de recorréncia de
trés termos.

Também apresentamos as relagoes de ortogonalidade satisfeitas pelos polindmios de
Romanovski-Routh, como a relagao de ortogonalidade finita e a quase-ortogonalidade.
Além disso, estudamos as consequéncias dessas relagoes de ortogonalidade no comporta-
mento dos zeros do polindomio de Romanovski-Routh.

Justificamos a dupla nomenclatura do polindémio de Romanovski-Routh como polino-
mio Pscudo Jacobi. Para isso, vimos como a equac¢ao hipergecométrica de Jacobi, com
parametros complexos e conjugados, e variavel complexa z = ix, se transforma na equa-
¢ao hipergeométrica de Romanovski-Routh, fazendo com que haja a seguinte relagao entre
os polinémios complexos de Jacobi, denotados por P{%#)(z), e os polinomios de Roma-
novski-Routh,

RO (z) = P3P 71730) (1

Por fim, estudamos a aplicagdo dos polindmios de Romanovski-Routh na Mecénica
Quantica. Vimos que os polinomios de Romanovski-Routh aparecem na solucao da equa-
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¢ao de Schrodinger com Scarf 11

d2

] (x) + (l(l + 1)sech?(x) + étgh(x)sech(z) — m2) P(z) =0,

onde [, ¢ e m sdo constante, de tal forma que definem as fungoes angulares nao-esféricas
Z"(0,¢), que aparecem como solu¢ao de uma equagao de Schrodinger angular.
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