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Resumo

Neste trabalho, vamos abordar a teoria basica de semigrupos lineares, provar os teo-
remas de geragao de Hille-Yosida, Lumer-Phillips e Feller-Miyadera-Phillips, e aplicar a
teoria desenvolvida ao estudo de boa colocagao para equagoes de evolugao. Em particular,
estudaremos a propriedade de boa colocacao para a equacgao do calor.

Palavras-chave: Semigrupos lineares, teorema de Hille-Yosida, teorema de Lumer-
Phillips, teorema de Feller-Miyadera-Phillips, boa colocacao, equacao do calor.






Abstract

In this work, we will approach the basic theory of linear semigroups, prove the genera-
tion theorems of Hille-Yosida, Lumer-Phillips and Feller-Miyadera-Phillips, and apply the
developed theory to the study of “well-posedness” for evolution equations. In particular,
we will study the property of well-posedness for the heat equation.

Keywords: Linear semigroups, Hille—Yosida theorem, Lumer-Phillips theorem, Feller-
Miyadera-Phillips theorem, well-posedness, heat equation.
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Resumen

En este trabajo, vamos a abordar la teoria basica de semigrupos lineares, demostrar
los teoremas de generacion de Hille-Yosida, Lumer-Phillips y Feller-Miyadera-Phillips, y
aplicar la teoria desarrollada al estudio del buen planteamiento para ecuaciones de evolu-
cion. En particular, estudiaremos la propiedad del buen planteamiento para la ecuacion
del calor.

Palabras Clave: Semigrupos lineares, teorema de Hille-Yosida, teorema de Lumer-
Phillips, teorema de Feller-Miyadera-Phillips, buen planteamiento, ecuacién del calor.
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Introducao

E sabido que uma Equacdo Diferencial é uma equacio que envolve uma funcio incog-
nita e suas derivadas. O estudo das equagoes diferenciais surgiu com a criagao do Calculo
Diferencial e Integral, introduzido por Newton e Leibniz, e elaborado no ultimo quarto
do século XVII para resolver problemas motivados por consideragoes fisicas e geométri-
cas, como a mecanica das particulas. O sucesso em tratar esses problemas utilizando o
Célculo Diferencial em suas evolu¢oes conduziram gradualmente a consolidacao das Equa-
¢oes Diferenciais como um novo e promissor ramo da Mateméatica. O conceito de solucao
de uma equacao diferencial foi sendo alterado gradualmente com o avanco das pesqui-
sas. Ademais, perguntas pertinentes sobre existéncia, unicidade e regularidade surgiram
motivando cada vez mais esta area da Matematica.

A evolugao de um sistema fisico no tempo é geralmente descrita por um problema de
valor inicial para uma equagao diferencial. Suponhamos que u(t) descreva o estado de
algum processo fisico no tempo ¢, a taxa de variagado instantdnea de u(t) seja dada por
alguma funcao A do estado do sistema u(t) e o valor inicial seja dado por u(0) = uy.
Assim, temos o seguinte problema:

{dM”::Amm ¢

WV
o

dt (1)

u(0) = wup,

onde a fungao u assume valores num espago X, A é um operador (isto é, uma fungao) de
seu dominio Dy C X em X,

du(t) .. u(t+h)—u(t)

At noo h ’
e para que o limite acima exista, X deve ser um espaco de Banach. Portanto, uma solucao
u para a equacao Z—”j = Au deve satisfazer u(t) € Dy para todot >0 e

t+h)—u(t
lim || (A7) M”—Am@wza
h—0
em que || - || denota a norma em X.

Neste trabalho, vamos estudar a boa colocacao de sistemas do tipo (|1), ou seja, estu-
dar existéncia, unicidade e dependéncia continua com respeito aos dados iniciais, quando
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18 Introducao

estes pertencem ao dominio do operador A. Para isso, usaremos uma importante ferra-
menta, a saber, a teoria de semigrupos lineares, para a qual sera necessario estudar
propriedades pontuais do operador A em cada caso e as do operador resolvente R(\; A)
associado a este.

Portanto, o tema central deste trabalho ¢ a teoria de semigrupos lineares, que sera uti-
lizada como ferramenta para o estudo de problemas do tipo . Esta teoria desenvolveu-se
entre 1930 e 1960 com as contribuigoes de Stone, Hille, Yosida, Feller, Lumer, Miyadera,
Phillips, e teve grande avango em 1948 com a demonstracao do Teorema de Hille-Yosida,
um dos resultados mais importantes dentro da teoria dos Cy-semigrupos, que caracteriza
os operadores lineares que geram Cy-semigrupos de contragoes. Dois anos depois, o Teo-
rema de Hille-Yosida foi generalizado para Cy-semigrupos quaisquer. Esta generalizacao
foi atribuida aos matematicos Feller, Miyadera e Phillips. Além disso os matematicos
G. Lumer e R.Phillips dao origem a uma reformulacao do Teorema de Hille-Yosida, que
acabaria sendo mais conveniente na obtencao de Cy-semigrupos de contragoes em alguns
casos particulares, como, por exemplo, em espacos de Hilbert, devido ao fato de ser mais
simples a verificacao das suas hipoteses.

Em suma, abordaremos a teoria basica de semigrupos lineares, provaremos os teore-
mas de geracao de Hille-Yosida, Lumer-Phillips e Feller-Miyadera-Phillips, e aplicaremos
a teoria desenvolvida ao estudo da boa colocacao para equagoes de evolugao, descritas
por problemas abstratos de Cauchy. Analisaremos, em particular, a propriedade de boa
colocacao para a equacgao do calor.

Para facilitar ao leitor, explicamos a seguir como o trabalho esta estruturado.

No Capitulo |1} apresentamos os conceitos e resultados preliminares que serao im-
portantes para a compreensao da teoria de semigrupos, tais como resultados do Calculo
Diferencial e Integral em espacos de Banach, conceitos e resultados de Anélise Funcional
e propriedades da func¢ao exponencial.

No Capitulo[2] introduzimos o conceito de semigrupo de operadores lineares, caracteri-
zando-os de acordo com a sua continuidade em: semigrupos uniformemente continuos e
fortemente continuos, além de apresentar a definicao de gerador infinitesimal de semi-
grupo e expor alguns exemplos e propriedades envolvendo estes dois conceitos. Com este
capitulo, fornecemos uma base sélida para os teoremas de geracao a serem apresentados
na sequéncia.

No Capitulo [3, estudamos os trés teoremas fundamentais da teoria de semigrupos que
descrevem as propriedades dos operadores que geram Cy-semigrupos, a saber, o Teorema
de Hille-Yosida, o Teorema de Lumer-Phillips e o Teorema de Feller-Miyadera-Phillips.

No Capitulo[d], apresentamos algumas aplica¢oes da teoria de semigrupos, abordada no
Capitulo [3| ao estudo de problemas de Cauchy. Também estabeleceremos boa colocagao,
no sentido de solugoes classicas, para a equagao do calor.

Por fim, consolidamos as conclusoes do estudo realizado, apresentando a importan-
cia de cada um dos teoremas centrais abordados no Capitulo |3| ratificando a teoria de
semigrupos como ferramenta 1til ao estudo de solugoes de equagdes de evolugao.

No final do texto foi adicionado um apéndice, dividido em duas partes, contendo resul-
tados e notagoes que foram utilizados no desenvolvimento do trabalho, com a pretensao
de torna-lo autocontido.



CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo, fundamental para a boa compreensao dos capitulos posteriores, esta
dividido em cinco se¢oes. Na primeira secao, faremos uma breve exposicao sobre a teoria
do Calculo Diferencial e Integral em Espacos de Banach. Na segunda se¢do, veremos
alguns conceitos e resultados sobre espacos de Hilbert e, na terceira se¢ao, exporemos parte
fundamental da teoria de operadores lineares. Na quarta secao estudaremos exemplos de
operadores lineares limitados e nao limitados e, finalmente, na tltima secdo, exploraremos
as propriedades da funcao exponencial, funcdo que da origem ao conceito de semigrupo.

As principais referéncias utilizadas para a elaboragao deste capitulo foram [7, [14], [15],
10, 23).

1.1 CaAlculo Diferencial e Integral em espacos de Ba-
nach

Nesta se¢ao faremos um breve revisao de conceitos e resultados do Calculo Diferencial
e Integral em espacos de Banach. Estes resultados serao usados implicita ou direitamente
no desenvolvimento da teoria de semigrupos; aqui o espaco X denotard um espaco de
Banach sobre K, onde K pode ser R ou C, munido da norma || - ||, salvo mengao contraria.

Comecaremos nossa exposi¢ao com o conceito de net em espacos de Banach, que sera
util quando apresentarmos o Teorema de Hille-Yosida, pois neste, usando a aproximacao
Yosida do operador, o semigrupo obtido é o limite uniforme de uma net composta por
semigrupos; mas antes disso, introduziremos o conceito de conjunto direcionado.

Definicao 1.1. Um conjunto I ¢é dito direcionado se é nao vazio e possui uma pré-
ordem, ou seja, uma relagao binaria reflexiva e transitiva, <, com a propriedade adicional
de que todo par de elementos tem uma cota superior. Em outras palavras, para quaisquer
a e bem I, deve existir algum ¢ em [ tal que a < ce b < ¢. Os elementos de I sao
denominados indices.

Claramente, N e todo conjunto totalmente ordenado sao conjuntos direcionados.

Definicao 1.2. Uma net em X é uma funcdo = : I — X, onde / é um conjunto direcio-
nado. O valor z()\), para todo A € I, é representado por z).
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20 Preliminares

A definigao a seguir é um caso particular de net, onde I = N.

Definicao 1.3. Uma sequéncia em X é uma funcao x : N — X que associa a cada
nimero natural n um elemento x(n) de X. O valor x(n), para todo n € N, é representado
por z, e denominado n-ésimo termo da sequéncia.

Definicao 1.4. Dizemos que uma net z: I — X é de Cauchy se, para todo € > 0, existe
n € I tal que

Ap>n = |loy—x,l <e.

Analogamente, uma sequéncia z: N — X é de Cauchy se, para todo € > 0, existe ny € N
tal que
m,n>ny = ||rn,— . <e

Num espaco de Banach, toda sequéncia de Cauchy e toda net de Cauchy sdo conver-
gentes.
A seguir veremos o conceito de séries em espacos de Banach.

Definigao 1.5. Seja (x,),eny uma sequéncia em X. A partir dela formamos uma nova
sequéncia (s,)nen, cujos elementos sdo as somas

51 = X,

So = I1 +132,

Sp =T1+ To+ -+ Ty,

o0
denominadas as reduzidas ou somas parciais da série Z Ty
n=1
o0
A parcela x,, é chamada o n-ésimo termo ou termo geral da série Z T
n=1
[e.e]
Se existir o limite s = lim s,, = le (x1 + x2 + -+ + x,), diremos que a série Z T, €
n oo
n=1
convergente e o limite s serd chamado a soma desta série.
oo
Se a sequéncia de somas parciais nao convergir, diremos que a série Z xr, ¢ diver-
n=1
gente.
(0.9]
Dizemos que uma série Z x, é absolutamente convergente (ou que converge em
n=1
[e.e]
norma em X) se a série Y _ ||z, for convergente.
n=1
oo
Proposicao 1.6. Toda série Z Tn absolutamente convergente em X é convergente.
n=1

Demonstragio. Seja (sp)nen a sequéncia de somas parciais da série referida, com
n

Sp = Zxk, n € N. Como X é um espaco de Banach, basta provar que ($,)nen €
k=1
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uma sequéncia de Cauchy em X. Com efeito, considere m,n € N com m > n. Note que

m n m
|Sm — Sull = Zxk—Zxk = Z Ty
k=1 k=1 k=n+1
m
< D
k=n-+1
m n
= D Ml = > Nl
k=1 k=1
m n
< Ml = > Nl
k=1 k=1
= |5m = 5al, (1.1)
n (0.9}
onde S, = Y _ ||ax é a n-ésima soma parcial da série convergente »_ ||lz)||, a qual é de
k=1 k=1
Cauchy em X, posto que (S, ),en é convergente.
Assim, para ¢ > 0, existe ng € N tal que
mneN, m>n>ny = [5,—35,] <e. (1.2)

Portanto, por (1.1)) e (1.2)), concluimos que para ¢ > 0, existe ng € N tal que
mneN, m>n>ny = |s,— S, <e¢,

0 que prova que (S, )nen ¢ uma sequéncia de Cauchy sobre X e, por conseguinte, conver-
o0

gente em X. Logo, a série Z x, é convergente. m

n=1
O préximo resultado é importante na determinagao da convergéncia de séries.

Proposicao 1.7 (Teste da Comparagao). Seja M,, > 0 para todo n € N e (z,)nen uma

o0
sequéncia em X tal que ||z,|| < M, para todo n € N. Se a série > M, é convergente,

n=1
o0
entao a série Z T, € absolutamente convergente.
n=1
Demonstragao. A relacao ||lz,| < M, para todo n € N implica
o (o]
Dzl < Y- My
n=1 n=1
o0
Pelo critério de comparagéo de séries para nimeros reais segue que Y _ [|z,|| ¢ conver-
n=1

o0 oo

gente, posto que Z M, é convergente. Portanto, por definicao, a série Z x, € absoluta-
n=1 n=1

mente convergente. [

O seguinte teorema, conhecido como Teste M de Weierstrass, ¢ um critério muito 1util
para verificar se uma dada série de fung¢oes converge uniformemente.
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Teorema 1.8 (Teste M de Weierstrass). Sejam (X, ||.||) um espaco de Banach e (Y,d)
um espaco métrico. Suponha que, para cadan € N, f,: Y — X seja uma funcao e que
exista M,, > 0 tal que

1 fo(y)l|x < M, paratodo ne€N e Y M, < .

n=1

Entao, a sequéncia

Inly) = X_:l fa(y)

converge absoluta e uniformemente para f(y) =Y f.(y) para cada y €Y.
n=1

o

Demonstragio. Sejamy € Y e (fy(y))ven a sequéncia de somas parciais da série » _ f,.(y),
n=1
ou seja,

Inly) = Z faly) = fily) +--- + fn(y).

o0

Como Z M, é convergente, a sequéncia de somas parciais dela, a qual denotamos por
n=1

(Sn)nen, é convergente e, portanto, de Cauchy. Sendo assim, dado € > 0, existe ng € N

tal que
M,NeN, M>N>ny = |sy—sn|<e.

Por conseguinte, se M, N € Ne M > N > ng entao

1fuw) = Il = Nfvea(y) + -+ fu()ll
I @)+ -+ L @)
MN+1+MN+2+"'+MM
S M,

n=N-+1

= sy — sn| <e,

NN

garantindo assim que (f y(y))ven é uma sequéncia de Cauchy em X e consequentemente

convergente. Por conseguinte, existe o limite quando N — oo desta sequéncia, que de

fato serd um elemento de X. Ou seja, existe £ € X tal que £ = A}im fn(y). Chamando
— 00

¢ = f(y), obtemos uma fungdo f: Y — X. Ademais,

1f(y) = @I = | lim faly) =D fuly)
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oo oo
Como »_ M, ¢é convergente, dado € > 0, existe ng(e) € N tal que Y M, < ¢
n=1 n=N+1

sempre que N > ng, donde
If(y) — Fn(W)|l <&, paratodoy €Y, sempre que N > ny.

Dessa forma, concluimos que (f(y))nen converge para f(y) absoluta e uniformemente.
[

A seguir, introduzimos alguns conceitos do Calculo Diferencial e Integral em espagos
de Banach. Comecgaremos com a definicao de fun¢ao continua.

Definicao 1.9. Seja I um intervalo de R e consideremos a funcao

r: I — X
t — z(t).

Diremos que x é continua em ty € [ se

lim [|z(t) — z(to)| = 0.

t—to

Se x for continua em todos os pontos de I, diremos que x é continua.
Definimos também C([a,b], X) = {z: [a,b] - X: x é continua}.

Proposicao 1.10. C([a,b],X) € um espago de Banach munido da norma

2]l eanx) = sup [lz(t)]]

t€la,b

Demonstragio. Para facilitar a notagao, vamos denotar o conjunto C([a,b],X) por Q.
Inicialmente, verifiquemos que ||z||q ¢ uma norma. Com efeito,

(i) ||z]lo = sup ||z(t)]] = 0 para todo = € 2, pois ||z(t)|| = 0 para todo t € [a, b].

€la,b

(ii) Vamos supor que ||z]q = 0, ou seja, sup ||z(t)|]| = 0. Como [|z(t)|| = 0 para todo
t€la,b]
t € [a,b], para que o supremo destes valores seja igual a 0, devemos ter

lz(@)]| =0, Vvt e la,b],

mas isso s6 acontece quando x(t) = 0 para todo t € [a,b], ou seja, quando x é a
funcao nula, z = 0.

Suponha agora que = é a fungdo nula, ou seja, x(t) = 0 para todo t € [a,b]. Assim,

|z(t)|| = 0 para todo t € [a,b] e, portanto, o supremo desses valores ¢ 0, isto é,
sup |lz(t)]| =0,
te(a,b]

ou seja ||z]lq = 0.

(it}) Aelle = sup [Ae(t)] = sup Ml = 1Al sup lo(e)]| = [M]ll2]lo.

tela,b tela,b tela,b
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(iv) Para todo t € [a, b], temos

(@) +y @Ol < =@l + lly@]-

Portanto, por propriedades de supremo, obtemos

sup [lz(t) +y(1)[ < Sup =@l + lly@ll} < sup fl=( )||+t21[%”y(t)”’

te[a,b] [a,b] €la,b]

lz+ylle [zl lylle

provando efetivamente que ||x|lq é uma norma.

Vamos provar agora que toda sequéncia de Cauchy em €2 é convergente, para garantir
que €2 seja completo.

Pois bem, seja (z,)neny C © uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado € > 0, existe um
Nl = N1<€) € N tal que

€
m,n >N = ||z, —xu]la= sup |[|[zn(t) —z,(t)]] < =.
te(a,b] 2
Em particular, para ¢y € [a, b] fixo, temos
€
[lt0) — alto)]| < 5. sempre que m.n > N, (13)

Isto mostra que (z,(tg))nen ¢ de Cauchy em X, mas como X é completo, existe
z(tg) € X tal que
zn(to) = x(to), quando n — oo.

Logo, podemos associar a cada t € [a b] um tnico elemento z(t) € X, o que define
uma fungdo z: [a,b] — X. Fixando n > N; e fazendo m — oo em (|1.3)), vemos que

lz(to) — zn(to)|| < = < e, para cada ty € [a,b].

DO ™

Concluimos, assim, que (x,)nen converge uniformemente para x em [a, b, pois o Ny
depende s6 de € e x é continua, pois é o limite uniforme de uma sequéncia de fungoes
continuas.

Temos também a seguinte inclusao {||z,(to) — x(to)]| : to € [a,b]} C [O, %}, donde

€
|lzn =zl = sup [lza(t) —2()]| < 3
te(a,b]
ou seja,
Ve >0, dN; = Ny(e) € N tal que ||z, — x|l < &, para n > Ny,

o que significa que (z,),en converge para x em §.
]

Defini¢ao 1.11. Diremos que z: (a,b) — X é derivavel a direita em t, € (a,b) se

existir y € X tal que

x(to + h) — x(to)
h

lim

h—0t

K

O ponto y € X é denominado derivada a direita de = em ¢, e é denotado por &2 (to)
ou @/, (to).
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Analogamente, diremos que z: (a,b) — X é derivavel a esquerda em ¢, € (a,b) se
existir y € X tal que:
x(to + h) — x(to)
h

lim
h—0—

K

O ponto y € X é denominado derivada a esquerda de x em t, e é denotado por
L2 (t) ou a’_(ty).
Quando ambas as derivadas existirem e forem iguais, diremos que z: (a,b) — X é

derivavel em ¢, € (a,b) e denotaremos y por dmgo) ou simplesmente ’(t).

Proposicao 1.12. Se z: (a,b) — X € derivdvel em ty € (a,b), entdo x é continua em t.
Demonstragio. Supondo que x é derivavel em ty € (a,b), existe z* := 2/(ty) € X tal que

lim z(to + h) —z(to) -

h—0

= 0.

Entao, dado € > 0, existe existe d > 0 tal que

x(to + h) — x(to) .

|h| <6 = h —

< €.

Sabendo que |||af| — [|5]|| < ||a — B|| para quaisquer a, f € R, temos

| Hx(to + h})L — z(ty) e — x(to + h})L — x(to) | ()| < £
= o)l —e < | LTI ZHO oy

Portanto,
h| <6 = lz(to + h) — x(to) || <[]+ [[2' (o) ll|A].
Em particular, fixando € = 1, existe d; > 0 tal que
h| <01 = lz(to + h) — x(to) | < (1 + [|l="(to)[))[R]
Chamando t = ty + h, temos
t—tol <& = [lz(t) —x(to)ll < CJt —tol,

onde C' =1+ ||2/(to)].
Para o ¢ > 0 dado inicialmente, tomemos J = min {51, %} Assim, temos

f—to] <6 = |lz(t) —x(te)|| < Clt —to] < C6 < C= =&,
=t :

o que prova o resultado. O

Agora, abordaremos o conceito de integragao em espagos de Banach e alguns resultados
que serao fundamentais ao longo do trabalho.
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Definigao 1.13. Seja f: (a,b) — X uma fungdo continua. Dada uma partigéo 7 de [a, b],
isto é n+ 1 ntimeros reais tg, .. ., t, satisfazendo a condicdo a =tg <t; <---<t,=ben
ndimeros reais &, i = 1,...,n, com & € (t;_1,1;), define-se a soma de Riemann de f por:

n

ox(f) =D (ti = tii1) f(&)-

=1

Evidentemente, o, (f) € X. Seja |r| = max {t;i —ti_1}.

Sendo f continua, com os mesmos argumentos do caso X = R, demonstra-se que o (f)
tem um limite, x € X, quando |r| — 0. De modo mais preciso, dado € > 0, existe d > 0
tal que

lo=(f) — z|| < e para toda partigdo = de (a,b) tal que |7| < 0.

Como no caso X = R, diz-se que [ ¢é a integral de f em [a, b] e escreve-se

I'=lim o.(f) = /abf(t)dt.

|w|—=0

Cada item da proposicao a seguir pode ser demonstrado facilmente usando a Defini-

gao [L.13}

Proposicao 1.14. Sejam a,b € R tais que a < b. Sao vilidas as sequintes propriedades
para a integral de uma funcdo vetorial:

(i) Se k € uma constante, entdo [°kf(t)dt =k [° f(t)dt
(D) J;(f +9)(t)dt = [7 f(t)dt + 7 g(t)dt

(iii) Se a < ¢ < b, entdo [°f(t)dt = [C f()dt + [° f(t)dt
) L2 FOtl < J 1Lf @)l

) 1L Fde]l < max [[F(DI(b - a).

(iv

(v

O proximo resultado, conhecido como Teorema da Média, serd bastante utilizado ao
longo do trabalho.

Teorema 1.15 (Teorema da Média). Se f: [0,a] — X € uma fungdo continua, entdo

lim 5 [ 7(s)ds = 1(0).

Demonstragdo. Pela Proposicao - item , podemos escrever

L[ s = 10)] = L[ reas = [ roas] = 2 [ 1565) - sy as

t t t

Como f é continua em [0, a], que é um conjunto compacto, entdo f é uniformemente
continua em [0, a] (veja [L1], Teorema 1.68]). Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que

0<t<d = | fit)—fO)] <e.
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Sendo assim, usando o item da Proposigao obtemos

o<i<s = |5 [ras—so)=|; [17©- o)

:H‘[v@—ﬂw%

<7 [ 1) = £ s
<7/5d3—5
tJo

lim 5 [ fs)ds = 1(0).

de onde segue que

]

Proposicao 1.16. Sejam X e Y espacos de Banach, A: X — 'Y wuma aplicacao linear e
continua, e consideremos x € C ([a,b]; X). Entao,

/ t)dt = / Az (t
Demonstragio. Consideremos a particio a = ty < t; < -+ < t, = b de [a,b] onde

i(b—a)

ti:a—i—

e seja & € (t;_1,t;). Entao,

n

Ty = Z (t; —ti_1) z(&) € X para cadan € N,

i=1

pois z,, é uma combinagao linear de elementos do espago vetorial X, em que (t; —¢;_1)
sdo os escalares e z(§;) € X parai=1,...,n.
Usando a linearidade de A e avaliando-a em z,,, obtemos

n

Az, =) (t; — tim1) Az (&).

i=1
Portanto,

b
lim Az, = / Ax(t)dt. (1.4)

n—oo

< , : b
Por outro lado, como x e A sdo continuas, temos h_>m xn, = [ x(t)dt e
n—oo

b
lim Az, = A (/ x(t)dt) . (1.5)
Por (1.4) e (1.5 concluimos que

/ t)dt = /Aaz

Uma prova para o préximo resultado pode ser encontrada em [23, Lema 1.13]. Este
resultado serd utilizado na demonstracao da Proposicao [1.18] apresentada na sequéncia.

O
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a'(t)

Lema 1.17. Sejam x,y € C ([a,b]; X) curvas derivdveis em [a,b], tais que y'(t)
para todo t € [a,b]. Entao, existe & € X tal que y(t) = z(t) + &, para todo t € [a,

.

Proposicao 1.18. Seja x € C([a,b]; X) e consideremos

Entio, y € C'([a,b]; X) = {w: [a,b] = X: w é derivdvel ew' é continua} e y'(t) = z(t)
para todo t € [a,b].
Além disso, se x € C'([a,b]; X), entdo vale a identidade:

z(b) — z(a) = /ab 2'(s)ds.

Demonstragio. Para provar que y € C* ([a,b]; X), é suficiente provar que y/(t) = x(t)
para todo t € [a,b]. Para isso, devemos mostrar que
y(to + h) — y(to)

A h = «(to)

para qualquer ¢y € [a, b].
De fato, seja ty € [a,b] ¢ ¢ > 0. Como = € C([a,b]; X), existe 6 = () > 0 tal que se
0 < h <0 entdo ||z(to + h) — z(to)|| < €. Dali, para todo 0 < h < § resulta que

Hy(to +h) — y(to) Jot w(s)ds — [1° x(s)ds
h

a a

A — z(to)

— z(to)

to+h
b ®(s)ds B 1/t0+h _h
o e — z(ty)|| = ’h ; x(s)ds hx(to)

= flL (/t:0+hx(s)ds — t§0+h$(to)d8) ‘ = Hilz /t0+h (x(s) — x(to)) ds

to
1 rh 1 rh
= —/ x(to + 1) — x(to)dr S—/ |x(to + 7) — x(to)||dr
h Jo h Jo

1 h
<E/0 edr =e¢.

Isso mostra que ex1ste (to) ty (to) = z(ty). De forma andloga, podemos mostrar

que existe &Y (o) e t (to) = z(ty). Portanto, y é derivavel em [a, b] e ¥/ (to) = x(to). Pela
arbltrarledade de ty € [a,b], concluimos que y é derivavel em t e y'(t) = z(t) para todo
€ [a,b]. Cabe destacar que, quando ty = a ou ty = b, estamos considerando apenas a
respectiva derivada lateral. Assim concluimos que y € C* ([a,b]; X).
Suponhamos agora que x € C' ([a,b]; X). Logo, [ 2'(s)ds estd bem definida. Defina-
mos

+/ s)ds, t € [a,b].

Pelo que foi provado anteriormente, temos que y'(t) existe para todo t € [a,b] e ainda,
como (x(a))’ = 0, obtemos

y'(t) = (z(a)) + (/at x’(s)ds>/ = 2/(t), para todot € [a,b)].
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Segue entao do Lema ((1.17) que existe £ € X tal que
y(t) =&+ x(t), paratodot € [a,b].

Em particular, para t = a, vale

£+ a(a) = y(a) = a(a) + [ #'(s)ds = w(a),

ou seja,
¢+ z(a) = x(a),

o que implica & = 0, ou seja, y(t) = z(t), para todo t € [a, b].
Finalmente, considerando ¢ = b, obtemos

o(B) = y(8) = (o) + [ #(5)ds,

ou melhor,

O que encerra a prova. ]

Finalizaremos esta se¢ao com o Critério de Cauchy, resultado que fornece uma condigao
necessaria e suficiente para a existéncia de limite.

Proposicao 1.19 (Critério de Cauchy). Sejam X um espago de Banach e f: [a,+00) —
X uma fungdo. Uma condi¢io necessdaria e suficiente para que o limite tLlEl f(t) exista

¢ que dado € > 0, exista ty > a tal que
tis>ty = [If(t) = f(s)] <e.

Demonstragio. (=>): Suponhamos que o limite tkgl f(t) exista e tkgl f(t) = .

Entao, dado € > 0, existe um ¢y > a tal que se t > t; entao

9
t>ty = |[f(t) =z < 3

Portanto,
t.s>to = |f(t) = f(s)| = I/ (t) = x0+ 20 = f(s)]
<N F(@) = ol + llzo — ()]
E €
< 5 + 5 =E£.

(<=): Reciprocamente, vamos assumir que dado ¢ > 0, exista ¢, > a tal que se
t,s > tg entdo ||f(t) — f(s)|| < e. Fazendo e = L, n € N, existe t,, € (a,+00) tal que

no

s>t = IO -SE) <

Note que podemos supor, sem perda de generalidade, que a sequéncia (t,),en é cres-
cente, ou seja, que t,, > t, sempre que m > n. Consideremos (z,),eny C X a sequéncia
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definida por z,, = f(t,) para cada n € N. Afirmamos que esta sequéncia é de Cauchy.
Com efeito, dado £ > 0, como R é arquimediano, existe ng € N tal que nio < e. Logo,

m,n>ng = bty >t, >y,
1
= |lzm =zl = [|f () — fE)] < e < ©

o que prova a afirmacdo. Como X é um espago completo, existe um zy € X tal que
ILm T, = xg. Assim, dado ¢ > 0 existe n; € N tal que
n (e.)

5
n>n = ||x,— x| < Y

ou seja, existe t,, > a tal que

£
>ty = n>m = () — ol = e -zl < 5.

Por outro lado, existe ny € N e, portanto, ¢,,, > a tal que

e NOEF{OE

Tomando ny = max{ni, ns} segue que existe ty = t,, > 0 tal que

t>to = [f@) = ol <f() = FE)I +[1f (tn) — o],

onde n € N é tal que n > ng, ou seja, ¢, > t,, = to. Por conseguinte,

£ £
t>t0 — ||f(t)—xo||<§—l—§:€,

o que conclui a prova. O]

1.2 Espacos de Hilbert

Abordamos aqui uma classe de espagos de Banach, conhecidos como espacos de Hilbert,
que serao mencionados em uma aplicagdo da teoria a ser desenvolvida. Os resultados aqui
expostos foram extraidos de [14] e [§].

Defini¢ao 1.20. Um produto interno (ou produto escalar) sobre um espago vetorial
X é uma fungao de valor escalar (-, -) definida em X x X tal que

(i) para cada y € X, a funcdo = € X — (x,y) é linear;
(i) (z,y) =
(iii) (x,x) > 0 para cada x € X;
(iv) (z,2) =

Note que por , (0,y) = 0 para qualquer y € X e, portanto, (y,0) = 0 por ((ii)]),
para qualquer y € X.

(y,x), onde a barra denota a conjugagao complexa;

= ( se, e somente se, x = 0.

Teorema 1.21 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (-, -) € um produto interno sobre
um espago vetorial X, entao:
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(i) para x,y € X, tem-se |(x,y)| < +\/(z,2)+/(y,y);

(i) a fungiox € X — ||z| :=+/(z,x) define uma norma sobre X, denominada a norma
induzida pelo produto interno.

Definicao 1.22. Um espago de Banach (H, || - ||) é chamado um espago de Hilbert se
existe um produto interno (-, -) sobre H tal que ||z|| = \/(z, x) para cada z € H.

Observacao 1.23. Todo espaco de Hilbert é um espago de Banach, mas a afirmacao
reciproca nao é verdadeira, pois nem toda norma provém de um produto interno. Como
exemplos de normas que nao provém de produto interno, podemos citar as normas da
soma e a do maximo em R™: |[z||s = |x1| + |z + -+ + |2n] € ||z||M = 1n<11a<>;;1|x1|, onde

r = (r1,%2,...,%,) € R" respectivamente.

Exemplo 1.24. A seguir apresentamos dois exemplos de espagos de Hilbert, cujas defini-
¢oes podem ser encontradas no Apéndice . Sendo €2 C R™ um conjunto aberto, temos
que

(i) o espago L?(2) é um espago de Hilbert, munido do produto interno:
(£9):() = | fl)g(e)da:
(ii) o espago de Sobolev H'(2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(£.9)m = [ (f@)g(a) + Vf() - vg(a))da,

onde V é o operador definido por V = (-2 ... 2.

Oz’ ) Oxn

1.3 Operadores lineares

Esta secao tem como objetivo introduzir notagoes, conceitos e recordar resultados
basicos da teoria de operadores lineares. As demonstragoes dos resultados aqui presentes
serao omitidas por serem abordadas em muitos livros e materiais didaticos da disciplina
Andlise Funcional. No entanto, ao leitor interessado, que ainda nao teve contato com
elementos dessa teoria, indicamos a referéncia [10] para maiores detalhes.

Nesta se¢ao, X e Y denotam espagos normados com suas respectivas normas, || - ||x e

- lly-

Definicao 1.25. Sejam X, Y espacos normados e D um subespaco de X. Dizemos que
T: Dy C X —Y éum operador linear se

T(axy + fro) = oT'(x1) + ST (z2),

para quaisquer x1,x3 € Dr e «, € K.
Quando Y =R ou Y = C, dizemos que T é um funcional linear.

Observagao 1.26. Se T: Dy C X — Y é linear, entao 7(0) = 0. De fato, para x # 0 e
A =0, temos
T(0)=T(0.x) =0.T(z) = 0.
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Definicao 1.27. Seja T': Dy C X — Y um operador linear. Definimos:

e A imagem de T, como o conjunto dos elementos y € Y tais que y = T'(z), com
x € Dy. Esse conjunto é denotado por Im (7"). Portanto,

Im(T):={yeY:y=T(z),z € Dr}.

e O nicleo de T, como o conjunto de todos os elementos x € Dr tais que T'(x) = 0.
Esse conjunto é denotado por Np. Logo,

Nr:={z e X:T(z) =0}.
Na sequéncia apresentaremos o conceito de continuidade e limitagao para um operador

linear.

Definig¢ao 1.28. Dizemos que o operador T: Dy C X — Y é continuo em z’ se, dado
qualquer € > 0, existe 0 > 0 tal que

r€Drp, |z —2x <d = |T(x)-T)|y <e.
Dizemos que o operador T': Dy C X — Y é continuo em X quando 7' é continuo em

todo z € X.

Definicao 1.29. Dizemos que o operador T: Dy C X — Y ¢é limitado se existe uma
constante C' > 0 tal que

T (x)|ly < C|lz|lx, paratodoz € Dr.

Note que se T é limitado entao T' leva subconjuntos limitados de X em subconjuntos
limitados de Y.

E sabido que as Definicoes e sao equivalentes para operadores lineares. Este
fato estd formalizado no préximo resultado, cuja prova pode ser encontrada em [10}, Teo-
rema 2.7-9].

Teorema 1.30. Um operador linear T: Dy C X — Y € continuo se, e somente se, é
limitado.

Usando a equivaléncia dada no Teorema [1.30, pode-se demonstrar o seguinte resultado,
veja [10, Teorema 2.7-8].

Proposicao 1.31. Se X ¢é um espaco normado de dimensdo finita, entdo todo operador
linear definido em X é continuo.

O conjunto dos operadores lineares limitados 7: X — Y serd denotado por B(X;Y).
Quando X =Y, denotaremos B(X; X) simplesmente por B(X).
B(X;Y) é um espago vetorial normado com a norma:

1T |xyy = = nd{C > 0: [[T(2)]ly < Clz]ls, Vo € X} (1.6)
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E possivel verificar que

T
inf{C > 0: [T@)ly < Clloll,var € X} = sup 1Y

vex |lzflx
x#0

= sup [|T(x)[ly (1.7)
zeX
iel=1

= sup HT(‘T)HY?
zeX
le<1

veja [10], padginas 91-93.

Portanto, por ((1.6)) e (1.7]), vemos que

(*) T(x)|y

ITsory 2 sup TN _ o i@y = sup 17y
zeX ”SCHX rzeX z€X
0 =21 jall <1

Da igualdade (x) segue que ||T'(z)|ly < ||T]|8x;v)l|z||x para todo z € X.

Também é sabido que B(X;Y') é completo com a métrica induzida pela norma || 7’| g(x;v)
se Y for completo com a métrica induzida pela norma de Y, (veja [10, Teorema 2.10-2]).

Vimos na Definigao [I.25] o conceito de funcional linear. Sendo X um espago normado,
denotaremos por X* o espago dual topolégico de X, que é o espaco de todos os
funcionais lineares continuos definidos em X.

Sobre X*, define-se a norma (dual) por

£l = sup [()] = sup f(z). (L9
g g

para f € X™*.
Também poderemos escrever || f|| no lugar de || f||x+, quando ndo houver o risco de
gerar confusao entre as notagoes. Dado f € X* e x € X, escreveremos frequentemente

(f,x) para denotar f(z); dizemos que (-, -) ¢ o produto escalar para a dualidade X",
X.

Observagao 1.32. X* é um espago de Banach, ou seja, X* com a norma definida em (1.8])
¢ completo (ainda que X nao seja). Isso é consequéncia da forma analitica do Teorema
de Hahn-Banach (Teorema [A.1], Apéndice [A)) - veja também [10, Teorema 2.10-2].

Vamos agora a defini¢cdo de inverso de um operador linear. Consideremos X,Y espacos
vetoriais e Dy um subespaco de X. Primeiramente, lembramos que um operador linear
T: Dr — Y ¢ injetivo se, para quaisquer xy, xy € Dp, tem-se

v F#xy =  T(x1) # T(xq),

ou equivalentemente,
T(Zlfl) = T(l‘g) — 1 = To.
Neste caso, existe o operador
T-': Im(T) — Dr
Yo — T (yo = T'(xg)) (1.9)
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que leva todo yo € Im (T') sobre 2y € Dy, onde T'(xg) = yo. O operador T~! ¢ chamado o
inverso de T'.

Claramente de (1.9)) segue que

T 'T(x) =2 para todo x € Dr,

TT '(y) =y para todoy € Im (T).

O inverso de um operador linear existe se, e somente se, o nticleo dele consiste apenas do
vetor nulo. Mais precisamente, temos o seguinte critério, cuja prova pode ser encontrada
m |10, Teorema 2.6-10].

Teorema 1.33. Sejam X e Y espagos vetoriais, ambos reais ou ambos complexos. Seja
T: Dr — Y um operador linear com dominio Dr C X e imagem Im(T) C Y.

(i) O inverso T™': Im(T) — Dr existe se, e somente se,

Tx)=0 = z=0.

(i) Se T—! existe, T~ é um operador linear.

(iii) Se dimDy =n < oo e T~ existe, entdo dim Im(T) = dim Dy = n.

Também deixaremos registrado aqui a formula bastante ttil para o inverso de uma
composicao de operadores lineares. Este resultado também estd presente em [10), Lema
2.6-11].

Teorema 1.34. Sejam X, Y, Z espacos vetoriais, todos reais ou todos complexos, e
T: X — Y eS:Y — Z operadores lineares bijetivos invertiveis. Entdo, o inverso
(ST)™': Z — X do produto (da composicio) ST existe e vale

(ST) ' =T771871

Teorema 1.35 (Teorema de Neumann). Sejam X um espago de Banach e T € B(X).

1

Se | T||px) < 1, entdo a série > T" converge para (I —T)~" e, além disso,

n=0
I =) s < 777
- BX)S T
1 — [T 5x)
Demonstragao. Pela Proposicao [1.6] é suficiente mostrar que a série Z T" converge ab-
n=0

solutamente em B(X), que é um espaco de Banach, posto que X o é.
Notemos inicialmente que, como ||T'||zx) < 1, entao

I =
Z T

por tratar-se de uma série geométrica. Ancorados pelo Teste de Comparacao (Proposi-
¢ao [1.7), fazendo M, = ||T||%(X)7 para n € N, e notando que

17" || Bex) < HTHZ,(X), para todon € N,
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inferimos que a série Z T" é absolutamente convergente e, portanto, convergente. Ade-
n=0
mais,
> mn > mn > n 1
T <O T Isx) < X0 NT |I5x) = 1= [Tl (1.10)
n=0 B(X) n=0 n=0 B(X)
Para concluir a prova, resta-nos provar que Z T" = (I —T)"*. De fato,
n=0
=D Tr=>T"=-YT"=T"+>T"-> T"=1.
n=0 n=0 n=1 n=1 n=1

Por outro lado,

00 k
n _ . n _ — |i _ k+1 =
nZ_OT (I-T) kh_)rglonzon (I-T)=1lmI-T I

k—o0

pois ||T*|5x) < ||THZJ&) e |T|lsx) < 1. Portanto, concluimos que » 7" = (I —T)"
n=0
e, por (1.10]), obtemos
1
(I =T) Msx) < —
ST T ls)

A seguir, enunciamos um resultado referente a séries no espago B(X).

Teorema 1.36 (Produto de séries absolutamente convergentes). Sejam (T),),en €
(Sn)nen Sequéncias no espago de Banach B(X) tais que

o0

(i) > T, converge absolutamente;

n=0

(i) Y S, converge;

n=0

(iil) Up = TkSn—s; n=20,1,2,---.
k=0

Entao

= (5n) (&)

Definicao 1.37. Dois operadores A e B, com dominios Dy e Dp respectivamente, sao
ditos iguais quando Dy = Dg = D e Au = Bu para todo u € D.

Definicao 1.38. Dizemos que o operador B : Dg C H — H é uma extensao do operador
A:DyC H— H quando Dy C D e Au = Bu para todo u € D 4.

Neste caso, indica-se A C B. Ademais, quando A C B, dizemos que B é uma extensao
propria de A.
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Definicao 1.39. Sejam X e Y espagos normados. Um operador linear 7': D C X — Y
¢ fechado se seu grafico

Gr={(z,y) e X xY:z €Dp,y=T(x)}

é um conjunto fechado no espaco normado X x Y munido com a norma do grafico,
| - [|p,, dada por
[zllo, = llzllx + 1T (@)]y

Assim, T é fechado se para toda sequéncia (z,,),eny C Dy satisfazendo z,, = z e T(x,) = y
fortemente em X e em Y, respectivamente, quando n — oo, entdo x € Dy e T'(z) = y.

Proposicao 1.40. Se X e Y sdo espacos de Banach e T: Dy C X — Y € um operador
linear fechado, entdo Dr € um espago de Banach, com a norma do grifico.

A prova da Proposicao ¢é simples. Basta verificar que toda sequéncia de Cauchy
em Dr converge com a norma do grafico.

Observacgao 1.41. Lembre-se que um operador A sobre um espaco normado X se diz
densamente definido se seu dominio é um subconjunto denso do espaco X; isto é,

Da=X.

Definicao 1.42. Sejam X um espago de Banach e A : Dy C X — X um operador linear
densamente definido. Definimos

Da = {f € X*: existe C' > 0 tal que |f(Au)| < Cllu||x, para cada u € Da}.
Note que D4« é um subespaco de X*. Além disso, se f € D4+, o funcional g dado por

g : Dy—R
u = g(u) = f(Au),

é linear e continuo em Dy. A linearidade segue do fato de f e A serem lineares, ji a
continuidade segue do fato de f € Dy-.

J& que Dy = X, como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach (Corolario -
Apéndice |A)) existe uma tnica extensao linear e continua de g em X que denotaremos por
A*f. Dessa maneira,

A* . DAY C X' = XT
[ ATf
é um operador linear.

Definicao 1.43. O operador A* definido acima é chamado o adjunto de A e vale a
seguinte relacao entre A e A*

(A*f)(u) = f(Au) para quaisquer f € Dy« e u € Dy.

No que segue daremos algumas defini¢bes e um resultado concernentes a operadores
sobre espagos de Hilbert. Tendo jé definido esse tipo de espago na Secdo [I.2] H denotara
um espago de Hilbert com produto interno (-,-)y. As referéncias para os conceitos e o
resultado que seguem sao [15] e [3].
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Definigao 1.44. Seja A: Dy C H — H um operador linear nao limitado. Dizemos que
Aé

« monétond] se
(Av,v) > 0 para todo v € Dy.

« maximal mondétono se é monétono e Im (I + A) = H, isto é,

para toda f € H, existe u € Dy tal que u + Au = f.

Definicao 1.45. Seja A : Dy C H — H um operador linear densamente definido.
Dizemos que A é simétrico se satisfaz Dy C Dy« e A = A* em Dy. Ou seja, se para
quaisquer u,v € Dy, tem-se
(Au,v)yg = (u, Av)g.
O operador A é dito auto-adjunto se A* = A. Diremos que o operador simétrico A
¢ auto-adjunto se Dy = Dy-.

Observagao 1.46. Quando Dy = H e A € B(H), ndo existe distingao entre operadores
simétricos e auto-adjuntos. E claro que todo operador auto-adjunto é simétrico, mas a
reciproca nao é valida: A é simétrico se A C A*, isto é, se Dy C Dy e A* = A em
Dy. Quando A é simétrico, pode ocorrer que A ; A*, de forma que nao poderia ser
auto-adjunto. Porém, o seguinte resultado garante que quando A é maximal monotono,
entao

(A simétrico) < (A auto-adjunto).

Proposigao 1.47 ([15, Proposicao 7.6]). Se A: Dy C H — H é um operador maximal
mondtono e simétrico, entao A € auto-adjunto.

1.3.1 O operador resolvente

Definigao 1.48. Sejam X um espago de Banach e T' € B(X). Um nimero complexo A
se diz autovalor de T se existe z € X\{0} tal que

T(z) = \x.
O elemento = que satisfaz a equacao anterior é chamado um autovetor de 7.
Observacao 1.49.
A éum autovalor de T <= Fz#0 talque (M —T)x =0
— 1z € Np-n
<= (M —T) nao é injetivo, Nixr—1) # {0} .
Definig¢ao 1.50. Sejam X um espago de Banach e T' € B(X). O conjunto resolvente de

T, denotado por p(T'), é o conjunto de todos os niimeros complexos A tais que o operador
Al — T é invertivel, isto é:

p(T) = {)\ € C: (M —T) ! existe em B(X)}

e M —T):Im (M —T) C X — X é limitado. Ou seja, se A € p(T), entao (A —T)
¢ invertivel. O espectro do operador 1" ¢ definido por o(7') = C\ p(T"). Para A € p(T),
o operador R(\,T): = (M —T)~! é chamado o operador resolvente.

sto é equivalente a dizer que —A é dissipativo
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Os proximos resultados a serem enunciados, conhecidos como consequéncias do Teo-
rema de Categoria de Baire, serao tteis ao longo do trabalho. Suas demonstragoes podem
ser encontradas em [I5, Capitulo 2] e [I0, Capitulo 4].

Teorema 1.51 (Principio da Limitagdo Uniforme). Sejam X wum espago de Banach, Y

um espago normado e (T;);e; uma familia de operadores lineares limitados T;: X — Y,

onde I € um conjunto de indices nao necessariamente enumerdvel, satisfazendo a condicao

de que, para cada v € X, existe uma constante 0 < C, < oo tal que sup || T;(z)|y < C,.
el

Entao,
sup || T3l sxiv) < oo
iel

Os dois resultados seguintes sdo teoremas fundamentais sobre espacos de Banach, as
demonstracoes deles podem ser achadas em qualquer livro de Anéalise Funcional, porém
deixamos como referéncia [10)].

Teorema 1.52 (Teorema da Inversa Limitada). Sejam X e Y espacos de Banach e

T: X — Y um operador linear, limitado e bijetor. Entdo, T~' é um operador linear
limitado de' Y em X.

Teorema 1.53 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X e Y espagos de Banach e
T: X =Y um operador linear. Se T' é um operador fechado, entdo T € limitado.

Observacao 1.54. Usando o Teorema do Grafico Fechado, é possivel mostrar que se
T:Dr C X — X é um operador fechado e A € p(T), entdo Im (A — T) = X (Uma
prova deste resultado pode ser encontrada em [23, Proposicao 1.32 |.)

Mais ainda, se A\[—T": Dy C X — X ¢ bijetor, segue do Teorema da Inversa Limitada
que (M —T)~' € B(X).

Fazendo uso da observagao anterior, a definicdo de conjunto resolvente pode ser refor-

mulada da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.55. Sejam X um espago de Banach sobre C e T: Dy C X — X um
operador linear fechado. O conjunto resolvente de T é o subconjunto p(7T") de todos os
A em C tais que (A — T') é bijetor.

O espectro o(T) de um operador fechado T': Dy C X — X pode ser descomposto
em 3 partes disjuntas, como segue.

(i) O conjunto dos autovalores de T é chamado de espectro pontual de T, 0,(7),
isto ¢
op,(T) ={A€o(T): (\[ —T) nao ¢ injetor} .

(ii) O espectro residual 0,(T") de T ¢ definido por
o.(T) = {)\ co(T): (M —T) éinjetor e Im (M —T) C X} :
(iii) O espectro continuo \.(7') de T' é definido por
o.(T) = {)x co(T): (M —T)é injetor, Im(A\M —T)C X eIlm (M —T) = X}.
Claramente, o0 (T') = 0,(T")Uo,(T)Uo.(T) com unido disjunta. Em espagos de dimensao

finita, segue do Teorema do Nicleo e da Imagem que o(T") = 0,(T), isto é 0,.(T) = 0.(T) =
(). Mas, em espacos de dimensdo infinita, isto pode nao ser verdadeiro.
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1.4 Exemplos de operadores lineares limitados e nao
limitados

Exporemos a seguir os operadores lineares que sao relevantes neste estudo. As refe-
réncias usadas para elaborar esta se¢ao foram [13], [10] e [23].

1.4.1 Operador diferencial

Seja X o espago normado de todos os polinémios sobre I = [0, 1], com a norma dada

por:
||z|| = max {|x(t)|,t € I}.
O operador diferencial D definido em X por:
Dz (t) = 2'(t) = ix(t)
dt

é um operador linear, mas nao é limitado. Para verificar a tltima afirmacao, considere
z,(t) =t", com n € N. Note que sup |z, (t)] = 1 = ||z,||, pois I = [0, 1]. Por outro lado,
Dz, (t) = 2/,(t) = nt""!, de onde oliftlemos:

Dz, nt" 1 e
|ID|| = sup {HHx H”} = su;g){” . “} = sup {nt 1} =n.

Tn#0 Tn7#0

1.4.2 Operador integral
O operador integral em L?((a, b)) é definido por

T(2)(s) = / " K (s, (),

onde a e b podem ser finitos ou infinitos, com a < b, e K é uma funcao definida sobre
o quadrado (a,b) X (a,b). A fun¢do K é chamada o nicleo do operador. O dominio do
operador integral depende de K.

Se

b b
/ / |K (s,t)|*dtds < oo,
entdo T ¢é limitado sobre L?((a, b)) e

b b
HTH<\/ | [ 1K s opards.

Com efeito, para qualquer x € L*((a,b)), usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz
(Teorema [1.21)), temos

ITz|? = /ab /abK(s,t):v(t)dt

/ab </ab’K(S’t)Pdt/CLb’:ﬂ(t)th) ds
/ab /ab | K (s,t)|*dtds /ab |2(t)|2dt.

2Recorde a definicio de L?((a, b)) no Apéndice

2
ds

N

N
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Assim,

b rb
HTxHé\/ [ [ 1K (s, pdids)ia).

b rb
””Tf|“ <\/ [ [ 1, s,
xr a Ja

para qualquer x € L*((a,b)) com z # 0, donde

[Tz || bt
7)) = sup S < //|K(s,t)|2dtds.
PAS a a
x#0

Observagao 1.56. Veremos no Capitulo [4] - Secao [£.2] que o operador de Laplace ou
Laplaciano, denotado por “A” e definido por

Consequentemente,

" 9%y
Au=D 5

=1

é um operador linear ndo limitado em Hg(2) N H?(Q)P] onde 2 é um subconjunto aberto
de R"™, limitado, suficientemente suave, com fronteira regular.

1.5 A funcao exponencial

Antes de iniciarmos o nosso estudo sobre semigrupos, vamos mostrar o porqué é tao
importante falar sobre a fung¢ao exponencial neste contexto. Comecamos com a seguinte
indagacao: o que de comum tém as seguintes equagoes

U — QUgy = 0, reR (1.11)
u(z,0) = ug(x), w(x,0)=u(z), x € R, '
— = R
U — aty, = 0, T E (1.12)
u(z,0) =up(x), zeR
e
_ — R
Uy — kuz, =0, x€ (1.13)
u(z,0) =up(x), z€R?

Ou qual é a relagdo que existe entre as equagoes anteriores e o sistema da forma

Uy — AUy +mb, =0, z€R
Oy — kOpp + muy,; =0, z€R (1.14)
U(.T,O) = uO(‘T)7 Ut(l’,O) = ul(x)ve('rvo) = 60(1’), reR?

Pelo fato das equacoes acima serem de diferentes tipos, aparentemente nao existe
semelhanca alguma entre elas e o sistema. Se quisermos estudar sua boa colocagdao ou
qualquer outro tipo de propriedade, para cada caso, teriamos que proceder de maneiras
diferentes. Porém, todas as equacoes acima podem ser reduzidas a uma equacao de
primeira ordem na variavel ¢, como serd feito a seguir.

3Veja a defini¢do de H}(Q) N H%(Q) no Apéndice
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Por exemplo, consideremos a equagao (|1.11)), fazendo
=) = )= () =)
Uy dt \uy m QUgy
i u (0 I U
dt (7 - ()mac O Ut '
—_—

=A

isto é,

Podemos entao reescrever a equagao ([1.11)) na seguinte forma

U, = AU, U(0) = Uy, com Uy = <“°> (1.15)
Uy
Fazendo A = a(+),, a equacdo ((1.12) também pode ser escrita na forma ({1.15). De
forma andloga, a equacdo (1.13) também pode ser escrita na forma ((1.15), tomando
A = k(+)z. Finalmente, o sistema (1.14]) pode ser reescrito como

U g (v Uy Uy
U= w — 7 w | =1 ug | = aug, —mo,
6 (9 et kemx — MUyt
Isto é,
d (v 0 I 0 U
% Uz = ( )ac:c 0 _m< )a} Ut
=A

Portanto, o sistema ([1.14) também pode ser expresso na forma

Ug
U, =AU, com Uy = | wy
to

Isto nos leva a conclusdo de que para estudar a boa colocagdo dos modelos ((1.11)—
(1.14) bastaré estudar as propriedades do operador A na equacao abstrata ((1.15)). Isto é

o que trata a teoria de semigrupos.
Motivamos entao o uso da funcao exponencial, pensando na seguinte equacao diferen-
cial de primeira ordem dada por

Yy =ay, y(0) =1y

com a,yy € R, cuja solucao é dada por y = yoe para t > 0. Consideremos agora um
sistema de trés equagoes diferenciais de primeira ordem

yi = anyi + apys + aisys
Yy = am¥y1 + axnys + ays
Ys = asiyr + asay2 + azsys,
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com y1(0) = y10, ¥2(0) = y20, y3(0) = ys0, onde a;;, yio € R sd@o dados do problema.
Achar a solucao deste sistema é um problema mais complexo que no caso escalar. Porém,
usando a notagao matricial

Y1 a11 Q12 a3 Y10
Y = v |, A= a1 Qg a3 |, Yp = Y20 |
Y3 a31 @32 ass Y3o

o sistema que pode ser reescrito da seguinte maneira
Y' = AY; Y(0) =Y.

Pela forma desta ultima equacgao, esperamos que a solu¢ao Y do problema de valor
inicial anterior seja também uma funcio exponencial. O problema, entao, é estender o
conceito de exponencial para matrizes. Usando as séries de Taylor, podemos expressar a
funcao exponencial real como uma série de poténcias:

o0 tn
eatzz(a') , a€R, teR.
= n!

A partir desta férmula, é possivel estender o conceito de exponencial sobre o conjunto
das matrizes.

Consideremos uma matriz quadrada A de ordem n. Qualquer poténcia A* é também
uma matriz quadrada, e a série

1 1 1
I+At+§A2t2+§A3t3+---+EA’“t'“+--- (1.16)
estda bem definida, onde trocamos o nimero 1 pela matriz identidade I. A série acima é
convergente para qualquer matriz A e qualquer nimero real t. Para garantir isto, basta
verificar que a sequéncia de somas parciais dela é de Cauchy no espago das matrizes (que é
um espago de Banach) usando também o fato de que, para matrizes quadradas de ordem
n, tem-se
k k
AP < [JA]%,
oo n
e o fato da série » —'||A||” ser convergente para qualquer valor de ¢ (pelo Teste da
n!

Razao), onde o simbolo || - || aqui denota uma norma no espago das matrizes quadradas.
Definimos entéo o limite da série convergente ({1.16) como a exponencial da matriz A,
ou seja,

a4 1o, 1 s
et =" = AL AT A

n=0

1
k!

AR

Podemos verificar facilmente que

d
% eAt = AeAt .

Portanto, a fungdo exponencial matricial, definida no limite, verifica a propriedade da
diferenciacao da funcdo exponencial de variavel real.
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De forma similar podemos estender a definicao de exponencial para o caso em que A
¢ um operador linear limitado (ou equivalentemente, continuo) num espago de Banach.
Neste caso, a série

A = (A"
€ _7;) n!

converge em norma e, por conseguinte, para cada ¢ € R sua ‘soma’ é um operador linear
limitado desse espago. Porém, um problema muito mais delicado é definir ‘a fungao
exponencial” quando A é nao limitado.

Uma das razoes de interesse na fungao exponencial é que ela é, formalmente, solucao
do seguinte problema de Cauchy: dado um operador linear nao limitado, A, de um espago
de Banach X, queremos determinar uma funcao u(t) definida em [0, 00), cujos valores
pertencem a Dy, isto é, u(t): [0,00) — D4 e que satisfaz o problema de valor inicial

du(t)
e A(u(t)), t=0

u(0) = uo,

(1.17)

onde ug é um elemento de X dado arbitrariamente.
Quando A € R et > 0, a funcdo exponencial E: R, — R, E(t) = €', tem as
seguintes propriedades:

(i) £(0) =1,
(ii) E(t+s) = E(t)E(s),
(iit) lim B(t) =1

e, além disso, é a tnica funcdo definida em R, com tais propriedades. E possivel mos-
trar que o mesmo ocorre quando E toma valores no espago B(X), onde X é qualquer
espago normado de dimensao finita (lembrando que todo operador linear definido em um
espago de dimenséo finita é também continuo). Neste caso, o niimero 1 que aparece nas
propriedades e deve ser interpretado como o operador identidade I: X — X e
a multiplicacdo na propriedade como a composicao de operadores lineares. Quando
X tem dimensao infinita, temos que levar em conta que, neste caso, trés topologias sao
usualmente introduzidas no espago B(X') dos operadores lineares e limitados de X corres-

pondendo, a cada uma delas, uma maneira distinta de interpretar o limite lim+ E(t)=1.
t—0

Assim, podemos interpreta-lo como o limite uniforme, o forte e o fraco. Relembremos
que:

% I é o limite uniforme de E(t) quando t — 07, se ||E(t) — I||px) — 0;
« [ ¢ o limite forte de E(t) quando t — 07, se ||[E(t)z — z||x — 0, para todo = € X;

x [ é o limite fraco de E(t) quando t — 01, se ((E(t) — I) (z),2') — 0, para todo
x € X etodo 2’ € X', onde X’ é o dual topolédgico de X.

Quando o limite lirn+ E(t) = I é tomado no sentido da topologia uniforme tem-se uma
t—0

situagao bastante simples como mostra o seguinte teorema.
Teorema 1.57. Uma fun¢io E: R, — B(X) satisfaz as condigoes :

(a) E(0) =1,
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(b) E(t+s) = E@)E(s),
(c) [|E(t) = I||px) — 0 quando t — 07,

se, e somente se, E(t) = e, onde A € B(X) e e € definido por

00 4n An
PIN
— o i
n=0 :

Demonstragio. Suponhamos inicialmente que A € B(X) e que

R Y

n=0

n!

Conforme foi observado anteriormente, para cada t > 0, a série

converge absolutamente e B(X) é um espaco de Banach. Entdo, e define, para cada

t > 0, um operador linear limitado (continuo) sobre X. Assim, E(t) = e'4

é tal que

E: Ry — B(X). Resta-nos provar que E(t) satisfaz as condigoes [(a)] [(b) e [(c)} Faremos

isso nas proximas linhas.
@: Por defini¢ao, temos

2A2 tkAk
E(t)=T1+tA+ + -+ + -
2! k!
Avaliando a fungao E em t = 0, obtemos
02A2 Ok:Ak
E0)=1+0A+ o + -t o +--=1

[(b)} Da férmula do bindmio de Newton segue que

n n '
(t+s) kz:% <k> Z 7/&(71 Y s"7", parak €

Usando o Teorema [1.36] obtemos

sl
=
>

I
M2

n=0 TL' n=0 n' n=0 k=0 k' (’I’L - k)'
0o n tkAk n— kAn k co n tkAk n— kAn k
D2 T P P v

I
WK
M:

QY”WémiO%”

n=0 k=0 n=0
T8 o= A" 2 (t+ s)"A"
= _— t n et _—
nZ::O n! (t+5) HZ:% n!
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Mostraremos que lirgl+ |E(t) = I||px) = 0, o que significa que E(t) é um semi-
t—

grupo uniformemente continuo, conceito que sera apresentado posteriormente. Para isso,
vejamos que

o (EA)" o (tA)"
c nz:% n! +nz::1 n!
Entao,
A g @A)
e —I—; o
tA  (tA)?  (tA)?  (tA)*
I T TR TR T
tA  (tA)?  (tA)3
:tA<I+2!+ ot (1.19)
=tA )
nz:%(nle)!
A série i tA)” converge absolutamente, ja que
= (n+1)! ’
o (tA)" o= A" = NEA™ _ yay
< < e 1.20
,;)(nH)! ngo(nﬂ)! ;0 n (1.20)
Logo, por (1.19) e (1.20]), obtemos
0 < [[B() — Il <t Allseeelseo. (1.21)

Como lim etz = 1 temos que lim t|| Al gy etz = 0 e, por (T:21)), conclui-
— t—0
mos que lim |E(t) — I||px) = 0, pelo Teorema do Confronto.
t—0

Reciprocamente, suponhamos que E: Ry — B(X) satisfaca as condigoes @, e
Destacamos que, aqui, o simbolo || - || denotard a norma de B(X) por simplicidade
de notagdo. Primeiramente, vamos mostrar que F(t) é uma fungdo limitada em todo
intervalo limitado. Com efeito, pela propriedade , dado € = 1, existe 0 > 0 tal que

0<t<d = |E@l) 1] <1 (1.22)
Como |||E(t)]| — ||1]|| < [|E(t) — I|| para todo t > 0, segue de (1.22]) que
0<t<d = |E@)| <|EEX) -1+ ]1] <2 (1.23)

Consideremos, agora, t > 0 qualquer. Entao, existe n € N tal que t = nd + r, onde
0 < r < 9. Aplicando a propriedade @, obtemos

E(t)=Endi+r)=End)E(r)=E0+---+0)E(r)=E)E(S)---E(0) E(r),

n vezes n vezes

ou seja,

E(t) = E(5)"E(r).
Dessa forma, por (1.23)), temos

IE@ = E@)"EM] < [E@)ME) <2"2= 2"
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Como t = nd + r entdo t > nd, donde segue que n < % Logo,
IE®)| < 2"2 < 252,
1
Tomando w = (5) In 2, pela tltima desigualdade podemos escrever

|E(t)| < 26e*', paratodot >0, (1.24)

ja que e¥ — e(5)m2t _of
Conmdere, agora, t € [Ty, T], onde 0 < Ty < T < +o00. Entao, de ((1.24]) resulta que

1B < 27,9t € [T, T],

ou seja, FE(t) é uma fungao limitada em intervalos limitados.

Mostraremos a seguir que £ é continua na topologia uniforme de B(X). De fato, seja
h > 0et > 0. Pela propriedade |(c)| e do fato de que ||E(t)|| é limitada em intervalos
limitados, segue que

[E(+h) = E@)| = [|E{)E() - E@)]

= [[E(t) (E(h) = 1) |

Agora, se 0 < h < t, ouseja 0 <t—h <t,de forma andloga teremos
IE({t —h) = E@)| = [|E({—h) - EX—h)EMh)

= 1Bt —n) (I = E(h)) |
<||E(t—R)||E(h) —I| =0 quando h — 0.

< |[E@)|[E(R) —I]] = 0 quando h — 0.

Das convergéncias acima concluimos a continuidade de E na topologia uniforme de
B(X). Resulta dai sua integrabilidade no sentido Riemann relativamente a topologia
uniforme de B(X). Ademais, pelo Teorema da Média (Teorema |1.15)), temos

h
lim — / E()dt=EO0)=1 em B(X).
0
Logo, dado € = 1, existe § > 0 tal que
! hE dt — 1
e

0

<1, sempre que 0<h <9,

donde
1

’5/06E(t)dt—l

Portanto, pelo Teorema de Neumann (Teorema , o operador % f05 E(t)dt é inver-
tivel em B(X) e, consequentemente, o operador fg E(t)dt também é invertivel.
Com isso em mente, tomemos 0 < h < §. Entao,

[E(h})l_ll /OJE(t)dt = }11/06E(t)(E(h) — I)dt

_ ]11 l [ "(EWEM) — BQ) dt]

_ ;l/o&E(thh)dt—/oéE(t)dt}.

< 1.
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Fazendo a seguinte mudanca de variavel w = t 4+ h, obtemos

/()6E(t+h)dt — /:JrhE(w)dw

— —
= =
S~ ~~
|
c\
>
ey
=
S~—
QL
~

Logo, teremos

H/;E(Hh)dt—/jE(t)dt] - ;L[OMhE(t)dt—/OhE(t)dt—/OéE(t)dt]
1
h

o que implica

-1

lE“L])l_I] - H [ B [ hE(t)dt] [ / hE(t)dt] . (12

Pelo Teorema da Média [1.15|temos que, quando h — 07, H 19 B(t)dt — = i E(t)dt}
converge em norma para (F(d) — I), pois

| 5+h |
J g EOw=E0) oy [ BOd =50 =1

-1
Logo, o membro a direita de ([1.25) converge em norma para (E(0) — I) [ i E(t)dt]
quando h — 0%, e 0 mesmo ocorre para o membro a esquerda.

E(h)—1
Designaremos por A o limite uniforme de [(hzl em B(X) quando h — 07.
Assim,
_ _ +
lim E(t)—1 ~ lim E(t) — E(0) _ dtE(0) 4
h—0+ h h—0+ h dt

Além disso, para t > 0 e h > 0 resulta que

E(t+ h) — E(t) E(h) -1
= B(t) | L
h ( ) h Y
E(h) —1I E(t+h) — E@)
€ como ————— converge em norma para A, temos que converge e

norma para FE(t)A quando h — 07. Resulta dai que E é derivavel a direita para todo
t > 0, relativamente a topologia uniforme de B(X) e

drE()

= E(t)A. 1.2
= B (1.26)
Analogamente, sejam t, h > 0 tais que 0 < h < t. Temos,
E(t—h)—FE(t E(t)—E({t—nh E(h)—1
(t=h =B _ B() = ):E“—h)[(/i ]
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Como E é continua na topologia uniforme de B(X), temos que E(t — h) converge para

E(h)—1
E(t) quando h — 0%. Também, (h) converge para A quando h — 01. Portanto,

d-E(t) E(t —h) — E(t)

= hlggr — = E(t)A. (1.27)
Assim, de ([1.26)) e ((1.27)) concluimos que
dE(t)

= E(t)A, paratodot > 0.

Para finalizar a prova, consideremos a func¢ao

o(t) = BE(t)e ™, ¢

WV

0.

Lembrando que a derivada em B(X) possui as propriedades da derivada classica, usando
a regra do produto, obtemos

§t) = Et)e™ — E(t)Ae™™
= B(t)Ae ™ — E(t)Ae " =0

para todo ¢ > 0. Consequentemente, ¢ ¢ uma funcio constante. Como ¢(0) = E(0)e %4 =
I, podemos entao inferir que

E(t)e™™ =1, paratodot >0,

ou seja,
E(t) = e, paratodot >0,

o que finaliza a prova. O

Observacao 1.58. Nos espacos de dimensao finita, as topologias uniforme, forte e fraca
coincidem com a topologia usual e como, na demostracao do Teorema [1.57], ndo foi feita
mencao a dimensao do espaco, este teorema permanece valido nos espacos de dimensao
finita.

Como a convergéncia uniforme implica a convergéncia forte, o Teorema [1.57] mostra
que a definicdo de Cy-semigrupo apresentada no préximo capitulo generaliza a de fungao
exponencial.



CAPITULO 2

Semigrupos

Neste capitulo apresentamos os fatos basicos da teoria de semigrupos de operadores
lineares e continuos. As principais referéncias para este capitulo sao [7, 19, 2, 23], 4].

Destacamos que, neste capitulo, (X, ||-||) denota um espaco de Banach, B(X) o espago
vetorial dos operadores lineares limitados de X em X, com a norma || - ||gx) definida no
Capitulo |1} mais especificamente em e , e R, o conjunto dos niimeros reais nao
negativos.

2.1 Semigrupos uniformemente continuos

Defini¢ao 2.1. Dizemos que uma aplicacao T: Ry — B(X) é um semigrupo de
operadores lineares limitados de X se:

i) T(0) = I, onde I é o operador identidade de X;
i) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s € R,.

O nome “semigrupo” pode ser entendido usando o seguinte raciocinio. Denotemos por
G o conjunto constituido pela familia de operadores lineares limitados T'(s): X — X, ou
seja,
G:={T(s) e B(X): seR;}.

Se equipamos este conjunto G com seguinte operagao binaria

«:  GxG  — B(X)
(T(s),T(t)) — T(s)*T(t) = T(s)T(t) = T(s + 1),

obtemos uma estrutura de semigrupo abeliano cujo elemento unitario é o operador iden-
tidade I = T'(0) € G e dado qualquer T'(s) € G, temos

T(s)xI=T(s)*«T(0)=T(s+0)=T(s).

Observagao 2.2. O conjunto G serd um grupo abeliano quando os operadores T'(s)
estiverem definidos em toda a reta real.

49
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Defini¢ao 2.3. Seja T: R, — B(X) um semigrupo de operadores lineares limitados.
Se
lim |[T°(¢) — I|| =0,

t—0t

diremos que o semigrupo {7'(t): t > 0} é uniformemente continuo.

Da Definicao segue que se T'(t) é um semigrupo uniformemente continuo de ope-
radores lineares limitados, entao

lim || T(s) = T(t)|| = 0.

s—tt

Com efeito, fazendo h = s — t, vemos que h — 07 quando s — t*. Dessa forma, obtemos
lim ||T(s) =T = 1 T -T
I [|[7(s) = T = Tim |T(h+1) ~ T()]
= M [|T() (T'(h) = 1) |
< |T li T(h)—1I|| =0.
@) lim |T(R) ~ I =0

Ao estudarmos semigrupos, estamos interessados em solucionar dois tipos de proble-
mas:

(I) O primeiro deles consiste em, dado um semigrupo, achar o operador conhecido como
seu gerador infinitesimal.

(IT) O segundo problema consiste no processo inverso, que é um problema mais dificil
de investigar, pois nos interessa saber qual é o semigrupo gerado por um operador
linear. Este problema serd resolvido com a ajuda do Teorema [2.6] no caso em que o
operador ¢ limitado, e dos Teoremas de Hille-Yosida e Feller-Miyadera-Phillips, no
caso em que o operador nao é limitado.

A seguir apresentamos o conceito de gerador infinitesimal.

Defini¢ao 2.4. Seja {T'(t): t € R, } C B(X) um semigrupo e seja

T(t)x —
DA:{ZUGX: lim ();ca: existe}.

t—0t

O operador linear A: Dy C X — X definido por

para todo x € Dy
t=0

_ -
Alz) = lim T(t)xr —x :: drT(t)z
t—0+ t dt

é o gerador infinitesimal do semigrupo {7'(¢): t > 0}, com dominio Da.

Note que a linearidade de A segue da linearidade do semigrupo e das propriedades de
limite. Além disso, a linearidade do semigrupo, as propriedades de limite e a definicao de
A também justificam que D4 é um subespago vetorial de X. Para referenciar resultados
posteriores, colocamos essas informacoes no proximo resultado.

Proposicao 2.5. Dy é um subespago vetorial de X e A € um operador linear.
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Observe, pois, que a solucao para o problema estd posta. Dado um semigrupo, a
Definicao mostra como encontrar seu gerador infinitesimal, basta avaliar o limite em
questao.

Na sequéncia apresentamos uma série de propriedades dos semigrupos uniformemente
continuos. O primeiro resultado responde a pergunta de como caracterizar o gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo. Mais do que isso, garante que
dado um operador linear limitado A, com certeza ele sera o gerador infinitesimal de um
semigrupo uniformemente continuo, a saber, do semigrupo {T(t) =ehit> O}.

Teorema 2.6. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstragio. (<) Seja A um operador linear limitado sobre X e defina

:é(t/l

Vvt > 0. (2.1)

A série Z

operador hnear 11m1tado T(t). Além disso, T(0) =1 e

converge absolutamente para todo ¢ > 0 e define, para cada ¢, um

Tyr(s) = 5o A 5= B4 Lt

© n
S ey
n=0 n=0 n=0 k=0 :

o0 An
=> F(t +5)" =TI =T(t + ),
n=0 """

ou seja, {T'(t): t = 0} é um semigrupo.
Afirmacao 1: {T'(¢): ¢ > 0} é um semigrupo uniformemente continuo. Com efeito,
para t > 0, temos

Tt)—1I|| = —I|| =
o= >
<3 Al =13 S
Note que
= 1 tn||A||n+1 tn||A||n+1
JAI" = D> ——7 <
D P e
)| Al || A||™ | |A n
Z*' AL — a3 10
n=0 !
= A4,
de onde segue que
0 < ||T°(t) — 11| <t Al (2.2)

Fazendo t — 07 em (2.2)), obtemos

lim [[T(t) = I[| = 0,

t—0+t

e provamos a Afirmacao 1.
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Afirmagao 2: A é o gerador infinitesimal do semigrupo {T'(¢): t > 0}. De fato, para
t > 0, temos

AP S
_ 1<tA+§j2tn£n)—A‘_‘A+1§;tnjn—AH
L& mAn| 1 & Al
- tnX:Qtn! gtnz:j Hn!H
= (f; Al t||A||) = et — 1)~ ay.

1
Como lim — (el — 1) = ||A]|, obtemos
t—0+ ¢

lim
t—0+

HAOES IR E

o que completa a prova da Afirmacao 2.
(=) Seja T'(t) um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limita-

dos sobre X.
Como lim ||T'(s) — I|| = 0, para ¢ = 1, existe p > 0 tal que

s—0t
O<s<p — |T(s)—1I|<1. (2.3)

Pela relagao ([2.3)), integrando ambos os lados da desigualdade ||T'(s) — I|| < 1 no
intervalo [0, p] e dividindo por p, obtemos

1 rr 1 rr
p/o HT(S)—IHds<p/O 1ds = 1. (2.4)
Como
[P 1 rp 1 rp
_ | _ < = _ ]
=7 [T = |2 e - nas| <2 [ - nas @)

vemos, por e , que podemos escolher um p > 0 suficientemente pequeno, tal
que ||[I — p~t [#T(s)ds|| < 1. O Teorema [1.35] garante que p~! [ T'(s)ds é invertivel e,
consequentemente, [§ T'(s)ds é invertivel. Também podemos afirmar que (f§ T'(s)ds)™* é
um operador linear limitado pelo Teorema da Inversa Limitada (Teorema .

Temos
W (T(h) = 1) /0 " Tls)ds = n! ( /0 " T(s+ h)ds — /0 pT(s)ds)
=h! (/hﬁh T(s)ds — /Op T(s)ds>
=h! (/pﬁh T(s)ds — /Oh T(s)ds) :
Portanto,
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Afirmacao 3: hli)r[r)lJrH(% f5+hT( )ds — ffo T(s)d ) —(T(p) —I)H = 0. De fato, note

(s o)~ o] < -

1 /h
+ Hh/o (T(s) — I)ds (2.7)
Sabemos que
‘|flz/pp+h<T(S) ~T h/ IT(s) = T(p)ll ds = h/ IT(s + p) = T(p)l| ds
(2.8)

h/ IT(s) — T(O)ds. ~ (2.9)

Como o semigrupo {7'(t): t > 0} é uniformemente continuo, dado £ > 0, existe 6 > 0
tal que

O<h<d = |T(s+p) =T < g e |T(s)—T(0)| < g Vs € [0, k. (2.10)

Por [2.7), [23), @:9) e 210), deduzimos que
1 p+h
O<h<d = H(h/p s——/ ) T(p)—1I)

o que prova a Afirmacao 3.

Portanto, fazendo h — 07 em (2.6), segue que A~ (T'(h) — I) converge em norma para
o operador linear (T'(p) — I)(J§ T(s)ds)™' que é limitado, pois T'(p), I e (¥ T(s)ds)™!
sao operadores limitados. Adicionalmente, concluimos que (T'(p) — I)(J¢ T(s)ds)™! é o
gerador infinitesimal de T'(¢). O

<e,

O teorema anterior garante que cada operador linear limitado é o gerador infinitesimal
de um semigrupo uniformemente continuo. E natural nos perguntarmos se este semigrupo
é nico. A resposta para esta questao estd no proximo resultado.

Teorema 2.7. Sejam {T'(t): t > 0} e {S(t): t = 0} semigrupos uniformemente continuos
de operadores lineares limitados. Se

LT =TS =]

t—0+ t t—0t t ’

(2.11)

entao T(t) = S(t) para todo t > 0

Demonstragio. Mostraremos que, dado M > 0 qualquer, S(t) = T'(t) para todo 0 < t <
M. Pois bem, fixemos M > 0. Como as fungoes t € [0, M] — ||S(t)]| e t € [0, M] —
|T(t)|| sdo continuas e, portanto, limitadas no intervalo compacto [0, M], podemos afirmar
que existe C' > 0 tal que

IT@)|IIS(s)|| < C, para quaisquer 0 < t,s < M. (2.12)
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Além disso, como

h h ’
por (2.11]), obtemos
lim T(h) = — lim Sh) 1 =0
h—0t+ h—0+
lim T(h)—1 B S(h)—1 _0
h—0+ h
lim L =5
h—0+ h
Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que
T(h)— S(h
O<h<d = IT () ()H< ° (2.13)

h MC

Seja 0 < t < M e escolha n € N tal que t/n < ¢ — tal escolha é possivel porque R é
arquimediano. Por propriedade de semigrupo e por (2.13)), obtemos

IT(t) — S(t)|| = HT (”i) -9 (ni) H
r(nwy)s () -7 (<”— o) s (5]

k=0
n—1 t
<Elr(e-r-0llr () -sOIs ()]
k=0 n
et e M
SOn—F—-<s0n——%—=
Cn MCn CnM Cn °
Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, concluimos que 7'(t) = S(t) para todo
€ [0, M]. Sendo M > 0 também arbitrario, podemos inferir que 7'(t) = S(t) para
todo t > 0. O

Corolario 2.8. Seja {T'(t): t > 0} um semigrupo uniformemente continuo de operadores
lineares limitados. Entdo, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) Ewxiste uma constante w > 0 tal que | T(t)| < e“* para todo t > 0.

(a)

(b)

(¢) O operador A no item|(b)] € o gerador infinitesimal de T'(t).

(d) A aplicagio t € Ry w— T(t) é diferencidvel em norma e dT(t) = AT(t)=T(t)A.

b) Ewiste um tnico operador linear limitado A tal que T(t) = e para todot > 0

Demonstragcao. Em primeiro lugar mostraremos o item @, pois os demais seguirao deste
resultado.

Como T'(t) é um semigrupo uniformemente continuo, o Teorema garante que o
gerador infinitesimal de T'(t) é um operador linear limitado A, que por sua vez também é
o gerador infinitesimal de e, pois

tA
et —u
lim ——~ = Aty = Azx.
t—0+ t i
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Logo, pelo Teorema , temos que T'(t) = e para todo t > 0.
Vamos provar [(a)l Como T'(t) = ¢! para todo ¢ > 0, temos

ITON = el =30 —
n=0 n.

A S AT

<§jo >

— ! — n!
< Z Hn' || _ €t||A|\7

n=0

ou seja,
IT(t)|| < e* paratodo t >0,

onde w = [|A| > 0.
As provas de|(c)|e @ também seguem facilmente de@ e, por isso, serao omitidas. [

2.2 Semigrupos fortemente continuos, Cj-semigrupos

Um semigrupo pode ser gerado por um operador linear nao limitado. Para tratar
sobre este assunto, introduzimos o seguinte conceito.

Definicao 2.9. Diremos que um semigrupo {7'(¢): ¢t > 0} é fortemente continuo ou
de classe C se
lim || (T(t) — I) x| = 0 para todo z € X,

t—0+

ou equivalentemente lim+ T(t)x = x,para todo € X Vamos nos referir aos semigrupos
t—0

de classe Cy como Cy-semigrupos.

Além de introduzir esse conceito, exporemos algumas das propriedades que os Cpy-
semigrupos possuem. E importante observar que todo semigrupo uniformemente con-
tinuo é um Cjy-semigrupo. Logo, qualquer propriedade destes tultimos é herdada pelos
semigrupos uniformemente continuos.

Antes de passarmos as propriedades, vamos mostrar que, de fato, todo semigrupo
uniformemente continuo é um Cy-semigrupo.

Suponha que {T'(): t > 0} seja um semigrupo uniformemente continuo. Logo,

lim ||T'(t) = I|| =0,

t—0t
o que significa que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
|T(t) — I|| <e sempre que 0<t <.

Por outro lado, para todo x € X, pela linearidade de T e pelas propriedades da norma
de B(X), temos que

1Ttz =z = |T{t)x = TO)x| = [(TE) = Dal| < |T() = Lll|z]] < eljz]| = &

sempre que 0 < t < 9, de onde segue que
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Observacao 2.10. O dominio do gerador contém informacgao importante acerca do se-
migrupo e portanto tem que ser tratado com cuidado.

Em muitos exemplos é comum calcular a expressao Ax para alguns ou muitos elemen-
tos no D4, embora seja dificil identificar D4 com precisao. Nessas situagdes o seguinte
conceito ajuda a distinguir entre subespacgos “pequenos” e “grandes” de D 4.

Definicao 2.11. Um subespaco D do dominio D4 do operador linear A: Dy C X — X
é chamado um core para A se D é denso em D, com respeito a norma do grafico:

[2llps = [l + [|Az]].

Na sequéncia exibimos um critério ttil para que um subespago seja um core para o
gerador de um Cy-semigrupo, cuja demonstragiao pode ser encontrada em [19, Proposigao
1.7].

Proposicao 2.12. Seja (A, D) o gerador de um semigrupo fortemente continuo {T'(t) :
t > 0} sobre um espago de Banach X. Um subespago D do Dy que € || - || —denso em X
e invariante sob o semigrupo {T'(t): t > 0} é sempre um core para A.

A seguir apresentamos uma série de propriedades dos Cy-semigrupos; a primeira que
demonstramos esta conectada a funcao exponencial, pois garante que os Cy-semigrupos
podem crescer na norma, no maximo, exponencialmente.

Proposicao 2.13. Se {T'(t): t > 0} € um Cy-semigrupo, entdao existem constantes w > 0
e M > 1 tais que
|T(#)]] < Me**  para t > 0.

Demonstragdo. Inicialmente, afirmamos que existe n > 0 tal que a funcao ||7°(¢)]| ¢é limi-
tada no intervalo [0,7]. De fato, suponha que isso nao ocorra. Entdo, para todo n € N,
existe 0 < t,, < + tal que | T(t,)|| > n, ou seja, existe uma sequéncia (t,).en C Ry tal
que lim ¢, =0e | T(tn)]| > n.

Como ||T'(t,)|| > n, segue pelo Principio da Limitacdo Uniforme (Teorema [1.51]) que
existe z € X tal que ||T(t,)(x)|| nao é limitado, o que contradiz o fato de T'(t) ser um
Co-semigrupo, ou seja, a condi¢ao tl_i)rgi T(t)x = z. Portanto, existem 1 > 0 e M > 0 tais
que

IT(t)]| < M para 0<t <.

Como [|[T(0)]| =1, M > 1. Sejaw =n"'In M > 0. Dado t > 0 arbitréario, temos que
t=nn+r,com0<r<nen € N. Usando a propriedade de semigrupo, obtemos

1T = IT(nn + )| = |7 ()T (r)|
= |T(n)"T(r)|| < M™*
< MM = Meé*,

o que completa a prova. [

Se {T'(t): t = 0} é um Cy-semigrupo, entao T'(t) é continuo em ¢ = 0, pois lim T'(t)x =

t—0+
r = Ix = T(0)z. Usando a propriedade de semigrupo, podemos mostrar que Cp-

semigrupos sao continuos sobre toda a semirreta real nao-negativa, R, , conforme veremos
a seguir.
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Corolario 2.14. Se {T'(t): t > 0} € um Cy-semigrupo entao, para todo x € X, a fungdio
teR, —T(t)r € X € continua.

Demonstracdo. Sejam t,h > 0 e x € X. Pela Proposicao [2.13] existem constantes w > 0
e M > 1 tais que ||T'(s)|| < Me™*® para todo s > 0.
A continuidade da fungdo t — T'(t)x segue das desigualdades

1Tt + h)x = Tzl < [TONT(h)z — 2] < Me™ | T(h)x — |
eparat>h >0
|IT(t—h)z=T(t)e|| < |T(t=h)|lz=T(h)zl| < MM |a—T (k)| < Me* |a~T(h)z],
além da hip6tese de T'(t) ser Cy—semigrupo. O

Observagao 2.15. Conforme vimos na Definigao 2.9] os Cy—semigrupos sdao também
conhecidos como semigrupos fortemente continuos, o que encontra justificativa no Coro-
lario 2.141

Na demonstragao da Proposigao vimos que se {T'(t): t > 0} é um Cy- semigrupo,
entao existem numeros reais M e w tais que

|T(t)|| < Me**, para todo t > 0.

Um resultado mais refinado serd demonstrado posteriormente, mas antes mostraremos
um resultado valido para func¢oes subaditivas, isto é, func¢oes p: R — R que satisfazem
p(t+ s) < p(t) + p(s) para quaisquer t, s € R.

Lema 2.16. Seja p uma funcao subaditiva definida em Ry e limitada superiormente em

t
todo intervalo limitado. Entao, existe lgn p(t) €

lim Zﬂ = inf ]ﬂ
t—oo t>0 ¢

Demonstragio. Seja

. p(1)
wWp = %gg - 2 —00

Consideremos inicialmente o caso em que wy > —oo. Entao, dado ¢ > 0 existe
T =T(e) >0 tal que

p(TT) < wy+e. (2.14)

Dado t € R, existe n € N tal que t =nT + r, com 0 < r < T. Da subaditividade de

p e de (2.14) segue que
p(t) _ p(nT +r)

Yo T E T
< p(nT) + p(r) < nTp(T) N p(r)
/ tT t
T
< Z(w0+e)+p<p. (2.15)

Ademais, pelo fato de p ser limitada superiormente em [0,7"), existe ¢ € R tal que

p(r) < ¢, para todor € [0,7), (2.16)
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e também pelo fato de t = nT + r, temos

lim — = 1li =1 (2.17)
t—+o0o t—+oo
Assim, por (2.15)), (2.16) e (2.17) obtemos
t
wo < liminf Q < wy+ ¢,
t—+oco
bem como .
wo < limsupzﬂ < wp + €.
t——+o00 t

Pela arbitrariedade de € > 0, concluimos que

W = hm inf —= p(t) = lim sup ]ﬂ
+

)

oo t t——+o00
e portanto
t
wp = lim }L)
t—oo ¢
Consideremos, agora, o caso wy = —oo. Neste caso, para cada real w, existe T =
T(w) > 0, tal que
T
p(T ) <
Sejam t € R} e w € R. Entao, existem 7' =T (w) > 0 e n € N tais que

T
p(T)éw e t=nT+r, com0<r<T.

Adotando um procedimento analogo ao que foi utilizado no caso anterior, obtemos

t nT c
p(t) < —(w)+ -, ondec>0.
t t t
Logo,
t t
hmmfp() <w e limsup]ﬂgw
—0 t——+o00
Pela arbitrariedade de w segue que
t
lim Zﬂ = —00,
t—+oo ¢
o que completa a prova. O

Proposicao 2.17. Seja {T(t): t > 0} um Cy-semigrupo. Entao:

o BITOL o wIT@

t—00 t >0 t

e, para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que

IT(t)|| < Me**, para todo t > 0. (2.18)
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Demonstragao. Como

T + )| = W [|T@OT ()| < W ([T ()
= [T@) + W [T (s)l],

posto que a fungao logaritmo é crescente, temos que In ||7(t)|| é uma funcao subaditiva.
Pela Proposigao a funcao [|T(t)|| é limitada em todo intervalo limitado. Sendo
assim, a funcao In ||T'(¢)|| é limitada superiormente em todo intervalo limitado. Pondo
p(t) =1In||T(t)||, temos, pelo Lema [2.16, que

n|T@) _ . |7

lim =inf ——— = wy,
t—+o0 t t>0 t

concluindo assim a primeira parte da prova.
Seja w > wy. Afirmamos que existe to € R, tal que

I [7(@)|

; <w, paratodot > to. (2.19)

De fato, se wy < +00 tomemos € = w — wy > 0. Logo, pela definicao de limite existe
to € Ry tal que

In ||T(t

nHt()“ —wg| <&, paratodot > i, (2.20)
o que prova o desejado em , pois (| - 2.20]) implica

In ||T(t

< n t( )l —wp <&, paratodot >ty

e, portanto,
In [|T'(2)| _
<e+4+wy=w, paratodot >t
Agora, se wy = —o0o, da definicao de limite infinito segue o desejado em ([2.19)).

Por outro lado, como [|7'(¢)|| ¢ limitada em [0, ¢} e ||T°(0)|| = 1, existe My > 1 tal que
|T(t)]] < My, para todo t € [0, 1]
E como a funcao In é crescente, temos
In ||T'(¢)|| < In My, para todo t € [0, o] . (2.21)
Seja w > 0. De segue que
In||7(t)|| < wt+In My, para todot >0

e, por conseguinte,
IT(t)|| < Moe**, para todo t > 0.

Tomando My = M, concluimos o desejado.
Agora, analisemos o caso em que w < 0. Pois bem, se w < 0, entdao —wtg > 0, e
portanto, de (2.19) vem que

In ||T(t)|| < wt — wty para todo t > . (2.22)
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Concluimos de (2.21)) e (2.22)) e do fato de que w(t — ty) > 0 para todo t € [0, o] que
In||T(t)|| < w(t—to)+ In My, para todot > 0.

Dessa forma,
IT(t)]| < Moe ™) para todo t > 0.

Tomando M = Mye™“" neste caso, obtemos o desejado. O

Observagao 2.18. Quando wy < 0, podemos considerar wy < w < 0 e de (2.18)), existe
M > 1 tal que
IT(t)|| < M, para todo t > 0,

ja que e** < 1 se w < 0. Neste caso, dizemos que T'(t) é um Cy-semigrupo uniforme-
mente limitado .

Teorema 2.19. Seja {T'(t): t > 0} um Cy—semigrupo e A o gerador infinitesimal de
T(t). Entao, A comuta com T(t), isto é

AT (t)x = T(t)Ax, para quaisquert € Ry e x € Dy.

Demonstracio. Com efeito, dados t > 0 e x € D4, temos

T(h) -1 Ttz —T(t)a
AT = g T = I =
T(h+t)x—T(t)x T(t+h)x—T(t)x

- hlino%r h - hlg(r){r h

_ lim THT(h)x —T(t)x ~ Jim T() (T(h)x - J;)
h—s0+ h h—0+ h

B . T(h)x —x\

=T(t) hlg& <h> =T(t)Ax,

ou seja,

O

Para o proximo teorema, precisaremos utilizar as propriedades de integral vistas na

Secéo [1.1] do Capitulo

Teorema 2.20. Seja {T(t): t = 0} um Cy-semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal.
Entao, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1 tt+h
(a) Para x € X, tem-se lim E/ T(s)xds =T(t)x, para t > 0.
t

h—0t
(b) Para v € X, tem-se [y T(s)xds € Dy e A (fg T(s)xds) =T(t)x —z, para t > 0.
(¢) Para x € Dy, tem-se T(t)x € Da
d
%T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax, (2.23)
para t = 0.
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(d) Para x € Dy, tem-se
t t
T(t)z — T(s)x = / T(7) Azdr = / AT(r)zdr,

para t = 0.

Demonstragio. O item [(a)|segue da continuidade da funcio t — T'(t)z. Com efeito, dados
re X,t>0eh >0, temos
1 [tth
E/ T(s)xds — T(t)x
t

1 t+h t+h
:Hh/ xds——/ t)xds
t

1 [t+h
il

T(s)x —T(t)x)ds

1 t+h
< E/ |T(s)x — T(t)||ds. (2.24)
t
Por meio da mudancga de variavel u + t = s, obtemos
1 pt+h 1 rh
ﬁ/ T (s)x —T(t)x||ds = E/ T (u+t)x — T(t)x|du. (2.25)
t 0
De (221) e (Z25) segue que

H}ll / " P(s)eds — (1) < }11 / "I + ) — T(t)z]|du. (2.26)

Como a aplicagao t — T'(t)z é continua, dado £ > 0, existe § > 0 tal que

O<h<d = |Tt+h)x—-T{t)zx|<e. (2.27)
Segue, portanto, de (2.26) e (2.27)) que
1 [tt+h 1 h
O<h<d = Hh/ T(s)xds — T(t)x <E/ edu = ¢,
t 0

concluindo assim que, para cada x € X,
t+h

1
]IZILI(I) ), T(s)xds =T(t)x.

Para provar o item @, consideremos x € X, t > 0e h > 0.
Queremos mostrar que [ T'(s)zds € D, e, para isso, temos que verificar que

! p—
lim T(h)x' — 2
h—07t

existe, onde x —/ s)xds. (2.28)

Com efeito,

PO 2L ([ r(spwds) = 3 [ @0~ 1) (1(s)yrds = 7 [ F0)T(s)r —T(5)e] ds

h/ S+hl’—T(S)IL’)d8—h/tTS—i-h)IdS—flL/tT( Yxds

t+h o 1 gt p t+h od od
h/ xs—ﬁ/()xs—h/ xs——/ s)xds.
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Fazendo h — 0%, temos pelo item @ que

.1 gtth 1 [O+h
hlg& . T(s)xds =T(t)x e ’1111)% ) T(s)xds =T(0)x = x.

o) (T(h;b_] (/OtT(S)xdsD = T(t)z — =,

o que prova (2.28) e, portanto, 3 T(s)zds € D4. Além disso,

A </0t T(s)xds) =T(t)r — x.

Agora, vamos provar . Sejam x € Dy e h > 0. Entao,

im =L pys) = i T) (T(h)_l> v = T(t) Az, (2.29)

h—0+ h—0+ h

Assim, T'(t)x € Dg e AT(t)x = T(t)Azx. Ademais, (2.29) também implica que

d+
aT(t)x = AT (t)x = T(t)Ax,
isto é, a derivada a direita de T'(t)z existe e é igual a T'(t)Ax.
Para provar (2.23)), precisamos mostrar que, para t > 0, existe a derivada a esquerda
de T'(t)x e é igual a T'(t)Az. Para isso, vamos mostrar que

. | Tt)x =Tt —h)x
i, [ h ] = T(t)Az,

ou seja,
. T(t)x —T(t— h)x B
hlgggr [ h —T(t)Az| = 0. (2.30)
Com efeito,
lim [T(t)x —T(t—hzx T(t)Ax] _ lim (T(t —h+hjx-T({t—-h)z T(t)Ax)
h—0t h h—0+ h

- lim (T“ - h)T(’”Z —TE=RT ) Ap+ T(t — h) Az — T(t)Ax)
= lim (T(t —h) lT(m]f_’” - Ax] FT(t — h) Az — T(t)Aa:)
= lim T(t—h) lT(h);_x - Ax] + lim (T(t = h) Az = T(t) Az).

Na ultima igualdade temos uma soma de dois limites, e o primeiro deles é igual a 0,
pois x € Dy e | T(t — h)|| é limitada em 0 < h < t. O segundo limite também é zero
devido a continuidade forte de T'(t). Isso prova a igualdade (2.30) e completa a prova do

item .
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Para provar o item tomemos = € D4. Pelo item [(c)|concluimos que £7'(t)z é uma
aplicagao continua em ¢, posto que T'(t) é fortemente continuo. Logo, podemos integra-la
em intervalos compactos de R, e obter

td

t
= T(r de—/ AT (T a:dT—/ T(7)Azdr,
T s

ou seja,
t t
T(t)z — T(s)x = / AT (r)adr = / T(7) Azdr.
]

Para o proximo resultado, precisaremos da definicdo de operador fechado. Caso seja
preciso, solicitamos que o leitor revisite o Capitulo [T}, Definigao [1.39]

Corolario 2.21. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t): t = 0}, entdo
Dy € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstracao. Dividiremos a prova deste resultado em duas partes. Na primeira, mos-
traremos que Dy é denso em X e na segunda verificaremos que A é um operador linear
fechado.

Parte I. D4 ¢ denso em X, ou seja, Dy = X.

Com efeito, é claro que D4 C X. Portanto, resta-nos mostrar que X C D,4. Tomemos
r e X.

Pelo item @ do Teorema [2.20 . J3T(s)xds € D4 para todo t > 0. Pela Proposicao 2.
como D, ¢é um subespaco, temos que 7 fo T(s)xds € Dy para todo t > 0. Sabendo dlsso,
para cada n € N, definimos

1w g
T, = T/o T(s)xds = n/o T(s)xds.

Observamos anteriormente que (Z,)nen C Da. Além disso, como h = % — 0 quando

n — 0o, temos pelo item [(a)] do Teorema que

1 h
dim 2, = lim. % /on T(s)xds = hli)r(r)l+ flL/o T(s)xds = x,

o que mostra que v € D4 e completa a prova da Parte I, uma vez que z foi tomado
arbitrariamente em X.

Parte II. A é um operador linear fechado.

De fato, A é linear, pois é o gerador infinitesimal de T'(t), conforme fora observado na
Proposicao [2.5]

Provemos agora que A é um operador fechado. Para isso, consideremos (z,,)neny € Da
tal que

z, =z e A(r,) -y quando n — oc.

Segue do item [(d)] do Teorema que

T(t)en — 20 = | "Ts)A(zn)ds, (2.31)

ou equivalentemente,

T(0)2, — T(O)w, = [ T Al )ds. (2.32)
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O integrando no lado direito de ([2.32)) converge para T'(s)y uniformemente sobre in-
tervalos limitados. Consequentemente, fazendo n — oo em ([2.31)), obtemos

e —o = / s)yds. (2.33)
Dividindo (2.33)) por ¢ > 0 e fazendo t — 07, temos

lim Tz =z = lim — ; / T0)y =y,

t—0t t t—0t+

onde em (*) usamos o item [(a)] do Teorema [2.20]
Por conseguinte,

. Tt —x
re D A= lip DT = i ¢ [(T6hds = TO0 =,
o que encerra a prova da Parte II. ]

A seguir mostraremos que, assim como o que ocorre com semigrupos uniformemente
continuos, o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo nao gera dois semigrupos distintos.

Teorema 2.22. Sejam {T(t): t > 0} e {S(t): t > 0} Co-semigrupos de operadores line-
ares com geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entio T(t) = S(t)
para t = 0.

Demonstragio. Seja x € Dy = Dg. Segue do item do Teorema que a aplicacao
P(s) =T(t — s)S(s)x é derivavel e

d

Luls) =

[T(t —s)S(s)x] = —AT(t — s)S(s)x +T(t — s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)zr+T(t —s)BS(s)x = 0.

Concluindo, assim, que 9(s) = T'(t — s)S(s)z ¢ uma aplicacdo constante. Em parti-
cular, temos ¥(0) = 1 (t), ou seja,

T(t—0)S0)a =Tt —t)S(t)r = T(t)x = S(t)z.

Como z foi tomado arbitrariamente em D4, temos que T'(t)x = S(t)x para todo
z € Dy. Como pelo Corolario 2.21) Dy é denso em X e, por hipotese, T'(t) e S(t) sdo
limitados, concluimos que

T(t)x = S(t)x, paratodox € X.
[

Observagao 2.23. Se {T'(t): t > 0} é o semigrupo gerado pelo operador A, podemos
verificar que as derivadas de ordem k deste operador verificam

d

ZT(t) = AT(b),



Exemplos de semigrupos e geradores infinitesimais 65

d? d (d
d
= ¢ (ar(ey)
d

= A*T(t)x.

Em geral, tem-se

dk
%T(t)x = AFT(t)x, para todo = € D 4.

Concluimos do processo anterior que para obter a derivada de ordem k£ de um semi-
grupo {T'(t): t > 0} é suficiente compor o semigrupo com seu gerador infinitesimal A
exatamente k-vezes. Usando as propriedades de semigrupo podemos escrever

()
i ()] e 2 (1)

k-vezes
t t
)
K K)) "
:AkT(£+~'-+t>x

= AFT <k:li> T

= A" (t).

k
xz,

dk

pois

2.3 Exemplos de semigrupos e geradores infinitesi-
mais

Antes de estudarmos os teoremas de geragao de semigrupos, conteido que sera desen-
volvido no capitulo central deste trabalho, queremos acrescentar aqui alguns exemplos de
semigrupos que darao a teoria exposta anteriormente uma melhor interpretagao.

Para isto, recomendamos ao leitor, consultar o Apéndice no qual foram introdu-
zidos alguns dos espagos utilizados para definir os semigrupos aqui expostos. Para um
estudo mais detalhado sobre tais espagos, recomendamos as referéncias [20, Secao 6.3],
[22] e [9].

Passemos entao aos exemplos de semigrupos de operadores; o primeiro e mais conhe-
cido deles ¢é a funcao exponencial de um operador linear e limitado.

Exemplo 2.24 (Funcao Exponencial). Se A é um operador linear limitado em X, entéo,
pelo estudo feito antes sobre a funcdo exponencial, é possivel concluir que {T'(t) = e4: ¢t >
0} define um Cy—semigrupo. Além disso, pelo Teorema [L.57, {T'(t) = ¢4: ¢ > 0} é um
semigrupo uniformemente continuo.
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Exemplo 2.25 (O semigrupo das translagoes). Seja C,(R) o espago das fungdes unifor-
memente continuas e limitadas de R em R. Em C,(R) defina, para cada t > 0, a seguinte
aplicacgao:
Tt): Cu(R) — Cu(R)
u(z) +—— T(t)u(x) = u(z +1).

Considere em C,(R) a norma uniforme, dada por

[ul| = sup |u(z)].
zeR

A prova de que C,(R) é um espago de Banach com a norma uniforme é anédloga a
prova da Proposicao Também é simples verificar que, para cada t > 0, a aplicagdo
T'(t) é um operador linear limitado de C,(R).

Com os trés itens a seguir, mostraremos que {7'(¢): ¢t > 0} é um Cp—semigrupo em

C.(R).
(i) Quando t = 0, temos
T(0)u(z) = u(z +0) = u(x), para u € C,(R),z € R,
ou seja, T'(0) = I.
(ii) Dados t,s > 0 e u € C,(R), temos

T(s+t)u(r) =u(x +t+s)

(T(t) o T(s)) u(z) = T(H)u(z + 5) = u(x + s + 1),

de onde concluimos que
(T'(t) o T'(s)) u(z) = T(t + s)u(x),

o que implica
T(t)oT(s)=T(t+s).

(iii) Sejam u € C,(R) e € > 0. Da continuidade uniforme de u, existe 6 > 0 tal que se
0 <t <0 entdo sup,ep |u(r+1t) —u(x)| <e,isto é, ||T(t)u—u|| <epara 0 <t <.
Portanto, para cada u € C,(R), obtemos

lim || T(t)u — u|| = 0.

t—0t

Para completar a andlise deste semigrupo, vamos encontrar seu gerador infinitesimal.
Para isso, denoté-lo-emos por A: Dy C C,(R) — C,(R). Se u € Dy, entdo

Ay — li LhJu—u

h—0+ h ’
e este limite existe na norma uniforme. No entanto,

. ulh+s)—u(s) du
(Au)(s) = lim =—(5),

h—0+ h
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. . . . + . , . ’
onde o limite existe na norma uniforme, portanto 4% existe e é uniformemente continua.

dt
Nessas condicdes, é possivel verificar que 2 existe e ¢ uniformemente continua (veja [7,

dt
Lema 2.1.2]).

du
Reciprocamente, se u € C,(R), I existe e é uniformemente continua, segue do Teo-
rema do Valor Médio que, dado h > 0, existe 0, ), € (t,t + h) tal que

T(h)u(t) —u(t) du,, du du
A - E@) = a(et,h) - E(t)a

T(h)u—u
h

h—07F .. . . . .
e como b0, — t, a continuidade uniforme de % garante que 11m+ existe unifor-
h—0

memente. Portanto, u € Dy e

du
Au = —.
dt
Logo, Dy = {u € Cu(R): ‘2—7; existe e é uniformemente continua} e, para u € Dy,

— du
Au—dt.

Nos dois exemplos seguintes, apresentamos semigrupos de translagoes definidos sobre o
espaco de Lebesgue L?(R). Conceitos e notagoes abaixo utilizados podem ser encontrados
no Apéndice [B] inclusive a defini¢io de L*(R).

Exemplo 2.26. Denotemos por T'(t) o operador definido em L?*(R) por

T(t): L*R) — L*(R)
flx)  —T)f(x) = flz+1).
E facil verificar que T'(t) estd bem definido para cada t € R.

Afirmamos que {T'(¢) : t > 0} é um semigrupo de operadores em L*(R). Com efeito,
dada f € L*(R), tem-se T(0) f(z) = f(z+0) = f(z), ou seja, T(0) = I. Além disso, como

T(s+1t)f(x)=fx+t+5s)

(T'(t) o T(s)) f(x) =T () f(x +5) = flz +5+1),
concluimos que
(T(t) o T(s)) f(x) = T(t+5)f(x), Vf € L*(R),
o que implica
T(t)oT(s)=T(t+s).
Calculemos o gerador infinitesimal de T'(t). Para isso, precisamos avaliar o limite a

seguir:

- o feen = (@)

h—0+ h h—0+ h

= f'(z) = Af(x), Vz € R.

Este limite existe somente quando f é uma funcao com derivada fraca, isto é, quando
f € H(R). Portanto, denotando por A o gerador infinitesimal de T'(¢), temos:

Dy = H'(R) e ainda A(f) = jg;f
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O operador A é um operador linear, mas nao é limitado. Finalmente, note que T'(),
para cada t > 0, ¢ um operador unitrio. De fato, dados t > 0 e f € L*(R), temos

T f ()] = /R IT() f(2)[2dz
= /le(:ert)|2dx

— [ 1/(@)Pds
17 @), ¥f € L(R),

com o qual concluimos que ||T'(t) f(x)| = || f(z)]-
T
ol = s { ITOLO g e 2wy, g #0) 1.
Assim, concluimos que
1T = 1.

Exemplo 2.27. Denotemos por T'(t) o operador em L*(R) por:

T(t): L*R) — L*R) (2.34)
f(x) — f(z+1t)e™, (2.35)

com a € R.
Afirmagao: {T'(t) : t > 0} é um semigrupo. De fato,

e para t =0, temos
T(0)f(x) = f(z +0)e" = f(z), Vf € L*(R),
isto é, T'(0) = 1.
o dadost,s € R, e f € L*(R), temos

T(t+s)f(x) = f(z+t+s)e
= flz+s+t)ee”
= T(@) (f(z+ s)e™)
= [T(t) o T(s)] f(2),

de onde concluimos que:

T(t) o T(s) () = Tt + )f(2), Vf € L(R).

Calculamos agora o gerador infinitesimal de tal semigrupo. Para isso, avaliamos o
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seguinte limite:

lim = lim
h—0+ h h—0+ h
— i 1O het — f <x>2“h + fla)e — f(x)
g fE Rt = f@)et L f@)e — f(a)
h—0+ h h—0+ h
— ah __
- e () iy £
= lim ™ lim flath) = f(z) + f(z) lim et — 1

h—0+ h—0+ h r—0t  h
= f'(z)+af(x)=Af(x), Vo € R.

O limite acima existe se, e somente se f € H'(R). Portanto, denotando por A o
gerador infinitesimal de T'(¢), temos que:

e ainda

A(f) = CZEf +alf, Vf € L*(R),

concluindo que A = 4L + al é o gerador infinitesimal do semigrupo {T'(t) : ¢ > 0}, onde

T(t) é o operador dado (2.34), para t > 0.
O operador A é um operador linear, mas nao é limitado, conforme fora constatado na

Seao [L.4.1]
Exemplo 2.28. Definindo T'(t) o operador em L?(R) por:
T(t): L*R) — L*(R) (2.36)
flx) = flz+t)e™, (2.37)

com a € R, procedendo da mesma forma como nos exemplos anteriores, podemos mostrar
que {T°(t) : t > 0} é um semigrupo unitario.

2.3.1 Construcao de novos Cy-semigrupos

A partir de um Cy-semigrupo dado, é possivel obter novos semigrupos fortemente
continuos. Essas construcoes tém utilidade em resultados que serao apresentados poste-
riormente.

Nos exemplos a seguir consideraremos que {7'(t) : ¢ > 0} é um Cy-semigrupo num
espaco de Banach X dado, cujo gerador infinitesimal é A.

Exemplo 2.29 (Semigrupos reescalados). Para quaisquer nimeros p € C e a > 0,
definimos o semigrupo redimensionado de {7'(t) : ¢ > 0} por

T(t): = e"T(at), para todo t > 0.

Veja que, para todo ¢t > 0, T(t) € B(X), uma vez que T(t) € B(X) e B(X) é um
espago vetorial. Além disso, {T'(t) : t > 0} é um Cy-semigrupo. Com efeito,
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o T(0) = e"S(a0) = S(0) = I,

o T(t+s5) = eI (a(t + 5)) = eMersT(at)T(as) = T(t)T(s),
e dado x € X, tem-se

IT(t)a — | le" T (at)x — |
e T (at)z — eMx + etz — x|
)

le" T (at)x — eMx|| + ||z — z||

N\

= |lIT(at)x — || + [ — L[|

Portanto,
|IT(t)x — z|] = 0 quando t — 07,
pois
lim || T(at)z — 2| =0 e lim |e" — 1| = 0.
t—0t t—0+

Suponhamos, agora, que A seja o gerador infinitesimal de T. Entdo,

T(h)x —
Dj;: :{xEX: lim ()Z:x existe}.

h—0t+

Para todo z € X, temos que

T(h)x —x e!VT(ah)w — x

h h

_ e'T(ah)x —ethe + ety —

a h

B eI (ah)w — et N ety —
h h

_e"™T(ah)z — ) N (erh — 1)z
h h ’

ou seja, ~
T(h)x —x (T(ah)x —z) (et —1)x

+
h h h
Dali, para todo x € Dj, temos

T(ah)x —x  _, (T(h)x —x (€ =1
e () on (52,

Fazendo h — 0%, temos
T(ah)r —x -
lim # = Azr — uz,
h—0t+
uma vez que

e lim e =1,
h—0t

y eth — 1
) hgcr)l+< h >—,ue

(2.38)
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T(h)x — -~
o lim Th)e —z = Az (pois x € Dy).
h—0+

T(ah)r —x

Por conseguinte, se x € Dj, entao x € Dy, pois lim existe e ¢ igual a

5 h—07+
Ax — pz, ou seja,

,Dfl C Dy.
Por outro lado, tomando = € Dy, analogamente de ([2.38]) temos que
= h
lim T(h)x —x ~ i [enh (T'(ah)x — x) N (e" —1)x '
h—0+ h h—0+ h h
T(ah)x — ph 1
Mas, lim e“h((a)—xx) = Az e lim u = ux, obtendo
h—0+ h h—0+ h
. T(hz—=z
hl;lr(r)l+ — = oAz + px.
Sendo assim, x € Dj; e, portanto,
Dy C DA

e Ar = oAz + px. 3

Logo, Dy =Dje A=aA+ ul.

O exemplo a seguir é um caso particular do exemplo anterior, em que y = 5 € R,
a=1.

Exemplo 2.30 (Translagoes de geradores). A familia dada por
S(t) = e”'T(t), para cadat >0,
define um Cy—semigrupo em X e A + SI é o seu gerador infinitesimal.

Antes de apresentarmos o proximo exemplo, recordamos o conceito de isomorfismo
entre espac¢os normados.

Definicao 2.31. Um isomorfismo entre espacos normados X e Y é uma aplicagdo
linear V': X — Y continua, invertivel, cuja inversa ¢ continua. Em outras palavras, um
isomorfismo é um homomorfismo bijetor.

Quando ha um isomorfismo entre X e Y, dizemos que X e Y sao isomorfos e escreve-
remos X =Y.

Exemplo 2.32 (Semigrupos similares.). Lembramos que estamos assumindo {T'(¢): ¢t >
0} como um Cp-semigrupo num espago de Banach X, cujo gerador é o operador A. Dado
um outro espago de Banach Y e um isomorfismo V de Y a X, obtemos um novo Cjy-
semigrupo S(t) em Y, dito “similar” a T'(t), definido por

St): =V TV, vt > 0.

Sem fazer referéncia explicita ao isomorfismo V', dizemos que os semigrupos T'(t) e
S(t) sdo isomorfos.
O gerador do Cy-semigrupo S(t) é o operador

B=V"tAV,

cujo dominio é
Dp={ycY:VyeDy}.
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Observagao 2.33. Os espectros de A e B coincidem, isto é o(A) = o(B), e o resolvente
de B ¢é dado por
R(\;B) =V 'R(X\; A)V, para A € p(A).

Com o objetivo de continuar solucionando o segundo problema proposto neste es-
tudo, isto é, a caracterizacao dos operadores nao limitados, de tal maneira que possamos
estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que estes gerem Cy—semigrupos, abor-
daremos no capitulo seguinte trés resultados, conhecidos como os teoremas de geracao de
semigrupos.



CAPITULO 3

Teoremas de geracao de semigrupos

No Corolario[2.2T| mostramos que, para que um operador A seja o gerador infinitesimal
de um Cj-semigrupo, é necessario que ele seja fechado e esteja densamente definido.
Porém, essas condig¢oes impostas sobre o operador A nao sao suficientes para que ele seja
um gerador infinitesimal de um Cp—semigrupo. O Teorema de Hille-Yosida, no entanto,
surge para apresentar condi¢oes necessarias e suficientes para que um operador A fechado
e densamente definido, mesmo sem ser limitado, gere um Cjy-semigrupo de contragoes.
Além disso, uma reformulacao de tal teorema é dada através do Teorema de Lumer-
Phillips, obtendo também Cj-semigrupos de contracoes. Finalmente, o Teorema de Feller-
Miyadera-Phillips surge como uma generalizacdo do Teorema de Hille-Yosida para Cjy-
semigrupos quaisquer.

Sabemos até este momento que o semigrupo gerado por um operador limitado é uni-
formemente continuo. Neste capitulo, veremos o que ocorre quando o operador A nao é
limitado e, com isso, teremos um maior alcance na investigagao de problemas interessan-
tes, determinados por equagoes de evolugao. A principio, poderiamos pensar em usar uma
abordagem analoga & dos geradores limitados, usando a série de poténcias 4. Contudo,
quando A nao é limitado, ndo podemos garantir a convergéncia da série de poténcias e*“.

Na sequéncia, detalharemos a forma como trataremos este assunto. Vamos considerar
X um espago de Banach dotado de uma norma || - || e B(X) o espago de Banach dos
operadores lineares limitados A: X — X, com a norma || - ||z(x) definida no Capitulo [I]
mais especificamente em e . Para simplificar a notagao, neste capitulo, vamos
denotar as normas de X e B(X) com o mesmo simbolo, a saber, || - ||.

As principais referéncias utilizadas para a elaboragao deste capitulo foram [19, [I], 23]
4, 116).

3.1 Aproximacoes por geradores continuos

Nosso problema consiste em determinar condi¢bes necessarias e suficientes para que
um operador nao limitado A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo. A maneira
de fazer isso ¢ usando um argumento de aproximacao. Mais explicitamente, queremos
aproximar operadores nao limitados por operadores limitados, pois para esses tultimos ja

73
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tA tA

foi garantida a convergéncia da série ¢’ e, com isso, o fato de que, para cada t > 0, e
define um elemento do espago B(X).
Dado um operador linear nao limitado A, aproximé-lo-emos por operadores limitados

que chamaremos de A, de tal forma que se verifiquem as seguintes condigoes:

Aw™3 Aw, Vw € Dy, (3.1)
e
(etA“> o ¢umanetde Cauchy em B(X). (3.2)
o

Se as propriedades (3.1]) (3.2)) se verificarem, é possivel concluir que existe um operador
T(t), que é o limite uniforme desta net, ou seja,

T(t) = lim e para todo t >0,
H—>00
e {T(t): t > 0} serd justamente o semigrupo gerado por A, pelo fato de ser limite de
semigrupos. Finalmente, A serd o gerador infinitesimal de {T'(t): t > 0}, pois

= lim —
h—0+ h h—0+

1
= lim — hm/ Ayetizdt = lim E/ lim (A, e 2)dt
0

W50t B p—oo h—0+ P00

1
= lim — A lim e*!zdt = lim —/ AT (t)xdt

h—0+ h Jo p—>00 h—0t+ h

= AT (0)x = Ax.

T(h)x — 1 1 "
M 1 |: lim eAl-Lha'; — gj:| = lim — lim i {eA'utl'} dt
dt

h H—00 h—0t+ h p—o0 Jo

Sendo assim, nosso problema se resume em caracterizar o operador linear A de tal
forma que exista uma net (A,),~o satisfazendo e (3.2). Estas sdo as condigoes
requeridas no Teorema de Hille-Yosida, as quais cabe mencionar que estao intimamente
ligadas as propriedades do conjunto resolvente e do operador resolvente de A.

Lembremos que, dado A um operador linear, ndo necessariamente limitado sobre X, o
conjunto resolvente de A é o conjunto de todos os niimeros complexos para os quais Al — A
é invertivel, e é denotado por p(A). Recordamos também que o operador resolvente

de A é definido por R(\; A) = (M — A)~! para A € p(A).

3.2 Construcao do Teorema de Hille-Yosida

Seja {T'(t): t > 0} um Cy-semigrupo. Vimos na Proposi¢ao [2.13] que existem cons-
tantes w > 0 e M > 1 tais que ||[T(t)|]| < Me*" parat > 0. Se w = 0, entdao T'(t) é
denominado uniformemente limitado e, se, além disso, M = 1, T'(t) é denominado um
Co-semigrupo de contragoes. Esta secao sera dedicada a caracterizacao dos geradores
infinitesimais dos Cy-semigrupos de contragoes. Condig¢oes sobre o comportamento do
resolvente de um operador A, que sao necessarias e suficientes para A ser um gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes, serao dadas. Nesta secao, por simplici-
dade de notagdo, denotaremos o operador resolvente de A, R(A\; A) = (A — A)~! para
A € p(A), por R(A).
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Vamos entao considerar que {T(¢): t > 0} seja um Cy-semigrupo de contragdes. Sejam
re Xe\>0. Para s,t € R, s < t, consideremos a seguinte integral

t
/ e T (1)adr,
a qual estd bem definida pelo fato de que a fungao f(t) = e M7 (t)x é continua e [s,t] é
um intervalo compacto.

Afirmacao: [! e T (7)xdr — 0 quando t, 5 — oc.

De fato, por propriedades da integral, temos

t
/ e T (1)zdr

S

t
< [ lle ()]

t
= [ e T (r)alldr

t
< [T @lallr

¢
< / e ||z||dr  (pois T(t) é um semigrupo de contracoes)
S

t ~1
= llol [ edr =~z [ — ],

ou seja,
t ~1
/ T (r)edr| < -l [ — e (3.3)
Fazendo t,s — oo em (3.3)), obtemos
t
lim [ e™T(7)xdr = 0. (3.4)

s,t—00 Jg

Afirmacio (x): A integral imprépria [§° e > T'(7)zdr é convergente.
De fato, seja (t,)neny uma sequéncia em R, tal que ¢, — oo quandon — oo e
considere a sequéncia (u,),eny em X tal que, para todo n € N,

tn
Un, :/ e T (7)xdr.
0

Para provar a Afirmagao (x), precisamos provar que existe h_}m u,. Mas, para isso,
n o0

basta verificarmos que (u,)nen é uma sequéncia de Cauchy em X e, consequentemente,
convergente, posto que X é um espacgo de Banach.

Com efeito, sejam m,n € N e suponha, sem perda de generalidade, que t,, > t,.
Temos

tm ln
|t — unl| = H/ e T (7)xdr —/ e T(7)xdr
0

0

tm
/ e~ T (7)xdr

ln

Como t,, — oo quando n — oo, temos que t,, — oo quando m — oo e, por ({3.4),
obtemos

it =] = 0.

Logo, (un)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, o que completa a prova da Afirma-
Gao (*).
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Concluimos, portanto, que a integral [;°e *T(7)xdr é convergente. Esta integral
define o seguinte operador conhecido como a interpretacao integral do operador
resolvente:

R(A\): X — X

r+— R(\zx = /OO e T (T)dr.
0

Mostraremos que R(A) é um operador linear e limitado. De fato:
(i) a linearidade segue da linearidade do semigrupo {T'(t): t > 0} e da integral, e
(ii)) R(A) é limitado, pois dado x € X, temos

t
= lim/ e T (1)xdr
0

t—o00

t
. —AT
< Jim [T (7)o ar

IRz = H /0 C T () wdr

= lim
t—o0

t —1
. T BT -t =)0
QQMAemquwk e ]

—1 . _ 1
= e i [ = 1] = S (3.5)

t
/ e T (1)xdr
0

uma vez que ||T(t)]| < 1 para todo ¢t > 0.
Logo, faz sentido calcular a norma de R()\), dada por

IR = sup [|R(A)

Te
llzll<1

Por ({3.5), temos que

A A A

llzll<1 llzll<1

1 1 1
IRV < sup ~lzf| = < sup [lzf| = <
reX zeX

Assim, podemos inferir que
1
IR < L para todo A > 0. (3.6)

Observagao 3.1. Todo operador A, limitado ou nao, comuta com seu operador resol-
vente. Isso se deve as seguintes igualdades:

AN =A™ = (=M= A) + X)) (M - A"
= —M—A WM -A""+ AN -A4)"
= —M-A) "M -A)+W-A)""A
= [T =) [-(\ = A) + AT
= (M —-A)"A

Teorema 3.2. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes {T'(t): t >
0}, entdao (M — A) ¢é invertivel para todo A > 0 e

(A — A)"' = R(\). (3.7)
Majis ainda, por , tem-se

(A —A)7Y < ~, para todo A > 0.

> =
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Demonstragio. Para provar (3.7)) é preciso mostrar que, para = € X, tem-se
(M —ARN)zx =z, (3.8)

e para x € Dy, tem-se
RA\)(M — A)x = z. (3.9)

Provaremos primeiro a igualdade (3.8)). Para isso, vamos garantir inicialmente que
R(MN)x € Dy para x € X, para que faga sentido calcular (A — A)R(\)z.
Com efeito, para h > 0, temos

(T(h;_l> RNz = flL [T(h) /OOO e T (1) zdT — /OOO e_ATT(T)Z‘dT:| )

Por propriedade de semigrupo, obtemos

(=) e

Fazendo a mudanca de varidvel w = 7 + h na primeira integral do lado direito de

(10), temos

/OO e T (1 + h)zdr — /OO

0 O e—MT(T)xdT} . (3.10)

/OO e MT (T + h)zdr = /OO e NN T (W) dw.

0 h

Logo,

(T gy -

/ e APy xdw—/ e_’\TT(T)xdT}
h 0
0o h ()
/ ATy xdw—/ e_)‘TT(T)xdT—/ e_ATT(T)xdTl
h 0 h

h 00
ekh/ e T (w)adw — / e T (1)zdr — / e_’\TT(T)de] :
h 0 h

D\»—‘ D\»—‘ E\H

Pelo fato de w ser uma varidvel muda na integral [ e **T'(w)zdw, podemos substitui-
la por 7 de forma a obtermos

(1)

. )R(A):c - lekh /h T e wdr — /0 " D) adr — /h - e)‘TT(T)de]

(M — 1) /h T e () wdr — /0 " D adr
| |

=

e)\h —1 roo
= : / e T (1)zdr — —/ “AT(7)adr.
h

Agora, observamos que:
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1 rh
e lim E/ e T (1)zdr = . Com efeito, basta notar que f(x) = e »T(7)x é uma
0

h—0+
funcao continua com valores em X, portanto usando o Teorema obtemos o
resultado desejado, ja que

h—0t

1 rh
lim E/ e T(T)xdr = e °T(0)z = .
0

Com isso, concluimos que

h—0+

lim (T“%_]) ROz = AR(\)z — 2, (3.11)

donde R(\)x € Dy e
AR(N)x = AR(\)z — x.
Consequentemente
(M —A)RN)zx = =z,

provando a igualdade (3.8]).
Agora, vamos provar (3.9). Dado x € Dy, temos

R\ Az = /Oo e T (1) Axdr.
0
Pelo item do Teorema , temos que
R\ Az = /Oo e (T (1)z) dr,
0

isto é,
t

R\ Az = lim | e (T(7)z)dr.

t—o0 Jo

Fazendo integracao por partes, obtemos

R(MN)Az = lim -e_ATT(T)xF{)—/tT(T)x(—/\e_)‘T)dT}

t—oo | 0

. ¢
= lim |e MT(t)z — e °T(0)z + )\/ e_’\tT(T)xdT]
0

t—oo |
r t
= lim e MT(t)x —x + )\/ QATT(T)J}CZT:| ;
t—oo | 0
ou seja,
t
R(\)Az = lim e ™ MT(t)x — — lim 2 + A lim e~ T (7)xdr,
t—r00 t—o0 Jo
donde

Ax—/\/ () adr — x
= AR(\N)z — x.
Vemos, assim, que R(A)(Al —A)z = z, o que conclui a prova de (3.9)). Por conseguinte,
(M — At =R\

e de (3.6 segue que

(M — A)7Y| <<, paratodo A > 0,

> =

completando a prova do teorema. O
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Corolario 3.3. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t): t > 0} de
contracoes, entao

Cy={AeC:Re) >0} Cp(A),

onde
1
Re )’

Demonstragio. A prova de que C, estd contido em p(A) segue de forma andloga a prova
do Teorema Concentrar-nos-emos em provar que a desigualdade (3.12]) é valida para
todo A € C,.

Com efeito, para A € C, e x € X arbitrarios, temos que

(M — A)7H| < VA e Cy. (3.12)

RNz = /OOO e MT(t)xdt.

Como ||T'(t)|| < 1 para todo ¢t > 0, obtemos
1Bl = | [ et < [Tl @) e
0 0
<l [ e
0
Como A € C,, ele pode ser escrito como A = a + ib, com a = Re A > 0, veja que

e = |e(7a| = e ||e7| = 7| cos(—bt) + i sen(—bt)|

= e_“t\/cos2(—bt) + sen2(—bt) = e % = e~Rex

Por isso, temos
0 Yy ]_
IRz < flofl [ e BNt = |z lim [~ e RONat = 2.
0 Y= Jo
Assim concluimos que

1
(M — A) x| < ||m||m, para quaisquer z € X e A € C,.
e

Por conseguinte,

M — A7 = M — Azl <
IO = A)7 = sup M = A) e < o

llzll<1
como queriamos demonstrar. O

Anteriormente apresentamos varios resultados que se resumem na seguinte afirmagao:
o gerador infinitesimal A de um semigrupo de contracoes verifica as seguintes condigoes:

(I) A é fechado;
(IT) A é densamente definido;
(IT1) o operador (A — A)~! existe, é linear e limitado para cada A > 0, com

1
M—-A) <<
I =47 < 5



80 Teoremas de geracao de semigrupos

O Teorema de Hille-Yosida garante que as condigOes expostas anteriormente sao de
fato suficientes para que A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes,
porém antes de explorarmos este resultado, devemos garantir quando e em que condic¢oes
é possivel aproximar o operador nao limitado A por meio de operadores limitados Aj.
Para isso, vamos abordar o seguinte lema, assumindo que A satisfaz as condig¢oes ,
e|(IIT), e que R(\) = (A — A)~L.

Lema 3.4. Seja A: Dy C X — X um operador fechado e densamente definido em D 4.
Se o conjunto resolvente de A, p(A), contém R, e, para cada X > 0, tem-se ||[R(A)|| < §,
entao:

(i) /\lim AR(N)x =z, para todo x € X.
—00
(i) lim AMAR\)x = Alim AR(N)Ax = Az, para todo x € Dy.
—00

A—00
Demonstragio. (i) Mostraremos inicialmente queAlim AR(N)x = z para todo x € Dy.
—00

Com efeito, seja x € Dy4. Por (3.8]), temos
AR(N)z —x = AR(\)z, (3.13)

e por (3.9)
R(MAx —z = R(\)Ax. (3.14)

Como R(\) é um operador linear, sabemos que

AR(AN)z = R(A\)Az. (3.15)

Por (3.13)), (3.14)) e (3.15]), obtemos

ARN)z = AR(A\)x — 2z = R(A\)\x —x = R(\) Ax.
Assim,
ARA)z — zf| = [[AR(N)z| = [ROA)Az|| < [[RV) || Az]] < iHAfEH- (3.16)

Fazendo A — oo em |3.16| obtemos
lim |[AR(N)z — x| = 0.
A—+00
Assim, concluimos que

lim AR(\)z = z, para todox € Dy. (3.17)

A—00

Como D4 é denso em X, para cada x € X, podemos encontrar um y € D4 suficiente-
mente proximo de x de forma que a distancia entre eles, ||y —z||, seja suficientemente
pequena. Observando que, para cada A > 0, tem-se

ARz — 2| = [ARA)z = AR(N)y + ARA)y —y +y — =],
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usando as propriedades de norma, a linearidade de R(\), o fato de R(\) ser limitado
e a hipotese de que [|[R(\)| < 3, obtemos

AR(N)z — zf| = [AR(A)z = AR(A)y + AR(\)y —y +y — «|
<Rz = yll + IARN)y — yll + lly — =]

1
<Az =yl + ARy =yl + [y — =]l (3.18)
= 2[lz =yl + ARy — vl

Como y € Dy, segue de (3.17) que lim AR(M\)y = y. Portanto, por (3.18]), podemos
A—00
inferir que /\lim AR(N)z = z, posto que ||z —y|| é um valor suficientemente pequeno.
—00

Isso completa a prova de |(i)]
(ii) Mostraremos, a principio, que

AMR(N)z = AR(MN) Az, para todox € Day.

Pois bem, isso ocorre, pois, conforme demonstramos na Observagao [3.1] todo ope-
rador linear, limitado ou nao, comuta com seu operador resolvente.

Ademais, observamos que, para todo x € X, Ar € X. Portanto, pelo item ,
temos que )\11_)120 AR(MN) Az = Az, o que completa a prova de .

O Lema indica quais operadores limitados devem ser considerados para aproximar
o operador A. Pensando nisso, introduziremos uma classe de operadores lineares limitados
que se “aproximam” de A em certo sentido a ser explicitado.
Seja A > 0 e considere
Ay = MAR(N).

Logo,
Ay = AR\ = MA = M+ A R()\) = M’R(N\) — AL
Na prova do Teorema mostramos que R(\)z € Dy para todo z € X. Sendo assim,

A, estd definido para todo z € X.
Afirmacao (#*): Ay é um operador linear, limitado e /\lim Ay = A.
- —00

Com efeito, a linearidade de A, segue facilmente da linearidade de R(\) e do opera-
dor identidade. A limitacdo de A, também segue da limitacdo de R(A) e do operador
identidade. De fato, dado x € X, temos

sl = ROz Aall < INRQ)a] + || - Al
()
= 2RO + Ml € 221D 4 e
= 2,

onde em (%) usamos o fato de que ||R(N)| < 5.

Esta classe de operadores Ay, para A > 0, é comumente conhecida como a aproxima-
cao Yosida de A.
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Lema 3.5. Seja A um operador linear que satisfaz as condigées e|(IIT)l Sex € Dy,
entao

lim Ayz = Ax.
A—00
Demonstracao. Note que

lim Ayz = lim AMAR(\)x = lim AR(\)Ax.
A—00 A—00 A—»00

A—00

Usando o Lema - item ” temos que hm Az = lim AR(A\)Ax = Az, de onde
segue o resultado. O

O Lema completa a prova da Afirmacdo (x*). Entdo, para cada A > 0, A, é
um operador linear e limitado. Logo, pelo Teorema [2.6], Ay gera um semigrupo, a saber
{et*: ¢t > 0}. Afirmamos que esse semigrupo é um semigrupo de contracdes. De fato,
dado t > 0, temos

||6tA’\|| _ ||6 (AZR(\)— tA2R(N) —t/\I“ O —t/\||€t)\2R(>\)||’ (319)

M= e

em que a igualdade (o) se deve ao fato de que, para cada z € X, temos

eft/\lx — eft)\x

e, portanto,

2 _ 2 _ — 2
6t>\ R(N) tMJZ _ et/\ R(A)e M:E —e t>\6t>\ R(N)

e xr, paratodoxr € X.

Dai,

tANZR(N)  —tAT

e (S

x|, paratodox € X.

e, consequentemente,

Het,\2R(,\) ft)\IH = sup HGMZ )\)eft)\IxH = sup eft/\Het/\zR()\)xH
S i<
— et Slel)g ||et/\2R(>\)x|| _ e_t)‘Het)\QR(/\)”.
X
l[=]l<1
Segue, portanto, de (3.19) que
HetA,\H _ ft)\Het)\QR()\)H < e*t)\et)\QHR(A)”
< e PeNx = et = 1. (3.20)

Portanto, {e*: ¢t > 0} é um semigrupo de contragoes para cada A > 0.

Estamos agora em condi¢oes de enunciar um dos mais importantes teoremas de geracao
de semigrupos, o famoso Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 3.6 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear nao limitado A em um es-
pago de Banach X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t): t >
0} se, e somente se,

(i) A é fechado,

(ii) A é densamente definido e,
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(iii) para cada X > 0, X € p(A), ou seja, (\[ — A)~' existe e é um operador linear
limitado, com

1A= A) 7 <

>

Apresentaremos a demonstracao deste teorema como consequéncia de outros dois re-
sultados, um dos quais é o Teorema [3.2] que foi provado anteriormente, e o outro ser
demonstrado a seguir. Tais resultados mostram a necessidade e a suficiéncia, respectiva-
mente, das condigoes , e do Teorema . No préximo resultado, mostraremos
a suficiéncia das condigoes, pois a necessidade foi garantida pelo Teorema [3.2] Antes de
enuncia-lo, faremos uma breve observacao que sera importante em sua prova.

Observagao 3.7. Usando a linearidade dos operadores Ay e o fato de que \[— A e ul — A
comutam, mostra-se facilmente que, para A, > 0, Ay e A, comutam.

Teorema 3.8. Seja A um operador densamente definido tal que, para cada X > 0, o
1 ‘g o
operador (AN — A)™ " eziste e € linear limitado, com

1AL = A) 7 <

> =

Entdo, A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes.

Demonstracao. Para ter uma melhor interpretacao do resultado, dividiremos esta prova
em trés etapas.

Etapa 1: Nesta primeira parte vamos obter uma desigualdade que serd usada na se-
gunda etapa.

Seja x € X. Para A\, u > 0,t >0 fixo, 0 < s <1eh >0, note que

etsTh) AN b (A= (s+h)Ap . tsAx t(1=8)Ap . pt(s+h) Ay (6t(1—(s+h)AH)x . et(l—s)AHI)

" (et(s—i-h)AA _ etSA)\) el (1=8)Au .. (3.21)

Dividindo os dois membros da igualdade (3.21)) por h, obtemos

pt(sHh) Ay ot (1= (s+h) Ay g0 _ ptsAx pt(1=5)Ap o, C eama, (et(l(s+h)A#) _ t1-9)A, >
. = e . x
+ et (W];Iet<1—8>Aux> : (3.22)
Fazendo h — 0, obtemos, no lado esquerdo de (|3.22]),
}lll_% 6lt(erh)AAet(l(erh))A;;gg _ etsAxpt(1=5) Ay, _ ;; (gsAAet(l—s)Au) : (3.23)

e do lado direito obtemos a soma de dois limites, que calcularemos separadamente, a
saber:

t(1—(s+h)A t(l1—s)A thA
lim et 4 (e( A = x) e lim el (Metuswm).

h—0 h h—0 h
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Temos que
t(1—(s+h)Au) _ t(1—s)Ay d
L ot(sth) Ay [ © c = et | (et
fim e ( n x) ) (ds(e “)x>
_ otsAn (eta—smm(_t A#)) (3.24)

— _etsAAtAﬂet(lfs)AMx

(§]
thA thA
lim etSAA (6 A Iet(l—s)AMx> _ 6tSAA lim (6 A [Gt(l_s)A“[L'>
h—0 h h—0 h
thAy
= elsMet=9) 4 g Jim (e[) (3.25)
h—0 h
d
— tsAy t(lfs)Au (( thA)\) )
(& (& T €
dh b0
— etsA/\et(lfs)Aum@A)\)et(O)A)\.
Assim, por (3.23)), (3.24) e (3.25]), obtemos
C;i (etSAAet(l—s)Apl) _ —etSA)‘tA'uet(l_s)A“ZE + GtSAAtA)\et(O)A)‘Gt(l_S)A”CL’
— ¢ {_etsAAAuet(lfs)Aux + etsA/\A)\et(lfs)Aux}
— ¢ |:—6tSA)‘6t(l_s)A“A#]) + 6tsA>\et(1—s)AuA>\x} :
isto é,
d 3 et(lfs)A 3 —s
Ts (et Ax “:)3) = te!" M9 (LA 2+ Ayx). (3.26)

Integrando de 0 a 1 os dois membros da igualdade (3.26)), obtemos

1 1
/O %(€t8AA€t(1_S)A“$)d$:A tetsAket(l—s)Au(_Aux_|_A/\x)d8.

Aplicando a Proposicao [I.18] temos

/1 j(etSA*et(l_s)A”x)ds = WAt (A-D) Ay H(0) AN fH(1=0) Ay,
0o ds

A

= Mg — Mg,

Logo,

i (etSAA et(lfs)Aux)

d
ds ¥

|’€tA>‘$ . €tA“l'H — /1 i(etsAket(lfs)Aux)dS
0

ds

1
g/
0

! !
0 0

1 1
=t Ayx — Axel] [ e ds < bl e — Axa] [ Jlet= et s
0 0

Mas, como
le* M <1 e [l <1
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obtemos 1
lete — el <t Aue — Axel] [ ds =t Aue — Asal (3.27)
0

Etapa 2: Nesta etapa encontraremos um semigrupo de contracoes que é gerado pelo
operador nao limitado A usando aproximagoes.
Para x € Dy, por (3.27)), temos

le"a — eea]| <t Az — Ase]
=t||Ayr — Ax + Az — A,z
t(||Axe — Az|| + ||Az — Aux)) (3.28)

= t||Ayr — Azx|| + t]|A,xz — Az
Pelo Lema [3.5] temos
[Ayz — Az =30 e |4z — Az|| =5 0. (3.29)

Por (3.28) e (3.29) vemos que, para cada z € Da, (e**x)ys0 é uma net de Cauchy em
X. Como X é um espago de Banach, podemos afirmar que, para cada x € D4, o limite

lim etz
A——+00

existe. Além disso, por (3.28), também inferimos que esta convergéncia é uniforme em
intervalos limitados com respeito a t. Agora, paray € X, existe x € D4 tal que a distancia
|ly — z|| é suficiente pequena, uma vez que D, é denso em X. Portanto, para A, u > 0,
temos

||€tA" “y|| _ HetAA tA":L‘ + etA)‘:L’ _ €tA“:L’+ etA”J} _ etA"yH

< ||etAAy — etAAxH + ||etA*x — etA“mH + ||€tA“x — ety

Usando a linearidade de e4* e ! e a limitacdo dada em (3.20)) para A e p, obtemos

tA,\

ety — eyl < 2ly — o] + [l e — ],

de onde segue que (e

Logo, o limite

Y)a>0 também é uma net de Cauchy em X e, portanto, convergente.

lim et
A—+o00

Y

existe, onde esta convergéncia é uniforme em intervalos limitados com relacao a t.
Definimos entao, para cada x € X,

T(t)r = lim e z.
A—r00

{T'(t): t > 0} é um semigrupo de contragoes. Com efeito, note inicialmente que 7°(t)
é linear, pois e e o limite sdo lineares. Ademais, T'(t) é limitado, ji que

IT(t)] = | Jim ]| < Jim [l ] < Jim ]| = 2],

o que implica ||T(t)]| < 1. Agora, verificaremos que T'(t) é um Cy-semigrupo.
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(i)

(i)

(iii)

Para todo x € X, temos

T(0)z = lim "z = lim Iz = 2,

A—00 A—00
ou seja, que T'(0) = I.
Dado z € X, temos
T(t+s)z = lim Mg = lim eesMr g (3.30)
A—00 A—00

Por outro lado, temos

TH)T(s)xr = T(t) lim ez = lim T(t)e* M2

A—00 A—+00
= lim (/\hm etAAeSA*a:) = lim ety (3.31)
—00 —00 — 00

Portanto, por (3.30) e (3.31]), concluimos que
T(t+s)x=T(t)T(s)xr, paratodo x € X,

isto é, T(t+s) =T(t)T(s).
Segue da defini¢ao de T'(t) que, para cada t > 0, existe A\; > 0 tal que

€
e — T(t)z|| < 5 bara A=A
Entao, para A = Ay, temos
€

e — T(t)z| < 5» Dbara todo t > 0. (3.32)

Como Ay, é um operador linear, segue que ¢ e*: ¢ > 0} é um Cy-semigrupo. Por-
1

tanto, fazendo t — 0T, obtemos

lim "My = %My = 7.
t—0t

Logo, dado € > 0, para t proximo de zero pela direita, temos

ez — 2 < % (3.33)

Entao, por (3.32)) e (3.33)), vemos que, para ¢ proximo de zero pela direita, vale
1Tz — || < |z = T ()| + [lez -] <&
donde segue que

lim T'(t)x = x.

t—0t+

Por e , concluimos que T'(t) é um Cy-semigrupo.
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Etapa 3: Nesta tultima etapa mostraremos que A efetivamente é o gerador infinitesimal
do semigrupo {7'(t): ¢ > 0}. Contudo, foi provado na etapa anterior que T'(t) é um Cy-
semigrupo. Portanto, T'(t) tem um gerador, o qual vamos chamar de F. Sendo assim,
temos que mostrar que F' = A.

Se x € D4, entao

T(t)z —x = lim "2 — 2 = lim (6tA’\£L‘ - a:) : (3.34)

A—00 A—00

Sabemos que A, gera o Cy-semigrupo {etAA > 0}. Do Teorema [2.20|- item |(c)[segue
que

d
a(em*x) = "M Ay, (3.35)

Integrando ambos os membros da igualdade (3.35|) sobre [0,¢] e aplicando a Proposi-
cao [L.18] obtemos

t t
/ d—(eTA*)dT = / M Aywdr = Mg — Mg = ey — g, (3.36)
o dr 0

Assim, de ((3.34)) e (3.36) segue que

t
T(t)x —x = lim | e Ayadr

A—o00 Jo
t
= lim [/ (eTA*A,\:U — M Ax + eTAAAx) dr (3.37)
A—o00 | J0o
4 t
= lim {/ eTAA(AA:E—Ax)deL/ ™ Axdr| .
A—00 0 0
Afirmamos que
t
. . TAy . _
(i) /\11_)1210 e (Ayx — Az)dr =0¢
t t
(i) lim [ e™Axdr = / T(7)Axdr.
A—o00 J0 0
Com efeito, como
t t t
H/ e (Aye — An)ar| < [ e Aye - Aldr < [ Ave - Axlldr
0 0 0
t
= |[Aye = Aa|l [ dr = | Ao — Ac]
0
e /\h_}rgo Ayx = Ax, concluimos a validade de
Agora, note que
t t t
/ e Axdr — / T(1)Azxdr|| = / (eTA*Ax — T(T)AZL“) dr
0 0 0
t
< / le™ Az — T(7) Az || dr. (3.38)
0

Para simplificar a notagdo, vamos denotar a familia de fungoes ||e™ Az — T(7) Az ||,
com A > 0, por Hy(7).
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Pela defini¢do do semigrupo {7'(t): t > 0}, temos que )\lim Hy(7) = 0. De fato,
—00

lim Hy(7) = lim [[e™ Az — T(7)Az||
A—00 A—00

= | Alim e Az — T (1) Az
= |[|[T(r)Az —T(7)Az| = 0.

Além disso, note que, para A > 0,

0 < Hy(7) |e™ Az — T(7)Az||

< e Az + || - T(r) Az||
e[| Azl + |1 T(r)[|[| Az |

< |JAz]| + [|Az| = 2[|Ax]].

Consequentemente, H, é integravel em [0, t] e, pelo Teorema da Convergéncia Domi-
nada de Lebesgue (veja [5, Teorema 2.24]), segue que

¢
lim / Hy(7)dr =0,
0

A—00
isto é,
t
lim / le™ Az — T(r) Az||dr = 0. (3.39)
0

A—00

Portanto, de (3.38)) e (3.39)) segue o resultado exposto em |(ii)|
Agora, por (3.37),|(i)| e obtemos

t
T(t)r —x = / T(7)Axdr
0
e, para t > 0, temos

T(t)xr — 1t

Tz -z = 7/ T(r)Axdr.
t t Jo

Pelo Teorema [2.20] - item [(a)] concluimos que

lim T(t)x —x
t—0+

=T(0)Az = Az,

de onde segue que v € D e F'x = Ax. Desse modo, Dy C Dp e Fjp, = A. Seja v € Dp.
Considerando y = R(1)(I — F)x, temos y € Dy ¢

(I = Ay = (I — A)(I = AT Fye = (I - F)a,
o que implica
y—Ay=x—Fr = y—Fy=x—-—Fr = ([-F)(y—z)=0.

Como (I — F) é injetivo, segue que y = . Dessa forma, = € D4 e, portanto, Dp C Da.
Por conseguinte, Dr = Dy, o que implica que F' = A. O
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3.3 O Teorema de Lumer-Phillips

Anteriormente, apresentamos o Teorema de Hille-Yosida, o qual caraterizou os gera-
dores infinitesimais dos Cy-semigrupos de contragdes. Infelizmente, mesmo no caso de
problemas relativamente simples, é praticamente impossivel verificar todas as condi¢oes
listadas por tal teorema, por exemplo, nem sempre é facil estimar a norma do opera-
dor resolvente, e em situagoes especificas verificar que o operador seja fechado também
pode ser uma tarefa ardua. Porém, nesta secdo enunciaremos uma nova caraterizagao
dos geradores de tais semigrupos, através de uma reformula¢ao muito ttil do Teorema de
Hille-Yosida, cuja vantagem em relacao a esse tltimo reside no fato de ser mais simples a
verificacao das hipdteses, como veremos posteriormente. Tal resultado é conhecido como
o Teorema de Lumer-Phillips.

Este teorema apresenta bastante utilidade em espacos de Hilbert e em outros espacos,
como 0s espagos LP, pois nao é necessario realizar cédlculos explicitos das normas dos
resolventes como exige o Teorema de Hille-Yosida. A seguir, abordaremos alguns conceitos
preliminares ao referido teorema.

Sejam X um espaco de Banach, X* o dual topoldégico de X e (-, -) a dualidade entre
X* e X. Denotamos por (z*,z) o valor de z* € X* em x € X e definimos, para cada
zr € X, o conjunto dualidade F(z) C X* por

F(z) = {a* € X*: (z%,2) = ||z*]]* = ||=|*} € X*. (3.40)

Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach,F(z) # () seja qual for o z € X.
Portanto, a aplicacao dualidade j : X — X* que a cada z € X faz corresponder j(z) €
F(z) estd bem definida e tem-se

i (@) = llzll = ((j(x), )2 (3.41)

Buscamos uma caracterizagdo do gerador de um Cjy-semigrupo de contracao que nao
requeira conhecimento explicito do resolvente, a definicao que segue é uma nocgao chave
para alcancar esse objetivo.

Definicao 3.9. Um operador linear A : Dy C X — X é dissipativo relativamente a
alguma aplicacao dualidade j se

Re(j(z), Az) < 0, para cada = € Dy.

Para nos familiarizarmos com os operadores dissipativos, apresentamos algumas de
suas propriedades basicas.

Defini¢ao 3.10. Um operador dissipativo A que satisfaga Im (I — A) = X é denominado
maximal dissipativo.

Observacao 3.11. E claro que se A é dissipativo, entdo A\A ¢é dissipativo para todo A > 0.

Uma caracterizagdo muito util dos operadores dissipativos é fornecida pelo seguinte
resultado.

Proposicao 3.12. Se A € um operador linear dissipativo relativamente a alguma aplicagdo
dualidade, entao

|(AI — A)z|| > ReM||x||, para quaisquer A € C e x € Dy.
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Demonstracao. Sejam A\ € C e x € D,4. Consideremos a aplicagdo dualidade 7 : X — X*
para a qual A é dissipativo.

Temos de (3.41)) que

(@), M = A)z) = {j(2), ) = (j(2), Az)
All[f* = {5 (x), Az),

de onde segue que
(Re(M)|z]|* = (Re(V)[|2]|* = Re(j(x), (M — A)z) + Re(j(x), Az).
Da Definicao e novamente de (3.41]) decorre que

(Re)llz]l* < Re(j(x), (M — A)z)

(
[((2), M = A)z)]
17(2) || x+[I(AM = A)z]|
[ [[AT = A)z],

INCINCIN N

o que implica

(BeM)|[z]] < |(AL = A)z[], se z #0.

No caso em que x = 0, a desigualdade segue trivialmente, o que encerra a prova. [

Proposicao 3.13. Se A: Dy, C X — X € um operador linear, fechado e dissipativo em
relagdo a alguma aplicagao dualidade, entdo p(A) N (0,00) é um subconjunto aberto de R.

Demonstragio. Dividimos a prova em dois casos: quando p(A) N (0,00) = @ e quando

p(A) N (0,00) # 0.

e Se p(A)N(0,00) = 0, ndo temos nada a provar, pois () é um subconjunto aberto de
R.

 Suponhamos que p(A) N (0,00) # 0 e seja A\g € p(A) N (0,00). Agora, dados A € C
e f € X, consideremos a identidade

A — Au = f, (3.42)
que pode ser reescrita como

Como (Mgl — A)~! existe, resulta de (3.43)) que
u= (Nl — A)7Hf+ (Mo — Nu). (3.44)
Definamos

G X =X
u = Gui= (Nl — A7+ (Mo — Nu). (3.45)
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Como A é fechado, podemos inferir que GG estd bem definida. Ademais, G é continua,
pois a aplicagao (Aol — A)~! é continua. Além disso, para quaisquer u,v € X, temos

[Gu—Gu|| = [[(Xod —A)(f + (Ao — Nu) — (Mol — A)7H(f + (Xo — N)v]|
= oI = A) o = A)(u—v)]|
< 1ol = A)7HIAo = Allfu = vll. (3.46)
Considerando 1
R Tw e Rl
teremos

|Gu = Gol| < Ju = vl],

donde a aplicagao definida em sera uma contracao e pelo Teorema do ponto fixo
de Banach, existira um tnico u € X que soluciona a equacao e, por conseguinte,
solugao da equacao . Em outras palavras, o operador (Al — A) serd uma bijecao e,
portanto, admitird uma inversa (Al — A)~! para todo A € C tal que |\ — \g| < o.

Note que como Ag > 0, tem-se que \g € R e Relg = A\g. Podemos entao escolher rq
suficientemente pequeno de tal maneira que se |\ — A\g| < rg, entdo ReX > 0. Resultando
assim que se A € B, (Ao)ff]e x € X entdo (A — A)~'z € D4 e pela Proposicio temos

lll = |(AL = AYAL — A)~ x|l = ReA[[(AT — A)~ ']

ou seja,
1
M — A) x| < ﬂHxH, para todo x € X e A € B, (o).
e

A tltima desigualdade prova a continuidade da familia de operadores (A — A)~! para
todo A € B,,()\g), ou seja, para todo A € B,,(\g) o operador (A —A)~! existe e ¢ continuo.
Portanto,

()\0 — T, Ao + T()) C p(A) N (O, OO),

mostrando que Ay é um ponto interior do conjunto p(A) N (0,00). Como A foi escolhido
arbitrariamente, concluimos que p(A) N (0,00) é aberto em R. O

Observacao 3.14. Enunciaremos e provaremos o Teorema de Lumer-Phillips conside-
rando X como espaco de Banach. A versao deste resultado no caso em que X é um espaco
de Hilbert foi obtida por Ralph Saul Phillips em 1959. Neste caso, tem-se F(z) := {z}
e mostrar que A é dissipativo em X = H espaco de Hilbert, resume-se a verificar que
Re(Ax,x) < 0 para todo z € D,. Cabe mencionar que se Re(Az,z) > 0, entdo A é
chamado acretivo .

Teorema 3.15. (Teorema de Lumer-Phillips). Se A é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes, entdo:
(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplica¢io dualidade;
(ii) Im (AN —A) = X, para todo X > 0 (ou seja, A\I — A é sobrejetor para todo A > 0).
Reciprocamente, se

(iii) Da € denso em X,

1O sfmbolo B,,(\g) denota a bola no plano complexo centrada em (g, 0) e raio 7o.
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(iv) A € dissipativo relativamente da alguma aplica¢io dualidade,
(v) Im (Nl — A) = X, para algum g > 0,

entdao, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.

Demonstragio. Primeiramente, suponhamos que A seja o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes T'(t), ou seja,

|T(t)|| <1, para todo t > 0. (3.47)

Seja 7 : X — X* uma aplicagdo dualidade e consideremos x € Dy e t > 0. Resulta das

equacoes [3.41] e [3.47] que
Re(j(x), T(t)x —x) = Re(j(z), T()x) — Re(j(z), z)

< (@), T)x)] — [l]?

< @U@l - [l

< i)l = [lf* = 0.
Da tultima desigualdade, obtemos

T(t)xr —
Re <j(m), ();Um> < 0, para todo ¢t > 0. (3.48)
. Tt —=x

Como tl_lgl+ —>—— = Az, fazendo t — 0, em (3.48]), obtemos

Re(j(x), Az) <0,

mostrando que A é dissipativo e completando a prova do item .

Por outro lado, de acordo com o Teorema de Hille-Yosida (Teorema , podemos
afirmar que (0,00) C p(A). Resulta daf que, para A > 0, o operador R(\, A) = (A[—A)~!
existe, é continuo (pelo Teorema do Grafico Fechado) e tem como dominio todo o espago
X, pois A é fechado. Isso prova o item .

Reciprocamente, seja A : Dy C X — X um operador com dominio denso em X, que
é dissipativo relativamente a alguma aplicagao dualidade, tal que Im (Ao — A) = X para
algum \g > 0. Vamos mostrar que A gera um Cy-semigrupo de contragoes.

Para isto, comprovemos que A satisfaz as hipéteses do Teorema de Hille-Yosida. Pro-
varemos inicialmente que

A é fechado, (3.49)

visto que A é densamente definido, por hipdotese. Com efeito, conforme garante o item ,
A é dissipativo relativamente & alguma aplicagao dualidade j. Logo, pela Proposi¢ao[3.12]
obtemos

|(A — A)z|| = A||z||, para todo A >0 e x € Da, (3.50)

o que prova que (A — A),_, é¢ uma familia de operadores injetivos. Além disso, pelo item

, temos que
Im (Aol — A) = X, para algum Xy > 0. (3.51)

Dessa forma (Aol — A) é uma bijegao de D4 sobre todo o espago X, ja que (Aol — A)
é injetor (por (3.50))) e sobrejetor por (3.51)).
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Consequentemente, (Al — A)~'z € D, para todo r € X, e pela Proposigao
podemos escrever

1
(Aol — A) 2| < )\—||$||, para todo x € X.
0

Portanto,
(Aol — A)™' € B(X,D,) (D4 munido da topologia de X). (3.52)

Consideremos, entao, (z,), C D4 tal que

r, > em X e Az, -y em X quando v — oo. (3.53)
De , obtemos

ATy = Aoxr em X e — Ar, - —y em X quando v — oo,
de onde resulta que
(Mol — Az, — Moz —y em X quando v — 0. (3.54)
Assim, por e , concluimos que
(Mol — A) TNl — A)zy — (N — A) ' (Xoz —y) em X quando v — oo,

ou ainda
z, — (Ml — A) "' Xz —y) em X quando v — oo. (3.55)

Por e , usando a unicidade do limite, resulta que
= (Nl — A) " (Nox — ),
o que mostra que x € D,4. Ademais,
(Aol — A)z = Nz — v,

ou seja, Ar =y, provando que A é um operador fechado.
Para concluir a prova do teorema, resta-nos provar que, dado A > 0, tem-se A € p(A)
e [|[R(\, A)| < 3. De fato, considerando o conjunto

A= (0,00) N p(A),

temos A # (3, pois pelo itemexiste Ao € p(A) tal que \g > 0. Segue da Proposicao m
que A é aberto em (0,00), posto que A é aberto em R e A C (0, 00).
Agora, mostraremos que A é fechado em (0, 00). Com efeito, seja (\,), C A tal que

Ao = A em R, com A € (0,00). (3.56)
Como (A,), C p(A), segue de (3.49) e da Observacao que, para cada v € N,
Im (A, — A) = X. (3.57)

Dado y € X arbitrario, de (3.57)) resulta que, para cada v € N, existe z, € D4 tal que

Aoy — Ay = 9.
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Pela Proposicao [3.12] podemos inferir que

1 1
ol < IO = Azl = 5yl (3.58)

v

posto que A, > 0. Como A\, — A em R, com A € (0,00) temos que (i) ¢ limitada e de
(3.57)) resulta que existe C' > 0 tal que

||z,|| < C para todo v € N, (3.59)

onde C' é uma constante que depende de y.
Sejam v, u € N com g > v, temos pela Proposi¢ao [3.12 que

Aullzy — ol < |(Ad — A)(z — )|
= e, — ) — Afa, — )] (3.60)

Logo, como
My — Axy =y e Az, — Az, =,

entao
ATy — My = Az — Ay,

o que implica que
Moy — x0) + (A — M)z = Az, — ). (3.61)

De (3.60) e (3.61) podemos escrever

/\u”xu — 1zl < | Aulry — 1) — A(-Tu — Zy)||
= [Au = Aol llzo|- (3.62)

e de (3.59) deduzimos
Al = 7ull < P = Aol (363

De (3.56) e (3.63]) e do fato que (/\%) é limitada, resulta que (z,), é uma sequéncia
de Cauchy em X, pois

1
2, — 2ol < /\70|/\u = Aol
)
Logo, como X é um espacgo de Banach, existe x € X tal que
x, = v em X quando v — 00. (3.64)
Segue de (3.56) e de (3.64) que
ATy — Az em X quando v — 00
e consequentemente

Az, = Moy —y — A —y em X quando v — oo. (3.65)

Assim, usando(3.49)), (3.64]) e (3.65)), concluimos que x € Dy e Ax = Az — y, ou seja,

(M — Az =y. (3.66)
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Usando a Equacio e 0 mesmo raciocinio aplicado & prova de ([3.49)), deduzimos
que (M — A)~! existe e é continuo, isto ¢, A\ € p(A), provando que A € A e que A ¢é
fechado.

Como A é aberto e fechado em (0, 00), concluimos que A = (0, 00). Além disso, como

A = (0,00) N p(A) C p(A),

mostramos que

(0,00) C p(A).
Resta-nos provar que

1
|IR(A, A)| < 1 bara todo A > 0.

De fato, como (0,00) C p(A) tem-se, para todo A > 0, que Im (A] — A) = X e da
Proposicao decorre que

. 1
1RO, A)el| = (A = A)~ ]| < Szl

encerrando a prova do teorema. O

Observacao 3.16. Em termos de operadores maximais dissipativos, o Teorema de Lumer-
Phillips pode ser reescrito como: um operador A densamente definido é o gerador infini-
tesimal de um Cy-semigrupo de contragoes se, e somente se, A é maximal dissipativo.

No caso em que X ¢é um espaco de Hilbert, o Teorema de Lumer-Phillips garante que
os unicos operadores maximais dissipativos do espago sao os que geram Cy-semigrupos de
contracoes.

Observagao 3.17. Da demonstracao do Teorema de Lumer-Phillips segue que se A é
maximal dissipativo, entdo Im (Al — A) = X para todo A > 0.

A prova do préximo resultado sera omitida, mas pode ser encontrada em [4, Corola-
rio 4.4].

Corolario 3.18. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se ambos A
e A* sao dissipativos, entdo A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes
sobre X

A seguir veremos uma generalizacao do Teorema de Hille-Yosida, que se refere a gera-
¢ao de Cy-semigrupos quaisquer, nao necessariamente com normas menores ou iguais do
que 1.

3.4 O Teorema de Feller-Miyadera-Phillips

Dado um Cy-semigrupo {T'(t): t > 0}, pela Proposi¢ao[2.13] existem constantes M > 1
e w > 0 tais que ||T(t)]] < Me“t. Para nos referirmos a esta propriedade, diremos que
T'(t) é um Cy-semigrupo do tipo (M,w).

O Teorema de Feller-Miyadera-Phillips generaliza o Teorema de Hille-Yosida para Cy-
semigrupos do tipo (M, w) quaisquer.

O Teorema de Feller-Miyadera-Phillips caracteriza os geradores de semigrupos forte-
mente continuos arbitrarios, foi provado em 1952 e deduzido do Teorema de Hille-Yosida,
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demonstrado 4 anos antes. No Teorema de Feller-Miyadera-Phillips, precisamos estabele-
cer estimativas da norma para as poténcias do operador resolvente associado ao operador
em questdao. Antes de abordé-lo, apresentaremos a equacao resolvente e um resultado
auxiliar.

Teorema 3.19. Seja A: Dy C X — X um operador linear. Se A\, € p(A) e R(\; A),
R(u; A) € B(X), entao

R(AA) = R(p; A) = (k= MR A)R(s; A). (3.67)
A equagao (3.67)) é conhecida como a equagao resolvente.
Demonstragio. Como R(A; A) = (M — A) " e R(u; A) = (uI — A)™", temos

R(ANA) = RN A) (ud —A)R(p; A)
= RNA){(p =N+ (M —A)} R(p; A)
= (u—A) RO A)R(p; A) + R(p; A),

donde
R(A; A) = R(p; A) = (1 — A RN A)R(p; A),

como queriamos demonstrar. O

Lema 3.20. Seja A: Dy C X — X um operador linear tal que (0,+00) C p(A) e

[IA"R(A; A) s < M.

para cada n € N e A > 0. Entao, existe uma norma |-| em X tal que

2] < [z < M|z|, (3.68)
e

IAR(A; A)z| < |z (3.69)

para cada x € X e A > 0.

Demonstragio. Para g > 0, definamos | -|,: X — Ry por

||, = sup [[p" R(p; A) x|,
neN

onde consideramos que 0 € N. E facil verificar que a funcéo |- |, define uma norma em X.
Veja que, dado x € X, temos

N

2|, = sup || R(p; A)"z|| sup || R(p; A)"|[[]]]
neN neN

sup M||z|| (3.70)
neN

/N

Ml]).

Por outro lado, também temos

el = 1|1 R(p; A)°]| < sup " R(p; A"l = [ (3.71)
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Portanto, por (3.70) e (3.71)), concluimos que
] < |l < Ml (3.72)
Além disso,
R (; Al = sup llu" R(u; A" (uR(p; A)z) | = sup 1" R(p; A" || < ol (3.73)
Afirmamos que
IAR(X; A)zx|, < |z|,, paracada X € (0,pu] e cadax € X. (3.74)
De fato, dado = € X arbitrariamente, pela equacao resolvente (3.67)), temos
R(A; A)z = R(p; A)(z + (0 — A R(A; A)z)
e, usando (|3.73)), obtemos
1 A
IR\ A)xl, < =zl + (1 —— | |R(A; A)zxl,.
fu fu
Dali,
A 1
1—(1——|]|RNA)x|, < —|z|,
1= (1= 2)] im0 yal, < S,
ou seja,
A 1
—|R(N\; A)x|, < —|x|,.
u' (A A)zl,, u' |
Consequentemente,
[AR(A; Azl < [y,
o que prova a afirmacao feita em (3.74)), que por sua vez implica
AR(N\ A
AR A, — sup PEX AT (3.75)
zeX |$|u
T#£0
Como [A"R(A; A)"x|, < [AR(A; A)]]2],., segue de (3.75) que
(A" R(A; A) ey < 17 ]y = [ (3.76)

Portanto, pela primeira desigualdade de (3.72)) e (3.76) deduzimos que, para cada

neNee(0,u], vale

AR A)" ]| < [A"R(X; A)*ly < [

(3.77)

Passando o supremo para n € N no lado esquerdo da desigualdade (3.77)), obtemos

sup [A"R(X; A)"z|| < sup |z, = |z,
neN neN

ou seja,
|z|x < |z|, para cada A € (0, p].
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Agora, podemos definir
|z| = lim |z|,.
HU—00

Por (3.74)), obtemos
IAR(X\; A)z| = l}l_)ﬂ(r)lo IAR(X; A)zx|, < l}l_)ﬂ(r)lo |z|, = |z,

o que prova (3.69)).
Ademais, por (3.72)), temos

el < Jim Jal, < Ml
ou seja,

]l < [ < M,
provando (3.68)). Dessa forma, a prova esta completa. O

Agora, estamos prontos para provar o Teorema de Feller-Miyadera-Phillips.

Teorema 3.21 (Teorema Feller-Miyadera-Phillips). O operador A: Dy C X —
gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T(t): t > 0} do tipo (M,w), com M
w =0, ou seja, que satisfaz ||T(t)|| < Me*t se, e somente se:

AR

(i) A é densamente definido e fechado e
(ii) (w,+o00) C p(A) e, para cada X > w e cada n € N*, temos

M
. n
”R(/\v A) HB(X) < ()\ — w>n'
Demonstra¢io. (=) : Inicialmente, vamos considerar o caso em que w = 0.
Observamos que duas normas sobre um mesmo espago vetorial X sao equivalentes
quando induzem a mesma topologia sobre X. Mais precisamente, duas normas || - ||; e
|| - ||2 s@o ditas equivalentes se existem constantes positivas Cy e Cy tais que

Cillzlly <|lzfl2 < Coflzfl1,  para todo z € X.

Cabe destacar que, dessa forma, duas normas preservam as propriedades topolégicas do
gerador e do semigrupo quando sao equivalentes.

Comegaremos a prova para o caso em que w = 0 escolhendo uma norma equivalente
a de X, || - ||, com respeito & qual o Cy-semigrupo {T'(¢): t > 0} do tipo (M,0) seja do
tipo (1,0), isto ¢, seja um Cp-semigrupo de contragoes, para que possamos fazer uso do
teorema de Hille-Yosida.

Vamos definir a norma ||| - |||: X — R, por

][l = sup [[T'(¢)z]|, para =€ X.
t>0
Note que

lz|l < |||=]|| < M||z||, paratodo z € X, (3.78)

uma vez que {T'(t): t > 0} é um Cy-semigrupo do tipo (M, 0). Portanto, |||-||| e ||-|| sdo
normas equivalentes sobre X.
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Adicionalmente, para todo x € X, temos

T @)[|| = sup | T(s)T'(t)x|| = sup [T(s + t)z|| < sup [T(t)x] = [|][l],
520 520 t=0
de onde segue que
T(t)x
Ty = sup 1T 1
ex |[]]]
z#£0
Portanto, T'(t) é um Cy-semigrupo de contragoes sobre o espago (X, ||| - |]])-

Segue, pois, do Teorema de Hille-Yosida (Teorema que A é fechado, densamente
definido, (0,400) C p(A) e

1
B Dlllseo < - (3.79)
para cada A > 0. Pela defini¢do da norma ||| - |||, (3.78]) e (3.79), temos

n n n n n n ’I'L]'
IV R A)" ]| < (AR A)"llf < ARG A)* soo =[] < A"l < M,

que equivale a

n M
1RO A2l < . (3.50)
Pela desigualdade (3.80) concluimos que

M
R(N\ A" < —,
[R(A; A) “B(X) (A —w)"
com w = 0. Portanto, as condicoes e sdo necessarias quando A é um gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo do tipo (M, 0).
(<) : Suponhamos, agora, que as condigbes e estejam satisfeitas. Pelo
Lema [3.20] existe uma norma | - | sobre X, equivalente a norma || - ||, tal que

el < o] < Mlz]| e JAR(A; A)z] < ],

para cada € X e A > 0. Dai, vemos que |R(); A)|px) < % e A satisfaz as hipoteses do
Teorema de Hille-Yosida (Teorema sobre (X;|-|). Portanto, A é o gerador de um
Co-semigrupo de contragoes {T'(t);t > 0}.
Finalmente, como
IT@)z| <[T(H)x] < lz| < Mz,

para cada t > 0 e x € X, obtemos

1700 = sup IT@] < sup M|l = M = Me”,

llzll<1 llzll<1

para cada t > 0, completando a prova para o caso em que w = 0.

Para o caso geral, precisamos somente observar que se {T'(t): t > 0} é um Cy-
semigrupo do tipo (M,w) e A é seu gerador, entdao {e “'T'(t);t > 0} é um Cp-semigrupo
do tipo (M,0) e A —wI é seu gerador (veja Exemplo . ]
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3.5 Alguns resultados envolvendo semigrupos em es-
pacos de Hilbert

Os resultados apresentados na sequéncia estao registrados com suas respectivas pro-
vas em [22 Secdo 4.5]. Embora ndo sejam demonstrados neste trabalho, é fundamental
apresenta-los, pois precisaremos deles numa aplicagao da teoria que exibiremos posterior-
mente, uma vez que os espagos considerados sao de Hilbert.

No que segue, assumiremos que H é um espaco de Hilbert, cujo produto interno nele
definido ¢é denotado por (-,-).

No capitulo seguinte mostraremos que é possivel resolver os problemas de valor inicial
no sentido classico, quando uy € D 4. Porém, por meio do préximo resultado veremos que,
sempre que o operador A associado ao problema abstrato de Cauchy for auto-adjunto, é
possivel garantir solugdo no sentido classico para qualquer condicao inicial ug € H.

Teorema 3.22 ([22, Teorema 4.5.2]). Seja A: Dy C H — H um operador auto-adjunto
maximal dissipativo. Dado ug € H, existe uma unica u tal que

u € C([0,00); H) N C*((0,00); H) N C((0,00); Da),

tal que

dt

{ZZ; Z f:(t), t>0, (3.81)

Além disso,
[u(®)]] < [luoll, =0

Hdu(t)

dt

Enunciaremos agora um resultado de regularidade para o caso em que o operador A é
auto-adjunto e maximal dissipativo.

1
| = I4u(®)] < S fuoll, ¢ > 0.

Teorema 3.23 (|22, Teorema 4.5.3]). Seja A um operador auto-adjunto mazimal dissi-
pativo sobre H. Se u € a solugdo do problema de valor inicial do problema , com
ug € H, entao

u € C*((0,00); Dat), para inteiros k e l.

Um outro caso importante é quando ambos A e —A sdo operadores maximais dissipa-
tivos, neste caso é obvio que

(Au,u) = 0, para cada u € Dy.
Para tal caso, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.24 ([22, Teorema 4.5.4]). Sejam H um espago de Hilbert e A: Dy C H — H,
tal que tanto A como —A sdo operadores mazimais dissipativos. Entdo, ambos geram um
grupo de isometrias.

Com os resultados expostos no presente capitulo fornecemos as ferramentas para a
aplicacao da teoria de semigrupos as equagoes lineares de evolugao, objetivo que serd
alcangado no capitulo seguinte para a equacao do calor homogénea, além de mostrar a
teoria de semigrupos como ferramenta para estabelecer a boa colocagao para este tipo de
problemas.



CAPITULO 4

Aplicacoes

Neste capitulo utilizamos a teoria estudada no Capitulo 3 para apresentar algumas
aplicacoes da teoria de semigrupos ao estudo de problemas de Cauchy. Em primeira ins-
tancia, abordamos o papel dos semigrupos na procura da boa colocacao para equacoes de
evolucao. Na sequéncia, estabeleceremos boa colocac¢ao, no sentido de solugoes classicas,
para uma equacao diferencial parcial muito conhecida, a saber, a equagao do calor.

4.1 Boa colocacao para equacoes de evolucao

Nesta se¢do expomos uma das mais importantes aplicacoes da teoria de semigrupos
de operadores, que consiste em inferir, através dos semigrupos de operadores lineares,
informagoes sobre a boa colocacao de equagoes de evolugao, as quais deverao ser expressas
como problemas de valor inicial lineares abstratos, isto é, problemas com valores em
espacos de Banach da forma

dt

i) — Au(t), V>0
u(0) = wup=umx,

em que ¢ é uma variavel independente representando o tempo, u(-) uma funcao com valores
num espaco de Banach X, A um operador linear, A: Dy C X — X, e ug € X o valor ou
dado inicial.

Este, de fato, foi o nosso ponto de partida, pois motivamos o estudo dos semigrupos
indagando sobre as solugoes desse tipo de problema. Porém, nesta secao, além de garantir
a existéncia de solucao, queremos estudar a unicidade e a dependéncia continua dos dados
iniciais, objetivo que alcangaremos por meio da teoria de semigrupos, pelo menos para o
caso em que o dado inicial pertenca ao dominio do operador A, associado ao problema de
valor inicial.

A seguir introduzimos a terminologia a ser utilizada.

Definicao 4.1. i) O problema de valor inicial (P.V.I.)

dt (4.1)

{ du(?) =wu = Au(t), ¥t >0
u(0) = g

101
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é chamado problema abstrato de Cauchy associado ao operador (A, D,) com
valor inicial ug.

ii) Diremos que a fungdo u : Ry — X é uma solugao (classica) do P.V.I. (4.1) se:

a) u ¢ continua para todo t > 0;

(¢) u(t) € Dy para todo t > 0;

(a)
(b) u é continuamente diferencidvel com respeito a X para t > 0;
)
(d) u satisfaz (4.1)).

Note que, como u(t) € Dy para todo t > 0 e u é continua em t = 0, o problema
(4.1)) ndo pode ter solucao classica quando uy & Da.

Em outras palavras, u : Ry — X ¢é solugao classica do P.V.I. (4.1)) quando
u € CH((0,00); D4) N C([0,00) ;D)

e u verifica (4.1]).

Com base na definicao anterior, é possivel relacionar as solu¢des do problema com
a teoria de semigrupos de operadores e os seus geradores, conforme veremos no préximo
resultado, cuja demonstragao estd baseada no item do Teorema . Mostraremos a
seguir que, para cada uy € Dy, a solugao dada pelo semigrupo é tnica.

Proposigao 4.2. Se A ¢ o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {T(t): t = 0}, entao,
para todo uy € Dy,
u(t) = T(t)ug

¢ a unica solugao cldssica do P.V.1. dado em (4.1). Além disso,
u(t) € C1([0,00); D) N C([0,00) ;D).
Adicionalmente, se {T'(t): t > 0} for um semigrupo de contragoes, teremos

[u()]] < uoll

du(t)
dt

Demonstra¢io. Como consequéncia do item |(¢)|do Teorema temos que u(t) = T'(t)uo
¢ solucao do P.V.I. dado em (4.1J).

Afirmamos que u(t) = T'(t)ug é a tnica solucdo de ([4.1)). Com efeito, suponhamos que
existe outra fun¢ao v: Ry — X que também é solucao de (4.1).

Seja w(s) = T(t — s)v(s). Derivando w com respeito a s e usando o fato de que v é
solucao de (4.1f), obtemos

|| ~ Au(®)] < [l Auol, ¥t > 0.

(j;:(s) = —AT(t — s)v(s) + AT(t — s)v(s) =0,

que mostra que w € constante. Note que

wt) =Tt —tvt)=T0O0)v(t) =v(t) e
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w(0) =T(t —0)v(0) = T(t)v(0) = T'(t)up.
Como w ¢é constante, temos
w(t) = w(0)
e, portanto,
v(t) = T(t)ug = u(t),
concluindo que u(t) = T'(t)ug é, de fato, a unica solugao de (4.1))
Como u(t) = T(t)ug, t > 0, é solugdo do problema (4.1)), temos
du
dt
além de u(0) = T'(0)ug = uo.
Se T for um semigrupo de contragoes, teremos

[u@)[} = 1T @uoll < IT@[[uoll < fluoll, vt =0

du
\dta) ] — AT (o)l = [ T() Au |l < [T Auoll < Il Aull, V2 > 0,
o que completa a prova. O

Garantimos até aqui a existéncia e a unicidade de solugdes classicas sempre que o
valor inicial ug pertence a Dy. Na sequéncia veremos o conceito de solugao fraca para
o problema e garantiremos a existéncia e unicidade de solucao fraca para ,
considerando a equagcao sujeita a qualquer valor inicial uy € X.

Defini¢do 4.3. Diremos que uma fungdo u : R, — X é solugao fraca (ou generali-
zada) do problema abstrato de Cauchy (4.1)) se:

(a) u é continua para todo t > 0;
(b) 3 u(s)ds € Da para todo t > 0;
(c) u(t) = A [3u(s)ds + ug.

Também é possivel relacionar o estudo de solugoes fracas a teoria de semigrupos de
operadores. De fato, dado um gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
A, segue do item @ do Teorema que existe uma solucao fraca para o P.V.I. associado
a A, para cada valor inicial ug € X. A unicidade de tal solucao sera provada no proximo
resultado.

Proposicao 4.4. Seja (A,Da) o gerador do Cy-semigrupo {T(t): t > 0}. Entdo, para
cada uy € X,

u(t) =T(t)ug, t>=0
¢ a tinica solugao fraca do problema abstrato de Cauchy associado a A, satisfazendo u(0) =
Ug-

Demonstragio. A existéncia da solugao fraca para o problema de Cauchy associado a A
decorre do item [(b)] do Teorema [2.20] pois se {T(¢) : t = 0} é um Cp-semigrupo, cujo
gerador infinitesimal é A, dado uy € X, fazendo u(t) = T'(t)uo, tem-se

t
/ T(s)upds € Dy, YVt = 0.
0
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Portanto, u(t) satisfaz a condicdo [(b)] da Definicao [4.3]
Além disso,

A/ s)uopds = T(t)ug — o,
ou seja,

tug = A/ s)upds + ug, (4.2)

provando com isso que u(t) satisfaz a condigao [(c)|de (4.3).
Falta-nos provar que u(t) satisfaz a condigao @ da Definicao (4.3)), isto é, a continui-
dade de u para todo t > 0. Com efeito, se t, — to em R, , entao

[u(tn) = u(to)|| = T (tn)uo — T (to)uoll,
assim, pelo fato de T' ser fortemente continuo, quando n — oo temos
||T(tn)UQ — T(to)UOH — O,
pois
i (760~ T(to)uoll = 1 Jim Tt )uo — To)ul

= 1Tl o — Tt

= [T (to)uo — T'(to)uo|

= 0.
Entao, [|u(t,) — u(to)|| — 0 quando n — oo e, por conseguinte, u(t,) — u(ty), o que
implica que u é continua para todo ¢t > 0, isto é, u € C ([0, +00) ; X).

Logo, u(t) = T'(t)ug é solucao fraca do problema abstrato de Cauchy associado a A.

No que segue, mostraremos a unicidade de tal solucao. Para isso, vamos dividir a
prova em duas etapas.

« Etapa 1. Aqui, vamos supor que uy = 0. Neste caso, é imediato que v(t) = 0 é
solugdo fraca do problema descrito em (4.1)) (solugao trivial).

Suponhamos, agora, que u seja outra solucao fraca de (4.1)) para ug = 0. Tomemos
t > 0 e, para cada s € (0,t), definimos uma fungao auxiliar w da seguinte forma:

w: (0,t) =X
s  —w(s)=T(t—s) /OS u(r)dr.

Derivando w em relagao a s, obtemos

jg (T(t— 5) /0 Su(r)dr) — Tt — s)u(s) — Tt — 5)A /O " u(r)dr

Integrando a expressao anterior no intervalo (0,¢) com respeito a s, obtemos

/t CZS <T(t —3) /Osu(r)dr) ds = /Ot Ods
(T(t —3) /OS u(r)dr) ‘Z = 0,
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ou seja,
7(0) | "u(r)dr — T(t) J " u(r)dr =0,

donde f; u(r)dr = 0. Aplicando o operador A aos dois membros da tltima igualdade,
temos

Sendo assim, podemos inferir que u(t) = 0 em (0,¢) e u(t) = u(0) = 0. Logo, se u é
solucao fraca do problema (4.1)) com uy = 0, entdo u = v = 0.

Etapa 2. Aqui, consideramos v e w duas solugoes do problema (4.1)). Parat € R,
defina u(t) = v(t) — w(t). Note que

A/Otu(s)ds = A/Otv(s)ds—A/Otw(s)ds
= ()
— uft),

ou seja, u verifica a condigao da Defini¢ao (4.3). Além disso, como v e w sao
continuas em R, , u é continua em R,.

Ainda,

—w(t), para ug = 0,

¢
/ u(s)ds € Dy, ¥Vt =0,
0
pois

t t
/ v(s)ds € Dy e / w(s)ds € Dy, ¥Vt > 0.
0 0

Assim, usando o fato de que D4 é um espaco vetorial, concluimos que a condi¢ao
@ da Defini¢ao é satisfeita por u. Portanto, u satisfaz as trés condig¢oes para
ser uma solugao fraca do problema (4.1)), para uy = 0. Pela Etapa 1, conclui-se que
u = 0 e, consequentemente,

v(t) =w(t), Yt >0,
de onde segue a unicidade da solucgao fraca.

]

Usando os resultados das Proposicoes e apresentamos dois exemplos, nos

quais evidenciamos as equagoes que os semigrupos apresentados nos Exemplos e
resolvem.

Exemplo 4.5. Provamos no Exemplo que as translagoes formam um semigrupo

sobre L?(R), cujo gerador infinitesimal é A =

a

7 Na sequéncia, construiremos a equagao
X

diferencial que este semigrupo resolve. Lembremos que se {T'(t): t > 0} é o semigrupo
gerado por A, entao a fungao u(z,t) = T(t)ug(z) resolve a equacao

{ u = Au(z,t)
u(z,0) = ug(x),
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Se substituimos o operador A, encontramos que a equacao é equivalente a

{ up — U, = 0,
u(zx,0) uo(x),
cuja Unica solugao é dada por
u(z,t) = T(t)up(z) = up(z +1).
Exemplo 4.6. E possivel construir a equacao diferencial que o semigrupo

T(t)f(z) = fz +t)e",

do Exemplo resolve. Com efeito, se A é o gerador de um semigrupo 7'(¢), sabemos
que a fungao u(x,t) = T'(t)ue(x) resolve a equagao

{ u = Au(z, t),
u(z,0) = ug(x).

Considerando o operador A = % + al, a equagao acima pode ser expressa como

{ up — uy —au(x,t) = 0,
u(z,t) = up(x),

e a solucao tunica sera dada por
u(x,t) = T(t)ug(z) = up(x + t)e™.

Observacao 4.7. O tipo de solugdo encontrada em cada um dos exemplos anteriores
depende da condigao inicial que foi considerada. Se esta pertencer a todo o espago X,
teremos uma solucao fraca, porém, se pertencer s6 ao dominio do operador A, a solugao
serd classica.

Percebe-se que, em esséncia, os resultados expostos nas Proposigoes [£.2] e [£.4] sdo
reformulagoes de dois resultados provados anteriormente para Cp-semigrupos, a saber,

itens [(c)] e [(b)| do Teorema (2.20]), respectivamente. Embora estes resultados possam
sugerir que a reciproca seja valida, o exemplo a seguir mostra que isso nao é verdade.

Exemplo 4.8. Seja (B, Dg) um operador fechado e nao limitado sobre X. Sobre o espago
produto X := X x X, considere o operador (A, D 4) escrito em forma matricial como

0 B
A':<0 0 >

com dominio Dy := X X Dg, ou seja, os elementos de Dy sao da forma ( ; ), onde

x € X ey € Dg. Entao, é facil ver que

Fes () ::<§—|—tBy>
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é a tunica solugao do problema abstrato de Cauchy associado a A, descrito por:

dZit) — A(u(t)), t>0

u(()):(‘” )
Y.

Em contrapartida, A nao gera nenhum Cy-semigrupo, pois, para cada A € C, tem-se

(A—AﬁM@z{(i;_By>:wEXyGD%%:XXDB#%

de onde segue que o operador (A — A) nao é sobrejetor. Dai, (AI — .A) nao é bijetor e,
consequentemente, nao é invertivel. Portanto, p(A) = () ou equivalentemente o(A) = C.

Com o exemplo anterior, vemos que existéncia e unicidade de solu¢do para um P.V.I.
nao sao suficientes para garantir que o operador associado ao problema gere algum Cjy-
semigrupo. Contudo, sempre que tivermos existéncia e unicidade de solucao para o
problema , com uy € Dy, estaremos lidando em algum sentido com geradores de
semigrupos, conforme serd mostrado no seguinte teorema.

Teorema 4.9. Seja A: Dy C X — X um operador fechado. As sequintes propriedades
sao equivalentes:

(i) Eziste uma unica solugio do problema abstrato de Cauchy descrito em (4.1) para
cada x € Dy.

(ii) O operador A; = Alx, em X1 = (Da,| - ||lp,), cujo dominio é Dy, = {x €
Xi: Az € X3}, definido por Ai(x) = Ax, para todo x € Dy,, € o gerador de um
Co-semigrupo sobre o espaco de Banach X.

Demonstragio. (i) = (ii). Seja u(-, ) € C*(R,, X) a tinica solugdo do problema abstrato
de Cauchy com condicao inicial z € X; e defina

Ty (t)x := u(t,x), ¥t > 0.

A unicidade da solugao implica que cada T} (t) é um operador linear em X; satisfazendo:

¢ Tl(o) = IX1;
o T\ (t+s)="Ti(t)T1(s). Vt,s > 0. Com efeito, chamemos
n(t) = u(t + s, )

§(t) = ult, u(s, z)).

Quando t assume o valor 0, obtemos
n(0) =u(s,z), e £(0)=u(0 uls,z)) = u(s,z).

Por u(t) ser solu¢ao do P.V.1. descrito em , conclui-se que 7)(t) e £(t) também sao
solugdes de tal problema, mas pela unicidade da solugao deduzimos que n(t) = £(t),
ou seja,
u(t+ s, ) = u(t,u(s, z))
e, portanto,
Ti(t+ s) = Ti(t)T1(s).
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Além disso T1(-)x € CH(R4, X) e satisfaz

d
—Ti(t)x = AT (t)x.
STty = AT (1)

Ainda, por Ti(t)x ser solugao, temos que t — T} (t)z é continua de R, no espago de
Banach Xj, pois, para todo z € Xy, Ti(t)x € Da, ou seja, Ti(t)xr € X;.

Agora, resta-nos mostrar que T3 (t)x € B(X;) para todo ¢ > 0. Para isso, definimos
um operador linear ¢ por

Q- X, — O([O,t],Xl)
r— o(x) :=T\(-)x. (4.3)
Afirmacgao 1. ¢ é fechado.

De fato, sejam x,, — = em X; e p(x,) — f em C ([0,¢], X;). Da equagao diferencial
em (4.1]), para cada n € N, obtemos

Ti(s)x, = xp —|—/ AT, (r)x,dr
0
e, portanto, quando n — oo, temos
f(s)=u +/ Af(r)dr, para s € [0,¢].
0

Defina : 40
«~ . ) Ti(s—=1t)f(t), para s>t
Fi(s) = { fl(s), para 0 <s <t (4.4)

Note que f* é solugdo do problema (4.1). Realmente,
. %f*(s) = Af*(s), pois

d ... | ATi(s—=t)f(t) + 0.1\ (s —t) para s>t
%f()_ Af(s) para 0<s<t

= Af*(s). (4.5)

o [7(0)=f(0)=z+ g Af(r)dr = .

Pela unicidade da solugdo, temos f*(s) = T1(s)x para todo s > 0, ou seja, f = ¢(x).
Isso conclui a prova de que ¢ é fechado.

Como X e C (]0,t], X;) sdo espagos de Banach, usando o Teorema do Gréafico Fechado,
concluimos que ¢ é limitado em X7, mostrando que T (t)x € B(X;) para todo t > 0.

Identificaremos neste tltimo passo o gerador (B, D(B)) do semigrupo {71(t): t > 0}
com o operador (A, Dy4,). Para tanto, vamos mostrar primeiro que:

ATl(t)l' = Tl(t)AJZ, Vo € DA1 = Dye. (46)

De fato, dado = € Dy, , se definimos

ft) =z + /Ot Ti(s)Axds, (4.7)
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obtemos
1) =Ti()4
e’ TR
t
— Az + / AT(s) Axds
0
=Af(t). (4.8)
Além disso, f(0) = z. Devido a unicidade da solugao, obtemos f(t) = Ti(t)z e
d
ATy (t)e = Af(t) = pr (t) = Ti(t)Ax, (4.9)
como querfamos provar.
Se x € Dy2, entdao x € Dy, €
o1
tlfgi ;(Tl(t)a: —x) = Az, (4.10)
e por (|4.6]), tem-se
) 1 o1 A2
tl_l)r(% AE(Tl(t)x —x)= tl_lgl+ ;(Tl(t)Aa: — Azx) = A%z, (4.11)

em relagao a norma do espago X. As igualdades em (4.10) e (4.11]) implicam que

1
lim —(7\(t)z — z) = Ax,

t—0+ ¢
em relagao & norma do grafico || - ||p,, pois como
Ti(t)x — Ti(t)x — AT (t)x — A
HW W HW Ay +H1<>fvx_AQx (412)
t Da ¢ X t X
() (1)
fazendo t — 0" na equagao (4.12) temos que (I) — 0 e (II) — 0, donde
i |00z
t—0+t t D
A

Assim concluimos que A; C B. Assumamos agora que xz € Dpg, isto é, que o limite

1
lirgl+ ;(TI (t)x — z) existe no sentido da norma || - ||p,. Entao, o limite
t—
lim, A (Ti(0)z — o)
t—l>r(§l+ t nT =2
1
existe com respeito a norma || - || x, donde podemos concluir que h%ﬁ ;(Tl (t)r —x) = Ax
t—
com respeito a norma || - || x. Como A ¢é fechado, segue pelo Teorema do Grafico Fechado

que A é continuo, o que implica Az € Dy e, portanto, v € D2 = Dy, . E|
(17) = (7). Seja {(T1(t): t > 0} um semigrupo fortemente continuo em X; gerado por
A;. Definindo
u(t,x) :=Ti(t)z, para x € X,

verificaremos que u(+, z) soluciona o problema (4.1) e que essa solugdo é tinica. Veja que

D4, = Da2. Com efeito, se x € Dy, significa que Az € X7, isto é, Az € (Da, || - ||a), logo A(Ax)
estd bem definido e x € D42. A inclusdo no outro sentido é anéloga.
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e u(-,x) € C(Ry, X), pois Ty (+)z é fortemente continuo.

o Au(-,z) € C(R4, X), pois sendo A um operador fechado entre espagos de Banach,
a continuidade de A ¢é garantida pelo Teorema do Gréfico Fechado. Como u(-,z) €
C(R4, X), temos a continuidade de Au(-, x).

Portanto, usando o item [(b)] do Teorema [2.20] obtemos:

¢ ¢
/ u(s, zr)ds = / Ti(s)xds € Dy, = Dae.
0 0

Além disso,

A (/Otu(s, m)ds) =A /Otu(s, x)ds = Ay /Ot Ti(s)ds
=Ti(t)xr —z =u(t,r) — x. (4.13)

Isso fornece .
u(t,z) =x +/ Au(s, x)ds,
0

mostrando com isso que u(-,r) € CY(R,, X) e

ult, ) = Ault, )
—u(t,x) = Aul(t, x).
dt ) Y

Portanto, u(t,z) é uma solu¢do do problema descrito em (4.1). Ademais, tal solugao é
tnica. Com efeito, seja u(-) uma solugado do problema (4.1)) com condigao inicial x =0 e
defina

(1) = /Otu(s)ds.

Entao, f(t) € D4 e com isso tem sentido avaliar A em f(t), obtendo

Af(t) = /Ot Au(s)ds = Ot C;iu(s)ds = u(t) € Da.

Concluimos que Af(t) € D4 e, portanto, f(t) € D4z para todot >0 e

d
SH(O) = ult) = A (1),

Logo,
d d )
A0 = au) = 4 (10)) = 2 (70,
Isso mostra que f € CH(R,, X7).
Como f(t) € Dy2, entdo f(t) € Da e Af(t) é a imagem por A de um elemento do
dominio de A;. Portanto,

Af(t) = Ay f(t), para todo t > 0.

Consequentemente
d
ZF(E) = Auf().

Como f(0) = 0, segue que f = 0 e, por conseguinte, u = 0. Quando o dado inicial for
diferente de 0, basta proceder como na Etapa 2 da demonstragdao da Proposigdo [4.4] para
garantir a unicidade da solucao. [
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Apenas existéncia e unicidade de solu¢do nao sao suficientes para garantir que o pro-
blema associado ao operador fechado A seja regido por um Cy-semigrupo, precisamos
exigir além disso que p(A) # ). Essas trés condigdes fornecem o conceito de boa colocagdo
do problema . No proximo resultado, algumas equivaléncias referentes a esse conceito
serao exibidas. Antes, apresentamos uma definicdo que sera 1util para sua prova.

Definicao 4.10. O limite espectral associado a qualquer operador linear A é dado por:
s(A) :=sup{ReX: A € 0(A)}.

Teorema 4.11. Seja A : Dy C X — X um operador fechado. Para o problema abstrato
de Cauchy associado a A:

du(t)
u(0) = wup ==z,
consideramos a sequinte condicao de existéncia e unicidade:
Para cada uy € Da, existe uma unica solugdo u(-,x) de (4.14)). (4.15)

Entao as sequintes propriedades sao equivalentes:

(a) A gera um semigrupo fortemente continuo.

(b) A satisfaz (4.15)) e p(A) # 0.

(c) A satisfaz (4.15) e existe uma sequéncia N\, — oo tal que as imagens (N, — A)Da
sao iquais a X para todo n € N.

(d) A satisfaz (4.15), tem dominio denso em X e para cada sequéncia (x,)nen C Da
satisfazendo nh_)rglo r, = 0, tem-se nll_)IIolo u(t,z,) = 0 uniformemente em intervalos

compactos [0, o] .

Demonstragio. As implicagoes (a) = (b), (a) = (c) e (a) = (d) seguem das propriedades
anteriormente estudadas sobre geradores de semigrupos, em particular, da Proposicao [£.2]
Para provar as outras implicagoes, assumimos que (4.15]) vale e consideramos o ope-
rador A; em X; como foi definido no Teorema [4.9}
(b) = (a) : Se A € p(A), temos

Dy = {zeX:(A-A)'zeDy}
(&4

Ar = A—=AAN—-A) 2, VacDy,

pois se (A — A)~lz € Dy, significa que (A — A)" 'z € X; e AN —A)"'z € X de tal forma
que
AN—A) e =AN—-A) o=\ — A) 1Az,

Portanto, (A,D4) e (A1, D4,) sdo similares (veja Exemplo 2.32). J4 que (4;,Da4,)
é o gerador de um Cy-semigrupo, segundo o Teorema , o mesmo vale para (A,D,),
concluindo que (a) ocorre.

(¢) = (b): Com efeito, podemos encontrar A > s(A;) (limite espectral de A; - veja
Definicao tal que (A — A)D4 = X. Assumamos que Ax = Az para algum x € Dy,
entdo x pertence a Dy2 = Dy, e, portanto, = 0, ja que X € p(A;). Isso mostra que o
operador A — A é injetivo e A\ € p(A), donde p(A) # 0.
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(d) = (a): As hipdteses em (d) implicam a existéncia de operadores limitados
T(t) € B(X) satisfazendo

T(t)x = u(t,z), para cada x € Dy.

Além disso, afirmamos que
sup ||T(t)] < oo.

0<t<1

Por contradigao, vamos assumir que existe uma sequéncia (¢,)nen C [0, 1] tal que
IT(t,)|| — oo quando n — co.
Logo, é possivel escolher (z,) C Dy tal que

lim z, =0 e |T(ty)x,| > 1.

n—oo

Isso contradiz a hipdtese em (d), ja que u(ty,, z,) = T(t,)x,. Portanto || T(¢)|| é uniforme-
mente limitado para todo t € [0,1]. Como ¢ — T'(t)z é uma aplica¢do continua para cada
x € DyeDy é denso em X, usando o Lema do Apéndice[A] obtemos a continuidade
de t — T'(t)x para cada z € X.

Finalmente, a unicidade da solu¢ao u(-,z) implica que

T(t+s)=Tt)T(s)x, Vo € Dy e Vt,s > 0.
Assim é possivel concluir que {T'(¢) : t > 0} é um Cy-semigrupo sobre X, cujo gerador,
que denotamos por B, certamente satisfaz A C B. Além disso, D4 permanece invariante

pelo semigrupo {T'(t): t > 0}. Pela Proposicao Dy é um core de B. Pelo fato de A
ser um operador fechado, obtemos A = B. O

Intuitivamente, a propriedade (d) do ultimo teorema expressa as condigoes para que
um problema abstrato de Cauchy possua boa colocagao, tais condi¢oes sao:

Existéncia + unicidade + dependéncia continua dados iniciais.
Portanto, introduz-se um nome para tal propriedade como segue.

Definicao 4.12. O problema abstrato de Cauchy

dt
uw(0) = wp=u=x,

{ ) — Au(t), VE =0

associado ao operador fechado A : Dy € X — X ¢é chamado bem colocado se a
condi¢ao (d) do Teorema for verificada.

Esta definicao para problema bem colocado nao é a tnica possivel. De fato, usando
as equivaléncias do Teorema [£.11] obtemos uma outra forma de definir a boa colocagao
de um problema abstrato de Cauchy, conforme expressamos a seguir.

Defini¢do 4.13. O problema (4.1) é dito bem colocado se p(A) # () e, para cada
ug € Da, existe uma tnica solugdo u : RT™ — Dy de (4.1) em C'(RT, X).
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Com base na Defini¢ao 4.13] enunciaremos o resultado que encerrara esta se¢ao, com
o qual conclui-se que a propriedade mais importante do gerador infinitesimal de um semi-
grupo fortemente continuo, do ponto de vista das aplicagoes, é o fato de que o problema
abstrato de Cauchy associado a tal gerador estd bem colocado. Mostra-se, dessa forma,
a teoria de semigrupos como ferramenta para o estudo da boa colocacao de problemas
abstratos de Cauchy, pelo menos para o caso em que o dado inicial pertence ao dominio
do operador A, ou seja, para solugoes classicas.

Corolario 4.14. Para um operador fechado A : Dy C X — X, o problema abstrato
de Cauchy associado a A estd bem colocado se, e somente se, A gera um semigrupo
fortemente continuo sobre X.

Demonstragio. A demonstragao deste coroldrio segue como consequéncia do Teoremal[4.11]
O

4.2 Aplicacao da teoria a equacao do calor homogé-
nea

Para finalizar este trabalho, abordaremos uma equagao diferencial parcial bem conhe-
cida que sera colocada como um problema abstrato de Cauchy com condic¢oes de fronteira,
a saber, a equacao do calor. Para tal equacao, evidenciaremos resultados de existéncia
e unicidade de solugao, e no caso em que a condi¢ao inicial pertencer ao dominio do
operador associado ao problema, sera possivel estudar a dependéncia continua da solucao
também via teoria de semigrupos lineares.

Observagao 4.15. A deducao do modelo a ser apresentado nao sera exibida aqui. Porém,
ao leitor interessado por essa abordagem, indicamos a referéncia [24, Capitulo 4].

A obtencao de solugoes para a equacao do calor pelo método de separacao de variaveis
é vista em qualquer curso basico sobre equagoes diferenciais parciais, mas muitas vezes
sem a preocupagao de tratar sobre a unicidade e a dependéncia continua. Por tal razao,
mostramos nesta se¢ao, como pode ser empregada a teoria dos Cj-semigrupos para tratar
equagoes como essa

Vamos introduzir a equacao do calor homogénea, cuja abordagem é baseada nas refe-
réncias [3], 23], 24].

A equacao do calor é um modelo mateméatico que representa a difusdo do calor em
solidos sobre certas consideracoes. Ela tem sido muito estudada tanto tedrica como com-
putacionalmente. E considerada o exemplo mais simples de uma equacao diferencial
parcial de segunda ordem, do tipo parabdlico. Esta equacgao e as suas variagoes ocorrem
em varios fenomenos fisicos que envolvem difusdo. Por essa razdo, também é conhecida
como equagcao de difusdo térmica. As condigoes de fronteira assumidas no modelo depen-
derao da situacao fisica envolvida. Abordaremos aqui a equacao do calor com condicao de
fronteira de Dirichlet, o que significa que manteremos a temperatura da fronteira fixada.

Vamos considerar ) um subconjunto aberto de R", limitado, suficientemente suave,
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com fronteira I' bem regularﬂ Considere o seguinte problema com condi¢ao de Dirichlet:

u — Au =0, em (0,00) x Q
u=0em (0,00) x T (4.16)
u(0) = up em £,

onde u representa a temperatura em €2 em fungao da variavel espacial = € 2 e do tempo
t>0,e
" 9%u
Au=Yy —,
S

i=1
designa o Laplaciano de u com relagao a variavel espacial x.

Dizemos que é um problema de evolucao devido a dependéncia em relagao a t,
que se relaciona precisamente com a evolucao da temperatura ao longo do tempo.

A fim de resolver o problema e obter resultados de boa colocacao, podemos
considerar u como uma fung¢ao definida em [0, c0) com valores num espago de Hilbert H,
onde H é um espaco de fungoes que dependem sé de x. Aqui, consideraremos H = L?((Q).
Quando escrevemos u(t), para algum ¢ > 0, nos referimos a um elemento de H.

O operador associado ¢ A = A. Portanto, D4 deve ser um subespago de L?()
composto de fungoes pelo menos duas vezes diferenciaveis. Se escolhermos D4 de forma
que as funcoes a este conjunto pertencentes sejam duas vezes diferenciaveis no sentido
fraco, como Dy = H?*(Q), entdo obteremos solugdes fracas do problema , cujo
dado inicial é ug. Porém, para ser satisfeita a condicao de que a temperatura é 0 em I,
necessitamos considerar Dy = H(Q) N H2(Q).

Em virtude do que foi exposto acima, estudaremos a existéncia e unicidade de solugao
da equagao (4.16]) considerando o dado inicial ug nos seguintes conjuntos:

(i) HY(Q) N H*(Q) e
(i) L*(Q).
Caso 1. up € Hj(Q) N H*(Q).

Observacao 4.16. Neste caso, encontraremos solucoes classicas, pois estamos conside-
rando que o dado inicial pertence ao dominio do operador A, que é um subconjunto

de H.
Consideramos H = L*(Q) e A: Dy C L*(2) — L*(2), em que

Dy = Hi(Q)n H*(Q)
Au = Au, u € Dy (4.17)

Assim, podemos colocar o problema (4.16|) na forma abstrata dada por

{Zf(():) fzo (4.18)

Para garantir que o problema (4.18]) possua uma tinica solugao, basta mostrar que A é
o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Para conseguir isso, podemos caracterizar tal

2Tsso significa que em I' pelo menos todas as derivadas de v que aparecem em existem e sao
continuas, embora talvez nao existam ali certas derivadas superiores.
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operador usando algum dos teoremas de geragao desenvolvidos no Capitulo [3] Pelo fato
de ser mais simples a verificacao das hipoteses, faremos uso do Teorema de Lumer-Phillips

(Teorema |3.15]).

Com efeito,

(i)

A\ estd densamente definido em L?(Q2). De fato, seja D(f2) o espago das funcoes
@ : 2 = Rinfinitamente diferenciaveis que possuem suporte compacto em €2. Como
D(Q) C Hy(Q)NH?*(Q) e D(Q) é denso em L*(Q), temos que D = Hg () N H?(2)
é denso em L*(Q).

Para verificar que A é um operador nao limitado, consideremos o seguinte problema
eliptico de autovalores

(4.19)

—Aw=Xv em ()
w=0 em i,

onde €2 C R™ é aberto, limitado e tem fronteira suave e o seguinte resultado auxiliar
que pode ser analisado em [13].

Lema 4.17. Associado ao problema (4.19)) existe uma base ortonormal {w,} de
L3(Q)) e uma sequéncia de nimeros reais positivos (\,), tal que \, — +0o quando

n — +00, €

(a) 0 <A <A< <A\ <o e g
(b) w, € H}(2) N C>(Q);

Consideremos a sequéncia de autofungoes {w,} de —A mencionada no Lema m
Evidentemente w,, € H?(Q) N H} () para todo n € N, e pelo Teorema temos

— Awy, = A, ||wnllz2) = 1, com A, — 400 quando n — +-o00. (4.20)

Note que
3
[Aenllizey = ([ 14 waldr)

_ (/w|—Awn|2d:v>é
_ (/w])\nwn|2dx>é. (4.21)

Dai,
1Awnllz2(@) = Anllwnllz2@) = An- (4.22)
Portanto,
A n An n 0
lAwnllzz@) _ A _ ) nosp | (4.23)
[wnllr2@) 1

quando n — 400, de onde segue que A é ilimitado.
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(iii) A é dissipativo, pois usando a definicio do produto interno em L?(€2), a condigdo
de que a temperatura ¢ 0 na fronteira e o Lema (B.15)) do Apéndice , temos que

(Au,u)r2) = /Q Auu = —/ﬂvuvudx = —|| VUH%g(Q), para u € Hy ()N H?(Q).

Portanto,
(Au,u)r2) = || v UH%Q(Q) <0,
de onde se conclui que A é um operador dissipativo.

(iv) Finalmente, mostraremos que Im (I —A) = L*(2). Podemos provar isso, mostrando
que para cada f € L?(Q) o problema u — Au = f é satisfeito para alguma funcio
u e HY Q)N H*(Q).

Para tanto, serd necessario usar o Lema de Lax-Milgram (Lema [A.15)). Definamos a
forma bilinear a(-,-) como

a(u,v) = /Q(Vu vV v+ uv)dr, para quaisquer u,v € Hj(€2).

Afirmamos que a(-,-) é continua e coerciva. De fato, pela Desigualdade de Cauchy-
Schwarz (Teorema [1.21)) e pela Desigualdade de Poincaré (Proposigao [B.17)), temos

la(u,v)| = ‘/Q(vu WA —i—uv)dm‘
< [Ivullvelde+ [ |ullvids
Q Q
< [ vullzz@ll v ollz@) + lullz@llvllze @

1 1
< (HUH%Q(Q) + v UH%Q(Q)) ’ (”UH%?(Q) + v UH%?(Q))Q
= ||U||H1(Q)||UHH1(Q)
< cllullgrollvlla )

que mostra a continuidade de a(-,). Além disso,

aw.w) = [ |G ulfde+ [ fulde> [ | ulde = Jul}y),

mostrando que a(-,-) é coerciva.
Usando o Lema de Lax-Milgram, podemos garantir que existe uma tnica u € Hj ()
tal que a(u,v) = (f,v)r2 para toda v € H}(Q), ou seja,

/ (Vu 7 v+ uv)dr = / fvdz, para toda v € Hy(Q). (4.24)
Q Q

Dai e da regularidade do problema de Dirichlet (veja Teorema (B.13)), resulta que
u € H*(Q). Logo, usando o Lema e o fato de que em I' a temperatura é 0, vemos
que existe uma tnica u € Hg(2) N H?(Q) que satisfaz a equagao u — Au = f, obtendo
assim o desejado.

Pelos itens e concluimos que A é um operador densamente definido e
maximal dissipativo. Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips, /A gera um Cy-semigrupo de
contracoes. Pelo Corolario [2.21], concluimos que A é um operador linear fechado.
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Como A é o operador associado ao problema abstrato de Cauchy dado em ,
pelo Corolario concluimos que existe uma tnica solugao (cldssica) para a equagao
do calor, sempre que ug € H*(2) N Hy (), e que tal solucdo depende continuamente das
condigoes iniciais. Isso significa que o Problema [4.18] estd bem colocado.

No caso seguinte, vamos a estudar existéncia e unicidade de solugao considerando que
o dado inicial pertence a H = L?(Q2). Na verdade, usaremos a caracterizacio do operador
de Laplace para mostrar que, mesmo quando a condigao inicial pertence ao espaco todo,
é possivel solucionar de maneira tinica a equagao do calor, no sentido classico.

Caso 2. ug € L*(Q).

O proximo resultado garante que podemos estabelecer pelo menos existéncia e unici-
dade de solugao da equacao considerando a condicdo inicial no espago L?(£2).

Teorema 4.18. Se ug € L*(Q)), entdo existe uma tnica solugio u de (4.16)) tal que
u € C([0,00); L*(2)) N C*((0, 00); L*(€2)) N C((0, 00): H*(Q) N Hy(Q)). (4.25)

Demonstragio. Considere A : Dy C L*(Q) — L*(Q), em que

(4.26)

Da = H*(Q) N Hy ();
Au= Au, u € Dy.

Claramente, como

| == [ Gu-u=—fufi g <0, ue H(Q) N HQ).

temos que A é dissipativo. Além disso, A é maximal dissipativo, ja que existe uma tnica
u € H}(Q) tal que
(I —Au=u—Au=f,

para cada f € L*(Q). Pelo Teorema de regularidade (Teorema , u € H?(Q). Assim,
Im(I — A) = H.

Afirmacao: O operador de Laplace é auto-adjunto.

De fato, como L?(£2) é um espaco de Hilbert, temos como consequéncia do Teorema
de Representagao de Riesz (Teorema que

Dy = {u € L*(Q): Jc >0 tal que ’/ uAv‘ < cl|v]| 2y Vv € DA}.
Q
Note que Dy C Dy+. Com efeito, para u € Dy e v € Dy, pelo Lema [B.15] temos que

/QuAv:/QvAu. (4.27)

’/QUAU‘:’/QUAu‘g/QWAM

e da Desigualdade de Holder segue que

Entao,

]/ N v| < A ull 2 0] 22
Q —

C

mostrando que u € Dy«, uma vez que v foi escolhida arbitrariamente.
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Ademais, por (4.27)), temos
(u, Av) 2() = (U, AV) r200) = /QUAU = /QUAU = /QAUU = (Au,v)2(0) = (Au,v)12(0),

de onde segue que A = /A é um operador simétrico.

Para concluir que A é auto-adjunto, ou seja, que A = A*, devemos mostrar que
Dy = D4«. Portanto, resta-nos verificar que Dy« C D 4. Com efeito, considere o seguinte
problema auxiliar

—Au+u=f em¢ )
{ u=20 em 0 =T (4.28)
Defina
G: L*Q) — L*(9)
f = G(f) =u, (4.29)
onde u € H}(Q) ¢ a tinica solugio fraca do problema (4.28). Entao,
/QVUVQO + /ngo = /Q fo para toda o € Hy(S2). (4.30)

Pelo Teorema|B.13| temos que u € H?(Q). Por conseguinte, u € H} (Q)NH?(2) = Dy,

Im (I — A) = L*(Q),

G=(-A)"

Note também que G é um operador simétrico, pois para f, g € L*(), existem u,v €
L*(Q) tais que

G(f) =u, e G(g) =v. (4.31)
Dai,
/chp = /QV’LLVQD + /Q up para toda o € Hy(€2). (4.32)
e
/Qg@D = /QVUVQ/J + /Q vi) para toda ¥ € Hj (). (4.33)

Usando as igualdades dadas em (4.31]) nas equagoes (4.32)) e (4.33)), tem-se

/wa = /QV(G(f))Vw + /Q G(f)g para toda ¢ € Hy(€),

| v = [ V(Ge)Ve+ [ Glgy para toda v € HY().
Em particular, para ¢ = G(g) e ¥ = G(f), obtemos

| 16t = [ V@)Vl + [ ancl)

|96 = [ Vc@)van + [ e,
que implica

(G = [ GNg = [ FGlo) = (£.C(9)1x(a
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Portanto, a simetria de G estd garantida. Como D4 = L?(Q2) e G ¢é limitado, segue da
Observagao [1.46| que G é um operador linear auto-adjunto.
Fixando agora w € L?(Q), seja v € Dy tal que v = G(w). Logo, G~(v) = w, ou seja,

(I —A)w=w.
Seja u € Dy« e considere f = u — A*u. Assim,
/va:/g(u—Au)v = /Q[uv—(A u)v]
= /[uv — wAv|
Q
= - A
[ (v =40y,

/va:/Q(I—A)vu:/Qwu.

/QG(f)w:/QfG(w):/va:/Quw para toda u € Dy-.

donde

Desse modo,

Dai,
/ [G(f) — ulw =0, para toda u € Dys.
Q

Usando o Lema de Du Bois Raymond (veja Teorema - Apéndice [B), segue que
G(f) —u=0 qt.pem Q,

ou seja,
G(f) =wu q.t.p em Q,

que implica que u é a tnica solugdo do problema (4.28)) e, portanto, u € H*(Q)NHy(Q) =
D,. Logo,
Dy C Dy (4.34)

e A = /\ é um operador auto-adjunto, isto é, A = A*.
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Portanto, como o operador de Laplace é auto-adjunto, valem os Teoremas [3.22] e [3.23]
Assim, pelo Teorema [3.22] existe uma tinica u que é solu¢ao do Problema tal que

u € C((0, 00); LA(2) N CH((0, 00); A(R) N C((0, 00); HA(Q) 1 HL (),
mostrando que (4.25)) vale. Ademais, pelo Teorema m
u € C*((0,00); Dar), (4.35)

para quaisquer inteiros nao negativos k e [.

[]

Como esperavamos, foi possivel estabelecer existéncia e unicidade de solucao cléassica
para a equacao do calor, nos Casos 1 e 2, estudando as propriedades do operador A. Em
particular, vimos que, quando ug € D4, o problema de valor inicial associado estd bem
colocado.



Conclusoes

Nesta parte do texto registramos de maneira condensada as conclusoes obtidas da
teoria que foi desenvolvida.

Evidenciar a relacdo que existe entre o semigrupo, seu gerador infinitesimal e seu
operador resolvente e com isso, enxergar a utilidade do Teorema de Hille-Yosida (Teo-
rema , converteu-se em uma das motivacoes deste trabalho. Essa relagao encontra-se
sintetizada pelo seguinte diagrama.

(T(t))e=0
P A [ oAt
Av— lim Tz —= ROGA)= [ e NT(t)dt
t—0+ t i
T RA)=(A—4)?
(4:Da) (RO Aot

A=A—R(\A)~!

Com o estudo realizado, concluimos que um dos problemas fundamentais da teoria
de semigrupos é encontrar uma maneira de nos conduzir neste diagrama desde o gerador
até o semigrupo. Mais precisamente, buscamos caracterizar os operadores lineares A de
forma que sejam geradores de algum Cy-semigrupo. Isso nos permite obter as solugoes de
problemas de valor inicial associados ao operador A. Este problema foi resolvido satis-
fatoriamente com os Teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips (obtendo Cy-semigrupos
de contragao) e Feller-Miyadera-Phillips (obtendo Cy-semigrupos quaisquer).

No que se refere ao Teorema de Hille-Yosida, podemos concluir que a sua importancia
reside no fato de que, por meio dele, pode-se estudar as solugoes de problemas de valor
inicial do tipo

dlt) - — Au(t), VE=0
u(0) = up,

pois tal resultado fornece as condigoes necessarias e suficientes para que o operador A
(mesmo sendo ilimitado) seja o gerador de um Cy- semigrupo de contragdes, o qual concede
a solucao do problema.

A maneira como foram caraterizados os geradores de semigrupos fortemente continuos
por meio do Teorema de Hille-Yosida nao é sempre a mais conveniente, pois infelizmente,
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mesmo no caso de problemas relativamente simples, é muito dificil verificar todas as
condicoes exigidas por este. E nesse sentido que o Teorema de Lumer-Phillips ganha
sua importancia, pois este é uma reformulacao do Teorema de Hille-Yosida, que fornece
uma caraterizacao mais simples para tais geradores. Por outro lado, o Teorema de Feller-
Miyadera-Phillips surge para fornecer uma caracterizacao dos geradores de semigrupos
fortemente continuos quaisquer, nao somente dos que sao de contragao.

Por fim, destacamos que uma das aplicagoes mais tteis e interessantes da teoria de
semigrupos ¢ a obtencao de condigoes necesséarias e suficientes para que um problema do
tipo esteja bem colocado, pelo menos para o caso em que o dado inicial pertence
ao dominio do operador envolvido, uma vez que dessa forma pode-se obter informacoes
sobre a estabilidade do sistema relacionado ao problema.
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APENDICE A

Resultados da teoria de Analise Funcional

Este trabalho tem como suporte a teoria de Anélise Funcional, uma vez que seus
principais elementos sdo os operadores lineares em espagos de Banach e a teoria referente
a tais espacos. Por vezes usamos resultados e técnicas da teoria de Anélise Funcional
que nao estao presentes no capitulo de preliminares, porém serdo listados e referenciados
neste apéndice para a conveniéncia do leitor.

Iniciamos esta exposicao com a importante forma analitica do Teorema de Hahn-
Banach. No que segue X denotard um espaco vetorial e X* seu dual topologico. O referido
resultado diz respeito a extensao de um funcional linear definido em um subespaco vetorial
de X por um funcional linear definido em todo X.

Teorema A.l. (Teorema Hahn Banach, [1]), Teorema 1.1]) Seja p : X — R uma fungao
satisfazendo

p(Ax) = Ap(z), Ve e X e VYA>0, (A.1)

plz+y) <pl@)+ply), Vr,yeX (A.2)

Seja G C X um subespacgo linear ¢ g : G — R um funcional linear tal que
g(z) < p(z), Vo € G.

Sob essas suposicoes, existe um funcional linear f definido sobre todo o espaco X que
estende g, isto é, g(x) = f(x),Vx € G, e € tal que

flx) < p(x),Vor € X.

Corolario A.2 ([I4, Corolario 1.2]). Seja G C X um subespago vetorial. Se g: G — R é
um funcional linear continuo, entdo existe f € X* que estende g e é tal que

[fllx- = sup [g(z)] = [lgllc-- (A.3)

z€G
llzl<1

Corolario A.3 ([14, Corolério 1.3]). Para cada xy € X, existe fo € X* tal que
1foll = llzoll e (fo,20) = [lzo]*.
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O préximo teorema permite-nos representar qualquer funcional linear continuo em um
espaco de Hilbert como um elemento do espago de Hilbert original, em termos do produto
interno. A demonstragao de tal resultado pode ser encontrada em [20, Teorema 3.7.7].

Teorema A.4 (Teorema de Representagao de Riesz). Seja (H, (-,-)) um espago de Hilbert.
Dada ¢ € H* | existe um unico x € H tal que:

©(y) = (x,y) para todoy € H.

Além disso,
lellas = llzlla-

O objetivo do préximo resultado é facilitar a verificagdo da continuidade forte exi-
gida por exemplo na definicdo de Cy-semigrupo. As equivaléncias nele apresentadas sao
possiveis gracas ao Principio da Limitagao Uniforme.

Lema A.5 ([19, Lema 5.2]). Seja X um espago de Banach e seja F' uma fung¢io de um
conjunto compacto K C R em B(X). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) F ¢é continuo para a topologia forte do operador, isto €, as aplicacoes K > t —
F(t)x € X sao continuas para cada v € X.

(ii) F é uniformemente limitado sobre K e as aplicagoes K > t — F(t)r € X sao
continuas para todo x em algum subconjunto denso D de X.

(iii) F € continua para a topologia de convergéncia uniforme em subconjuntos compactos
de X, isto €, a aplicacdo

KxC>(t,x)— F(t)x e X
é uniformemente continua para cada conjunto compacto C' em X.

Para concluir este apéndice, enunciaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, as
vezes chamado Principio da Contracao de Banach, que garante a existéncia e a unicidade
de um ponto fixo para qualquer aplicacdo contrativa em um espago métrico completo,
além de fornecer um método para computa-lo.

O teorema sera apresentado no contexto de espacos métricos completos, portanto, é
amplamente aplicavel a uma série de situagoes que a primeira vista parecem nao relacio-
nadas. Em particular, é vilido em espacos de Banach. Este resultado ¢ usado em analise
real, analise numérica e na teoria de equacoes diferenciais.

A seguir apresentamos conceitos preliminares para o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach.

Definicao A.6. Dado um conjunto nao vazio X, um elemento z € X é chamado um
ponto fixo de uma aplicagdo T': X — X se T'(z) = x.

Observagao A.7. (i) Uma aplicagdo T': X — X pode ndo ter, ter um, ou ter varios
pontos fixos.

(i) Os pontos fixos de uma aplicacao T : X — X sao solugdes da equagao
(T' = I)(x) =0,

onde I é a aplicacao identidade sobre X. Assim, um método para encontrar solugoes
de uma equacao é encontrar os pontos fixos da aplicacao associada.
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Defini¢ao A.8. Dado um espago métrico (X, d), uma aplicacao T': X — X é chamada
aplicacao contrativa ou contragado se existe 0 < k£ < 1 tal que

d(Tz, Ty) < kd(x,y) para todo =,y € X.

Teorema A.9. (Teorema do Ponto Fizo de Banach, [17, Teorema 5.4])

(i) Uma aplicagio contrativa T de um espago métrico completo (X, d) nele mesmo possui
um e so6 um ponto fixo.

(i) Dado qualquer x € X, a sequéncia de iteragoes T"(xq) converge ao ponto fixo de T,
isto é
. n -
dim T™(x0) = x, para todo v € X.

A.1 Lema de Lax-Milgram

Os resultados a seguir foram extraidos majoritariamente de [12, Capitulo 6].

Definicao A.10. Sejam X; x X5 x --- x X}, espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma
aplicacao A : X1 X Xy X ---x X} — Y é multilinear ou k—linear de X; x Xy, x---x X},
em Y se é linear com respeito a cada variavel z; € X;, 1 <t < k. Se k =2 ou k = 3,
dizemos que a aplicacao é bilinear ou trilinear, respectivamente.

Se Y = K a aplicacao multilinear é também conhecida como funcional multilinear
ou forma multilinear.

Definicao A.11. Um funcional bilinear ou forma bilinear ¢ sobre um espago vetorial
complexo ou real X é uma aplicacdo ¢ : X x X — C(ouR) satisfazendo as seguintes
condicoes:

() plaxs + Bre,y) = ap(r,y) + B2z, y);

(it) oz, ayr + By2) = ap(x, y1) + Be(w, ys)

para quaisquer escalares «v e e quaisquer x, x1, T2, Yy, Y1, Y2 € X.

Note que um funcional bilinear é linear com respeito a primeira variavel e antilinear
(ou conjugada linear) com respeito a segunda varidvel. Os funcionais bilineares sobre X
formam um espago vetorial.

Exemplo A.12. O produto interno sobre um espago de Hilbert é um funcional bilinear.

Definicao A.13. Seja X um espago vetorial normado com norma || - ||. Uma forma
bilinear a : X x X — R é simétrica quando a(u,v) = a(v,u) para quaisquer u,v € X.

Definicdo A.14. Seja X um espaco vetorial normado com norma || - ||. Uma forma
bilinear a : X x X — R (simétrica ou nao) é dita

(i) continua se existe uma constante C' tal que

|la(u,v)|| < Cllull||v|| para quaisquer u,v € X;

(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que:

a(v,v) = a|jv||* para todo v € X.
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Dado um subespaco U de um espago vetorial X, uma forma bilinear a(-,-) : X x X — R
e um funcional linear ¢: X — R podemos considerar o seguinte problema variacional
abstrato: encontrar um elemento u € U tal que

a(u,v —u) = (v —u), para todo v € U. (A.4)

A seguir apresentamos um resultado conhecido como o Lema de Lax-Milgram, que
garante tais problemas variacionais abstratos tem uma tnica solucao.

Lema A.15 (Lema de Lax-Milgram, [12, Teorema 6.2-1]). Sejam X um espaco de Hilbert,
a(+,-): X x X — R uma forma bilinear continua e coerciva e £ : V. — R um funcional
linear continuo. Entao o sequinte problema variacional abstrato:

“Encontrar um elemento u € V' tal que a(u,v) = £(v) para todo v € V7,

tem uma e s6 uma solugdo, e a aplicagio £ € V* +— u € V' definida dessa maneira é linear
e continua.



APENDICE B

Derivada fraca e espacos de Sobolev

As principais referéncias utilizadas para a elaboragdo deste apéndice foram [12], [20],
18] e [A].

Introduzimos a seguir uma familia de espacgos, definindo uns dos mais importantes
exemplos de espacos de Banach, os espacos de Lebesgue L”.

Definigao B.1. Seja K =R ou C. Para cada 1 < p < oo, definimos o espago LP(€2, A, 1)
das fungoes mensuraveis f :  — K tais que

[1fpdp < o,
LP(Q, A, 1) é um espaco vetorial com as seguintes operagoes:
o (f+9)(x):= f(z)+g(x), para f,g € LP(Q, A, i).
e (af)x:=af(z), para f,g € LP(Q, A n) e a € K.
E para cada f € LP(Q, A, i), define-se a norma de f em LP(2, A, u) por

e = ([ 1)

onde a tripla (£2, A, 1) é um espago de medida.
Se ambas, sigma-algebra e medida, forem bem estipuladas, poderemos denotar estes
espagos simplesmente por LP(€2). Quando p = oo, temos

L>®(Q) :={f: Q — R; f ¢ mensuravel e |f(x)| < C, q.t.p em {2, para alguma constante C'}.

O estudo das equacoes diferenciais parciais envolve naturalmente espagos de funcoes
que sao definidos nao apenas em termos das proprias fung¢oes, mas também de suas de-
rivadas. Neste contexto, os espagos de Sobolev mostram-se muito mais convenientes.
Porém antes de apresenta-los, introduziremos a noc¢ao de derivada parcial fraca de uma
funcao, a qual tem um papel fundamental na definicao destes espacos.

A seguir introduzimos a nota¢ao multi-indice para derivadas parciais de fungoes
v:QCR"—=R.
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Seja x = (1,...,Ti, ..., x,) € R™. Os operadores de derivadas parciais corresponden-
tes as coordenadas de x sdo denotados por

0 0? 3
ai = 87%, (3” = m, azjk = m, etc.

Os operadores de derivadas parciais de qualquer ordem sao também denotados com a
notagdo multi-indice da seguinte forma:

o an o
o (2" (o e
0, oz, Oxit - - 0xon

onde a = (ayq, -+ ,ap) é um multi-indice, o;; é um ntmero inteiro ndo negativo e
|Oé| :Ozl_{_..._l_an‘

Quando a = 0, usaremos a convencao D% := v.
A seguir, esclareceremos algumas notagoes a serem utilizadas adiante. Seja Q2 C R"
um conjunto aberto.

(i) O simbolo ®(£2) denota o espaco das fungoes ¢ : 2 — R infinitamente diferencidveis
que possuem Supp(go)[] compacto em 2.

Observacao B.2. E possivel mostrar que D () é um subconjunto denso de LP().
Veja [22], Teorema 1.5.6]

(i) O simbolo L},.(Q2) denota o espago das fungdes mensurdveis v : Q@ — R tais que
v|g € L'(K), para qualquer subconjunto compacto K de €.

(iii) Para qualquer inteiro k > 1, o simbolo C*(£2) denota o espago de todas as fungoes
que sao k—vezes continuamente diferenciaveis sobre (2.

Para k = 0, escrevemos

(iv) Usando o mesmo raciocinio, denota-se o conjunto das fungoes infinitamente conti-
nuamente diferenciaveis por

C®(Q) == () C*(Q).
k=0
(v) Para qualquer inteiro k& > 1, definimos
C*(Q) = {u € C*(Q): para cada|a| < k, existe ¢* € C(Q) tal que D*u = g|3}.

Na sequéncia, exibiremos uma férmula muito util que permitira definir as derivadas
parciais fracas de qualquer ordem k > 1.

1O conjunto Supp(p) := {x € Q: p(x) # 0} é chamado de suporte de ¢ em (2.
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Teorema B.3 ([12, Teorema 6.3-1]). Sejam Q C R™ aberto, k > 1 um inteiro e u € C*(Q)
uma fungdo dada. Entao,

/ uD%pdx = (—1)'0“/ D%updx para toda ¢ € D(£2), (B.1)
Q Q

para cada multi-indice « tal que |a| < k.

Observagao B.4. Usando o Teorema da divergéncia podemos interpretar a férmula (B.1])
como uma integracao por partes, excluindo a fronteira de 2, uma vez que as funcoes
envolvidas possuem suporte compacto.

A férmula estabelecida no Teorema motiva a seguinte definicao fundamental:

Definigao B.5. Sejam u,v € L} () e @ qualquer multi-indice com |a| > 1. Dizemos
que v é a derivada parcial fraca de ordem |«| de u, e escrevemos

D% = v,

se
/ uD%pdr = (—1)"“‘/ vpdr para toda ¢ € D(Q). (B.2)
Q Q

Por exemplo, dada uma funcio v € L} (Q), a fungdo v; € L} (Q) é uma derivada
parcial fraca de v em Lj () de primeira ordem com respeito & i-ésima varidvel se

/ vipdr = —/ vOjpdx para toda ¢ € D(Q).
Q o)

Agora, estamos em condigoes de definir os espagos de Sobolev W™P((Q2).

Definicao B.6. Sejam (2 C R™ um subconjunto aberto, m > 1 um ntmero inteiro e
1 < p < oco. O espago de Sobolev (real) W™P(2) é conjunto de todas as fungoes
u € LP(Q) que possuem derivada fraca D*u, com 1 < || < m também em LP(Q2). Isto é,

WmP(Q) :={u € LP(Q): D*u € LP(R2) para todo 1 < |o| < m}.
WmP(Q) é chamado o espago de Sobolev de ordem m relativo ao espago LP(f2).

O funcional ||.||wms(q): W™P(Q) — R dado por

1 1
HUHWW(Q)I(Z / |Dauwpdx) - (2 nDauuip(m) . B3

|a)<m |a|l<m

para u € W™P(Q), é uma norma em W™P(Q) se 1 < p < oc.
Se p = 00, uma norma em W™>(Q) é dada por
ullyymooq) = max ||Du||req). B.4
[l [wm.oo () Jmax [ D%ul| Lo (e (B.4)
Equipado com as normas (B.3)e (B.4)), respectivamente, W™P(Q) e W™ () séo
espacos de Banach.
Definiremos agora um caso particular dos espagos WP (1), a saber, os espacos H™(f),
que devido a sua aplicagao as equagoes diferenciais parciais consideram-se um dos exem-

plos mais importantes de espacos com produto interno que sao completos, ou seja, espagos
de Hilbert.
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Definigdo B.7. Seja 2 um subconjunto aberto em R™. Denotamos por H™({2), com
m € N, o espago dado por
H™(Q) = W™2(Q).

Em particular, quando m = 1,
HY(Q) = W (Q) = {u € L*(Q): D*u € L*(Q); |a| < 1}.

Frequentemente também usamos as seguintes seminormas de W™P((2), as quais con-
sistem das LP—normas das derivadas de ordem mais alta e sdo denotadas por | - [yymr(q)-
Para qualquer u € W™?(Q), define-se

[ulwm o) = max [[D%u|o para p = oc.

lal

No caso em que 1 < p < 00, define-se

1

p

ulwmsi) = ( > /Q'Da“'p) |
|ae|l=m

para qualquer v € W™P(Q). Se p = 2 escrevemos | - |gm(q), para denotar a seminorma
sobre o espago W™2(Q).
Os espagos H™(€2) sdo espagos de Hilbert, munidos com o produto interno:

(u, V) gm@y = Y / D%uD%v, para u,v € H™(Q),

|a|<m Q

o qual induz a norma dada pela formula (B.3]) quando p = 2.

Definicao B.8. Seja () um subconjunto aberto de R™. Para cada inteiro m > 1 e cada
numero real 1 < p < oo o0 espago de Sobolev

WP (Q) ou H' (), se p =2
¢ o fecho do espaco D(§2) em (W™P(2)).

B.1 Alguns resultados envolvendo os espagos L”({)) e
WmP(Q)

Nesta se¢ao vamos listar resultados importantes envolvendo os espagos LP(€2) e WP(2)
que foram utilizados ao longo do trabalho.
A demonstracgao do préximo resultado pode ser encontrada em [12, Teorema 3.5-3].

Teorema B.9 (Teorema de Representacao de Riesz em LP(§2) , 1 < p < o0). Sejam §2
um subconjunto aberto deR", 1 < p < oo el < q < o0 0 expoente conjugado de p. Entao,
dada qualquer fungiao g € L1(Q2), a relagdo

Uf) = /Qf(x)g(x)dx, para qualquer f € LP(Q),
define um funcional linear continuo £ sobre LP(Q2). Além disso,

1]l e - = l19llzage)-

A isometria linear g € L1(Q) — £ € (LP(Q))* definida desta maneira é bijetiva. Isto
significa que, dado qualquer funcional continuo £ sobre LP()), existe uma Unica fungao
g € L1(Q) tal que ((f) = [, f(z)g(x)dx para qualquer f € LP(S2).
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Teorema B.10 (Desigualdade de Holder, [I5, Teorema 4.16]). Sejam Q um subconjunto
aberto de R™, p,q € [1,400], com p e q conjugados, isto é % +% =1. Se feLP(Q) e
g € L1(Q), entdo
fg € L'(Q)
1£glle) = [ 1F@)g(@)lde < If @9l
Lema B.11. Seja Q um subconjunto aberto de R™. Suponha que
fo—f em LP(Q).

Se g € LY(R2), com p e q expoentes conjugados, entao

/angdzv—>/ﬂfgda:.

Demonstracao. Note que

[ fugde = [ foda| = | [ (fa = foda] < [ £, = flglda.

Da Desigualdade de Holder segue que

‘/angdl’—/gfgdfc‘ <o = fllzr@llgllzae

de onde se conclui o desejado. O]

B.1.1 Problema de Dirichlet Homogéneo

Seja 2 C R™ um conjunto aberto limitado. Vamos considerar o problema de Dirichlet
homogéneo

—Au+u=f em¢ )
{ u =0, em 00 =T, (B.5)
onde " 52
u
Au=2. 5

e f é uma funcao definida em €2. A condicao de fronteira u = 0 sobre 02 é chamada a
condi¢ao de Dirichlet (homogénea).

Defini¢ao B.12. (i) Uma solugado classica do Problema (B.5) é uma funcdo u €

C%(Q) que verifica (B.H).
(ii) Uma solugao fraca de ¢ uma fungao u € H} () que verifica

/VUVU+/ uv:/ fv para toda v € Hy ().
Q Q Q

onde VuVuv = Z gg g;)

Enunciaremos agora um resultado de regularidade com relagdo a solugao fraca do
problema , cuja demonstracao pode ser encontrada em [15, Teorema 9.25]
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Teorema B.13 (Regularidade para o problema de Dirichlet). Seja Q@ C R™ wm aberto
limitado, suficientemente suave, com fronteira limitada e reqular. Seja f € L*(Q) e seja
u € HY(Q) tais que

/ VuVo +/ uy = / fv para toda v € Hy().
0 0 0
Entio u € H*(Q) e

[ull 2oy < cfl fllrz@)-

A seguir, exibimos dois resultados fundamentais para o estudo de existéncia e unicidade
de solugao da equacao do calor, considerando o dado inicial ug € L?(12).

Lema B.14 (Lema de Du Bois Raymond). Sejam Q C R™ um conjunto aberto e u uma
funcao localmente integravel em ). Entdo

/ uv = 0 para toda v € D(),
Q

se, e somente se, u =0 q.t.p em €.

O seguinte lema apresenta uma reformulagao das identidades de GreenE] no espago de
Sobolev H2(2) N H} (). Sua demonstracio pode ser encontrada em [3, Lema B.3].

Lema B.15. Se u,v € H*(Q) N H}(Q), entao

/vAudx:/uAvdaz
Q Q

/Vqud:L’ = —/ Auvdz.
0 0

Apresentamos a seguir uma importante propriedade para os espagos Wol P(Q)), conhe-
cida como a Desigualdade de Poincaré. Iremos enuncid-la para o caso em que {2 é um
intervalo da reta e, em seguida, para o caso em que {2 é qualquer subconjunto limitado
e aberto de R™. As demonstragoes dos dois resultados podem ser encontradas em [15]
Proposigao 8.13] e [22, Teorema 2.3.4], respectivamente.

Proposicao B.16 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que I seja um intervalo limitado
de R. Entao, existe uma constante positiva C (dependendo de |I| < co) tal que

w|lwrey < C’||u'||Lp(1) para qualquer u € Wol’p(l).

Teorema B.17 (Desigualdade de Poincaré, caso geral). Seja Q@ C R™ um conjunto aberto
e limitado. Eriste uma constante positiva C = C(82, p) tal que

[ulwor) < Clulwir) para qualquer u € Wy(€).

. Lo 1

Em particular, a aplicagio u — |ulwrs(o) define uma norma sobre Wy?(2), || - [l ()
0

que é equivalente a norma || - HWLP(Q). Assim, existe uma constante positiva ¢ tal que

lullysey < € lullwoe.
No caso em que p = 2, temos

[ull ) < € llullm o).

2Indicamos ao leitor interessado que consulte [12, Teorema 6.7-1] para estudar as identidades de Green.
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maximal monétono,
continuo,

fechado,
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inverso, [34]
Laplaciano, [40]
limitado,

linear monétono,

resolvente, [37} [74]

simétrico, [37]

ponto fixo, [126]

problema abstrato de Cauchy, [102]
bem colocado,

problema de Dirichlet homogéneo, [133

produto escalar para a dualidade,

reduzidas,

semigrupo
das translagoes, [60]
reescalado,
similares,
de classe Cy,
fortemente continuo, [55]
uniformemente continuo,
sequeéncia,
de Cauchy,
solucao
fraca, [103]
classica, [102]
somas parciais, [20]
série
absolutamente convergente,
convergente, [20]
divergente, [20]

Teorema
de Feller-Miyadera-Phillips, 9§
de Hahn-Banach,
de Lumer-Phillips,
de Representagao de Riesz, [126
de Representacao de Riesz em LP(2) ,
1<p<oo,[I37
do ponto fixo de Banach,
da Média,
de Hille-Yosida,
Teste
da Comparacao,
M de Weierstrass,
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