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constituem uma área na qual podemos continuar

sendo crianças por toda a vida”
(Albert Einstein, [9])



RESUMO

Seja M uma superfície em R3 e considere a projeção ortogonal de seus pontos em um

plano, ao longo de uma direção v. Essa aplicação é singular quando v é uma direção

tangente a M e é importante na classificação do tipo de contato entre M e retas para-

lelas a direção v. O conjunto singular da projeção ortogonal restrita a M é chamado

de gerador de contorno e sua projeção é chamada de contorno aparente. Reunimos

neste trabalho resultados sobre a projeção ortogonal de superfícies regulares e sin-

gulares em R3. Estudamos a classificação de suas singularidades, relacionando as

classes de singularidades com a geometria de M , nos casos em que M é uma su-

perfície regular ou uma cuspidal edge. O Teorema de Koenderink é um resultado que

relaciona a curvatura Gaussiana de M com as curvaturas da seção normal de M na

direção v e do contorno aparente, quando esse é regular. Apresentamos sua de-

monstração e também estudamos extensões desse resultado considerando contorno

aparente com (2,3)-cúspide. Estudamos ainda uma versão desse resultado quando

M é superfície singular, sendo sua singularidade uma cuspidal edge.

Palavras-chave: Projeção Ortogonal. Gerador de Contorno. Contorno Aparente.

Teorema de Koenderink. Superfícies Singulares.



ABSTRACT

Let M be a surface in R3 and consider the orthogonal projection of its points on a

plane along a direction v. This map is singular when v is a tangent direction to M and

is important to classify the type of contact between M and lines parallel to v. The sin-

gular set of the orthogonal projection restricted to M is called contour generator and its

projection is called apparent contour. We gather in this work results about orthogonal

projections of regular and singular surfaces in R3. We study the classification of its sin-

gularities and we relate the singularity classes to differential geometry of M , when M

is a regular surface or a cuspidal edge. Koenderink’s Theorem is a result that relates

the Gaussian curvature of M with the curvatures of the normal section of M along the

direction v and of the apparent contour, when this is regular. We present the proof

of this theorem and also study extensions of this result considering apparent contours

with (2,3)-cusps. We also studied a version of this result when M is a singular surface,

namely a cuspidal edge.

Keywords: Orthogonal Projection. Contour generator. Apparent Contour. Koende-

rink’s Theorem. Singular Surfaces.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria diferencial de superfícies no espaço
Euclidiano R3 a partir de sua projeção ortogonal em um plano. Estudaremos primeira-
mente a projeção ortogonal de superfícies regulares, suas propriedades e resultados que
fornecem informações sobre a superfície a partir de sua projeção. Em seguida, veremos
extensões de alguns desses resultados para superfícies singulares. Para isso, utilizaremos
ferramentas de Geometria Diferencial e de Teoria de Singularidades.

A forma de curvas e superfícies pode ser estudada usando ferramentas de Geometria
Diferencial e Teoria de Singularidades. Juntas, essas áreas enriquecem uma a outra, pro-
pondo maneiras alternativas de obter resultados e propriedades sobre curvas e superfícies.

A Teoria de Singularidades trata do estudo de variedades e aplicações singulares e teve
início em 1955 com o trabalho pioneiro de H. Whitney, onde é mostrado que aplicações
do plano do plano têm, em geral, apenas singularidades do tipo dobra ou cúspide. As
ferramentas da Teoria de Singularidades podem ser aplicadas em outros ramos da ciência
como, por exemplo, computação gráfica, processamento de visão e imagens, animação e
multimídia, dentre outros. Além disso, essas áreas também enriquecem a teoria propondo
novos problemas.

A teoria de contato entre subvariedades de Rn é uma ferramenta da Teoria de Singula-
ridades para o estudo das subvariedades de Rn. Neste trabalho iremos estudar a projeção
ortogonal de superfícies em R3 sobre um plano. A projeção ortogonal ao londo de uma
direção v de R3 sobre um plano ortogonal a v é a aplicação Pv : R3 → TvS2 dada por
Pv(X) = X − 〈X,v〉v. Essa aplicação é usada para classificar o tipo de contato que
uma superfície M tem com retas paralelas a v e, a partir desse contato, é possível obter
informações geométricas sobre a superfície projetada.

Se uma reta `, paralela a v, e a superfície M são transversais em um ponto, então a
aplicação de contato entre elas é regular, e a recíproca também é verdadeira. O estudo
do contato torna-se mais rico quando consideramos os pontos da superfície onde ` é uma
reta tangente pois, dessa forma, a aplicação de contato é singular e a A-classe de sua
singularidade fornece informações sobre a superfície. Assim, nosso enfoque será o estudo
das singularidades de Pv restrita a M .

O conjunto singular de Pv restrita a M , formado pelos pontos p ∈ M tal que v é
uma direção tangente à M em p, é chamado de gerador de contorno de M na direção
v e denotado por Σv. A projeção ortogonal de Σv é chamada de contorno aparente de
M na direção v, e denotada por ∆v (Figura 1.1). Geometricamente, Σv é o conjunto
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22 Introdução

de pontos em que, quando vista na direção v, a superfície parece se dobrar. Quando a
direção de projeção v é não assintótica, então Σv e ∆v são curvas regulares. Ao longo dos
anos, resultados sobre projeção ortogonal de superfícies vêm sendo buscados por diversos
autores, sendo alguns desses resultados sintetizados em [6, 7, 13], por exemplo. Um desses
resultados, que daremos enfoque neste trabalho, é o Teorema de Koenderink, enunciado e
provado em [15] por J. J. Koenderink em 1984. A partir deste teorema, podemos escrever
a curvatura Gaussiana da superfície nos pontos de Σv como produto de duas curvaturas: a
curvatura normal na direção de projeção e a curvatura do contorno aparente ∆v e, como
consequência, podemos obter informações sobre a forma local da superfície projetada.
Vale ressaltar que este resultado também foi obtido em 1895 por M. D’Ocagne em [8].

Figura 1.1: Em preto, gerador de contorno e em vermelho, contorno aparente de uma
superfície regular em uma direção v.

A prova do Teorema de Koenderink dada em [15] por Koenderink usa como hipótese
o fato de a superfície e seu contorno aparente serem regulares. No entanto, dependendo
da direção de projeção v, o contorno aparente pode ser uma curva singular. Em 2012,
S. Shiba e M. Umehara definiram em [26] curvatura para uma singularidade especial de
curvas planas: as (2,3)-cúspides, e a chamaram de curvatura cuspidal. Em 2016, T. Fukui,
M. Hasegawa e K. Saji provaram em [10] uma versão do Teorema de Koenderink quando
o contorno aparente tem essa singularidade usando a curvatura cuspidal.

O Teorema de Koenderink é um resultado recente com várias aplicações que vêm
sendo estudadas por diversos matemáticos. Alguns desses estudos buscam estender esse
resultado para superfícies singulares.

Uma categoria de superfícies singulares que vem sendo muito estudadas recentemente
são as frentes de onda. Essas superfícies são aplicações que têm bem definidas um campo
suave normal de vetores unitários. Um trabalho muito relevante no estudo da geometria
diferencial de frentes de onda é o artigo [24], publicado por K. Saji, M. Umehara e K.
Yamada em 2009. Uma frente de onda particular que iremos abordar neste trabalho é a
cuspidal edge, que são germes f : (R2,0)→ (R3,0) A-equivalentes a g(u, v) = (u, v2, v3).
A cuspidal edge g é chamada de cuspidal edge usual e sua imagem é dada na Figura 1.2
à esquerda. Estudar as propriedades dessas aplicações e de suas imagens é importante
pois cuspidal edges e rabos de andorinha, que são aplicações de (R2,0) → (R3,0) A-
equivalentes a h(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v), são as singularidades genéricas de
germes de frentes de onda de R2 em R3.

Para frentes f : U ⊂ R2 → R3, onde U é um aberto, em particular para cuspidal edges,
a curvatura Gaussiana é não limitada perto de pontos singulares. No entanto, existe
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Figura 1.2: Cuspidal edge à esquerda e rabo de andorinha à direita

uma 2-forma, chamada forma curvatura Gaussiana, KdÂ, que pode ser continuamente
estendida em todo domínio de f . Usando essa 2-forma K. Saji mostrou no trabalho [25]
em 2014 uma extensão do Teorema de Koenderink para cuspidal edges, onde obtém KdÂ
como produto exterior de 1-formas que envolvem algumas curvaturas conhecidas para
cuspidal edges.

Em 2016, L. Martins e K. Saji obtiveram em [17] uma parametrização especial para
cuspidal edges e definiram alguns invariantes para essas superfícies, como a curvatura
cuspidal, a curvatura normal limitante e a torção cuspidal, além de estudar as propriedades
dessas curvaturas e suas interpretações geométricas.

Em 2018, F. Tari e R. Oset Sinha estudaram em [22] o contato de cuspidal edges
com planos e retas. De maneira análoga ao que é feito para superfícies regulares, para
analisar o contato de uma cuspidal edge f com retas paralelas a uma direção v basta
estudar as singularidades de sua projeção ortogonal. Considerando um subgrupo especial
de A, o grupo XA = R(X)×L, onde R(X) é formado pelos germes de difeomorfismos h :
(R3,0)→ (R3,0) que preservam a cuspidal edge usual X, genericamente as singularidades
da projeção ortogonal têm XAe-codimensão 6 2. Em posse dessas informações, os autores
obtêm uma maneira de reconhecer essas singularidades usando os invariantes definidos em
[17] e a posição relativa entre a direção de projeção e o plano tangente limitante da cuspidal
edge.

O objetivo deste trabalho é estudar os resultados que citamos anteriormente. Sua
organização é feita da seguinte forma:

No Capítulo 2 apresentaremos alguns conceitos essenciais para o desenvolvimento dos
próximos capítulos: na Seção 2.1 abordaremos definições e resultados da Teoria de Sin-
gularidades, como o conceito de germes, que permite trabalhar localmente com conjuntos
e aplicações, os grupos de Mather e a classificação de germes de (R2,0) → (R2,0) via
A-equivalência. Enunciaremos também resultados de determinação finita de germes que
nos auxiliarão no reconhecimento das singularidades da projeção ortogonal. Apresenta-
remos ainda, de maneira breve, definições e resultados sobre desdobramentos versais e
genericidade que auxiliarão na compreensão de alguns resultados futuros. Na Seção 2.2
serão abordados resultados de Geometria Diferencial que usaremos ao longo do trabalho,
como a teoria local de curvas planas e espaciais, dando destaque a função curvatura des-
sas curvas, que será essencial para o estudo do Teorema de Koenderink. Para superfícies
regulares, desenvolveremos a seção com o objetivo de destacar resultados sobre direções
assintóticas e conjugadas, e sobre a classificação de pontos sobre a superfície em função
de sua curvatura Gaussiana. Na Seção 2.3 abordaremos algumas definições e resultados
envolvendo frentes de onda, dando destaque para a cuspidal edge, discutindo sua forma
normal e alguns de seus invariantes, como a curvatura normal limitante, a torção cuspidal
e a curvatura singular. Por fim, na Seção 2.4 apresentaremos alguns conceitos e resultados
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de 1 e 2-formas diferenciais que serão úteis quando estivermos estudando as extensões do
Teorema de Koenderink para superfícies singulares, mais precisamente para a cuspidal
edge.

No Capítulo 3 estudaremos os conceitos da teoria de contato entre subvariedades de
Rn. Na Seção 3.1 enunciaremos os principais resultados da teoria de contato que serão
utilizados nas demais seções como, por exemplo, o teorema que possibilita o estudo do
contato entre duas subvariedades analisando as K-singularidades da aplicação de contato.
Na Seção 3.2 aplicaremos esses resultados estudando brevemente o contato de superfícies
com planos, que são medidos pelas singularidades da função altura e estudando, com
mais detalhes, na Seção 3.3 o contato de superfícies com retas, que pode ser medido
pelas A-singularidades da projeção ortogonal, pois o grupo A fornece mais informações
geométricas sobre a superfície. Definiremos ponto flecnodal, que está relacionado com
este contato e estudaremos a demonstração do teorema que fornece condições algébricas
e informações geométricas para cada uma das singularidades que podem ocorrer para a
projeção ortogonal de superfícies genéricas.

No Capítulo 4 estudaremos a geometria do conjunto singular da projeção ortogonal
Pv restrita aM , Σv, e de sua projeção ∆v. Na Seção 4.1 veremos resultados que fornecem
condições necessárias e suficientes para que Σv e ∆v sejam curvas regulares, e suas relações
com a geometria da superfície. Na Seção 4.2 estudaremos o Teorema de Koenderink e
utilizaremos esse resultado para obter informações sobre a geometria da superfície a partir
de sua projeção.

No Capítulo 5 estudaremos a projeção ortogonal de cuspidal edges e extensões do Teo-
rema de Koenderink. Na Seção 5.1 veremos as relações que existem entre as singularidades
da projeção ortogonal de superfícies regulares e de ∆v em alguns casos, e estudaremos
uma extensão do Teorema de Koenderink quando ∆v é uma (2,3)-cúspide. Na Seção 5.2
estudaremos as singularidades da projeção ortogonal de cuspidal edges, suas caracterís-
ticas geométricas e uma maneira de reconhecê-las a partir dos invariantes definidos para
essas superfícies. Na Seção 5.3 estudaremos uma versão do Teorema de Koenderink para
cuspidal edges, que relaciona a 2-forma curvatura Gaussiana como produto exterior de
1-formas envolvendo curvaturas de curvas na superfície e suas projeções.

Acreditamos que nossa maior contribuição na elaboração deste trabalho é apresentar
um texto em português, com detalhes e exemplos que ilustram o enunciado dos resul-
tados abordados, além de reunir, em um único texto, trabalhos recentes que vêm sendo
desenvolvidos no estudo de projeção ortogonal de superfícies em R3.



CAPÍTULO 2
PRELIMINARES

Neste capítulo, enunciaremos algumas definições e resultados que serão úteis para o
desenvolvimento deste trabalho. Apresentaremos conceitos sobre Teoria de Singularida-
des, Geometria Diferencial, frentes de onda e formas diferenciais que são fundamentias
para a compreensão dos demais capítulos do trabalho.

2.1 Teoria de Singularidades
A Teoria de Singularidades nasce com a publicação de um trabalho de Whitney que

estuda as singularidades de aplicações do plano no plano. Alguns anos depois, em uma
série de artigos publicados a partir de 1968 por J. Mather é introduzido grupos que agem
no conjunto de germes de aplicações. Estes trabalhos fornecem a base para o estudo
de determinação finita de germes de aplicações, um conceito relacionado à existência de
deformações e desdobramentos versais. São alguns desses conceitos que serão apresentados
nesta seção.

As principais referências utilizadas nesta seção são [13, 21].

2.1.1 Germes e jatos
O conceito de germes é importante para o estudo das propriedades locais de varieda-

des e aplicações. Um germe contém toda a informação do que pode ocorrer para uma
variedade ou aplicação em uma vizinhança de um ponto.

Definição 2.1. Sejam X e Y subconjuntos de Rn contendo p ∈ Rn. Dizemos que X é
equivalente a Y se existe um conjunto aberto U ⊂ Rn, com p ∈ U , tal queX∩U = Y ∩U .

A definição acima gera uma relação de equivalência nos subconjuntos de Rn que contém
p. A classe de equivalência de um subconjunto X é chamada germe de X em p e é
denotada por (X, p).

Definição 2.2. Sejam U, V abertos em Rn contendo p ∈ Rn, f : U → Rm e g : V → Rm

aplicações suaves. Dizemos que f é equivalente a g, e denotamos por f ∼ g, se existe
um aberto W ⊂ U ∩ V , tal que f |W = g|W .

A relação ∼ definida acima é de equivalência no conjunto das aplicações de Rn em
Rm. A classe de equivalência de uma aplicação f é chamada de germe da aplicação f
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e é denotada por f : (Rn, p) → Rm. Quando queremos explicitar a imagem de p por f ,
digamos f(p) = q, escrevemos f : (Rn, p)→ (Rm, q). O germe f é chamado suave (resp.
germe de difeomorfismo) se um dos seus representantes, e portanto todos, é suave em
p (resp. um difeomorfismo local em p).

Em todo este trabalho, a origem de Rn, n > 2, será denotada por 0. Denotaremos por
E(n,m) o conjunto dos germes de aplicações suaves definidos numa vizinhança da origem
de Rn, ou seja,

E(n,m) = {f : (Rn,0)→ Rm | f é germe de aplicação suave}.

Quando m = 1 (germes de funções), denotaremos E(n, 1) por En. Com as operações
usuais de adição e multiplicação para funções, En é uma R-álgebra local comutativa com
unidade. Seu ideal maximal, denotado porMn, é formado pelos germes f que se anulam
na origem e, considerando (u1, . . . , un) as coordenadas de Rn, então Mn é gerado pelos
germes de projeção, ou seja, pelos germes de funções ui, i = 1, . . . , n. Assim,

Mn = {f ∈ En | f(0) = 0} = En · {u1, . . . , un}.

Seja f : U ⊂ Rn → Rm uma aplicação suave, onde U é aberto em Rn e consideremos
sua diferencial em p, dfp : Rn → Rm. Dizemos que f é singular em p ∈ U , ou que
p é ponto singular de f , se o rank da aplicação linear dfp não é máximo, ou seja se
rank (dfp) < min{m,n}. O conjunto crítico de f , denotado por Σ(f), é o conjunto de
pontos singulares de f , ou seja,

Σ(f) = {p ∈ U ; rank (dfp) < min{m,n}}.

O conjunto f(Σ(f)) é chamado de conjunto de valores críticos de f . O conjunto
criminante de f é definido por Cr(f) = {p ∈ U ; rank (dfp) < m}, e o discriminante de f ,
denotado por ∆(f) é a imagem de Cr(f) por f , isto é, ∆(f) = f(Cr(f)). Notemos que,
quando n > m, Cr(f) = Σ(f).

Um germe f : (Rn, p) → Rm é singular em p se um dos seus representantes for
singular em p. O conjunto crítico, o conjunto de valores críticos, o criminante e o
discriminante do germe f são definidos como o conjunto crítico, o conjunto de valores
críticos, o criminante e o discriminante de algum representante de f , respectivamente.
Observamos que os conceitos definidos acima para germes não dependem do representante
escolhido de f , uma vez que todos os representantes coincidem em uma vizinhança de p.

Nas definições que daremos a seguir, e em todo este trabalho, (u1, . . . , un) e (x1, . . . , xm)
denotarão o sistema de coodenadas na fonte e na meta, respectivamente, de germes e apli-
cações.

Definição 2.3. Seja f : (Rn,0)→ Rm. Dado k ∈ N, o k-jato de f , denotado por jkf , é
o polinômio de Taylor de ordem k de um representante de f sem o termo constante.

Denotaremos por Jk(n,m) o espaço dos k-jatos dos germes de aplicações f : (Rn,0)→
Rm.

2.1.2 Grupos de Mather e determinação finita
Os grupos de Mather possibilitam a definição de certas equivalências entre germes e, a

partir delas, a classificação de singularidades. A partir dessas equivalências, definiremos
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o conceito de determinação finita, que é uma ferramenta poderosa para o reconhecimento
e classificação de singularidades e que será utilizada nos próximos capítulos.

Seja R o grupo de E(n,m), com relação a composição, formado pelos germes de
difeomorfimos de Rn que se anulam na origem, isto é,

R = {h : (Rn,0)→ (Rn,0) |h é germe de difeomorfismo}.

O grupo R também é chamado de grupo de mudanças de coordenadas na fonte.
A aplicação φ : R× E(n,m) → E(n,m) definida por φ(h, f) = f ◦ h−1 é uma ação de R
em E(n,m), ou seja, satisfaz:
(1) φ(Id, f) = f, ∀f ∈ E(n,m),
(2) φ(h1 ◦ h2, f) = φ(h1, φ(h2, f)),∀ f ∈ E(n,m) e ∀h1, h2 ∈ E(n,m).

A ação definida acima induz a noção de R-equivalência da seguinte maneira.
Definição 2.4. Dois germes f, g ∈ E(n,m) são R-equivalentes se pertencem a mesma
R-órbita, ou seja, se existe h ∈ R tal que g = f ◦ h−1.

O grupo de mudanças de coordenadas na meta, denotado por L, é formado pelos
germes de difeomorfismos de Rm que se anulam na origem, isto é,

L = {k : (Rm,0)→ (Rm,0) | k é germe de difeomorfismo}.

Denotando porMnE(n,m) o subconjunto de E(n,m) formado pela aplicações suaves
f tal que f(0) = 0, definimos a ação de L em MnE(n,m) como sendo a aplicação
ϕ : L ×MnE(n,m) → MnE(n,m) dada por ϕ : (k, f) = k ◦ f . De maneira análoga a
R-equivalência, dois germes f, g ∈ MnE(n,m) são L-equivalentes se eles pertencem a
mesma L-órbita, ou seja, se existe k ∈ L tal que g = k ◦ f .

A partir dos grupos R e L, construímos o grupo de mudanças de coordenadas na
fonte e na meta, denotado por A, que é definido como sendo o produto direto de R
com L, ou seja,

A = R×L = {(h, k) |h ∈ R e k ∈ L}.
A aplicação ψ : A×MnE(n,m)→MnE(n,m) definida por ψ((h, k), f) = k ◦ f ◦ h−1

é uma ação de A emMnE(n,m) e induz a definição de A-equivalência da seguinte forma.
Definição 2.5. Dois germes f, g : (Rn,0) → (Rm,0) são A-equivalentes se pertencem
a mesma A-órbita, ou seja, se existe (h, k) ∈ A tal que g = k ◦ f ◦ h−1.

Existe ainda outra equivalência no conjunto de germes muito importante quando se
quer estudar o contato entre subvariedades, assunto que veremos no próximo capítulo.
Para defini-la, consideremos o grupo de contato K, formado pelos germes de difeomor-
fismos de (Rn×Rm, (0,0)) que podem ser escritos da forma (h(u), H1(u, v)), onde h ∈ R
e H1(u,0) = 0 para u em uma vizinhança de 0. A relação de equivalência emMnE(n,m)
é dada da seguinte forma: dois germes f, g ∈ MnE(n,m) são K-equivalentes se existir
um germe (h,H) ∈ K tal que

(u, g(u)) = H(h−1(u), f(h−1(u))).

Observação 2.6. Usualmente, o grupo K é utilizado quando se busca estudar as singula-
ridades do conjunto de nível zero de germes de aplicações emMnE(n,m). Se dois germes
f, g : (Rn,0) → (Rm,0) são K-equivalentes, então f−1(0) e g−1(0) são difeomorfos. A
ação do grupo A é mais fina do que a do grupo K. Se f e g são A-equivalentes, isto é, se
g = k ◦ f ◦ h−1, com (h, k) ∈ A, então g−1(c) e f−1(k−1(c)) são difeomorfos para todo c
em uma vizinhança de 0 ∈ Rm. Portanto, o grupo A preserva também a estrutura suave
dos conjuntos de níveis próximos ao conjunto de nível zero (conforme [13], p.52). ♦
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Os gruposR,L, K e A são chamados de grupos de Mather. Nas definições e resulta-
dos que enunciaremos a seguir, quando não for preciso especificar com qual grupo estamos
trabalhando, usaremos a notação G para nos referir a um desses grupos de Mather. Em
alguns momentos, a fim de facilitar a escrita, denotaremos dois germes f, g G-equivalentes
por f ∼G g.

Observação 2.7. De maneira análoga ao que é feito para germes de aplicações, podemos
definir G-equivalência para aplicações, tomando difeomorfismos locais ao invés de germes
de difeomorfismos. ♦

Usando a linguagem de germes, podemos reescrever os teoremas clássicos do cálculo
diferencial da seguinte maneira.

Teorema 2.8. (Forma Local das Submersões) ([16], p. 293) Seja f : (Rn,0) →
(Rm,0), com n > m um germe de submersão. Existe um germe de difeomorfismo ϕ :
(Rn,0)→ (Rn,0) tal que f ◦ ϕ−1(u1, . . . , um, . . . , un) = (u1, . . . , um).

Teorema 2.9. (Forma Local das Imersões) ([16], p. 289) Seja f : (Rn,0)→ (Rm,0),
com n 6 m um germe de imersão. Existe um germe de difeomorfismo ω : (Rm,0) →
(Rm,0) tal que ω ◦ f(u1, . . . , un) = (u1, . . . , un, . . . , 0, . . . , 0).

Podemos ainda reescrever os resultados enunciados acima usando a linguagem de G-
equivalência.

Observação 2.10. A partir dos Teoremas 2.8 e 2.9 concluímos que dado um germe de
aplicação regular f : (Rn,0) → (Rm,0), se n > m, então f é R-equivalente a projeção
π, onde π(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xm) e se n 6 m obtemos f é L-equivalente a
inclusão i, onde i(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0). ♦

Um dos objetivos desta seção é apresentar a classificação de singularidades de (R2,0)
em (R2,0) de Ae-codimensão 6 2 via A-equivalência. Classificar germes significa listar
representantes das órbitas da ação de um grupo G em MnE(n,m). Cada representante
de uma G-órbita é chamado de forma normal.

Para a classificação da singularidade de um germe f : (Rn,0) → (Rm,0) via G-
equivalência é importante conhecer alguns invariantes de f : a G e Ge codimensão de f . A
G-codimensão (resp. Ge-codimensão) do germe f é definida levando-se em consideração
o espaço tangente (resp. espaço tangente estendido) a G-órbita de f . A seguir, veremos
apenas a expressão desses espaços tangentes para cada grupo de Mather G, omitindo os
detalhes e resultados necessários para se chegar a elas, que podem ser consultados em
[13, 29], por exemplo. O espaço tangente (resp. espaço tangente estendido) à G-órbita de
f é denotado por LG · f (resp. LeG · f). Esses espaços são:

LR · f =Mn

{
∂f
∂u1
, . . . , ∂f

∂un

}
,

LL · f = f ∗(Mn){e1, . . . , em},
LA · f = LR · f + LL · f,

LeR · f = En
{
∂f
∂u1
, . . . , ∂f

∂un

}
,

LeL · f = f ∗(Em){e1, . . . , em},
LeA · f = LeR · f + LeL · f,

onde f ∗ : Em → En é definida por f ∗(α) = α ◦ f e {e1, . . . , em} é base canônica de Rm.
A G-codimensão de um germe f ∈ E(n,m) é definida por

G-cod(f) = dim Mn.E(n,m)
LG·f
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e a Ge-codimensão de f é definida por

G-code(f) = dim E(n,m)
LeG·f .

O conceito de determinação finita de germes, que definiremos a seguir, é um importante
conceito da Teoria se Singularidades que permite passar o problema de classificação e
reconhecimento de singularidades para o espaço de jatos, que é formado por polinômios.
A importância de conhecer a codimensão de um germe reside no fato de que apenas germes
de codimensão finita são finitamente determinados e, assim, a redução da classificação para
o espaço de jatos só é possível para esses germes.

Definição 2.11. Um germe f ∈ E(n,m) é dito k-G-determinado se, para qualquer g ∈
E(n,m) tal que jkg = jkf tem-se que f é G-equivalente a g. O germe f é dito G-
finitamente determinado se f é k-G-determinado para algum k ∈ N.

Notemos que se f ∈ E(n,m) é k-G-determinado, então f é k′-G-determinado para todo
k′ > k. O menor inteiro k tal que f é k-G-determinado é chamado grau de determinação
de f .

Dizer que um germe f ∈ E(n,m) é G-finitamente determinado significa dizer que
ele é G-equivalente jkf para algum k ∈ N. De fato, suponha que f ∈ E(n,m) é k0-
G-determinado. Assim, para qualquer g ∈ E(n, p) com jk0g = jk0f obtemos f ∼G g.
Em particular para g = jk0f . Logo, jk0f ∼G f . Assim, o problema de classificação de
germes finitamente determinados se reduz ao espaço de jatos pois, para verificar se dois
germes f, g são G-equivalentes, basta verificar se seus k-jatos, que são polinômios, são
G-equivalentes, onde k é o máximo entre o grau de determinação de f e g.

O teorema abaixo apresenta condições para que um germe seja finitamente determi-
nado.

Teorema 2.12. ([13], p. 55) Seja f ∈ E(n,m). As afirmações abaixo são equivalentes:
(a) f é G-finitamente determinado,
(b) para algum k,Mk

n · E(n,m) ⊂ LG · f ,
(c) G-cod(f) <∞,
(d) G-code(f) <∞.

Para facilitar o trabalho de encontrar o grau de determinação de um germe são neces-
sários alguns resultados que, por fugirem do objetivo desta seção, não serão apresentados.
Algumas referências podem ser consultadas para se obter mais detalhes sobre esses resul-
tados como, por exemplo, [13] que reúne alguns resultados apresentados em [29].

Iremos estudar nos próximos capítulos o reconhecimento das singularidades via A-
equivalência de uma aplicação especial: a projeção ortogonal. Para isso vamos definir uma
relação de equivalência no espaço de jatos que irá facilitar esse trabalho de reconhecimento.

Definição 2.13. Seja Ak o subgrupo de A formado pelos elementos cujo k-jato é a
identidade, o qual é um subgrupo normal de A e A(k) = A

Ak
. Os elementos de A(k) são

os k-jatos dos elementos de A. A ação de A em MnE(n,m), ψ, induz uma ação de
A(k) em Jk(n,m), “·”, da seguinte maneira: para jkf ∈ Jk(n,m) e jk(h1, h2) ∈ A(k),
jk(h1, h2) · jkf = jk(ψ((h1, h2), f)). Dois germes f, g ∈ E(n,m) são A(k)-equivalentes se
pertencem a mesma A(k)-órbita.

Notemos que se dois germes f e g são A-equivalentes, então eles são A(k)-equivalentes
para todo k > 0. O resultado a seguir diz que se um dos germes é finitamente determinado,
então a recíproca é verdadeira.
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Observação 2.14. Se f, g ∈ E(n,m) são A(k)-equivalentes e f é k-A-determinado, então
f e g são A-equivalentes (ver [7], p. 74). ♦

Observação 2.15. O resultado acima permite passar o problema de reconhecimento
de germes finitamente determinados para o espaço de jatos. De fato, seja f : (Rn,0) →
(Rm,0) um germe k-A-determinado. Dado um germe g : (Rn,0)→ (Rm,0), para verificar
se f e g são A-equivalentes, basta verificar se f e g são A(k)-equivalentes, uma vez que se
isso ocorre, pela proposição acima f e g são A-equivalentes. ♦

Para estudar o reconhecimento das singularidades da projeção ortogonal precisaremos
conhecer a classificação de singularidades de (R2,0) em (R2,0) via A-equivalência, além
de saber o grau de determinação e a Ae-codimensão de cada uma das formas normais.

A classificação de singularidades do plano no plano com Ae-codimensão 6 2 pode ser
encontrada em [11, 23] e está apresentada na Tabela 2.1 a seguir.

Nome Forma Normal Grau de Determinação Ae-cod
Dobra (u, v2) 2 0
Cúspide (u, uv + v3) 3 0

Lábios/Bicos (u, v3 ± u2v) 3 1
Ganso (u, v3 ± u3v) 4 2

Rabo de Andorinha (u, uv + v4) 4 1
Borboleta (u, uv + v5 ± v7) 7 2
Gaivota (u, uv2 + v4 + v5) 5 2

Tabela 2.1: Classificação das singularidades de (R2,0) em (R2,0) com Ae-codimensão
6 2.

Para o desenvolvimento dos próximos capítulos é importante conhecer uma R-classe
que se obtém ao classificar singularidades de germes de (Rn,0) em (R, 0). Essa singulari-
dade é chamada singularidade Ak, com k > 0, tem R-codimensão igual a k e sua forma
normal é ±uk+1

1 ± u2
2 ± . . .± u2

n.
Em alguns momentos, será necessário saber quando um germe f : (R, 0)→ (R, 0) tem

uma singularidade Ak. O seguinte lema fornece uma maneira de fazer esse reconhecimento.

Lema 2.16. ([3], p. 42) Se f : (R, 0)→ (R, 0) é tal que f (p)(0) = 0, para todo 1 6 p 6 k
e f (k+1)(0) 6= 0, então f é R-equivalente a g(x) = ±xk+1, onde o sinal de g coincide com
o sinal de f (k+1)(0), ou seja, f tem uma singularidade Ak.

Muitas vezes ao longo deste trabalho, quando estiver claro com qual grupo de Mather
G estivermos trabalhando, ao invés de falar que um germe f é G-equivalente a uma das
formas normais dadas nas Tabelas 2.1 vamos simplesmente dizer que f é (ou tem) uma
singularidade “nome da forma normal”. Além disso, por simplicidade, e com abuso de
linguagem, iremos dizer também que uma aplicação f é (ou tem) um determinado tipo de
singularidade. Quando dizemos isso, queremos dizer que o germe de f tem o respectivo
tipo de singularidade.

2.1.3 Desdobramentos versais e genericidade
Abordaremos de maneira breve nesta seção dois conceitos importantes que serão utili-

zados neste trabalho. Apesar de não entrarmos nos detalhes sobre os resultados relativos a
eles, as vezes será necessário recorrer a esses resultados para justificar algumas afirmações.
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Desdobramentos versais

Definição 2.17. Seja f ∈MnE(n,m). Um desdobramento a s parâmetros (s, F ) de f
é um germe de aplicação

F : (Rn × Rs, (0,0))→ (Rm × Rs, (0,0))

da forma F (x, u) = (f̄(x, u), u), com f̄(x,0) = f(x). A família

f̄ : (Rn × Rs, (0,0))→ (Rm,0)

é chamada deformação a s parâmetros de f .

É importante observar o seguinte sobre a deformação f̄ na Definição 2.17. Seja f̄ :
U ×W → V um representante do germe f̄ onde U ×W é uma vizinhança de (0,0) em
Rn×Rs e V é uma vizinhança de 0 em Rm. Denotemos por f̄u : U → V a aplicação suave
dada por f̄u(x) = f(x, u). Então f̄0(0) = 0 mas fu(0) não é necessariamente a origem
em Rm para u 6= 0. Isso significa que a fibra 0 × Rs não é necessariamente preservada
por fu. Por isso, é importante considerar os grupos de Mather estendidos, denotados por
Ge, e formados pelos germes de difeomorfismos que não necessariamente fixam a origem.
Mais detalhes sobre a importância de se considerar esses grupos estendidos porem ser
consultados em [13, 29].

Definição 2.18. (a) Um morfismo entre dois desdobramentos (a, F ) e (b,G) é um
par (α, ψ) : (a, F ) → (b,G) com α : (Ra,0) → (G, I), onde I é a identidade em G e
ψ : (Ra,0)→ (Rb,0) tal que

f̄u = α(u) · gψ(u),

onde “·” denota a ação de G emMnE(n,m). O desdobramento (a, F ) é chamado induzido
de (b,G) por (α, ψ).

(b) Dois desdobramentos (a, F ) e (b,G) são ditos G-equivalentes se existir um mor-
fismo (α, ψ) : (a, F )→ (b,G), onde ψ é invertível.

(c) Um desdobramento (a, F ) de um germe f ∈ MnE(n,m) é dito G-versal se todo
desdobramento (b,G) de f pode ser induzido de (a, F )

A definição acima pode ser reescrita substituindo o grupo G pelo respectivo grupo
estendido Ge.

O teorema que enunciaremos a seguir fornece alguns resultados importantes que re-
lacionam a codimensão de um germe, a existência de desdobramentos versais e o menor
número de parâmetros de um desdobramento versal.

Teorema 2.19. ([29]) (1) Seja f ∈MnE(n,m). As seguintes afirmações são equivalentes:
(a) G-codf <∞;
(b) f tem um desdobramento G-versal;
(b) f tem um desdobramento Ge-versal.

(2) O menor número de parâmetros s0 para um desdobramento G-versal (resp. Ge-
versal) é igual a G-cod f (resp. Ge-cod f). O desdobramento versal (s0, F ) é chamado
miniversal.

Existem ainda outros resultados importantes sobre desdobramentos versais, mas como
não os utilizaremos no decorrer deste trabalho não iremos enunciá-los. Alguns desses
resultados podem ser consultados em [13].
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Genericidade

Um conceito que iremos utilizar nos próximos capítulos é o de genericidade. Intuiti-
vamente, dizer que uma propriedade de um conjunto de objetos é genérica significa dizer
que quase todos os objetos desse conjunto satisfazem essa propriedade, daí a importância
de se formalizar esse conceito, o que faremos a seguir de maneira breve. Mais detalhes
sobre genericidade podem ser encontrados em [13].

Seja C∞(Rn,Rm) o espaço das aplicações suaves de Rn em Rm. Veremos agora uma
topologia para esse espaço, chamada topologia C∞ de Whitney, a qual usaremos para
definir propriedades genéricas.

Dados p ∈ Rn, q ∈ Rm e um inteiro não negativo k, denotemos por Jk(Rn,Rm)p,q o
conjunto dos k-jatos de germes de aplicações de (Rn, p) em (Rm, q). O espaço dos k-jatos
das aplicações de Rn em Rm é definido como Jk(Rn,Rm) = ⋃

p∈Rn,q∈Rm Jk(Rn,Rm)p,q. O
conjunto Jk(Rn,Rm) é uma variedade diferenciável e a topologia de Jk(Rn,Rm) é usada
para definir uma topologia de C∞(Rn,Rm) da seguinte maneira. Seja U um aberto em
Jk(Rn,Rm) e denotemos por

M(U) = {f ∈ C∞(Rn,Rm) | jkf ⊂ U}.
A família de conjuntos {M(U)}, onde U é um aberto de Jk(Rn,Rm) forma uma base

para uma topologia em C∞(Rn,Rm). Essa topologia é chamada de topologia Ck de
Whitney.

Denotando porWk o conjunto dos subconjuntos abertos de C∞(Rn,Rm) com a topolo-
gia Ck de Whitney, a topologia C∞ de Whitney é a topologia cuja base éW = ∪∞k=0Wk.

Com essa topologia, dizemos que uma propriedade P no espaço C∞(Rn,Rm) é gené-
rica se ela é satisfeita por um conjunto aberto e denso de C∞(Rn,Rm).

Um resultado importante que, de certa maneira, envolve genericidade é o Teorema de
Sard, enunciado a seguir.
Teorema 2.20. (Teorema de Sard)([3], p.61) Seja f : U ⊂ Rn → Rm uma aplicação
suave, onde U é um aberto de Rn. O conjunto de valores não regulares de f tem medida
nula em Rm.

O complementar de um conjunto de medida nula em Rm é denso em Rm, isto é, todo
ponto de Rm está arbitrariamente próximo de um valor regular de f . Nesse sentido,
“quase todos” os valores são regulares e, para uma dada f , “quase todos” os conjuntos
f−1(c) serão variedades parametrizadas em uma vizinhança de cada ponto.

Ainda do Teorema de Sard obtemos a seguinte afirmação, que será útil nos próximos
capítulos.
Observação 2.21. Dado um sistema de m equações f1(u) = . . . = fm(u) = 0 em
n variáveis u = (u1, . . . , un), temos definida uma aplicação f : Rn → Rm dada por
f(u) = (f1(u), . . . , fm(u)). Pelo Teorema de Sard, quase todos os pontos c ∈ Rm são
valores regulares de f . Assim, esperamos que 0 seja um valor regular e, se m > n, isso
implica que f−1(0) = ∅. Logo, genericamente um sistema de m equações com n < m
incógnitas não tem solução. ♦

2.2 Geometria Diferencial
Nesta seção iremos abordar alguns fatos sobre a geometria diferencial local clássica

de curvas e superfícies regulares em R3. As demonstrações aqui omitidas podem ser
encontradas em [4], por exemplo.
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2.2.1 Curvas regulares
Daremos destaque nesta seção ao estudo da curvatura com sinal de curvas planas em

R3, uma vez que para os resultados que veremos nos próximos capítulos é fundamental
conhecer esse sinal.

Uma curva parametrizada diferenciável é uma aplicação α : I → Rn de classe C∞,
onde I é um intervalo aberto de R. O traço de α, denotado também por α, é o conjunto
de pontos α(I) ⊂ Rn. A curva α é chamada regular se α′(t) 6= 0, para todo t ∈ I. Se
existir t0 ∈ I tal que α′(t0) = 0, dizemos que α é singular em t0. A orientação de α é
o sentido do percurso do traço de α.

Se α : I → Rn é uma curva regular, podemos supor que ‖α′(t)‖ = 1, para todo
t ∈ I, uma vez que é possível reparametrizar α por um difeomorfismo h que preserva sua
orientação e tal que α ◦ h tenha essa propriedade. Quando isso acontece, dizemos que α
está parametrizada por comprimento de arco e usualmente usa-se o parâmetro s no
lugar de t, o qual é chamado de comprimento de arco.

Suponhamos que α : I → R2 seja uma curva regular parametrizada por comprimento
de arco. Denotemos por n(s) o vetor obtido ao rotacionar α′(s) em 90◦ no sentido anti-
horário, que chamaremos de vetor normal à α em s e por κ(s) sua função curvatura,
isto é, κ(s) = 〈α′′(s), n(s)〉. Se κ(s0) = 0, dizemos que s0 é um ponto de inflexão de α.

Como n(s) e α′′(s) são vetores ortogonais à α′(s), então cos θ = ±1, onde θ denota o
ângulo entre n(s) e α′′(s). Assim, κ(s) = ‖α′′(s)‖ cos θ é negativa se n(s) e α′′(s) apontam
para semiplanos opostos determinados pela reta tangente à α em s e positiva se apontam
para o mesmo semiplano, como ilustra a Figura 2.1.

Figura 2.1: Curvas com curvatura negativa à esquerda e positiva à direita.

Se α está parametrizada por um parâmetro t, que não é necessariamente o compri-
mento de arco, então

κ(t) = det[α′(t), α′′(t)]
‖α′(t)‖3 . (2.1)

Seja α : I → R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A curvatura
de α em s ∈ I, denotada por κ(s), é definida por

κ(s) = ‖α′′(s)‖.

Se κ(s) > 0, o vetor n(s) = α′′(s)
κ(s) é chamado vetor normal à α em s. Se α : I → R3

está parametrizada por um parâmetro t, que não é necessariamente o comprimento de
arco, então é possível mostrar que

n(t) = α′′(t)‖α′(t)‖2 − α′(t)〈α′(t), α′′(t)〉
‖α′(t)‖‖α′(t)× α′′(t)‖ ,
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e
κ(t) = ‖α

′(t)× α′′(t)‖
‖α′(t)‖3 . (2.2)

Notemos que, ao contrário do que ocorre para curvas planas, a curvatura de uma curva
espacial é positiva ou nula.

Observação 2.22. Dizemos que α : I → R3 é uma curva plana se existe um plano Π
de R3 tal que α(I) está contido em Π. Neste caso, Π é o plano osculador de α, isto é,
o plano gerado por α′(t) e n(t), o qual também contém α′′(t). Se v é um vetor unitário
ortogonal a Π, segue de (2.2) que

κ(t) = | det[α′(t), α′′(t),v]|
‖α′(t)‖3 .

♦

Um dos objetivos deste trabalho é estudar o Teorema de Koenderink, que possui em
seu enunciado o produto das curvaturas de duas curvas, sendo uma delas uma curva plana
em R3. Para estudar esse resultado vamos precisar considerar a curvatura de curvas planas
em R3 com sinal. Para “colocar” o sinal primeiramente orientamos o plano que contém a
curva da seguinte maneira.

Sejam Π um plano em R3 passando pela origem e v um vetor unitário ortogonal à Π,
que chamamos de vetor normal à Π. Dizemos que um conjunto linearmente independente
B = {u,w} ⊂ Π é uma base positiva para Π se 〈u×w,v〉 > 0, ou seja, se os vetores u×w
e v têm o mesmo sentido. Notemos que, quando isso acontece, ou seja, quando B é uma
base positiva para Π, então olhando para Π a partir do semiespaço de R3 que contém v
vemos que a rotação de u para w é no sentido anti-horário e, além disso, {u,w,v} é uma
base positiva para R3. Pode-se mostrar que o conjunto de todas as bases positivas para Π
dá uma orientação para esse plano. Logo, para orientar Π devemos fixar primeiramente
um vetor normal à Π.

Ao longo deste trabalho, vamos simplesmente falar que B = {u,w} é uma base
positiva para um plano Π, ficando implícito que o vetor normal à Π é no sentido de u×w
e a rotação de vetores em Π no sentido anti-horário é feita olhando para Π a partir do
semiespaço de R3 que contém u× v.

Uma vez orientado o plano Π, podemos considerar um sinal para a curvatura de curvas
planas em R3 dado pela seguinte observação.

Observação 2.23. Sejam α : I → R3 uma curva regular, Π um plano passando pela
origem de R3 tal que α(I) ⊂ Π, v um vetor unitário normal à Π e B = {u,w} uma base
ortonormal positiva para Π.

Denotemos por α′(t)⊥ o vetor obtido rotacionando α′(t) em 90◦ no sentido anti-horário
e por θ ∈ [0, π] o ângulo entre α′(t)⊥ e α′′(t). A curvatura com sinal de α em t, que
denotaremos por κ±(t), é definida por

κ±(t) =
{
κ(t), se 0 6 θ 6 π

2
−κ(t), se π

2 < θ < π

ou seja, κ±(t) é positiva se α′(t)⊥ e α′′(t) apontam para o mesmo semiplano de Π deter-
minado pela reta tangente à α em t e negativa caso contrário.

Vamos obter agora uma fórmula para a curvatura com sinal de α análoga à (2.1).
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Como α é uma curva cujo traço está contido em Π, existem funções diferenciáveis
a, b : I → R tal que α(t) = a(t)u + b(t)w = (a(t), b(t))B. Assim, α′(t)⊥ = (−b′(t), a′(t))B
e

sgn (κ±(t)) = sgn (cos θ) = sgn (〈α′(t)⊥, α′′(t)〉) = sgn (a′(t)b′′(t)− b′(t)a′′(t)). (2.3)

Notemos agora que

det[α′(t), α′′(t),v] = det[a′(t)u + b′(t)w, a′′(t)u + b′′(t)w,v]
= a′(t)b′′(t)− b′(t)a′′(t), (2.4)

onde na última igualdade usamos o fato de {u,w,v} ser uma base ortonormal positiva
para R3. De (2.3) e (2.4) obtemos:

(a) Se 0 6 θ 6 π
2 , então κ±(t) = κ(t) = det[α′(t),α′′(t),w]

‖α′(t)‖3 = a′(t)b′′(t)−b′(t)a′′(t)
‖α′(t)‖3 ;

(b) Se π
2 < θ < π, então κ±(t) = −κ(t) = −

(
−det[α′(t),α′′(t),w]

‖α′(t)‖3

)
= a′(t)b′′(t)−b′(t)a′′(t)

‖α′(t)‖3 .
Portanto, se α(t) = (a(t), b(t))B, então

κ±(t) = 〈α
′(t)⊥, α′′(t)〉
‖α′(t)‖3 = det[α′(t), α′′(t)]B

‖α′(t)‖3 , (2.5)

onde det[w1,w2]B denota o determinante da matriz cujas linhas são as coordenadas dos
vetores w1 e w2 na base B.

No que segue, quando não houver perigo de confusão e com abuso de notação, deno-
taremos κ± simplesmente por κ. ♦

Seja α : I → R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal que
κ(s) > 0. O vetor binormal à α em s é definido por

b(s) = t(s)× n(s),

onde t(s) = α′(s). O referencial ortonormal {t(s), n(s), b(s)} é chamado de triedro de
Frenet da curva α em s.

Derivando b(s), obtemos b′(s) = τ(s)n(s), onde a função τ : I → R é chamada torção
de α em s. Quando α está parametrizada por um parâmetro t, que não é necessariamente
o comprimento de arco, pode ser mostrado que

τ(t) = 〈α
′ × α′′′, α′′〉
‖α′ × α′′‖2 (t) . (2.6)

Diversas propriedades locais de curvas em R3 podem ser obtidas ao se estudar a cur-
vatura, a torção e o triedro de Frenet. Mais detalhes sobre o estudo local de curvas
regualares podem ser consultados em [28].

2.2.2 Superfícies regulares
Um dos objetivos desta seção é definir a curvatura Gaussiana de superfícies e, a partir

dela, entender o comportamento local da superfície com relação a seu plano tangente. A
principal referência para a construção dessa seção é [4], mas aprensentaremos também
alguns resultados de [13].
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Definição 2.24. Um subconjunto M ⊂ R3 é uma superfície regular se, para cada
p ∈ M , existe um aberto V ⊂ R3, com p ∈ V , e uma aplicação x : U → V ∩M definida
em um aberto U ⊂ R2 tal que

(a) x : U → V ∩M é suave, ou seja, se

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U

então as funções x, y, z : U ⊂ R2 → R têm derivadas parciais contínuas de todas as ordens
em U .

(b) x : U → V ∩M é um homeomorfismo.
(c) dxq : R2 → R3 é injetora para todo q ∈ U .

A aplicação x é chamada parametrização ou sistema de coordenadas em p, e
V ∩M é chamada de vizinhança coordenada de M em p.

Observação 2.25. Podemos definir curvas de maneira análoga ao que fizemos para su-
perfícies regulares. Dessa forma, uma curva regular em R3 (resp. R2) é um subconjunto
C ⊂ R3 (resp. R2) tal que para cada p ∈ C existem um aberto V de R3 (resp. R2), com
p ∈ V , um intervalo aberto I ⊂ R e um homeomorfismo diferenciável α : I → V ∩C, com
α(t0) = p e α′(t0) 6= 0, para algum t0 ∈ I. ♦

A condição (3) na Definição 2.24 garante a existência de um plano tangente em
todos os pontos deM . Como os vetores dxq(e1) = xu(q) = (xu(q), yu(q), zu(q)) e dxq(e2) =
xv(q) = (xv(q), yv(q), zv(q)) são linearmente independentes, definimos o plano tangente à
M em p, denotado por TpM , como sendo o plano que tem como base os vetores xu(q) e
xv(q). Em alguns momentos, com abuso de notação e linguagem, denotaremos por TpM o
plano tangente gerado por xu(q) e xv(q) passando por p e em outros momentos passando
pela origem. O contexto em que estivermos inseridos deixará claro com qual plano estamos
trabalhando. Temos bem definido um vetor unitário ortogonal à TpM , dado por

N(p) = xu(q)× xv(q)
‖xu(q)× xv(q)‖

, (2.7)

chamado vetor normal à M em p. Notemos que se N é um vetor normal à M em p, o
mesmo acontece com −N .

Os campos normais são importantes quando se quer estudar orientação de superfícies.
Para não fugir do objetivo deste capítulo, não entraremos em detalhes sobre isso. Um
resultado importante e bem conhecido sobre essa teoria diz que uma superfície regular
M ⊂ R3 é orientável se, e somente se, existe um campo diferenciável N : M → R3 de
vetores normais em M (ver Proposição 1, p.124 de [4]). Além disso, localmente toda
superfície regular é orientável e, como nosso estudo é local, todas as superfícies regulares
que iremos trabalhar são orientáveis. Precisaremos apenas deixar claro qual a orientação
de M , se compatível com N dada em (2.7) ou −N . A aplicação suave N : M → S2 é
chamada de aplicação normal de Gauss de M .

Iremos trabalhar agora com algumas funções definidas sobre superfícies que serão
utilizadas para obter alguns conceitos importantes na teoria de superfícies regulares.

Considerando o produto interno usual 〈 , 〉 em R3 é possível induzir naturalmente um
produto interno em TpM , que denotaremos por 〈 , 〉p, da seguinte forma: se v1,v2 ∈
TpM ⊂ R3, então 〈v1,v2〉p = 〈v1,v2〉. Assim, temos definida uma aplicação bilinear
simétrica

Ip : TpM × TpM → R
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dada por Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉p. Essa aplicação é chamada primeira forma funda-
mental de M em p. A primeira forma fundamental é meramente a expressão de como
M herda o produto interno natural de R3. Geometricamente, é ela que possibilita fazer
medidas sobre a superfície sem fazer menção ao espaço R3, onde M está contida.

Em algumas referências a forma quadrática de TpM em R dada por w 7→ 〈w,w〉p
é chamada de primeira forma fundamental de M em p. Com abuso de notação, vamos
denotar ambas as aplicações por Ip e denotaremos 〈 , 〉p por 〈 , 〉. Notemos que Ip(w) =
‖w‖2 > 0.

Se w1 = a1xu(q)+b1xv(q) e w2 = a2xu(q)+b2xv(q) são vetores em TpM , com ai, bi ∈ R,
i = 1, 2, obtemos

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉 =
(
a1 b1

)(E(q) F (q)
F (q) G(q)

)(
a2
b2

)
,

onde E(q) = 〈xu(q), xu(q)〉, F (q) = 〈xu(q), xv(q)〉 e G(q) = 〈xv(q), xv(q)〉. As funções
E,F,G : U → R são chamadas de coeficientes da primeira forma fundamental de
M em p, e a matriz acima é chamada é matriz da primeira forma fundamental de M em
p. Assim, se w = axu(q) + bxv(q), então

Ip(w) = a2E(q) + 2abF (q) + b2G(q).

Notemos que EG− F 2 = ‖xu × xv‖2 > 0.
Seja N : M → S2 a aplicação normal de Gauss de M . A diferencial de N em p ∈ M ,

dNp, é uma aplicação linear de TpM em TN(p)S2. Como TpM e TN(p)S2 são espaços
vetoriais isomorfos, dNp pode ser vista como uma aplicação linear em TpM . É possível
mostrar ainda que a diferencial dNp : TpM → TpM é uma aplicação linear autoadjunta.

Uma curva em M é uma aplicação α : I ⊂ R→M dada por α(t) = x(u(t), v(t)), onde
(u(t), v(t)) é uma curva parametrizada diferenciável em U . Assim α′(t) = u′(t)xu(u(t), v(t))
+v′(t)xv(u(t), v(t)) ∈ Tα(t)M . Com abuso de notação, denotaremos (N ◦ α)(t) por N(t),
ou seja,

N(t) = N(α(t)) = N(x(u(t), v(t))) .

Assim,
N ′(t) = (N ◦ α(t))′ = dNα(t)(α′(t)) ∈ Tα(t)M .

Logo, 〈N(t), N ′(t)〉 = 0 para todo t ∈ I. Notemos que isso ocorre para qualquer curva
α em M .

Consideremos então p = x(q) ∈ M , α : I → M uma curva parametrizada, dada por
α(t) = x(u(t), v(t)), com α(0) = p, w = α′(0) = u′(0)xu(q) + v′(0)xv(q) ∈ TpM . Assim,
obtemos

N ′(0) = dNp(w) = (N ◦ α)′(0) = d

dt
[(N ◦ x(u(t), v(t)))]t=0

= u′(0)(N ◦ x)u(q) + v′(0)(N ◦ x)v(q).

Escrevendo, com abuso de notação N(u, v) = (N ◦ x)(u, v), obtemos

Nu(q) = (N ◦ x)u(q) = dNp(xu(q))

e
Nv(q) = (N ◦ x)v(q) = dNp(xv(q)) .
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Logo, Nu(u, v) e Nv(u, v) pertencem a Tx(u,v)M e podem ser escritos como

Nu(u, v) = a11xu(u, v) + a21xv(u, v)
Nv(u, v) = a12xu(u, v) + a22xv(u, v), (2.8)

com aij ∈ R. Além disso, podemos escrever N ′(t) = u′(t)Nu(u, v) + v′(t)Nv(u, v).
A forma bilinear simétrica IIp : TpM × TpM → R dada por

IIp(w1,w2) = −〈dNp(w1),w2〉

é chamada segunda forma fundamental de M em p.
Em alguns livros a segunda forma fundamental de M em p é a forma quadrática de

TpM em R, dada por w 7→ −〈dNp(w),w〉. Com abuso de notação, denotaremos ambas
as aplicações por IIp.

Se w1 = a1xu(q)+b1xv(q) e w2 = a2xu(q)+b2xv(q) são vetores em TpM , com ai, bi ∈ R,
obtemos

IIp(w1,w2) = −〈dNp(w1),w2〉 =
(
a1 b1

)( l(q) m(q)
m(q) n(q)

)(
a2
b2

)
, (2.9)

onde

l(q) = 〈−Nu(q), xu(q)〉 = 〈N(q), xuu(q)〉,
m(q) = 〈−Nu(q), xv(q)〉 = 〈−Nv(q), xu(q)〉 = 〈N(q), xuv(q)〉
n(q) = 〈−Nv(q), xv(q)〉 = 〈N(q), xvv(q).〉

As funções l,m, n : U → R são chamadas de coeficientes da segunda forma
fundamental de M em p, e a matriz quadrade de (2.9) é chamada de matriz da segunda
forma fundamental de M em p. Com essas notações, se w = axu(q) + bxv(q), então

IIp(w) = a2l(q) + 2abm(q) + b2n(q).

Definição 2.26. Sejam C uma curva regular em M passando por p ∈M , κ a curvatura
de C em p e cos θ = 〈N, n〉, onde N é o vetor normal à M em p e n o vetor normal à C
em p. O número κn = κ cos θ é chamado curvatura normal de C ⊂M em p.

Notemos que κn(p) = κ(p)〈n(p), N(p)〉 é o comprimento da projeção do vetor κ(p)n(p)
sobre o vetor N(p) com o sinal dado pela orientação N deM em p. Notemos também que
a curvatura normal κn(p) de C em p não depende da orientação de C, pois κ(p) e n(p)
não se alteram quando mudamos a orientação de C, mas muda de sinal quando mudamos
a orientação N da superfície para −N .

É possível mostrar que dada uma curva regular α : I ⊂ R → M , parametrizada pelo
comprimento de arco, com p = α(0) e α′(0) = v, então IIp(v) = κn(p), ou seja, o valor de
IIp em um vetor unitário v ∈ TpM é igual a curvatura normal de qualquer curva em M
que passa por p e é tangente à v em p. Assim, todas as curvas regulares de uma superfície
M que passam por p ∈ M e têm a mesma reta tangente neste ponto, possuem a mesma
curvatura normal em p, isto é, a curvatura normal depende apenas da direção tangente v
e não da curva α. Por esse motivo, a partir de agora a denotaremos por κn(v). Denotando
por π(N(p),v) o plano que passa por p e é paralelo aos vetores N(p) e v, a curva regular
obtida pela interseção de M com π(N(p),v) é chamada de seção normal de M em p ao
longo de v e sua curvatura coincide com o valor absoluto de κn(v).



Geometria Diferencial 39

Se v = axu(q) + bxv(q) 6= 0 é um vetor não necessariamente unitário, então

κn(v) = IIp(v)
Ip(v) = a2l + 2abm+ b2n

a2E + 2abF + b2G
, (2.10)

onde E,F,G, l,m, n são avaliadas em q.

Definição 2.27. Uma direção v ∈ TpM é chamada de direção assintótica se κn(v) = 0.

Segue de (2.10) que v = axu + bxv ∈ TpM é direção assintótica se, e somente se,

a2l + 2abm+ b2n = 0 . (2.11)

Definiremos e enunciaremos a seguir um resultado envolvendo o conceito de direções
conjugadas, que será útil para o estudo do Teorema de Koenderink para superfícies regu-
lares, assunto que trataremos nos próximos capítulos.

Definição 2.28. Dois vetores tangentes v,w ∈ TpM são conjugados se IIp(v,w) = 0.
Duas direções r1 e r2 são conjugadas se um par de vetores não nulos v e w paralelos a r1
e r2, respectivamente, são conjugados.

Proposição 2.29. ([13], p. 144) Dado p ∈M e v = axu(q) + bxv(q) ∈ TpM as seguintes
afirmações são verdadeiras:

(a) Uma direção conjugada à v é v = −(am+ bn)xu(q) + (al + bm)xv(q).
(b) II(v) = (nl −m2)(q)II(v).

(c) κn(v) = κn(v)(nl −m2)(q)‖v‖
2

‖v‖2 .

(d) ‖v‖2‖v‖2 − 〈v,v〉2 = (EG− F 2)(q)II(v)2 .

Observação 2.30. Sejam p um ponto hiperbólico de uma superfície regular M e r uma
direção de TpM . Se r é uma direção assintótica e r é uma direção conjugada a r, então
r//r. ♦

Voltemos ao estudo da diferencial da aplicação normal de Gauss, dNp. Uma vez que
dNp : TpM → TpM é uma aplicação linear autoadjunta, existe uma base ortonormal
{e1, e2} de TpM tal que dNp(e1) = −κ1e1 e dNp(e2) = −κ2e2 (ver Proposição 1, p. 165
de [4]). Além disso, κ1 e κ2 (κ1 > κ2) são o máximo e o mínimo da segunda forma
fundamental IIp restrita ao círculo unitário de TpM , isto é, são os valores extremos da
curvatura normal em p.

O máximo da curvatura normal κ1 e o mínimo da curvatura normal κ2 são chamados
curvaturas principais em p, e as direções correspondentes, isto é, as direções dadas
pelos autovetores e1 e e2 são chamadas direções principais em p. Quando κ1 = κ2,
dizemos que p é um ponto umbílico.

O determinante de dNp é chamado curvatura Gaussiana de M em p, que denotare-
mos por K(p), e o negativo da metade do traço de dNp é chamado de curvatura média
de M em p, que denotaremos por H(p).

Se considerarmos em TpM a base {e1, e2}, então a matriz de dNp é diagonal, composta
pelos autovalores κ1 e κ2. Assim,

K(p) = κ1κ2 e H(p) = κ1 + κ2

2 .
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Agora, se considerarmos {xu(q), xv(q)} como base para TpM , a matriz de dNp nesta
base é dada por

−
(
l m
m n

)(
E F
F G

)−1

.

Assim, os coeficientes (aij) em (2.8) são dados por

a11 = mF − lG
EG− F 2

a21 = lF −mE
EG− F 2

a12 = nF −mG
EG− F 2

a22 = mF − nG
EG− F 2 .

e
K(p) = ln−m2

EG− F 2 (q) e H(p) = En− 2Fm+Gl

2(EG− F 2) (q) . (2.12)

As equações (2.8) com os coeficientes encontrados acima são conhecidas como equa-
ções de Weingarten.

Observação 2.31. O sinal de da curvatura Gaussiana não se altera se trocarmos a orien-
tação da superfície, enquanto a curvatura média muda de sinal ao mudarmos a orientação.
♦

Vamos agora classificar os pontos de uma superfície de acordo com a sua curvatura
Gaussiana. A seguir, veremos que essa classificação tem relação com a geometria local da
superfície.

Definição 2.32. Um ponto p de uma superfície regular M é chamado
(a) Hiperbólico, se K(p) < 0.
(b) Parabólico, se K(p) = 0.
(c) Elíptico, se K(p) > 0.

É possível mostrar que, se p é um ponto elíptico deM , então existe um aberto V ⊂M ,
tal que V \{p} está contido em um dos semiespaços abertos determinados por TpM . Se
p é hiperbólico, então em qualquer vizinhança de p existem pontos de M em ambos os
lados de TpM (Figura 2.2). Quando p é um ponto parabólico, nada podemos afirmar.

Figura 2.2: Comportamento de uma superfície regular com relação ao plano tangente
TpM na vizinhança de um ponto p elíptico e hiperbólico, respectivamente.

Observação 2.33. Um ponto parabólico umbílico p = x(u, v), ou seja, que satisfaz
κ1 = κ2 = 0 é também chamado de ponto parabólico planar ou umbílico chato.
Notemos que para p ser parabólico planar, devemos ter l(u, v) = m(u, v) = n(u, v) = 0.
No entanto, pela Observação 2.21, genericamente o conjunto solução desse sistema é vazio.
Assim, genericamente pontos parabólicos de uma superfície regular são não planares. ♦
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A seguir, iremos calcular a curvatura Gaussiana de uma superfície e encontrar suas
direções assintóticas em 0. Essa superfície será usada para ilustrar alguns resultados que
apresentaremos nos próximos capítulos.

Exemplo 2.34. A superfície M = x(R2), onde x(u, v) = (u, v,−uv − v3), cuja imagem
é dada na Figura 2.3, não tem pontos parabólicos ou elípticos, ou seja, todos os pontos
de M são hiperbólicos. Além disso, em p = 0, as direções u = (1, 0, 0) e v = (0, 1, 0) são
assintóticas.

De fato, como xu(u, v) = (1, 0,−v) e xv(u, v) = (0, 1,−u − 3v2), obtemos que a apli-
cação de Gauss de M é N(u, v) = (v,u+3v2,1)√

1+v2+(u+3v2)2
. Os coeficientes da segunda forma

fundamental de M são

l(u, v) = 0, m(u, v) = −1√
1 + v2 + (u+ 3v2)2

e n(u, v) = −6v√
1 + v2 + (u+ 3v2)2

,

e
K(u, v) = ln−m2

EG− F 2 (u, v) = −1
(EG− F 2) 3

2
(u, v).

Como K(u, v) < 0, para todo (u, v) ∈ R2, obtemos que todos os pontos de M são
hiperbólicos.

Se w = axu(0) + bxv(0), então, por (2.11), obtemos κn(w) = −2ab. Assim as direções
assintóticas à M em 0 são xv(0, 0) = (0, 1, 0), quando a = 0 e xu(0, 0) = (1, 0, 0), quando
b = 0. ♦

Figura 2.3: Superfície dada no Exemplo 2.34, T0M e suas direções assintóticas em 0

Seja α : I ⊂ R → M uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco,
com I um intervalo aberto da reta. Como o vetor α′′(s) é ortogonal a α′(s) ∈ TpM , então
α′′(s) pertence ao plano gerado pelos vetores N(s)× α′(s) e N(s), onde N(s) = N(α(s))
é o vetor normal à M restito a curva α.

Assim,
α′′(s) = a(s) (N(s)× α′(s)) + κn(s)N(s). (2.13)

O número a(s) = 〈α′′(s), N(s) × α′(s)〉 dado na equação (2.13) recebe o nome de
curvatura geodésica de C em p e é denotado por κg(s). Quando κg(s) = 0, dizemos
que a curva α tem uma inflexão geodésica em s.
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Observemos que, como α é uma curva parametrizada por comprimento de arco, então,
de (2.13), obtemos

κ(s)2 = ‖α′′(s)‖2 = κg(s)2 + κn(s)2. (2.14)
Em resumo, temos as expressões κn(s) = 〈α′′(s), N(s)〉 e κg(s) = 〈α′′(s), N(s)×α′(s)〉.

Se α não estiver parametrizada por comprimento de arco, é possível mostrar que

κn(t) = 〈α
′′(t), N(t)〉
‖α′(t)‖2 e κg(t) = 〈α

′′(t), N(t)× α′(t)〉
‖α′(t)‖3 . (2.15)

Forma de Monge

Existe uma parametrização especial para superfícies regulares, chamada forma de
Monge. Essa parametrização considera a superfície como sendo gráfico de função e será
útil em algumas demonstrações que faremos ao longo deste trabalho.

Sejam M uma superfície regular e p ∈ M . Podemos escolher um sistema de coorde-
nadas (x, y, z) de R3 tal que p é a origem de R3, TpM é o plano {z = 0} e a superfície M
é, localmente, o gráfico de uma função z = f(u, v), com (u, v) pertencente a um aberto
U ⊂ R2, com (0, 0) ∈ U e p = f(0, 0). Assim, obtemos a seguinte parametrização de M
em p

x(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ U,
chamada parametrização na forma de Monge. Neste caso, dizemos que M está para-
metrizada localmente na forma de Monge z = f(u, v) em p. Notemos que neste caso o
polinômio de Taylor de f na origem não contém termos contantes ou lineares.

A seguinte proposição fornece a direção normal e os coeficientes das formas fundamen-
tais de uma superfície dada na forma de Monge.

Proposição 2.35. Seja M uma superfície parametrizada localmente na forma de Monge
z = f(x, y) em p. Então:

(a) E = 1 + f 2
u , F = fufv, G = 1 + f 2

v ;
(b) N = 1√

1+f2
u+f2

v

(−fu,−fv, 1);

(c) l = fuu√
1+f2

u+f2
v

, m = fuv√
1+f2

u+f2
v

, n = fvv√
1+f2

u+f2
v

.

Dessa forma, quando M está na forma de Monge, todas as propriedades que vimos
para superfícies regulares que dependem apenas dos coeficientes da primeira e da segunda
forma fundamental passam a depender apenas das derivadas de f . Por exemplo, segue da
equação (2.11) que uma direção tangente v = axu(0) + bxv(0) ∈ TpM , é assintótica se, e
somente se,

a2fuu(0) + 2abfuv(0) + b2fvv(0) = 0. (2.16)

Proposição 2.36. ([13], p. 148) Sejam M uma superfície dada na forma de Monge
z = f(u, v), onde

f(u, v) = a20u
2 + a21uv + a22v

2 + a30u
3 + a31u

2v + a32uv
2 + a33v

3 + . . . ,

p = 0 e v = (0, 1, 0). As seguintes afirmações são verdadeiras:
(a) K(p) = 4a20a22 − a2

21 = 0,
(b) a direção v é assintótica em p se, e somente se, a22 = 0,
(c) se v é uma direção assintótica e p é um ponto parabólico não planar, então o conjunto
parabólico é uma curva regular em p se, e somente se, a32 6= 0 ou a33 6= 0.
(d) p é parabólico planar se, e somente se, a20 = a21 = a22 = 0.
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Dada uma superfície M na forma de Monge, as vezes é conveniente considerar uma
rotação de M de tal forma que as direções principais sejam as direções (1, 0, 0) e (0, 1, 0).
A seguir, faremos uma breve descrição deste processo.

SejaM uma superfície dada na forma de Monge z = f(u, v) e consideremos a expansão
de Taylor de f que, com abuso de notação, também denotaremos por f(u, v). Temos
f(u, v) = 1

2(a20u
2 + a21uv + a22v

2) +O(3), onde O(3) denota os termos de ordem maior
ou igual a 3.

Fazendo uma rotação em torno do eixo-z por um ângulo θ, o coeficiente de xy torna-se
1
2(a22 − a20) sen 2θ + a21 cos 2θ. Dessa forma, existe um valor θ ∈ [0, π) tal que a rotação
de M em torno do eixo z zera o coeficiente do termo xy na expressão de f . Quando
isso acontece, todos os outros coeficientes aij de f podem mudar, mas os termos de
um determinado grau permanecem no mesmo grau, ou seja, os novos termos de grau k
dependerão apenas do termos de grau k original e de θ. Assim, toda superfície regular M
pode ser escrita como z = f̃(u, v) = 1

2(au2+bv2)+O(3). QuandoM é escrita como gráfico
da função f̃ , pela Proposição 2.35 obtemos que os coeficientes das formas fundamentais
em p = 0 são E(0) = G(0) = 1, l(0) = a, n(0) = b, F (0) = m(0) = 0. Assim, por (2.12),
a curvatura Gaussiana em p é K(0) = ab. Logo, as curvaturas principais κ1 e κ2 em 0 são
dadas pelos valores a e b e, por (2.10), obtemos κn(e1) = a e κn(e2) = b. Logo, quando
M está na forma z = f̃(u, v), obtemos que as direções principais são os eixos x e y e M
pode ser escrita como gráfico da função

f̃(u, v) = 1
2(κ1u

2 + κ2v
2) +O(3). (2.17)

2.3 Frentes de onda
Os conceitos que estudaremos nesta seção são importantes para o desenvolvimento do

Capítulo 5. Usamos [17, 24] como principais referências para essa seção.
Nesta seção U denotará um aberto em R2.

Definição 2.37. Uma aplicação suave f : U → R3 é uma frontal se existe um campo
unitário suave ν : U → R3 de vetores normais à f , isto é, ‖ν(p)‖ = 1 e 〈dfp(X), ν(p)〉 = 0,
para todo X ∈ R2 e p ∈ U . Quando (f, ν) : U → R3 × R3 é uma imersão, dizemos que f
é uma frente de onda (ou simplesmente frente) e ν é a aplicação de Gauss de f .

Observação 2.38. Nos pontos regulares da frente f , a aplicação ν coincide, a menos de
sinal, com a aplicação normal de Gauss N . Dessa forma, ν pode ser considerada uma
generalização da aplicação normal de Gauss e, por isso, recebe o nome de aplicação de
Gauss. ♦

Exemplo 2.39. Toda parametrização de superfícies regulares é uma frente de onda,
basta tomar ν como sendo a aplicação normal de Gauss da parametrização. Assim, toda
superfície regular é localmente imagem de uma frente de onda. No entanto, uma frente
de onda não é necessariamente regular, como veremos nos próximos exemplos. ♦

Recordemos que o conjunto singular de f : U ⊂ R2 → R3 é dado por

Σf = {q ∈ U : rank dfq < 2},

e denotado por por Σf .
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Exemplo 2.40. Seja f(u, v) = (u, v2, v3), cuja imagem é dada na Figura 2.4.
Temos fu(u, v) = (1, 0, 0), fv(u, v) = (0, 2v, 3v2) e fu × fv(u, v) = v(0,−3v, 2). Logo,

Σf coincide com o eixo-u .
Seja

ν(u, v) = 1√
4 + 9v2

(0,−3v, 2).

Então ν é um campo unitário de vetores normais à f . Além disso, como fu(u, 0) =
(1, 0, 0), fv(u, 0) = 0 e νv(u, 0) = (0,−3

2 , 0), então (f, ν) é uma imersão e, portanto, f é
uma frente. ♦

Figura 2.4: Imagem da frente f(u, v) = (u, v2, v3) dada no Exemplo 2.40

Exemplo 2.41. Consideremos f(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v), cuja imagem é dada
na Figura 2.5. Temos fu(u, v) = (12u3 + 2uv, 12u2 + 2v, 0), fv(u, v) = (u2, 2u, 1) e fu ×
fv(u, v) = (12u2 + 2v)(1,−u, u2), de onde seque que o conjunto singular de f é Σf =
{(u,−6u2); u ∈ R}. Assim,

ν(u, v) = 1√
1 + u2 + u4

(1,−u, u2).

é um campo unitário de vetores normais à f e, como fu(u,−6u2) = νv(u,−6u2) = 0,
fv(u,−6u2) 6= 0 e νu(u,−6u2) 6= 0, segue que (f, ν) é uma imersão e, portanto, f é uma
frente. ♦

Figura 2.5: Imagem da frente f(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v) dada no Exemplo 2.41

As aplicações apresentadas nos Exemplos 2.40 e 2.41 são formas normais de frentes
que recebem nomes especiais, como segue.

Definição 2.42. Uma aplicação f : U → R3 é uma
(a) cuspidal edge se é A-equivalente a f(u, v) = (u, v2, v3),
(b) rabo de andorinha se é A-equivalente a g(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v).
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As formas normais definidas acima são chamadas de cuspidal edge e rabo de andorinha
usuais. O exemplo a seguir apresenta frentes que veremos serem cuspidal edges.

Exemplo 2.43. Seja f(u, v) = (au2 + v2, bv2 + v3, u), com a, b ∈ R. Temos fu(u, v) =
(2au, 0, 1), fv(u, v) = (2v, 2bv+3v2, 0) e fu×fv(u, v) = v(−3v−2b, 2, 2au(3v+2b)). Logo,
o conjunto singular de f é Σf = {(u, 0); u ∈ R}, e o campo unitário de vetores normais à
f é

ν(u, v) = 1
δ(u, v)(−3v − 2b, 2, 2au(3v + 2b)),

onde δ(u, v) =
√

4 + (1 + 4a2u2)(4b2 + 12bv + 9v2).
Como fu(u, 0) 6= 0, fv(u, 0) = 0, νu(u, 0) 6= 0 e νv(u, 0) 6= 0, então (f, ν) é uma imersão

e, portanto, f é uma frente.
A superfície f(U) é dada na Figura 2.6 para a = b = 1 à esquerda, e a = −1 e b = 1

à direita. ♦

Figura 2.6: Superfícies dadas no Exemplo 2.43

Observação 2.44. Podemos definir também frentes de onda para aplicações de R em
R2. Uma aplicação γ : I → R2, onde I é um aberto em R, é chamada de frente de onda
(ou frente) se existe um campo unitário suave νγ : I → R2 de vetores normais à γ, ou
seja, 〈γ′(t), νγ(t)〉 = 0, e tal que (γ, νγ) : I → R2 × R2 é uma imersão.

Claramente toda curva plana regular é uma frente. Consideremos agora γ : R → R2

a aplicação dada por γ(t) = (t2, t3). Como γ′(t) = t(2, 3t), a curva γ é singular apenas
em t = 0. Tomando νγ(t) = 1√

4+9t2 (−3t, 2), obtemos 〈γ′(t), νγ(t)〉 = 0, para todo t ∈ I, e
(γ′(0), ν ′γ(0)) = (0, 0, 0, 1). Portanto, γ é uma frente. ♦

A partir de agora, nesta seção, f : U → R3 será uma frente, com f(U) = M e ν a
aplicação de Gauss de f . Notemos que nos pontos regulares de f , ν é paralelo a fu × fv
e M é localmente uma superfície regular.

Definição 2.45. A função λ : U → R definida por

λ(q) = 〈fu(q)× fv(q), ν(q)〉 = det(fu, fv, ν)(q)

é chamada função densidade de área de f .

Como
λ(q) = 0⇔ fu(q)× fv(q) = 0⇔ q ∈ Σf ,

então Σf = λ−1(0). Se q /∈ Σf , então λ(q) 6= 0. Assim, λ(q) > 0 quando fu(q) × fv(q)
e ν(q) apontam para o mesmo semiespaço determinado por Tf(q)M , e λ(q) < 0 quando



46 Preliminares

fu(q) × fv(q) e ν(q) apontam para semiespaços opostos de Tf(q)M . Denotaremos por
U+ (resp. U−) o aberto de R2 formado pelos pontos (u, v) tais que λ(u, v) > 0 (resp.
λ(u, v) < 0).
Definição 2.46. Seja q ∈ Σf . Dizemos que q é um ponto singular não degenerado de
f se q é um ponto regular de λ, ou seja, se λu(q) e λv(q) não se anulam simultaneamente.

Como Σf = λ−1(0) segue, pelo Teorema da Função Implícita, que Σf é localmente uma
curva regular nos pontos singulares não degenerados de f , a qual chamaremos de curva
singular de f . Cada direção tangente à curva singular é chamada direção singular.

A partir de agora, dado q um ponto singular não degenerado de f , denotaremos por
γ : (ε, ε) → U (ε > 0) uma parametrização para a curva singular, com γ(0) = q e vamos
supor que γ(t) é um ponto singular não degenerado para todo t ∈ (−ε, ε). Observamos
que o núcleo da aplicação dfq tem dimensão 1. De fato, suponha que dim(ker dfq) = 2.
Então fu(q) = fv(q) = 0, de onde segue que

λu(q) = det(fuu, fv, ν)(q) + det(fu, fuv, ν)(q) + det(fu, fv, νu)(q) = 0

e, analogamente, λv(q) = 0, o que é um absurdo, pois q é um ponto singular não degene-
rado de f . Portanto, dim(ker dfq) = 1.
Definição 2.47. Seja q ∈ Σf um ponto singular não degenerado. Para cada t ∈ (−ε, ε)
existe um subespaço vetorial de dimensão 1 em R2, chamado de direção nula, que é o
núcleo da aplicação linear dfγ(t). Podemos escolher um campo suave de vetores η(t) ao
longo de γ tal que η(t) pertença a direção nula para todo t, ou seja, dfγ(t)(η(t)) = 0,
chamado de campo anulador de vetores ao longo de γ.

Com abuso de linguagem, chamaremos um vetor pertencente a direção nula de direção
nula.

Se q ∈ Σf é não degenerado, então dfq(R2) é uma reta. Definimos a direção tangente
à M em q como sendo a direção paralela à dfq(R2) e a reta tangente à M em f(q),
denotada por vtg, como sendo a reta que passa por f(q) e é paralela direção tangente. O
plano normal àM em f(q), denotado por Nf(q)M , é definido como o plano perpendicular
a dfq(R2) passando por f(q). Além disso, dizemos que um vetor w ∈ R3 é normal à M
em f(q) quando w for ortogonal a dfq(R2). Na Figura 2.7 esboçamos o plano normal e a
reta tangente para a cuspidal edge usual.

Figura 2.7: Reta tangente e plano normal à uma cuspidal edge M

Como ν é um campo de vetores normais a f , podemos definir o “plano tangente
limitante” à M em pontos singulares da seguinte forma.
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Definição 2.48. Dado q ∈ U , o plano tangente limitante à M em f(q) é o plano
ortogonal a ν(q) passando por f(q) e o denotaremos também por Tf(q)M .

O resultado que enunciaremos a seguir fornece critérios para que um ponto singular
de uma frente seja uma cuspidal edge.
Teorema 2.49. ([24]) Um ponto singular não degenerado q = γ(t) de uma frente de
onda f é uma cuspidal edge se, e somente se, a direção nula e a direção singular são
transversais em q, isto é, det(γ′(t), η(t)) 6= 0.
Exemplo 2.50. Consideremos a cuspidal edge f(u, v) = (u, v2, v3). Pelo Exemplo 2.40
temos que Σf coincide com o eixo-u e ν(u, v) = 1√

9v2 + 4
(0,−3v, 2) é um campo unitário

de vetores normais à f .
Uma vez que fv(u, 0) = 0, dado (u, 0) ∈ Σf , obtemos λv(u, 0) = det(fu, fvv, ν)(u, 0) =

2. Logo, todo ponto singular de f é não degenerado. Se γ(t) = (u(t), 0) é uma parame-
trização para a curva singular, com t ∈ (−ε, ε), então η(t) = (0, 1) é um campo anulador
de vetores ao longo de γ, pois dfγ(t)(0, 1) = fv(γ(t)) = 0, para todo t ∈ (−ε, ε).

Como em todo ponto de Σf a direção singular é paralela ao vetor (1, 0) e a direção
nula é o vetor (0, 1), as direções singulares e nulas são transversais, o que está de acordo
como o teorema anterior.

Além disso, os pontos singulares de f(U) estão sobre o eixo-x, pois f(u, 0) = (u, 0, 0).
Como ν(u, 0) = (0, 0, 1), o plano tangente limitante em um ponto (u, 0, 0) é o plano-xy.
O plano normal em (u, 0, 0) é paralelo ao plano {x = 0} passando por (u, 0, 0), uma vez
que a reta tangente a cuspidal edge é paralela a fu(u, 0) = (1, 0, 0). ♦

Exemplo 2.51. Vamos mostrar que f(u, v) = (au2 + v2, bv2 + v3, u), onde a, b ∈ R, dada
no Exemplo 2.43 é uma cuspidal edge.

Vimos que o conjunto singular de f é o eixo-u. Como fv(u, 0) = 0, então λv(u, 0) =

det(fu, fvv, ν)(u, 0) = 4b2

δ(u, 0) + 16a2b2u2 + 4 6= 0. Logo, todos os pontos singulares de f
são não degenerados.

A direção singular em todo ponto de Σf é paralela ao vetor (1, 0) e, como fv(u, 0) = 0
o campo anulador de vetores η(t) é paralelo ao vetor (0, 1). Assim, como as direções
singular e nula são transversais em cada ponto de Σf , concluímos que o conjunto singular
de f é formado por cuspidal edges. ♦

Muitas vezes, para estudar propriedades de uma frente f : U → R2 é interessante
considerar um sistema de coordenadas especial para R2. Dado um ponto singular não
degenerado q ∈ U , esse sistema de coordenadas (u, v) está centrado no ponto q e satisfaz:

(a) é compatível com a orientação de R2,
(b) a curva singular é o eixo-u, e
(c) não existem pontos singulares de f fora do eixo-u.
O sistema de coordenadas (u, v) que satisfaz as condições definidas acima é chamado

de sistema de coordenadas adaptado com respeito a q.
A seguir, enunciamos um lema que auxilia na obtenção de algumas propriedades de

frentes.
Lema 2.52. ([3], p. 86) Seja f : U ⊂ R2 → R uma função suave definida em uma
vizinhança U de 0. Suponha que f(u, 0) = 0, para u suficientemente próximo de 0.
Então, existe uma função suave f1(u, v) definida em uma vizinhança de 0 tal que

f(u, v) = vf1(u, v).
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Observação 2.53. No sistema de coordenadas adaptado (u, v) as funções λ e λu se
anulam sobre o eixo-u, e λv não se anula sobre o eixo-u. De fato, como o eixo u é formado
por pontos singulares, então λ(u, 0) = 0. Assim, pelo Lema 2.52, existe uma função suave
λ1(u, v) tal que λ(u, v) = vλ1(u, v), de onde concluímos que λu(u, 0) = 0. Como a curva
singular é formada por pontos singulares não degenerados, concluímos que λv nunca se
anula sobre o eixo-u. Como λv(u, 0) = λ1(u, 0), então λ1 não muda de sinal em U e,
assim, λ = vλ1 muda de sinal quando cruza o eixo-u. Podemos concluir então que a curva
singular separa U em duas regiões U+ e U−, onde λ > 0 e λ < 0, respectivamente. ♦

Dada uma frente f : U → R3 e sua aplicação de Gauss ν, sabemos que f(U) não é
necessariamente uma superfície regular, logo a primeira e a segunda formas fundamentais
não estão definidas. A seguir, de forma análoga ao que é feito para superfícies regulares,
iremos definir as formas fundamentais para f .

Dado q ∈ U , o produto interno em R3 induz uma aplicação Iq : R2×R2 → R dada por

Iq(v,w) = 〈dfq(v), dfq(w)〉,

chamada de primeira forma fundamental de f em q, e seus coeficientes são definidos
por

Ef (q) = Iq(e1, e1) = 〈fu(q), fu(q)〉
Ff (q) = Iq(e1, e2) = 〈fu(q), fv(q)〉
Gf (q) = Iq(e2, e2) = 〈fv(q), fv(q)〉,

onde {e1, e2} é a base canônica de R2.
Se w = (a, b) ∈ R2, então

Iq(w,w) = a2Ef (q) + 2abFf (q) + b2Gf (q).

Para definir a segunda forma fundamental para superfícies regulares consideramos a
aplicação normal de Gauss N . Para a frente de onda f vamos considerar a aplicação de
Gauss ν, que é um campo de vetores normais unitários à f .

A segunda forma fundamental de f em q é a aplicação IIq : R2 × R2 → R dada
por

IIq(v,w) = −〈dνq(v),w〉.

Se v = (a, b) ∈ R2, então

IIq(v,v) = a2lf (q) + 2abmf (q) + b2nf (q),

onde

lf (q) = 〈−νu(q), fu(q)〉 = 〈fuu(q), ν(q)〉
mf (q) = 〈−νu(q), fv(q)〉 = 〈−νv(q), fu(q)〉 = 〈fuv(q), ν(q)〉
nf (q) = 〈−νv(q), fv(q)〉 = 〈fvv(q), ν(q)〉

são chamados de coeficientes da segunda forma fundamental de f em q.
Observemos que em pontos regulares de f os coeficientes da primeira forma funda-

mental coincidem com aqueles obtidos para superfícies regulares, enquanto os coeficientes
da segunda forma fundamental coincidem a menos de sinal, pois ν(q) = ±N(q).
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2.3.1 Forma normal especial e invariantes geométricos para a
cuspidal edge

Recordemos que dada uma superfície regular, é possível, através de movimentos rigí-
dos, isto é, que não alteram a forma da superfície, obtê-la como gráfico de uma função
suave f(u, v) (forma de Monge). De forma análoga, iremos apresentar agora a forma nor-
mal especial para cuspidal edges e alguns de seus invariantes que usaremos nos próximos
capítulos.

Dada uma cuspidal edge é possível fazer mudanças de coordenadas por difeomorfismos
na fonte e isometrias na meta tal que a aplicação original seja A-equivalente a

f(u, v) =
(
u, a(u) + 1

2v
2, b1(u) + v2b2(u) + v3b3(u, v)

)
, (2.18)

onde (u, v) pertence a uma vizinhança U da origem, a(0) = a′(0) = b1(0) = b′1(0) =
b2(0) = 0 e b3(0) 6= 0. Assim, podemos escrever

a(u) = 1
2a20u

2 + 1
6a30u

3 + 1
24a40u

4 +O(5),
b1(u) = 1

2b20u
2 + 1

6b30u
3 + 1

24b40u
4 +O(5),

b2(u) = 1
2b12u+ 1

6b22u
2 +O(3),

b3(u, v) = 1
6b03 + 1

6b13u+O(2).

A parametrização (2.18) é chamada de forma normal especial da cuspidal edge e
foi obtida no Teorema 3.1 de [17]. Os coeficientes das funções a, b1, b2, b3 são unicamente
determinados, logo podem ser considerados invariantes geométricos. Como as mudanças
de coordenadas na meta são feitas usando apenas isometrias, a forma da cuspidal edge não
se altera, o que é importante quando queremos estudar suas propriedades geométricas.

De (2.18) obtemos

fu(u, v) = (1, a′(u), b′1(u) + b′2(u)v2 + (b3)u(u, v)v3)

e
fv(u, v) = (0, v, 2vb2(u) + 3v2b3(u, v) + v3(b3)v(u, v)).

Logo,

fu × fv = v(a′(2b2 + 3vb3 + v2(b3)v)− b′1 − v2b′2 − v3(b3)u,−2b2 − 3vb3 − v2(b3)v, 1),

onde fu×fv e b3 e suas derivadas são avaliadas em (u, v) e as demais funções avaliadas em
u. Concluímos então que o conjunto singular de f está contido no eixo-u, a reta tangente
a M = f(U) em 0 é paralela a (1, 0, 0) e

ν(u, v) = 1
δ(u, v)(a′(2b2 + 3vb3 + v2(b3)v)− b′1 − v2b′2 − v3(b3)u,−2b2 − 3vb3 − v2(b3)v, 1),

(2.19)
onde

δ(u, v) =
√

1 + (2b2 + 3vb3 + v2(b3)v)2 + (a′(2b2 + 3vb3 + v2(b3)v)− b′1 − v2b′2 − v3(b3)u)2

é a aplicação de Gauss de f . Logo, ν(0) = (0, 0, 1).
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Considerando γ(t) = (t, 0) uma parametrização para o conjunto singular de f , obtemos
γ̂(t) = f ◦ γ(t) = (t, a(t), b(t)). Uma vez que γ̂′(0) = (1, 0, 0), γ̂′′(0) = (0, a20, b20) e
γ̂′′′(0) = (0, a30, b30), por (2.6) a torção de γ̂ em t = 0 é

τγ̂(0) = a20b30 − b20a30

b2
20 + a2

20
, (2.20)

e, por (2.2), a curvatura de γ̂ em t = 0 é

κγ̂(0) =
√
a2

20 + b2
20. (2.21)

A seguir iremos apresentar alguns invariantes para cuspidal edge e calcular seus valores
para a forma normal (2.18) em 0. Para detalhes, ver [17]

No que segue, f : U → R3, denotará uma cuspidal edge, com 0 ∈ U , γ(t) uma
parametrização para a curva singular de f com γ(0) = 0, η o campo anulador de vetores
ao longo de γ tal que {ξ, η} é uma base positiva para R2, onde ξ é a direção tangente a
γ(t), e γ̂ = f ◦ γ(t).

Denotaremos, quando não houver perigo de confusão e com abuso de notação, ν ◦ γ(t)
apenas por ν(t) e por fηi a i-ésima derivada direcional de f na direção do vetor η. Assim,
fη = df(η), fη2 = fηη = fη(η), e assim sucessivamente.

Curvatura normal limitante e torção cuspidal

Definição 2.54. Com as notações acima, definimos:
(a) A curvatura normal limitante em γ(t) é

κν(t) = 〈γ̂
′′, ν〉
‖γ̂′‖2 (t).

Denotaremos por κn o módulo de κν , isto é, κn(t) = |κν(t)|.
(b) A torção cuspidal em γ(t) é

κt(t) = det[fξ, fηη, fηηξ]
‖fξ × fηη‖2 (t)− det[fξ, fηη, fξξ]〈fξ, fηη〉

‖fξ‖2‖fξ × fηη‖2 (t).

Para não fugir do objetivo desta seção, que é apenas apresentar a forma normal e
alguns invariantes para cuspidal edges para, no Capítulo 5, relacioná-los às classes de sin-
gularidades da projeção ortogonal dessas superfícies, não entraremos em detalhes sobre as
definições e resultados dos invariantes que definimos. Destacamos apenas que esses inva-
riantes possuem interpretações geométricas, por exemplo, se a curvatura normal limitante
é positiva em q = γ(t) (resp. negativa) então γ̂ está contida localmente no semiespaço de
R3 determinado pelo plano tangente limitante que aponta ν(q) (resp. −ν(q)) (Figura 2.8)
(Ver [24], p. 515). Já a torção cuspidal mede a rotação da direção de cúspide ao longo da
curva singular da cuspidal edge (mais detalhes em [17], p. 457).

Notemos que, de (2.15), se calcularmos κν(t) em uma curva regular α contida na parte
regular da cuspidal edge M , então κν coincide com a curvatura normal κn. Por isso, κν
recebe o norme de curvatura normal limitante.

Exemplo 2.55. Encontremos os valores dos invariantes da Definição 2.54 para a forma
normal (2.18) em 0. Para essa parametrização, temos γ(t) = (t, 0) e, então, γ̂(t) =
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Figura 2.8: Cuspidal edge com curvatura normal limitante negativa à esqueda, e positiva
à direita.

(t, a(t), b(t)) e η = (0, 1) é uma direção nula em todo ponto de γ com {γ′(t), η} formando
base positiva para R2.

(a) Como γ̂′(0) = (1, 0, 0), γ̂′′(0) = (0, a′′(0), b′′1(0)) e ν(0) = (0, 0, 1), obtemos que a
curvatura normal limitante em 0 é κν(0) = b′′1(0) = b20.

(b) Como fu(0) = (1, 0, 0) e fuvv(0) = (0, 0, b12) obtemos o valor da torção cuspidal
κt(0) = b12. ♦

Curvatura singular

Como a curvatura singular será usada na extensão do Teorema de Koenderink para
cuspidal edges, iremos trabalhar um pouco mais suas propriedades.

Definição 2.56. A curvatura singular ao longo de γ é dada por

κs(t) = sgn (dλγ(t)(η(t)))det(γ̂′(t), γ̂′′(t), ν(t))
‖γ̂′(t)‖3 ,

onde γ̂(t) = f ◦ γ(t) e λ é a função densidade de área de f .

É possível mostrar que a curvatura singular não depende do parâmetro escolhido para
parametrizar γ, nem da orientação de γ nem da escolha da aplicação de Gauss ν. Para
detalhes sobre a curvatura singular, ver, por exemplo, [24].

Para dar um interpretação geométrica da curvatura singular, denotemos por n e T o
vetor normal e o plano retificante a γ̂ em t, respectivamente. Se κs(t) é positiva então,
localmente a cuspidal edge M está contida no semiespaço determinado por T que contém
n(t), caso contrário, há pontos da cuspidal edge em ambos os semiespaços determinado
por T (Figura 2.9) (para detalhes ver [24]).

Notemos que, se calcularmos o valor absoluto de κs para uma curva regular α definida
na parte regular de M , iremos obter, por (2.15) e a menos de sinal, a curvatura geodésica
de α.

Observação 2.57. Uma vez que dλγ(t)(η(t)) = 〈∇λ(γ(t)), η(t)〉, obtemos sgn (dλγ(t)(η(t)))
= sgn (cos θ), onde θ é o ângulo entre ∇λ(γ(t)) e η(t). Sabemos que o vetor ∇λ(γ(t))
é ortogonal a γ(t) e aponta para U+. Como {γ′(t), η(t)} é uma base positiva para R2,
então η(t) aponta para o lado esquerdo de γ. Assim, supondo que o lado esquerdo de γ
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Figura 2.9: Cuspidal edge com curvatura singular negativa à esqueda, e positiva à direita.

é U+, então 0 6 cos θ < π
2 e sgn (dλγ(t)(η(t))) = +1. Se o lado esquerdo de γ é U−, então

sgn (dλγ(t)(η(t))) = −1. Concluímos então, que

sgn (dλγ(t)(η(t))) =
+1, se o lado esquerdo de γ é U+

−1, se o lado esquerdo de γ é U−
.

♦

Consideremos o sistema de coordenadas adaptado (u, v) e γ(u) = (u, 0) uma para-
metrização para a curva singular. Seja η(u) = (a(u), e(u)) o campo anulador de ve-
tores ao longo de γ, onde a e e são funções suaves. Como {γ′(u), η(u)} é uma base
positiva para R2, então det(γ′(u), η(u)) > 0 e, como γ′(u) = (1, 0), concluímos que
e(u) > 0. Pela Observação 2.53, λu(u, 0) = 0. Logo, neste sistema de coordenadas
sgn (dλγ(u)(η(u))) = sgn (〈∇λ(γ(u)), η(u)〉) = sgn (λv(γ(u))) e, portanto, a curvatura sin-
gular em (u, 0) é dada por

κs(u) = sgn (λv(u, 0))det(fu, fuu, ν)
‖fu‖3 (u, 0), (2.22)

onde, pela Observação 2.57,

sgn (λv) =
+1, se o lado esquerdo de γ é U+

−1, se o lado esquerdo de γ é U−
. (2.23)

Exemplo 2.58. Consideremos a cuspidal edge f(u, v) = (u, v2, v3). Pelo Exemplo 2.40
a curva singular de f está contida no eixo-u e o sistema de coordenadas em que f está
definida é um sistema de coordenadas adaptado em 0. Assim, podemos aplicar (2.22)
para calcular a curvatura singular de f . Como fuu(u, 0) = (0, 0, 0), então κs(u) = 0, para
todo ponto singular de f . ♦

Exemplo 2.59. Seja f(u, v) = (au2 + v2, bv2 + v3, u), com a, b ∈ R, a cuspidal edge do
Exemplo 2.43, que tem a curva singular contida no eixo-u.

Pelo Exemplo 2.51, obtemos λv(u, 0) > 0 e, assim, por (2.22),

κs(u) = 2a
(4a2u2 + 1) 3

2

√
1 + b2(1 + 4a2u2)

. (2.24)



Formas Diferenciais 53

Exemplo 2.60. Seja f uma cuspidal edge na forma normal (2.18). Como fu(0) =
(1, 0, 0), fvv(0) = (0, 1, 0) e ν(0) = (0, 0, 1), obtemos λv(0) = 1. Logo, como fuu(0) =
(0, a′′(0), b′′1(0)), por (2.22) obtemos

κs(0) = a′′(0) = a20.

♦

Notemos que dos valores de κs(0) e de κν(0) (encontrado no Exemplo 2.55(a)) para a
forma normal (2.18) e de (2.21), obtemos que κγ̂(0)2 = κs(0)2 + κν(0)2. Por (2.14), essa
identidade já era conhecida para curvas regulares na parte regular de M e, como vimos,
se estende para γ̂ com as curvaturas normal limitante e singular.

2.4 Formas Diferenciais
O estudo de formas diferenciais se faz necessário neste trabalho pois, ao estudar uma

extensão do Teorema de Koenderink para superfícies singulares, iremos trabalhar com a
1-forma curvatura e a 2-forma curvatura Gaussiana de aplicações em R2 e R3, respecti-
vamente. A referência usada nesta seção é [5].

Seja E um espaço vetorial de dimensão n sobre R. Denotamos por E∗ = L(E,R) o
espaço vetorial dos funcionais lineares F : E → R, o qual chamaremos de espaço dual
de E, e que tem a mesma dimensão de E.

Dada uma base B = {v1, . . . , vn} de E, existe uma base B∗ = {F1, . . . , Fn} de E∗
chamada base dual de B satisfazendo:

Fi(vj) = δij, onde δij =
0, se i 6= j

1, se i = j
.

Assim, dado v =
n∑
i=1

αivi ∈ E, obtemos Fi(v) = αi, para i = 1, . . . , n. Conse-

quentemente, v =
n∑
i=1

Fi(v)vi. Além disso, dado um funcional linear F ∈ E∗, supondo

F =
n∑
i=1

βiFi, então F (vi) = βi, para i = 1, . . . , n. Assim, F =
n∑
i=1

F (vi)Fi.

Seja B = {e1, . . . , en} a base canônia de Rn. Uma base para o espaço dual de Rn,
(Rn)∗, é obtida tomando {dxi | i = 1, . . . , n}, onde xi : Rn → R é a projeção na i−ésima
coordenada, pois

dxi(ej) = ∂xi
∂xj

=
0, se i 6= j

1, se i = j
.

Definição 2.61. Uma 1-forma em Rn é uma aplicação ω que para cada p ∈ Rn um
elemento ω(p) ∈ (R3)∗. A 1-forma ω pode ser escrita como

ω(p) = a1(p)dx1 + . . . an(p)dxn

ou
ω =

n∑
i=1

aidxi,

onde ai são funções em Rn. Se as funções ai são diferenciaveis, então ω é chamada de
1-forma diferenciável.
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Seja Λ2(Rn) o conjunto das aplicações ϕ : Rn × Rn que são bilineares e alternadas,
isto é, são lineares em cada coordenada e satisfazem ϕ(v1,v2) = −ϕ(v2,v1). Com as
operações usuais funções, Λ2(Rn) é um espaço vetorial.

Quando ϕ1, ϕ2 ∈ (Rn)∗, então ϕ1 ∧ ϕ2 ∈ Λ2(Rn), onde

(ϕ1 ∧ ϕ2)(v1,v2) = det(ϕi(vj)) =
∣∣∣∣∣ϕ1(v1) ϕ1(v2)
ϕ2(v1) ϕ2(v2)

∣∣∣∣∣ .
O conjunto {dxi∧dxj | i < j} é uma base para Λ2(Rn). Além disso, valem as seguintes

igualdades:
dxi ∧ dxj = −(dxj ∧ dxi), i 6= j

e
dxi ∧ dxi = 0

Definição 2.62. Uma 2-forma em Rn é uma aplicação ω que para cada p ∈ Rn associa
um elemento ω(p) ∈ Λ2(Rn). A 2-forma ω pode ser escrita da forma

ω(p) =
∑
i<j

aijdxi ∧ dxj, i, j = 1, . . . , n,

onde aij são funções reais em Rn. Quando as funções aij são diferenciáveis, ω é chamada
de 2-forma diferenciável.



CAPÍTULO 3

PROJEÇÃO ORTOGONAL DE SUPERFÍCIES EM R3

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições e resultados sobre a teoria de con-
tato entre subvariedades diferenciáveis em Rn. Para evitar deixar o capítulo por demais
extenso, vamos priorizar os resultados referentes ao estudo do contato de superfícies com
retas.

A principal referência para este capítulo é o livro [13], que apresenta em seu Capítulo
4 alguns dos resultados da teoria geral de contato entre subvariedades desenvolvida por
J. Montaldi em sua tese de doutorado [20] e reune alguns resultados de [1, 12, 14] sobre
a projeção ortogonal em planos de superfícies em R3.

3.1 Contato entre subvariedades de R3

Definição 3.1. Sejam Mi, Ni, i = 1, 2 germes de subvariedades de Rn com dim(M1) =
dim(M2) = m e dim(N1) = dim(N2) = d. Dizemos que o contato entreM1 e N1 em y1 é do
mesmo tipo que o contato entre M2 e N2 em y2 se existe um germe de difeomorfismo
Φ : (Rn, y1) → (Rn, y2) tal que Φ(M1) = M2 e Φ(N1) = N2. Neste caso, escrevemos
K(M1, N1; y1) = K(M2, N2; y2).

A definição acima gera uma relação de equivalência entre os pares de subvariedades
de Rn.

Se M é dado como imagem de um germe de imersão g : (M̃, x) → (Rn,0), isto é,
g(M̃) = M , onde M̃ ⊂ Rl é uma subvariedadem-dimensional e N é dado localmente como
conjunto de zeros de um germe de submersão f : (Rn,0)→ (Rk,0), isto é, N = f−1(0), o
germe de composição f ◦ g é chamado de germe de aplicação de contato entre M e N .

Sabemos que dadas as subvariedades em Rn podemos fazer diferentes escolhas de
germes de imersões e submersões para obtê-las e, assim, existem diferentes germes de
aplicação de contato entre essas subvariedades. No entanto, vale o seguinte lema.

Lema 3.2. ([13], p. 76) Para qualquer par de germes da subvariedades em Rn, a K-classe
da aplicação de contato depende apenas dos germes das subvariedades e não da aplicação
de contato.

O teorema enunciado a seguir possibilita saber quando dois pares de subvariedades
têm o mesmo tipo de contato analisando as singularidades das aplicações de contato entre
elas. Mais precisamente, vale o seguinte resultado.
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Teorema 3.3. ([13], p. 76) Sejam gi : (Mi, xi) → (Rn,0) germes de imersão e
fi : (Rn,0) → (Rk,0) germes de submersão com Ni = f−1(0), i = 1, 2. Os pares
(M1, N1) e (M2, N2) têm o mesmo tipo de contato se, e somente se, f1 ◦ g1 e f2 ◦ g2 são
K-equivalentes.

Segue do teorema acima que podemos classificar o tipo de contato entre duas subva-
riedades de acordo com a K-classe de singularidade do germe de aplicação de contato.

Exemplo 3.4. Sejam C1 um germe de curva regular em R2, parametrizada localmente
em p ∈ C1 por α : (R, 0)→ R2 e C2 um germe de curva regular em R2 dada como imagem
inversa do zero por F : (R2,0) → R. O germe de aplicação de contato entre C1 e C2 é
dado por h = F ◦α : (R, 0)→ R. Dizemos que as curvas C1 e C2 têm contato de ordem
k + 1 em 0 quando h tem uma singularidade Ak em 0, a qual pode ser caracterizada
usando a Observação 2.16.

Tomando, por exemplo, C1 = α(R, 0), onde α é dada por α(t) = (t, 0) e C2 = F−1(0),
onde F é dada por F (u, v) = 2uk + 3v, obtemos h(t) = F ◦ α(t) = 2tk. Assim, pela
Observação 2.16, concluímos que C1 e C2 têm contato de ordem k em 0. ♦

Iremos definir a seguir o conceito de transversalidade entre subvariedades e depois
provaremos uma relação entre este conceito com o estudo de contato entre subvariedades.

veremos uma relação entre este conceito e o contato entre subvariedades transversais.

Definição 3.5. Sejam M uma variedade diferenciável, f : (M,x) → (Rn, y) um germe
de aplicação diferenciável, e N uma subvariedade de Rn. Dizemos que f é transversal
a N em x quando f(x) /∈ N ou f(x) ∈ N e Tf(x)N + dfx(TxM) = Rn. Dizemos que
duas subvariedades diferenciáveis M e N em Rn são transversais em x quando tomamos
f como sendo a inclusão i : (M,x) → (Rn, x), isto é, quando x ∈ M ∩ N implicar
TxM + TxN = Rn.

Proposição 3.6. Sejam M e N subvariedades de Rn, tal que M é m-dimensional, dado
por um germe de imersão g : (M̃, x) → (Rn,0), e N é a imagem inversa de 0 por um
germe de submersão f : (Rn,0)→ (Rn−d,0), onde 0 é valor regular de f . Então M e N
são transversais em 0 se, e somente se, m + d > n e a aplicação de contato F = f ◦ g é
regular em x.

Demonstração: Sabemos que

dim(T0M + T0N) = dimT0M + dimT0N − dim(T0M ∩ T0N) = m+ d− l,

onde l = dim(T0M ∩ T0N).
Suponhamos que M e N são transversais em 0. Assim T0M + T0N = Rn, e então

m + d − l > n. Logo m + d > n. Notemos que aplicação de contato dada por F =
f ◦ g : (M̃, x) → (Rn−d,0) é regular se F é um germe de submersão. Mostremos então
que dFx = df0 ◦ dgx : TxM̃ → Rn−d é sobrejetora.

Como g é um germe de imersão obtemos que dgx(TxM̃) = T0M . Assim ker(dFx) =
ker(df0|T0M) = ker(df0) ∩ T0M = T0N ∩ T0M . Logo, dim ker(dFx) = l, e

dim(TxM̃) = dim ker(dFx) + dim(ImFx),

e então, dim Im dFx = m − l > n − d. Assim, como dim(Im dFx) > n − d, segue que
Im dFx = Rn−d, e F é um germe de submersão.
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Reciprocamente, suponhamos que m+ d > n e F = f ◦ g é regular, isto é que F é um
germe de submersão. Então, temos que dFx : TxM̃ → Rn−d é sobrejetora. Pelo Teorema
do Núcleo e da Imagem, m = l+n−d, ou seja, m+d− l = n. Logo, dimT0M +T0N = n
e, então, T0M + T0N = Rn, e concluímos que M e N são subvariedades transversais em
0, como queríamos. �

3.2 Função altura e contato com planos
Nosso objetivo nesta seção é definir o conceito de cúspide de Gauss. Para isso, vamos

estudar brevemente o contato de superfícies com planos, omitindo a justificativa das
afirmações feitas ao longo do texto, que podem ser consultadas com detalhes nas Seções
4.4 e 6.3 de [13].

Nesta seção, U e V denotarão abertos em R2, M denotará uma superfície regular,
parametrizada localmente em p ∈M por x : U → R3, com q ∈ U e p = x(q).

Queremos estudar o contato entre a superfície M e planos. Um plano passando por
um ponto P ∈ R3 e ortogonal a um vetor v é formado pelos pontos X de R3 tal que
〈X − P,v〉 = 0, ou seja, 〈X,v〉 = 〈P,v〉. Assim, planos em R3 são completamente
determinados por um vetor e um escalar. Por razões que se tornarão claras mais adiantes,
vamos considerar P como sendo a origem de R3.

Dado um vetor unitário v ∈ R3, o plano Π = {X ∈ R3 | 〈X,v〉 = 0} pode ser escrito
como H−1

v (0), onde Hv : R3 → R é a submersão dada por Hv(X) = 〈X,v〉, chamada de
função altura em R3.

A função altura em M é a função h̃v : M → R dada por h̃v(p) = 〈p,v〉, que é singular
em p ∈ M se, e somente se, hv = h̃v ◦ x : U ⊂ R2 → R é singular em q. Notemos que hv
é a aplicação de contato entre M e Π.

Como queremos estudar o contato ente M e Π, pelo Teorema 3.3 podemos estudar a
K-classe de singularidade do germe de função hv. Esse é o motivo de considerarmos o
plano passando pela origem: como vamos analisar a classe de singularidade da aplicação
de contato, se queremos estudar o contato de M com um plano Π̃ em p, podemos tomar o
plano paralelo a Π̃ passando pela origem, denotado por Π, pois, dessa forma, as aplicações
de contato entre M e Π̃ em p e entre M e Π diferem por constante, de forma que seus
germes pertencem a mesma K-classe. Por isso, para estudar contato com planos basta
estudar as singularidades de hv.

Existem alguns resultados que fornecem as singularidades podem acontecer para a
função altura hv para superfícies genéricas e algumas propriedades da superfície que po-
dem ser obtidas a partir deste contato. Mais precisamente, é possível mostrar que existe
um conjunto aberto e denso O1 de imersões próprias x : U ⊂ R2 → R3 tal que, para todo
x ∈ O1 a função altura na direção normal v da superfície M = x(U) tem somente sin-
gularidades Ak, com k = 1, 2 ou 3. Uma superfície é chamada (localmente) de genérica
para a função altura se uma de suas parametrizações locais pertencer ao conjunto O1.

O resultado que enunciamos a seguir relaciona informações sobre a geometria da su-
perfície M com as singularidades de hv.

Proposição 3.7. ([13], p. 147) A função altura h̃v é singular em p = x(q) se, e somente
se, v é uma direção normal à M em p. A singularidade de hv em q é do tipo A+

1 se, e
somente se, p é um ponto elíptico, A−1 se, e somente se p é um ponto hiperbólico a A>2
se, e somente se, p é um ponto parabólico.
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O resultado anterior mostra a importância de estudar o contato entre subvariedades.
Nele, informações geométricas de uma superfície foram obtidas ao estudar as singularida-
des de hv, isto é, o contato de superfícies com planos.

Observação 3.8. Quando a superfície M é dada na forma de Monge z = f(u, v), com
p = 0 e TpM sendo o plano {z = 0}, as condições para que a função altura hN0 na
direção normal N0 = (0, 0, 1) tenha uma singularidade em q = (0, 0) podem ser expressas
em termos dos coeficientes do polinômio de Taylor de f . Observemos que hN0(u, v) =
〈x(u, v), N0〉 = 〈(u, v, f(u, v)), (0, 0, 1)〉 = f(u, v), onde x(u, v) é a parametrização natural
de M dada por x(u, v) = (u, v, f(u, v)). Com abuso de notação, vamos denotar também
por f(u, v) o polinômio de Taylor de f , dado por

f(u, v) = a20u
2 + a21uv + a22v

2 + a30u
3 + a31u

2v + a32uv
2 + a33v

3 + . . . . (3.1)

Se p é um ponto parabólico (não umbílico). A função altura hN0 tem uma singularidade
do tipo A2 em p se, e somente se, a22 = 0 e a33 6= 0, e tem uma singularidade do tipo
A3 em p se, e somente se, a22 = a33 = 0 e a2

32 − 4a20a44 6= 0. Para mais detalhes deste
resultado ver o Teorema 6.2, p. 149 de [13]. ♦

As singularidades da função altura em uma superfície M estão relacionadas com as
singularidades da aplicação normal de Gauss N : M → S2. Se y : V ⊂ R2 → S2 é
parametrização local de S2 em N(p), então N : M → S2 é singular em p se, e somente
se, y−1 ◦ N ◦ x : U → V é singular em q, ou seja, para conhecer as A-singularidades da
aplicação de Gauss basta conhecer as A-singularidades de aplicações de R2 em R2. A
proposição a seguir diz quais singularidades ocorrem para a aplicação de Gauss de uma
superfície genérica para a função altura, relacionando-as com as singularidades da função
altura.

Proposição 3.9. ([13], p. 154) A aplicação de Gauss N : M → S2 de uma superfície
genérica para a função altura é um difeomorfismo local ou tem somente singularidades do
tipo dobra ou cúspide. Além disso, N é singular em p se, e somente se, p é um ponto
parabólico. A singularidade do tipo dobra ocorre nas singularidades A2 da função altura e
a singularidade do tipo cúspide ocorre nas singularidades A3 da função altura.

A proposição anterior motiva a definição de cúspide de Gauss, como segue.

Definição 3.10. Um ponto p no conjunto parabólico de uma superfície M onde a função
altura na direção normal à M em p tem uma singularidade A3 é chamado de cúspide de
Gauss.

Interpretações geométricas e resultados envolvendo a geometria de M e cúspides de
Gauss podem ser encontradas em [13], p. 155 e 186.

Observação 3.11. Segue da Observação 3.8 que se consideramos M dada na forma de
Monge z = f(u, v), N0 = (0, 0, 1) e p = 0 um ponto parabólico não planar de M , então p
é uma cúspide de Gauss se, e somente se, a22 = a33 = 0 e a2

32 − 4a20a44 6= 0. ♦

3.3 Projeção ortogonal e contato com retas
Estudaremos nesta seção o contato de superfícies com retas. As A-classes de contato

de uma superfície M ⊂ R3 e uma reta ` em uma direção v são obtidas pelas A-classes de
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singularidade da projeção ortogonal sobre planos na direção v. Assim, nosso objetivo nesta
seção é estudar quais tipos de A-singularidades ocorrem para o germe de contato entreM
e a reta `, dado pela projeção ortogonal da direção v restrita a superfície M . Além disso,
se considerarmos M na forma de Monge z = f(u, v), queremos obter condições sobre
os coeficientes da expansão de Taylor de f para que determinado tipo de singularidade
ocorra para a projeção ortogonal de M e, a partir dessas condições algébricas, é possível
obter informações geométricas sobre a superfície projetada.

Nesta seção M denotará uma superfície regular, p ∈ M e x : U ⊂ R2 → R3 uma
parametrização local de M em p, onde U é subconjunto aberto de R2, q0 ∈ U e x(q0) =
p. As vezes, será interessante considerar M na forma de Monge z = f(u, v) em uma
vizinhança de p = 0. Com abuso de notação, denotaremos o polinômio de Taylor de f
também por f(u, v), dado em (3.1).

Uma reta ` ⊂ R3 passando por um ponto P em uma direção unitária v é formada
pelos pontos X ∈ R3 tal que X − P = λv, onde λ ∈ R. Dado X ∈ `, obtemos que
λ = 〈X,v〉 − 〈P,v〉. Logo, a reta ` é o conjunto dos pontos X ∈ R3 que satisfazem
X − 〈X,v〉v + Q = 0, onde Q = −P + 〈P,v〉v, e pode ser escrita como P̃−1

v (0), onde
P̃v : R3 → TvS2 + Q é a submersão dada por P̃v(X) = X − 〈X,v〉v + Q, onde TvS2 é o
plano tangente a esfera unitária em v.

Sabemos, pelo Teorema 3.3, que o tipo de contato de M com a reta ` = P̃−1
v (0) em

p é dado pela K-classe de singularidade da aplicação de contato P̃v ◦ x : U → TvS2 + Q,
dada por

P̃v ◦ x(q) = x(q)− 〈x(q),v〉v +Q. (3.2)

Notemos que a classe de singularidade de P̃ ◦ x independe da constante Q. Assim, no
estudo que faremos, iremos considerar a aplicação

Pv(X) = X − 〈X,v〉v, (3.3)

a qual é uma submersão e P−1
v (0) é a reta paralela a v passando pela origem. Notemos

que, dado X ∈ R3, Pv(X) é o ponto de TvS2 obtido ao projetar ortogonalmente, isto é, na
direção v, o vetor X em TvS2. Por esse motivo, chamaremos Pv de projeção ortogonal
de R3 em TvS2.

Variando v ∈ S2, obtemos a família de projeções ortogonais P : R3 × S2 → TS2,
dada por

P(X,v) = (v, X − 〈X,v〉v).

A família de projeções ortogonais em M é a aplicação P : U × S2 → TS2 dada
por

P (q,v) = P(x(q),v) = (v, x(q)− 〈x(q),v〉v). (3.4)

Denotemos por Pv a segunda componente da aplicação (3.4), ou seja, Pv : U → TvS2

é dada por
Pv(q) = x(q)− 〈x(q),v〉v. (3.5)

Observemos que Pv coincide com a aplicação Pv◦x, que pertence a mesma A-classe da
aplicação dada em (3.2). Portanto, para estudar o tipo de contato de uma superfície M e
uma reta paralela a uma direção v, basta estudar as singularidades da projeção ortogonal
Pv.

Observação 3.12. Pelo Teorema 3.3, o contato entre a superfície M e uma reta paralela
a v é medido pelas K-singularidades de Pv. No entanto, para obter informações sobre
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a geometria da superfície M a partir de seu contato com retas é necessário considerar
uma relação de equivalência mais fina que a equivalência de contato. Neste caso, como a
dimensão da fonte é maior que 1, usaremos o grupo A para estudar o contato com retas
pois, pode ser mostrado que, neste caso se dois germes de aplicação de contato Pv ◦ x
e Pv′ ◦ x′ são A-equivalentes, além de seus conjuntos de zeros serem difeomorfos, seus
conjuntos singular e discriminante também são difeomorfos. Maiores detalhes sobre o
motivo de se trocar o grupo K por A podem ser encontrado em [13]. ♦

Para a definição de ponto flecnodal que veremos a seguir, é conveniente considerar a
superfície M dada como imagem inversa um valor regular por uma função, e a reta `,
paralela à direção v, como imagem de uma imersão, uma vez que dessa maneira obtemos
a aplicação de contato como sendo uma função real e podemos definir ordem de contato
entre M e `. A partir da ordem de contato também é possível obter algumas informações
sobre a direção v, como saber se ela é tangente e assintótica em um ponto da superfície.

SejamM uma superfície dada localmente em p ∈M por F−1(0), onde 0 é valor regular
de F : R3 → R, e ` uma reta em R3 passando por um ponto p = (x0, y0, z0) paralela a
uma direção v, que pode ser obtida como imagem da parametrização α(t) = p+ tv.

Consideremos a aplicação de contato g : R→ R dada por g(t) = F◦α(t). Pelo Teorema
3.3 o tipo de contato de M com ` pode ser obtido pela de K-classe de singularidade da
aplicação de contato g. Como g é uma função real, podemos definir ordem de contato de
M com ` da seguinte forma.

Definição 3.13. Dizemos que a reta ` tem contato de ordem k, para algum k > 1,
com a superfície M em p = α(0) quando:

g(0) = g′(0) = . . . = g(k−1)(0) = 0 e g(k)(0) 6= 0 (3.6)

onde g(i) denota a i-ésima derivada de g.
Dizemos que o contato é de ordem pelo menos k, ou ainda que é > k se g(0) =

g′(0) = . . . = g(k−1)(0) = 0.

Observemos que g(0) = 0 significa que p = α(0) ∈M . Além disso, afirmar que a reta
` e M tem contato de ordem k em p equivale a afirmar que a aplicação de contato g é
uma singularidade Ak−1.

Exemplo 3.14. Seja M a superfície dada por f(u, v) = uv + v4, que pode ser escrita
como F−1(0), onde F (x, y, z) = f(x, y)− z, e p = 0.

Considerando ` como o eixo-y, que pode ser parametrizado por α(t) = (0, t, 0), obtemos
g(t) = F ◦ α(t) = t4 e, então, g′(0) = g′′(0) = g′′′(0) = 0 e g(4)(0) 6= 0. Logo, o eixo-y tem
contato de ordem 4 com M em 0. ♦

Observação 3.15. Consideremos uma superfície na forma de Monge z = f(u, v), de
modo que M = F−1(0), onde F (x, y, z) = f(x, y)− z, p = (x0, y0, z0) ∈M , e v = (a, b, c).
As duas primeiras derivadas da aplicação de contato g(t) = (F ◦ α)(t) são

g′(t) = afu + bfv − c, g′′(t) = a2fuu + 2abfuv + b2fvv,

onde as derivadas são avaliadas em (u0 + ta, v0 + tb).
Assim, as seguintes condições são necessárias para que M e a reta ` = p+ tv tenham

contato de ordem > 3 em p = α(0) = (u0, v0, z0):

c = afu + bfv (3.7)
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e
a2fuu + 2abfvv + b2fvv = 0 (3.8)

onde as derivadas de f são calculadas em (u0, v0).
Notemos que como M = F−1(0), o vetor OF (p) = (fu(u0, v0), fv(u0, v0),−1) é um

vetor perpendicular a TpM . Então, o vetor v = (a, b, c) = (a, b, afu(u0, v0) + bfv(u0, v0))
é um vetor tangente à M em p. Assim, a condição (3.7) é equivalente a v ser um vetor
tangente à M em p. Por (2.16), a condição (3.8) é equivalente a v ser uma direção
assintótica em p.

Com as contas feitas acima, concluímos que direções assintóticas em um ponto são
as direções de retas com contato de ordem maior ou igual a 3 com a superfície naquele
ponto. Reciprocamente, se ` = p + tv tem contato de ordem > 3 em M em p, então v é
uma direção assintótica à M em p. Observe que, neste caso, p não é um ponto elíptico de
M , uma vez que não há direções assintóticas em pontos elípticos. ♦

Um conceito importante relacionado ao contato de uma superfície M com retas é de
ponto flecnodal, definido a seguir.

Definição 3.16. Um ponto p ∈ M é chamado de ponto flecnodal se existe uma reta
tangente à M em p com contato de ordem > 4 com M em p. O conjunto flecnodal em
M é o conjunto de pontos flecnodais de M .

Notemos que, pela Observação 3.15, pontos flecnodais ocorrem apenas na parte não
elíptica de M . Existem diversos resultados envolvendo pontos flecnodais. Por exemplo,
genericamente, o conjunto flecnodal de uma superfície, quando não vazio, é uma curva
regular. Além disso, pontos flecnodais coincidem com as inflexões geodésicas das cur-
vas assintóticas. Para não fugirmos do objetivo desta seção, não iremos enunciar estes
resultados, que podem ser consultados no livro base deste capítulo.

Exemplo 3.17. Se M é a superfície dada no Exemplo 3.14, obtemos que p = 0 ∈ M é
ponto flenodal de M e v = (0, 1, 0) direção assintótica à M em p. ♦

Teorema 3.18. ([13], p. 166) Seja M uma superfície na forma de Monge z = f(u, v),
com f dada em (3.1) e v = (0, 1, 0) . Então

(a) O ponto p = 0 é flecnodal se, e somente se, fv = fvv = fvvv = 0, fuvfvvvv 6= 0, isto
é, a22 = a33 = 0 e a21a44 6= 0.

(b) Se p é um ponto flecnodal, então o 1-jato da equação do conjunto flecnodal (no
espaço de parâmetros) é dado por

6
(
a43 −

a2
32
a21

)
u+ 24a44v .

Na demonstração do teorema acima é usada uma uma definição equivalente para pon-
tos flecndoais, envolvendo o fecho do conjunto de pontos onde a projeção ortogonal ao
longo de uma direção assintótica tem uma singularidade rabo de andorinhas. Por esse
motivo, considera-se v no enunciado do resultado.

Voltemos ao estudo do contato de superfícies com retas analisando as A-singularidades
da projeção ortogonal. Dado um ponto p ∈ M , podemos escolher uma parametrização
local x : U ⊂ R2 → R3 de M em p com x(0) = p. Fazendo a identificação de TvS2 com R2

e supondo que Pv(p) = 0, o germe de composição Pv ◦x é um germe de (R2,0)→ (R2,0),
como ilustra o seguinte diagrama.
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(M, p)

Pv

��
(R2,0)

x

77

Pv// (TvS2, Pv(0)) ' (R2,0)

A projeção ortogonal Pv : R3 → TvS2 é uma submersão e, portanto, uma aplicação
regular. No entanto, sua restrição à superfície M , Pv|M : M → TvS2 pode apresentar
singularidades. No restante deste trabalho, com abuso de linguagem, iremos dizer que Pv
é singular em p ∈ M significando que sua restrição à M é singular em p. Os pontos de
M onde Pv é singular são caracterizados pela seguinte proposição.

Proposição 3.19. Seja v ∈ S2. A aplicação Pv é singular em p ∈ M se, e somente se,
v é tangente à M em p.

Demonstração: Notemos que Pv é singular em p se, e somente se, Pv é singular em 0,
isto é, se, e somente se, existe α ∈ R tal que ∂Pv

∂u
(0) = α∂Pv

∂v
(0).

Por simplicidade, vamos omitir o ponto 0 onde as funções serão avaliadas e denotare-
mos por xu e xv as derivadas parciais de x com relação a u e v, respectivamente.

(⇒) Suponha que Pv é singular em p. Então, existe α ∈ R tal que xu − 〈xu,v〉v =
α(xv−〈xv,v〉v), de onde segue que 〈αxv− xu,v〉v = αxv− xu e, como xu e xv são vetores
linearmente independentes, então 〈αxv − xu,v〉 6= 0. Logo, v é um vetor tangente à M
em p.

(⇐) Seja v = axu + bxv um vetor tangente unitário à M em p. Então, como 〈v,v〉 =
a2E + 2abF + b2G = 1, obtemos:

∂Pv

∂u
= xu − 〈xu,v〉v = (1− a2E − abF )xu + (−abE − b2F )xv
= b((aF + bG)xu − (aE + bF )xv).

e

∂Pv

∂v
= xv − 〈xv,v〉v = (−a2F − abG)xu + (1− b2G− abF )xv
= −a((aF + bG)xu − (aE + bF )xv).

Logo, como ∂Pv
∂u

e ∂Pv
∂v

são paralelos, então Pv é singular em p. �

A Proposição 3.19 dá uma condição para que a projeção ortogonal Pv seja singular.
A partir dela, obtemos também o conjunto singular de Pv, dado por

{(u, v) ∈ U |v é um vetor tangente à M em x(u, v)}.

O próximo resultado complementa informações sobre as singularidades de Pv.

Teorema 3.20. ([13], p. 165) Existe um conjunto aberto e denso O2 de imersões
x : V → R3, onde V é um aberto em R2, tal que para todo x ∈ O2, a superfície
M = x(V ) tem a seguinte propriedade: para todo v ∈ S2, a projeção ortogonal Pv tem
apenas A-singularidades com Ae-codimensão 6 2 em todo ponto p ∈ M . Além disso, as
singularidades são Ae-versalmente desdobradas pela família P .
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Definição 3.21. Uma superfície é chamada genérica para a projeção ortogonal se
alguma de suas parametrizações locais pertencer ao conjunto O2 dado no Teorema 3.20.

Dada uma superfície M na forma de Monge z = f(u, v), genérica para a projeção
ortogonal, estudaremos agora um teorema que dá informações algébricas para as singu-
laridades de Pv em função dos coeficientes aij da expansão de Taylor de f , além de dar
informações geométricas para cada tipo de singularidade. Antes de estudá-lo, enunciare-
mos uma proposição que será útil na demonstração desse resultado.

Proposição 3.22. ([13], p. 157) Sejam M uma superfície dada na forma de Monge
z = f(u, v), p = (0, 0, 0) e v = (0, 1, 0) ∈ TpM . Se v é uma direção assintótica no ponto
parabólico p, que não é uma cúspide de Gauss, então a curvatura geodésica em N(p) da
imagem da curva parabólica pela aplicação de Gauss é

κg = −3a31a33 − a2
32

24a3
20a33

.

Pela Proposição 3.19, se v não é um vetor tangente à M em p, então Pv é regular em
0. Logo, pela Observação 2.10 obtemos que Pv ∼A (u, v).

Analisemos então os casos em que v é um vetor tangente à M em p, ou seja, os casos
em que Pv é singular em 0. Conhecemos a classificação dos germes de (R2, 0) em (R2, 0)
com Ae-codimensão 6 2, dada na Tabela 2.1. Assim, pelo Teorema 3.20, considerando
superfícies genéricas para a projeção ortogonal, concluímos que as singularidades de Pv
são aquelas apresentadas na Tabela 2.1 (ou seja, do tipo dobra, cúspide, lábios/bicos,
ganso, rabo de andorinha, borboleta ou gaivota). Nosso problema é de reconhecimento
dessas singularidades, isto é, queremos encontrar condições sobre os coeficientes aij de f
para que Pv seja A-equivalente a uma das singularidades dadas na Tabela 2.1. Para fazer
isso vamos usar o fato que essas singularidades são k-A-determinadas e, então, podemos
trabalhar com o k-jato de Pv.

Teorema 3.23. ([13], p. 167) Suponha que M é dada na forma de Monge z = f(u, v)
e p = 0. Seja v = (0, 1, 0) ∈ TpM e considere a expansão de Taylor de f em torno
da origem dada em (3.1) Então, a condição para Pv ter uma das singularidades dadas
na Tabela 2.1 em p é dada na Tabela 3.1 em função dos coeficientes aij, bem como o
significado geométrico para essas singularidades.

Na demonstração do teorema acima iremos usar o resultado a seguir, que fornece
condições algébricas e informações geométricas para que a família P seja um desdobra-
mento Ae-versal de Pv. Ele será importante para obter as informações geométricas das
singularidades borboleta e gaivota no Teorema 3.23.

Teorema 3.24. ([13], p. 173) Sejam M uma superfície dada na forma de Monge z =
f(u, v) em p = 0, com f dada em (3.1) e v = (0, 1, 0) ∈ TpM . Então, as condições para a
família de projeções ortogonais ser um desdobramento Ae-versal das singularidades dadas
na Tabela 3.1 são dadas na Tabela 3.2 (onde assumimos que as condições algébricas dadas
na Tabela 3.1 são satisfeitas para cada tipo de singularidade). Para as singularidades que
não aparecem na Tabela 3.2, P é sempre um desdobramento versal de Pv.

Demonstração do Teorema 3.23: Como M é dada na forma de Monge z = f(u, v)
e v = (0, 1, 0), obtemos, fazendo a identificação de TvS2 com R2, que

Pv(u, v) = (u, f(u, v))
= (u, a20u

2 + a21uv + a22v
2 + a30u

3 + a31u
2v + a32uv

2 + a33v
3 +O(4)).
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Nome Condições Algébricas Significados
Geométricos

Dobra a22 6= 0 v não é direção assintótica

Cúspide a22 = 0, a21 6= 0, a33 6= 0 p ponto hiperbólico e v
direção assintótica em p

Lábios/Bicos a22 = 0, a21 = 0, a33 6= 0,
a2

32 − 3a31a33 6= 0
p ponto parabólico e v
direção assintótica em p

Ganso

a22 = 0, a21 = 0, a33 6=
0, a2

32 − 3a31a33 =
0, 27a41a

3
33 − 18a42a32a

2
33 +

9a43a
2
32a33 − 4a44a

2
32 6= 0

p ponto parabólico, v
direção assintótica em p e
a imagem de Gauss do
conjunto parabólico tem
uma inflexão geodésica

Rabo de
Andorinha

a22 = 0, a21 6= 0, a33 =
0, a44 6= 0

p ponto hiperbólico
flecnodal e v direção
assintótica em p

Borboleta

a22 = 0, a21 6= 0, a33 =
0, a44 = 0, a55 6= 0, (8a55a77 −

5a2
66)a2

21 + 2a55(a32a66 −
20a43a55)a21 + 35a2

32a
2
55 6= 0

p ponto hiperbólico
flecnodal, v direção
assintótica em p e

tangente à curva flecnodal
em p

Gaivota
a22 = 0, a21 = 0, a33 =

0, a32 6= 0, a44 6= 0, a55a
2
32 −

2a43a44a32 + 4a31a
2
44 6= 0

p cúspide de Gauss
(parabólico) e v direção

assintótica em p

Tabela 3.1: Condições algébricas e significados geométricos para as singularidades locais
de Pv.

Nome Condição Algébrica Interpretação Geométrica

Ganso a20 6= 0 p não é um ponto umbílico
chato

Gaivota a2
32 − 4a20a44 6= 0

A imagem da curva
parabólica pela aplicação de
Gauss é uma curva com uma

(2, 3)-cúspide em N(p)

Borboleta a2
32 − a21a43 6= 0 A curva flecnodal é não

singular

Tabela 3.2: Condições para a família de projeções ortogonais ser um desdobramento
versal.

Observemos primeiramente que todos os monômios da forma (0, ai0ui) podem ser eli-
minados do k-jato de Pv. Para fazer isso, basta considerar a mudança de coordenadas
h(u, v) = (u, v− ai0ui) na meta. Assim, obtemos jkPv(u, v) ∼A (u, jkf(u, v)− jkf(u, 0)).

Analisemos agora como reconhecer as singularidades de Pv em função dos coeficientes
aij de f .

• Dobra
Sabemos que a singularidade f(u, v) = (u, v2) é 2-A-determinada. Então, vamos
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trabalhar com j2Pv que é A-equivalente a g(u, v) = (u, a21uv + a22v
2).

Se a22 6= 0, considerando a mudança de coordenadas h(u, v) = (u, v − a21
2a22

u) na fonte,
obtemos g ◦ h(u, v) = (u, a22v

2 + λu2), com λ ∈ R, ou seja, a mudança de coordenadas
h elimina o termo uv da segunda coordenada de g. Assim, obtemos j2Pv ∼A g ∼A
(u, a22v

2 + λu2) ∼A (u, a22v
2) ∼A (u, v2), que é 2-A-determinada. Logo, j2Pv também é

2-A-determinado e, portanto, Pv ∼A (u, v2).
Se a22 = 0, então j2Pv é A-equivalente a (u, uv), se a21 6= 0 e a (u, 0) se a21 = 0.

Em ambos os casos, j2Pv tem A-codimensão infinita e, portanto, não é A-equivalente a
(u, v2).

• Cúspide
Primeiramente, observemos que se Pv ∼A (u, uv + v3), então j2Pv ∼A (u, uv), o que

acontece se, e somente se, a22 = 0 e a21 6= 0.
Busquemos condições para os outros coeficientes aij de f de tal forma que Pv ∼A

(u, uv + v3).
Usando o fato que a singularidade do tipo cúspide é 3-A-determinada, vamos trabalhar

com o 3-jato de Pv. Temos

j3Pv(u, v) ∼A (u, a21uv + a31u
2v + a32uv

2 + a33v
3)

= (u, u(a21v + a31uv + a32v
2) + a33v

3)
= (u, u(a21v + g(u, v)) + a33v

3),

onde g(u, v) = a31uv + a32v
2.

Tomando a mudança de coordenadas na fonte dada por h(u, v) =
(
u, v − g(u,v)

a21

)
, ob-

temos que j3Pv ∼A(3) (u, a21uv+ a33v
3), que por sua vez é A-equivalente à (x, xy+ y3) se

a33 6= 0. Sabendo que a singularidade f(x, y) = (x, xy+y3) 3-A-determinada, concluímos
que se a33 6= 0, então Pv ∼A (x, xy + y3).

Para informações geométricas desta singularidade, observemos que, pela Proposição
2.36, obtemos que a22 = 0 e a21 6= 0 se, e somente se, v é uma direção assintótica no
ponto não parabólico (portanto, hiperbólico) p.

Assim como neste caso, nas demais singularidades teremos a22 = 0 e, portanto, v é
uma direção assintótica.

• Rabo de Andorinha
Inicialmente, observemos que se Pv ∼A (u, uv + v4), então j2Pv ∼A(2) (u, uv), e isso

acontece se, e somente se, a22 = 0 e a21 6= 0. Além disso, devemos ter a33 = 0, pois caso
contrário, Pv seria A-equivalente a singularidade do tipo cúspide. Vamos usar o fato que
(u, uv + v4) é 4-A-determinada e trabalhar com o 4-jato de Pv. Algumas contas neces-
sárias para obter esse reconhecimento são extensas, por isso usamos o software Wolfram
Mathematica em alguns momentos.

Como a22 = a33 = 0 e a21 6= 0, obtemos

j4Pv ∼A (u, a21uv + a31u
2v + a32uv

2 + a41u
3v + a42u

2v2 + a43uv
3 + a44v

4)
= (u, u(a21v + a31uv + a32v

2 + a41u
2v + a42uv

2 + a43v
3) + a44v

4)
= (u, u(a21v + g1(u, v)) + a44v

4),

onde g1(u, v) = a31uv + a32v
2 + a41u

2v + a42uv
2 + a43v

3.



66 Projeção ortogonal de superfícies em R3

Seja F1(u, v) = (u, u(a21v+g1(u, v))+a44v
4). Considerando a mudança de coordenadas

h1(u, v) =
(
u, v − g1(u,v)

a21

)
na fonte, obtemos que F1 ∼A(4) F2, onde

F2(u, v) =
(
u, a21uv −

3a31a32

a21
u2v2 − a2

31
a21

u3v − 2a2
32

a21
uv3 + a44v

4
)

= (u, u(a21v + g2(u, v)) + a44v
4),

onde g2(u, v) = −3a31a32
a21

uv2 − a2
31
a21
u2v − 2a2

32
a21

v3.
Considerando a mudança de coordenadas h2(u, v) =

(
u, v − g2(u,v)

a21

)
na fonte, obtemos

que F2 ∼A(4) F3, onde F3(u, v) = (u, a21uv+a44v
4). Observemos que F3 ∼A (u, uv+v4) se

a44 6= 0. Assim, se a44 6= 0, então j4Pv ∼A(4) (u, uv + v4) e, portanto, Pv ∼A (u, uv + v4).
Para as informações geométricas desta singularidade, notemos que pelo Teorema 3.18,

as condições a22 = a33 = 0, a21 6= 0 e a44 6= 0 acontecem se, e somente se, p é um ponto
flecnodal. Além disso, pela Proposição 2.36, como a21 6= 0, obtemos que p é um ponto
hiperbólico.

• Borboleta
Como a singularidade do tipo borboleta é 7-A-determinada, vamos trabalhar com o

7-jato de Pv. Primeiramente, observemos que se Pv ∼A (u, uv+v5 +v7), então j2Pv ∼A(2)

(u, uv), e isso acontece se, e somente se, a22 = 0 e a21 6= 0. Além disso, a33 = 0 e
a44 = 0, pois caso contrário Pv seria A-equivalente a singularidade cúspide ou rabo de
andorinha, respectivamente. Assim, com essas condições para os coeficientes a21, a22, a33
e a44, obtemos que j7Pv é A-equivalente ao germe

F1(u, v) = (u, a21u(v + g(u, v)) + a55v
5 + a66v

6 + a77v
7),

onde g(u, v) é um polinômio sem termos constantes ou lineares.
As contas necessárias para eliminar os termos (0, a21ug(u, v)), e posteriormente para

eliminar (0, a66v
6) em F1 são extensas e novamente utilizamos o Software Wolfram Mathe-

matica para fazer esses cálculos. Omitiremos os detalhes do algoritmo executado no Soft-
ware, apresentando apenas a descrição do processo realizado e o resultado final obtido.

Primeiramente, vamos eliminar o termo (0, a21ug(u, v)) em F1. Para fazer isso, con-
sideramos a mudança de coordenadas na fonte dada por H(u, v) = (u, v + h(u, v)), onde
h(u, v) é um polinômio de grau 6 sem termos lineares. Para obter o polinômio h realizamos
o seguinte processo.

Escrevendo h(u, v) = h2(u, v)+. . .+h6(u, v), onde hi(u, v) =
i∑

j=0
hiju

i−jvj, e calculando

o 3-jato de F1 ◦H, obtemos

j3(F1 ◦H) = (u, a21h20u
3 + (a21h21 + a31)u2v + (a21h22 + a32)uv2).

Igualando os coeficientes de (0, u3), (0, u2v) e (0, uv2) a zero, obtemos h20 = 0,
h21 = −a31

a21
e h22 = −a32

a21
. Assim, determinamos a parte quadrática do polinômio h(u, v),

e com esses valores de h20, h21 e h22 eliminamos os termos de grau 3 em j7(F1 ◦H).
Repetindo esse processo para os k-jatos, com k = 4, . . . 7, determinamos o polinômio

hk−1(u, v) e eliminamos alguns termos de grau k em j7(F1 ◦H). Com isso, obtemos que
F1 é A(7)-equivalente a

F2(u, v) = (u, a21uv + a55v
5 + α1v

6 + β1v
7),
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onde α1 = 1
a21

(a21a66 − 5a55a32) e β1 = 1
a2

21
(a77a

2
21 − 6a66a32a21 − 5a21a55a43 + 20a55a

2
32).

Suponhamos que a55 6= 0. Vamos eliminar agora o termo (0, α1v
6) em F2. Para fazer

isso, consideramos a mudança de coordenadas k(u, v) = (u − λv, v) na meta, onde λ é
um número real a ser determinado. Escrevendo ũ = u− λ(a21uv + a55v

5 + α1v
6 + β1v

7),

obtemos u = ũ+ λ(a55v
5 + α1v

6 + β1v
7)

1− λa21v
, e

k ◦ F2(u, v) =
(
ũ, a21

(
ũ+ λ(a55v

5 + α1v
6 + β1v

7)
1− λa21v

)
v + a55v

5 + α1v
6 + β1v

7
)
.

Assim, obtemos que F2 é A(7)-equivalente à

F3(ũ, v) = (ũ, a21ũ(v +G(v)) + a55v
5 + α2v

6 + β2v
7),

onde G(v) é uma função de v de grau 6, e α2 e β2 dependem de aij e λ.
Consideremos agora a mudança de coordenadas H̃(ũ, v) = (ũ, v + h̃2v

2 + . . . h̃6v
6) na

fonte. Para encontrar os valores de λ e h̃i, i = 1 . . . 6, fazemos um processo análogo ao
que foi feito anteriormente, ou seja, encontramos os coeficientes de (0, y6) e (0, ũvi) em
j7(F3 ◦ H̃) e igualamos a zero. Com isso, obtemos os valores de h̃i (e consequentemente
a mudança de coordenadas H̃) e o valor de λ, a saber λ = a21a66 − 5a55a32

4a55a2
21

.

Com essa mudança de coordenadas H̃, obtemos que F3 é A(7)-equivalente a F4(u, v) =
(u, a21uv + a55v

5 + Λv7), onde

Λ = (8a55a77 − 5a2
66)a2

21 + 2a55(a32a66 − 20a43a55)a21 + 35a2
32a

2
55

8a2
21a55

, (3.9)

Logo, j7Pv ∼A(7) (u, a21uv + a55v
5 + Λv7). Se Λ 6= 0, então Pv é A-equivalente a

singularidade do tipo borboleta.
Para informações geométricas da singularidade borboleta, observemos que, como a22 =

0, pela Proposição 2.36 obtemos que v é uma direção assintótica em p. Observemos tam-
bém que, comoM é uma superfície genérica para a projeção ortogonal, então pelo Teorema
3.24 obtemos que a2

32 − a21a43 6= 0. Usando agora o fato que a44 = 0, concluímos pelo
Teorema 3.18(b) que a equação do 1-jato do conjunto flecnodal é dado por 4

(
a43 − a2

32
a21

)
u

e, uma vez que a2
32 − a21a43 6= 0, o conjunto flecnodal, no espaço de parâmetros, é dado

por {(u, v);u = 0}. Assim, a curva flecnodal em M é dada por φ(0, v) = (0, v, f(0, v)),
cuja direção tangente em p = (0, 0, 0) é dada por (0, 1, 0), isto é, v é um vetor tangente à
curva flecnodal em p.

• Lábios/Bicos
Sabemos que a singularidade lábios/bicos é 3-A-determinada. Então, vamos trabalhar

com j3Pv.
Suponhamos que a21 = a22 = 0 e a33 6= 0. Então j3Pv é A-equivalente a F1(u, v) =

(u, a31u
2v + a32uv

2 + a33v
3). Considerando a mudança de coordenadas h(u, v) = (u, v −

a32
3a33

u), obtemos que F1 é A-equivalente a

F2(u, v) =
(
u, a33v

3 + 3a33a31 − a2
32

a33
u2v

)
.

Se 3a33a31 − a2
32 6= 0, obtemos que Pv é A-equivalente à (x, y3 ± x2y).
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Observemos que pela Proposição 2.36, obtemos que p é um ponto parabólico, uma vez
que a22 = a21 = 0.

• Ganso
Vamos trabalhar com j4Pv, uma vez a singularidade do tipo ganso é 4-A-determinada.
Suponhamos que que a21 = a22 = 0 e a33 6= 0. Além disso, 3a33a31−a2

32 = 0, pois caso
contrário Pv seria uma singularidade Lábios/Bicos. Assim, j4Pv é A-equivalente a

F1(u, v) = (u, a31u
2v + a32uv

2 + a33v
3 + a41u

3v + a42u
2v2 + a43uv

3 + a44v
4).

Considerando a mudança de coordenadas h1(u, v) =
(
u, v − a32

3a33
u
)
na fonte, obtemos

que F1 é A(4)-equivalente a F2, onde

F2(u, v) = (u, a33v
3 + α1u

3v + α2u
2v2 + α3uv

3 + a44v
4),

onde α1 = 1
27a3

33
(27a41a

3
33− 18a42a32a

2
33 + 9a43a

2
32a33− 4a44a

2
32), α2 e α3 dependem de aij.

Vamos eliminar o termo (0, α2u
2v2 + α3uv

3 + a44v
4) de F2. Para fazer isso, usaremos

um argumento análogo ao que fizemos no reconhecimento da singularidade borboleta.
Escrevemos h2(u, v) = (u, v − h̃(u, v)), onde h̃(u, v) é um polinômio homogêneo de grau
2. Escrevendo h̃(u, v) = h20u

2 + h21uv + h22v
2, obtemos

j4(F2 ◦ h2) = (u, a33v
3 + α1u

3v + (α2 − 3h20a33)u2v2 + (α3 − 3h21a33)uv3

+(a44 − 3h22a33)v4).

Como queremos eliminar o termo (0, α2x
2y2 + α3xy

3 + a44y
4) de F2, basta tomarmos

h20 = α2
3a33

, h21 = α3
3a33

, e h22 = a44
3a33

. Logo, tomando h̃(x, y) com os coeficientes h20, h21

e h22 encontrados anteriormente, obtemos que F2 ∼A(4) (u, a33v
3 + α1u

3v) e, se α1 6= 0,
então o germe dado por (u, a33v

3 +α1u
3v) e, portanto Pv, é A-equivalente a (u, v3 +u3v).

Para informações geométricas, observemos que pela Proposição 2.36, obtemos que p
é parabólico, pois a21 = a22 = 0. Notemos que, pela Observação 2.33, genericamente p
é não planar e, assim, pela Proposição 2.36 obtemos a20 6= 0. Como a33 6= 0, segue pela
Observação 3.11 que p não é uma cúspide de Gauss. Assim, as hipóteses da Proposição
3.22 são satisfeitas e, como 3a31a33 − a2

32 = 0, concluímos que a curvatura geodésica da
imagem da curva parabólica pela aplicação de Gauss é zero em N(p).

• Gaivota
Uma vez que a singularidade do tipo gaivota é 5-A-determinada, vamos trabalhar

com o 5-jato de Pv. Supondo que a21 = a22 = a33 = 0 e a32 6= 0, obtemos que j5Pv é
A-equivalente a

F1(u, v) = (u, a31u
2v + a32uv

2 + a41u
3v + a42u

2v2 + a43uv
3 + a44v

4 + a51u
4v

+a52u
3v2 + a53u

2v3 + a54uv
4 + a55v

5).

Nos próximos passos recorremos novamente ao Wolfram Mathematica para fazer as
contas.

Considerando a mudança de coordenadas h1(u, v) =
(
u, v − a31

2a32
u
)
, obtemos que F1 é

A(5)-equivalente a

F2(u, v) = (u, a32uv
2 + α1u

3v + α2u
2v2 + α3uv

3 + ug1(u, v) + a44v
4 + a55v

5)
= (u, u(a32v

2 + v(α1u
2 + α2uv + α3v

2)) + ug1(u, v) + a44v
4 + a55v

5),
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onde os coeficientes αk, com k = 1, 2, 3, dependem de aij e g1(x, y) é um polinômio
homogêneo de grau 4.

Considerando agora a mudança de coordenadas h2(u, v) =
(
u, v − α1u2+α2uv+α3v2

2a32

)
,

obtemos que F2 é A(5)-equivalente a

F3(u, v) = (u, a32uv
2 + a44v

4 + β1v
5 + ug2(u, v)),

onde β1 = 1
a2

32
(a55a

2
32 − 2a43a44a32 + 4a31a

2
44) e g2(u, v) = θ2u

2v + θ3u
2v2 + θ4uv

3 + θ5v
4,

com θi, i = 2, 3, 4, 5, dependendo de aij.
Seja p(u, v) = θ2u

3+θ3u
2v+θ4uv

2+θ5v
3 e h3(u, v) = (u, v− p(u,v)

2a32
). Com essa mudança

de coordenadas obtemos que F3 é A(5)-equivalente a F4, onde

F4(u, v) = (u, a32uv
2 + a44v

4 + β1v
5). (3.10)

Se a44 6= 0 e β1 6= 0, então F4 ∼A (u, uv2 + v4 + v5), o que implica que Pv ∼A
(u, uv2 + v4 + v5).

Para informações geométricas dessa singularidade, observemos que como a21 = a22 =
0, obtemos que p é ponto parabólico. Pelo Teorema 3.24 obtemos a2

32 − 4a20a44 6= 0 e
como a33 = 0, pela Observação 3.11 segue que p é uma cúspide de Gauss.

Notemos que como a superfície M é genérica para a projeção ortogonal, as condições
algébricas encontradas são também suficientes para que Pv tenha alguma dessas singula-
ridades. �

Nos próximos capítulos, veremos exemplos do Teorema 3.23 e as implicações que ele
tem no estudo do contorno aparente, conceito que estudaremos no capítulo seguinte.



CAPÍTULO 4

CONTORNO APARENTE E TEOREMA DE KOENDERINK
PARA SUPERFÍCIES REGULARES

Apresentaremos neste capítulo o Teorema de Koenderink para superfícies regulares
em R3 e sua demonstração. O enunciado desse resultado envolve o contorno aparente
da superfície e o gerador de contorno, os quais estão relacionados com as singularidades
da projeção ortogonal da superfície. Estudaremos as propriedades geométricas que esses
conjuntos possuem e suas relações com a geometria da superfície projetada. Como apli-
cação do Teorema de Koenderink, iremos obter a forma local da superfície nos pontos do
gerador de contorno a partir do contorno aparente.

As principais referências usadas neste capítulo são os livros [6, 13] e os artigos [8, 15].

4.1 Gerador de contorno e contorno aparente regu-
lares

Nesta seção, v denotará um vetor unitário, M uma superfície regular em R3, p ∈ M
e x : U → R3 uma parametrização local de M em p, onde U é um aberto em R2 e q ∈ U ,
com x(q) = p.

Pela Proposição 3.19, o conjunto singular da projeção ortogonal Pv é

Σv = {p ∈M |v é um vetor tangente à M em p},

o qual chamaremos de gerador de contorno deM ao longo da direção v e, sua projeção,

∆v = Pv(Σv),

será chamada de contorno aparente de M ao longo da direção v.
Notemos que Pv é singular em p = x(q) se, e somente se, Pv = Pv ◦ x : U → TvS2

dada por Pv(u, v) = x(u, v)− 〈x(u, v),v〉v é singular em q. Assim, o contorno aparente é
o conjunto discriminante de Pv, ou seja, a imagem por Pv de seu conjunto singular.

A seguir, veremos alguns exemplos sobre os conceitos definidos acima. Nas figuras
que ilustram esses exemplos, o plano TvS2 foi deslocado para uma melhor visualização do
contorno aparente.
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Exemplo 4.1. Sejam M uma esfera de raio r centrada em p = (a, b, c), que pode ser
escrita como f−1(0), onde f(x, y, z) = (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 − r2, e v = (0, 0, 1).
Como ∇f(x, y, z) = (2(x−a), 2(y− b), 2(z− c)) é um vetor normal a esfera, então v é um
vetor tangente à M em (x, y, z) se, e somente se, z = c. Assim, o gerador de contorno de
M na direção v é {(x, y, c) | (x− a)2 + (y − b)2 = r2}, ou seja, é o círculo máximo obtido
pela interseção de M com o plano ortogonal a v passando por p. O contorno aparente na
direção v é a projeção desse círculo no plano {z = 0}.

Por exemplo, no caso em que p = 0 e r = 1, o gerador de contorno e o contorno
aparente na direção v coincidem com o círculo {(x, y, 0) , x2 + y2 = 1}. ♦

Figura 4.1: Gerador de contorno e contorno aparente para esfera na direção v = (0, 0, 1).

Exemplo 4.2. Sejam M a superfície parametrizada por x(u, v) = (u, v, v3 + uv) e v =
(0, 1, 0) (Figura 4.2). Note que v ∈ T0M . Vamos encontrar o gerador de contorno e o
contorno aparente para essa superfície ao longo da direção v.

Como
Pv(u, v) = x(u, v)− 〈x(u, v),v〉v = (u, uv + v3),

obtemos ∂Pv
∂u

(u, v) = (1, 0, v) e ∂Pv
∂v

(u, v) = (0, 0, u+ 3v2). Logo, o conjunto singular de Pv
é {(u, v)|u+ 3v2 = 0}, que pode ser parametrizado por α(t) = (−3t2, t). Assim, o gerador
de contorno é a curva

β(t) = x(α(t)) = x(−3t2, t) = (−3t2, t,−2t3)

e o contorno aparente é a curva

Pv(β(t)) = Pv(−3t2, t,−2t3) = (−3t2, 2t3).

Observemos que, neste caso o gerador de contorno é uma curva regular e o contorno
aparente é uma curva singular em Pv(0), com singularidade cúspide.

Notemos que M é o gráfico da função f(u, v) = uv+ v3, com f na forma (3.1). Como
a22 = 0, a21 6= 0 e a33 6= 0, obtemos, pelo Teorema 3.23, que Pv é uma singularidade do
tipo cúspide e, então, v é uma direção assintótica à M no ponto hiperbólico 0, o que está
de acordo com o Exemplo 2.34. ♦
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Figura 4.2: SuperfícieM , gerador de contorno em preto e contorno aparente em vermelho
para a superfície do Exemplo 4.2.

Exemplo 4.3. Seja M o cilindro parametrizado por x(u, v) = (cosu, sen u, v), que tem
(cosu, sen u, 0) como vetor normal em (u, v).

Se considerarmos v = (1, 0, 0), então o gerador de contorno de M será formado pelas
retas (0, 1, t) e (0,−1, t) e o contorno aparente é formado pela projeção dessas retas no
plano {x = 0}. Assim, gerador de contorno e contorno aparente são curvas regulares.

Tomando v = (0, 0, 1), obtemos que Pv(u, v) = Pv ◦ x(u, v) = (cosu, sen u, 0) é sin-
gular para qualquer (u, v). Assim, o gerador de contorno de M é toda a superfície M
(geometricamente, v ∈ TpM , para todo p ∈M) e o contorno aparente é o círculo de raio 1
centrado na origem. Concluímos então que o cilindro não é uma superfície genérica para
a projeção ortogonal, pois Pv(u, v) não é A-equivalente a nenhuma aplicação da Tabela
2.1, uma vez que é função apenas de u. ♦

Figura 4.3: Gerador de contorno e contorno aparente para a superfície dada no Exemplo
4.3 nas direções (1, 0, 0) à esquerda e (0, 0, 1) à direita.

Os exemplos acima mostram casos onde o gerador de contorno Σv é curva regular,
um exemplo onde Σv não é uma curva e contornos aparentes sendo curvas regulares e
singulares. A proposição a seguir fornece condições suficientes para que o gerador de
contorno e o contorno aparente sejam curvas regulares.



74 Contorno aparente e Teorema de Koenderink para superfícies regulares

Proposição 4.4. Sejam M uma superfície regular, p ∈M e v ∈ TpM .
(a) Se v não é uma direção assintótica em p, então Σv e ∆v são curvas regulares em

p e Pv(p), respectivamente.
(b) Se p é não parabólico, então Σv é uma curva regular em p.

Demonstração: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M é dada na forma de
Monge z = f(u, v) com f dada em (3.1), p = 0, v = (0, 1, 0) e x(u, v) = (u, v, f(u, v))
uma parametrização local de M em p.

(a) Como v não é direção assintótica, pela Proposição 2.36(b), obtemos a22 6= 0.
O conjunto singular de Pv é o dado por f−1

v (0), ou seja, é o conjunto de zeros do
polinômio

fv(u, v) = a21u+ 2a22v +O(2) (4.1)

e, como fvv(0) = 2a22 6= 0, então, pelo Teorema da Função Implícita, segue que f−1
v (0) =

{(u, ϕ(u))}, para alguma função suave ϕ definida em uma vizinhança de 0 satisfazendo
ϕ(0) = 0 e ϕ′(u) = −fuv(u,ϕ(u))

fvv(u,ϕ(u)) .
Assim,

α(u) = x(u, ϕ(u)) = (u, ϕ(u), f(u, ϕ(u)))

e
β(u) = Pv((u, ϕ(u))) = (u, 0, f(u, ϕ(u)))

são parametrizações para Σv e ∆v em p e Pv(p), respectivamente, com α(0) = p e β(0) =
Pv(p).

Como α′(0) = (1,− a21
2a22

, 0) e β′(0) = (1, 0, 0), obtemos que Σv e ∆v são curvas regulares
em p e Pv(p), respectivamente.

(b) Se v é uma direção assintótica e p um ponto não parabólico, então, pela Proposição
2.36 obtemos a21 6= 0. Assim, fuv(0) = a21 6= 0 e, pelo Teorema da Função Implícita
obtemos f−1

v (0) = {(ξ(v), v)}, para alguma função suave ξ definida em uma vizinhança
de 0, com ξ(0) = 0 e ξ′(v) = fvv(ξ(v),v)

fuv(ξ(v),v) . Assim, ψ(v) = x(ξ(v), v) é uma parametrização
para Σv em p, com ψ(0) = p. Como ψ′(0) = (0, 1, 0), obtemos que Σv é uma curva regular
em p, como queríamos. �

O exemplo a seguir ilustra os conjuntos Σv e ∆v para superfícies genéricas para Pv.
Considerando as informações geométricas obtidas paraM a partir da singularidade de Pv
dadas no Teorema 3.23 e a Proposição 4.4 concluímos que, dada uma superfície genérica
para a projeção ortogonal, se Pv é do tipo dobra, então o contorno aparente ∆v é uma
curva regular. Além disso, se Pv é uma singularidade do tipo dobra, cúspide, rabo de
andorinha ou borboleta, então o gerador de contorno Σv é uma curva regular.

Exemplo 4.5. Neste exemplo vamos encontrar o conjunto singular da projeção ortogonal
Pv, o gerador de contorno Σv e o contorno aparente ∆v para algumas superfícies. A Figura
4.4 apresenta o traço de M , o conjunto singular de Pv, Σv e ∆v para cada item.

Vamos considerar M na forma de Monge z = f(u, v), parametrizada por x(u, v) =
(u, v, f(u, v)), onde f é dada em (3.1), e v = (0, 1, 0). Assim, v é uma direção tangente
à M em p = (u, v, f(u, v)) se, e somente se, fv(u, v) = 0. Logo, o conjunto singular
de Pv, denotado por Σ(Pv) é f−1

v (0), o gerador de contorno é x(f−1
v (0)) e o contorno

aparente é Pv(f−1
y (0)), onde, Pv(u, v) = x(u, v) − 〈x(u, v),v〉v = (u, 0, f(u, v)). Vamos

concluir o tipo de singularidade de Pv de acordo com os coeficientes de f em (3.1) usando
o Teorema 3.23 e, a partir das informações geométricas de M obtidas por esse resultado e
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da Proposição 4.4, analisar as singularidades de Σv e ∆v em 0 e Pv(0), respectivamente,
em alguns casos.

(a) Se f(u, v) = v2, obtemos a22 6= 0 em (3.1) e, assim, Pv é uma singularidade do
tipo dobra, de onde segue que v não é direção assintótica. Como fv(u, v) = 2v, obtemos
que Σ(Pv) pode ser parametrizado por α(t) = (t, 0). Assim, o gerador de contorno de M
é dado por x◦α(t) = (t, 0, f(t, 0)) = (t, 0, 0) e o contorno aparente é a reta parametrizada
por Pv ◦α(t) = (t, 0, 0). Notemos que Σv e ∆v são curvas regulares, o que está de acordo
com a Proposição 4.4.

(b) Seja f(u, v) = v3− u2v. Como a22 = a21 = 0, a33 6= 0 e a2
32− 3a31a33 6= 0, obtemos

que Pv é uma singularidade do tipo bicos. Logo, p é um ponto parabólico e v direção
assintótica em p.

Uma vez que fv(u, v) = 3v2 − u2, obtemos Σ(Pv) = {(±
√

3v, v) | v ∈ R}. Assim, o
gerador de contorno de M é o conjunto {(±

√
3v, v,−2v3) | v ∈ R} e contorno aparente é

{(±
√

3v, 0,−2v3) | v ∈ R}.

(c) Tomando f(u, v) = v3 +u3v, obtemos Pv uma singularidade do tipo ganso, p é um
ponto parabólico, v uma direção assintótica em p e a imagem do conjunto parabólico de
M pela aplicação de Gauss tem uma inflexão geodésica.

O conjunto singular de Pv, dado por f−1
v (0), onde fv(u, v) = 3v2 + u3, é {(u, v) |u3 =

−3v2} e, assim, o gerador de contorno de M é {( 3
√
−3v2, v,−2v3) | v ∈ R} e contorno

aparente é {( 3
√
−3v2, 0,−2v3) | v ∈ R}.

(d) Considerando f(u, v) = uv + v4, obtemos Pv uma singularidade do tipo rabo de
andorinha. Assim, v é uma direção assintótica e p um ponto flecnodal (hiperbólico), o
que vimos no Exemplo 3.17.

Como fv(u, v) = 4v3 + u, obtemos que Σ(Pv) é dado por {(−4v3, v) | v ∈ R}. Logo,
o gerador de contorno é o conjunto {(−4v3, v,−3v4) | v ∈ R} e contorno aparente é o
conjunto {(−4v3, 0,−3v4) | v ∈ R}. Notemos que, em v = 0, Σv é curva regular (o que
está de acordo com a Proposição 4.4) e ∆v curva singular, com singularidade do tipo
(3,4)-cúspide.

(e) Seja f(u, v) = uv+v5+v7. Então, Pv é uma singularidade do tipo borboleta. Assim,
obtemos que p é um ponto flecnodal hiperbólico e v uma direção assintótica tangente à
curva flecnodal em p.

Como fv(u, v) = u + 5v4 + 7v6, obtemos Σ(Pv) = {(−5v4 − 7v6, v)|v ∈ R}. Assim,
o gerador de contorno de M é {(−5v4 − 7v6, v,−4v5 − 6v7) | v ∈ R}, que é uma curva
regular e contorno aparente é {(−5v4 − 7v6, 0,−4v5 − 6v7) | v ∈ R}.

(f) Se f(u, v) = uv2 + v4 + v5, então Pv é uma singularidade do tipo gaivota, p uma
cúspide de Gauss (parabólico) e v direção assintótica em p.

Como fv(u, v) = 2uv + 4v3 + 5v4 = v(2u + 4v2 + 5v3), Σ(Pv) é {(u, 0) |u ∈ R} ∪
{(−2v2 − 5

2v
3, v) | v ∈ R}. Assim, o gerador de contorno de M é {(u, 0, 0) |u ∈ R} ∪

{(−2v2 − 5
2v

3, v,−v4 − 3
2v

5) | v ∈ R} e contorno aparente é o conjunto {(u, 0, 0) |u ∈
R} ∪ {(−2v2 − 5

2v
3, 0,−v4 − 3

2v
5) | v ∈ R}. ♦

O conjunto singular, o gerador de contorno e o contorno aparente para uma superfície
com singularidade do tipo cúspide estão dados no Exemplo 4.2.

Na Proposição 5.3, que estudaremos no próximo capítulo, será dada uma relação
entre as singularidades do contorno aparente com o tipo de singularidade de Pv. Mais
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Figura 4.4: De cima para baixo, da esquerda para a direita: superfície M , conjunto
singular de Pv, gerador de contorno e contorno aparente dados nos itens (a), (b), (c), (d),
(e) e (f) do Exemplo 4.5.

precisamente, se Pv é do tipo cúspide (resp. rabo de andorinha), então ∆v é uma (2,3)-
cúspide (resp. (3,4)-cúspide).

Os resultados que estudaremos a seguir relacionam a geometria da superfície M com
seu gerador de contorno e contorno aparente em uma direção tangente e serão usados na
demostração do Teorema de Koenderink.

Proposição 4.6. ([13], p. 163) Seja v tangente àM em p. Se p não é um ponto parabólico
ou v não é direção assintótica, então o vetor tangente à Σv em p é conjugado à v.

Demonstração: Seja v = axu(q) + bxv(q). Como p ∈ Σv se, e somente se, v é um vetor
tangente a M em p, então Σv = x(h−1(0)), onde h(u, v) = det[v, xu(u, v), xv(u, v)].
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O vetor tangente à curva h−1(0) é paralelo ao vetor (−hv(u, v), hu(u, v)), então o vetor
tangente à Σv em p é paralelo ao vetor

−hv(q)xu(q) + hu(q)xv(q) = [(am+ bn) det[xu, xv, N ]xu + (al + bm) det[xu, xv, N ]xv](q)

que é paralelo ao vetor w = (−(am+ bn)xu+(al+ bm)xv)(q) o qual, pela Proposição 2.29
(a), é conjugado à v. �

Proposição 4.7. ([6], p. 61) Seja p ∈ Σv, com v uma direção tangente não assintótica
em p. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(a) O vetor normal à superfície M em p é paralelo ao vetor normal ao contorno
aparente em Pv(p).

(b) O plano tangente àM em p intersecciona o plano de projeção TvS2 na reta tangente
ao contorno aparente em Pv(p).

Demonstração: (a) Como v é uma direção tangente não assintótica em p, então o
gerador de contorno Σv e o contorno aparente ∆v são curvas regulares em p e Pv(p),
respectivamente. Sejam α(t) uma parametrização local para Σv em p, com α(0) = p,
e β(t) = Pv(α(t)) a parametrização para ∆v dada por β(t) = α(t) − 〈α(t),v〉v, com
β(0) = Pv(p).

Sejam N(p) o vetor normal à M em p, β′(0) e n(0) os vetores tangente e normal à ∆v
em Pv(p), respectivamente.

Temos β′(t) = α′(t)− 〈α′(t),v〉v, de onde segue que

〈β′(0), N(p)〉 = 〈α′(0), N(p)〉 − 〈α′(0),v〉〈N(p),v〉 = 0,

pois v, α′(0) ∈ TpM . Logo, N(p) é perpendicular a β′(0) e, sendo também perpendicular
a v, segue que N(p) é paralelo a n(0), como queríamos.

(b) Como v ∈ TpM é perpendicular ao plano de projeção TvS2, segue que esses planos se
intersectam em uma reta `. Logo, N(p) é ortogonal à ` e, portanto, pelo item (a), n(0)
é ortogonal à `, de onde conluímos que ` é a reta tangente a ∆v em Pv(p), uma vez que
Pv(p) ∈ TpM ∩ TvS2. �

Figura 4.5: Ilustração da Proposição 4.7.
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4.2 Teorema de Koenderink
O contorno aparente vem sendo utilizado para o estudo de “reconhecimento de formas”,

ou seja, para obter informações sobre a geometria de um objeto a partir de sua projeção
ortogonal. Um dos resultados que permitem reconhecer a forma de uma superfície M é o
Teorema de Koenderink, que relaciona a curvatura Gaussiana de M com a curvatura do
contorno aparente em uma direção tangente não assintótica.

Seja M uma superfície orientada. Dado p ∈ M e v um vetor unitário tangente à M
em p, suponhamos que v não é uma direção assintótica em p, então ∆v uma curva regular
em Pv(p)). A orientação de M induz uma orientação para o contorno aparente e para o
plano TvS2 dada pela seguinte observação.

Observação 4.8. Sejam N a orientação da superfície M e consideremos uma direção T
tangente ao contorno aparente em Pv(p). Sabemos, pela Proposição 4.7, que N(p) e T
são ortogonais. Como v ∈ TpM , os vetores N(p) e v também são ortogonais. Além disso,
T e v são ortogonais, pois ∆v ⊂ TvS2 e v é ortogonal a TvS2. Tomemos T de forma
que {T,N(p),v} seja uma base positiva para R3. Essa orientação para ∆v induz uma
orientação para TvS2 tomando v como vetor normal a TvS2 e, assim, {T,N(p)} é uma
base positiva para esse plano (ver Seção 2.2.1). Logo, N(p) é o rotacionado de T em π

2 no
sentido anti-horário (quando olhamos para TvS2 a partir do semiespaço de R3 que aponta
v). ♦

A orientação definida acima é importante para o Teorema de Koenderink, cuja a
demonstração apresentaremos a seguir.

Teorema 4.9. (Teorema de Koenderink) Sejam M uma superfície regular, p ∈ M ,
v ∈ TpM um vetor unitário. Se v não é uma direção assintótica em p, então

K(p) = κn(v)κ∆v(Pv(p)), (4.2)

onde K é a curvatura Gaussiana de M em p, κ∆v(Pv(p)) é a curvatura do contorno
aparente em Pv(p) com sinal determinado pela orientação induzida pela orientação de M
e κn(v) é a curvatura normal de M em p na direção v.

Demonstração: Como v não é uma direção assintótica em p, pela Proposição 4.4 ob-
temos que Σv e ∆v são curvas regulares em p e Pv(p), respectivamente. Seja α(s) uma
parametrização local de Σv em p, por comprimento de arco, com α(0) = p de maneira
que β(s) = Pv(α(s)) seja uma parametrização para ∆v com {β′(0), N(p),v} uma base
positiva para R3. Pela Proposição 4.6, o vetor tangente à Σv em p é conjugado à v. Assim,
α′(0) = ± v

‖v‖ . Sem perda de generalidade, vamos supor α′(0) = v
‖v‖ , onde v denota o

vetor conjugado a v. Como β(s) = Pv(α(s)) = α(s)− 〈α(s),v〉v, obtemos que

β′(s) = α′(s)− 〈α′(s),v〉v e β′′(s) = α′′(s)− 〈α′′(s),v〉v .

Pela Observação 4.8, B = {β′(0), N(p)} é uma base ortogonal positiva para TvS2 e,
portanto, denotando por β′⊥ o vetor obtido rotacionando β′ em π

2 no sentido anti-horário
obtemos β′⊥

‖β′‖ = N . Logo, por (2.5), a curvatura (com sinal) de ∆v é dada por:

κ∆v(s) = 〈β
′⊥, β′′〉
‖β′‖3 (s) = 〈‖β

′‖N, β′′〉
‖β′‖3 (s) = 〈N,α

′′〉
‖β′‖2 (s) = κn(α′)

‖β′‖2 (s).
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Assim, a curvatura de ∆v em Pv(p) = β(0) é

κ∆v(0) = κn(v)
‖β′(0)‖2 . (4.3)

Como β′(0) = α′(0)− 〈α′(0),v〉v = v
‖v‖
−
〈

v
‖v‖

,v
〉

v = v− 〈v,v〉v
‖v‖

, obtemos que

‖β′(0)‖2 = 1
‖v‖2‖(v− 〈v,v〉v)‖2 = 1

‖v‖2 (‖v‖2 − 〈v,v〉2)

= 1
‖v‖2 (EG− F 2)(p)II(v)2 = 1

‖v‖2 (EG− F 2)(p)(κn(v))2,

onde na terceira igualdade usamo a Proposição 2.29 (d). Substituindo a igualdade acima
em (4.3) e usando a Proposição 2.29 (c), obtemos:

κ∆v(0) = ‖v‖2κn(v)
κn(v)2(EG− F 2)(p) = (nl −m2)(p)

κn(v)(EG− F 2)(p) = K(p)
κn(v) .

Consequentemente, K(p) = κn(v)κ∆v(0), como queríamos. �

Observação 4.10. Se mudarmos a orientação de M , mudamos o sinal da curvatura κ∆v

em (4.3) e o sinal de κn, permanecendo inalterado o sinal de K em (4.2), o que está de
acordo com o que sabemos sobre a curvatura Gaussiana. ♦

Como consequência do Teorema de Koenderink, temos o seguinte corolário.

Corolário 4.11. ([13], p. 164) Sejam M uma superfície regular, p ∈M e v ∈ TpM .
(a) Se a direção de projeção v é não assintótica, então v é uma direção principal se,

e somente se, a curvatura do contorno aparente é igual a curvatura principal associada a
outra direção principal.

(b) O contorno aparente ∆v tem uma inflexão se, e somente se, o ponto correspondente
na superfície é um ponto parabólico e v não é uma direção assintótica.

Observação 4.12. Se o contorno aparente ∆v é uma curva regular, então o Teorema
de Koenderink possibilita classificar os pontos da superfície sobre o gerador de contorno
Σv conhecendo o sinal de κn em um ponto p ∈ Σv e κ∆v . De fato, a Observação 3.12
afirma que, se dois germes Pv ◦ x e Pv′ ◦ x′ são A-equivalentes, então seus conjuntos
discriminantes, que são os contornos aparentes nas respectivas direções, são difeormofos.
Assim, a partir do Exemplo 4.5 concluímos que Pv será uma singularidade do tipo dobra
em todos os pontos de Σv. Logo, pelo Teorema 3.23, obtemos que v não é uma direção
assintótica em todo ponto de Σv. Assim, uma vez que κn é uma função contínua segue
que κn(v) não troca de sinal sobre Σv. Portanto, conhecendo o sinal de κn(v) em um
ponto p ∈ Σv e κ∆v podemos classificar os pontos de Σv em elípticos, parabólicos ou
hiperbólicos. ♦

Exemplo 4.13. Considere o cilindro dado no Exemplo 4.3 e v = (1, 0, 0). Como vimos,
o gerador de contorno e o contorno aparente na direção v são formado pelos pontos
{(0,±1, t) |t ∈ R}. Como Σv e ∆v são curvas, com ∆v sendo um par de retas, então
κ∆v(Pv(p)) = 0, para todo p ∈ Σv. Assim, pelo Teorema de Koenderink, K(p) = 0, para
todo p ∈ Σv e, portanto, Σv é formado por pontos parabólicos. ♦
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Exemplo 4.14. Sejam M a esfera de raio r centrada em (0, 0, c) e v = (0, 0, 1). Como
M pode ser obtida por f−1(0), onde f(x, y, z) = x2 +y2 +(z− c)2− r2, então N(x, y, z) =
∇f(x,y,z)
‖∇f(x,y,z)‖ é uma direção normal a M em p = (x, y, z) ∈ M . Vamos classificar os pontos
de Σv em M usando a Observação 4.12.

Como vimos no Exemplo 4.1, Σv = {(x, y, c);x2 +y2 = r2} e ∆v = {(x, y, 0);x2 +y2 =
r2}.

Para verificar o sinal da curvatura normal na direção v nos pontos de Σv vamos
considerar a seção normal C na direção v parametrizada por γ(s) = (r cos s

r
, 0, r sen s

r
+c).

Como γ′(0) = v então, por definição, a curvatura normal de C em p0 = γ(0) ∈ Σv, que
coincide com a curvatura normal na direção v, é dada por κn = k〈N, n〉, onde k é a
curvatura de C em p0, N e n os vetores normais a M e C em p0, respectivamente. Como
n(p0) = γ′′(0) = (−1

r
, 0, 0) e N(p0) = (1, 0, 0), segue que 〈n,N(p0)〉 < 0. Logo, κn(v) < 0,

para todo p ∈ Σv. Sabemos que o valor absoluto da curvatura normal de C em p é igual
a curvatura de C em p. Como neste caso C é uma circunferência de raio r, concluímos
que κn(v) = −1

r
, para todo p ∈ Σv.

Vamos calcular agora a curvatura do contorno aparente. Como ∆v é um círculo de
raio r, sua curvatura em valor absoluto é 1

r
. Precisamos apenas determinar o sinal dessa

curvatura. Para isso, vamos considerar α(t) = (r sen t, r cos t, 0) uma parametrização para
∆v. Essa parametrização é tal que {T,N(p),v} é uma base positivamente orientada para
R3, onde T = α′(t) (Figura 4.6). Assim, a curvatura de ∆v é dada por k∆v(t) = −1

r
< 0.

Como K(p) = κn(v)k∆v(Pv(p)), então K(p) = 1
r2 , para todo p ∈ Σv e, portanto, todo os

pontos no gerador de contorno são elípticos. ♦

Figura 4.6: Orientação do contorno aparente para a superfície e direção v dadas no
Exemplo 4.14.

Exemplo 4.15. Sejam M a superfície parametrizada por x(u, v) = (u, v + 1, f(u, v)),
onde f(u, v) = 3u3 − v2 e v = (0, 1, 0). Vamos considerar N(u, v) = (−fu(u,v),−fv(u,v),1)√

fu(u,v)2+fv(u,v)2+1
(Figura 4.7).

O gerador de contorno de M na direção v é dado por Σv = x(h−1(0)), onde h(u, v) =
det[xu(u, v), xv(u, v),v] = v2. Logo, Σv = x(u, 0) = {(u, 1, 3u3) |u ∈ R} e, com isso,
∆v = Pv(Σv) = {(u, 0, 3u3) |u ∈ R}. Classifiquemos os pontos de M em uma vizinhança
de p0 = x(0, 0) = (0, 1, 0) de acordo com a Observação 4.12.

Para verificar o sinal da curvatura normal de M na direção v nos pontos do gerador
de contorno, consideremos C a curva parametrizada por γ(t) = (0, t+ 1,−t2). Essa curva
é tal que γ(0) = p0 e γ′(0) = v. A curvatura normal de C em p0 = γ(0) = (0, 1, 0),
que coincide com a curvatura normal na direção v, é dada por κn = k〈N, n〉, onde k é
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a curvatura de γ em t = 0, N o vetor normal a M em p0 e n o vetor normal normal a
C em p0. Logo, o sinal de κn coincide com o sinal de 〈N, n〉. Como n(p0) = (0, 0,−1) e
N(p0) = (0, 0, 1), segue que, κn < 0 e, portanto, κn(v) < 0, para todo p ∈ Σv em uma
vizinhança de p0.

Encontremos agora a curvatura de ∆v. Seja α(t) = (−t, 0,−3t3) uma parametrização
de ∆v. Observamos que esta parametrização é tal que {T,N(p0),v} forma uma base
positiva para R3, onde T = α′(0). Como B = {α′(0), N(p0)} = {(1, 0, 0), (0, 0, 1)} é uma
base ortonormal positiva para TvS2, então α(t) = a(t)α′(0) + b(t)N(p0), de onde segue
que a(t) = 〈α′(0), α(t)〉 = t e b(t) = 〈α(t), N(p0)〉 = −3t3. Logo, α(t) = (t,−3t3)B e,
portanto,

κ∆v(t) = det[α′(t), α′′(t)]B
‖α′(t)‖3 = −18t

(1 + 81t4) 3
2
.

Logo, os pontos p = (t, 1, 3t3) ∈ Σv são classificados da seguinte forma:

• Se t < 0, então p é um ponto hiperbólico.

• Se t = 0, então p é um ponto parabólico.

• Se t > 0, então p é um ponto elíptico.

♦

Figura 4.7: Superfície M do Exemplo 4.15, seu contorno aparente (em preto) e gerador
de contorno, formado por pontos elípticos em vermelho, e pontos hiperbólicos em azul.



CAPÍTULO 5

PROJEÇÃO ORTOGONAL E EXTENSÕES DO TEOREMA
DE KOENDERINK

Os resultados dos capítulos anteriores envolvem projeções ortogonais para superfícies
regulares. Estudamos propriedades do contorno aparente ∆v e o Teorema de Koenderink,
o qual está associado a contornos aparentes regulares, o que significa que, para superfícies
genéricas, v não é direção assintótica da superfície.

Neste capítulo estudaremos algumas extensões dos resultados vistos anteriormente.
Estudaremos as singularidades de ∆v a partir das singularidades cúspide e rabo de an-
dorinha de Pv e uma versão do Teorema de Koenderink considerando superfície regular e
contorno aparente com cúspide ordinária.

Estudaremos o contato de cuspidal edges com retas que, assim como para superfícies
regulares, é medido pelas singularidades da projeção ortogonal dessas superfícies e como
relacionar as classes de singularidades que genericamente ocorrem para essa aplicação com
as informações geométricas da cuspidal edge. Estudaremos ainda uma versão do Teorema
de Konederink para cuspidal edges.

As principais referências utilizadas neste capítulo são: [10] para a versão do Teorema de
Koenderink para contorno aparente com (2,3)-cúspide; [22] para a projeção ortogonal de
cuspidal edges e [25] para uma extensão do Teorema de Koenderink para essas superfícies.

5.1 Extensão do Teorema de Koenderink para con-
torno aparente singular

O Teorema de Koenderink relaciona a curvatura Gaussiana K de uma superfície re-
gular, em pontos do gerador de contorno Σv, com a curvatura do contorno aparente ∆v
quando este é uma curva regular. Considerando superfícies genéricas para a projeção
ortogonal, o contorno aparente é uma curva regular apenas para a singularidade do tipo
dobra para Pv. Nosso objetivo nesta seção é apresentar uma extensão do Teorema de
Koenderink para o caso em que ∆v é uma (2,3)-cúspide, o que ocorre se, e somente se,
Pv é do tipo cúspide.

83
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5.1.1 Contorno aparente singular
Estudaremos a seguir a classificação de algumas singularidades do contorno aparente

e sua relação com as singularidades de Pv.

Definição 5.1. Um germe de aplicação γ : (R, 0)→ (R2,0) é chamado de
(a) (2,3)-cúspide (ou cúspide ordinária) se é A-equivalente a α(t) = (t2, t3).
(b) (3,4)-cúspide se é A-equivalente a β(t) = (t3, t4).

Os germes α e β definidos acima são dois tipos de singularidades que podem ocorrer
para curvas planas. Um estudo detalhado sobre as singularidades de curvas planas pode
ser encontrado em [2]. Enunciaremos a seguir um resultado conhecido (ver, por exemplo,
[19], p. 4) para o reconhecimento das singularidades que definimos acima.

Lema 5.2. Um germe de curva plana γ : (R, 0) → (R2,0) é uma (2, 3)-cúspide (resp.
(3, 4)-cúspide) em 0 se, e somente se, γ′(0) = 0 e det[γ′′(0), γ′′′(0)] 6= 0, equivalente-
mente γ′′(0) e γ′′′(0) são vetores linearmente independentes (resp. γ′(0) = γ′′(0) = 0 e
det[γ′′′(0), γ(4)(0)] 6= 0, equivalentemente γ′′′(0) e γ(4)(0) são vetores linearmente indepen-
dentes).

A Observação 3.12 afirma que, se dois germes Pv◦x e Pv′ ◦x′ são A-equivalentes, então
seus conjuntos discriminantes, que são os contornos aparentes nas respectivas direções, são
difeormofos. Assim, pelo Exemplo 4.2 (resp. Exemplo 4.5(d)), se Pv é uma singularidade
do tipo cúspide (resp. rabo de andorinha), então o contorno aparente ∆v é uma (2,3)-
cúspide (resp. (3,4)-cúspide). A seguir, iremos apresentar uma maneira de justificar essas
afirmações usando o lema enunciado anteriormente e o Teorema 3.23.

Proposição 5.3. Sejam M uma superfície regular, genérica para a projeção ortogonal e
v ∈ S2.
(a) Se Pv é uma singularidade do tipo cúspide, então o contorno aparente ∆v é uma
(2, 3)-cúspide.
(b) Se Pv é uma singularidade do tipo rabo de andorinha, então o contorno aparente ∆v
é uma (3, 4)-cúspide.

Demonstração: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M é dada na forma de
Monge z = f(u, v), onde

f(u, v) = a20u
2 + a21uv + a22v

2 + a30u
3 + a31u

2v + a32uv
2 + a33v

3 +O(4), (5.1)

com O(4) denotando os termos de grau maior ou igual a 4, e v = (0, 1, 0). Pela Proposição
3.19, a projeção ortogonal Pv é singular em q = (u, v, f(u, v)) se, e somente se, v ∈ TqM ,
ou seja, fv(u, v) = 0. Logo, ∆v = Pv(f−1

v (0)), com fv(u, v) = a21u + 2a22v + a31u
2 +

2a32uv + 3a33v
2 + O(3). Observemos que p = 0 é um ponto singular de Pv e f−1

v (0) é
uma curva regular em 0 ∈ R2 se, e somente se, a21 6= 0 ou a22 6= 0.

(a) Suponhamos que Pv é uma singularidade do tipo cúspide em 0. Então, pelo
Teorema 3.23, fuv(0, 0) = a21 6= 0. Assim, pelo Teorema da Função Implícita, existem
uma vizinhança V de (0, 0) e uma função ϕ : (−ε, ε) → J , com ε > 0 e J um intervalo
de R, tal que os pontos (u, v) ∈ f−1

v (0)∩ V podem ser escritos da forma α(v) = (ϕ(v), v),
e ϕ′(v) = − fvv(ϕ(v),v)

fuv(ϕ(v),v) . Logo, α̂(v) = Pv ◦ α(v) é uma parametrização local para ∆v

em Pv(p). Tomando a parametrização x(u, v) = (u, v, f(u, v)) para M , uma vez que
Pv(u, v) = (u, 0, f(u, v)), obtemos

α̂(v) = (ϕ(v), 0, f(ϕ(v), v)). (5.2)
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Assim,

α̂′(0) = 0, α̂′′(0) =
(
−6a33

a21
, 0, 0

)
e α̂′′′(0) =

(
36a32a33

a2
21

+ c(4), 0,−12a33

)
,

onde c(4) denota os coeficientes dos termos de ordem maior ou igual a 4 em (5.1).
Logo, pelo Teorema 3.23, que garante que a33 6= 0, e o Lema 5.2, concluímos que α̂ é

uma (2,3)-cúspide.
(b) Suponhamos que Pv seja uma singularidade do tipo rabo de andorinha em p = 0.

Então, pelo Teorema 3.23, obtemos que a22 = a33 = 0, a21 6= 0 e a44 6= 0.
Usando a parametrização α̂ para o contorno aparente dada em (5.2) obtemos α̂′(0) =

α̂′′(0) = 0 e

α̂′′′(0) =
(
−24a44

a21
, 0, 0

)
e α̂(4)(0) =

(
−192a32a44

a2
21

+ c(5), 0,−72a44

)
, (5.3)

de onde segue que ∆v é uma (3,4)-cúspide em Pv(p). �

5.1.2 Extensão do Teorema de Koenderink para (2,3)-cúspide
Na Proposição 5.3 a superfície M é regular, logo a curvatura Gaussiana está bem

definida em todos os seus pontos e vale o Teorema de Koenderink na parte regular de
∆v. Uma vez conhecidas algumas singularidades de ∆v, pode-se perguntar se o limite
do produto κn(v)κ∆v(Pv(p̃)) converge para K(p) quando Pv(p̃) converge para o ponto
singular Pv(p). Mais ainda, pode-se questionar também se existe um invariante definido
para as singularidades (2,3) e (3,4)-cúspides tal que a curvatura Gaussiana em p pode ser
escrita em função desse invariante em Pv(p).

Essas perguntas foram respondidas em [10] quando ∆v tem uma singularidade do tipo
(2,3)-cúspide. Para isso, os autores utilizaram a curvatura cuspidal, definida para cúspides
ordinárias em [26]. A seguir, iremos apenas definir essa curvatura e enunciar um resultado
usado na extensão do Teorema de Koenderink para (2,3)-cúspides. Mais detalhes sobre a
curvatura cuspidal podem ser encontrados no artigo [26].

Definição 5.4. Dada uma (2,3)-cúspide γ : (R, 0)→ (R2,0), a curvatura cuspidal de
γ é definida por

µγ = det[γ′′(t), γ′′′(t)]
‖γ′′(t)‖ 5

2

∣∣∣∣∣
t=0

. (5.4)

Exemplo 5.5. Seja γ : (R, 0) → (R2,0) a curva dada por γ(t) = (−3t2,−2t3). Como
γ′(0) = 0 e det[γ′′(0), γ′′′(0)] = det[(−6, 0), (0,−12)] = 72, então γ é uma (2,3)-cúspide e
sua curvatura cuspidal é dada por µγ = 72

36
√

6 =
√

6
3 . ♦

O lema abaixo auxilia na prova da extensão do Teorema de Koenderink quando o
contorno aparente for uma (2, 3)-cúspide.

Lema 5.6. (Proposição 2.2 de [10]) Seja γ(t) : (R, 0)→ (R2,0) uma (2, 3)-cúspide. Então

|µγ| = 2
√
‖γ′′(0)‖ lim

t→0
|tκγ(t)|,

onde κγ denota a curvatura usual de γ.
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Fixemos algumas notações.
Sejam M uma superfície regular e x : U ⊂ R2 → R3 uma parametrização local

para M em 0 ∈ M . Suponhamos que a projeção ortogonal Pv é uma singularidade cús-
pide. Então, pelo Teorema 3.23, v é uma direção assintótica e, pela demonstração da
Proposição 5.3, o conjunto singular de Pv é uma curva regular. Seja α(tc) uma para-
metrização para o conjunto singular de Pv e β(ts) uma parametrização para o conjunto
{(u, v); det[x(u, v),v, N(0)] = 0}, com α(0) = β(0) = 0. Então α̂(tc) = Pv ◦ α(tc) é
uma parametrização para o contorno aparente na direção v e β̂(ts) = x ◦ β(ts) é uma
parametrização para a seção normal de M na direção v.

As curvas α(tc) e β(ts) são tangentes em 0. De fato, como α(tc) é uma parametrização
para o conjunto singular de Pv, então α(tc) = x◦α(tc) é uma parametrização para o gerador
de contorno na direção v. Observamos que, como Pv é uma singularidade cúspide, pelo
Teorema 3.23 obtemos que 0 é um ponto hiperbólico. Assim, pela Proposição 4.4 a curva
α(tc) é regular. Logo, o vetor d

dtc
α(0) = dx0( d

dtc
α(0)) é não nulo e, pela Proposição 4.6, é

conjugado a v. A curva β̂(ts) = x ◦ β(ts) é uma parametrização para a seção normal na
direção v, logo d

dts
β̂(0) = dx0( d

dts
β(0)) é paralelo a v. Como p é um ponto hiperbólico e

v direção assintótica, pela Observação 2.30 obtemos que os vetores d
dtc
α(0) e d

dts
β̂(0) são

paralelos. Assim, existe l ∈ R∗ tal que d
dts
β̂(0) = dx0( d

dts
β(0)) = l d

dtc
α(0) = dx0(l d

dtc
α(0))

e, como x é uma imersão, concluímos que d
dts
β(0) = l d

dtc
α(0), ou seja, as curvas α(tc) e

β(ts) são tangentes em 0. Denotaremos por κ∆v(tc) e κsn(ts) as curvaturas de α̂(tc) e
β̂(ts), respectivamente. Com essas notações, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.7. ([10]) Se a projeção ortogonal Pv é uma singularidade cúspide, então

lim
(tc,ts)→(0,0)

∣∣∣∣∣κ∆v(tc)κsn(ts)
l

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣1l µα̂

2
√
‖α̂′′(0)‖

dκsn
dts

(0)
∣∣∣∣∣∣ = |K(0, 0)|.

Demonstração: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M está na forma de
Monge z = f(u, v) e x é dado por

x(u, v) =
(
u, v,

1
2(k2

1u
2 − k2

2v
2) +

k∑
m=3

cm(u, v) +O(u, v)k+1
)
, (5.5)

onde k1 > 0, k2 > 0, cm(u, v) =
m∑
j=0

amj
(m− j)!j!u

m−jvj e O(u, v)k+1 denota os termos de

grau maior ou igual a k + 1 nas variáveis u e v.
Dessa forma, obtemosN(0, 0) = (0, 0, 1),K(0, 0) = −k2

1k
2
2 < 0 . Seja v = 1

a2+b2 (axu(0)
+bxv(0)). Como Pv é uma singularidade cúspide, então v é uma direção assintótica. As-
sim, por (2.16) obtemos a2k2

1 − b2k2
2 = 0. Logo, podemos tomar a = k2 e b = εk1, onde

ε = ±1 e, assim, v = 1√
k2

1+k2
2
(k2, εk1, 0).

Pela Proposição 3.19, o conjunto singular de Pv é dado por h−1(0), onde h(u, v) =
det[xu(u, v), xv(u, v),v]. Como v ∈ TpM se, e somente se, ṽ = (k2, εk1, 0) ∈ TpM , o
conjunto singular de Pv também é dado por h̃−1(0), onde

h̃(u, v) = det[xu(u, v), xv(u, v), ṽ]
= −k2

1k2u+ εk1k
2
2v −

(
a30
2 k2 + a31

2 εk1
)
u2 − (a31k2 + a32εk1)uv

−
(
a32
2 k2 + a33

2 εk1
)
v2 +O(u, v)3.
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Uma vez que ∂h̃
∂v

(0, 0) = εk1k
2
2 6= 0 segue do Teorema da Função Implícita que existem

uma vizinhança V de (0, 0) e uma função φ : (−δ, δ) → J , tal que os pontos (u, v) ∈
h̃−1(0) ∩ V podem ser escritos como (u, φ(u)) e, uma vez que α(tc) = h̃−1(0), então α(tc)
pode ser parametrizada por α(tc) = (tc, φ(tc)).

Como vamos trabalhar com curvaturas, iremos precisar apenas das derivadas de α̂ e,
assim, é suficiente determinar o k-jato de α que, por simplicidade, também denotaremos
por α(tc). Temos α(tc) = (tc, φ′(0) tc + 1

2φ
′′(0) t2c + O(t3c)), onde O(t3c) denota os termos

de grau maior ou igual a 3 na variável tc.
Como φ′(tc) = − h̃u(tc,φ(tc))

h̃v(tc,φ(tc)) , obtemos

φ′(0) = k1

εk2

e
φ′′(0) = a30εk

3
2 + 3a31k1k

2
2 + 3a32εk

2
1k2 + a33k

3
1

k1k4
2

= 6εc3(k2, εk1)
k1k4

2
.

Logo,

α(tc) =
(
tc,

k1

εk2
tc + 3εc3(k2, εk1)

k1k4
2

t2c +O(t3c)
)
. (5.6)

Como a projeção ortogonal de M na direção v é dada por

Pv(u, v) = (u, v, f(u, v))− 〈(u, v, f(u, v)),v〉v

=
(
u− k2(k2u+ εk1v)

k2
1 + k2

2
, v − εk1(k2u+ εk1v)

k2
1 + k2

2
, f(u, v)

)
,

obtemos

α̂(tc) =
(
−3c3(k2, εk1)
k3

2(k2
1 + k2

2) t2c +O(t3c),
3εc3(k2, εk1)
k1k2

2(k2
1 + k2

2) t
2
c +O(t3c),

−2c3(k2, εk1)
k3

2
t3c +O(t4c)

)
.

A curva α̂ está contida em TvS2 e v é um vetor unitário ortogonal a TvS2. Assim, pela
Observação 2.22, κ∆v(tc) = ±det[α̂′(tc),α̂′′(tc),v]

‖α′(tc)‖3 .
Temos,

α̂′(tc) =
(
−6c3(k2, εk1)
k3

2(k2
1 + k2

2) tc +O(t2c),
6εc3(k2, εk1)
k1k2

2(k2
1 + k2

2) tc +O(t2c),
−6c3(k2, εk1)

k3
2

t2c +O(t3c)
)
,

e

α̂′′(tc) =
(
−6c3(k2, εk1)
k3

2(k2
1 + k2

2) +O(tc),
6εc3(k2, εk1)
k1k2

2(k2
1 + k2

2) +O(tc),
−12c3(k2, εk1)

k3
2

tc +O(t2c))
)
.

Logo,
κ∆v(tc) = ±−εk

2
1k

3
2(k2

1 + k2
2)(t2c +O(t3c))

6|c3(k2, εk1)|(t2c +O(t3c))
3
2
.

A seção normal de M na direção v é a imagem por x da curva β(ts), obtida como
conjunto de zeros da função g(u, v) = det[x(u, v), ṽ, N(0)] = εk1u− k2v.

Como β(ts) = g−1(0) e β′(0) = lα′(0) =
(
l, l εk1

k2

)
, então β(ts) =

(
lts, l

εk1
k2
ts
)
. Assim,

β̂(ts) = x ◦ β(ts) =
(
lts, l

εk1

k2
ts,
c3(k2, εk1)

k3
2

l3t3s +O(t4s)
)
.
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A curva β̂(ts) está contida no plano gerado pelos vetores v = 1√
k2

1+k2
2
(k2, εk1, 0) e

N(0) = (0, 0, 1), que tem v × N(0) =
(

εk1√
k2

1+k2
2
, −k2√

k2
1+k2

2
, 0
)
como vetor normal unitário.

Logo,

κsn(ts) = ±det[β̂′(ts), β̂′′(ts),v×N(0)]
‖β̂′(ts)‖3

= ± 6c3(k2, εk1)lts +O(t2s)
k2(k2

1 + k2
2)− 1

2 (k2
1 + k2

2 +O(t4s))
3
2
.

Como dα

dtc
(0) = 1

l

dβ

dts
(0), então ts = ±tc +O(t2c). Assim, obtemos

lim
tc→0
ts→0

∣∣∣∣∣κ∆v(tc)κsn(ts)
l

∣∣∣∣∣ = lim
tc→0
ts→0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−εk2

1k
3
2(k2

1+k2
2)(t2c+O(t3c))

6|c3(k2,εk1)|(t2c+O(t3c))
3
2

6c3(k2,εk1)lts+O(t2s)
k2(k2

1+k2
2)−

1
2 (k2

1+k2
2+O(t4s))

3
2

l

∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

tc→0

∣∣∣∣∣k2
1k

2
2

(k2
1+k2

2)(t2c+O(t3c))

(t2c+O(t3c))
3
2

±tc+O(t2c)
(k2

1+k2
2)−

1
2 (k2

1+k2
2+O(t4c))

3
2

∣∣∣∣∣
= lim

tc→0

∣∣∣∣∣k2
1k

2
2

(k2
1+k2

2)(t3c+O(t4c))

(t2c+O(t3c))
3
2 (k2

1+k2
2)−

1
2 (k2

1+k2
2+O(t4c))

3
2

∣∣∣∣∣
= lim

tc→0

∣∣∣∣∣k2
1k

2
2

(k2
1+k2

2)t3c(1+O(tc))

t3c(1+O(tc))
3
2 (k2

1+k2
2)−

1
2 (k2

1+k2
2+O(t4c))

3
2

∣∣∣∣∣
= |k2

1k
2
2| = |K(0, 0)|.

Por outro lado, usando o Lema 5.6 e o fato que ts = ±tc +O(t2c), obtemos:

lim
tc→0
ts→0

∣∣∣∣∣κ∆v(tc)κsn(ts)
l

∣∣∣∣∣ = lim
tc→0
ts→0

∣∣∣∣∣1l tcκ∆v(tc)
κsn(ts)
ts

ts
tc

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣1l µα̂

2
√
‖d2α̂/dt2c(0)‖

dκsn
dts

(0)
∣∣∣∣∣∣ ,

o que finaliza a demonstração. �

O exemplo a seguir ilustra o teorema cuja demonstração acabamos de estudar.
Exemplo 5.8. Consideremos M a superfície do Exemplo 4.2, dada por z = f(u, v), onde
f(u, v) = uv + v3, parametrizada por x(u, v) = (u, v, f(u, v)) e v = (0, 1, 0). Vimos que
Pv é uma singularidade do tipo cúspide em 0, o conjunto singular de Pv é parametrizado
por α(tc) = (−3t2c , tc) e, assim, o contorno aparente ∆v, dado por α̂(tc){(−3t2c , 0,−2t3c)},
é uma (2,3)-cúspide.

A curva β(ts) é obtida como conjunto de zeros da função g(u, v) = det[x(u, v),v, N(0)] =
u. Logo, β(ts) = (0, ts) e a seção normal na direção v é dada por β̂(ts) = x ◦ β(ts) =
(0, ts, t3s).

A curvatura de β̂(ts) é

κsn(ts) = ±det[β̂′(ts), β̂′′(ts), (1, 0, 0)]
‖β̂′(ts)‖3

= ± 6ts
(1 + 9t4s)

3
2
,

de onde segue que dκsn
dts

(0) = ±6. Como dα

dtc
(0) = dβ

dts
(0) = (0, 1), então l = 1.

A curvatura cuspidal de α̂ é, em valor absoluto, dada por µα̂(0) =
√

6
3 . Logo, pelo

Teorema 5.7, obtemos

|K(0, 0)| =
∣∣∣∣∣∣1l µα̂

2
√
‖d2α̂/dt2c(0)‖

dκsn
dts

(0)
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
√

6
3

2
√

6
6
∣∣∣∣∣∣ = 1.
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Portanto, K(0, 0) = −1.
A figura a seguir apresenta o traço de M e as curvas deste exemplo. ♦

Figura 5.1: Superfície M e as curvas dadas no Exemplo 5.8.

5.2 Projeção ortogonal da cuspidal edge
Os resultados que apresentaremos a seguir têm com referência o artigo [22]. Iremos

considerar novamente a família de projeções ortogonais dada por P : R3×S2 → TS2, com

P(X,v) = (v,Pv(X)),

onde Pv(X) = X − 〈X,v〉v. Dada uma superfície M , parametrizada localmente por
x : U ⊂ R2 → R3, onde U é um aberto em R2, P : U × S2 → TS2 é a família de projeções
ortogonais em M dada por

P ((u, v),v) = (v, Pv(u, v)), (5.7)

onde Pv(u, v) = Pv(x(u, v)) = x(u, v) − 〈x(u, v),v〉v. Como vimos na Seção 3.3, Pv é
uma aplicação de R2 em R2 e mede o contato de M com retas paralelas à v. Vimos
no Teorema 3.20 que, para um conjunto aberto e denso de imersões x : U → R3, a
projeção ortogonal Pv tem apenas A-singularidades com Ae-codimensão 6 2 que são
Ae-versalmente desdobradas pela família P .

Quando M é uma cuspidal edge dada em sua forma normal especial f : (R2,0) →
(R3,0), com

f(u, v) =
(
u, a(u) + 1

2v
2, b1(u) + v2b2(u) + v3b3(u, v)

)
, (5.8)

onde

a(u) = 1
2a20u

2 + 1
6a30u

3 + 1
24a40u

4 +O(5),
b1(u) = 1

2b20u
2 + 1

6b30u
3 + 1

24b40u
4 +O(5),

b2(u) = 1
2b12u+ 1

6b22u
2 +O(3),

b3(u, v) = 1
6b03 + 1

6b13u+O(2), com b03 6= 0,

se v = (0, 1, 0), então Pv = Pv ◦ f(u, v) = (u, b1(u) + y2b2(u) + y3b3(u, v)) e, se b12 = 0 e
b22 6= 0, é possível mostrar que Pv é A-equivalente a (x, y3−x4y), que tem Ae-codimensão
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igual a 3 ([22], p. 403). Assim, a família P não pode ser um desdobramento Ae-versal
de Pv, uma vez que pelo Teorema 2.19 um desdobramento Ae-versal deste germe é uma
aplicação com domínio U×R3. Dessa forma, o grupo A não é muito útil para descrever as
singularidades da projeção ortogonal de M e a maneira que elas se bifurcam conforme a
direção de projeção muda em S2. Ao considerar a XAe-equivalência, a família de projeções
ortogonais é um XAe-desdobramento versal das singularidades genéricas de submersões
em X, onde X é a imagem da cuspidal edge usual (u, v) 7→ (u, v2, v3) (para detalhes, ver
[22]).

Estudaremos as singularidades da projeção ortogonal de cuspidal edges a partir do
grupo XA, cuja a construção descrevemos a seguir.

Dizemos que um germe de difeomorfismo φ : (R3,0) → (R3,0) preserva X se
(φ(X),0) = (X,0). O grupo dos germes de difeomorfismos que preservam X é um
subgrupo de R = {h : (R3,0) → (R3,0) |h é um germe de difeomorfismo} e é denotado
por R(X).

A partir de R(X), obtemos o grupo XA = R(X)×L e a ação de XA emM3 · E(3, 2)
é dada por (h, k) · f = k ◦ f ◦ h−1, onde (h, k) ∈ XA. De maneira análoga ao feito para o
grupo A, a XA-equivalência é definida da seguinte maneira.

Definição 5.9. Dois germes g1, g2 : (R3,0) → (R2,0) são XA-equivalentes se existe
(h, k) ∈ XA tal que g2 = k ◦ g1 ◦ h−1.

O teorema a seguir apresenta a classificação de germes de submersões g ∈M3 · E(3, 2)
com XAe-codimensão 6 2. A XAe-codimensão de g, denotada por XAe-cod g, é definida
por XAe-cod g = dim E(3,2)

LXAe·f (para mais detalhes sobre LXAe · f , ver Seção 4 de [22]).

Teorema 5.10. (Teorema 4.3 de [22]) Seja X = f(R2,0), onde f é a cuspidal edge usual
f(u, v) = (u, v2, v3). Qualquer germe de submersão emM3.E(3, 2) de XAe-codimensão 6
2 é XAe-equivalente a um dos germes dado na Tabela 5.1, onde (x, y, z) são as coordenadas
de R3.

Nome Forma Normal XAe − cod
Tipo 1 (x, y) 0
Tipo 2 (x, z + xy) 0
Tipo 3 (x, z + x2y) 1
Tipo 4 (x, z + x3y) 2
Tipo 5 (y + x3, z + x2) 1
Tipo 6 (y + x5, z + x2) 2

Tipo 7
g7 =

(y+ax2±x4, z+xy+bx3+P ),
P = cx4 + dx5 + ex6

2∗

Tabela 5.1: Germes XA-finitamente determinados com XAe − cod 6 2.
* A codimensão é a do estrato, ([22], Tabela 2 para detalhes).

Notemos do teorema acima que restringir as mudanças de coordenadas a um subgrupo
de A pode mudar a classificação de germes. De fato, se g ∈ M3 · E(3, 2) é um germe
de submersão, sabemos pela Observação 2.10 que g é A-equivalente ao germe (x, y). No
entanto, fazendo mudanças de coordenadas na fonte apenas por germes de difeomorfismos
que preservam X aparecem diversas outras classes de singularidades.
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Estudaremos agora as singularidades da projeção ortogonal de cuspidal edges. Se-
guindo a notação de [22], quando necessário distinguir, chamaremos de cuspidal edge
geométrica um germe (R2,0)→ (R3,0) de cuspidal edge, assim como sua imagem.

Sabemos que o conjunto singular da projeção ortogonal de uma superfície regular em
R3 ao longo de uma direção v é o conjunto de pontos onde v é tangente à superfície (o
gerador de contorno) e sua imagem pela projeção é o contorno aparente da superfície.
Considerando agora uma cuspidal edge geométrica f : (R2,0) → (R3,0), obtemos que
Pv = Pv ◦ f é singular ao londo da curva singular de f , denotada por γ. Assim, γ̂ = f ◦ γ
é parte do gerador de contorno de M = f(R2,0) e Pv(γ̂) é parte do contorno aparente de
M .
Definição 5.11. Dado v ∈ S2, o gerador de contorno próprio de M na direção v é o
fecho do conjunto de pontos regulares de M onde v é um vetor tangente, ou seja é o fecho
do gerador de contorno de M restrito aos pontos regulares de M . O contorno aparente
próprio de M na direção v é a projeção ortogonal do gerador de contorno próprio.
Exemplo 5.12. Consideremos M a cuspidal edge em sua forma normal f dada em (5.8)
e v = (0, 1, 0). Vamos encontrar o gerador de contorno e o contorno aparente próprios de
M na direção v.

Seja p = f(u, v) um ponto regular de M . Então, como a curva singular de f é o
eixo-u, obtemos v 6= 0. A partir da aplicação de Gauss de f dada em (2.19), obtemos
que v ∈ TpM se, e somente se, 2b2 + 3vb3 + v2(b3)v = 0. Assim, o gerador de contorno
nos pontos regulares de M é Σ̃v = {f(u, v) | (2b2 + 3vb3 + v2(b3)v)(u, v) = 0 e v 6= 0} e o
gerador de contorno próprio de M é o fecho de Σ̃v.

Tomando, por exemplo, a(u) = b1(u) = 0, b2(u) = u e b3(u, v) = 1 em (5.8), obtemos
f(u, v) = (u, 1

2v
2, uv2 + v3) e o gerador de contorno na parte regular de M é Σ̃v =

{f(u, v) | 2u+ 3v = 0 e v 6= 0} = {(−3
2 v,

1
2v

2, −1
2 v

3) | v 6= 0}. Assim, o gerador de contorno
próprio é o conjunto {(−3

2 v,
1
2v

2, −1
2 v

3)} e o contorno aparente próprio é {(−3
2 v, 0,

−1
2 v

3)}.
A Figura 5.2 da esquerda apresenta o traço do gerador de contorno e do contorno aparente
na direção v e, na direita, temos o traço do gerador de contorno próprio próprio, formado
pela união do gerador de contorno na parte regular (representado em preto) com a origem
(ponto verde), e o traço do contorno aparente próprio, formado pela união do contorno
aparente (em vermelho) com a origem (em azul). ♦

Figura 5.2: Gerador de contorno e contorno aparente (à esquerda) e gerador de contorno
e contorno aparente próprios (à direita) para a cuspidal edge dada no Exemplo 5.12. O
plano TvS2 foi deslocado para uma melhor visualização do contorno aparente próprio.

Antes de iniciar o estudo do contato de cuspidal edges com retas, vamos definir uma
singularidade de curvas planas que será importante no estudo das características geomé-
tricas das singularidades de Pv.
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Definição 5.13. Um germe σ : (R, 0)→ (R2,0) é chamado de cúspide ramphoid se é
A-equivalente a α(t) = (t2, t5).

Recordemos que para obter a classificação do contato entre duas subvariedades re-
gulares basta estudar a classe de singularidade de sua aplicação de contato (Teorema
3.3). Quando uma das subvariedades é singular a classificação do contato pode ser
feita da mesma maneira. Por exemplo, para estudar o contato de uma cuspidal edge
f : (R2,0) → (R3,0) com retas paralelas a um vetor v, basta obter a classificação das
singularidades de Pv ◦ f . No Teorema 3.23 vimos condições algébricas e informações ge-
ométricas para o reconhecimento das singularidades da projeção ortogonal de superfícies
regulares via A-equivalência. O próximo resultado que iremos estudar é o análogo para
cuspidal edges, onde iremos relacionar as XAe-singularidades de sua projeção ortogonal
com seus invariantes geométricos. Para estudar este resultado precisamos de algumas
considerações iniciais.

Seja g : (R2,0) → (R3,0) uma cuspidal edge geométrica. Existem germes de dife-
omorfismos h : (R2,0) → (R2,0) e k : (R3,0) → (R3,0) tal que g ◦ h = k ◦ f , onde
f(u, v) = (u, v2, v3) é a cuspidal edge usual. Considerando X = f(R2,0), o germe k leva
a cuspidal edge usual na cuspidal edge geométrica k(X).

Queremos estudar o contato da cuspidal edge geométrica k(X) com a reta P−1
v (0), o

qual é dado pelas singularidades do germe Pv ◦ g : (R2,0) → (R2,0) que, a menos de
difeomorfismos, coincidem com as singularidades de Pv ◦ g ◦ h = Pv ◦ k ◦ f , que por sua
vez classifica o contato da cuspidal edge usual com a reta (Pv ◦ k)−1(0).

Usando resultados de transversalidade, pode ser mostrado que é válido um resultado
análogo ao Teorema 3.20 para cuspidal edges, considerando a XAe-codimensão (ver [22],
p. 413). Chamaremos de cuspidal edge genérica toda cuspidal edge com singularidade
de XAe-codimensão 6 2 para a projeção ortogonal.

Como a projeção ortogonal Pv : (R3,0) → (R2,0) é um germe de submersão, então
Pv ◦ k também é um germe de submersão. Portanto, Pv ◦ k é XAe-equivalente a uma dos
germes dados na Tabela 5.1, ou seja, existem h̃1 : (R3,0)→ (R3,0) e h̃2 : (R2,0)→ (R2,0)
germes de difeomorfismos, com h̃1 preservando X, tal que Pv ◦ k = h̃2 ◦ ĝ ◦ h̃−1

1 , onde ĝ é
uma das formas normais dadas na Tabela 5.1.

Assim, para obter o contato entre a cuspidal edge geométrica k(X) e a reta P−1
v (0)

podemos estudar as singularidades do germe Pv◦k(X) = h̃2◦ĝ◦h̃−1
1 (X) = h̃2◦ĝ◦f(R2,0),

que coincidem com as singularidades de ĝ ◦f , que por sua vez é o estudo do contato entre
a cuspidal edge usual X e a fibra ĝ−1(0).

A partir da composição ϕ = ĝ ◦ f podemos também obter algumas informações sobre
a projeção ortogonal da cuspidal edge geométrica, como veremos a seguir.

Considerando, por exemplo, ĝ(x, y, z) = (x, y) obtemos ϕ(u, v) = (u, v2), cujo conjunto
singular {v = 0} coincide com o conjunto singular de f , e o contorno aparente de f , dado
por ϕ(u, 0) = (u, 0), é uma curva regular.

Tomando agora ĝ(x, y, z) = (x, z + xmy) com m = 1, 2, 3, obtemos ϕ(u, v) = (u, v3 +
umv2). O conjunto singular de ϕ é dado por {v(3v+2um) = 0}, que tem duas componentes
transversais, uma dada por {v = 0}, que coincide com a curva singular de f , e a outra
dada por {3v + 2um = 0} e, pelo Exemplo 3.4, essas curvas têm contato de ordem m
na origem. Notemos que a imagem desse último conjunto por f é o gerador de contorno
próprio.

Se ĝ(x, y, z) = (y + x3, z + x2) (resp. ĝ(x, y, z) = (y + x5, z + x2)) obtemos ϕ(u, v) =
(v2 +u3, v3 +u2) (resp. ϕ(u, v) = (v2 +u5, v3 +u2)). O conjunto singular de ϕ é dado por
{u = 0}, {v = 0} e {uv = 4

9} (resp. {u = 0}, {v = 0} e {u3v = 4
15}). Notemos que {v = 0}
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é também o conjunto singular de f e sua imagem por ϕ, dada por ϕ(u, 0) = (u3, u2) (resp.
ϕ(u, 0) = (u5, u2)), é uma (2,3)-cúspide (resp. cúspide ramphoid).

Considerando ĝ(x, y, z) = (y+ax2±x4, z+xy+bx3+cx4+dx5+ex6) obtemos ϕ(u, v) =
(v2 + au2 ± u4, v3 + uv2 + bu3 + cu4 + du5 + eu6), cujo conjunto singular é dado por duas
componentes: {v = 0} e {(−3b−2a)u2−3auv+v2 +4cu3 +(5d∓4)u4∓6u3v+6eu5 = 0}.
Notemos que a segunda componente do conjunto singular de ϕ, quando não degenerada,
é uma curva singular.

Sintetizamos essas informações no seguinte lema, que é parte da demonstração do
Teorema 4.5 de [22].

Lema 5.14. Sejam g : (R2,0) → (R3,0) uma cuspidal edge genérica, M = g(R2,0), v
um vetor unitário e Pv = Pv ◦g. O gerador de contorno próprio de M , juntamente com a
curva singular de g, γ, e da projeção ortogonal de sua imagem por g, Pv ◦ g ◦ γ = Pv ◦ γ̂,
satisfazem as seguintes propriedades, onde dizemos que Pv é do tipo i, i = 1 . . . , 7, se Pv◦k
é do tipo i dada na Tabela 5.1, onde k : (R3,0)→ (R3,0) é o germe de difeomorfismo tal
que g = k ◦ f ◦ h−1, com f a cuspidal edge usual.

(a) Se Pv é uma singularidade do tipo 1, então o gerador de contorno próprio é vazio
e a projeção do conjunto singular de Pv é uma curva regular.

(b) Se Pv é uma singularidade do tipo m+ 1, com m = 1, 2, 3, então a pré-imagem do
gerador de contorno próprio por g é uma curva regular e tem contato de ordem m com γ.

(c) Se Pv é uma singularidade do tipo 5 (resp. tipo 6), então o conjunto singular de
Pv tem quatro componentes, todas curvas regulares, e Pv ◦ γ̂ é uma (2,3)-cúspide (resp.
cúspide ramphoid).

(d) Se Pv é uma singularidade do tipo 7, então o conjunto singular de Pv é formado
por duas componentes sendo uma delas uma curva regular e a outra uma curva singular.

Vamos apresentar agora a Proposição 4.7 de [22] que é um resultado que possibilita
reconhecer as singularidades da projeção ortogonal de uma cuspidal edge M a partir de
seus invariantes geométricos. Recordemos que, dado um ponto p = γ̂(t), vtg denota a
direção tangente à M em p e TpM o plano tangente limitante a M em p. Com essas
notações e as do Lema 5.14, temos:

Proposição 5.15. ([22]) Sejam g : (R2,0) → (R3,0) uma cuspidal edge genérica, M =
g(R2,0), v um vetor unitário e Pv = Pv ◦ g. Então, as condições para Pv ser do tipo i
(dado na Tabela 5.1) são as seguintes:

(a) Se v é transversal ao plano tangente limitante TpM , então Pv é uma singularidade
do tipo 1.

(b) Se v ∈ TpM\{vtg}, então Pv é uma singularidade do tipo 2,3 ou 4 e essas singu-
laridades podem ser reconhecidas da seguinte forma:

(i) Se κn(p) 6= 0, então Pv é uma singularidade do tipo 2, exceto para uma direção
v0. A singularidade de Pv0 é genericamente do tipo 3 em pontos da curva singular γ e
do tipo 4 em pontos isolados de γ. Essas singularidades, tipo 3 e tipo 4, se diferenciam
pela ordem de contato da pré imagem do gerador de contorno próprio por g com γ (ordem
dois para o tipo 3 e ordem três para o tipo 4).

(ii) Se κn(p) = 0 e κt(p) 6= 0, a singularidade de Pv é do tipo 2.
(iii) Se κn(p) = κt(p) = 0, então a singularidade de Pv é do tipo 3, exceto para uma

direção, onde ela muda para o tipo 4.
(c) Se v = vtg, então Pv é uma singularidade do tipo 5,6 ou 7 e podemos reconhecê-las

da seguinte maneira:
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(i) Se τγ̂(p)κn(p) 6= 0, então Pvtg é do tipo 5.
(ii) Se κn(p) 6= 0 e τγ̂(p) = 0, então Pvtg é genericamente do tipo 6.
(iii) Se κn(p) = 0, então Pvtg é genericamente do tipo 7.

Demonstração: Sabemos que para cuspidal edges genéricas apenas singularidades de
XAe-codimensão 6 2 ocorrem para a projeção Pv.

O núcleo de (dPv)0 é uma reta paralela à direção de projeção v. Primeiramente, vamos
obter as posições relativas entre v,vtg e TpM em função do tipo de singularidade de Pv.

Seguindo o que fizemos anteriormente, as singularidades de Pv coincidem, a menos
de difeomorfismos, com as singularidades de ĝ ◦ f , onde f é a cuspidal edge usual e ĝ é
uma das formas normais da Tabela 5.1. Uma vez que difeomorfismos levam o núcleo de
Pv no núcleo de ĝ e levam a direção tangente e o plano tangente limitante da cuspidal
edge geométrica na direção tangente e no plano tangente limitante da cuspidal edge usual,
respectivamente, vamos estudar a posição relativa entre v,vtg e TpM usando as formas
normais dadas na Tabela 5.1 e a cuspidal edge usual X, a qual sabemos ter em p = 0 o
plano tangente limitante dado por {z = 0} e a direção tangente (1, 0, 0).

(a) Se ĝ é do tipo 1, isto é, dado por ĝ(x, y, z) = (x, y), então o núcleo de dĝp é a
direção (0, 0, 1), que é transversal a TpX.

(b) Se ĝ(x, y, z) = (x, z + xky), com k = 1, 2, 3 (tipo k + 1), então ker dĝp é paralelo
ao vetor (0, 1, 0), que pertence a TpX e não é a direção tangente.

(c) Se ĝ(x, y, z) = (y + x3, z + x2) (tipo 5), ou ĝ(x, y, z) = (y + x5, z + x2) (tipo 6), ou
ĝ(x, y, z) = (y + ax2 ± x4, z + xy + bx3 + P ) (tipo 7), então o kernel de dĝp é a direção
(1, 0, 0), que é a direção tangente à X em p.

Busquemos agora reconhecer as singularidades do tipo k, com k = 2, . . . , 7 usando os
invariantes geométricos da cuspidal edge.

Consideremos a cuspidal edgeM parametrizada em sua forma normal f dada em (5.8),
v = (α, β, 0) ∈ TpM com α2 + β2 = 1 e p = 0. No que segue, usaremos os valores dos
invariantes geométricos para a forma normal encontrados nos Exemplos 2.55 e 2.60 e a
torção de γ̂ dada em (2.20).

A projeção ortogonal Pv : R3 → TvS2 na direção v é dada por

Pv(x, y, z) = ((1− α2)x− αβy, (1− β2)y − αβx, z). (5.9)

Encontremos agora o conjunto singular de Pv restrito a cuspidal edgeM . Recordemos
que Pv é singular no conjunto singular de f , dado por {v = 0} e, na parte regular de f , nos
pontos (u, v) tal que 〈ν(u, v),v〉 = 0 (Proposição 3.19). Da aplicação de Gauss de f obtida
em (2.19), obtemos que o conjunto singular de Pv = Pv ◦f é {(u, v) | vSβα(u, v) = 0}, onde

Sβα(u, v) = (−βb12 − αb20)u− 1
2βb03v + (αa20b12 − 1

2αb30 − 1
3βb22)u2

+ 1
2(αb03a20 − βb13)uv − 1

2αb12v
2 + α(1

3a20b22 + 1
2a30b12 − 1

6b40)u3

+ α(1
2b13a20 + 1

4a30b03)u2v − 1
3αb22uv

2 − 1
6αb13v

3 . (5.10)

(b) Se v ∈ TpM\{vtg}, então β 6= 0 e as singularidades de Pv são do tipo 2,3 ou 4.
Pelo Lema 5.14 podemos reconhecer o tipo de singularidade de Pv pela ordem de contato
entre as duas componentes do conjunto singular de Pv, dadas pela curva singular de f e
pela pré-imagem do gerador de contorno próprio por f , que serão denotadas por γ e Sβα,
respectivamente.

O germe de contato entre γ e Sβα é dado por

F (t) = Sβα(t, 0) = (−βb12 − αb20)t+ (αa20b12 − 1
2αb30 − 1

3βb22)t2

+ α(1
3a20b22 + 1

2a30b12 − 1
6b40)t3,
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de onde obtemos que F (0) = 0.
Pelo Lema 5.14, a singularidade de Pv é do tipo 2 se, e somente se, o contato de γ e

Sβα é de ordem 1 e isso acontece se, e somente se, F ′(0) 6= 0 (Exemplo 3.4).
(i) Se κn(0) = b20 6= 0, então F ′(0) = −βb12−αb20 = 0⇔ α = −β b12

b20
. Assim, existe um

único vetor unitário v0, paralelo a direção (−b12, b20, 0), onde Pv não é uma singularidade
do tipo 2. Considerando agora o conjunto Sβα, com α = −β b12

b20
obtemos F ′(0) = 0. Pelo

Teorema de Sard, genericamente 0 é valor regular de F ′, ou seja, F ′′(0) 6= 0. Portanto,
quando F (0) = F ′(0) = 0, genericamente F ′′(0) 6= 0, ou seja, Pv0 é uma singularidade do
tipo 3. Assim, F ′′(0) = 0 ocorre em pontos isolados e, portanto, Pv0 é uma singularidade
do tipo 4 em pontos isolados de γ.

(ii) Se κn(0) = b20 = 0 e κt(0) = b12 6= 0, então F ′(0) = −βb12 6= 0, ou seja, Pv é uma
singularidade do tipo 2.

(iii) Se κn(p) = κt(0) = 0, então b30 6= 0, pois pelo Lema 5.14(b) Sβα é uma curva
regular. A singularidade de Pv é do tipo 3 a menos que F ′′(0) = −α

2 b30 − β
3 b22 = 0, e

quando isso acontece obtemos α = −2βb22
3b30

, ou seja, Pv é uma singularidade do tipo 3,
exceto para a direção paralela a (−2b22, 3b30, 0), onde ela muda para o tipo 4.

(c) Consideremos agora v = vtg = (1, 0, 0). Então Pvtg é uma singularidade do tipo
5,6 ou 7 e o conjunto singular de Pvtg é dado por {vS0

1(u, v) = 0}, onde

S0
1(u, v) = −b20u+ (a20b12 − 1

2b30)u2 + 1
2b03a20uv − 1

2b12v
2

+ (1
3a20b22 + 1

2a30b12 − 1
6b40)u3 + (1

2b13a20 + 1
4a30b03)u2v

− 1
3b22uv

2 − 1
6b13v

3 . (5.11)

Supondo κn(0) = b20 6= 0, obtemos que S0
1 é uma curva regular e, assim, pelo Lema

5.14, Pvtg é uma singularidade do tipo 5 ou 6 e essas singularidades podem ser reconhecidas
pelo tipo de singularidade da imagem de γ̂ por Pvtg : uma (2, 3)-cúspide para o tipo 5 e
uma cúspide ramphoid para o tipo 6.

De (5.9) obtemos Pvtg(x, y, z) = (0, y, z). Fazendo uma identificação de TvS2 com R2

e escrevendo, com abuso de notação, Pvtg(x, y, z) = (y, z), obtemos

Pvtg(u, v) = Pvtg ◦ f(u, v) = (a(u) + 1
2v

2, b1(u) + v2b2(u) + v3b3(u, v)).

Assim, φ(u) = Pvtg ◦ γ(u) = Pvtg(u, 0) = (a(u), b1(u)) e obtemos φ′(0) = 0.
(i) Pelos critérios de reconhecimento dados no Lema 5.2, obtemos que Pvtg é uma

singularidade do tipo 5 se det[φ′′(0), φ′′′(0)] = b30a20−a30b20 6= 0, o que é equivalente, por
(2.20), a τγ̂(0) 6= 0.

(ii) Quando τγ̂(0) = 0, obtemos que, genericamente, φ é uma cúspide ramphoid e,
portanto, Pvtg uma singularidade do tipo 6.

(iii) Considerando agora κn(0) = b20 = 0, obtemos que S0
1 é uma curva singular

(quando não degenerado) e, portanto, genericamente Pvtg uma singularidade do tipo 7.
�

Exemplo 5.16. Nos exemplos a seguir ilustraremos os resultados estudados no Lema
5.14 e na Proposição 5.15 sobre a projeção ortogonal de cuspidal edges. Para isso, vamos
tomar a cuspidal edge em sua forma normal (5.8), e usaremos os valores de seus invariantes
obtidos nos Exemplos 2.55 e 2.60. Recordemos que, para a forma normal (5.8), obtemos
vtg = (1, 0, 0) e TpM é o plano {z = 0}.

(a) Consideremos a cuspidal edge do Exemplo 5.12 dada por f(u, v) = (u, 1
2v

2, uv2+v3)
e v = (0, 1, 0) ∈ TpM\{vtg}. Como κn(0) = 0 e κt(0) = 2 6= 0, obtemos pela Proposição
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5.15(b)(i) que Pv é uma singularidade do tipo 2. Pelo Exemplo 5.12(a) o conjunto singular
de Pv é {(u, v)|v(2u+3v) = 0}, ou seja, é formado por duas curvas regulares e a aplicação
de contato entre elas é dada por F (t) = 2t, que é uma singularidade A0 em 0. Assim, o
contato entre o conjunto singular de f , dado por {v = 0}, e a pré-imagem do gerador de
contorno próprio por f , dado por {2u+ 3v = 0}, é de ordem 1, o que está de acordo com
o Lema 5.14(b).

(b) Para exemplificar uma cuspidal edge que tem uma singularidade do tipo 1, con-
sideremos f(u, v) = (u, 1

2v
2, uv2 + v3) e v = (0, 0, 1) (Figura 5.3). Como v é transversal

a TpM , então Pv é uma singularidade do tipo 1. Sabemos que o conjunto singular de Pv
é {(u, v) | v〈ν(u, v),v〉 = 0} e, como 〈ν(u, v),v〉 = 1, então esse conjunto coincide com o
conjunto singular de f , o que está de acordo com o Lema 5.14(a).

Figura 5.3: Cuspidal edge dada no item (b) juntamente com seu gerador de contorno e a
direção de projeção.

(c) Sejam f(u, v) = (u, u2 + u3 + 1
2v

2,−u2 + u3 + v3) e v = vtg = (1, 0, 0) (Figura 5.4).
Por (2.20) obtemos τγ̂(0) 6= 0. Assim, como κn(0) 6= 0, então Pvtg é uma singularidade do
tipo 5. O conjunto singular de Pvtg = Pvtg ◦f = (0, u2 +u3 + 1

2v
2,−u2 +u3 +v3) é formado

por {(u, v) |uv(−4u−6v2−3uv+9u3) = 0} e todas suas componentes são curvas regulares.
Além disso, a projeção do conjunto singular de f , dada por Pvtg = (0, u2 + u3,−u2 + u3)
é uma (2,3)-cúspide, e esses fatos estão de acordo com o Lema 5.14(c).

Figura 5.4: À esquerda, conjunto singular de Pvtg dada no item (c), e à direta gerador de
contorno, formado pela união do gerador de contorno na parte regular, em preto, e de γ̂,
em laranja, e a projeção ortogonal de γ̂, em vermelho.

(d) Considerando a cuspidal edge f(u, v) = (u, u5 + 1
2v

2, u2 + v3) e v = vtg = (1, 0, 0)
(Figura 5.5), obtemos que Pvtg(u, v) = (0, u5 + 1

2v
2, u2 + v3) é uma singularidade do
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tipo 6, uma vez que κn(0) 6= 0 e τγ̂(0) = 0. O conjunto singular de Pvtg dado por
{(u, v) |uv(u3v − 2

15) = 0} tem quatro componentes, sendo todas curvas regulares e a
projeção ortogonal de γ̂, dada por Pv(u, 0) = (0, u5, u2) é uma cúspide ramphoid, o que
está de acordo com o Lema 5.14(c).

Figura 5.5: À esquerda, conjunto singular de Pvtg dada no item (d), e à direita, gerador
de contorno formado pela união do gerador de contorno na parte regular, em preto, e de
γ̂, em laranja, e a projeção ortogonal de γ̂, em vermelho.

(e) Sejam f(u, v) = (u, u2 + 1
2v

2, uv2 + v3) e v = vtg = (1, 0, 0) (Figura 5.6). Como
κn(0) = 0, então Pvtg é uma singularidade do tipo 7. Uma vez que Pvtg(u, v) = (0, u2 +
1
2v

2, uv2 +v3), obtemos que seu conjunto singular é dado pela união dos conjuntos {v = 0}
e {4u2 + 6uv − v2 = 0}. Notemos que o segundo conjunto é uma curva singular (um par
de retas transversais) em 0, o que está de acordo com o que obtemos no Lema 5.14(d).

Figura 5.6: Conjunto singular de Pvtg dada no item (e) e sua imagem por f , formando o
gerador de contorno.

♦
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5.3 Extensão do Teorema de Koenderink para cuspi-
dal edges

Recordemos que o Teorema de Koenderink para superfícies regulares em R3 afirma
que, dado um vetor v de R3 e uma superfície regular M , se o gerador de contorno Σv,
formado pelos pontos p de M em que v é um vetor tangente em p, é uma curva e o
contorno aparente ∆v é uma curva regular, então a curvatura Gaussiana deM em p ∈ Σv
se escreve como produto de duas curvaturas: a curvatura de ∆v, que é a projeção ortogonal
em TvS2 do gerador de contorno, e a curvatura normal na direção de projeção que, em
valor absoluto, coincide com a curvatura da seção normal obtida pela interseção de M
com o plano gerado por N(p) e v em p, onde N(p) denota o vetor normal à M em p
(Figura 5.7). Quando M = f(U) é uma cuspidal edge, a versão desse teorema, provada
em [25], apresenta uma fórmula que relaciona a forma curvatura Gaussiana em um ponto
singular q ∈ U com as curvaturas de 3 curvas: da curva obtida pela projeção ortogonal de
γ̂ = f ◦ γ em uma direção v ∈ Nf(q)M , onde γ é a curva singular de f ; da (2,3)-cúspide
obtida pela interseção de f com seu plano normal em f(q) e da curvatura singular de γ̂.

Figura 5.7: Curvas envolvidas no Teorema de Koenderink para superfície regular e na
versão para cuspidal edges.

Antes de enunciar este resultado, precisamos conhecer o comportamento da curvatura
Gaussiana próximo a pontos singulares, além de algumas definições, o que faremos a
seguir.

Teorema 5.17. (Teorema 3.1 de [24]). Sejam f : U → R3 uma frente, q ∈ U um
ponto singular não degenerado e γ : (−ε, ε) → U a curva singular de f , consistindo de
pontos singulares não degenerados. A curvatura Gaussiana K é limitada próximo a q se,
e somente se, a segunda forma fundamental se anula em γ(−ε, ε).

Podemos concluir do teorema acima sobre o comportamento genérico da curvatura
Gaussiana próximo a uma cuspidal edge. De fato, segue do teorema que a curvatura
Gaussiana de uma cuspidal edge f é limitada próximo de um ponto singular q se, e
somente se, l ◦ γ(t) = m ◦ γ(t) = n ◦ γ(t) = 0, onde l,m, n são os coeficientes da segunda
forma fundamental de f . Pela Observação 2.21, genericamente, essas três equações não se
anulam simultaneamente. Assim, genericamente, cuspidal edges têm curvatura Gaussiana
não limitada perto de pontos singulares.

Exemplo 5.18. Consideremos a cuspidal edge f(u, v) = (u, v2, v3) com a aplicação de
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Gauss dada por ν(u, v) = 1√
4+9v2 (0,−3v, 2). Então,

l(u, v) = 〈fuu, ν〉 = 0, m(u, v) = 〈fuv, ν〉 = 0, n(u, v) = 〈fvv, ν〉 = 6v√
4 + 9v2

.

Quando v = 0, ou seja, nos pontos singulares de f , temos l(u, 0) = m(u, 0) = n(u, 0) =
0. Concluímos então, pelo Teorema 5.17, que a curvatura Gaussiana de f é limitada perto
dos pontos singulares. ♦

Exemplo 5.19. Seja f(u, v) = (au2+v2, bv2+v3, u), com a, b ∈ R e ν(u, v) = 1
δ(u, v)(−3v−

2b, 2, 2au(3v + 2b)), com δ(u, v) =
√

4 + (1 + 4a2u2)(4b2 + 12bv + 9v2).
Temos

l(u, v) = 2a(−3v − 2b)
δ(u, v) , m(u, v) = 0, n(u, v) = 6v

δ(u, v) .

Se a 6= 0 e b 6= 0, então a segunda forma fundamental não se anula sobre a curva singular,
que está sobre o eixo-u. Assim, para essa cuspidal edge, a cuvatura Gaussiana é não
limitada perto dos pontos singulares. ♦

A 2-forma que definiremos a seguir está relacionada com a definição da 2-forma cur-
vatura Gaussiana, presente na extensão do Teorema de Koenderink para cuspidal edges.

Definição 5.20. Dada a frente f , a 2-forma

dÂ = λ(u, v)du ∧ dv

é chamada de forma de área com sinal, onde λ é a função densidade de área de f ,
dada por λ(u, v) = det(fu, fv, ν)(u, v).

Notemos que dÂ se anula em todo ponto singular de f . Apesar da função curva-
tura Gaussiana ser definida apenas nos pontos regulares de f , a 2-forma KdÂ pode ser
estendida em todo domínio de f , como garante o seguinte teorema.

Teorema 5.21. ([24]) Sejam f : U → R3 uma frente e K a curvatura Gaussiana de f
definida nos pontos regulares de f . Então, KdÂ pode ser continuamente estendida como
uma 2-forma definida em U .

Demonstração: Na parte regular de f , isto é, em U\Σf , valem as equações de Weingar-
ten, definidas em (2.8) e dadas por

νu = a11fu + a21fv e νv = a12fu + a22fv,

onde as funções são avaliadas em (u, v).
Notemos que

det[νu, νv, ν] = 〈νu × νv, ν〉 = (a11a22 − a12a21) det[fu, fv, ν] = Kλ.

Logo,
KdÂ = Kλdu ∧ dv = det[νu, νv, ν] du ∧ dv

é uma 2-forma definida globalmente em U . �
A 2-forma KdÂ é chamada de forma curvatura Gaussiana de f . Uma das apli-

cações dessa 2-forma é sua utilização na generalização da fórmula de Gauss-Bonnet para
superfícies singulares que satisfazem algumas propriedades. Alguns desses resultados po-
dem ser encontrados em [24], por exemplo.
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Exemplo 5.22. Consideremos a cuspidal edge f(u, v) = (au2 + v2, bv2 + v3, u), com
a, b ∈ R, dada no Exemplo 5.19

Com cálculos diretos, mostramos que

K(u, v) = 12a(−3v − 2b)
vδ(u, v)2(4a2u2 + 1)(4 + 4b2 + 12bv + 9v2)

e λ(u, v) = vδ(u, v). Assim,

KdÂ = −12a(3v + 2b)
δ(u, v)(4a2u2 + 1)(4 + 4b2 + 12bv + 9v2)du ∧ dv,

que é uma 2-forma definida em todo domínio de f . ♦

Observação 5.23. De maneira análoga ao Teorema 5.21 é possível mostrar que se γ :
I → R2 é uma frente e κγ é sua curvatura definida nos pontos regulares, então κγds
pode ser continuamente estendida como uma 1-forma definida globalmente em I, onde
ds = ‖γ′(t)‖ dt. ♦

Para a demonstração do resultado que estamos interessados, consideramos um espe-
cial sistema de coordenadas, cuja a existência foi provada em [24], dado pelo seguinte
resultado.

Proposição 5.24. (Lema 3.2 de [24]). Seja f : U → R3 uma cuspidal edge no ponto sin-
gular q. Existe um sistema de coordenadas (u, v) satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) q = 0 e a curva singular está contida no eixo-u.
(b) η(t) = (0, e(t)) é um campo de vetores anulador sobre o eixo-u (ou, equivalente-

mente, fv se anula sobre o eixo-u).
(c) λv(0) > 0.
(d) ‖fu‖ = 1 sobre o eixo-u.
(e) {fu, fvv, ν} é uma base ortonormal positiva ao longo do eixo-u.

O sistema de coordenadas dado na proposição acima é chamado de sistema de co-
ordenadas adaptado especial.

Finalmente, estudaremos agora a versão do Teorema de Koenderink para cuspidal
edges. Antes de enunciá-lo, fixemos algumas notações. A Figura 5.8 ilustra curvas e
vetores que definiremos a seguir.

Sejam f : U → R3 uma cuspidal edge, q ∈ U um ponto singular de f , M = f(U), γ a
curva singular de f , com γ(0) = q, γ̂ = f ◦ γ, ξq = ν(q)× γ̂′(0)

‖γ̂′(0)‖ e vθ = cos θξq + sen θν(q)
um vetor em Nf(q)M , para algum θ ∈ R. Consideremos Pθ : R3 → TθS2 a projeção
ortogonal na direção vθ dada por

Pθ(X) = X − 〈X,vθ〉vθ. (5.12)

Seja γ1 a projeção ortogonal de γ̂ na direção vθ, isto é, γ1(t) = Pθ ◦ γ̂(t) = γ̂(t) −
〈γ̂(t),vθ〉vθ. Assim, γ′1(t) = γ̂′(t) − 〈γ̂′(t),vθ〉vθ e γ′1(0) = γ̂′(0) 6= 0, ou seja, γ1 é uma
curva regular em t = 0. Denotemos por κ1 a curvatura de γ1.

Seja γ2 a curva obtida pela interseção de M com o plano normal a M em f(q), a
qual é uma (2,3)-cúspide em f(q) (ver Proposição 3.1 de [18]). Como γ2 é uma frente, se
denotarmos por κ2 sua curvatura nos pontos regulares, pela Observação 5.23 κ2ds pode
ser calculada em todo domínio de γ2.
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Figura 5.8: Curvas e vetores usados na versão do Teorema de Koenderink para cuspidal
edges.

Recordemos que U+ = {(u, v) ∈ U |λ(u, v) > 0} e U− = {(u, v) ∈ U |λ(u, v) < 0}.
No que segue, se uma curva α : I →M é tal que α(t0) = f(q), com abuso de notação

podemos escrever κα(q) para denotar a curvatura de α em t0.
Com as notações acima temos o seguinte teorema (Teorema 2.2 de [25]).

Teorema 5.25. ([25]) Se θ ∈ (0, π2 ), então

KdÂ = 1
cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ κ2ds

em q, onde κs é a curvatura singular ao longo de γ. A curva γ2 é orientada de tal forma
que γ2 passa de U− para U+ e os planos TθS2 e Nf (q)M são orientados de forma que
{− sen θξq + cos θν(q), γ′1(0)} e {ξq, ν(q)} são bases positivas, respectivamente.

Demonstração: Consideremos o sistema de coordenadas adaptado especial para f dado
na Proposição 5.24. Como a curva singular está contida no eixo-u vamos parametrizá-la
por γ(u) = (u, 0). Assim, γ̂(u) = f ◦ γ(u) = f(u, 0) e γ̂′(0) = fu(q) é um vetor unitário.
Obtemos então que {ν(q), γ̂′(0)

‖γ̂′(0)‖ , ξq} = {ν(q), fu(q), ξq} é uma base ortonormal positiva
para R3.

Como λv(0) > 0 e ‖fu(u, 0)‖ = 1 então, por (2.22), a curvatura singular ao longo de
γ é dada por

κs(u) = det[fu, fuu, ν](u, 0) = 〈ν × fu, fuu〉(u, 0)
e, em u = 0,

κs(0) = 〈ξq, fuu(q)〉. (5.13)
Notemos que como fv(u, 0) = 0, pelo Lema 2.52 existe uma função suave ϕ definida

em uma vizinhança de 0 tal que

fv(u, v) = vϕ(u, v) (5.14)

Logo, ϕ(u, 0) = fvv(u, 0) 6= 0 e {fu, ϕ, ν} é uma base ortonormal positiva ao longo do
eixo-u, pela Proposição 5.24(e).
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Vamos agora encontrar a expressão de KdÂ.
Por (2.12), usando (5.14), obtemos que a curvatura Gaussiana de f nos pontos regu-

lares é dada por
K(u, v) = −〈fuu, ν〉〈νv, ϕ〉 − v〈νu, ϕ〉

2

v(〈fu, fu〉〈ϕ, ϕ〉 − 〈fu, ϕ〉2) (u, v) . (5.15)

A função densidade de área nos pontos regulares de f é dada por

λ(u, v) = det[fu, fv, ν](u, v) = 〈fu × fv, ν〉(u, v) = ±‖fu × fv‖(u, v),

onde o sinal é positivo se (u, v) ∈ U+ e negativo se (u, v) ∈ U−. Notemos que, novamente
usando o fato que fv(u, v) = vϕ(u, v), obtemos

λ = ±‖fu × fv‖ = ±
√
EG− F 2 = ±

√
〈fu, fu〉〈fv, fv〉 − 〈fu, fv〉2

= ±|v|
√
〈fu, fu〉〈ϕ, ϕ〉 − 〈fu, ϕ〉2.

Como λv(0) > 0, por (2.23) concluímos que o lado esquerdo da curva singular é U+
e, como a curva singular é o eixo-u, então U+ = {(u, v)| v > 0} e U− = {(u, v)| v < 0}.
Portanto,

λ(u, v) = v
√
〈fu, fu〉〈ϕ, ϕ〉 − 〈fu, ϕ〉2(u, v).

Logo, a 2-forma curvatura Gaussiana de f , que pelo Teorema 5.21 pode ser continua-
mente estendida em todo domínio de f , é dada por

KdÂ = Kλdu ∧ dv = −〈fuu, ν〉〈νv, ϕ〉 − v〈νu, ϕ〉
2

〈fu, fu〉〈ϕ, ϕ〉 − 〈fu, ϕ〉2
√
〈fu, fu〉〈ϕ, ϕ〉 − 〈fu, ϕ〉2 du ∧ dv.

em (u, v). Em q = 0, obtemos

KdÂ = −〈fuu, ν〉〈νv, ϕ〉 du ∧ dv. (5.16)

Vamos calcular a curvatura κ1 da curva γ1 = Pθ ◦ γ̂.
Como γ̂(u) = f(u, 0), então

γ1(u) = Pθ(f(u, 0)) = f(u, 0)− 〈f(u, 0),vθ〉vθ.

Denotemos por v⊥θ o vetor− sen θξq+cos θν(q). Como, por hipótese,B1 = {v⊥θ , γ′1(0)} =
{v⊥θ , fu(q)} é uma base positiva para TθS2 podemos escrever γ1(u) = (a1(u), b1(u))B1 ,
onde (a1(u), b1(u))B1 denota o vetor a1(u)v⊥θ + b1(u)fu(q). Assim, a1(u) = 〈γ1(u),v⊥θ 〉 =
〈f(u, 0),v⊥θ 〉 e b1(u) = 〈γ1(u), fu(q)〉 = 〈f(u, 0), fu(q)〉. Logo,

γ1(u) = (〈f(u, 0),v⊥θ 〉, 〈f(u, 0), fu(q)〉)B1 .

Assim, γ′1(u) = (〈fu(u, 0),v⊥θ 〉, 〈fu(u, 0), fu(q)〉)B1 , e

γ′1(0) = (〈fu(q),v⊥θ 〉, 〈fu(q), fu(q)〉)B1 = (0, 1)B1

γ′′1 (0) = (〈fuu(q),v⊥θ 〉, 〈fuu(q), fu(q)〉)B1 = (〈fuu(q),v⊥θ 〉, 0)B1 .

Pela Observação 2.23, obtemos

κ1(q) = det[γ′1(0), γ′′1 (0)]B1

‖γ′1(0)‖3 = det[(0, 1), (〈fuu(q),v⊥θ 〉, 0)]

= −〈fuu(q),− sen θξq + cos θν(q)〉
= sen θ〈fuu(q), ξq〉 − cos θ〈fuu(q), ν(q)〉. (5.17)
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Calculemos agora a 1-forma κ2ds.
A curva γ2 é obtida pela interseção de M com Nf(q)M . Como fu(q) é um vetor

ortogonal a Nf(q)M , então Im(γ2) = f(h−1(0)), onde h(u, v) = 〈f(u, v), fu(q)〉 e, uma vez
que hu(q) = 〈fu(q), fu(q)〉 = 1, pelo Teorema da Função Implícita, h−1(0) = {(u(v), v) |v ∈
(−δ, δ)} para alguma função suave u(v) definida em uma vizinhança de q, satisfazendo

u′(v) = −〈fv(u(v), v), fu(q)〉
〈fu(u(v), v), fu(q)〉

= −v〈ϕ(u(v), v), fu(q)〉
〈fu(u(v), v), fu(q)〉

. (5.18)

Logo, γ2(v) = f(u(v), v) é uma parametrização para γ2 em uma vizinhança de f(q).
Como B2 = {ξq, ν(q)} é uma base ortonormal positiva para Nf(q)M , podemos escrever

γ2(v) = f(u(v), v) = (a2(v), b2(v))B2 , de onde segue que a2(v) = 〈f(u(v), v), ξq〉 e b2(v) =
〈f(u(v), v), ν(q)〉. Logo,

γ2(v) = (〈f(u(v), v), ξq〉, 〈f(u(v), v), ν(q)〉)B2 . (5.19)

Usando (5.14), obtemos, em v,

γ′2 = u′w1 + vw2

γ′′2 = u′′w1 + u′z1 + w2 + vz2,

onde w1 = (〈fu, ξq〉, 〈fu, ν(q)〉)B2 , w2 = (〈ϕ, ξq〉, 〈ϕ, ν(q)〉)B2 , z1 = (〈u′fuu + 2fuv +
vϕu, ξq〉, 〈u′fuu + 2fuv + vϕu, ν(q)〉)B2 e z2 = (〈ϕv, ξq〉, 〈ϕv, ν(q)〉)B2 e f , ϕ e suas deri-
vadas avaliadas em (u(v), v).

Assim, omitindo o ponto onde as funções são avaliadas, obtemos

det[γ′2, γ′′2 ]B2 = u′2 det[w1, z1] + (u′ − vu′′) det[w1,w2] + vu′(det[w1, z2] + det[w2, z1])
+v2 det[w2, z2]

= v2
(
〈ϕ, fu(q)〉2
〈fu, fu(q)〉2

det[w1, z1]− 〈ϕ, fu(q)〉
〈fu, fu(q)〉

(det[w1, z2]− det[w2, z1])

+
[
〈ϕ, fu(q)〉
〈fu, fu(q)〉

]
v

det[w1,w2] + det[w2, z2]
)

e

‖γ′2‖2 = v2
(
〈ϕ, fu(q)〉2
〈fu, fu(q)〉2

〈w1,w1〉 − 2 〈ϕ, fu(q)〉
〈fu, fu(q)〉

〈w1,w2〉+ 〈w2,w2〉
)
.

Como w1(0) = 0 e 〈fu, ϕ〉(q) = 〈ϕ, ν〉(q) = 0, então, em q = 0, obtemos

k2ds = det[γ′2, γ′′2 ]B2

‖γ′2‖3 ‖γ′2‖dv = det[w2, z2]
〈w2,w2〉

dv

= 〈ϕ, ξq〉〈ϕv, ν(q)〉 − 〈ϕ, ν(q)〉〈ϕv, ξq〉
〈ϕ, ξq〉2

dv. (5.20)

Usando (u× v)×w = −〈v,w〉u + 〈u,w〉v, para u,v,w ∈ R3, de (5.20) obtemos:

k2ds = 〈−〈ν(q), ϕ〉ξq + 〈ξq, ϕ〉ν(q), ϕv〉
〈ϕ, ν × fu〉2

dv = 〈(ξq × ν(q))× ϕ, ϕv〉dv

= 〈fu × ϕ, ϕv〉dv. (5.21)
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Como ν = fu×ϕ
‖fu×ϕ‖ (pois ν = fu×fv

‖fu×fv‖ , fv = vϕ, U+ = {(u, v)| v > 0} e U− = {(u, v)| v <
0}), então νv = fuv×ϕ+fu×ϕv

‖fu×ϕ‖ − ‖fu×ϕv‖v

‖fu×ϕ‖2 fu × ϕ.
Assim, (fu × ϕv)(q) = (νv − (fuv × ϕ) + ‖fu × ϕ‖vfu × ϕ)(q) e, de (5.21), obtemos

κ2ds = −〈fu × ϕv, ϕ〉dv = −〈νv, fvv〉dv (5.22)

De (5.13), (5.16), (5.17) e (5.22) obtemos em q = 0

1
cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ κ2ds = − 1

cos θ (cos θ〈fuu, ν(q)〉)〈νv, fvv〉du ∧ dv

= −〈fuu, ν(q)〉〈νv, fvv〉du ∧ dv = KdÂ,

como queríamos. �

Exemplo 5.26. Seja M a cuspidal edge usual dada por f(u, v) = (u, v2, v3) e sua
aplicação de Gauss dada por ν(u, v) = 1√

4+9v2 (0,−3v, 2), cuja imagem é dada na Fi-
gura 5.9. Pelo Exemplo 2.40 a curva singular de f está contida no eixo-u. Assim,
γ̂(u) = f(u, 0) = (u, 0, 0) é uma reta e, pelo Exemplo 2.50, o plano normal nesses pontos
é paralelo ao plano {x = 0}. Para qualquer θ ∈ R, a curva γ1 obtida como projeção
ortogonal de γ̂ na direção vθ = (0, cos θ, sen θ) é uma reta e, portanto, κ1(u) = 0, para
todo u ∈ R. Pelo Exemplo 2.58, temos κs(u) = 0, para todo u ∈ R. Assim, para qualquer
q ∈ γ̂, obtemos

KdÂ = 1
cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ κ2ds = 0.

♦

Figura 5.9: Cuspidal edge dada no Exemplo 5.26.

Exemplo 5.27. Consideremos a cuspidal parábola f(u, v) = (au2 + v2, bv2 + v3, u). Pelo
Exemplo 2.43 podemos parametrizar a curva singular de f por γ(u) = (u, 0) e obtemos
γ̂(u) = (au2, 0, u) (ver Figura 5.8, onde tomamos a = b = 1). Vamos encontrar KdÂ em
q = 0.

Temos

ξq = ν(q)× γ̂′(0) = 1√
1+b2 (−b, 1, 0)× (0, 0, 1) = 1√

1+b2 (1, b, 0).
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Tomando θ = π

4 , obtemos vθ = cos θξq + sen θν(q) =
√

2
2
√

1+b2 (1 − b, 1 + b, 0), v⊥θ =

− sen θξq + cos θν(q) =
√

2
2
√

1+b2 (−1 − b, 1 − b, 0) e a projeção ortogonal na direção vθ é
dada por

Pθ(x, y, z) = (x, y, z)− 〈(x, y, z),vθ〉vθ
= (x, y, z)− 1

2(1+b2)((1− b)
2x+ (1− b2)y, (1− b2)x+ (b+ 1)2y, 0).

Logo,

γ1(u) = Pθ(γ̂(u)) = Pθ(au2, 0, u) = (au2, 0, u)− 1
2(1 + b2)(au2(1− b)2, au2(1− b2), 0),

de onde segue que

γ′1(u) = (2au, 0, 1)− 1
2(1+b2)(2au(1− b)2, 2au(1− b2), 0)⇒ γ′1(0) = (0, 0, 1).

Como B1 = {v⊥θ , γ′1(0)} é uma base positiva para TθS2, obtemos

γ′′1 (0) = 1
1+b2 (2a(1 + b2)− a(1− b)2,−a(1− b2), 0) = −

√
2a(1+b)√

1+b2 v⊥θ

e
κ1(0) = det[γ′1(0),γ′′1 (0)]B1

‖γ′1(0)‖3 =
√

2a(1+b)√
1+b2 . (5.23)

Para encontrar a curva γ2, notemos que fu(q) = (0, 0, 1) é um vetor ortogonal à
N0M e, então, Imm(γ2) = {f(u, v) | 〈f(u, v), fu(q)〉 = 0} = {f(u, v) |u = 0}. Logo,
γ2(v) = (v2, bv2 + v3, 0) e, uma vez que B2 = {ξq, ν(q)} é uma base ortonormal positiva
para N0M , obtemos

γ′2(v) = v(2+2b2+3bv)√
1+b2 ξq + 3v2

√
1+b2ν(q).

e
γ′′2 (v) = 2(1+b2+3bv)√

1+b2 ξq + 6v√
1+b2ν(q).

Assim,
κ2ds = det[γ′2,γ′′2 ]B2

‖γ′2‖2 dv = 6
4+4b2+12bv+9v2dv,

e, em v = 0, obtemos κ2ds = 3
2+2b2dv.

De (2.24) obtemos κs(0) = 2a√
1+b2 e, pelo Teorema 5.25, obtemos, em q = 0,

KdÂ = 1
cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ κ2ds = 2√

2

(√
2

2
2a√
1+b2 −

√
2a(1+b)√

1+b2

)
3

2+2b2du ∧ dv
= − 3ab

(1+b2)
3
2
du ∧ dv,

o que coincide com a expressão de KdÂ, avaliada em q = 0, obtida no Exemplo 5.22. ♦

Estudamos acima a demonstração do Teorema 5.25 apresentada em [25], que utiliza o
sistema de coordenadas adptado especial para cuspidal edges.

Vamos apresentar aqui uma demonstração alternativa para esse teorema, em que usa-
mos a forma normal (2.18) para cuspidal edges. A vantagem de considerar a expressão
para f dada em (2.18) para essa demonstração é que o valor de KdÂ é obtido em função
dos coeficientes das funções que compõem f e, assim, obtemos outras relações para a
2-forma curvatura Gaussiana.
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Demonstração alternativa do Teorema 5.25: Suponhamos que a cuspidal edge
f é dada por (2.18). Assim, p = q = 0.

Calculemos KdÂ em 0. Para isso, calculamos a função densidade de área λ de f e
a curvatura Gaussiana nos pontos regulares de f . Essas contas são extensas e, por isso,
utilizamos o software Wolfram Mathematica. Obtemos:

λ(u, v) = det[fu, fv, ν](u, v) = v
m1(u, v)
δ(u, v)

e
K(u, v) = ln−m2

EG− F 2 (u, v) = m2(u, v)
vm3(u, v) ,

onde m1,m2 e m3 são funções que dependem de a, b1, b2, b3 e suas derivadas.
Assim, obtemos:

KdÂ = 3b3(0)b′′1(0)du ∧ dv = 1
2b03b20 du ∧ dv. (5.24)

Calculemos agora a curvatura κ1 de γ1 = Pθ ◦ γ̂ em q, onde Pθ(X) = X − 〈X,vθ〉vθ.
Como a curva singular de f é o eixo-u, então γ̂′(0) = (1, 0, 0) e, como ν(0) = (0, 0, 1),
obtemos ξq = (0, 1, 0). Assim, vθ = (0, cos θ, sen θ) e γ1(u) = Pθ(f(u, 0)). Logo,
γ′1(0) = Pθ(fu(0)) = (1, 0, 0) = fu(0) e γ′′1 (0) = [− sen θ(a20− (a20 cos θ+b20 sen θ) cos θ)+
cos θ(b20 − (a20 cos θ + b20 sen θ) sen θ)]v⊥θ . Logo, por (2.5), obtemos:

κ1(0) = a20 sen θ − b20 cos θ. (5.25)
Calculemos agora a 1-forma curvatura e a curvatura cuspidal de γ2, obtida pela

interseção de M com N0M . O traço de γ2 é dado por Im(γ2) = f(h−1(0)), onde
h(u, v) = 〈f(u, v), fu(0)〉 e, uma vez que hu(0) = 〈fu(0), fu(0)〉 = 1, pelo Teorema
da Função Implícita obtemos h−1(0) = {(u(v), v) | v ∈ (−δ, δ)} para alguma função su-
ave u(v) definida em uma vizinhança de 0, satisfazendo u′(v) = − 〈fv(u(v),v),fu(0)〉

〈fu(u(v),v),fu(0)〉 . Logo,
γ2(v) = f(u(v), v). Como B = {ξq, ν(0)} = {(0, 1, 0), (0, 0, 1)} é base positiva para N0M ,
obtemos γ2(v) = (v2

2 +a(u(v)), b1(u(v))+y2b2(u(v))+v3b3(u(v), v))B. A 1-forma curvatura
de γ2 é

κ2(v)ds = det[γ′2, γ′′2 ]B
‖γ′2‖2 (v)dv = 3b3 + 5y(b3)v + y2(b3)vv

1 + (2b2 + 3yb3 + y2(b3)v)2dv,

onde b3 e suas derivadas são avaliadas em (u(v), v) e b2 avaliada em v. Assim, em v = 0,
obtemos

κ2ds = 3b3(0)dv = b03

2 dv. (5.26)

De (5.24), (5.25) e (5.26), e usando os valores de κν(0) = b20 e κs(0) = a20 encontrados
nos Exemplos 2.55 e 2.60, respectivamente, obtemos KdÂ = 1

cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ κ2ds.
�

A curva γ2, obtida da interseção da cuspidal edgeM com seu plano normal em p = f(q)
é uma (2,3)-cúspide. Denotemos por µγ2 a curvatura cuspidal de γ2.

Como γ′′2 (0) = (1, 0)B e γ′′′2 (0) = (0, 6b3(0))B, obtemos, por (5.4),
µγ2(0) = 6b3(0) = b03. (5.27)

Como consequência das equações acima, obtemos que as seguintes relações são válidas.
Corolário 5.28.

KdÂ = 1
2 cos θ (sen θκs − κ1)dt ∧ µγ2dv (5.28)

e
KdÂ = κνdu ∧ κ2ds = 1

2κνµγ2du ∧ dv. (5.29)
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5.4 Sobre outras extensões
Para finalizar este capítulo, gostaríamos de fazer o seguinte comentário. Vimos o

Teorema de Koenderink para superfícies regulares e contornos aparentes regulares ([15],
1984). Vimos também resultados do tipo de Koenderink para o caso em que o contorno
aparente é uma (2,3)-cúspide ([10], 2016) e o caso em que a superfície é uma cuspidal
edge ([25], 2014). Podemos perguntar se há outros resultados do tipo de Koenderink para
superfícies singulares no espaço Euclidiano.

No artigo [10] de 2016, os autores provaram os resultados do tipo de Koenderink para
superfícies parametrizadas por aplicações de R2 em R3 com singularidades estáveis: os
guarda-chuvas de Whitney (ou cross-caps), que são aplicações A-equivalentes a (u, v) 7→
(u, v2, uv). Note que a origem é um ponto singular isolado da aplicação acima. A Figura
5.10 apresenta imagens de cross-caps.

Cross-caps não são frentes de onda, ou seja, não possuem um campo suave de vetores
normais unitários bem definido, e a curvatura Gaussiana é não limitada na vizinhança do
ponto singular. Na Seção 4 de [10] os autores provam dois teoremas do tipo de Koenderink
(Teoremas 4.4 e 4.6) que se verificam ao longo de curvas especiais que se aproximam do
ponto singular.

Em 2019, M. Sichacá e Y. Kabata estudaram em [27] a projeção ortogonal de cross-
caps. Neste trabalho, utilizando, com as devidas adaptações, as técnicas estudadas na
Seção 5.2 para a projeção ortogonal de cuspidal edges, os autores classificam as singu-
laridades genéricas da projeção ortogonal de cross-caps e apresentam os diagramas de
bifurcação dos contornos aparentes dessas superfícies.

Figura 5.10: Guarda-chuvas de Whitney
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