A
AvAvAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AV
u nesp W 4ULIO DE MESQUITA FILHO”

Céampus de Sao José do Rio Preto

Mateus Pereira Araujo

Um estudo da geometria de superficies via projecao
ortogonal: Teorema de Koenderink e extensdes

Sao José do Rio Preto
2022



Mateus Pereira Araujo

Um estudo da geometria de superficies via projecao
ortogonal: Teorema de Koenderink e extensdes

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Pés-
Graduacdao em Matematica, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus de Sao José do
Rio Preto.

Orientadora: Profa. Dra. Luciana de Fatima
Martins

Financiadora: FAPESP 2019/19714-0

Sao José do Rio Preto
2022



Araujo, Mateus Pereira
A663e Um estudo da geometria de superficies via proje¢ao ortogonal: Teorema de
Koenderink e extensdes / Mateus Pereira Araujo. -- S80 José do Rio Preto,
2022

111 p. @ il., tabs.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp), Instituto
de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sdo José do Rio Preto
Orientadora: Luciana de Fatima Martins

1. Projecdo Ortogonal. 2. Gerador de Contorno. 3. Contorno Aparente. 4.
Teorema de Koenderink. 5. Superficies Singulares. 1. Titulo.

Sistema de geragao automatica de fichas catalogréaficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de Biociéncias
Letras e Ciéncias Exatas, S8o José do Rio Preto. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




Mateus Pereira Araujo

Um estudo da geometria de superficies via projecao
ortogonal: Teorema de Koenderink e extensdes

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Péds-
Graduagdo em Matematica, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus de Sao José do
Rio Preto.

Financiadora: FAPESP 2019/19714-0

Comissao Examinadora

Profa. Dra. Luciana de Fatima Martins
Orientadora

Prof. Dr. Juan José Nuno Ballesteros
Departament de Matematiques
Universitat de Valencia

Prof. Dr. Farid Tari
Departamento de Matematica - ICMC/USP

Sao José do Rio Preto
18 de janeiro de 2022



Aos meus pais, Irene e Reginaldo,
e ao meu irmao, Marcio,

dedico.



AGRADECIMENTOS

Finalizar este trabalho é uma vitéria e muitas pessoas contribuiram para que ela
fosse possivel. Agradecgo a todas aquelas que, de alguma maneira, foram essenciais
para que ele pudesse ser realizado. Em especial, agradeco:

A Deus, pela vida, pela saude e forca em todos os momentos e por me permitir
realizar esse trabalho.

A minha familia, pelo carinho e incentivo de sempre, em especial aos meus pais,
Irene e Reginaldo, pelo amor de todos os dias, pelos valores ensinados a mim e ao
meu irm&o, por incentivarem meus estudos e estarem presentes em todos os momen-
tos. Meu irméo, Marcio, obrigado pela parceria de todos os dias, pelo incentivo e pelos
momentos de carinho e companheirismo que vivemos e ainda viveremos juntos. Sara,
obrigado pelo apoio e por todos os momentos que vivemos juntos — da pré-escola a
graduacéo, passando pelos churrascos de familia e calmarias de um domingo a tarde
— e pelos que ainda viveremos. Os motivos para agradecer sdo muitos e ndo cabem
em poucas palavras, mas registro meu amor e gratidao por voceés.

A professora Luciana que aceitou me orientar ainda na graduagao, contribuindo
com minha formagéo profissional, meu crescimento pessoal e possibilitando o desen-
volvimento deste trabalho. Agradeco o carinho e a confianga em todos esses anos e
a amizade que levarei para sempre.

Aos grandes amigos que o Ibilce me deu. Pedro, Mariele, Murillo, Vinicius, Yuri,
Eliani, Linara e tantos outros, obrigado pela parceria e pelos muitos momentos de ale-
gria que vivemos. Pedro e Mariele, obrigado por estarem sempre presentes, jogando
conversa fora, estudando, ouvindo reclamacdes e compartilhando bons momentos e
boas histérias.

Ao Programa de Educacgao Tutorial, PET, por me proporcionar viver momentos e
conhecer pessoas incriveis, além de contribuir grandemente com minha formacéao e
crescimento pessoal.

A todos os professores, da pré-escola ao mestrado, que contribuiram com minha



formacédo. Aos professores do Departamento de Matematica e aos funcionarios do
Ibilce, obrigado pelos ensinamentos, incentivos e ajuda em todos os momentos.

Aos professores Juan e Farid por aceitarem fazer parte da banca e pelas correcoes
e sugestdes que contribuiram para a melhoria deste trabalho.

A Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo, FAPESP, pela con-

cessao da bolsa de pesquisa, sob o processo n® 2019/19714-0.



“O estudo e, em geral, a busca da verdade e da beleza,
constituem uma area na qual podemos continuar
sendo criancas por toda a vida”

(Albert Einstein, [9])



RESUMO

Seja M uma superficie em R? e considere a projecao ortogonal de seus pontos em um
plano, ao longo de uma direcao v. Essa aplicacao é singular quando v € uma direcao
tangente a M e € importante na classificacao do tipo de contato entre M e retas para-
lelas a direcdo v. O conjunto singular da projecao ortogonal restrita a M é chamado
de gerador de contorno e sua projecao € chamada de contorno aparente. Reunimos
neste trabalho resultados sobre a projecao ortogonal de superficies regulares e sin-
gulares em R3. Estudamos a classificacdo de suas singularidades, relacionando as
classes de singularidades com a geometria de M, nos casos em que M é uma su-
perficie regular ou uma cuspidal edge. O Teorema de Koenderink é um resultado que
relaciona a curvatura Gaussiana de M com as curvaturas da se¢ao normal de M na
direcdo v e do contorno aparente, quando esse é regular. Apresentamos sua de-
monstracao e também estudamos extensdes desse resultado considerando contorno
aparente com (2,3)-cuspide. Estudamos ainda uma versdo desse resultado quando

M é superficie singular, sendo sua singularidade uma cuspidal edge.

Palavras-chave: Projecédo Ortogonal. Gerador de Contorno. Contorno Aparente.

Teorema de Koenderink. Superficies Singulares.



ABSTRACT

Let M be a surface in R® and consider the orthogonal projection of its points on a
plane along a direction v. This map is singular when v is a tangent direction to M and
is important to classify the type of contact between M and lines parallel to v. The sin-
gular set of the orthogonal projection restricted to M is called contour generator and its
projection is called apparent contour. We gather in this work results about orthogonal
projections of regular and singular surfaces in R3. We study the classification of its sin-
gularities and we relate the singularity classes to differential geometry of M, when M
is a regular surface or a cuspidal edge. Koenderink’s Theorem is a result that relates
the Gaussian curvature of M with the curvatures of the normal section of M along the
direction v and of the apparent contour, when this is regular. We present the proof
of this theorem and also study extensions of this result considering apparent contours
with (2,3)-cusps. We also studied a version of this result when M is a singular surface,

namely a cuspidal edge.

Keywords: Orthogonal Projection. Contour generator. Apparent Contour. Koende-

rink’s Theorem. Singular Surfaces.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria diferencial de superficies no espaco
Euclidiano R? a partir de sua projecdo ortogonal em um plano. Estudaremos primeira-
mente a projecao ortogonal de superficies regulares, suas propriedades e resultados que
fornecem informacoes sobre a superficie a partir de sua projecao. Em seguida, veremos
extensoes de alguns desses resultados para superficies singulares. Para isso, utilizaremos
ferramentas de Geometria Diferencial e de Teoria de Singularidades.

A forma de curvas e superficies pode ser estudada usando ferramentas de Geometria
Diferencial e Teoria de Singularidades. Juntas, essas areas enriquecem uma a outra, pro-
pondo maneiras alternativas de obter resultados e propriedades sobre curvas e superficies.

A Teoria de Singularidades trata do estudo de variedades e aplicagoes singulares e teve
inicio em 1955 com o trabalho pioneiro de H. Whitney, onde é mostrado que aplicacoes
do plano do plano tém, em geral, apenas singularidades do tipo dobra ou cispide. As
ferramentas da Teoria de Singularidades podem ser aplicadas em outros ramos da ciéncia
como, por exemplo, computacao grafica, processamento de visao e imagens, animacao e
multimidia, dentre outros. Além disso, essas areas também enriquecem a teoria propondo
novos problemas.

A teoria de contato entre subvariedades de R™ é uma ferramenta da Teoria de Singula-
ridades para o estudo das subvariedades de R™. Neste trabalho iremos estudar a projecao
ortogonal de superficies em R? sobre um plano. A projecao ortogonal ao londo de uma
direcdo v de R? sobre um plano ortogonal a v é a aplicacao P, : R® — T,S? dada por
Pu(X) = X — (X, v)v. Essa aplicagdo é usada para classificar o tipo de contato que
uma superficie M tem com retas paralelas a v e, a partir desse contato, é possivel obter
informagoes geométricas sobre a superficie projetada.

Se uma reta ¢, paralela a v, e a superficie M sao transversais em um ponto, entao a
aplicacao de contato entre elas é regular, e a reciproca também ¢é verdadeira. O estudo
do contato torna-se mais rico quando consideramos os pontos da superficie onde £ é uma
reta tangente pois, dessa forma, a aplicagdo de contato é singular e a A-classe de sua
singularidade fornece informacoes sobre a superficie. Assim, nosso enfoque serd o estudo
das singularidades de P, restrita a M.

O conjunto singular de P, restrita a M, formado pelos pontos p € M tal que v é
uma direcao tangente a M em p, é chamado de gerador de contorno de M na direcao
v e denotado por X,. A projecao ortogonal de ¥, é chamada de contorno aparente de
M na direcao v, e denotada por A, (Figura 1.1). Geometricamente, ¥, é o conjunto
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de pontos em que, quando vista na direcao v, a superficie parece se dobrar. Quando a
direcao de projecao v é nao assintotica, entdo X, e A, sao curvas regulares. Ao longo dos
anos, resultados sobre projecao ortogonal de superficies vém sendo buscados por diversos
autores, sendo alguns desses resultados sintetizados em [6, 7, 13|, por exemplo. Um desses
resultados, que daremos enfoque neste trabalho, é o Teorema de Koenderink, enunciado e
provado em [15] por J. J. Koenderink em 1984. A partir deste teorema, podemos escrever
a curvatura Gaussiana da superficie nos pontos de ¥, como produto de duas curvaturas: a
curvatura normal na direcado de projegao e a curvatura do contorno aparente Ay e, como
consequéncia, podemos obter informagoes sobre a forma local da superficie projetada.
Vale ressaltar que este resultado também foi obtido em 1895 por M. D’Ocagne em [8].

Figura 1.1: Em preto, gerador de contorno e em vermelho, contorno aparente de uma
superficie regular em uma direcao v.

A prova do Teorema de Koenderink dada em [15] por Koenderink usa como hipétese
o fato de a superficie e seu contorno aparente serem regulares. No entanto, dependendo
da direcao de projecao v, o contorno aparente pode ser uma curva singular. Em 2012,
S. Shiba e M. Umehara definiram em [26] curvatura para uma singularidade especial de
curvas planas: as (2,3)-cispides, e a chamaram de curvatura cuspidal. Em 2016, T. Fukui,
M. Hasegawa e K. Saji provaram em [10] uma versao do Teorema de Koenderink quando
o contorno aparente tem essa singularidade usando a curvatura cuspidal.

O Teorema de Koenderink ¢ um resultado recente com varias aplicagoes que vém
sendo estudadas por diversos matematicos. Alguns desses estudos buscam estender esse
resultado para superficies singulares.

Uma categoria de superficies singulares que vem sendo muito estudadas recentemente
sdo as frentes de onda. Essas superficies sdo aplicagoes que tém bem definidas um campo
suave normal de vetores unitarios. Um trabalho muito relevante no estudo da geometria
diferencial de frentes de onda é o artigo [24], publicado por K. Saji, M. Umehara e K.
Yamada em 2009. Uma frente de onda particular que iremos abordar neste trabalho é a
cuspidal edge, que sao germes f : (R% 0) — (R3,0) A-equivalentes a g(u,v) = (u, v?, v3).
A cuspidal edge g é chamada de cuspidal edge usual e sua imagem é dada na Figura 1.2
a esquerda. Estudar as propriedades dessas aplicacoes e de suas imagens é importante
pois cuspidal edges e rabos de andorinha, que sdo aplicacoes de (R? 0) — (R? 0) A-
equivalentes a h(u,v) = (3u® + vu?v,4u® + 2uv,v), sdo as singularidades genéricas de
germes de frentes de onda de R? em R3.

Para frentes f : U C R? — R3, onde U é um aberto, em particular para cuspidal edges,
a curvatura Gaussiana é nao limitada perto de pontos singulares. No entanto, existe
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Figura 1.2: Cuspidal edge a esquerda e rabo de andorinha a direita

uma 2-forma, chamada forma curvatura Gaussiana, K dfl, que pode ser continuamente
estendida em todo dominio de f. Usando essa 2-forma K. Saji mostrou no trabalho [25]
em 2014 uma extensao do Teorema de Koenderink para cuspidal edges, onde obtém K dA
como produto exterior de 1-formas que envolvem algumas curvaturas conhecidas para
cuspidal edges.

Em 2016, L. Martins e K. Saji obtiveram em [17] uma parametrizagao especial para
cuspidal edges e definiram alguns invariantes para essas superficies, como a curvatura
cuspidal, a curvatura normal limitante e a tor¢ao cuspidal, além de estudar as propriedades
dessas curvaturas e suas interpretagoes geométricas.

Em 2018, F. Tari e R. Oset Sinha estudaram em [22] o contato de cuspidal edges
com planos e retas. De maneira analoga ao que é feito para superficies regulares, para
analisar o contato de uma cuspidal edge f com retas paralelas a uma direcdo v basta
estudar as singularidades de sua projecao ortogonal. Considerando um subgrupo especial
de A, o grupo yA = R(X) x L, onde R(X) é formado pelos germes de difeomorfismos A :
(R3,0) — (R3,0) que preservam a cuspidal edge usual X, genericamente as singularidades
da projecgao ortogonal tém y.4.-codimensao < 2. Em posse dessas informagoes, os autores
obtém uma maneira de reconhecer essas singularidades usando os invariantes definidos em
[17] e a posicao relativa entre a diregdo de projegao e o plano tangente limitante da cuspidal
edge.

O objetivo deste trabalho é estudar os resultados que citamos anteriormente. Sua
organizacao ¢ feita da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresentaremos alguns conceitos essenciais para o desenvolvimento dos
proximos capitulos: na Secao 2.1 abordaremos defini¢oes e resultados da Teoria de Sin-
gularidades, como o conceito de germes, que permite trabalhar localmente com conjuntos
e aplicacoes, os grupos de Mather e a classificacio de germes de (R?,0) — (R?,0) via
A-equivaléncia. Enunciaremos também resultados de determinacao finita de germes que
nos auxiliardo no reconhecimento das singularidades da projecao ortogonal. Apresenta-
remos ainda, de maneira breve, defini¢des e resultados sobre desdobramentos versais e
genericidade que auxiliarao na compreensao de alguns resultados futuros. Na Secao 2.2
serao abordados resultados de Geometria Diferencial que usaremos ao longo do trabalho,
como a teoria local de curvas planas e espaciais, dando destaque a fungao curvatura des-
sas curvas, que sera essencial para o estudo do Teorema de Koenderink. Para superficies
regulares, desenvolveremos a se¢ao com o objetivo de destacar resultados sobre direcoes
assintéticas e conjugadas, e sobre a classificagdo de pontos sobre a superficie em fungao
de sua curvatura Gaussiana. Na Secao 2.3 abordaremos algumas defini¢oes e resultados
envolvendo frentes de onda, dando destaque para a cuspidal edge, discutindo sua forma
normal e alguns de seus invariantes, como a curvatura normal limitante, a tor¢ao cuspidal
e a curvatura singular. Por fim, na Secao 2.4 apresentaremos alguns conceitos e resultados
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de 1 e 2-formas diferenciais que serao tteis quando estivermos estudando as extensoes do
Teorema de Koenderink para superficies singulares, mais precisamente para a cuspidal
edge.

No Capitulo 3 estudaremos os conceitos da teoria de contato entre subvariedades de
R™. Na Secao 3.1 enunciaremos os principais resultados da teoria de contato que serao
utilizados nas demais se¢oes como, por exemplo, o teorema que possibilita o estudo do
contato entre duas subvariedades analisando as K-singularidades da aplicacao de contato.
Na Secao 3.2 aplicaremos esses resultados estudando brevemente o contato de superficies
com planos, que sao medidos pelas singularidades da funcao altura e estudando, com
mais detalhes, na Secdo 3.3 o contato de superficies com retas, que pode ser medido
pelas A-singularidades da projecao ortogonal, pois o grupo A fornece mais informacgoes
geométricas sobre a superficie. Definiremos ponto flecnodal, que esta relacionado com
este contato e estudaremos a demonstracao do teorema que fornece condigoes algébricas
e informagoes geométricas para cada uma das singularidades que podem ocorrer para a
projecao ortogonal de superficies genéricas.

No Capitulo 4 estudaremos a geometria do conjunto singular da projegdo ortogonal
P, restrita a M, 3, e de sua projecao A,. Na Secao 4.1 veremos resultados que fornecem
condigoes necessarias e suficientes para que Y, e A, sejam curvas regulares, e suas relagoes
com a geometria da superficie. Na Secao 4.2 estudaremos o Teorema de Koenderink e
utilizaremos esse resultado para obter informagoes sobre a geometria da superficie a partir
de sua projecao.

No Capitulo 5 estudaremos a projecao ortogonal de cuspidal edges e extensoes do Teo-
rema de Koenderink. Na Secao 5.1 veremos as relagoes que existem entre as singularidades
da projecao ortogonal de superficies regulares e de A, em alguns casos, e estudaremos
uma extensao do Teorema de Koenderink quando A, é uma (2,3)-cispide. Na Se¢ao 5.2
estudaremos as singularidades da projecao ortogonal de cuspidal edges, suas caracteris-
ticas geométricas e uma maneira de reconhecé-las a partir dos invariantes definidos para
essas superficies. Na Secao 5.3 estudaremos uma versao do Teorema de Koenderink para
cuspidal edges, que relaciona a 2-forma curvatura Gaussiana como produto exterior de
1-formas envolvendo curvaturas de curvas na superficie e suas projecoes.

Acreditamos que nossa maior contribuicao na elaboracgao deste trabalho é apresentar
um texto em portugués, com detalhes e exemplos que ilustram o enunciado dos resul-
tados abordados, além de reunir, em um tunico texto, trabalhos recentes que vém sendo
desenvolvidos no estudo de projecao ortogonal de superficies em R3.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Neste capitulo, enunciaremos algumas defini¢oes e resultados que serao tteis para o
desenvolvimento deste trabalho. Apresentaremos conceitos sobre Teoria de Singularida-
des, Geometria Diferencial, frentes de onda e formas diferenciais que sdo fundamentias
para a compreensao dos demais capitulos do trabalho.

2.1 Teoria de Singularidades

A Teoria de Singularidades nasce com a publicagdo de um trabalho de Whitney que
estuda as singularidades de aplicagoes do plano no plano. Alguns anos depois, em uma
série de artigos publicados a partir de 1968 por J. Mather é introduzido grupos que agem
no conjunto de germes de aplicagbes. Estes trabalhos fornecem a base para o estudo
de determinacao finita de germes de aplicagdes, um conceito relacionado a existéncia de
deformagoes e desdobramentos versais. Sao alguns desses conceitos que serdao apresentados
nesta secao.

As principais referéncias utilizadas nesta secao sao [13, 21].

2.1.1 Germes e jatos

O conceito de germes é importante para o estudo das propriedades locais de varieda-
des e aplicagoes. Um germe contém toda a informacao do que pode ocorrer para uma
variedade ou aplicagdo em uma vizinhanga de um ponto.

Definicao 2.1. Sejam X e Y subconjuntos de R" contendo p € R™. Dizemos que X é
equivalente a Y se existe um conjunto aberto U C R", com p € U, tal que XNU =Y NU.

A definicao acima gera uma relacao de equivaléncia nos subconjuntos de R que contém
p. A classe de equivaléncia de um subconjunto X é chamada germe de X em p e é
denotada por (X, p).

Definicao 2.2. Sejam U,V abertos em R" contendo p e R, f: U - R™eg:V — R™
aplicacoes suaves. Dizemos que f ¢é equivalente a g, e denotamos por f ~ g, se existe
um aberto W C UNV, tal que f|lw = glw.

A relacdo ~ definida acima é de equivaléncia no conjunto das aplicagoes de R™ em
R™. A classe de equivaléncia de uma aplicacdo f é chamada de germe da aplicacao f
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e é denotada por f : (R" p) — R™. Quando queremos explicitar a imagem de p por f,
digamos f(p) = ¢, escrevemos f : (R",p) — (R™,q). O germe f é chamado suave (resp.
germe de difeomorfismo) se um dos seus representantes, e portanto todos, é suave em
p (resp. um difeomorfismo local em p).

Em todo este trabalho, a origem de R", n > 2, serd denotada por 0. Denotaremos por
E(n,m) o conjunto dos germes de aplicagoes suaves definidos numa vizinhanca da origem
de R™, ou seja,

Em,m) ={f:(R",0) = R™| f é germe de aplicagio suave}.

Quando m = 1 (germes de fungdes), denotaremos £(n, 1) por &,. Com as operagoes
usuais de adi¢ao e multiplicagao para fungoes, &, é uma R-dlgebra local comutativa com
unidade. Seu ideal maximal, denotado por M,,, é formado pelos germes f que se anulam
na origem e, considerando (ug,...,u,) as coordenadas de R", entdao M,, é gerado pelos
germes de projecao, ou seja, pelos germes de funcgoes u;, i = 1,...,n. Assim,

My ={f€E|F0)=0} =& {u,... un).

Seja f : U C R" — R™ uma aplicacao suave, onde U é aberto em R" e consideremos
sua diferencial em p, df, : R® — R™. Dizemos que f é singular em p € U, ou que
p € ponto singular de f, se o rank da aplicacao linear df, nao ¢ maximo, ou seja se
rank (df,) < min{m,n}. O conjunto critico de f, denotado por 3(f), é o conjunto de
pontos singulares de f, ou seja,

X(f) = {p € U;rank (df,) < min{m,n}}.

O conjunto f(X(f)) é chamado de conjunto de valores criticos de f. O conjunto
criminante de f é definido por Cr(f) = {p € U;rank (df,) < m}, e o discriminante de f,
denotado por A(f) é a imagem de Cr(f) por f, isto é, A(f) = f(Cr(f)). Notemos que,
quando n = m, Cr(f) = X(f).

Um germe f : (R",p) — R™ ¢é singular em p se um dos seus representantes for
singular em p. O conjunto critico, o conjunto de valores criticos, o criminante e o
discriminante do germe f sdao definidos como o conjunto critico, o conjunto de valores
criticos, o criminante e o discriminante de algum representante de f, respectivamente.
Observamos que os conceitos definidos acima para germes nao dependem do representante
escolhido de f, uma vez que todos os representantes coincidem em uma vizinhanga de p.

Nas definigoes que daremos a seguir, e em todo este trabalho, (u1, ... ,u,) e (1, ..., zm)
denotarao o sistema de coodenadas na fonte e na meta, respectivamente, de germes e apli-
cagoes.

Definigdo 2.3. Seja f : (R",0) — R™. Dado k € N, o k-jato de f, denotado por j*f, é
o polindmio de Taylor de ordem k de um representante de f sem o termo constante.

Denotaremos por J*(n, m) o espaco dos k-jatos dos germes de aplicagdes f : (R™,0) —

R™.

2.1.2 Grupos de Mather e determinacao finita

Os grupos de Mather possibilitam a defini¢ao de certas equivaléncias entre germes e, a
partir delas, a classificacdo de singularidades. A partir dessas equivaléncias, definiremos
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o conceito de determinacgao finita, que é uma ferramenta poderosa para o reconhecimento
e classificacao de singularidades e que serd utilizada nos préoximos capitulos.

Seja R o grupo de &(n,m), com relacdo a composigao, formado pelos germes de
difeomorfimos de R™ que se anulam na origem, isto é,

R ={h:(R",0) — (R",0)|h é germe de difeomorfismo}.

O grupo R também ¢é chamado de grupo de mudangas de coordenadas na fonte.
A aplicacio ¢ : R x E(n,m) — E(n,m) definida por ¢(h, f) = foh™! é uma agao de R
em &(n,m), ou seja, satisfaz:
(1) o(Id, ) = f,Vf € E(n,m),
(2) ¢(hy o hg, f) = ¢(hy, ¢(ha, f)),V f € E(n,m) eV hy,hy € E(n,m).

A acgdo definida acima induz a nocao de R-equivaléncia da seguinte maneira.

Defini¢ao 2.4. Dois germes f,g € £(n,m) sdo R-equivalentes se pertencem a mesma
R-6rbita, ou seja, se existe h € R tal que g = foh™L.

O grupo de mudancgas de coordenadas na meta, denotado por L, é formado pelos
germes de difeomorfismos de R™ que se anulam na origem, isto ¢,

L=A{k:R"0)— (R™0)|k é germe de difeomorfismo}.

Denotando por M,,E(n, m) o subconjunto de £(n, m) formado pela aplicagoes suaves
f tal que f(0) = 0, definimos a agao de £ em M,E(n,m) como sendo a aplicacdo
o Lx Mp,En,m) - M,E(n,m) dada por ¢ : (k, f) = ko f. De maneira aniloga a
R-equivaléncia, dois germes f,g € M,E(n,m) sao L-equivalentes se eles pertencem a
mesma L-Orbita, ou seja, se existe k € L tal que g =k o f.

A partir dos grupos R e L, construimos o grupo de mudangas de coordenadas na
fonte e na meta, denotado por A, que é definido como sendo o produto direto de R
com L, ou seja,

A=RxL={(hk)|heRekecL}

A aplicacio ¢ : A x M,,E(n,m) — M,E(n,m) definida por ¢((h, k), f) = ko foh™!
é uma agao de A em M, E(n, m) e induz a definigdo de A-equivaléncia da seguinte forma.

Defini¢ao 2.5. Dois germes f, g : (R",0) — (R™,0) sao A-equivalentes se pertencem
a mesma A-drbita, ou seja, se existe (h, k) € A tal que g=ko foh L

Existe ainda outra equivaléncia no conjunto de germes muito importante quando se
quer estudar o contato entre subvariedades, assunto que veremos no préximo capitulo.
Para defini-la, consideremos o grupo de contato K, formado pelos germes de difeomor-
fismos de (R™ x R™, (0,0)) que podem ser escritos da forma (h(u), Hy(u,v)), onde h € R
e Hi(u,0) = 0 para u em uma vizinhanga de 0. A relacao de equivaléncia em M,E(n, m)
¢ dada da seguinte forma: dois germes f,g € M, E(n,m) sdo K-equivalentes se existir
um germe (h, H) € K tal que

(u,g(w)) = H(h ™" (u), f (b~} (u))).

Observacao 2.6. Usualmente, o grupo K ¢é utilizado quando se busca estudar as singula-
ridades do conjunto de nivel zero de germes de aplicagoes em M, E(n, m). Se dois germes
f,g9 : (R",0) — (R™, 0) siao K-equivalentes, entdao f~1(0) e ¢~'(0) sdo difeomorfos. A
acao do grupo A é mais fina do que a do grupo K. Se f e g sdo A-equivalentes, isto é, se
g=ko foh ! com (h k)€ A, entdo g '(c) e f~1(k7(c)) sdo difeomorfos para todo ¢
em uma vizinhanga de 0 € R™. Portanto, o grupo A preserva também a estrutura suave
dos conjuntos de niveis préximos ao conjunto de nivel zero (conforme [13], p.52). &
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Os grupos R, L, K e A sao chamados de grupos de Mather. Nas defini¢oes e resulta-
dos que enunciaremos a seguir, quando nao for preciso especificar com qual grupo estamos
trabalhando, usaremos a notagdo G para nos referir a um desses grupos de Mather. Em
alguns momentos, a fim de facilitar a escrita, denotaremos dois germes f, g G-equivalentes

por f ~g g.

Observacao 2.7. De maneira andloga ao que é feito para germes de aplicagoes, podemos
definir G-equivaléncia para aplicagoes, tomando difeomorfismos locais ao invés de germes
de difeomorfismos. O

Usando a linguagem de germes, podemos reescrever os teoremas classicos do calculo
diferencial da seguinte maneira.

Teorema 2.8. (Forma Local das Submersées) ([16], p. 293) Seja f : (R",0) —
(R™,0), com n > m um germe de submersao. Existe um germe de difeomorfismo ¢ :
(R",0) — (R™,0) tal que fo o (uUr, ..Uy Up) = (Upy oo Up).

Teorema 2.9. (Forma Local das Imersées) ([16], p. 289) Seja f : (R",0) — (R™,0),
com n < m um germe de imersio. Eziste um germe de difeomorfismo w : (R™,0) —
(R™,0) tal que wo f(uy,...,uy) = (g, ..., Up,...,0,...,0).

Podemos ainda reescrever os resultados enunciados acima usando a linguagem de G-
equivaléncia.

Observagao 2.10. A partir dos Teoremas 2.8 e 2.9 concluimos que dado um germe de
aplicacao regular f : (R",0) — (R™,0), se n > m, entdo f é R-equivalente a projegao
7, onde m(Ty, ..., Ty, 2y) = (X1,...,2Zy) € se n < m obtemos f é L-equivalente a
inclusdo i, onde i(xy, ..., x,) = (z1,...,2,,0,...,0). &

Um dos objetivos desta secio é apresentar a classificacio de singularidades de (R?,0)
em (R?,0) de A.-codimensao < 2 via A-equivaléncia. Classificar germes significa listar
representantes das érbitas da a¢do de um grupo G em M, E(n, m). Cada representante
de uma G-6rbita é chamado de forma normal.

Para a classificacdo da singularidade de um germe f : (R",0) — (R™,0) via G-
equivaléncia é importante conhecer alguns invariantes de f: a G e G, codimensao de f. A
G-codimensao (resp. G.-codimensao) do germe f é definida levando-se em consideragao
0 espaco tangente (resp. espaco tangente estendido) a G-6rbita de f. A seguir, veremos
apenas a expressao desses espacos tangentes para cada grupo de Mather G, omitindo os
detalhes e resultados necessarios para se chegar a elas, que podem ser consultados em
[13, 29], por exemplo. O espago tangente (resp. espago tangente estendido) a G-6rbita de
f é denotado por LG - f (resp. L.G - f). Esses espagos sdo:

LR-f=M, {2, . 21 LR-f=&{2, .. 2L,
Lﬁf: f*<Mn){ela"'>em}a Leﬁ'f:f*<5m){el7"'7€m}>
LA-f=LR-f+LL-f, LA -f=LR-f+LL-f,

onde f*: &, — &, é definida por f*(a) =ao fe{ey,...,e,} é base candnica de R™.

A G-codimensao de um germe f € £(n,m) é definida por

i Mn.E(n,m)
g-COd(f) = dim Tf
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e a G.-codimensao de f é definida por

_ 1:. E(nym)
g-COde(f> = dim Tg'f.

O conceito de determinacao finita de germes, que definiremos a seguir, é um importante
conceito da Teoria se Singularidades que permite passar o problema de classificagdo e
reconhecimento de singularidades para o espaco de jatos, que é formado por polindmios.
A importancia de conhecer a codimensao de um germe reside no fato de que apenas germes
de codimensao finita sao finitamente determinados e, assim, a reducao da classificagao para
o espaco de jatos s6 é possivel para esses germes.

Definigao 2.11. Um germe f € £(n,m) é dito k-G-determinado se, para qualquer g €
E(n,m) tal que j*g = j*f tem-se que f é G-equivalente a g. O germe f é dito G-
finitamente determinado se f é k-G-determinado para algum k € N.

Notemos que se f € £(n,m) é k-G-determinado, entao f é k’-G-determinado para todo
k' > k. O menor inteiro k tal que f é k-G-determinado é chamado grau de determinacao
de f.

Dizer que um germe f € £(n,m) é G-finitamente determinado significa dizer que
ele é G-equivalente j*f para algum k € N. De fato, suponha que f € £(n,m) é ko-
G-determinado. Assim, para qualquer g € £(n,p) com j*g = jk f obtemos f ~g g.
Em particular para g = j* f. Logo, j*f ~g f. Assim, o problema de classificacio de
germes finitamente determinados se reduz ao espaco de jatos pois, para verificar se dois
germes f, g sao G-equivalentes, basta verificar se seus k-jatos, que sao polindmios, sao
G-equivalentes, onde k é o maximo entre o grau de determinacao de f e g.

O teorema abaixo apresenta condi¢oes para que um germe seja finitamente determi-
nado.

Teorema 2.12. ([13], p.55) Seja f € E(n,m). As afirmagoes abaizo sio equivalentes:
(a) f € G-finitamente determinado,
(b) para algum k, M~ - E(n,m) C LG - f,
(¢) G-cod(f) < oo,
(d) G-cod.(f) < 0.

Para facilitar o trabalho de encontrar o grau de determinagdo de um germe sao neces-
sarios alguns resultados que, por fugirem do objetivo desta se¢ao, nao serao apresentados.
Algumas referéncias podem ser consultadas para se obter mais detalhes sobre esses resul-
tados como, por exemplo, [13] que retine alguns resultados apresentados em [29].

Iremos estudar nos préximos capitulos o reconhecimento das singularidades via A-
equivaléncia de uma aplicacao especial: a projecao ortogonal. Para isso vamos definir uma
relacao de equivaléncia no espaco de jatos que ira facilitar esse trabalho de reconhecimento.

Definicao 2.13. Seja A; o subgrupo de A formado pelos elementos cujo k-jato é a
identidade, o qual é um subgrupo normal de A e A% = A%' Os elementos de A% sdo
os k-jatos dos elementos de A. A agdo de A em M,E(n,m), ¢, induz uma acdo de
A®) em J*(n,m), “”, da seguinte maneira: para j*f € J¥(n,m) e j*(hy, hy) € AW,
3%(hi, ha) - 5% f = 5*(¥((h1, h), f)). Dois germes f, g € £(n,m) sdo A®-equivalentes se
pertencem a mesma A®-érbita.

Notemos que se dois germes f e ¢ sdo A-equivalentes, entdo eles sdo A®)-equivalentes
para todo & > 0. O resultado a seguir diz que se um dos germes ¢ finitamente determinado,
entao a reciproca é verdadeira.
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Observagao 2.14. Se f, g € £(n,m) sao A¥)-equivalentes e f é k-A-determinado, entdo
[ e g sdo A-equivalentes (ver [7], p. 74). &

Observacao 2.15. O resultado acima permite passar o problema de reconhecimento
de germes finitamente determinados para o espaco de jatos. De fato, seja f : (R",0) —
(R™,0) um germe k-.A-determinado. Dado um germe ¢ : (R",0) — (R™, 0), para verificar
se f e g sao A-equivalentes, basta verificar se f e g sdo A(k)—equivalentes, uma vez que se
isso ocorre, pela proposi¢ao acima f e g sao A-equivalentes. &

Para estudar o reconhecimento das singularidades da projecao ortogonal precisaremos
conhecer a classificacio de singularidades de (R?,0) em (R?,0) via A-equivaléncia, além
de saber o grau de determinagao e a A.-codimensao de cada uma das formas normais.

A classificacao de singularidades do plano no plano com A.-codimensao < 2 pode ser
encontrada em [11, 23] e estd apresentada na Tabela 2.1 a seguir.

Nome \ Forma Normal \ Grau de Determinacao \ A.-cod
Dobra (u,v?) 2 0
Ctspide (u, uv + v*) 3 0
Lébios/Bicos (u,v® + u?v) 3 1
Ganso (u, v® + uv) 4 2
Rabo de Andorinha (u, uv + v?) 4 1
Borboleta (u, uv + v° £ 07) 7 2
Gaivota (u, uv? + v* 4+ v°) 5 2

Tabela 2.1: Classificagdo das singularidades de (R? 0) em (R? 0) com A.-codimensio
< 2.

Para o desenvolvimento dos préximos capitulos é importante conhecer uma R-classe
que se obtém ao classificar singularidades de germes de (R",0) em (R, 0). Essa singulari-
dade é chamada singularidade Ay, com k > 0, tem R-codimensao igual a k e sua forma
normal é +uf*tt £ul £. .. £ul.

Em alguns momentos, serd necessirio saber quando um germe f : (R,0) — (R,0) tem
uma singularidade A;. O seguinte lema fornece uma maneira de fazer esse reconhecimento.

Lema 2.16. ([3], p. 42) Se f : (R,0) — (R,0) € tal que f®(0) =0, para todo 1 < p < k
e fFD(0) £ 0, entdo f é R-equivalente a g(x) = £2*, onde o sinal de g coincide com
o sinal de f*+D(0), ou seja, f tem uma singularidade Ay,

Muitas vezes ao longo deste trabalho, quando estiver claro com qual grupo de Mather
G estivermos trabalhando, ao invés de falar que um germe f é G-equivalente a uma das
formas normais dadas nas Tabelas 2.1 vamos simplesmente dizer que f é (ou tem) uma
singularidade “nome da forma normal”. Além disso, por simplicidade, e com abuso de
linguagem, iremos dizer também que uma aplica¢ao f é (ou tem) um determinado tipo de
singularidade. Quando dizemos isso, queremos dizer que o germe de f tem o respectivo
tipo de singularidade.

2.1.3 Desdobramentos versais e genericidade

Abordaremos de maneira breve nesta secao dois conceitos importantes que serao utili-
zados neste trabalho. Apesar de nao entrarmos nos detalhes sobre os resultados relativos a
eles, as vezes sera necessario recorrer a esses resultados para justificar algumas afirmagoes.
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Desdobramentos versais

Definigao 2.17. Seja f € M, E(n,m). Um desdobramento a s pardmetros (s, F') de f
é um germe de aplicagao

F:(R" xR* (0,0)) — (R™ x R* (0,0))
da forma F(z,u) = (f(z,u),u), com f(z,0) = f(z). A familia
f: (R x R* (0,0)) — (R™,0)
é chamada deformacao a s parametros de f.

E importante observar o seguinte sobre a deformacio f na Definicio 2.17. Seja f :
U x W — V um representante do germe f onde U x W é uma vizinhanca de (0,0) em
R™ x R® e V é uma vizinhanca de 0 em R™. Denotemos por f, : U — V a aplicacio suave
dada por f,(z) = f(z,u). Entdo fo(0) = 0 mas f,(0) nio é necessariamente a origem
em R™ para u # 0. Isso significa que a fibra 0 x R* nao é necessariamente preservada
por f,. Por isso, é importante considerar os grupos de Mather estendidos, denotados por
G., e formados pelos germes de difeomorfismos que nao necessariamente fixam a origem.
Mais detalhes sobre a importancia de se considerar esses grupos estendidos porem ser
consultados em [13, 29].

Defini¢ao 2.18. (a) Um morfismo entre dois desdobramentos (a, F) e (b,G) é um
par (a,?) : (a, F) — (b,G) com a : (R*,0) — (G,I), onde I é a identidade em G e
¥ : (R, 0) — (R” 0) tal que
fu=a(u) - Gy,

onde “-” denota a a¢do de G em M,,E(n, m). O desdobramento (a, F') é chamado induzido
de (b, G) por (a,1)).

(b) Dois desdobramentos (a, F') e (b, G) sao ditos G-equivalentes se existir um mor-
fismo (o, ) : (a, F') — (b,G), onde ¥ é invertivel.

(¢) Um desdobramento (a, F') de um germe f € M,E(n,m) é dito G-versal se todo
desdobramento (b, G) de f pode ser induzido de (a, F)

A definicao acima pode ser reescrita substituindo o grupo G pelo respectivo grupo
estendido G..

O teorema que enunciaremos a seguir fornece alguns resultados importantes que re-
lacionam a codimensao de um germe, a existéncia de desdobramentos versais e o menor
numero de parametros de um desdobramento versal.

Teorema 2.19. ([29]) (1) Seja f € M,,E(n,m). As sequintes afirmagées sio equivalentes:
(a) G-codf < oo;
(b) f tem um desdobramento G-versal;
(b) f tem um desdobramento G.-versal.

(2) O menor nimero de parametros so para um desdobramento G-versal (resp. G-
versal) é igual a G-cod f (resp. G.-cod f). O desdobramento versal (sg, F') é chamado
miniversal.

Existem ainda outros resultados importantes sobre desdobramentos versais, mas como
nao os utilizaremos no decorrer deste trabalho nao iremos enuncid-los. Alguns desses
resultados podem ser consultados em [13].
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Genericidade

Um conceito que iremos utilizar nos proximos capitulos é o de genericidade. Intuiti-
vamente, dizer que uma propriedade de um conjunto de objetos é genérica significa dizer
que quase todos os objetos desse conjunto satisfazem essa propriedade, dai a importancia
de se formalizar esse conceito, o que faremos a seguir de maneira breve. Mais detalhes
sobre genericidade podem ser encontrados em [13].

Seja C*°(R™,R™) o espago das aplicagoes suaves de R” em R™. Veremos agora uma
topologia para esse espac¢o, chamada topologia C'*° de Whitney, a qual usaremos para
definir propriedades genéricas.

Dados p € R", ¢ € R™ e um inteiro ndo negativo k, denotemos por J*(R",R™),, o
conjunto dos k-jatos de germes de aplicagoes de (R", p) em (R™,q). O espago dos k-jatos
das aplicagoes de R™ em R™ é definido como J*(R™, R™) = Upegn germ J*(R™,R™), 4. O
conjunto J*(R™ R™) é uma variedade diferencidvel e a topologia de J*(R", R™) ¢ usada
para definir uma topologia de C*°(R™, R™) da seguinte maneira. Seja U um aberto em
JE(R™, R™) e denotemos por

M(U) ={f € C*[R",R™)[j*f C U}.

A familia de conjuntos {M(U)}, onde U é um aberto de J*(R™ R™) forma uma base
para uma topologia em C*°(R" R™). Essa topologia é chamada de topologia C* de
Whitney.

Denotando por Wy, o conjunto dos subconjuntos abertos de C*°(R™, R™) com a topolo-
gia C* de Whitney, a topologia C*>° de Whitney é a topologia cuja base ¢ W = U, W;.

Com essa topologia, dizemos que uma propriedade P no espago C*°(R" R™) é gené-
rica se ela é satisfeita por um conjunto aberto e denso de C*°(R", R™).

Um resultado importante que, de certa maneira, envolve genericidade é o Teorema de
Sard, enunciado a seguir.

Teorema 2.20. (Teorema de Sard)([3], p.61) Seja f: U C R" — R™ wuma aplicagio
suave, onde U é um aberto de R™. O conjunto de valores ndao requlares de f tem medida
nula em R™.

O complementar de um conjunto de medida nula em R é denso em R™, isto é, todo
ponto de R™ estd arbitrariamente préximo de um valor regular de f. Nesse sentido,
“quase todos” os valores sao regulares e, para uma dada f, “quase todos” os conjuntos
f~Y(c) serdo variedades parametrizadas em uma vizinhanga de cada ponto.

Ainda do Teorema de Sard obtemos a seguinte afirmacgao, que sera ttil nos proximos
capitulos.

Observagao 2.21. Dado um sistema de m equagoes fi(u) = ... = f(u) = 0 em
n varidveis u = (uy,...,u,), temos definida uma aplicagdo f : R" — R™ dada por
f(u) = (fi(u),..., fm(u)). Pelo Teorema de Sard, quase todos os pontos ¢ € R™ sao
valores regulares de f. Assim, esperamos que 0 seja um valor regular e, se m > n, isso
implica que f~1(0) = . Logo, genericamente um sistema de m equagoes com n < m
incégnitas nao tem solugao. &

2.2 Geometria Diferencial

Nesta secao iremos abordar alguns fatos sobre a geometria diferencial local classica
de curvas e superficies regulares em R3. As demonstracoes aqui omitidas podem ser
encontradas em [4], por exemplo.
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2.2.1 Curvas regulares

Daremos destaque nesta se¢ao ao estudo da curvatura com sinal de curvas planas em
R3, uma vez que para os resultados que veremos nos préximos capitulos ¢ fundamental
conhecer esse sinal.

Uma curva parametrizada diferenciavel é uma aplicacao o : I — R"™ de classe C*°,
onde [ é um intervalo aberto de R. O trago de «, denotado também por «, é o conjunto
de pontos a(l) C R". A curva « é chamada regular se o/(t) # 0, para todo t € I. Se
existir £y € I tal que o/(tg) = 0, dizemos que « é singular em t,. A orientacgao de « é
o sentido do percurso do tracgo de a.

Se a : I — R™ é uma curva regular, podemos supor que ||o/(t)|| = 1, para todo
t € I, uma vez que é possivel reparametrizar o por um difeomorfismo h que preserva sua
orientacao e tal que a o h tenha essa propriedade. Quando isso acontece, dizemos que «
estd parametrizada por comprimento de arco e usualmente usa-se o parametro s no
lugar de ¢, o qual é chamado de comprimento de arco.

Suponhamos que o : I — R? seja uma curva regular parametrizada por comprimento
de arco. Denotemos por n(s) o vetor obtido ao rotacionar «/(s) em 90° no sentido anti-
horario, que chamaremos de vetor normal & a em s e por k(s) sua fungao curvatura,
isto é, k(s) = (a’(s),n(s)). Se k(so) = 0, dizemos que sy é um ponto de inflexao de a.

Como n(s) e o’(s) sao vetores ortogonais a o/(s), entao cosf = +1, onde 6 denota o
dngulo entre n(s) e @’’(s). Assim, k(s) = || (s)|| cos 0 é negativa se n(s) e a’(s) apontam
para semiplanos opostos determinados pela reta tangente a o em s e positiva se apontam
para o mesmo semiplano, como ilustra a Figura 2.1.

pn(s)

o/(s)

Figura 2.1: Curvas com curvatura negativa a esquerda e positiva a direita.

Se « esta parametrizada por um parametro ¢, que nao é necessariamente o compri-
mento de arco, entao

det[a/(t), o (¢
i) = Lt O, 0)
lo’ (@)
Seja « : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A curvatura
de @ em s € I, denotada por £(s), é definida por

k(s) = [la” ()]

(2.1)

CY”<3)

Se k(s) > 0, o vetor n(s) = 5) é chamado vetor normal & a em s. Se o : I — R?
k(s

estd parametrizada por um parametro ¢, que nao é necessariamente o comprimento de
arco, entao é possivel mostrar que
_a"@)fla’ ()] — /() (' (2), ()

"= T e ® <O
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_ lla’(®) x o"(1)]]

0= e

Notemos que, ao contrario do que ocorre para curvas planas, a curvatura de uma curva
espacial é positiva ou nula.

(2.2)

Observagao 2.22. Dizemos que « : I — R? é uma curva plana se existe um plano II
de R3 tal que a([) estd contido em II. Neste caso, IT é o plano osculador de a, isto &,
o plano gerado por &/(t) e n(t), o qual também contém «”(t). Se v é um vetor unitario
ortogonal a II, segue de (2.2) que

_ [ det[a/(t), a"(1), V]|

w() @

O

Um dos objetivos deste trabalho é estudar o Teorema de Koenderink, que possui em
seu enunciado o produto das curvaturas de duas curvas, sendo uma delas uma curva plana
em R3. Para estudar esse resultado vamos precisar considerar a curvatura de curvas planas
em R? com sinal. Para “colocar” o sinal primeiramente orientamos o plano que contém a
curva da seguinte maneira.

Sejam IT um plano em R? passando pela origem e v um vetor unitario ortogonal & II,
que chamamos de vetor normal a I1. Dizemos que um conjunto linearmente independente
B = {u,w} C II é uma base positiva para IT se (uxw, v) > 0, ou seja, se os vetores u X w
e v tém o mesmo sentido. Notemos que, quando isso acontece, ou seja, quando B é uma
base positiva para II, entdo olhando para II a partir do semiespaco de R? que contém v
vemos que a rotacao de u para w é no sentido anti-horério e, além disso, {u, w, v} é uma
base positiva para R®. Pode-se mostrar que o conjunto de todas as bases positivas para II
da uma orientagao para esse plano. Logo, para orientar II devemos fixar primeiramente
um vetor normal a II.

Ao longo deste trabalho, vamos simplesmente falar que 8 = {u,w} é uma base
positiva para um plano II, ficando implicito que o vetor normal a II é no sentido de u x w
e a rotacao de vetores em Il no sentido anti-horario é feita olhando para II a partir do
semiespaco de R? que contém u x v.

Uma vez orientado o plano II, podemos considerar um sinal para a curvatura de curvas
planas em R? dado pela seguinte observacao.

Observacao 2.23. Sejam o« : I — R? uma curva regular, II um plano passando pela
origem de R? tal que a(I) C II, v um vetor unitdrio normal a I e 8 = {u, w} uma base
ortonormal positiva para II.

Denotemos por o/ (t)+ o vetor obtido rotacionando o (¢) em 90° no sentido anti-horario
e por 0 € [0,7] o angulo entre o/(t)* e o”’(t). A curvatura com sinal de a em ¢, que
denotaremos por k4 (t), é definida por

k), se0<O<T
I{i(t)_{—ﬂa(t), se g <fO<m

ou seja, k4 (t) é positiva se o/(t)* e o (t) apontam para o mesmo semiplano de IT deter-
minado pela reta tangente a o em t e negativa caso contrario.
Vamos obter agora uma férmula para a curvatura com sinal de o andloga a (2.1).
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Como «a é uma curva cujo traco estd contido em II, existem funcgoes diferenciaveis
a,b: I — R tal que a(t) = a(t)u + b(t)w = (a(t), b(t))s. Assim, o/ ()t = (=b'(t),d (t))»s
e

sgn (k4. (t)) = sgn (cos0) = sgn ((o/(t)*, a”(t))) = sgn (@' ()" (t) = V' (t)a"(t).  (2:3)
Notemos agora que

det[d/(t), " (t),v] = det[d (t)u+V(t)w,d"(t)u+0"(t)w,V]
= d ()b (t) =V (t)a"(t), (2.4)

onde na ultima igualdade usamos o fato de {u, w, v} ser uma base ortonormal positiva
para R3. De (2.3) e (2.4) obtemos:

T ~ _ _ det[a/(t),0”(t),w] __ a' ()b ({#)=b (t)a’(t).
(a) Se 0 < 0 < 3, entdo ki(t) = (t) = =TJamp— = TEEGIE ;

(b) Se § <0 <, entdo k() = —r(t) = — (- 2tlaDa ) — COXOB D,
Portanto, se a(t) = (a(t),b(t))s, entao

(@' ()" a"(t)) _ detla/(t), 0" (t)]s
[l (#)[1° l’@®*

onde det[w, o]y denota o determinante da matriz cujas linhas sao as coordenadas dos
vetores w; e wy na base B.

No que segue, quando nao houver perigo de confusdo e com abuso de notagao, deno-
taremos x4 simplesmente por . &

R4 (t) =

(2.5)

Seja a : I — R?® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal que
k(s) > 0. O vetor binormal & « em s é definido por

b(s) =t(s) x n(s),

onde t(s) = o/(s). O referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)} é chamado de triedro de
Frenet da curva o em s.

Derivando b(s), obtemos b'(s) = 7(s)n(s), onde a fungao 7 : I — R é chamada torgao
de a em s. Quando « esta parametrizada por um parametro ¢, que nao é necessariamente
o comprimento de arco, pode ser mostrado que

<al X Oé,”,Oé”>

(t) = (1) (2.6)

o x P

Diversas propriedades locais de curvas em R? podem ser obtidas ao se estudar a cur-
vatura, a torcao e o triedro de Frenet. Mais detalhes sobre o estudo local de curvas
regualares podem ser consultados em [28].

2.2.2 Superficies regulares

Um dos objetivos desta secao é definir a curvatura Gaussiana de superficies e, a partir
dela, entender o comportamento local da superficie com relacao a seu plano tangente. A
principal referéncia para a construgao dessa se¢ao é [4], mas aprensentaremos também
alguns resultados de [13].
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Defini¢ao 2.24. Um subconjunto M C R® é uma superficie regular se, para cada
p € M, existe um aberto V' C R?, com p € V, e uma aplicacio x : U — V N M definida
em um aberto U C R? tal que

(a) x: U = V N M é suave, ou seja, se

x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) €U

entdo as funcoes z,y, z : U C R? — R tém derivadas parciais continuas de todas as ordens
em U.

(b) x: U — VN M é um homeomorfismo.

(c) dx, : R? — R3 ¢ injetora para todo ¢ € U.

A aplicacdo x é chamada parametrizagao ou sistema de coordenadas em p, e
V' N M é chamada de vizinhanga coordenada de M em p.

Observacao 2.25. Podemos definir curvas de maneira analoga ao que fizemos para su-
perficies regulares. Dessa forma, uma curva regular em R? (resp. R?) é um subconjunto
C C R? (resp. R?) tal que para cada p € C existem um aberto V de R? (resp. R?), com
p € V., um intervalo aberto I C R e um homeomorfismo diferenciavel o : I — VN C, com
alty) =pe d(ty) # 0, para algum ¢, € I. &

A condicao (3) na Definigdo 2.24 garante a existéncia de um plano tangente em
todos os pontos de M. Como os vetores dx,(e1) = x,(q) = (24(q), yu(q), 2u(q)) € dx,(e2) =
x,(q) = (24,(q), y(q), 2,(q)) sdo linearmente independentes, definimos o plano tangente &
M em p, denotado por T,M, como sendo o plano que tem como base os vetores x,(q) e
x,(¢). Em alguns momentos, com abuso de notacao e linguagem, denotaremos por 7,M o
plano tangente gerado por x,(q) e x,(¢) passando por p e em outros momentos passando
pela origem. O contexto em que estivermos inseridos deixara claro com qual plano estamos
trabalhando. Temos bem definido um vetor unitério ortogonal a 7,,M, dado por

_ xu(q) X %4(q)
M= feata) o)l &

chamado vetor normal a M em p. Notemos que se N é um vetor normal a M em p, o
mesmo acontece com — V.

Os campos normais sao importantes quando se quer estudar orientacao de superficies.
Para nao fugir do objetivo deste capitulo, ndo entraremos em detalhes sobre isso. Um
resultado importante e bem conhecido sobre essa teoria diz que uma superficie regular
M C R3 ¢ orientével se, e somente se, existe um campo diferencidvel N : M — R? de
vetores normais em M (ver Proposigao 1, p.124 de [4]). Além disso, localmente toda
superficie regular é orientavel e, como nosso estudo é local, todas as superficies regulares
que iremos trabalhar sao orientaveis. Precisaremos apenas deixar claro qual a orientacao
de M, se compativel com N dada em (2.7) ou —N. A aplicacao suave N : M — S? é
chamada de aplicagdo normal de Gauss de M.

Iremos trabalhar agora com algumas fungoes definidas sobre superficies que serao
utilizadas para obter alguns conceitos importantes na teoria de superficies regulares.

Considerando o produto interno usual (, ) em R? é possivel induzir naturalmente um
produto interno em 7,M, que denotaremos por (, ),, da seguinte forma: se vi,vy €
T,M C R3 entdo (vi,va), = (vi,va). Assim, temos definida uma aplicagio bilinear
simétrica

I,: T,M x T,M — R
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dada por I,(wy,wy) = (W, ws),. Essa aplicagdo é chamada primeira forma funda-
mental de M em p. A primeira forma fundamental é meramente a expressao de como
M herda o produto interno natural de R?. Geometricamente, é ela que possibilita fazer
medidas sobre a superficie sem fazer mencao ao espaco R?, onde M esta contida.

Em algumas referéncias a forma quadrética de 7,M em R dada por w — (w,w),
¢ chamada de primeira forma fundamental de M em p. Com abuso de notagao, vamos
denotar ambas as aplicagoes por I, e denotaremos (, ), por (, ). Notemos que I,(w) =
Iwl? > 0.

Se Wi = a1x,(q) +b1%,(q) € Wo = agx,(q)+b2x,(q) sdo vetores em T,M, com a;, b; € R,
1 = 1,2, obtemos

s = G = (o ) (£ E0) (1)

onde E(q) = (xu(q), xu(q)), F(q) = (xu(q),%:(q)) e G(q) = (xu(q), %0(q)). As fungdes
E,F,G : U — R sao chamadas de coeficientes da primeira forma fundamental de
M em p, e a matriz acima é chamada é matriz da primeira forma fundamental de M em
p. Assim, se w = ax,(q) + bx,(q), entdo

L,(w) = a®E(q) + 2abF(q) + b°G(q).

Notemos que EG — F? = ||z, X %,[|* > 0.

Seja N : M — S? a aplicacdo normal de Gauss de M. A diferencial de N em p € M,
dN,, é uma aplicacao linear de T,M em Tn,)S*. Como T,M e Ty()S* sdo espagos
vetoriais isomorfos, dN, pode ser vista como uma aplicagao linear em T, M. E possivel
mostrar ainda que a diferencial dN,, : T,M — T, M ¢ uma aplicacao linear autoadjunta.

Uma curva em M é uma aplicagdo o : I C R — M dada por a(t) = x(u(t),v(t)), onde
(u(t),v(t)) é uma curva parametrizada diferencidvel em U. Assim o' (t) = o' (t)x,(u(t), v(t))
+v' ()%, (u(t), v(t)) € TowyM. Com abuso de notagao, denotaremos (N o ar)(t) por N(t),
ou seja,

Assim,
N/(t) = (N o oz(t))/ = dNa(t)(O/(t)) € Ta(t)M.

Logo, (N(t), N'(t)) = 0 para todo t € I. Notemos que isso ocorre para qualquer curva
aem M.

Consideremos entao p = x(q) € M, o : I — M uma curva parametrizada, dada por
a(t) = x(u(t),v(t)), com a(0) = p, w = a/(0) = v (0)x,(q) + v'(0)x,(q) € T,M. Assim,
obtemos

N'(0) = dNy(w) =(Noa)(0)= C?;L[(NOX(u(t)av(f)))]t:o

= w(0)(NV ox)u(q) + v'(0)(N o x)u(q).
Escrevendo, com abuso de notagao N(u,v) = (N o x)(u,v), obtemos

Nu(q) = (N o x)u(q) = dNy(xu(q))

Ny(q) = (N o x),(q) = dNy(x0(q)) -
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Logo, Ny(u,v) e Ny(u,v) pertencem a Ty, )M e podem ser escritos como

No(u,v) = anx,(u,v) + anx,(u,v)
Ny(u,v) = a1ax,(u,v) + agx,(u,v), (2.8)

com a;; € R. Além disso, podemos escrever N'(t) = u'(t) N, (u,v) + v'(t) N, (u, v).
A forma bilinear simétrica II, : T, M x T,M — R dada por

I, (W1, W) = —(dNy(w1), w)

¢ chamada segunda forma fundamental de M em p.

Em alguns livros a segunda forma fundamental de M em p é a forma quadratica de
T,M em R, dada por w — —(dN,(w),w). Com abuso de notac@o, denotaremos ambas
as aplicacoes por II,.

Se wi = a1x,(q) +b1%,(q) € Wa = asx,(q)+b2x,(q) sdo vetores em T,M, com a;, b; € R,
obtemos

IL, (w1, Wa) = —(dN,(W1), Wa) (2.9)

I
/N
Q

=

S
=

N—
R

o~
/\S
< =
SN—
=3
SAS)
~
N
S Q
[\ (3%
N———

onde

l(q) = (=Nu(a),xu(q))
m(Q) = <_NU(Q)7X’U<Q)> <_N’U<Q)’ Xu(Q)> = <N(Q>7XU’U<Q)>
n(Q) = <_NU(Q)7X1)<Q)> <N<Q)7XUU(Q)'>

As fungoes [,m,n : U — R sao chamadas de coeficientes da segunda forma
fundamental de M em p, e a matriz quadrade de (2.9) é chamada de matriz da segunda
forma fundamental de M em p. Com essas notagoes, se w = ax,(q) + bx,(q), entao

(N(q), xuu(q)),

I,(w) = a’l(q) + 2abm(q) + b°n(q).

Definicao 2.26. Sejam C' uma curva regular em M passando por p € M, k a curvatura
de C'em p e cosf = (N,n), onde N é o vetor normal & M em p e n o vetor normal a C'
em p. O nimero k,, = kcosf é chamado curvatura normal de C' C M em p.

Notemos que «,(p) = k(p){n(p), N(p)) é o comprimento da projegao do vetor x(p)n(p)
sobre o vetor N(p) com o sinal dado pela orientagdo N de M em p. Notemos também que
a curvatura normal k,(p) de C' em p nao depende da orientagdo de C, pois k(p) e n(p)
nao se alteram quando mudamos a orientacao de C', mas muda de sinal quando mudamos
a orientacao N da superficie para —N.

E possivel mostrar que dada uma curva regular o : I C R — M, parametrizada pelo
comprimento de arco, com p = a(0) e o/ (0) = v, entao II,(v) = k,(p), ou seja, o valor de
II, em um vetor unitario v € T,M ¢ igual a curvatura normal de qualquer curva em M
que passa por p e é tangente a v em p. Assim, todas as curvas regulares de uma superficie
M que passam por p € M e tém a mesma reta tangente neste ponto, possuem a mesma
curvatura normal em p, isto é, a curvatura normal depende apenas da direcao tangente v
e nao da curva a.. Por esse motivo, a partir de agora a denotaremos por k,(v). Denotando
por (N (p), v) o plano que passa por p e é paralelo aos vetores N(p) e v, a curva regular
obtida pela intersecao de M com 7 (N (p),v) é chamada de se¢gdo normal de M em p ao
longo de v e sua curvatura coincide com o valor absoluto de k,(v).
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Se v = ax,(q) + bx,(q) # 0 é um vetor ndo necessariamente unitério, entao

_IL(v)  aPl+ 2abm +b*n

= 2.1
L(v)  a?E + 2abF + b*G’ (2.10)

Kn(V)

onde E, F,G,l, m,n sdo avaliadas em gq.
Definicao 2.27. Uma direcao v € T,M é chamada de diregao assintética se k,(v) = 0.
Segue de (2.10) que v = ax, + bx, € T,M é direcao assintética se, e somente se,

a’l + 2abm + b*n = 0. (2.11)

Definiremos e enunciaremos a seguir um resultado envolvendo o conceito de diregoes
conjugadas, que sera 1util para o estudo do Teorema de Koenderink para superficies regu-
lares, assunto que trataremos nos préximos capitulos.

Definicao 2.28. Dois vetores tangentes v,w € 1,M sao conjugados se 1I,(v,w) = 0.
Duas direcoes r; e 9 sdo conjugadas se um par de vetores nao nulos v e w paralelos a r;
e Ty, respectivamente, sao conjugados.

Proposicao 2.29. ([13], p. 144) Dado p € M e v = ax,(q) + bx,(q) € T,M as sequintes
afirmagoes sao verdadeiras:

(a) Uma diregio conjugada 4 v é Vv = —(am + bn)x,(q) + (al + bm)x,(q).

(b) 11(¥) = (nl — m?)(g)11(v).

2
v
(©) #¥) = )0l = ) )
(d) [IVIPIVI? = (¥, v)? = (EG — F?)(g)I1(v)*.

Observagao 2.30. Sejam p um ponto hiperbdlico de uma superficie regular M e r uma
direcao de T, M. Se r é uma direcao assintética e 7 é uma direcao conjugada a r, entao

r/T. O

Voltemos ao estudo da diferencial da aplicacao normal de Gauss, dN,. Uma vez que
dN, : T,M — T,M é uma aplicacao linear autoadjunta, existe uma base ortonormal
{e1,e2} de T,M tal que dN,(e1) = —r1e1 € dN,(e2) = —koey (ver Proposicao 1, p. 165
de [4]). Além disso, k1 e kg (K1 = K2) sd0 0 méximo e o minimo da segunda forma
fundamental II, restrita ao circulo unitério de T,,M, isto é, sao os valores extremos da
curvatura normal em p.

O maéaximo da curvatura normal x; e o minimo da curvatura normal x, sdo chamados
curvaturas principais em p, e as diregoes correspondentes, isto é, as diregoes dadas
pelos autovetores e; e e; sdao chamadas diregoes principais em p. Quando kK = Ko,
dizemos que p é um ponto umbilico.

O determinante de dN, é chamado curvatura Gaussiana de M em p, que denotare-
mos por K (p), e o negativo da metade do traco de dN,, é chamado de curvatura média
de M em p, que denotaremos por H(p).

Se considerarmos em 7, M a base {e;, 2}, entao a matriz de dN, é diagonal, composta
pelos autovalores kq e ky. Assim,

K1+ Ko

K(p) = fakz e H(p)=—5—.
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Agora, se considerarmos {x,(¢q),%,(q)} como base para T,M, a matriz de dN, nesta

base é dada por
(1 m\(E F\'
m n)\F G '

Assim, os coeficientes (a;;) em (2.8) sao dados por

B mF — G B nkF — mG
W= G R STy
B lFF—mE B mF —nG
N T 27 BG-Fr
e
In —m? En—2Fm + Gl
K(p) = ——— H(p) = . 2.12
) =pe—m@ e (p) 2@G—F%(® (2.12)

As equagbes (2.8) com os coeficientes encontrados acima sdo conhecidas como equa-
coes de Weingarten.

Observacao 2.31. O sinal de da curvatura Gaussiana nao se altera se trocarmos a orien-
tagao da superficie, enquanto a curvatura média muda de sinal ao mudarmos a orientagao.

o

Vamos agora classificar os pontos de uma superficie de acordo com a sua curvatura
Gaussiana. A seguir, veremos que essa classificacao tem relagdo com a geometria local da
superficie.

Definicao 2.32. Um ponto p de uma superficie regular M ¢é chamado
(a) Hiperbdlico, se K(p) < 0.
(b) Parabdlico, se K(p) = 0.
(c) Eliptico, se K(p) > 0.

E possivel mostrar que, se p é um ponto eliptico de M, entdo existe um aberto V C M,
tal que V\{p} estd contido em um dos semiespagos abertos determinados por 7,M. Se
p € hiperbdlico, entdo em qualquer vizinhanca de p existem pontos de M em ambos os
lados de T,,M (Figura 2.2). Quando p é um ponto parabdlico, nada podemos afirmar.

M

- o~

T,M T,M

Figura 2.2: Comportamento de uma superficie regular com relagdo ao plano tangente
T, M na vizinhanca de um ponto p eliptico e hiperbolico, respectivamente.

Observacgao 2.33. Um ponto parabdlico umbilico p = x(u,v), ou seja, que satisfaz
k1 = kg = 0 é também chamado de ponto parabdlico planar ou umbilico chato.
Notemos que para p ser parabdlico planar, devemos ter {(u,v) = m(u,v) = n(u,v) = 0.
No entanto, pela Observagao 2.21, genericamente o conjunto solugao desse sistema ¢é vazio.
Assim, genericamente pontos parabdlicos de uma superficie regular sdo nao planares. <
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A seguir, iremos calcular a curvatura Gaussiana de uma superficie e encontrar suas
diregoes assintoticas em 0. Essa superficie sera usada para ilustrar alguns resultados que
apresentaremos nos préoximos capitulos.

Exemplo 2.34. A superficie M = x(R?), onde x(u,v) = (u,v, —uv — v3), cuja imagem
¢ dada na Figura 2.3, nao tem pontos parabdlicos ou elipticos, ou seja, todos os pontos
de M sao hiperbdlicos. Além disso, em p = 0, as diregdes u = (1,0,0) e v = (0,1,0) sao
assintéticas.

De fato, como x,(u,v) = (1,0, —v) e x,(u,v) = (0,1, —u — 3v?), obtemos que a apli-

cacao de Gauss de M é N(u,v) = % Os coeficientes da segunda forma

fundamental de M sdo

-1 —
l(u,v) =0, m(u,v)= e n(u,v) = bv :
V1402 + (u+302)? 1+ 02+ (u+ 302)2
e
In —m? -1

Kluv)=ga— ") = mg_mp?)
Como K(u,v) < 0, para todo (u,v) € R? obtemos que todos os pontos de M sdo
hiperbélicos.

Se w = ax,(0) + bx,(0), entdo, por (2.11), obtemos £, (W) = —2ab. Assim as diregdes
assintéticas a M em 0 sdo x,(0,0) = (0,1,0), quando a = 0 e x,(0,0) = (1,0,0), quando
b=0. %

Figura 2.3: Superficie dada no Exemplo 2.34, To M e suas dire¢oes assintéticas em 0

Seja o : I C R — M uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco,
com [ um intervalo aberto da reta. Como o vetor a”(s) é ortogonal a o/(s) € T, M, entao
a'(s) pertence ao plano gerado pelos vetores N(s) x o/(s) e N(s), onde N(s) = N(a(s))
¢ o vetor normal a M restito a curva o.

Assim,

a’(s) = a(s) (N(s) x a(5)) + kn(s)N(s). (2.13)

O ntmero a(s) = ((s), N(s) x &/(s)) dado na equagao (2.13) recebe o nome de
curvatura geodésica de C' em p e é denotado por k,4(s). Quando k,(s) = 0, dizemos
que a curva o tem uma inflexao geodésica em s.
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Observemos que, como « é uma curva parametrizada por comprimento de arco, entao,
de (2.13), obtemos
k(s)? = [l (s)]1* = rg(5)* + Ka(s)”. (2.14)
Em resumo, temos as expressoes r,(s) = (a”(s), N(s)) e r4(s) = (a'(s), N(s) x &'(s)).
Se a nao estiver parametrizada por comprimento de arco, é possivel mostrar que

@) | @00 x o)
w0 = o olf) [ @)

(2.15)

Forma de Monge

Existe uma parametrizacao especial para superficies regulares, chamada forma de
Monge. Essa parametrizacao considera a superficie como sendo grafico de funcao e serd
util em algumas demonstragoes que faremos ao longo deste trabalho.

Sejam M uma superficie regular e p € M. Podemos escolher um sistema de coorde-
nadas (x,y,z) de R?® tal que p é a origem de R3, T,M ¢é o plano {z = 0} e a superficie M
é, localmente, o grifico de uma funcdo z = f(u,v), com (u,v) pertencente a um aberto
U C R? com (0,0) € U ep= f(0,0). Assim, obtemos a seguinte parametrizacio de M
em p

x(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €U,

chamada parametrizacao na forma de Monge. Neste caso, dizemos que M estd para-
metrizada localmente na forma de Monge z = f(u,v) em p. Notemos que neste caso o
polinémio de Taylor de f na origem nao contém termos contantes ou lineares.

A seguinte proposicao fornece a direcao normal e os coeficientes das formas fundamen-
tais de uma superficie dada na forma de Monge.

Proposicao 2.35. Seja M wma superficie parametrizada localmente na forma de Monge
z = f(x,y) em p. Entdo:
(a :1+f37F:fufv7G:1+f3a

) E
(b) N = m(—fu, — [, 1);

(c) | = Juu L m = Juv n= fov .
i T i T i
Dessa forma, quando M estd na forma de Monge, todas as propriedades que vimos
para superficies regulares que dependem apenas dos coeficientes da primeira e da segunda
forma fundamental passam a depender apenas das derivadas de f. Por exemplo, segue da
equacao (2.11) que uma direcdo tangente v = ax,(0) + bx,(0) € T,M, é assintética se, e
somente se,

% fu(0) + 2ab £, (0) + b2 f,,(0) = 0. (2.16)

Proposicao 2.36. ([13|, p. 148) Sejam M wuma superficie dada na forma de Monge
z = f(u,v), onde

2 2 3 2 2 3
f(u7 v) = Q0U~ + A21UV + A22V” + azoU” + A31U°V + G32UV” + az3v” + ...,

p=0ev=(0,1,0). As sequintes afirmagies sio verdadeiras:

(a) K(p) = 4&20&22 — CL%l = 0,

(b) a diregio v € assintdtica em p se, e somente se, azy = 0,

(c) se v € uma direcao assintdtica e p € um ponto parabdlico ndo planar, entiao o conjunto
parabolico é uma curva reqular em p se, e somente se, azs # 0 ou azz # 0.

(d) p € parabdlico planar se, e somente se, asy = a9 = ag = 0.
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Dada uma superficie M na forma de Monge, as vezes é conveniente considerar uma
rotagdo de M de tal forma que as direges principais sejam as diregoes (1,0,0) e (0,1,0).
A seguir, faremos uma breve descrigao deste processo.

Seja M uma superficie dada na forma de Monge z = f(u,v) e consideremos a expansao
de Taylor de f que, com abuso de notagdo, também denotaremos por f(u,v). Temos
f(u,v) = $(au® 4+ azuv + asnv?) + O(3), onde O(3) denota os termos de ordem maior
ou igual a 3.

Fazendo uma rotagao em torno do eixo-z por um angulo @, o coeficiente de xy torna-se
%(agg — agp) sen 260 + a9y cos 20. Dessa forma, existe um valor 6 € [0, 1) tal que a rotacao
de M em torno do eixo z zera o coeficiente do termo xy na expressao de f. Quando
isso acontece, todos os outros coeficientes a;; de f podem mudar, mas os termos de
um determinado grau permanecem no mesmo grau, ou seja, os novos termos de grau k
dependerao apenas do termos de grau k original e de 6. Assim, toda superficie regular M
pode ser escrita como z = f(u,v) = s (au?+bw?)+0(3). Quando M & escrita como gréfico
da funcdo f, pela Proposicdo 2.35 obtemos que os coeficientes das formas fundamentais
em p =0 sdo F(0) = G(0) =1, {(0) = a,n(0) = b, F(0) =m(0) =0. Assim, por (2.12),
a curvatura Gaussiana em p é K(0) = ab. Logo, as curvaturas principais 1 e ko em 0 sdo
dadas pelos valores a e b e, por (2.10), obtemos k,(e1) = a e k,(e2) = b. Logo, quando
M esté na forma z = f (u,v), obtemos que as dire¢oes principais sdo os eixos x e y e M
pode ser escrita como grafico da funcao

flu,v) = ;(mlf + Kkpv?) + O(3). (2.17)

2.3 Frentes de onda

Os conceitos que estudaremos nesta se¢ao sao importantes para o desenvolvimento do
Capitulo 5. Usamos [17, 24] como principais referéncias para essa se¢ao.
Nesta secdo U denotard um aberto em R2.

Definicao 2.37. Uma aplicacdo suave f : U — R3 é uma frontal se existe um campo
unitario suave v : U — R3 de vetores normais & f, isto é, |[v(p)|| = 1 e (df,(X), v(p)) = 0,
para todo X € R? e p € U. Quando (f,v): U — R3 x R? é uma imersdo, dizemos que f
¢ uma frente de onda (ou simplesmente frente) e v é a aplicagdo de Gauss de f.

Observacao 2.38. Nos pontos regulares da frente f, a aplicacdo v coincide, a menos de
sinal, com a aplicacdo normal de Gauss N. Dessa forma, v pode ser considerada uma
generalizacdo da aplicacdo normal de Gauss e, por isso, recebe o nome de aplicacao de

Gauss. &

Exemplo 2.39. Toda parametrizacao de superficies regulares é uma frente de onda,
basta tomar v como sendo a aplicacao normal de Gauss da parametrizagdao. Assim, toda
superficie regular é localmente imagem de uma frente de onda. No entanto, uma frente
de onda nao ¢ necessariamente regular, como veremos nos préximos exemplos. %

Recordemos que o conjunto singular de f : U C R? — R3 é dado por
Y; ={q € U :rankdf, < 2},

e denotado por por Y.
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Exemplo 2.40. Seja f(u,v) = (u,v? v3), cuja imagem é dada na Figura 2.4.

Temos fu(u,v) = (1,0,0), fo(u,0) = (0,20,30%) ¢ fu x fu(u,v) = 0(0, ~30,2). Logo,
>+ coincide com o eixo-u .

Seja

1
viu,v) = \/m(

Entdo v é um campo unitario de vetores normais a f. Além disso, como f,(u,0) =
(1,0,0), fuo(u,0) =0 e vy(u,0) = (0,—2,0), entdo (f,v) é uma imersdo e, portanto, f é
uma frente. &

ay

0, —3v,2).

Figura 2.4: Imagem da frente f(u,v) = (u,v?, v*) dada no Exemplo 2.40

Exemplo 2.41. Consideremos f(u,v) = (3u* + u?v,4u? + 2uv,v), cuja imagem ¢é dada
na Figura 2.5. Temos f,(u,v) = (12u® + 2uv, 12u® + 2v,0), f,(u,v) = (v?,2u,1) e f, ¥
folu,v) = (12u? + 2v)(1, —u, u?), de onde seque que o conjunto singular de f é ¥; =
{(u, —6u?); u € R}. Assim,
(1,0) (L uw)
v(u,v) = ———=(1, —u, u”).
AT ra
¢ um campo unitério de vetores normais a f e, como f,(u, —6u?) = v,(u, —6u?) = 0,
folu, —6u?) # 0 e v, (u, —6u?) # 0, segue que (f,v) é uma imersio e, portanto, f é uma
frente. ¢

»

Figura 2.5: Imagem da frente f(u,v) = (3u* + v?v, 4u® + 2uv, v) dada no Exemplo 2.41

As aplicagoes apresentadas nos Exemplos 2.40 e 2.41 sao formas normais de frentes
que recebem nomes especiais, como segue.

Definig¢ao 2.42. Uma aplicacio f : U — R3 é uma
(a) cuspidal edge se é A-equivalente a f(u,v) = (u, v?,v?),
(b) rabo de andorinha se é A-equivalente a g(u,v) = (3u* + u?v, 4u> + 2uv, v).
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As formas normais definidas acima sao chamadas de cuspidal edge e rabo de andorinha
usuais. O exemplo a seguir apresenta frentes que veremos serem cuspidal edges.

Exemplo 2.43. Seja f(u,v) = (au?® + v*,bv* + v*,u), com a,b € R. Temos f,(u,v) =
(2au,0,1), f,(u,v) = (2v,2bv+30v2,0) e fu X fo(u,v) = v(—=3v—2b,2, 2au(3v+2b)). Logo,
o conjunto singular de f é ¥y = {(u,0); u € R}, e o campo unitario de vetores normais a

fé
1

0(u,v)

onde 0(u,v) = \/4 + (1 4 4a?u?)(40% + 12bv 4 9v?).

Como f,(u,0) # 0, fu(u,0) = 0,1,(u,0) # 0 e v,(u,0) # 0, entao (f,v) é uma imersao
e, portanto, f é uma frente.

A superficie f(U) é dada na Figura 2.6 para a = b =1 a esquerda, ea = —-1leb=1
a direita. &

(—3v — 2b, 2, 2au(3v + 2b)),

v(u,v) =

Figura 2.6: Superficies dadas no Exemplo 2.43

Observagao 2.44. Podemos definir também frentes de onda para aplicacbes de R em
R2. Uma aplicacdo v : I — R?, onde I ¢ um aberto em R, é chamada de frente de onda
(ou frente) se existe um campo unitério suave v, : I — R? de vetores normais a 7, ou
seja, (7/(t),v,(t)) =0, e tal que (v,v,) : I — R?* x R? é uma imersao.

Claramente toda curva plana regular é uma frente. Consideremos agora v : R — R?
a aplicacdo dada por () = (t2,3). Como «/'(t) = #(2,3t), a curva v ¢ singular apenas
em t = 0. Tomando v, (t) = ﬁ(—?ﬂf, 2), obtemos (7/(t),v,(t)) =0, para todot € I, e
(+(0),2.(0)) = (0,0,0,1). Portanto, v é uma frente. &

Yy
A partir de agora, nesta segao, f : U — R?® serd uma frente, com f(U) = M e v a
aplicacao de Gauss de f. Notemos que nos pontos regulares de f, v é paralelo a f, x f,

e M é localmente uma superficie regular.

Definigao 2.45. A fungao A : U — R definida por
)\(Q) = <fu(Q) X fv(Q)7V(Q)> = det(fua me)(Q)

¢ chamada funcao densidade de area de f.

Como
Mg) =0« fulg) x fulg) =0 g€ Xy,

entdao Xy = A71(0). Se ¢ ¢ Xy, entdo A(¢) # 0. Assim, A(q) > 0 quando f,(q) x f.(q)
e v(¢q) apontam para o mesmo semiespaco determinado por Ty M, e A(q) < 0 quando
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fulq) x fu(q) e v(q) apontam para semiespagos opostos de Ty M. Denotaremos por
Uy (resp. U_) o aberto de R? formado pelos pontos (u,v) tais que A(u,v) > 0 (resp.
AMu,v) < 0).

Definic¢ao 2.46. Seja ¢ € ¥;. Dizemos que ¢ ¢ um ponto singular nao degenerado de
f se g é um ponto regular de A, ou seja, se A\,(q) e A\,(¢) ndo se anulam simultaneamente.

Como ¥y = A71(0) segue, pelo Teorema da Fungdo Implicita, que 3 é localmente uma
curva regular nos pontos singulares nao degenerados de f, a qual chamaremos de curva
singular de f. Cada direcao tangente a curva singular é chamada direg¢ao singular.

A partir de agora, dado ¢ um ponto singular ndo degenerado de f, denotaremos por
v : (e,6) = U (¢ > 0) uma parametrizagao para a curva singular, com v(0) = ¢ e vamos
supor que y(t) é um ponto singular ndo degenerado para todo ¢t € (—¢,e). Observamos
que o nicleo da aplicagdo df, tem dimensao 1. De fato, suponha que dim(kerdf,) = 2.
Entao f.(q) = f,(q) = 0, de onde segue que

Au(q) = det(fuu, fo, V) (@) + det(fu, fuv, v)(q) + det(fu, fo, ) (q) =0

e, analogamente, \,(¢) = 0, o que é um absurdo, pois ¢ ¢ um ponto singular nao degene-
rado de f. Portanto, dim(ker df,) = 1.

Definigao 2.47. Seja ¢ € ¥y um ponto singular nao degenerado. Para cada t € (—¢,¢)
existe um subespaco vetorial de dimensdo 1 em R?, chamado de direcido nula, que ¢ o
nicleo da aplicagao linear df,). Podemos escolher um campo suave de vetores 7(t) ao
longo de « tal que 7(t) pertenga a direcao nula para todo t, ou seja, dfy ) (n(t)) = 0,
chamado de campo anulador de vetores ao longo de 7.

Com abuso de linguagem, chamaremos um vetor pertencente a dire¢ao nula de direcao
nula.

Se ¢ € Xy é nao degenerado, entao df,(R?) é uma reta. Definimos a dire¢do tangente
& M em ¢ como sendo a diregdao paralela & df,(R?) e a reta tangente & M em f(q),
denotada por vy,, como sendo a reta que passa por f(g) e é paralela diregao tangente. O
plano normal a M em f(q), denotado por Ny M, é definido como o plano perpendicular
a df,(R?) passando por f(q). Além disso, dizemos que um vetor w € R? é normal & M
em f(q) quando w for ortogonal a df,(R?). Na Figura 2.7 esbogamos o plano normal e a
reta tangente para a cuspidal edge usual.

NyoM

Figura 2.7: Reta tangente e plano normal a uma cuspidal edge M

Como v é um campo de vetores normais a f, podemos definir o “plano tangente
limitante” a M em pontos singulares da seguinte forma.
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Defini¢ao 2.48. Dado ¢ € U, o plano tangente limitante a M em f(q) é o plano
ortogonal a v(q) passando por f(q) e o denotaremos também por Ty M.

O resultado que enunciaremos a seguir fornece critérios para que um ponto singular
de uma frente seja uma cuspidal edge.

Teorema 2.49. ([24]) Um ponto singular nao degenerado q = ~(t) de uma frente de
onda f é uma cuspidal edge se, e somente se, a direcio nula e a direcio singular sdo
transversais em q, isto €, det('(t),n(t)) # 0.

Exemplo 2.50. Consideremos a cuspidal edge f(u,v) = (u,v? v*). Pelo Exemplo 2.40

temos que X coincide com o eixo-u e v(u,v) = (0, —3v,2) é um campo unitério

92 +4
de vetores normais a f.

Uma vez que f,(u,0) =0, dado (u,0) € Xy, obtemos A, (u,0) = det(fy, fur, V) (u,0) =
2. Logo, todo ponto singular de f é ndo degenerado. Se v(t) = (u(t),0) é uma parame-
trizacdo para a curva singular, com ¢ € (—¢,¢), entdo 7(t) = (0,1) é um campo anulador
de vetores ao longo de v, pois df,)(0,1) = f,(7(t)) = 0, para todo t € (—¢,¢).

Como em todo ponto de X; a dire¢do singular é paralela ao vetor (1,0) e a direcao
nula é o vetor (0, 1), as diregoes singulares e nulas sao transversais, o que esté de acordo
como o teorema anterior.

Além disso, os pontos singulares de f(U) estdao sobre o eixo-z, pois f(u,0) = (u,0,0).
Como v(u,0) = (0,0, 1), o plano tangente limitante em um ponto (u,0,0) é o plano-zy.
O plano normal em (u,0,0) é paralelo ao plano {x = 0} passando por (u,0,0), uma vez
que a reta tangente a cuspidal edge é paralela a f,(u,0) = (1,0,0). O

Exemplo 2.51. Vamos mostrar que f(u,v) = (au® 4+ v?, bv* +v3 u), onde a,b € R, dada
no Exemplo 2.43 é uma cuspidal edge.
Vimos que o conjunto singular de f é o eixo-u. Como f,(u,0) = 0, entdo \,(u,0) =

det(fu; fmn V)(uv 0) = i

d(u,0)
sao nao degenerados.
A diregao singular em todo ponto de s é paralela ao vetor (1,0) e, como f,(u,0) =0
o campo anulador de vetores 7(t) é paralelo ao vetor (0,1). Assim, como as dire¢oes
singular e nula sao transversais em cada ponto de X, concluimos que o conjunto singular
de f é formado por cuspidal edges. &

+ 16a?b?u® + 4 # 0. Logo, todos os pontos singulares de f

Muitas vezes, para estudar propriedades de uma frente f : U — R? é interessante
considerar um sistema de coordenadas especial para R?. Dado um ponto singular nio
degenerado ¢ € U, esse sistema de coordenadas (u,v) estd centrado no ponto ¢ e satisfaz:

(a) é compativel com a orientagao de R?,

(b) a curva singular é o eixo-u, e

(c) ndo existem pontos singulares de f fora do eixo-u.

O sistema de coordenadas (u,v) que satisfaz as condi¢oes definidas acima é chamado
de sistema de coordenadas adaptado com respeito a q.

A seguir, enunciamos um lema que auxilia na obtencao de algumas propriedades de
frentes.

Lema 2.52. ([3], p. 86) Seja f : U C R? — R uma fungio suave definida em uma
vizinhang¢a U de 0. Suponha que f(u,0) = 0, para u suficientemente proximo de 0.
Entdo, existe uma fungdo suave fi(u,v) definida em uma vizinhanga de 0 tal que

fu,v) = vfi(u,v).
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Observagao 2.53. No sistema de coordenadas adaptado (u,v) as fungdes A e A, se
anulam sobre o eixo-u, e A\, nao se anula sobre o eixo-u. De fato, como o eixo u é formado
por pontos singulares, entdao A(u,0) = 0. Assim, pelo Lema 2.52, existe uma funcao suave
A1 (u,v) tal que A(u,v) = vA1(u,v), de onde concluimos que A, (u,0) = 0. Como a curva,
singular é formada por pontos singulares nao degenerados, concluimos que A, nunca se
anula sobre o eixo-u. Como A,(u,0) = Ai(u,0), entdo A; ndo muda de sinal em U e,
assim, A = v\; muda de sinal quando cruza o eixo-u. Podemos concluir entdao que a curva
singular separa U em duas regioes U, e U_, onde A > 0 e A < 0, respectivamente. &

Dada uma frente f : U — R? e sua aplicacdo de Gauss v, sabemos que f(U) nao é
necessariamente uma superficie regular, logo a primeira e a segunda formas fundamentais
nao estao definidas. A seguir, de forma analoga ao que é feito para superficies regulares,
iremos definir as formas fundamentais para f.

Dado ¢ € U, o produto interno em R? induz uma aplicacio I, : R? x R? — R dada por

[ (v,w) = (dfy(v),dfy(W)),

chamada de primeira forma fundamental de f em ¢, e seus coeficientes sao definidos
por

(fu(q), fu(q))
(fulq), fo(q))
(fo(a), fulq)),

Ef(Q) = Iq<€1761)
Iq(ela 62)

Gilq) = Tglez,e0)

.

—~

_

~—
I

onde {ey, es} é a base candnica de R
Se w = (a,b) € R?, entdo

I, (w,w) = a®E;(q) + 2abFy(q) + b°G(q).

Para definir a segunda forma fundamental para superficies regulares consideramos a
aplicacao normal de Gauss N. Para a frente de onda f vamos considerar a aplicacao de
Gauss v, que é um campo de vetores normais unitarios a f.

A segunda forma fundamental de f em ¢ é a aplicagdo II, : R? x R? — R dada
por

IL,(v,w) = —(dvy,(v), w).

Se v = (a,b) € R?, entdo
I1,(v,v) = a®l;(q) + 2abmy(q) + b*ns(q),

onde

i) = (—(q), ful@)) = (fuulq), v(q))
mf(Q) = <_Vu(Q)afv(Q)> = <_VU(Q)7fu(q)> = <fuv(Q)aV(q)>
ni(q) = (=(q), fuo(@)) = (fuulq), v(q))

sao chamados de coeficientes da segunda forma fundamental de f em q.

Observemos que em pontos regulares de f os coeficientes da primeira forma funda-
mental coincidem com aqueles obtidos para superficies regulares, enquanto os coeficientes
da segunda forma fundamental coincidem a menos de sinal, pois v(q) = £N(q).

<
N—
|
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2.3.1 Forma normal especial e invariantes geométricos para a
cuspidal edge

Recordemos que dada uma superficie regular, é possivel, através de movimentos rigi-
dos, isto é, que nao alteram a forma da superficie, obté-la como grafico de uma funcao
suave f(u,v) (forma de Monge). De forma anédloga, iremos apresentar agora a forma nor-
mal especial para cuspidal edges e alguns de seus invariantes que usaremos nos proximos
capitulos.

Dada uma cuspidal edge é possivel fazer mudancas de coordenadas por difeomorfismos
na fonte e isometrias na meta tal que a aplicagao original seja A-equivalente a

flu,v) = (u, a(u) + $v°, by (u) + v?ba(u) + v7bs(u, v)) ) (2.18)

onde (u,v) pertence a uma vizinhanga U da origem, a(0) = a/(0) = b,(0) = b1(0) =
b2(0) = 0 e b3(0) # 0. Assim, podemos escrever

a(u) = jau’ + gasu® + gagpu' + O(5),
bi(u) = %b20u2 + %bBOU3 + ibz;ouél + O(5),
b2 (U) = %b12u + %622U2 + O(3>,

bg(u, U) = %bog + %blgu + 0(2)

A parametrizagao (2.18) é chamada de forma normal especial da cuspidal edge e
foi obtida no Teorema 3.1 de [17]. Os coeficientes das fungoes a, by, be, bs sdo unicamente
determinados, logo podem ser considerados invariantes geométricos. Como as mudancas
de coordenadas na meta sao feitas usando apenas isometrias, a forma da cuspidal edge nao
se altera, o que é importante quando queremos estudar suas propriedades geométricas.

De (2.18) obtemos

Fulu,v) = (1,0 (), ) (u) + by (u)v® + (bs)u(u, v)v°)

fo(u,v) = (0,0, 20bs(u) + 30°b3(u, v) + v*(b3), (u,v)).
Logo,
fu X fo=v(d'(2by + 3vbs + v*(bs),) — b — v*by — v*(bs)y, —2ba — 3vbz — v*(b3),, 1),

onde f, X f, e bs e suas derivadas sao avaliadas em (u,v) e as demais fungoes avaliadas em

u. Concluimos entao que o conjunto singular de f esta contido no eixo-u, a reta tangente
a M = f(U) em 0 é paralela a (1,0,0) e

1
I/(u, ’U) = 5(u U) (a’(2b2 + ?)Ubg + U2(b3)v> — bll — U2b/2 — U3(b3)u, —2b2 — 3’Ub3 — U2(b3)v, 1),
(2.19)

onde

d(u,v) = \/1 + (2by + 3vbs + v%(b3),)? + (a’ (202 + 3vbs + v2(b3),) — b) — v2by — v3(b3)y,)?

¢ a aplicagao de Gauss de f. Logo, v(0) = (0,0, 1).
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Considerando y(t) = (¢,0) uma parametriza¢ao para o conjunto singular de f, obtemos

S(0) = Jo(t) = (t.a(t)b(D). Uma vez que 3/(0) = (1,0,0),5(0) = (0. az.bao) ¢
A"(0) = (0, asp, bso), por (2.6) a tor¢do de ¥ em t = 0 é

(O) _ ag0bso — bapaso

) 2.20
b3y + a3 ( )

T/\

e, por (2.2), a curvatura de 4 em t = 0 é

k4 (0) = /a3y + b (2.21)

A seguir iremos apresentar alguns invariantes para cuspidal edge e calcular seus valores
para a forma normal (2.18) em 0. Para detalhes, ver [17]

No que segue, f : U — R? denotard uma cuspidal edge, com 0 € U, ~(t) uma
parametrizacao para a curva singular de f com v(0) = 0, o campo anulador de vetores
ao longo de v tal que {£,n} é uma base positiva para R?, onde £ é a direcio tangente a
V(t), ey = for(l)

Denotaremos, quando nao houver perigo de confusao e com abuso de notacao, v o y(t)
apenas por v(t) e por f,: a i-ésima derivada direcional de f na direcdo do vetor 7. Assim,
fo=df(n), fz = fon = f(n), e assim sucessivamente.

Curvatura normal limitante e tor¢ao cuspidal

Definicao 2.54. Com as notacoes acima, definimos:
(a) A curvatura normal limitante em ~(¢) é

Denotaremos por &, o médulo de &, isto é, k,(t) = |k, (t)].
(b) A torgao cuspidal em ~(¢) é

det[fe, funs fone] det[fe, fim: feel (fes fom)
[ fe % fumll? [ fell2[ fe X funll?

Para nao fugir do objetivo desta secao, que é apenas apresentar a forma normal e
alguns invariantes para cuspidal edges para, no Capitulo 5, relaciona-los as classes de sin-
gularidades da projecao ortogonal dessas superficies, ndo entraremos em detalhes sobre as
definig¢oes e resultados dos invariantes que definimos. Destacamos apenas que esses inva-
riantes possuem interpretagoes geométricas, por exemplo, se a curvatura normal limitante
é positiva em ¢ = () (resp. negativa) entao 4 esté contida localmente no semiespaco de
R? determinado pelo plano tangente limitante que aponta v(q) (resp. —v(q)) (Figura 2.8)
(Ver [24], p. 515). J4 a torgao cuspidal mede a rotagao da dire¢ao de cispide ao longo da
curva singular da cuspidal edge (mais detalhes em [17], p. 457).

Notemos que, de (2.15), se calcularmos x,(t) em uma curva regular a contida na parte
regular da cuspidal edge M, entao k, coincide com a curvatura normal x,. Por isso, k,
recebe o norme de curvatura normal limitante.

Fa(t) = (t) = (t).

Exemplo 2.55. Encontremos os valores dos invariantes da Defini¢ao 2.54 para a forma
normal (2.18) em 0. Para essa parametrizacdo, temos y(t) = (¢,0) e, entdo, J(t) =
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plano tangente 2
limitante plano tangente
Limitante

=V

-2

Figura 2.8: Cuspidal edge com curvatura normal limitante negativa a esqueda, e positiva
a direita.

(t,a(t),b(t)) e n = (0,1) é uma dire¢ao nula em todo ponto de vy com {+/(t),n} formando
base positiva para R2.

(a) Como 4'(0) = (1,0,0), 4”(0) = (0,a”(0),b7(0)) e v(0) = (0,0, 1), obtemos que a
curvatura normal limitante em 0 é k,(0) = b](0) = byy.

(b) Como f,(0) = (1,0,0) e fuw(0) = (0,0,b12) obtemos o valor da torgao cuspidal
/it(O) = bia. <>

Curvatura singular

Como a curvatura singular serd usada na extensao do Teorema de Koenderink para
cuspidal edges, iremos trabalhar um pouco mais suas propriedades.

Definicao 2.56. A curvatura singular ao longo de v é dada por

det(§'(2), ¥"(1), v(#))
15 @1 ’

onde 4(t) = f ov(t) e A é a fungao densidade de area de f.

rs(t) = sgn (dAy ) (n(1)))

E possivel mostrar que a curvatura singular ndo depende do pardmetro escolhido para
parametrizar v, nem da orientacdo de v nem da escolha da aplicacao de Gauss v. Para
detalhes sobre a curvatura singular, ver, por exemplo, [24].

Para dar um interpretagao geométrica da curvatura singular, denotemos por n e T o
vetor normal e o plano retificante a 4 em ¢, respectivamente. Se r4(t) é positiva entao,
localmente a cuspidal edge M esta contida no semiespaco determinado por 1" que contém
n(t), caso contrario, h& pontos da cuspidal edge em ambos os semiespagos determinado
por T (Figura 2.9) (para detalhes ver [24]).

Notemos que, se calcularmos o valor absoluto de k; para uma curva regular « definida
na parte regular de M, iremos obter, por (2.15) e a menos de sinal, a curvatura geodésica
de a.

Observagao 2.57. Uma vez que d\y)(n(t)) = (VA(7(t)), n(t)), obtemos sgn (dAy) (n(t)))
= sgn (cos#), onde 6 é o dngulo entre VA(y(t)) e n(t). Sabemos que o vetor VA(7(t))
¢ ortogonal a (t) e aponta para U,. Como {7/(t),n(t)} é uma base positiva para R?,
entao n(t) aponta para o lado esquerdo de 7. Assim, supondo que o lado esquerdo de 7
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T

Figura 2.9: Cuspidal edge com curvatura singular negativa a esqueda, e positiva a direita.

¢ Uy, entao 0 < cosf < T e sgn (dA)(n(t))) = +1. Se o lado esquerdo de v é U_, entao
sgn (dAyx)(n(t))) = —1. Concluimos entao, que

+1, se o lado esquerdo de v é U,

sgn (dAy (n(t))) = {

—1, se o lado esquerdo de v é U_

%

Consideremos o sistema de coordenadas adaptado (u,v) e y(u) = (u,0) uma para-
metrizagdo para a curva singular. Seja n(u) = (a(u),e(u)) o campo anulador de ve-
tores ao longo de 7, onde a e e sdo fungoes suaves. Como {7 (u),n(u)} é uma base
positiva para R?, entdo det(y/(u),n(u)) > 0 e, como 7/(u) = (1,0), concluimos que
e(u) > 0. Pela Observagao 2.53, A\,(u,0) = 0. Logo, neste sistema de coordenadas
sgn (dAy(w)(n(w))) = sgn ((VA(y(w)),n(u))) = sgn (A, (y(u))) e, portanto, a curvatura sin-
gular em (u,0) é dada por

det(fua fuw V)

T (222)

rs(u) = sgn (A, (u,0))

onde, pela Observagao 2.57,

sgn (Ay) =

{—i—l, se o lado esquerdo de v é U, (2.23)

—1, se o lado esquerdo de v é U_

Exemplo 2.58. Consideremos a cuspidal edge f(u,v) = (u,v? v*). Pelo Exemplo 2.40
a curva singular de f estd contida no eixo-u e o sistema de coordenadas em que f estd
definida é um sistema de coordenadas adaptado em 0. Assim, podemos aplicar (2.22)
para calcular a curvatura singular de f. Como f,,(u,0) = (0,0,0), entdo ks(u) = 0, para
todo ponto singular de f. O

Exemplo 2.59. Seja f(u,v) = (au® + v* bv? + v3,u), com a,b € R, a cuspidal edge do
Exemplo 2.43, que tem a curva singular contida no eixo-u.
Pelo Exemplo 2.51, obtemos A,(u,0) > 0 e, assim, por (2.22),
2a
(4au? + 1)%\/1 +b02(1 + 4a2u2)'

Fs(u) = (2.24)
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Exemplo 2.60. Seja f uma cuspidal edge na forma normal (2.18). Como f,(0) =
(1,0,0), f,w(0) = (0,1,0) e ¥(0) = (0,0,1), obtemos A,(0) = 1. Logo, como f,,(0) =
(0,a"(0),b/(0)), por (2.22) obtemos

ks(0) = a”(0) = ag.
O

Notemos que dos valores de k4(0) e de k,(0) (encontrado no Exemplo 2.55(a)) para a
forma normal (2.18) e de (2.21), obtemos que r4(0)* = £4(0)? + £,(0)%. Por (2.14), essa
identidade ja era conhecida para curvas regulares na parte regular de M e, como vimos,
se estende para 4 com as curvaturas normal limitante e singular.

2.4 Formas Diferenciais

O estudo de formas diferenciais se faz necessario neste trabalho pois, ao estudar uma
extensao do Teorema de Koenderink para superficies singulares, iremos trabalhar com a
1-forma curvatura e a 2-forma curvatura Gaussiana de aplicacdes em R? e R3, respecti-
vamente. A referéncia usada nesta segao é [5].

Seja E um espaco vetorial de dimensao n sobre R. Denotamos por E* = L(E,R) o
espago vetorial dos funcionais lineares F' : E — R, o qual chamaremos de espago dual
de E, e que tem a mesma dimensao de E.

Dada uma base B = {vy,...,v,} de E, existe uma base B* = {F},..., F,} de E*
chamada base dual de B satisfazendo:

Fi('Uj) = (Sij; onde 6ij = 1 sei :j

{O,sei #*9

n
Assim, dado v = Y au; € E, obtemos Fj(v) = o, para ¢ = 1,...,n. Conse-

=1
n

quentemente, v = Y Fj(v)v;. Além disso, dado um funcional linear F' € E*, supondo
i=1
F= Z@FH entdao F'(v;) = B;, parai=1,...,n. Assim, F = ZF(UZ)FZ
i=1 =1
Seja B = {e1,...,e,} a base canonia de R™. Uma base para o espago dual de R™,
(R™)*, é obtida tomando {dz; |7 =1,...,n}, onde z; : R* — R é a projecao na i—ésima
coordenada, pois

dzi(e;) = ox; _ {O,sez %

Oz, 1,set =7

Definicao 2.61. Uma 1-forma em R" é uma aplicagdo w que para cada p € R"™ um
elemento w(p) € (R*)*. A 1-forma w pode ser escrita como

w(p) = a1(p)dxy + ... ay(p)dx,

n
w = Z a;dx;,
i=1

onde a; sdo fungées em R". Se as fungbes a; sao diferenciaveis, entdo w é chamada de
1-forma diferenciavel.
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Seja A?(R") o conjunto das aplicagdes ¢ : R™ x R™ que sdo bilineares e alternadas,
isto é, sdo lineares em cada coordenada e satisfazem ¢(vy,vy) = —p(ve,vy). Com as
operagoes usuais fungoes, A%(R™) é um espaco vetorial.

Quando @1, s € (R™)*, entao p; A o € A%2(R™), onde

e1(vi) @1(v2)

(o1 Apa)(vi,va) = det(eiVa)) =\ () Go(va)|

O conjunto {dz; Adz;|i < j} é uma base para A?(R"). Além disso, valem as seguintes
igualdades:
dr; Ndr; = —(dx; Ndx;),i # j

Definicao 2.62. Uma 2-forma em R" é uma aplicacdo w que para cada p € R™ associa
um elemento w(p) € A*(R"). A 2-forma w pode ser escrita da forma

w(p) = Z@ijdxi Ndzj, i,7=1,...,n,
i<j

onde a;; sao funcoes reais em R". Quando as funcoes a;; sao diferencidveis, w ¢ chamada
de 2-forma diferenciavel.



CAPITULO 3

PROJECAO ORTOGONAL DE SUPERFICIES EM R?

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e resultados sobre a teoria de con-
tato entre subvariedades diferenciaveis em R™. Para evitar deixar o capitulo por demais
extenso, vamos priorizar os resultados referentes ao estudo do contato de superficies com
retas.

A principal referéncia para este capitulo é o livro [13], que apresenta em seu Capitulo
4 alguns dos resultados da teoria geral de contato entre subvariedades desenvolvida por
J. Montaldi em sua tese de doutorado [20] e reune alguns resultados de [1, 12, 14] sobre
a projecao ortogonal em planos de superficies em R3.

3.1 Contato entre subvariedades de R?

Defini¢ao 3.1. Sejam M;, N;, i = 1,2 germes de subvariedades de R" com dim(M;) =
dim(Ms;) = m e dim(N;) = dim(N;) = d. Dizemos que o contato entre M; e Ny em y; é do
mesmo tipo que o contato entre Ms; e Ny em g5 se existe um germe de difeomorfismo
O (R y) — (R, y2) tal que ®(M;) = My e ®(N;) = No. Neste caso, escrevemos
K (M, Niyyi) = K(Ma, Naj o).

A definicdo acima gera uma relagdo de equivaléncia entre os pares de subvariedades
de R™.

Se M ¢é dado como imagem de um germe de imersdo g : (M,z) — (R™,0), isto é,
g(M) = M, onde M C R!éuma subvariedade m-dimensional e N é dado localmente como
conjunto de zeros de um germe de submersao f : (R*,0) — (R* 0), isto é, N = f~1(0), o
germe de composicao f o g é chamado de germe de aplicagdo de contato entre M e N.

Sabemos que dadas as subvariedades em R"™ podemos fazer diferentes escolhas de
germes de imersoes e submersoes para obté-las e, assim, existem diferentes germes de
aplicagao de contato entre essas subvariedades. No entanto, vale o seguinte lema.

Lema 3.2. ([13], p. 76) Para qualquer par de germes da subvariedades em R™, a KC-classe
da aplicacao de contato depende apenas dos germes das subvariedades e nao da aplicacao
de contato.

O teorema enunciado a seguir possibilita saber quando dois pares de subvariedades
tém o mesmo tipo de contato analisando as singularidades das aplicacoes de contato entre
elas. Mais precisamente, vale o seguinte resultado.

95
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Teorema 3.3. ([13], p. 76) Sejam ¢; : (M;,xz;) — (R",0) germes de imersio e
fi + (R",0) — (R* 0) germes de submersio com N; = f71(0), i = 1,2. Os pares
(M, Ny) e (Ms, No) tém o mesmo tipo de contato se, e somente se, fr 0 gy e fa 0 go sG0O
K-equivalentes.

Segue do teorema acima que podemos classificar o tipo de contato entre duas subva-
riedades de acordo com a K-classe de singularidade do germe de aplicacao de contato.

Exemplo 3.4. Sejam C; um germe de curva regular em R?, parametrizada localmente
em p € C; por a : (R,0) — R? e Cy um germe de curva regular em R? dada como imagem
inversa do zero por F : (R?,0) — R. O germe de aplicagdo de contato entre C; e Cy é
dado por h = Foa : (R,0) — R. Dizemos que as curvas C; e Cy tém contato de ordem
k+ 1 em 0 quando h tem uma singularidade A, em 0, a qual pode ser caracterizada
usando a Observagao 2.16.

Tomando, por exemplo, C; = a(R,0), onde a é dada por a(t) = (t,0) e Cy = F~1(0),
onde F é dada por F(u,v) = 2uf + 3v, obtemos h(t) = F o a(t) = 2t*. Assim, pela
Observacao 2.16, concluimos que C; e Cy tém contato de ordem k em 0. &

Iremos definir a seguir o conceito de transversalidade entre subvariedades e depois
provaremos uma relacao entre este conceito com o estudo de contato entre subvariedades.
veremos uma relacao entre este conceito e o contato entre subvariedades transversais.

Defini¢ao 3.5. Sejam M uma variedade diferencidvel, f : (M,z) — (R",y) um germe
de aplicacao diferenciavel, e N uma subvariedade de R™. Dizemos que f ¢é transversal
a N em x quando f(x) ¢ N ou f(x) € N e Ty N + dfy(T,M) = R". Dizemos que
duas subvariedades diferencidveis M e N em R” sao transversais em x quando tomamos
f como sendo a inclusdo i : (M,z) — (R",z), isto é, quando x € M N N implicar
T.M+T,N =R"

Proposigao 3.6. Sejam M e N subvariedades de R™, tal que M ¢é m-dimensional, dado
por um germe de imersao g : (]\Z/,x) — (R™,0), e N € a imagem inversa de O por um
germe de submersdo f : (R",0) — (R"~ 0), onde O € valor reqular de f. Entio M e N
sao transversais em 0 se, e somente se, m+d = n e a aplicacio de contato F' = fog €
reqular em x.

Demonstracao: Sabemos que

onde [ = dim(ToM N THN).

Suponhamos que M e N sao transversais em 0. Assim ToM + ToN = R", e entao
m+d—1 > n. Logo m+d > n. Notemos que aplicagdo de contato dada por F =
fog: (M,z) — (R*%0) é regular se F' é um germe de submersdo. Mostremos entio
que dF, = dfy o dg, : T,M — R" 9 & sobrejetora.

Como g é um germe de imersao obtemos que dg,(T,M) = ToM. Assim ker(dF,) =
ker(dfo|rynr) = ker(dfo) N ToM = ToN N ToM. Logo, dimker(dF,) =1, e

dim(T, M) = dim ker(dF,) + dim(Im F,),

e entdo, dimImdF, = m — [ > n —d. Assim, como dim(ImdF,) > n — d, segue que
ImdF, =R" % e F é um germe de submersao.
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Reciprocamente, suponhamos que m+d > n e F' = f o g é regular, isto é que F' é um
germe de submersdo. Entdo, temos que dF, : T,M — R" % é sobrejetora. Pelo Teorema
do Nucleo e da Imagem, m = [+n —d, ou seja, m+d—1 =n. Logo, dimToM +ToN =n
e, entao, ToM + Ty N = R", e concluimos que M e N sao subvariedades transversais em
0, como queriamos. O

3.2 Funcao altura e contato com planos

Nosso objetivo nesta secao é definir o conceito de cispide de Gauss. Para isso, vamos
estudar brevemente o contato de superficies com planos, omitindo a justificativa das
afirmacoes feitas ao longo do texto, que podem ser consultadas com detalhes nas Secoes
4.4 e 6.3 de [13].

Nesta secdao, U e V denotardo abertos em R?, M denotard uma superficie regular,
parametrizada localmente em p € M por x : U — R3, com ¢ € U e p = x(q).

Queremos estudar o contato entre a superficie M e planos. Um plano passando por
um ponto P € R? e ortogonal a um vetor v é formado pelos pontos X de R? tal que
(X — P,v) = 0, ou seja, (X,v) = (P,v). Assim, planos em R3 sao completamente
determinados por um vetor e um escalar. Por razoes que se tornarao claras mais adiantes,
vamos considerar P como sendo a origem de R3.

Dado um vetor unitdrio v € R3 o plano Il = {X € R?®| (X, v) = 0} pode ser escrito
como H;1(0), onde H, : R® — R é a submersido dada por H,(X) = (X, V), chamada de
funcao altura em R3.

A funcéo altura em M é a funcdo hy : M — R dada por hy(p) = (p, v), que é singular
em p € M se, e somente se, hy = hy 0x: U C R?2 — R é singular em ¢. Notemos que hy
é a aplicagao de contato entre M e II.

Como queremos estudar o contato ente M e II, pelo Teorema 3.3 podemos estudar a
K-classe de singularidade do germe de funcao h,. Esse é o motivo de considerarmos o
plano passando pela origem: como vamos analisar a classe de singularidade da aplicacao
de contato, se queremos estudar o contato de M com um plano II em p, podemos tomar o
plano paralelo a II passando pela origem, denotado por II, pois, dessa forma, as aplicagoes
de contato entre M e II em p e entre M e II diferem por constante, de forma que seus
germes pertencem a mesma K-classe. Por isso, para estudar contato com planos basta
estudar as singularidades de h.

Existem alguns resultados que fornecem as singularidades podem acontecer para a
funcao altura h, para superficies genéricas e algumas propriedades da superficie que po-
dem ser obtidas a partir deste contato. Mais precisamente, é possivel mostrar que existe
um conjunto aberto e denso O, de imersoes préprias x : U C R? — R3 tal que, para todo
x € O a fungao altura na diregdo normal v da superficie M = x(U) tem somente sin-
gularidades Ay, com k& = 1,2 ou 3. Uma superficie é chamada (localmente) de genérica
para a fungao altura se uma de suas parametrizagoes locais pertencer ao conjunto O;.

O resultado que enunciamos a seguir relaciona informagoes sobre a geometria da su-
perficie M com as singularidades de h,,.

Proposicao 3.7. ([13], p. 147) A funcio altura hy € singular em p = x(q) se, e somente
se, v é uma direcio normal a M em p. A singularidade de hy em q é do tipo AT se, e
somente se, p € um ponto eliptico, A} se, e somente se p é um ponto hiperbolico a Ao
se, e somente se, p é um ponto parabdlico.
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O resultado anterior mostra a importancia de estudar o contato entre subvariedades.
Nele, informacoes geométricas de uma superficie foram obtidas ao estudar as singularida-
des de hy, isto é, o contato de superficies com planos.

Observacgao 3.8. Quando a superficie M é dada na forma de Monge z = f(u,v), com
p = 0 e T,M sendo o plano {z = 0}, as condi¢bes para que a fun¢do altura hy, na
dire¢ao normal Ny = (0,0, 1) tenha uma singularidade em ¢ = (0,0) podem ser expressas
em termos dos coeficientes do polindémio de Taylor de f. Observemos que hy,(u,v) =
(x(u,v), No) = ((u, v, f(u,v)),(0,0,1)) = f(u,v), onde x(u,v) é a parametriza¢ao natural
de M dada por x(u,v) = (u,v, f(u,v)). Com abuso de notac¢ao, vamos denotar também
por f(u,v) o polinémio de Taylor de f, dado por

fu,v) = agou? + agiuv + anv? + asu® + agiu’v + asuv® + assv® + ... (3.1)

Se p é um ponto parabdlico (ndo umbilico). A funcao altura hy, tem uma singularidade
do tipo Ay em p se, e somente se, asy = 0 e azz # 0, e tem uma singularidade do tipo
As em p se, e somente se, asy = azz3 = 0 e a%Q — 4dagoayy # 0. Para mais detalhes deste
resultado ver o Teorema 6.2, p. 149 de [13]. &

As singularidades da fun¢do altura em uma superficie M estao relacionadas com as
singularidades da aplicacdo normal de Gauss N : M — S%. Sey : V Cc R? — §? ¢
parametrizacao local de S? em N(p), entdo N : M — S? é singular em p se, e somente
se, y'oNox:U — V ésingular em ¢, ou seja, para conhecer as A-singularidades da
aplicacio de Gauss basta conhecer as A-singularidades de aplicacoes de R? em R?. A
proposicao a seguir diz quais singularidades ocorrem para a aplicacao de Gauss de uma
superficie genérica para a funcao altura, relacionando-as com as singularidades da funcao
altura.

Proposigao 3.9. ([13], p. 154) A aplicagio de Gauss N : M — S* de uma superficie
genérica para a funcao altura é um difeomorfismo local ou tem somente singularidades do
tipo dobra ou cuspide. Além disso, N € singular em p se, e somente se, p € um ponto
parabdlico. A singularidade do tipo dobra ocorre nas singularidades Ay da funcao altura e
a singularidade do tipo cuspide ocorre nas singularidades Az da func¢do altura.

A proposicao anterior motiva a definicdo de ctuspide de Gauss, como segue.

Definicao 3.10. Um ponto p no conjunto parabdlico de uma superficie M onde a fungao
altura na dire¢ao normal a M em p tem uma singularidade A3 é chamado de cispide de
Gauss.

Interpretacoes geométricas e resultados envolvendo a geometria de M e cuspides de
Gauss podem ser encontradas em [13], p. 155 e 186.

Observacgao 3.11. Segue da Observacao 3.8 que se consideramos M dada na forma de
Monge z = f(u,v), Ny = (0,0,1) e p = 0 um ponto parabdlico nao planar de M, entao p
é uma cuspide de Gauss se, e somente se, as = az3 = 0 e a§2 — daggayy # 0. &

3.3 Projecao ortogonal e contato com retas

Estudaremos nesta se¢ao o contato de superficies com retas. As A-classes de contato
de uma superficie M C R3 e uma reta £ em uma direcdo v sao obtidas pelas A-classes de
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singularidade da projegao ortogonal sobre planos na dire¢ao v. Assim, nosso objetivo nesta
secao é estudar quais tipos de A-singularidades ocorrem para o germe de contato entre M
e a reta ¢, dado pela projecao ortogonal da direcao v restrita a superficie M. Além disso,
se considerarmos M na forma de Monge z = f(u,v), queremos obter condigoes sobre
os coeficientes da expansao de Taylor de f para que determinado tipo de singularidade
ocorra para a projecao ortogonal de M e, a partir dessas condigoes algébricas, é possivel
obter informagoes geométricas sobre a superficie projetada.

Nesta secdo M denotard uma superficie regular, p € M e x : U C R? — R? uma
parametrizacao local de M em p, onde U é subconjunto aberto de R?, qo € U e x(qg) =
p. As vezes, serd interessante considerar M na forma de Monge z = f(u,v) em uma
vizinhanga de p = 0. Com abuso de notagao, denotaremos o polindmio de Taylor de f
também por f(u,v), dado em (3.1).

Uma reta ¢ C R? passando por um ponto P em uma direcio unitaria v é formada
pelos pontos X € R? tal que X — P = \v, onde A € R. Dado X € ¢, obtemos que
A = (X,v) — (P,v). Logo, a reta ¢ é o conjunto dos pontos X € R3 que satisfazem
X —(X,v)v+Q =0, onde Q = —P + (P,v)v, e pode ser escrita como P;,*(0), onde
Py : R? = T,S? + Q é a submersdo dada por Py(X) = X — (X, v)v + Q, onde T, S? é o
plano tangente a esfera unitaria em v.

Sabemos, pelo Teorema 3.3, que o tipo de contato de M com a reta ¢ = 75‘71(0) em
p é dado pela K-classe de singularidade da aplicagdo de contato Poox:U — T,S* +Q,
dada por

P, o x(q) = x(q) — (x(q), V)V + Q. (3.2)

Notemos que a classe de singularidade de P o x independe da constante (). Assim, no
estudo que faremos, iremos considerar a aplicacao

Po(X) =X — (X, v)v, (3.3)

a qual ¢ uma submersio e P, '(0) é a reta paralela a v passando pela origem. Notemos
que, dado X € R3, P, (X) ¢ o ponto de T,S? obtido ao projetar ortogonalmente, isto é, na
direcdo v, o vetor X em 7T, S%. Por esse motivo, chamaremos P, de projecao ortogonal
de R? em T.,S°.
Variando v € S?, obtemos a familia de projegdes ortogonais P : R? x S? — T'S?,
dada por
P(X,v)=(v,X — (X, v)v).

A familia de projegdes ortogonais em M é a aplicacio P : U x S? — T'S? dada
por

P(q,v) =P(x(q),v) = (v,x(q) — (x(q), v)V). (3.4)

Denotemos por P, a segunda componente da aplicacao (3.4), ou seja, P, : U — T\, S?
é dada por

Py(q) = x(q) — (x(q), v)Vv. (3.5)

Observemos que P, coincide com a aplicacao Py ox, que pertence a mesma A-classe da
aplicacao dada em (3.2). Portanto, para estudar o tipo de contato de uma superficie M e
uma reta paralela a uma direcao v, basta estudar as singularidades da projecao ortogonal
P,.

Observacao 3.12. Pelo Teorema 3.3, o contato entre a superficie M e uma reta paralela
a v é medido pelas K-singularidades de P,. No entanto, para obter informagoes sobre
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a geometria da superficie M a partir de seu contato com retas é necessario considerar
uma relagao de equivaléncia mais fina que a equivaléncia de contato. Neste caso, como a
dimensao da fonte é maior que 1, usaremos o grupo A para estudar o contato com retas
pois, pode ser mostrado que, neste caso se dois germes de aplicacao de contato P, o x
e Py o x' sdo A-equivalentes, além de seus conjuntos de zeros serem difeomorfos, seus
conjuntos singular e discriminante também sao difeomorfos. Maiores detalhes sobre o
motivo de se trocar o grupo K por A podem ser encontrado em [13]. &

Para a definicdo de ponto flecnodal que veremos a seguir, é conveniente considerar a
superficie M dada como imagem inversa um valor regular por uma funcao, e a reta ¢,
paralela a direcao v, como imagem de uma imersao, uma vez que dessa maneira obtemos
a aplicacao de contato como sendo uma func¢ao real e podemos definir ordem de contato
entre M e £. A partir da ordem de contato também é possivel obter algumas informacoes
sobre a direcao v, como saber se ela é tangente e assintotica em um ponto da superficie.

Sejam M uma superficie dada localmente em p € M por F~1(0), onde 0 é valor regular
de FF: R* - R, e £ uma reta em R?® passando por um ponto p = (zo, yo, 20) paralela a
uma dire¢do v, que pode ser obtida como imagem da parametrizacao a(t) = p + tv.

Consideremos a aplicacao de contato g : R — R dada por g(t) = Foa(t). Pelo Teorema
3.3 o tipo de contato de M com ¢ pode ser obtido pela de K-classe de singularidade da
aplicacao de contato g. Como g é uma fungao real, podemos definir ordem de contato de
M com ¢ da seguinte forma.

Definicao 3.13. Dizemos que a reta ¢ tem contato de ordem k, para algum k& > 1,
com a superficie M em p = «(0) quando:

g(0)=g(0)=...=¢*"P0)=0  eg®0)#£0 (3.6)

onde ¢ denota a i-ésima derivada de g.
Dizemos que o contato é de ordem pelo menos k, ou ainda que é > k se g(0) =
g0)=...=g*(0) =0,

Observemos que ¢(0) = 0 significa que p = «(0) € M. Além disso, afirmar que a reta
¢ e M tem contato de ordem k em p equivale a afirmar que a aplicagdo de contato g é
uma singularidade A;_;.

Exemplo 3.14. Seja M a superficie dada por f(u,v) = uv + v*, que pode ser escrita
como F~1(0), onde F(z,y,2) = f(x,y) — 2, e p=0.

Considerando ¢ como o eixo-y, que pode ser parametrizado por «(t) = (0,t,0), obtemos
g(t) = Foa(t) =t* e, entdo, ¢'(0) = ¢"(0) = ¢""(0) = 0 e gV (0) # 0. Logo, o eixo-y tem
contato de ordem 4 com M em O. &

Observagao 3.15. Consideremos uma superficie na forma de Monge z = f(u,v), de
modo que M — F~1(0), onde F(z,y, 2) = [(z,y) — 2 p = (20,0, 20) € M, e v = (a,b,).
As duas primeiras derivadas da aplicagao de contato g(t) = (F o a)(t) sao

gt =af,+bf, —c, g"(t) = a*fuu + 2abfuy + 0 fou,

onde as derivadas sao avaliadas em (ug + ta, v + tb).
Assim, as seguintes condigoes sdo necessarias para que M e a reta ¢ = p + tv tenham
contato de ordem > 3 em p = «(0) = (ug, vo, 20):

c=af, +0bf, (3.7)
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0° fuu + 2ab foy +0° for = 0 (3.8)

onde as derivadas de f sdo calculadas em (uq, vp).

Notemos que como M = F~1(0), o vetor VF(p) = (fu(uo,v0), fo(ug,v0),—1) é um
vetor perpendicular a 7, M. Entdo, o vetor v = (a,b,c¢) = (a,b, af,(uo,vo) + bfy(uo, vo))
é um vetor tangente a& M em p. Assim, a condigdo (3.7) é equivalente a v ser um vetor
tangente a M em p. Por (2.16), a condi¢do (3.8) é equivalente a v ser uma diregao
assintética em p.

Com as contas feitas acima, concluimos que diregoes assintéticas em um ponto sao
as diregoes de retas com contato de ordem maior ou igual a 3 com a superficie naquele
ponto. Reciprocamente, se £ = p + tv tem contato de ordem > 3 em M em p, entao v é
uma direcao assintética a M em p. Observe que, neste caso, p nao ¢ um ponto eliptico de
M, uma vez que nao ha diregoes assintoticas em pontos elipticos. &

Um conceito importante relacionado ao contato de uma superficie M com retas é de
ponto flecnodal, definido a seguir.

Definicao 3.16. Um ponto p € M é chamado de ponto flecnodal se existe uma reta
tangente a M em p com contato de ordem > 4 com M em p. O conjunto flecnodal em
M é o conjunto de pontos flecnodais de M.

Notemos que, pela Observacao 3.15, pontos flecnodais ocorrem apenas na parte nao
eliptica de M. Existem diversos resultados envolvendo pontos flecnodais. Por exemplo,
genericamente, o conjunto flecnodal de uma superficie, quando nao vazio, é uma curva
regular. Além disso, pontos flecnodais coincidem com as inflexdes geodésicas das cur-
vas assintoticas. Para nao fugirmos do objetivo desta se¢ao, nao iremos enunciar estes
resultados, que podem ser consultados no livro base deste capitulo.

Exemplo 3.17. Se M é a superficie dada no Exemplo 3.14, obtemos que p =0 € M é
ponto flenodal de M e v = (0,1, 0) dire¢do assintética & M em p. &

Teorema 3.18. ([13], p. 166) Seja M wuma superficie na forma de Monge z = f(u,v),
com f dada em (3.1) e v=(0,1,0). Entao

(a) O ponto p =0 € flecnodal se, e somente se, f, = foo = fovw = 0, fuvfovvw 7 0, isto
€, g = azz3 = 0 e agiaq # 0.

(b) Se p € um ponto flecnodal, entao o 1-jato da equag¢io do conjunto flecnodal (no
espago de parametros) é dado por

(1,2
6 <a43 - 32) U+ 24@44’0 .
Qs

Na demonstragao do teorema acima é usada uma uma definicdo equivalente para pon-
tos flecndoais, envolvendo o fecho do conjunto de pontos onde a projecao ortogonal ao
longo de uma direcao assintética tem uma singularidade rabo de andorinhas. Por esse
motivo, considera-se v no enunciado do resultado.

Voltemos ao estudo do contato de superficies com retas analisando as A-singularidades
da projecao ortogonal. Dado um ponto p € M, podemos escolher uma parametrizagao
local x : U C R* = R3 de M em p com x(0) = p. Fazendo a identificagao de T,S* com R?
e supondo que P, (p) = 0, o germe de composi¢ao Py, ox é um germe de (R?, 0) — (R?,0),
como ilustra o seguinte diagrama.
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(M, p)

Pv

(R2,0) — (7,2, P, (0)) ~ (R2,0)

A projecao ortogonal P, : R® — T,S? é uma submersio e, portanto, uma aplicacio
regular. No entanto, sua restricio a superficie M, Py|ys : M — T,S* pode apresentar
singularidades. No restante deste trabalho, com abuso de linguagem, iremos dizer que P,
é singular em p € M significando que sua restricdo a M é singular em p. Os pontos de
M onde P, é singular sao caracterizados pela seguinte proposicao.

Proposicao 3.19. Seja v € S%. A aplicacio P, ¢ singular em p € M se, e somente se,
v ¢é tangente a M em p.

Demonstracao: Notemos que Py ¢ singular em p se, e somente se, P, é singular em 0,
isto é, se, e somente se, existe a € R tal que 224(0) = 22> (0).

Por simplicidade, vamos omitir o ponto 0 onde as fun¢oes serao avaliadas e denotare-
mos por x, € X, as derivadas parciais de x com relagao a u e v, respectivamente.

(=) Suponha que P, é singular em p. Entéo, existe a € R tal que x, — (x,,v)v =
a(x, — (%, v)v), de onde segue que (ax, — Xy, V)V = ax, — X,, €, COMO X, € X, Sa0 vetores
linearmente independentes, entdo (ax, — x,,v) # 0. Logo, v é um vetor tangente a M
em p.

(<) Seja v = ax,, + bx, um vetor tangente unitario a M em p. Entdo, como (v,v) =
a’E 4+ 2abF + b*G = 1, obtemos:

Py
aa = %, — (x,, V)v = (1 — ¢’F — abF)x, + (—abE — b*F)x,
u
= b((aF +bG)xy, — (aE 4 bF)x,).
e
op, 2 2
5, = X~ (X, V)V = (—a"F — abG)x, + (1 — b°G — abF)x,
= —a((aF +bG)x, — (aE + bF)x,).
Logo, como %% e 88% sao paralelos, entao P, ¢é singular em p. O

A Proposicao 3.19 d4 uma condicao para que a projecao ortogonal Py seja singular.
A partir dela, obtemos também o conjunto singular de P,, dado por

{(u,v) € U|v é um vetor tangente a M em x(u,v)}.

O proximo resultado complementa informagoes sobre as singularidades de P,.

Teorema 3.20. ([13], p. 165) FEziste um conjunto aberto e denso Oy de imersées
x : V — R3 onde V é um aberto em R?, tal que para todo x € O, a superficie
M = x(V) tem a sequinte propriedade: para todo v € S*, a projegio ortogonal P, tem
apenas A-singularidades com A.-codimensiao < 2 em todo ponto p € M. Além disso, as
singularidades sio A.-versalmente desdobradas pela familia P.
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Definicao 3.21. Uma superficie é chamada genérica para a projeg¢ao ortogonal se
alguma de suas parametrizacoes locais pertencer ao conjunto O, dado no Teorema 3.20.

Dada uma superficie M na forma de Monge z = f(u,v), genérica para a projegao
ortogonal, estudaremos agora um teorema que da informacoes algébricas para as singu-
laridades de P, em funcao dos coeficientes a;; da expansao de Taylor de f, além de dar
informagoes geométricas para cada tipo de singularidade. Antes de estudé-lo, enunciare-
mos uma proposicao que serd util na demonstracao desse resultado.

Proposicao 3.22. ([13], p. 157) Sejam M uma superficie dada na forma de Monge
z= f(u,v), p=1(0,0,0) e v=1(0,1,0) € T,M. Se v € uma diregio assintética no ponto
parabolico p, que nao é uma cuspide de Gauss, entdo a curvatura geodésica em N(p) da
imagem da curva parabolica pela aplicacio de Gauss é

2
o _ 3@31@33 — Q39

g 24&%()&33

Pela Proposicao 3.19, se v nao é um vetor tangente a M em p, entao P, ¢é regular em
0. Logo, pela Observagao 2.10 obtemos que P, ~ 4 (u,v).

Analisemos entao os casos em que v é um vetor tangente a M em p, ou seja, 0s casos
em que P, ¢ singular em 0. Conhecemos a classificacdo dos germes de (R?,0) em (R?,0)
com A.-codimensao < 2, dada na Tabela 2.1. Assim, pelo Teorema 3.20, considerando
superficies genéricas para a projecao ortogonal, concluimos que as singularidades de P,
sdo aquelas apresentadas na Tabela 2.1 (ou seja, do tipo dobra, cuspide, 1dbios/bicos,
ganso, rabo de andorinha, borboleta ou gaivota). Nosso problema é de reconhecimento
dessas singularidades, isto ¢, queremos encontrar condicoes sobre os coeficientes a;; de f
para que P, seja A-equivalente a uma das singularidades dadas na Tabela 2.1. Para fazer
isso vamos usar o fato que essas singularidades sao k-A-determinadas e, entdao, podemos
trabalhar com o k-jato de P,.

Teorema 3.23. ([13], p. 167) Suponha que M ¢é dada na forma de Monge z = f(u,v)
ep=20. Sejav =(0,1,0) € T,M e considere a expansio de Taylor de f em torno
da origem dada em (3.1) Entdo, a condigio para P, ter uma das singularidades dadas
na Tabela 2.1 em p é dada na Tabela 3.1 em fungdo dos coeficientes a;;, bem como o
significado geométrico para essas singularidades.

Na demonstracao do teorema acima iremos usar o resultado a seguir, que fornece
condic¢oes algébricas e informacoes geométricas para que a familia P seja um desdobra-
mento A.-versal de P,. Ele serd importante para obter as informagdes geométricas das
singularidades borboleta e gaivota no Teorema 3.23.

Teorema 3.24. ([13], p. 173) Sejam M wma superficie dada na forma de Monge z =
f(u,v) emp=0, com f dada em (3.1) e v=(0,1,0) € T,M. Entdo, as condigoes para a
familia de projecoes ortogonais ser um desdobramento A.-versal das singularidades dadas
na Tabela 3.1 sao dadas na Tabela 3.2 (onde assumimos que as condigoes algébricas dadas
na Tabela 3.1 sao satisfeitas para cada tipo de singularidade). Para as singularidades que
nao aparecem na Tabela 3.2, P é sempre um desdobramento versal de P,.

Demonstracao do Teorema 3.23: Como M é dada na forma de Monge z = f(u,v)
e v =(0,1,0), obtemos, fazendo a identificacio de T\,S? com R?, que

Py(u,v) = (u,f(u,v))

2 2 3 2 2 3
(u, AU~ + A21UV + A2V + A30U° + A31U VU + A32UV” + A33V° + 0(4))
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. 1o Significad
Nome Condigoes Algébricas el ’ca. 05
Geométricos
Dobra agy # 0 v nao é dire¢ao assintotica
. B p ponto hiperbdlico e v
Cuspide age = 0,a2 # 0,a33 #0 direcao assintotica em p
Labios/Bicos age = 0,a01 = 0,a33 # 0, p ponto parabdlico e v
a3y — 3aziazz # 0 direcao assintética em p
_ _ p ponto parabdlico, v
a% _azo’?éa_ 2’ afﬂi 7 diregdo assintdtica em p e
Ganso $ e s1tes a imagem de Gauss do
0, 27(141(133 — 18&420,32&33 + . /7.
Oa4302, 055 — daga2, # 0 conjunto parabdlico tem
43532133 442 uma inflexdo geodésica
B - p ponto hiperbdlico
Afrilzl(a)iir(liﬁa 22 = %’ 221 7;(())’ 483 = flecnodal e v direcao
»ad assintotica em p
p ponto hiperbdlico
ag = 0,a # 0,a33 = o~
' ) flecnodal, v direcao
Borboleta 0 a442— g’ ass 70, (8assazr — assintotica em p e
Sagg)ay + 2as5(azass — .
3 o tangente a curva flecnodal
em p
ag = 0,a01 = 0,a33 = p cuspide de Gauss
Gaivota 0,a3s # 0, a44 # 0, as5035 — (parabdlico) e v diregao

2
2@43@44@32 + 4&310,44 7é 0

assintotica em p

Tabela 3.1: Condigoes algébricas e significados geométricos para as singularidades locais

de P,.
Nome \ Condigcao Algébrica \ Interpretacao Geométrica
p nao é um ponto umbilico
Ganso asy # 0 chato
A imagem da curva
. bélica pela aplicacao de
2 4 para
Gaivota @y — daz00as 70 Gauss é uma curva com uma
(2, 3)-ctispide em N(p)
A curva flecnodal é nao
Borboleta aZ, — agasz # 0

singular

Tabela 3.2: Condigoes para a familia de projecoes ortogonais ser um desdobramento

versal.

Observemos primeiramente que todos os mondémios da forma (0, a;u’) podem ser eli-
minados do k-jato de P,. Para fazer isso, basta considerar a mudancga de coordenadas
h(u,v) = (u,v — a;pu’) na meta. Assim, obtemos 55 P, (u,v) ~4 (u, 5% f(u,v) — j* f(u,0)).

Analisemos agora como reconhecer as singularidades de P, em fungao dos coeficientes

Qg5 de f
e Dobra

Sabemos que a singularidade f(u,v) =

(u,v?) é 2-A-determinada. Entdo, vamos
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trabalhar com j2P, que é A-equivalente a g(u,v) = (u, ag1uv + agv?).

Se ag # 0, considerando a mudanga de coordenadas h(u,v) = (u,v — 52-u) na fonte,
obtemos g o h(u,v) = (u, anv? + Au?), com A € R, ou seja, a mudanga de coordenadas
h elimina o termo wv da segunda coordenada de g. Assim, obtemos j2P, ~4 g ~4
(u, agav? + Mu?) ~ 4 (u, axv?) ~4 (u,v?), que é 2-A-determinada. Logo, j2P, também é
2-A-determinado e, portanto, Py, ~ (u, v?).

Se agy = 0, entdao j2P, é A-equivalente a (u,uv), se az; # 0 e a (u,0) se agy = 0.
Em ambos os casos, j2P, tem A-codimensdo infinita e, portanto, ndo ¢ A-equivalente a
(u,v?).

« Chuspide

Primeiramente, observemos que se P, ~ 4 (u,uv + v*®), entdo j2P, ~4 (u,uv), o que
acontece se, e somente se, ass = 0 e ag; # 0.

Busquemos condicoes para os outros coeficientes a;; de f de tal forma que P, ~4
(u, uv + v3).

Usando o fato que a singularidade do tipo cuspide é 3-A-determinada, vamos trabalhar
com o 3-jato de P,. Temos

PP Py(u,v) ~4 (U, anuv + azu*v + azuv’ + assv’)
= (u,u(agv + azuv + asv?) + assv®)
= (u,u(azv + g(u,v)) + assv®),

onde g(u,v) = azuv + azv?’.

a1
temos que j3Py, ~ 43 (u, aziuv + azzv®), que por sua vez é A-equivalente & (z, zy + y*) se
asz # 0. Sabendo que a singularidade f(z,y) = (x, 2y +3?) 3-A-determinada, concluimos
que se asz # 0, entdao P, ~4 (z,zy + y3).
Para informacoes geométricas desta singularidade, observemos que, pela Proposicao
2.36, obtemos que agy = 0 e ag; # 0 se, e somente se, v é uma direcao assintética no
ponto nao parabdlico (portanto, hiperbdlico) p.

Tomando a mudanga de coordenadas na fonte dada por h(u,v) = (u, v — M), ob-

Assim como neste caso, nas demais singularidades teremos ass = 0 e, portanto, v é
uma dire¢ao assintética.

« Rabo de Andorinha

Inicialmente, observemos que se P, ~4 (u,uv + v?), entdo j2P, ~ 4@ (u,uv), e isso
acontece se, e somente se, ass = 0 e as; # 0. Além disso, devemos ter ass3 = 0, pois caso
contrario, P, seria A-equivalente a singularidade do tipo cuspide. Vamos usar o fato que
(u,uv + v?) é 4-A-determinada e trabalhar com o 4-jato de P,. Algumas contas neces-
sarias para obter esse reconhecimento sao extensas, por isso usamos o software Wolfram
Mathematica em alguns momentos.

Como ags = asz3 = 0 e as # 0, obtemos

4 2 2 3 2,2 3 4
JPy ~a (u,a21uv 4 az1u v + azauv® + agutv + agpu v + agguv” + agyv”)
2 2 2 3 4
(u, u(ag1v + az;uv + agav” + ag1u”v + agEuV” + a43v°) + agyv”)

= (u,u(agnv + g1(u,v)) + a44v4),

onde g1 (u,v) = az;uv + azv? + anu’v + aguv? + azvs.
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Seja Fy(u,v) = (u, u(agv+g;(u,v))+agv?). Considerando a mudanca de coordenadas
g1

hi(u,v) = (u,v — é;v)) na fonte, obtemos que F} ~ 44 Fy, onde

3as1as2 a? 2a?
TR0 — BBy — 3200 + a44v4
21 21 21

= (u,u(agv + go(u,v)) + aguv?),

Fy(u,v) = |u,anuv —

2 2
— _3asiasy, 2 31,2, _ 205 ,3
onde go(u,v) = —=881882qy2 — By y — Z520°,

Considerando a mudanga de coordenadas hs(u,v) = (u, v — %;‘1”)) na fonte, obtemos

que Fy ~ 4 F3, onde F3(u,v) = (u, agiuv +agv?). Observemos que F3 ~4 (u, uv+v?) se
agq # 0. Assim, se ayq # 0, entdo j1P, ~ 4 (u,uv + v?) e, portanto, Py, ~4 (u,uv + v?).

Para as informagoes geométricas desta singularidade, notemos que pelo Teorema 3.18,
as condigdes age = azz = 0, ag; # 0 e agy # 0 acontecem se, e somente se, p é um ponto
flecnodal. Além disso, pela Proposicao 2.36, como ag; # 0, obtemos que p é um ponto
hiperbélico.

« Borboleta

Como a singularidade do tipo borboleta é 7-A-determinada, vamos trabalhar com o
7-jato de P,. Primeiramente, observemos que se Py, ~ 4 (u, uv+v°+07), entdo j2P, ~ 40
(u,uv), e isso acontece se, e somente se, as = 0 e agy # 0. Além disso, azz = 0 e
agy = 0, pois caso contrario P, seria A-equivalente a singularidade ctuspide ou rabo de
andorinha, respectivamente. Assim, com essas condigoes para os coeficientes asi, ass, ass
e a4, obtemos que j7P, é A-equivalente ao germe

Fi(u,0) = (u, agru(v + g(u, v)) + az50° + agev® + agrv’),

onde g(u,v) é um polindbmio sem termos constantes ou lineares.

As contas necessarias para eliminar os termos (0, ag;ug(u,v)), e posteriormente para
eliminar (0, aggv®) em Fy sdo extensas e novamente utilizamos o Software Wolfram Mathe-
matica para fazer esses calculos. Omitiremos os detalhes do algoritmo executado no Soft-
ware, apresentando apenas a descricao do processo realizado e o resultado final obtido.

Primeiramente, vamos eliminar o termo (0, ag;ug(u,v)) em Fj. Para fazer isso, con-
sideramos a mudanga de coordenadas na fonte dada por H(u,v) = (u,v + h(u,v)), onde
h(u,v) é um polindmio de grau 6 sem termos lineares. Para obter o polinémio h realizamos
0 seguinte processo.

Escrevendo h(u, v) = ho(u,v)+. . .+he(u,v), onde hy(u,v) = hyu" 717, e calculando
=0
o 3-jato de F} o H, obtemos

j3(F1 o H) = (u, ag haou® + (a21hor + a31)UQU + (a21hay + a32)uv2).

Igualando os coeficientes de (0,u?), (0,u?v) e (0,uv?) a zero, obtemos hyy = 0,
hop = —Z‘—; e hoy = —%. Assim, determinamos a parte quadratica do polinémio h(u,v),
e com esses valores de hgg, hoy € hos eliminamos os termos de grau 3 em j7(F1 o H).

Repetindo esse processo para os k-jatos, com k = 4,...7, determinamos o polinémio
hi_1(u,v) e eliminamos alguns termos de grau k em j7(F; o H). Com isso, obtemos que

Fy é A"_equivalente a

Fy(u,v) = (u, agyuv + assv® + av® + fro7),
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1
onde a; = . (ag1a66 — Dassase) € f1 = (a77a21 — Bageaszaaz — Hasassas + 20as5a3,).
21 a3y
Suponhamos que ass # 0. Vamos eliminar agora o termo (0, a;v%) em Fy. Para fazer

isso, consideramos a mudanca de coordenadas k(u,v) = (u — Av,v) na meta, onde A é
um nimero real a ser determinado. Escrevendo @ = u — A(ag uv + assv® + av8 + B1v7),
@+ Massv® + ayv® + Bo7)

obtemos u =
1-— /\azlv

)

@+ A as50° + oaqv® + 107)
1— )\azlv

ko Fy(u,v) = (ﬂ, a1 ( ) v+ as50° + a0’ + ﬁlv7> :

Assim, obtemos que Fy é AM-equivalente &
Fg(ﬂ, U) = (ﬂ, aglﬂ(v + G(U)) + CL55?}5 + OZQ’UG + 521)7),

onde G(v) é uma fungdo de v de grau 6, e ay e 3, dependem de a;; e .

Consideremos agora a mudanca de coordenadas H (i, v) = (i, v + hov?® + ... hgv®) na
fonte. Para encontrar os valores de \ e h;, i = 1...6, fazemos um processo andlogo ao
que foi feito anteriormente, ou seja, encontramos os coeficientes de (0, %) e (0, @v’) em

j7(Fs 0 H) e igualamos a zero. Com isso, obtemos os valores de h; (e consequentemente
21466 — OU55032

a mudanca de coordenadas H ) e o valor de A, a saber \ = 5
dassaz;

Com essa mudanca de coordenadas H, obtemos que Fy é AM-equivalente a F} (u,v) =
(u, agruv + aszv° + Av7), onde

2 2 2 2
(8@55(177 — 5CL66)CL21 + 2&55(&320,66 — 20@43&55)(121 + 35CL326L55

A= 5
8aj;ass

Logo, j'Py ~ 4 (u,agiuv + assv® + Av?). Se A # 0, entdo P, ¢ A-equivalente a
singularidade do tipo borboleta.

Para informagoes geométricas da singularidade borboleta, observemos que, como asy =
0, pela Proposicao 2.36 obtemos que v é uma direcao assintotica em p. Observemos tam-
bém que, como M é uma superficie genérica para a projecao ortogonal, entao pelo Teorema
3.24 obtemos que a§2 — agia43 # 0. Usando agora o fato que aqy = 0, concluimos pelo

a21
e, uma vez que a2, — ds1as3 7 0, o conjunto flecnodal, no espago de pardmetros, ¢ dado

por {(u,v);u = 0}. Assim, a curva flecnodal em M é dada por ¢(0,v) = (0, v, f(0,v)),
cuja diregao tangente em p = (0,0,0) é dada por (0, 1,0), isto é, v é um vetor tangente &
curva flecnodal em p.

« Labios/Bicos

Sabemos que a singularidade labios/bicos é 3-A-determinada. Entéo, vamos trabalhar
com j3P,.

Suponhamos que ay; = ax = 0 e aszz # 0. Entao j3P, é A-equivalente a F(u,v) =
(u, az1uv + azgyuv? + azzv?). Considerando a mudanca de coordenadas h(u,v) = (u,v —

‘azy , :
S u), obtemos que Fj é A-equivalente a

Teorema 3.18(b) que a equagao do 1-jato do conjunto flecnodal é dado por 4 <a43 — ﬁ) u

3@33@31 — (12
Fy(u,v) = <u, aggv® + 322y |
ass

Se 3aszaz; — a2, # 0, obtemos que P, é A-equivalente a (z, 3> + z%y).
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Observemos que pela Proposicao 2.36, obtemos que p é um ponto parabdlico, uma vez
que age = ag; = 0.

 Ganso

Vamos trabalhar com j*P,, uma vez a singularidade do tipo ganso ¢ 4- A-determinada.

Suponhamos que que ag; = agy = 0 e azz # 0. Além disso, 3azzaz; — a2, = 0, pois caso
contrario P, seria uma singularidade Labios/Bicos. Assim, j4P, é A-equivalente a

2 2 3 3 2,2 3 4
Fi(u,v) = (u, az1u“v + azouv® + aszv” 4+ agu°v + agou”v” + ag3uv” + agqv”).

Considerando a mudanca de coordenadas hq(u,v) = (u, v — %u) na fonte, obtemos

que Fy é A®-equivalente a Fy, onde

3 3 2,2 3 4
Fy(u,v) = (u, a0’ + aqu’v + aauv® + azuv” + agqv”),

onde oy = (27as1a3; — 18a42a32a3; + 9a43a3,a33 — 4asqa3,), s e az dependem de a;;.

27a3,

Vamos eliminar o termo (0, apu®v? + azuv?® + agyv?) de Fy. Para fazer isso, usaremos
um argumento analogo ao que fizemos no reconhecimento da singularidade borboleta.
Escrevemos hy(u,v) = (u,v — h(u,v)), onde h(u,v) é um polindémio homogéneo de grau

2. Escrevendo h(u,v) = hogu? + hayuv + hayv?, obtemos

j4(F2 ohy) = (u, as3v® + aqudv + (g — 3h20a33)u2v2 + (g — 3h21a33)uv3

+(CL44 - 3h22a33)v4) .

Como queremos eliminar o termo (0, aex?y? + azzy® + a44y4) de F3, basta tomarmos
hog = ﬁ,hgl = ﬁ, e hyy = 3‘1&% Logo, tomando E(x,y) com os coeficientes hog, hor
e hge encontrados anteriormente, obtemos que Fy ~ 4 (u, assv> + a1u3v) e, se ay # 0,
entdo o germe dado por (u, azzv® + ajuv) e, portanto Py, é A-equivalente a (u, v® +u3v).

Para informagcoes geométricas, observemos que pela Proposicao 2.36, obtemos que p
¢ parabdlico, pois as; = ass = 0. Notemos que, pela Observacao 2.33, genericamente p
é nao planar e, assim, pela Proposicao 2.36 obtemos ayy # 0. Como ass # 0, segue pela
Observacao 3.11 que p nao é uma cuspide de Gauss. Assim, as hipdéteses da Proposicao
3.22 sdo satisfeitas e, como 3azjass — a3, = 0, concluimos que a curvatura geodésica da
imagem da curva parabdlica pela aplicagdo de Gauss é zero em N(p).

« Gaivota

Uma vez que a singularidade do tipo gaivota é 5-A-determinada, vamos trabalhar
com o 5-jato de P,. Supondo que as; = as = asz = 0 e asy # 0, obtemos que j°P, é
A-equivalente a

2 2 3 2,2 3 4 4
Fi(u,v) = (u,a31u 0 4 aguv” + agqu’v + apu v’ + a3uv” + agqv” + asu’v

3,2 2.3 4 5
+agu’v® + aszuv® + azuv” + assv°).

Nos préximos passos recorremos novamente ao Wolfram Mathematica para fazer as
contas.

Considerando a mudanga de coordenadas hy(u,v) = (u, v — %u), obtemos que Fj é

A®)_equivalente a

Fy(u,v) = (u,asuv? + a1uv + asuv? + azuv® + ugy (u,v) + ayv* + assv°)

= (u, u(asv?® + v(au?® + aouv + azv?)) + ugi (v, v) + ayv® + ass0°),
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onde os coeficientes oy, com k = 1,2,3, dependem de a;; e ¢g1(x,y) é um polindémio
homogéneo de grau 4.
. 2 2
Considerando agora a mudanca de coordenadas hs(u,v) = (u,v — W),

obtemos que F é A®)-equivalente a
Fy(u,v) = (u, aspuv? + agv® + B10° + ugs(u,v)),

onde B = —(as5a3, — 2as3a41a32 + 4azial,) € ga(u,v) = bauv + O3u?v? + Oguv® + O50*,
com 0;, i = 5?3, 4,5, dependendo de a;;.

Seja p(u, v) = Ou’ +03u*v+0,uv* +050° e hz(u,v) = (u,v— %3”2)) Com essa mudanga
de coordenadas obtemos que Fj é A®)-equivalente a Fj, onde

Fy(u,v) = (u, asguv® + agv* + B10°). (3.10)

Se ayy # 0 e By # 0, entdo Fy ~4 (u,uv? + v* + v%), o que implica que P, ~4
(u, uv* + vt + v°).

Para informacgoes geométricas dessa singularidade, observemos que como as; = ags =
0, obtemos que p é ponto parabdlico. Pelo Teorema 3.24 obtemos a2, — 4aspas # 0 e
como azz = 0, pela Observacao 3.11 segue que p é uma cuspide de Gauss.

Notemos que como a superficie M ¢é genérica para a projecao ortogonal, as condigoes
algébricas encontradas sao também suficientes para que P, tenha alguma dessas singula-
ridades. U

Nos préximos capitulos, veremos exemplos do Teorema 3.23 e as implicagoes que ele
tem no estudo do contorno aparente, conceito que estudaremos no capitulo seguinte.



CAPITULO 4

CONTORNO APARENTE E TEOREMA DE KOENDERINK
PARA SUPERFICIES REGULARES

Apresentaremos neste capitulo o Teorema de Koenderink para superficies regulares
em R? e sua demonstracdo. O enunciado desse resultado envolve o contorno aparente
da superficie e o gerador de contorno, os quais estao relacionados com as singularidades
da projecao ortogonal da superficie. Estudaremos as propriedades geométricas que esses
conjuntos possuem e suas relagoes com a geometria da superficie projetada. Como apli-
cacao do Teorema de Koenderink, iremos obter a forma local da superficie nos pontos do
gerador de contorno a partir do contorno aparente.

As principais referéncias usadas neste capitulo sao os livros [6, 13] e os artigos [8, 15].

4.1 Gerador de contorno e contorno aparente regu-
lares

Nesta secdo, v denotard um vetor unitdrio, M uma superficie regular em R?, p € M
e x : U — R3 uma parametrizacao local de M em p, onde U é um aberto em R? e ¢ € U,
com x(q) = p.

Pela Proposicao 3.19, o conjunto singular da projecao ortogonal P, é

Yy ={p € M|v é um vetor tangente a M em p},
o qual chamaremos de gerador de contorno de M ao longo da diregao v e, sua projecao,
AV = PV(EV)v

sera chamada de contorno aparente de M ao longo da diregao v.

Notemos que P, é singular em p = x(q) se, e somente se, P, = P, ox : U — T,S?
dada por Py (u,v) = x(u,v) — (x(u,v), v)v é singular em ¢. Assim, o contorno aparente é
o conjunto discriminante de Py, ou seja, a imagem por P, de seu conjunto singular.

A seguir, veremos alguns exemplos sobre os conceitos definidos acima. Nas figuras
que ilustram esses exemplos, o plano T, S? foi deslocado para uma melhor visualizacdo do
contorno aparente.

71
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Exemplo 4.1. Sejam M uma esfera de raio r centrada em p = (a, b, c), que pode ser
escrita como f1(0), onde f(z,y,2) = (x —a)*+ (y —b)* + (2 —c)* —r*, e v= (0,0, 1).
Como Vf(x,y,2) = (2(xr —a),2(y—b),2(z —¢)) é um vetor normal a esfera, entao v é um
vetor tangente a M em (z,y, 2) se, e somente se, z = ¢. Assim, o gerador de contorno de
M na diregdo v é {(x,y,¢) | (x —a)* + (y — b)* = r?}, ou seja, é o circulo maximo obtido
pela intersecao de M com o plano ortogonal a v passando por p. O contorno aparente na
direcdo v é a projecao desse circulo no plano {z = 0}.

Por exemplo, no caso em que p = 0 e r = 1, o gerador de contorno e o contorno
aparente na diregdo v coincidem com o circulo {(z,,0), 2% + y? = 1}. &

Figura 4.1: Gerador de contorno e contorno aparente para esfera na dire¢do v = (0,0, 1).

Exemplo 4.2. Sejam M a superficie parametrizada por x(u,v) = (u,v,v® + uv) e v =
(0,1,0) (Figura 4.2). Note que v € ToM. Vamos encontrar o gerador de contorno e o
contorno aparente para essa superficie ao longo da direcao v.

Como

Py(u,v) = x(u,v) — (x(u,v), v)v = (u,uv + v*),

obtemos 22 (u,v) = (1,0,v) e 22 (u,v) = (0,0, u+ 3v?). Logo, o conjunto singular de P,
é {(u,v)|u+3v? = 0}, que pode ser parametrizado por a(t) = (—3t?,t). Assim, o gerador

de contorno ¢ a curva

B(t) = x(a(t)) = x(—3t 1) = (=3t*,t, —2t%)
e o contorno aparente é a curva

Po(B(t)) = Py (=312, t, —2t%) = (=32, 2t%).

Observemos que, neste caso o gerador de contorno é uma curva regular e o contorno
aparente é uma curva singular em P, (0), com singularidade cispide.

Notemos que M ¢ o grafico da funcio f(u,v) = uv +v3, com f na forma (3.1). Como
age = 0,a91 # 0 e azz # 0, obtemos, pelo Teorema 3.23, que P, é uma singularidade do
tipo cuspide e, entao, v é uma direcao assintética a M no ponto hiperbélico 0, o que esta
de acordo com o Exemplo 2.34. &
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Figura 4.2: Superficie M, gerador de contorno em preto e contorno aparente em vermelho
para a superficie do Exemplo 4.2.

Exemplo 4.3. Seja M o cilindro parametrizado por x(u,v) = (cosu,senu,v), que tem
(cosu,senu,0) como vetor normal em (u,v).

Se considerarmos v = (1,0,0), entdao o gerador de contorno de M sera formado pelas
retas (0,1,t) e (0,—1,t) e o contorno aparente é formado pela projecao dessas retas no
plano {z = 0}. Assim, gerador de contorno e contorno aparente sao curvas regulares.

Tomando v = (0,0, 1), obtemos que Py (u,v) = Py o x(u,v) = (cosu,senu,0) é sin-
gular para qualquer (u,v). Assim, o gerador de contorno de M é toda a superficie M
(geometricamente, v € T, M, para todo p € M) e o contorno aparente ¢ o circulo de raio 1
centrado na origem. Concluimos entao que o cilindro ndo é uma superficie genérica para
a projegao ortogonal, pois Py, (u,v) ndo é A-equivalente a nenhuma aplicagdo da Tabela
2.1, uma vez que é funcao apenas de u. &

Figura 4.3: Gerador de contorno e contorno aparente para a superficie dada no Exemplo
4.3 nas diregoes (1,0,0) a esquerda e (0,0,1) a direita.

Os exemplos acima mostram casos onde o gerador de contorno ¥, é curva regular,
um exemplo onde ¥, nao é uma curva e contornos aparentes sendo curvas regulares e
singulares. A proposicao a seguir fornece condigoes suficientes para que o gerador de
contorno e o contorno aparente sejam curvas regulares.
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Proposicao 4.4. Sejam M uma superficie reqular, p € M e v € T,M.

(a) Se v ndo é uma direcao assintotica em p, entdo Xy e Ay sdo curvas requlares em
p e Py(p), respectivamente.

(b) Se p é nao parabélico, entao ¥y € uma curva reqular em p.

Demonstragao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M é dada na forma de
Monge z = f(u,v) com f dada em (3.1), p =0, v = (0,1,0) e x(u,v) = (u,v, f(u,v))
uma parametrizacao local de M em p.
(a) Como v nao ¢ dire¢ao assintética, pela Proposicao 2.36(b), obtemos ag # 0.
O conjunto singular de P, é o dado por f,1(0), ou seja, é o conjunto de zeros do
polindémio
fo(u,v) = agu + 2av + O(2) (4.1)

e, como [,,(0) = 2asy # 0, entdo, pelo Teorema da Funcio Implicita, segue que f,1(0) =
{(u, p(u))}, para alguma funcdo suave ¢ definida em uma vizinhanga de 0 satisfazendo
A0~ ) - el

Assim,

a(u) = x(u, p(u)) = (v, p(u), f(u, p(u)))

Bu) = Py((u,o(u))) = (u,0, f(u, p(u)))
sdo parametrizacoes para Ly e Ay em p e Py(p), respectivamente, com «(0) = p e 4(0) =

Py(p)-
Como o/(0) = (1, —32-,0) e 5'(0) = (1,0, 0), obtemos que Xy e A, sao curvas regulares
em p e Py(p), respectivamente.

(b) Se v é uma diregao assintética e p um ponto nao parabdlico, entao, pela Proposigao
2.36 obtemos as; # 0. Assim, f,,(0) = as; # 0 e, pelo Teorema da Fungao Implicita
obtemos f,1(0) = {(£(v),v)}, para alguma fungao suave ¢ definida em uma vizinhanga
de 0, com £(0) =0e &'(v) = % Assim, ¢(v) = x(£(v),v) é uma parametrizagao
para 3, em p, com 1(0) = p. Como ¢'(0) = (0, 1,0), obtemos que X, é uma curva regular
em p, como queriamos. O

O exemplo a seguir ilustra os conjuntos Y, e A, para superficies genéricas para P,.
Considerando as informacoes geométricas obtidas para M a partir da singularidade de P,
dadas no Teorema 3.23 e a Proposicao 4.4 concluimos que, dada uma superficie genérica
para a projecao ortogonal, se P, é do tipo dobra, entdo o contorno aparente A, é uma
curva regular. Além disso, se P, é uma singularidade do tipo dobra, cuspide, rabo de
andorinha ou borboleta, entao o gerador de contorno ¥, é uma curva regular.

Exemplo 4.5. Neste exemplo vamos encontrar o conjunto singular da projecao ortogonal
P, , o gerador de contorno X, e o contorno aparente A, para algumas superficies. A Figura
4.4 apresenta o traco de M, o conjunto singular de P,, ¥, e A, para cada item.

Vamos considerar M na forma de Monge z = f(u,v), parametrizada por x(u,v) =
(u,v, f(u,v)), onde f é dada em (3.1), e v.=(0,1,0). Assim, v é uma diregao tangente
aMemp = (u,v, f(u,v)) se, e somente se, f,(u,v) = 0. Logo, o conjunto singular
de P,, denotado por X(P,) ¢ f,71(0), o gerador de contorno ¢ x(f,'(0)) e o contorno
aparente ¢ P,(f,1(0)), onde, Py(u,v) = x(u,v) — (x(u,v),v)v = (u,0, f(u,v)). Vamos
concluir o tipo de singularidade de P, de acordo com os coeficientes de f em (3.1) usando
o Teorema 3.23 e, a partir das informacoes geométricas de M obtidas por esse resultado e
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da Proposigao 4.4, analisar as singularidades de ¥, e A, em 0 e P, (0), respectivamente,
em alguns casos.

(a) Se f(u,v) = v? obtemos ag # 0 em (3.1) e, assim, P, ¢ uma singularidade do
tipo dobra, de onde segue que v nao é diregao assintética. Como f,(u,v) = 2v, obtemos
que X(Py) pode ser parametrizado por a(t) = (¢,0). Assim, o gerador de contorno de M
¢ dado por xoa(t) = (t,0, f(£,0)) = (£,0,0) e o contorno aparente é a reta parametrizada
por P, o«(t) = (¢,0,0). Notemos que X, e A, sdo curvas regulares, o que esta de acordo
com a Proposicao 4.4.

(b) Seja f(u,v) = v® —u?v. Como ax = as; = 0,a33 # 0 e a2, — 3azjasz # 0, obtemos
que P, é uma singularidade do tipo bicos. Logo, p é um ponto parabdlico e v direcao
assintotica em p.

Uma vez que f,(u,v) = 3v% — u?, obtemos %(P,) = {(+v3v,v)|v € R}. Assim, o
gerador de contorno de M é o conjunto {(£v/3v,v, —2v%) |v € R} e contorno aparente é
{(£v3v,0, —20%) |v € R}.

(c) Tomando f(u,v) = v*+uv, obtemos P, uma singularidade do tipo ganso, p é um
ponto parabdlico, v uma dire¢ao assintética em p e a imagem do conjunto parabdlico de
M pela aplicacao de Gauss tem uma inflexdo geodésica.

O conjunto singular de P,, dado por f,1(0), onde f,(u,v) = 3v* + u?, é {(u,v) |u® =
—3v?} e, assim, o gerador de contorno de M é {(v/—3v2,v,—2v%)|v € R} e contorno
aparente é {(v/—3v2,0, —2v3) |v € R}.

(d) Considerando f(u,v) = uv + v?, obtemos P, uma singularidade do tipo rabo de
andorinha. Assim, v é uma dire¢do assintética e p um ponto flecnodal (hiperbdlico), o
que vimos no Exemplo 3.17.

Como f,(u,v) = 4v® 4 u, obtemos que %(P,) é dado por {(—4v3 v)|v € R}. Logo,
o gerador de contorno ¢ o conjunto {(—4v3 v, —3v?)|v € R} e contorno aparente ¢ o
conjunto {(—4v* 0, —3v*)|v € R}. Notemos que, em v = 0, ¥, é curva regular (o que
estd de acordo com a Proposigdo 4.4) e A, curva singular, com singularidade do tipo
(3,4)-ctispide.

(e) Seja f(u,v) = uv+v°+v’. Entdo, P, é uma singularidade do tipo borboleta. Assim,
obtemos que p é um ponto flecnodal hiperbédlico e v uma dire¢do assintotica tangente a
curva flecnodal em p.

Como f,(u,v) = u + 5v* + 708 obtemos %(P,) = {(—5v* — Tv®, v)|v € R}. Assim,
o gerador de contorno de M é {(—5v* — Tv® v, —4v5 — 6v") |v € R}, que é uma curva
regular e contorno aparente é {(—5v* — 7080, —40° — 6v") |v € R}.

(f) Se f(u,v) = uv? +v* +v°, entdo P, é uma singularidade do tipo gaivota, p uma
cispide de Gauss (parabdlico) e v diregdao assintética em p.

Como f,(u,v) = 2uv + 4v® 4+ 5vt = v(2u + 40? + 503), B(P,) é {(u,0)|u € R} U
{(=2v* — 2v3,v) |v € R}. Assim, o gerador de contorno de M ¢ {(u,0,0)|u € R} U

{(=20% = 2v*,v,—v* — 20%)|v € R} e contorno aparente ¢ o conjunto {(u,0,0)|u €

R} U {(=20v? — 203,0, —v* — 20°) |v € R}. &
O conjunto singular, o gerador de contorno e o contorno aparente para uma superficie
com singularidade do tipo cuspide estao dados no Exemplo 4.2.
Na Proposi¢do 5.3, que estudaremos no préximo capitulo, serd dada uma relagdo
entre as singularidades do contorno aparente com o tipo de singularidade de P,. Mais
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Figura 4.4: De cima para baixo, da esquerda para a direita: superficie M, conjunto
singular de P,, gerador de contorno e contorno aparente dados nos itens (a), (b), (c), (d),
(e) e (f) do Exemplo 4.5.

precisamente, se P, é do tipo cuspide (resp. rabo de andorinha), entdo A, é uma (2,3)-
cispide (resp. (3,4)-ctspide).

Os resultados que estudaremos a seguir relacionam a geometria da superficie M com
seu gerador de contorno e contorno aparente em uma dire¢do tangente e serao usados na
demostragao do Teorema de Koenderink.

Proposicao 4.6. ([13], p. 163) Seja v tangente @ M em p. Se p nao é um ponto parabdlico
ou v nao é diregio assintotica, entao o vetor tangente a X em p é conjugado a V.

Demonstragio: Seja v = ax,(q) + bx,(q). Como p € X, se, e somente se, v é um vetor
tangente a M em p, entdo 3, = x(h~1(0)), onde h(u,v) = det|v, x,(u, v), %, (u,v)].
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O vetor tangente & curva h~1(0) é paralelo ao vetor (—h,(u,v), hy(u,v)), entdo o vetor
tangente a Y, em p é paralelo ao vetor

—hy(@)xu(q) + ho(q)x0(q) = [(am + bn) det[x,, x,, N]x, + (al + bm) det[x,, Xy, N|x,](q)

que é paralelo ao vetor w = (—(am+bn)x, + (al4+bm)x,)(¢) o qual, pela Proposicao 2.29
(a), é conjugado a v. O

Proposicao 4.7. ([6], p.61) Seja p € Xy, com v uma diregao tangente nao assintotica
em p. As sequintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(a) O wvetor normal a superficie M em p é paralelo ao vetor normal ao contorno
aparente em Py(p).

(b) O plano tangente a M em p intersecciona o plano de projecio T,S? na reta tangente
ao contorno aparente em Py (p).

Demonstracao: (a) Como v é uma diregdo tangente nao assintética em p, entdo o
gerador de contorno Y, e o contorno aparente A, sdo curvas regulares em p e Py(p),
respectivamente. Sejam «(t) uma parametrizagao local para ¥, em p, com «(0) = p,
e B(t) = Py(a(t)) a parametrizagdo para A, dada por 5(t) = «(t) — (a(t),v)v, com
B(0) = Pv(p).

Sejam N (p) o vetor normal & M em p, 5'(0) e n(0) os vetores tangente e normal a Ay
em Py (p), respectivamente.

Temos f'(t) = o/ (t) — (&/(t), v)v, de onde segue que

(6°(0), N(p)) = (&/(0), N(p)) — (/(0), v)(N(p),v) = 0,

pois v, a/(0) € T,M. Logo, N(p) é perpendicular a 5'(0) e, sendo também perpendicular
a v, segue que N(p) é paralelo a n(0), como queriamos.

(b) Como v € T,M é perpendicular ao plano de projegao T,S?, segue que esses planos se
intersectam em uma reta ¢. Logo, N(p) é ortogonal a ¢ e, portanto, pelo item (a), n(0)
é ortogonal a ¢, de onde conluimos que ¢ é a reta tangente a A, em Py (p), uma vez que
Py(p) € T,M NT,S% O

Figura 4.5: Ilustracao da Proposicao 4.7.
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4.2 Teorema de Koenderink

O contorno aparente vem sendo utilizado para o estudo de “reconhecimento de formas”,
ou seja, para obter informacoes sobre a geometria de um objeto a partir de sua projecao
ortogonal. Um dos resultados que permitem reconhecer a forma de uma superficie M é o
Teorema de Koenderink, que relaciona a curvatura Gaussiana de M com a curvatura do
contorno aparente em uma direcao tangente nao assintotica.

Seja M uma superficie orientada. Dado p € M e v um vetor unitario tangente a M
em p, suponhamos que v nao é uma direcao assintética em p, entdao A, uma curva regular
em Py (p)). A orientagdo de M induz uma orientagdo para o contorno aparente e para o
plano 7,S? dada pela seguinte observacao.

Observacao 4.8. Sejam N a orientacao da superficie M e consideremos uma direcao T’
tangente ao contorno aparente em Py (p). Sabemos, pela Proposi¢ao 4.7, que N(p) e T
sao ortogonais. Como v € T,M, os vetores N(p) e v também sdo ortogonais. Além disso,
T e v sao ortogonais, pois Ay C T,S? e v é ortogonal a T,S?. Tomemos T de forma
que {T, N(p),v} seja uma base positiva para R®. Essa orientacao para A, induz uma
orientagdo para T,S? tomando v como vetor normal a T\,S? e, assim, {T, N(p)} é uma
base positiva para esse plano (ver Se¢do 2.2.1). Logo, N(p) é o rotacionado de T"em 7 no
sentido anti-horério (quando olhamos para T3, S? a partir do semiespaco de R que aponta

V). &

A orientagao definida acima é importante para o Teorema de Koenderink, cuja a
demonstracao apresentaremos a seguir.

Teorema 4.9. (Teorema de Koenderink) Sejam M uma superficie reqular, p € M,
v € T,M um vetor unitdario. Se v ndo é uma direcdo assintética em p, entao

K(p) = kn(v)Ea, (Py(p)), (4.2)

onde K ¢é a curvatura Gaussiana de M em p, ka,(Py(p)) € a curvatura do contorno
aparente em Py(p) com sinal determinado pela orientacdo induzida pela orientacio de M
e kn(V) € a curvatura normal de M em p na dire¢io v.

Demonstracao: Como v nao é uma dire¢ao assintotica em p, pela Proposicao 4.4 ob-
temos que ¥, e A, sdo curvas regulares em p e Py, (p), respectivamente. Seja «(s) uma
parametrizacao local de ¥, em p, por comprimento de arco, com «a(0) = p de maneira
que 5(s) = Py(a(s)) seja uma parametrizacao para A, com {/3'(0), N(p),v} uma base
positiva para R3. Pela Proposicdo 4.6, o vetor tangente & 3, em p é conjugado & v. Assim,

/(0) = +-%. Sem perda de generalidade, vamos supor o/(0) = onde ¥ denota o

vl Ik

vetor conjugado a v. Como [(s) = Py(a(s)) = a(s) — (a(s), v)v, obtemos que
B'(s) = d(s) = {a'(s),v)v e B"(s) =a"(s) = (a"(s),v)v.

Pela Observagao 4.8, B = {f’(0), N(p)} ¢ uma base ortogonal positiva para T,S? e,

portanto, denotando por 3'* o vetor obtido rotacionando 3’ em 5 no sentido anti-horario

obtemos %/LH = N. Logo, por (2.5), a curvatura (com sinal) de A, é dada por:

<B/J_76//>
18]

{18711, B7)
15]1?

B (N, ") ) = Fn() .
=51 @ = e

(s) =

Ka,(s) =
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Assim, a curvatura de A, em Py (p) = 5(0) é

. Kin (V)
“au(0) = T30y (43)

Como 4'(0) = a/(0) — (a/(0),v)v = v <V,v> V= m, obtemos que

IO = ¥ = @I = (9 - (.9)°)
= G~ PN = o (FG = F2)(0) (5, ()

onde na terceira igualdade usamo a Proposicao 2.29 (d). Substituindo a igualdade acima
em (4.3) e usando a Proposigao 2.29 (c), obtemos:

[Flra(®)  _ l—wdp) K@)
R VH(EG — FO(0) V)G~ F)(p)  kalv)

KA, (0) =

Consequentemente, K (p) = k,(v)ra, (0), como queriamos. O

Observagao 4.10. Se mudarmos a orientacao de M, mudamos o sinal da curvatura xa,
em (4.3) e o sinal de k,, permanecendo inalterado o sinal de K em (4.2), o que esta de
acordo com o que sabemos sobre a curvatura Gaussiana. &

Como consequéncia do Teorema de Koenderink, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.11. ([13], p. 164) Sejam M uma superficie reqular, p € M e v € T,M.

(a) Se a diregio de projecio v € ndo assintética, entao v é uma diregao principal se,
e somente se, a curvatura do contorno aparente € igual a curvatura principal associada a
outra direcao principal.

(b) O contorno aparente Ay tem uma inflexao se, e somente se, o ponto correspondente
na superficie é um ponto parabolico e v nao é uma direcao assintotica.

Observagao 4.12. Se o contorno aparente A, é uma curva regular, entdao o Teorema
de Koenderink possibilita classificar os pontos da superficie sobre o gerador de contorno
Yy conhecendo o sinal de k, em um ponto p € ¥, e ka,. De fato, a Observagao 3.12
afirma que, se dois germes P, o x e Py 0 X' sdo A-equivalentes, entdo seus conjuntos
discriminantes, que sao os contornos aparentes nas respectivas direcoes, sao difeormofos.
Assim, a partir do Exemplo 4.5 concluimos que P, serd uma singularidade do tipo dobra
em todos os pontos de X,. Logo, pelo Teorema 3.23, obtemos que v nao é uma diregao
assintética em todo ponto de X,. Assim, uma vez que k, ¢ uma funcao continua segue
que k,(Vv) nao troca de sinal sobre X,. Portanto, conhecendo o sinal de £,(v) em um
ponto p € ¥, e ka, podemos classificar os pontos de X, em elipticos, parabdlicos ou
hiperbélicos. %

Exemplo 4.13. Considere o cilindro dado no Exemplo 4.3 e v = (1,0,0). Como vimos,
o gerador de contorno e o contorno aparente na direcao v sao formado pelos pontos
{(0,£1,¢) |t € R}. Como X, e A, sdo curvas, com A, sendo um par de retas, entao
ka,(Py(p)) = 0, para todo p € ¥y. Assim, pelo Teorema de Koenderink, K (p) = 0, para
todo p € X, e, portanto, ¥, é formado por pontos parabdlicos. &
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Exemplo 4.14. Sejam M a esfera de raio r centrada em (0,0,¢) e v = (0,0,1). Como
M pode ser obtida por f~1(0), onde f(z,y,2) = 2> +y*+ (2 —c)? —r?, entdo N(z,y,z) =
% é uma direcao normal a M em p = (z,y,z) € M. Vamos classificar os pontos
de ¥, em M usando a Observacao 4.12.

Como vimos no Exemplo 4.1, 3, = {(x,y,¢); 22 +y* =r*} e A, = {(z,9,0); 22 +¢y* =
r?}.

Para verificar o sinal da curvatura normal na direcdo v nos pontos de >, vamos
considerar a se¢ao normal C' na direcao v parametrizada por y(s) = (rcos 2,0,7sen  +c).
Como +/(0) = v entao, por defini¢do, a curvatura normal de C' em py = (0) € Xy, que
coincide com a curvatura normal na dire¢do v, é dada por k, = k(N,n), onde k é a
curvatura de C' em pg, N e n os vetores normais a M e C' em pg, respectivamente. Como
n(pO) = 7/,<0) = <_%7 0, 0) € N(pO) = (17 0, 0)7 segue que <7”L, N(p0)> < 0. Logo, Kn(v) <0,
para todo p € ¥,. Sabemos que o valor absoluto da curvatura normal de C' em p é igual
a curvatura de C' em p. Como neste caso C' é uma circunferéncia de raio r, concluimos
que K,(v) = —%, para todo p € X.

Vamos calcular agora a curvatura do contorno aparente. Como A, é um circulo de
raio r, sua curvatura em valor absoluto é % Precisamos apenas determinar o sinal dessa
curvatura. Para isso, vamos considerar «(t) = (rsent,r cost,0) uma parametrizagao para
Ay. Essa parametrizacao é tal que {T, N(p), v} é uma base positivamente orientada para
R3, onde T = o/(t) (Figura 4.6). Assim, a curvatura de A, é dada por ka, (t) = —% < 0.
Como K(p) = kn(v)ka,(Py(p)), entdo K(p) = =, para todo p € &, e, portanto, todo os
pontos no gerador de contorno sao elipticos. &

Figura 4.6: Orientacdo do contorno aparente para a superficie e direcdo v dadas no
Exemplo 4.14.

Exemplo 4.15. Sejam M a superficie parametrizada por x(u,v) = (u,v + 1, f(u,v)),

onde f(u,v) = 3u® —v* e v.= (0,1,0). Vamos considerar N(u,v) = \(/_]cf?("’l)’i’;;”((“’”))g’i)l
(Figura 4.7).

O gerador de contorno de M na diregdo v é dado por Xy = x(h~1(0)), onde h(u,v) =
det[x, (u,v), %, (u,v),v] = v*. Logo, &y = x(u,0) = {(u,1,3u®)|u € R} e, com isso,
A, =Py (3y) = {(u,0,3u?) | u € R}. Classifiquemos os pontos de M em uma vizinhanga
de pp = %(0,0) = (0,1,0) de acordo com a Observagao 4.12.

Para verificar o sinal da curvatura normal de M na dire¢do v nos pontos do gerador
de contorno, consideremos C' a curva parametrizada por y(t) = (0,¢+ 1, —t?). Essa curva
é tal que v(0) = po e 7/(0) = v. A curvatura normal de C' em py = v(0) = (0,1,0),
que coincide com a curvatura normal na dire¢ao v, é dada por k, = k(N,n), onde k é
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a curvatura de v em t = 0, N o vetor normal a M em pg e n o vetor normal normal a
C' em py. Logo, o sinal de &, coincide com o sinal de (IV,n). Como n(py) = (0,0,—1) e
N(po) = (0,0,1), segue que, k, < 0 e, portanto, x,(v) < 0, para todo p € ¥, em uma
vizinhancga de py.

Encontremos agora a curvatura de A,. Seja a(t) = (—t,0, —3t3) uma parametrizagao
de Ay. Observamos que esta parametrizacao é tal que {T, N(pg), v} forma uma base
positiva para R?, onde T' = o/(0). Como B = {«/(0), N(po)} = {(1,0,0),(0,0,1)} é uma
base ortonormal positiva para T,S?, entdao a(t) = a(t)a’(0) + b(t)N(po), de onde segue
que a(t) = (/(0),a(t)) =t e b(t) = (a(t), N(py)) = —3t3. Logo, a(t) = (t,—3t3)y e,
portanto,

det[a/(t), & (t)]» —18t
Ka,(t) = / = 3
lo’ (£)]2 (14 81t4)>

Logo, os pontos p = (t,1,3t3) € X, sdo classificados da seguinte forma:

e Set <0, entdao p é um ponto hiperbdlico.
e Set =0, entdo p € um ponto parabdlico.

e Set >0, entao p ¢ um ponto eliptico.

Figura 4.7: Superficie M do Exemplo 4.15, seu contorno aparente (em preto) e gerador
de contorno, formado por pontos elipticos em vermelho, e pontos hiperbdlicos em azul.



CAPITULO 5

PROJECAO ORTOGONAL E EXTENSOES DO TEOREMA
DE KOENDERINK

Os resultados dos capitulos anteriores envolvem projecoes ortogonais para superficies
regulares. Estudamos propriedades do contorno aparente A, e o Teorema de Koenderink,
o qual esta associado a contornos aparentes regulares, o que significa que, para superficies
genéricas, v nao é direcao assintética da superficie.

Neste capitulo estudaremos algumas extensoes dos resultados vistos anteriormente.
Estudaremos as singularidades de A, a partir das singularidades cuspide e rabo de an-
dorinha de P, e uma versao do Teorema de Koenderink considerando superficie regular e
contorno aparente com cuspide ordinaria.

Estudaremos o contato de cuspidal edges com retas que, assim como para superficies
regulares, é medido pelas singularidades da projecao ortogonal dessas superficies e como
relacionar as classes de singularidades que genericamente ocorrem para essa aplicagao com
as informagoes geométricas da cuspidal edge. Estudaremos ainda uma versao do Teorema
de Konederink para cuspidal edges.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sdo: [10] para a versao do Teorema de
Koenderink para contorno aparente com (2,3)-cispide; [22] para a proje¢ao ortogonal de
cuspidal edges e [25] para uma extensdo do Teorema de Koenderink para essas superficies.

5.1 Extensao do Teorema de Koenderink para con-
torno aparente singular

O Teorema de Koenderink relaciona a curvatura Gaussiana K de uma superficie re-
gular, em pontos do gerador de contorno 3, com a curvatura do contorno aparente A,
quando este é uma curva regular. Considerando superficies genéricas para a projecao
ortogonal, o contorno aparente ¢ uma curva regular apenas para a singularidade do tipo
dobra para P,. Nosso objetivo nesta se¢ao é apresentar uma extensao do Teorema de
Koenderink para o caso em que A, é uma (2,3)-cispide, o que ocorre se, e somente se,
P, é do tipo cuspide.
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5.1.1 Contorno aparente singular

Estudaremos a seguir a classificacdo de algumas singularidades do contorno aparente
e sua relagao com as singularidades de P,.

Definigao 5.1. Um germe de aplicagao 7 : (R,0) — (R?,0) ¢ chamado de
(a) (2,3)-caspide (ou cispide ordinaria) se ¢ A-equivalente a a(t) = (%, ¢3).
(b) (3,4)-cuspide se ¢ A-equivalente a 3(t) = (3, ¢4).

Os germes a e ( definidos acima sao dois tipos de singularidades que podem ocorrer
para curvas planas. Um estudo detalhado sobre as singularidades de curvas planas pode
ser encontrado em [2]. Enunciaremos a seguir um resultado conhecido (ver, por exemplo,
[19], p. 4) para o reconhecimento das singularidades que definimos acima.

Lema 5.2. Um germe de curva plana v : (R,0) — (R?,0) é uma (2,3)-cispide (resp.
(3,4)-cuspide) em 0 se, e somente se, v'(0) = 0 e det[y"(0),7"”(0)] # 0, equivalente-
mente " (0) e v"(0) sao vetores linearmente independentes (resp. v'(0) = ~"(0) = 0 e
det[y"(0),Y*(0)] # 0, equivalentemente 4" (0) e v*)(0) sdo vetores linearmente indepen-
dentes).

A Observacao 3.12 afirma que, se dois germes Py ox e Py, ox’ sdo A-equivalentes, entao
seus conjuntos discriminantes, que sao os contornos aparentes nas respectivas diregoes, sao
difeormofos. Assim, pelo Exemplo 4.2 (resp. Exemplo 4.5(d)), se P, é uma singularidade
do tipo cuspide (resp. rabo de andorinha), entdo o contorno aparente A, ¢é uma (2,3)-
cispide (resp. (3,4)-cuspide). A seguir, iremos apresentar uma maneira de justificar essas
afirmagoes usando o lema enunciado anteriormente e o Teorema 3.23.

Proposicao 5.3. Sejam M uma superficie reqular, genérica para a projecdo ortogonal e
v e S

(a) Se P, é uma singularidade do tipo ciuspide, entdo o contorno aparente A, é uma
(2,3)-cuspide.

(b) Se Py é uma singularidade do tipo rabo de andorinha, entio o contorno aparente A
¢ uma (3,4)-cispide.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M é dada na forma de
Monge z = f(u,v), onde

fu,v) = agu® + agiuv + agv? + asu® + agiu’v + asuv? + assv® + O(4), (5.1)

com O(4) denotando os termos de grau maior ou igual a 4, e v = (0, 1,0). Pela Proposigao
3.19, a projecao ortogonal P, ¢ singular em ¢ = (u, v, f(u,v)) se, e somente se, v € T, M,
ou seja, f,(u,v) = 0. Logo, Ay = Py(f,1(0)), com f,(u,v) = agu + 2av + azu® +
2azuv + 3azzv? + O(3). Observemos que p = 0 ¢ um ponto singular de Py e f,1(0) é
uma curva regular em 0 € R? se, e somente se, ag # 0 ou ag # 0.

(a) Suponhamos que P, é uma singularidade do tipo cispide em 0. Entao, pelo
Teorema 3.23, f.,(0,0) = ag; # 0. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem
uma vizinhanga V' de (0,0) e uma funcdo ¢ : (—£,¢) — J, com £ > 0 e J um intervalo
de R, tal que os pontos (u,v) € f,1(0) NV podem ser escritos da forma a(v) = (p(v),v),

e ¢(v) = —%. Logo, &(v) = P, o a(v) é uma parametrizagdo local para A,
em Py(p). Tomando a parametrizagdo x(u,v) = (u,v, f(u,v)) para M, uma vez que

Py(u,v) = (u,0, f(u,v)), obtemos
a(v) = (p(v),0, f(p(v),v)). (5:2)
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Assim,

&(0) = o, @"(o>:<—6“33,o,o) e a/”(o>:<

21

36
D2l +¢c(4),0, —126133) ,

a3
onde ¢(4) denota os coeficientes dos termos de ordem maior ou igual a 4 em (5.1).

Logo, pelo Teorema 3.23, que garante que azz # 0, e o Lema 5.2, concluimos que & é
uma (2,3)-ctspide.

(b) Suponhamos que P, seja uma singularidade do tipo rabo de andorinha em p = 0.
Entao, pelo Teorema 3.23, obtemos que agsy = az3 = 0, as; # 0 e aygy # 0.

Usando a parametrizagdo & para o contorno aparente dada em (5.2) obtemos &'(0) =
a"(0)=0¢e

24 192
4" (0) = <_ s o) e a®(0) = <—“§’2“44 +¢(5),0, —72a44> , (5.3)
21 a31
de onde segue que A, é uma (3,4)-ctispide em Py (p). O

5.1.2 Extensao do Teorema de Koenderink para (2,3)-ctspide

Na Proposicao 5.3 a superficie M é regular, logo a curvatura Gaussiana estd bem
definida em todos os seus pontos e vale o Teorema de Koenderink na parte regular de
Ay. Uma vez conhecidas algumas singularidades de A, pode-se perguntar se o limite
do produto k,(v)ka,(Pyv(p)) converge para K(p) quando Py(p) converge para o ponto
singular Py (p). Mais ainda, pode-se questionar também se existe um invariante definido
para as singularidades (2,3) e (3,4)-ctspides tal que a curvatura Gaussiana em p pode ser
escrita em fungdo desse invariante em Py (p).

Essas perguntas foram respondidas em [10] quando A, tem uma singularidade do tipo
(2,3)-ctispide. Para isso, os autores utilizaram a curvatura cuspidal, definida para cispides
ordindrias em [26]. A seguir, iremos apenas definir essa curvatura e enunciar um resultado
usado na extensao do Teorema de Koenderink para (2,3)-ctispides. Mais detalhes sobre a
curvatura cuspidal podem ser encontrados no artigo [26].

Definigao 5.4. Dada uma (2,3)-ctspide v : (R,0) — (R?,0), a curvatura cuspidal de
v ¢ definida por
_ detly"(8), v"(1)]
v = H :
0% C)

Exemplo 5.5. Seja v : (R,0) — (R? 0) a curva dada por (t) = (—3t2, —2t3). Como
7' (0) = 0 e det[y"(0),~"”(0)] = det[(—6,0), (0, —12)] = 72, entdo v ¢ uma (2,3)-cuspide e

sua curvatura cuspidal ¢ dada por p, = #\2/6 = %. &

(5.4)

O lema abaixo auxilia na prova da extensdo do Teorema de Koenderink quando o
contorno aparente for uma (2, 3)-ctspide.

Lema 5.6. (Proposigao 2.2 de [10]) Seja v(¢) : (R,0) — (R?,0) uma (2,3)-cispide. Entdo

— 1 3
2] = 24/ (O) [ imm [, (1)

onde k. denota a curvatura usual de 7.
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Fixemos algumas notagoes.

Sejam M uma superficie regular e x : U C R?* — R?® uma parametrizacao local
para M em 0 € M. Suponhamos que a projecao ortogonal P, é uma singularidade cus-
pide. Entao, pelo Teorema 3.23, v é uma direcao assintotica e, pela demonstracao da
Proposi¢ao 5.3, o conjunto singular de P, é uma curva regular. Seja «(t.) uma para-
metrizagdo para o conjunto singular de P, e ((ts) uma parametrizagdo para o conjunto
{(u,v); det[x(u,v), v, N(0)] = 0}, com «(0) = 5(0) = 0. Entao &(t.) = Py o alt.) é
uma parametrizacdo para o contorno aparente na direcio v e [3 (ts) = x o [(ts) é uma
parametrizacao para a secao normal de M na diregdo v.

As curvas a(t.) e [(ts) sdo tangentes em 0. De fato, como «(t.) é uma parametrizagao
para o conjunto singular de P,, entdo @(t.) = xoa(t.) é uma parametrizagao para o gerador
de contorno na dire¢ao v. Observamos que, como P, é uma singularidade cuspide, pelo
Teorema 3.23 obtemos que 0 é um ponto hiperbdlico. Assim, pela Proposicao 4.4 a curva
a(t.) é regular. Logo, o vetor d%a(O) = dxo(d%a(())) é nao nulo e, pela Proposicao 4.6, é
conjugado a v. A curva ﬁ(ts) = x 0 3(ts) é uma parametrizagdo para a se¢ao normal na
direcao v, logo d% A(O) = dxo(d%B(O)) é paralelo a v. Como p é um ponto hiperbdlico e

v diregao assintotica, pela Observagao 2.30 obtemos que os vetores %Ca(O) e d%@ (0) sao
paralelos. Assim, existe [ € R* tal que d% 3(0) = dxo(d%ﬁ(O)) =1 d%@(O) = dxo(! d%a(()))

, . ~ ; d 1d .
e, como x ¢ uma imersdo, concluimos que ;-B(0) = l5-a(0), ou seja, as curvas a(t.) e

B(ts) sao tangentes em 0. Denotaremos por ra,(t.) € ks, (ts) as curvaturas de Ga(t.) e
[(ts), respectivamente. Com essas notagoes, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.7. ([10]) Se a projecao ortogonal P, é uma singularidade cispide, entao

Kay(te)ksn(ts)
{

1 & dsn
S “<o>‘=|K<o,o>|'

lim
(te,ts)—(0,0)

Lay/llan o)) dts

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M esta na forma de
Monge z = f(u,v) e x é dado por

1 k
x(u,v) = (u,v, 5(1’0% 2=kt + ) em(u,v) + (’)(u,v)kH) : (5.5)
m=3
onde k1 > 0,ky > 0, ¢p(u,v) = > (CLmj,)Humjvj e O(u,v)*! denota os termos de
= (m—j)lj!

grau maior ou igual a k£ + 1 nas varidveis u e v.

Dessa forma, obtemos N (0,0) = (0,0,1), K(0,0) = —kfk3 < 0. SejaVv = -5 (ax,(0)
+0x%,(0)). Como P, é uma singularidade cuspide, entdo v é uma dire¢do assintética. As-
sim, por (2.16) obtemos a’k} — b?k5 = 0. Logo, podemos tomar a = ky e b = ¢k, onde

_ : _ 1
e = =1 e, assim, v = m(l{g,skl,O).

Pela Proposicao 3.19, o conjunto singular de P, ¢ dado por h~'(0), onde h(u,v) =
det[x,(u, v), %, (u,v),v]. Como v € T,M se, e somente se, Vv = (kg,ck1,0) € T,M, o
conjunto singular de P, também é dado por h~*(0), onde

h(u,v) = det[x,(u,v),x,(u,v), 7]
= —k‘%k‘gu + Ekll{?;?} - (a%kfg -+ %Sk’l) U2 — (aglk'g + (l32€]€1)’lﬂ)
— (g2ky + rchky) v + O(u,v)".
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Uma vez que %(0, 0) = ek k2 # 0 segue do Teorema da Funcio Implicita que existem
uma vizinhanca V' de (0,0) e uma fungdo ¢ : (—9,d) — J, tal que os pontos (u,v) €
h=1(0) NV podem ser escritos como (u, p(u)) e, uma vez que a(t.) = h~(0), entdo a(t,)
pode ser parametrizada por «(t.) = (t., ¢(t.)).

Como vamos trabalhar com curvaturas, iremos precisar apenas das derivadas de & e,
assim, é suficiente determinar o k-jato de o que, por simplicidade, também denotaremos
por a(t.). Temos a(t.) = (tc, ¢'(0) t. + 5¢”(0) t2 + O(¢?)), onde O(t?) denota os termos
de grau maior ou igual a 3 na variavel t..

Como ¢'(t.) = —%E?chii, obtemos

k1
/ O _ =
¥ = 5
e
¢,,(O) . &30€k§ + 3&31]€1]€§ + 3@32€]€%k2 + &33]€? . 6€Cg(k2, E]i'l)
- fey kA kK3
Logo,
k1 3ecs(ka, eky) 3
te) = [te, —t, + —2 " 42 ). .
aft.) ( T + e +O(t)) (5.6)
Como a projegao ortogonal de M na direcao v é dada por
Py(u,v) = (u,v, f(u,v)) = (v, v, f(u,v)),v) v
B l{?Q(kQU, + Ek‘lv) €k?1(k?2u + 5klv)
- (U l{?%—f—k% 7U k%—’—k% ,f(U,U) I
obtemos
N —363(]€2,€k1) 2 3 3€C3(k2,€]€1) 2 3 —263(k2,€]€1) 3 4 >
ate) =55t +O)), —575— t. + Ot)), ——=——t. + O(t.) | .
0= (T g O R 00D ()

A curva & estd contida em T,S? e v é um vetor unitério ortogonal a T\,S?. Assim, pela
Observagao 2.22, ka, (t.) = idet[augfzﬁ”gc):"]_
Temos,

At —6¢3(ko, k) o Gecs(ka, eky) o —6c3(ka, k1) ;
)=\ Tamw + ) ' te) 1 e ! 1), — 2y ;
) <k§’(k%+kf§> ot OUe) sy gy fe Ol — g e+ 0l) ],

e

N —603(1{32 €l€1> 6603(1{32 Ek’l) —1203(l€2 81{31)
") = | 5 te), — o te - t. + O(t? .
0= (S O s g O g o
Logo,
CAL213(12 4 12) (42 3
I{Av(tc) — 4+ €k1k2(/€1 + kQ)(tc + O(tcé)) ]
Gles(ke, eka)| (62 + O(12))>
A segdo normal de M na direcdo v é a imagem por x da curva f(t,), obtida como
conjunto de zeros da funcao g(u,v) = det[x(u, v), v, N(0)] = ekju — kov.
Como B(ts) = g7 1(0) e 5'(0) = 1a/(0) = (l,l%), entdo B(ts) = (lt l&ts). Assim,

Sy k2

ek C3(l€2,€k1)

Blts) = x0 Blts) = [ty Ity 2P 1 O(t) )
ks k3
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A curva B(ts) estd contida no plano gerado pelos vetores v = ﬁ(/{:g,akl,O) e
1 2
N(0) = (0,0,1), que tem v x N(0) = (\/z’;jer, \/;fjk2,0) como vetor normal unitario.
1 2 1 2
Logo,
kon(ts) = L et[B'(t), 5" () v x N(O)] _  Ge(ky, ch)lts + O()
. 15" () Fo (k2 + k3)72 (K} + k3 + O(t2)) 2
d 1d
Como %(O) = ldf(()), entdo ty = +t. + O(t?). Assim, obtemos
—ekTkS (k7 +K3) (12+0(t2)) 63 (k2,ck)lts+O(12)
i |Fav(E)Ran(ts) |1 | les (ko ckn) (B+OM2)? ko (k34k3) 2 (-3+0(t)?
te—0 l T iS50
ts—0 ts—0
—  lim |E2K2 (K2+k2)(1240(t2)) +t.4+O(t2)
100 T2 o) (43T (R HR3+O(t))
— lim k2k2 (k%+k%)(t2+(9(t§))
te—=0 | 1% (1240(2) % (R+K3) 72 (K HR3HO(1) 2
—  lim |k2K2 (k3 +k3)t2(140(te))
100 | 12 $3(1410(00) (3 4+43) 72 (8 +K3+0(t4) 3

= |kik3] = |K(0,0)

Por outro lado, usando o Lema 5.6 e o fato que t, = +t. + O(t?), obtemos:

tc sn ts . 1 sn ts Zfs 1 & d sn
lim M = lim 7th/Av(tc) K ( )7 — | = i’L K (0) 7
120 l 201! b Lol |12 fl|d2a/dt2(0)] s
o que finaliza a demonstracao. 0

O exemplo a seguir ilustra o teorema cuja demonstragao acabamos de estudar.

Exemplo 5.8. Consideremos M a superficie do Exemplo 4.2, dada por z = f(u,v), onde
f(u,v) = uv + v3, parametrizada por x(u,v) = (u,v, f(u,v)) e v = (0,1,0). Vimos que
P, é uma singularidade do tipo ctuspide em 0, o conjunto singular de P, é parametrizado
por a(t.) = (=3t2,t.) e, assim, o contorno aparente A, dado por &(t.){(—3t2,0,—2t3)},
¢ uma (2,3)-ctspide.

A curva f(t,) é obtida como conjunto de zeros da funcao g(u, v) = det[x(u,v), v, N(0)] =
u. Logo, B(ts) = (0,t,) e a secio normal na direcio v é dada por ((t,) = x o B(t,) =
(0, t,,t3).

A curvatura de (t,) ¢

g/ ol 1
oan(ty) = 307 (1), 5(1). (1LO.O) _ 66,
de onde segue que 27 (0) = 6. Como % (0) = %(0) = (0,1), entio 1 = 1.

dt, dt. ~  dt,
A curvatura cuspidal de & é, em valor absoluto, dada por ps(0) = é. Logo, pelo
Teorema 5.7, obtemos

V6

3
36
26

dKgn

1 Ha
|K<070)| =7

=1.
Lay/lla2a /e (o) s

(0)‘ =
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Portanto, K(0,0) = —1.
A figura a seguir apresenta o trago de M e as curvas deste exemplo. &

N P
S/

Figura 5.1: Superficie M e as curvas dadas no Exemplo 5.8.

5.2 Projecao ortogonal da cuspidal edge

Os resultados que apresentaremos a seguir tém com referéncia o artigo [22]. Iremos
considerar novamente a familia de projecoes ortogonais dada por P : R3 x S? — T'S?, com

P(Xv V) = (V’ PV(X))7

onde Py(X) = X — (X,v)v. Dada uma superficie M, parametrizada localmente por
x:U C R? = R3, onde U é um aberto em R?, P : U x S? — T'S? é a familia de projecoes
ortogonais em M dada por

P((u,v),v) = (v, Py(u,v)), (5.7)

onde Py(u,v) = Py(x(u,v)) = x(u,v) — (x(u,v),v)v. Como vimos na Sec¢ao 3.3, P, é
uma aplicacdo de R? em R? e mede o contato de M com retas paralelas & v. Vimos
no Teorema 3.20 que, para um conjunto aberto e denso de imersoes x : U — R3, a
projecao ortogonal P, tem apenas A-singularidades com A.-codimensao < 2 que sao
A.-versalmente desdobradas pela familia P.
Quando M é uma cuspidal edge dada em sua forma normal especial f : (R% 0) —
(R3,0), com
Flu,v) = (u,a(u) + 30, by (u) + vba(u) + v*bs(u,v)) (5.8)

onde

a(u) = Lasu®+ tagou’ + Lagut + O(5),
b1 (u) = %b20u2 —I— éb3ou3 + ib4ou4 + 0(5),
b2(u) = %blzu + %b22u2 + O(?)),

bg(u, ’U) = %bog + %blgu + O(Z), com bog 7é O,

se v.=(0,1,0), entdo P, = Py o f(u,v) = (u, b (u) + y*ba(u) + y°b3(u,v)) e, se biz =0 e
byy # 0, é possivel mostrar que P, é A-equivalente a (x,y> —21y), que tem A.-codimensio
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igual a 3 ([22], p. 403). Assim, a familia P nao pode ser um desdobramento .A.-versal
de P,, uma vez que pelo Teorema 2.19 um desdobramento A.-versal deste germe é uma
aplicacdo com dominio U x R3. Dessa forma, o grupo A ndo é muito 1til para descrever as
singularidades da projecao ortogonal de M e a maneira que elas se bifurcam conforme a
direcdo de projecao muda em S%. Ao considerar a y.A.-equivaléncia, a familia de projegoes
ortogonais é um y.A.-desdobramento versal das singularidades genéricas de submersoes

em X, onde X é a imagem da cuspidal edge usual (u,v) — (u,v?,v3) (para detalhes, ver

22)).

Estudaremos as singularidades da projecao ortogonal de cuspidal edges a partir do
grupo y.A, cuja a construcao descrevemos a seguir.

Dizemos que um germe de difeomorfismo ¢ : (R?,0) — (R3 0) preserva X se
(0(X),0) = (X,0). O grupo dos germes de difeomorfismos que preservam X ¢é um
subgrupo de R = {h : (R30) — (R? 0)|héum germe de difeomorfismo} e é denotado
por R(X).

A partir de R(X), obtemos o grupo y A =R(X) x L e a agdo de yA em Mjs-E(3,2)
é dada por (h,k)- f =ko foh ! onde (h, k) € yA. De maneira andloga ao feito para o
grupo A, a y.A-equivaléncia é definida da seguinte maneira.

Definigao 5.9. Dois germes g1, 9> : (R?,0) — (R? 0) sao y.A-equivalentes se existe
(h,k) € yAtal que g =kogoh '

O teorema a seguir apresenta a classifica¢ao de germes de submersoes g € Mj3-£(3,2)
com yA.-codimensao < 2. A yA.-codimensao de g, denotada por y.A.-cod g, é definida

por yA.-codg = dim L‘;(ié) 7 (para mais detalhes sobre Lx A, - f, ver Secao 4 de [22]).

Teorema 5.10. (Teorema 4.3 de [22]) Seja X = f(R?%0), onde f € a cuspidal edge usual
f(u,v) = (u,v*v3). Qualquer germe de submersao em M3.E(3,2) de yA.-codimensio <
2 € v A.-equivalente a um dos germes dado na Tabela 5.1, onde (x,y, z) sao as coordenadas
de R3.

Nome | Forma Normal | xAc—cod
Tipo 1 (x,y) 0
Tipo 2 (x, 2z + zy) 0
Tipo 3 (z, 2 + z%y) 1
Tipo 4 (z,2 + 2°y) 2
Tipo 5 (y + 23, 2 + 2?) 1
Tipo 6 (y + 2°, 2 + 2°) 2
gr =
Tipo 7 | (y+az?£at, z+ay+ba®+P), 2*
P = cx* + dz’ + ex®

Tabela 5.1: Germes y.A-finitamente determinados com y.4. —cod < 2.
* A codimenséo é a do estrato, ([22], Tabela 2 para detalhes).

Notemos do teorema acima que restringir as mudancas de coordenadas a um subgrupo
de A pode mudar a classificacio de germes. De fato, se ¢ € M3 - £(3,2) é um germe
de submerséao, sabemos pela Observagao 2.10 que g é A-equivalente ao germe (x,y). No
entanto, fazendo mudancas de coordenadas na fonte apenas por germes de difeomorfismos
que preservam X aparecem diversas outras classes de singularidades.
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Estudaremos agora as singularidades da projecao ortogonal de cuspidal edges. Se-
guindo a notacao de [22], quando necessario distinguir, chamaremos de cuspidal edge
geométrica um germe (R% 0) — (R3,0) de cuspidal edge, assim como sua imagem.

Sabemos que o conjunto singular da projecao ortogonal de uma superficie regular em
R3 ao longo de uma diregdo v é o conjunto de pontos onde v é tangente & superficie (o
gerador de contorno) e sua imagem pela projecao é o contorno aparente da superficie.
Considerando agora uma cuspidal edge geométrica f : (R?,0) — (R3,0), obtemos que
P, = P, o f ésingular ao londo da curva singular de f, denotada por . Assim, 4 = f o~
é parte do gerador de contorno de M = f(R?,0) e P, (%) é parte do contorno aparente de
M.

Defini¢ao 5.11. Dado v € S?, o gerador de contorno préprio de M na direcdo v é o
fecho do conjunto de pontos regulares de M onde v é um vetor tangente, ou seja é o fecho
do gerador de contorno de M restrito aos pontos regulares de M. O contorno aparente
proprio de M na dire¢do v é a projecao ortogonal do gerador de contorno proéprio.

Exemplo 5.12. Consideremos M a cuspidal edge em sua forma normal f dada em (5.8)
e v=(0,1,0). Vamos encontrar o gerador de contorno e o contorno aparente préprios de
M na diregao v.

Seja p = f(u,v) um ponto regular de M. Entdo, como a curva singular de f é o
eixo-u, obtemos v # 0. A partir da aplicacdo de Gauss de f dada em (2.19), obtemos
que v € T,M se, e somente se, 2by + 3vbs + v?(b3), = 0. Assim, o gerador de contorno
nos pontos regulares de M é ¥, = {f(u,v)| (2by + 3vbs + v?(b3)y)(u,v) =0 e v # 0} e 0
gerador de contorno préprio de M é o fecho de Sy

Tomando, por exemplo, a(u) = by(u) = 0, ba(u) = u e by(u,v) =1 em (5.8), obtemos
flu,v) = (u, %vz,uv2 + v%) e o gerador de contorno na parte regular de M é %, =
{f(u,v)|2u+3v=0ev# 0} = {(Fv, 20% S v®) | v # 0}. Assim, o gerador de contorno
proprio ¢ o conjunto {(Fv, 0%, 5tv®)} e o contorno aparente préprio é {(52v,0, 5tv?)}.
A Figura 5.2 da esquerda apresenta o trago do gerador de contorno e do contorno aparente
na direcao v e, na direita, temos o trago do gerador de contorno préprio proprio, formado
pela uniao do gerador de contorno na parte regular (representado em preto) com a origem
(ponto verde), e o trago do contorno aparente préprio, formado pela unido do contorno
aparente (em vermelho) com a origem (em azul). O

Figura 5.2: Gerador de contorno e contorno aparente (a esquerda) e gerador de contorno
e contorno aparente préprios (& direita) para a cuspidal edge dada no Exemplo 5.12. O
plano T,S? foi deslocado para uma melhor visualizacdo do contorno aparente proprio.

Antes de iniciar o estudo do contato de cuspidal edges com retas, vamos definir uma
singularidade de curvas planas que sera importante no estudo das caracteristicas geomé-
tricas das singularidades de P, .
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Definigao 5.13. Um germe o : (R,0) — (R? 0) é chamado de ctispide ramphoid se ¢
A-equivalente a «a(t) = (¢*,t°).

Recordemos que para obter a classificacdo do contato entre duas subvariedades re-
gulares basta estudar a classe de singularidade de sua aplicacao de contato (Teorema
3.3). Quando uma das subvariedades é singular a classificagdo do contato pode ser
feita da mesma maneira. Por exemplo, para estudar o contato de uma cuspidal edge
f: (R*0) — (R3 0) com retas paralelas a um vetor v, basta obter a classificagao das
singularidades de P, o f. No Teorema 3.23 vimos condigoes algébricas e informacoes ge-
ométricas para o reconhecimento das singularidades da projecao ortogonal de superficies
regulares via A-equivaléncia. O préximo resultado que iremos estudar é o andlogo para
cuspidal edges, onde iremos relacionar as y.A.-singularidades de sua proje¢ao ortogonal
com seus invariantes geométricos. Para estudar este resultado precisamos de algumas
consideracoes iniciais.

Seja g : (R%,0) — (R3,0) uma cuspidal edge geométrica. Existem germes de dife-
omorfismos h : (R?, 0) — (R%0) e k : (R30) — (R?0) tal que goh = ko f, onde
f(u,v) = (u,v? v®) é a cuspidal edge usual. Considerando X = f(R?, 0), o germe k leva
a cuspidal edge usual na cuspidal edge geométrica k(X).

Queremos estudar o contato da cuspidal edge geométrica k(X) com a reta P;1(0), o
qual é dado pelas singularidades do germe Py o g : (R?,0) — (R% 0) que, a menos de
difeomorfismos, coincidem com as singularidades de Py o go h = P, o ko f, que por sua
vez classifica o contato da cuspidal edge usual com a reta (P, o k)~1(0).

Usando resultados de transversalidade, pode ser mostrado que é valido um resultado
analogo ao Teorema 3.20 para cuspidal edges, considerando a y.A.-codimensao (ver [22],
p. 413). Chamaremos de cuspidal edge genérica toda cuspidal edge com singularidade
de yA.-codimensao < 2 para a proje¢ao ortogonal.

Como a projecao ortogonal P, : (R3 0) — (R? 0) é um germe de submersdo, entao
Py o k também é um germe de submersao. Portanto, Py o k é y.A.-equivalente a uma dos
germes dados na Tabela 5.1, ou seja, existem Ay : (R3,0) — (R3,0) e hy : (R%,0) — (R2,0)
germes de difeomorfismos, com h; preservando X, tal que Py ok = hyo jo hi', onde § é
uma das formas normais dadas na Tabela 5.1.

Assim, para obter o contato entre a cuspidal edge geométrica k(X) e a reta P, 1(0)
podemos estudar as singularidades do germe Pyok(X) = hyogoh*(X) = hyogo f(R?,0),
que coincidem com as singularidades de go f, que por sua vez é o estudo do contato entre
a cuspidal edge usual X e a fibra §71(0).

A partir da composicao ¢ = §o f podemos também obter algumas informagcoes sobre
a projecao ortogonal da cuspidal edge geométrica, como veremos a seguir.

Considerando, por exemplo, §(z,y, 2) = (z,y) obtemos ¢(u, v) = (u,v?), cujo conjunto
singular {v = 0} coincide com o conjunto singular de f, e o contorno aparente de f, dado
por ¢(u,0) = (u,0), é uma curva regular.

Tomando agora §(z,y, z) = (z,z + 2™y) com m = 1,2,3, obtemos p(u,v) = (u,v® +
u™v?). O conjunto singular de ¢ ¢ dado por {v(3v+2u™) = 0}, que tem duas componentes
transversais, uma dada por {v = 0}, que coincide com a curva singular de f, e a outra
dada por {3v + 2u™ = 0} e, pelo Exemplo 3.4, essas curvas tém contato de ordem m
na origem. Notemos que a imagem desse tltimo conjunto por f é o gerador de contorno
préprio.

Se §(z,y,2) = (y + 2°, 2 + x2) (resp. §(z,y,2) = (y + 2°, 2 + x?)) obtemos p(u,v) =
(v +u?, v3 4+ u?) (resp. p(u,v) = (v? +u,v®+u?)). O conjunto singular de ¢ é dado por
{u=0}, {v="0}e{uv =3} (resp. {u=0},{v="0}e{u’v = +}). Notemos que {v = 0}
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é também o conjunto singular de f e sua imagem por o, dada por ¢(u,0) = (u3, u?) (resp.

o(u,0) = (u®,u?)), é uma (2,3)-ctspide (resp. ctspide ramphoid).

Considerando §(z,y, 2) = (y+az?+at, z+zy+br3+crt+dz® +ex®) obtemos ¢(u,v) =
(v2 + au? £ ut, 03 + w® + bu? + cu + du® + eu®), cujo conjunto singular é dado por duas
componentes: {v =0} e {(—=3b—2a)u® — 3auv +v*+4cu? + (5d F4)u* F 6udv + 6eu’ = 0}.
Notemos que a segunda componente do conjunto singular de ¢, quando nao degenerada,
¢ uma curva singular.

Sintetizamos essas informagoes no seguinte lema, que é parte da demonstracao do
Teorema 4.5 de [22].

Lema 5.14. Sejam g : (R?,0) — (R*,0) uma cuspidal edge genérica, M = g(R? 0), v
um vetor unitdrio e P, = Pyog. O gerador de contorno proprio de M, juntamente com a
curva singular de g, v, e da projecao ortogonal de sua tmagem por g, Pyogo~y =P, 07,
satisfazem as sequintes propriedades, onde dizemos que P, € do tipoi,1=1...,7, se Pyok
¢ do tipo i dada na Tabela 5.1, onde k : (R?,0) — (R3,0) € o germe de difeomorfismo tal
que g =ko foh ™t com f a cuspidal edge usual.

(a) Se Py € uma singularidade do tipo 1, entao o gerador de contorno préprio é vazio
e a projecao do conjunto singular de Py € uma curva regular.

(b) Se Py é uma singularidade do tipo m+1, com m = 1,2, 3, entdo a pré-imagem do
gerador de contorno proprio por g é uma curva reqular e tem contato de ordem m com .

(c) Se P, é uma singularidade do tipo 5 (resp. tipo 6), entio o conjunto singular de
P, tem quatro componentes, todas curvas requlares, e Py o4 é uma (2,3)-cispide (resp.
cuspide ramphoid).

(d) Se P, é uma singularidade do tipo 7, entdao o conjunto singular de Py, €é formado
por duas componentes sendo uma delas uma curva reqular e a outra uma curva singular.

Vamos apresentar agora a Proposi¢do 4.7 de [22] que é um resultado que possibilita
reconhecer as singularidades da projecao ortogonal de uma cuspidal edge M a partir de
seus invariantes geométricos. Recordemos que, dado um ponto p = 4(t), vi, denota a
direcao tangente a M em p e T,M o plano tangente limitante a M em p. Com essas
notacoes e as do Lema 5.14, temos:

Proposigao 5.15. ([22]) Sejam g : (R?,0) — (R3,0) uma cuspidal edge genérica, M =
g(R%,0), v um vetor unitdrio e P, = Py o g. Entdo, as condigdes para P, ser do tipo i
(dado na Tabela 5.1) sdo as sequintes:

(a) Se v é transversal ao plano tangente limitante T,M , entdo P, é uma singularidade
do tipo 1.

(b) Se v e T,M\{v}, entao P, é uma singularidade do tipo 2,3 ou 4 e essas singu-
laridades podem ser reconhecidas da sequinte forma:

(i) Se kn(p) # 0, entao P, é uma singularidade do tipo 2, exceto para uma dire¢ao
vo. A singularidade de Py, € genericamente do tipo 3 em pontos da curva singular -y e
do tipo 4 em pontos isolados de . FEssas singularidades, tipo 3 e tipo 4, se diferenciam
pela ordem de contato da pré imagem do gerador de contorno préprio por g com ~y (ordem
dois para o tipo 3 e ordem trés para o tipo 4).

(ii) Se kn(p) =0 e ke(p) # 0, a singularidade de P, é do tipo 2.

(iii) Se k,(p) = kie(p) = 0, entdo a singularidade de P, é do tipo 3, exceto para uma
direcao, onde ela muda para o tipo 4.

(c) Se v = vy, entao P, é uma singularidade do tipo 5,6 ou 7 e podemos reconhecé-las
da seguinte maneira:
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(i) Se 73(p)kn(p) # 0, entao Py, é do tipo 5.
(ii) Se kn(p) # 0 e 74(p) = 0, entao P,, ¢ genericamente do tipo 6.
(iii) Se kp(p) = 0, entdo Py, é genericamente do tipo 7.

Demonstracao: Sabemos que para cuspidal edges genéricas apenas singularidades de
yAe-codimensao < 2 ocorrem para a projecao Py .

O nicleo de (dPy)o é uma reta paralela a dire¢ao de proje¢ao v. Primeiramente, vamos
obter as posigoes relativas entre v, vy, e T,M em fungao do tipo de singularidade de P.

Seguindo o que fizemos anteriormente, as singularidades de P, coincidem, a menos
de difeomorfismos, com as singularidades de § o f, onde f é a cuspidal edge usual e § é
uma das formas normais da Tabela 5.1. Uma vez que difeomorfismos levam o nicleo de
P, no ntcleo de g e levam a direcao tangente e o plano tangente limitante da cuspidal
edge geométrica na direcao tangente e no plano tangente limitante da cuspidal edge usual,
respectivamente, vamos estudar a posicao relativa entre v, v, e T,M usando as formas
normais dadas na Tabela 5.1 e a cuspidal edge usual X, a qual sabemos ter em p = 0 o
plano tangente limitante dado por {z = 0} e a dire¢ao tangente (1,0,0).

(a) Se g ¢é do tipo 1, isto é, dado por §(x,y,2) = (z,y), entdo o nicleo de dg, ¢ a
diregao (0,0, 1), que é transversal a T, X.

(b) Se §(x,y,2) = (x,2 + 2*y), com k = 1,2,3 (tipo k + 1), entdo ker dg, é paralelo
ao vetor (0,1,0), que pertence a T, X e nao é a diregdo tangente.

(c) Se §(z,y,2) = (y+2°, 2 + x?) (tipo 5), ou §(x,y,2) = (y + 2°, z + z?) (tipo 6), ou
§(z,y,2) = (y + az? £ 2*, 2z + zy + bx® + P) (tipo 7), entdo o kernel de dg, é a diregao
(1,0,0), que é a diregao tangente & X em p.

Busquemos agora reconhecer as singularidades do tipo k, com k= 2,... 7 usando os
invariantes geométricos da cuspidal edge.

Consideremos a cuspidal edge M parametrizada em sua forma normal f dada em (5.8),
v = (a,,0) € T,M com o® + 32 =1 e p = 0. No que segue, usaremos os valores dos
invariantes geométricos para a forma normal encontrados nos Exemplos 2.55 e 2.60 e a
torcao de 4 dada em (2.20).

A projecao ortogonal P, : R® — T3, S? na direcio v é dada por

,Pv(ﬁa Y, Z) = ((1 - aQ)x - O‘ﬁyv (1 - BQ)y - aﬂxv Z) (59)

Encontremos agora o conjunto singular de Py, restrito a cuspidal edge M. Recordemos
que Py é singular no conjunto singular de f, dado por {v = 0} e, na parte regular de f, nos
pontos (u,v) tal que (v(u,v),v) = 0 (Proposicao 3.19). Da aplicagao de Gauss de f obtida
em (2.19), obtemos que o conjunto singular de P, = Py o f é {(u,v) |vS?(u,v) = 0}, onde

Sﬁ(u, U) = (—5512 - Oéb2o)u - %550311 + (aa20612 - %&530 - %5b22)u2
+ %(Oxbogago — 51)13)1&) — %O&meQ + a(%agobm + %agoblg — %b40)u3
+ Oé(%blg(lg() + iagob()g)UZU - %O{bQQUUQ - %Oéblg,l)s . (510)

(b) Se v € T,M\{v,}, entdo 5 # 0 e as singularidades de P, sao do tipo 2,3 ou 4.
Pelo Lema 5.14 podemos reconhecer o tipo de singularidade de P, pela ordem de contato
entre as duas componentes do conjunto singular de P,, dadas pela curva singular de f e
pela pré-imagem do gerador de contorno préprio por f, que serdo denotadas por vy e S?,
respectivamente.

O germe de contato entre v e S? ¢ dado por

F(t) = Sg(t, O) = (-6()12 — Oébz())t -+ (Oéagobu — %Oébgo — %6b22)t2

+  a(3asobe + $asobia — tbao)t?,



Projecao ortogonal da cuspidal edge 95

de onde obtemos que F'(0) = 0.

Pelo Lema 5.14, a singularidade de P, é do tipo 2 se, e somente se, o contato de v e
S8 ¢ de ordem 1 e isso acontece se, e somente se, F’(0) # 0 (Exemplo 3.4).

(i) Se £, (0) = bgy # 0, entao F'(0) = —fbia—abyy =0 < a = _6%‘ Assim, existe um
tnico vetor unitario v, paralelo a dire¢ao (—bys, bag, 0), onde P, ndo é uma singularidade
do tipo 2. Considerando agora o conjunto S?, com a = —6% obtemos F'(0) = 0. Pelo
Teorema de Sard, genericamente 0 é valor regular de F”, ou seja, F(0) # 0. Portanto,
quando F'(0) = F'(0) = 0, genericamente F"(0) # 0, ou seja, Py, ¢ uma singularidade do
tipo 3. Assim, F”(0) = 0 ocorre em pontos isolados e, portanto, Py, é uma singularidade
do tipo 4 em pontos isolados de 7.

(i) Se Kp(0) = by = 0 e K (0) = bia # 0, entdao F'(0) = —Bbis # 0, ou seja, Py, é uma
singularidade do tipo 2.

(iii) Se mn(p) = K:(0) = 0, entdo bzy # 0, pois pelo Lema 5.14(b) S? é uma curva
regular. A singularidade de P, ¢ do tipo 3 a menos que F”(0) = —$bsy — gbm =0,e
quando isso acontece obtemos a = —be%, ou seja, P, é uma singularidade do tipo 3,
exceto para a diregao paralela a (—2bgg, 3b30,0), onde ela muda para o tipo 4.

(c) Consideremos agora v = vy, = (1,0,0). Entao Py, é uma singularidade do tipo
5,6 ou 7 e o conjunto singular de Py,, é dado por {vS}(u,v) = 0}, onde

Sg(u, U) = —b20u —+ (a20b12 — %bgo)lﬂ + %bogagouv — %blgiﬂ
+ (%Gzobm + %%0512 - %540)U3 + (%blgam + ia30503)u2v
— %bQQUUQ - %blg’l}?’ . (511)

Supondo k,(0) = by # 0, obtemos que SY é uma curva regular e, assim, pelo Lema
5.14, P,,, ¢ uma singularidade do tipo 5 ou 6 e essas singularidades podem ser reconhecidas
pelo tipo de singularidade da imagem de 4 por Py, : uma (2,3)-ctspide para o tipo 5 e
uma cuspide ramphoid para o tipo 6.

De (5.9) obtemos Py, (z,y,2) = (0,y,2). Fazendo uma identificacdo de T,S* com R?
e escrevendo, com abuso de notagao, Py, (,y, z) = (¥, z), obtemos

PVtg (U, U) = PVtg © f(u> U) = (a(u) + %U27 bl (U) + Uzb?(u) + U3b3(ua U))

Assim, ¢(u) = Py, oy(u) = Py, (u,0) = (a(u), by (u)) e obtemos ¢'(0) = 0.

(i) Pelos critérios de reconhecimento dados no Lema 5.2, obtemos que P,,, é uma
singularidade do tipo 5 se det[¢”(0), ¢ (0)] = bspass — azebeo # 0, 0 que é equivalente, por
(2.20), a 75(0) # 0.

(ii) Quando 75(0) = 0, obtemos que, genericamente, ¢ é uma cuispide ramphoid e,
portanto, P, uma singularidade do tipo 6.

(iii) Considerando agora k,(0) = byy = 0, obtemos que Sy é uma curva singular
(quando nao degenerado) e, portanto, genericamente P,,, uma singularidade do tipo 7.

O

Exemplo 5.16. Nos exemplos a seguir ilustraremos os resultados estudados no Lema
5.14 e na Proposicao 5.15 sobre a projecao ortogonal de cuspidal edges. Para isso, vamos
tomar a cuspidal edge em sua forma normal (5.8), e usaremos os valores de seus invariantes
obtidos nos Exemplos 2.55 e 2.60. Recordemos que, para a forma normal (5.8), obtemos
vig = (1,0,0) e T,M é o plano {z = 0}.

(a) Consideremos a cuspidal edge do Exemplo 5.12 dada por f(u,v) = (u, 0%, uv?+v?)
ev=1(0,1,0) € TpM\{vy}. Como k,(0) =0 e x(0) =2 # 0, obtemos pela Proposicao
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5.15(b)(i) que P, é uma singularidade do tipo 2. Pelo Exemplo 5.12(a) o conjunto singular
de Py é {(u,v)|v(2u+3v) = 0}, ou seja, é formado por duas curvas regulares e a aplica¢ao
de contato entre elas é dada por F(t) = 2t, que é uma singularidade Ay em 0. Assim, o
contato entre o conjunto singular de f, dado por {v = 0}, e a pré-imagem do gerador de
contorno préprio por f, dado por {2u + 3v = 0}, é de ordem 1, o que estd de acordo com
o Lema 5.14(b).

(b) Para exemplificar uma cuspidal edge que tem uma singularidade do tipo 1, con-
sideremos f(u,v) = (u, 3v%, uwv® +v*) e v = (0,0,1) (Figura 5.3). Como v ¢ transversal
a T,M, entao P, ¢ uma singularidade do tipo 1. Sabemos que o conjunto singular de P,
é {(u,v) |v{v(u,v),v) = 0} e, como (v(u,v),v) = 1, entdo esse conjunto coincide com o
conjunto singular de f, o que estd de acordo com o Lema 5.14(a).

TpM

M

Figura 5.3: Cuspidal edge dada no item (b) juntamente com seu gerador de contorno e a
direcao de projecao.

(¢) Sejam f(u,v) = (u,u® +u®+ 0%, —u? +u* +v*) e v = vy = (1,0,0) (Figura 5.4).
Por (2.20) obtemos 75(0) # 0. Assim, como #,(0) # 0, entao P,,, ¢ uma singularidade do
tipo 5. O conjunto singular de P,,, = Py,, o f = (0, u* + v+ 2v? —u? +u* +v?) & formado
por {(u,v) | uv(—4u—6v*—3uv+9u?) = 0} e todas suas componentes sdo curvas regulares.
Além disso, a projegao do conjunto singular de f, dada por P,,, = (0, u? +ud, —u? + u?)
é uma (2,3)-ctspide, e esses fatos estao de acordo com o Lema 5.14(c).

O /-
N

Figura 5.4: A esquerda, conjunto singular de P,,, dada no item (c), e a direta gerador de
contorno, formado pela unido do gerador de contorno na parte regular, em preto, e de #,
em laranja, e a projecao ortogonal de %4, em vermelho.

(d) Considerando a cuspidal edge f(u,v) = (u,u® + v, u* + v*) e v = vy = (1,0,0)
(Figura 5.5), obtemos que P, (u,v) = (0,u° + 0% u* + v*) ¢ uma singularidade do
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tipo 6, uma vez que x,(0) # 0 e 75(0) = 0. O conjunto singular de P,,, dado por
{(u,v) |uv(u*v — %) = 0} tem quatro componentes, sendo todas curvas regulares e a
projegao ortogonal de 4, dada por P, (u,0) = (0,u’,u?) é uma cuspide ramphoid, o que

estda de acordo com o Lema 5.14(c).

Figura 5.5: A esquerda, conjunto singular de P,,, dada no item (d), e a direita, gerador
de contorno formado pela uniao do gerador de contorno na parte regular, em preto, e de
4, em laranja, e a projecao ortogonal de 4, em vermelho.

() Sejam f(u,v) = (u,u? + 0% w? +v3) e v = vy = (1,0,0) (Figura 5.6). Como

kn(0) = 0, entdo P,,, ¢ uma singularidade do tipo 7. Uma vez que Py, (u,v) = (0,u* +
%vz, uv? +v?), obtemos que seu conjunto singular é dado pela uniao dos conjuntos {v = 0}

e {4u® + 6uv — v? = 0}. Notemos que o segundo conjunto ¢ uma curva singular (um par
de retas transversais) em 0, o que esta de acordo com o que obtemos no Lema 5.14(d).

Figura 5.6: Conjunto singular de P,,, dada no item (e) e sua imagem por f, formando o
gerador de contorno.
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5.3 Extensao do Teorema de Koenderink para cuspi-
dal edges

Recordemos que o Teorema de Koenderink para superficies regulares em R? afirma
que, dado um vetor v de R? e uma superficie regular M, se o gerador de contorno X,
formado pelos pontos p de M em que v é um vetor tangente em p, ¢ uma curva e o
contorno aparente A, é uma curva regular, entao a curvatura Gaussiana de M em p € 3,
se escreve como produto de duas curvaturas: a curvatura de A, que é a projecao ortogonal
em T,S? do gerador de contorno, e a curvatura normal na direcdo de projecao que, em
valor absoluto, coincide com a curvatura da secao normal obtida pela intersecao de M
com o plano gerado por N(p) e v em p, onde N(p) denota o vetor normal a M em p
(Figura 5.7). Quando M = f(U) é uma cuspidal edge, a versao desse teorema, provada
em [25], apresenta uma férmula que relaciona a forma curvatura Gaussiana em um ponto
singular ¢ € U com as curvaturas de 3 curvas: da curva obtida pela projecao ortogonal de
4 = f o~y em uma direcdo v € Ny, M, onde 7 é a curva singular de f; da (2,3)-ctispide
obtida pela interse¢ao de f com seu plano normal em f(q) e da curvatura singular de 4.

Secdo normal

(2.3)-ctispide

Figura 5.7: Curvas envolvidas no Teorema de Koenderink para superficie regular e na
versao para cuspidal edges.

Antes de enunciar este resultado, precisamos conhecer o comportamento da curvatura
Gaussiana préximo a pontos singulares, além de algumas defini¢des, o que faremos a
seguir.

Teorema 5.17. (Teorema 3.1 de [24]). Sejam f : U — R® uma frente, ¢ € U um
ponto singular ndo degenerado e 7y : (—e,e) — U a curva singular de f, consistindo de
pontos singulares nao degenerados. A curvatura Gaussiana K € limitada proximo a q se,
e somente se, a sequnda forma fundamental se anula em v(—¢,¢).

Podemos concluir do teorema acima sobre o comportamento genérico da curvatura
Gaussiana proximo a uma cuspidal edge. De fato, segue do teorema que a curvatura
Gaussiana de uma cuspidal edge f ¢é limitada proximo de um ponto singular ¢ se, e
somente se, [ o y(t) = mo~(t) =no~(t) =0, onde I,m,n sdo os coeficientes da segunda
forma fundamental de f. Pela Observagao 2.21, genericamente, essas trés equagoes nao se
anulam simultaneamente. Assim, genericamente, cuspidal edges tém curvatura Gaussiana
nao limitada perto de pontos singulares.

Exemplo 5.18. Consideremos a cuspidal edge f(u,v) = (u,v? v®) com a aplicagao de
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Gauss dada por v(u,v) = \/@(0, —3v,2). Entao,

6
n(u,v) = (fou, V) = \/ﬁ

Quando v = 0, ou seja, nos pontos singulares de f, temos [(u,0) = m(u,0) = n(u,0) =
0. Concluimos entao, pelo Teorema 5.17, que a curvatura Gaussiana de f é limitada perto
dos pontos singulares. &

lu,v) = (fuu,v) =0, m(u,v) = (fu, V) =0,

Exemplo 5.19. Seja f(u,v) = (au*+v?, bv?*+v®, u), coma,b € Rev(u,v) =

d(u,v) (=3v=

2b, 2, 2au(3v + 2b)), com §(u,v) = \/4 + (1 + 4a”u?)(4b? + 12bv + 9v2?).

Temos 20(—3 %) 6
a(—3v — v
) m(u,v) =0, n(u,v)= S0

Se a # 0 e b +# 0, entao a segunda forma fundamental ndo se anula sobre a curva singular,
que esta sobre o eixo-u. Assim, para essa cuspidal edge, a cuvatura Gaussiana é nao
limitada perto dos pontos singulares. &

l(u,v) =

A 2-forma que definiremos a seguir esta relacionada com a definicao da 2-forma cur-
vatura Gaussiana, presente na extensao do Teorema de Koenderink para cuspidal edges.

Definicao 5.20. Dada a frente f, a 2-forma
dA = Xu,v)du A dv

é chamada de forma de area com sinal, onde A é a funcao densidade de area de f,
dada por A(u,v) = det(fu, fo,v)(u,v).

Notemos que dA se anula em todo ponto singular de f. Apesar da fun¢do curva-
tura Gaussiana ser definida apenas nos pontos regulares de f, a 2-forma KdA pode ser
estendida em todo dominio de f, como garante o seguinte teorema.

Teorema 5.21. ([24]) Sejam f : U — R3 uma frente e K a curvatura Gaussiana de f
definida nos pontos requlares de f. Entao, KdA pode ser continuamente estendida como
uma 2-forma definida em U.

Demonstracao: Na parte regular de f, isto é, em U\Xy, valem as equagoes de Weingar-
ten, definidas em (2.8) e dadas por

Vy = Qi1 fu+anf, e vy, =anf,+anfy,

onde as funcoes sao avaliadas em (u,v).
Notemos que

det[Vu,Vm V] = <Vu X Uy, V> = (G11G22 - a12a21) det[fmfm V] = KA.

Logo, .
KdA = KXdu A dv = det[v,, v, v] du A dv

é uma 2-forma definida globalmente em U. O

A 2-forma KdA é chamada de forma curvatura Gaussiana de f. Uma das apli-
cagoes dessa 2-forma é sua utilizagdo na generalizacao da féormula de Gauss-Bonnet para
superficies singulares que satisfazem algumas propriedades. Alguns desses resultados po-
dem ser encontrados em [24], por exemplo.
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Exemplo 5.22. Consideremos a cuspidal edge f(u,v) = (au? + v?,bv? + v3,u), com
a,b € R, dada no Exemplo 5.19
Com calculos diretos, mostramos que

12a(—3v — 2b)
vo(u,v)%(4a?u? + 1)(4 + 40* + 12bv + 9v?)

K(u,v) =

e AMu,v) = vd(u,v). Assim,

—12a(3v + 2b)

KdA =
d(u,v)(4a?u? + 1)(4 + 46 + 12bv + 9v?)

du N dv,

que é uma 2-forma definida em todo dominio de f. &

Observacao 5.23. De maneira andloga ao Teorema 5.21 é possivel mostrar que se v :
I — R? é uma frente e k, ¢ sua curvatura definida nos pontos regulares, entao k.,ds
pode ser continuamente estendida como uma 1-forma definida globalmente em I, onde

ds = |7/ (£)]] dt. &

Para a demonstracao do resultado que estamos interessados, consideramos um espe-
cial sistema de coordenadas, cuja a existéncia foi provada em [24], dado pelo seguinte
resultado.

Proposigao 5.24. (Lema 3.2 de [24]). Seja f : U — R3 uma cuspidal edge no ponto sin-
gular q. Erxiste um sistema de coordenadas (u,v) satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) ¢ =0 e a curva singular estd contida no eixo-u.

(b) n(t) = (0,e(t)) € um campo de vetores anulador sobre o eizo-u (ou, equivalente-
mente, f, se anula sobre o eiro-u).

(c) A\y(0) > 0.

(d) || full = 1 sobre o eizo-u.

(€) {fu, fou, v} € uma base ortonormal positiva ao longo do eizo-u.

O sistema de coordenadas dado na proposi¢ao acima é chamado de sistema de co-
ordenadas adaptado especial.

Finalmente, estudaremos agora a versao do Teorema de Koenderink para cuspidal
edges. Antes de enuncia-lo, fixemos algumas notagoes. A Figura 5.8 ilustra curvas e
vetores que definiremos a seguir.

Sejam f : U — R3 uma cuspidal edge, ¢ € U um ponto singular de f, M = f(U), v a
curva singular de f, com v(0) = ¢, 5 = fo~, & = v(q) x sz(fg;\\ e vg = cos ¢, +senfv(q)
um vetor em Ny M, para algum § € R. Consideremos Py : R* — T,S* a projegao
ortogonal na direcao vy dada por

Po(X) = X — (X, vg)Vvp. (5.12)

Seja y1 a projegao ortogonal de 4 na direcao vy, isto é, v1(t) = Py o Y(t) = A(t) —
((t), vo)ve. Assim, 7;(t) = 7'(t) — (¥'(t),ve)ve e 71(0) = 4(0) # 0, ou seja, 1 ¢é uma
curva regular em ¢t = 0. Denotemos por k; a curvatura de ;.

Seja o a curva obtida pela interse¢io de M com o plano normal a M em f(q), a
qual é uma (2,3)-cispide em f(q) (ver Proposigao 3.1 de [18]). Como 72 é uma frente, se
denotarmos por ks sua curvatura nos pontos regulares, pela Observacao 5.23 kods pode
ser calculada em todo dominio de .



Extensao do Teorema de Koenderink para cuspidal edges 101

v(q)
4

Figura 5.8: Curvas e vetores usados na versao do Teorema de Koenderink para cuspidal
edges.

Recordemos que Uy = {(u,v) € U |\ (u,v) >0} e U_ = {(u,v) € U|A(u,v) < 0}.

No que segue, se uma curva « : I — M é tal que a(ty) = f(q), com abuso de notagao
podemos escrever k,(q) para denotar a curvatura de «a em .

Com as notagoes acima temos o seguinte teorema (Teorema 2.2 de [25]).

Teorema 5.25. ([25]) Se 0 € (0,7), entdo

(senOks — K1)dt N\ Kods

em q, onde kg € a curvatura singular ao longo de v. A curva vy € orientada de tal forma
que 2 passa de U_ para U, e os planos TpS* e N¢(q)M sdio orientados de forma que
{—sen ¢, + cosbv(q),v1(0)} e {&,,v(q)} sdo bases positivas, respectivamente.

Demonstracgao: Consideremos o sistema de coordenadas adaptado especial para f dado

na Proposicao 5.24. Como a curva singular esta contida no eixo-u vamos parametriza-la

por v(u) = (u,0). Assim, 4(u) = foy(u) = f(u,0) e 4'(0) = fu(g) é um vetor unitario.
i0i

Obtemos entao que {v(q), ”;Eg;”,@} = {v(q), fu(q),&,} é uma base ortonormal positiva

para R3.
Como A, (0) > 0 e ||fu(u,0)|| = 1 entdo, por (2.22), a curvatura singular ao longo de
v ¢ dada por
Ks(u) = det[fu, fuu, V](u, 0) = (v X fu, fuu)(u,0)
e, em u =0,

Ks(0) = (€4, fuulq))- (5.13)

Notemos que como f,(u,0) = 0, pelo Lema 2.52 existe uma fung¢ao suave ¢ definida
em uma vizinhanga de 0 tal que

folu,v) = vp(u,v) (5.14)

Logo, ¢(u,0) = fuu(u,0) # 0 e {fu,p,v} é uma base ortonormal positiva ao longo do
eixo-u, pela Proposicao 5.24(e).
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Vamos agora encontrar a expressao de K dA.
Por (2.12), usando (5.14), obtemos que a curvatura Gaussiana de f nos pontos regu-
lares é dada por
2
<fuu7 ><VU7 > U<VU7<)02> (U,,’U), (5‘15)
v((fus fud (0, 0) — (fus 0)?)

A funcao densidade de area nos pontos regulares de f é dada por

)\(U,U) = det[fuafval/](uav) = <fu X fv,y>(u,v) = :I:Hfu X va(uvU)v

onde o sinal é positivo se (u,v) € U e negativo se (u,v) € U_. Notemos que, novamente
usando o fato que f,(u,v) = vp(u,v), obtemos

K(u,v) =

A= :l:Hfu X fv” =tVEG - F? = :l:\/<fu:fu><fvyfv> - <fu:ffu>2
= oly/{fu fu) (0. 0) — (fur )2

Como A,(0) > 0, por (2.23) concluimos que o lado esquerdo da curva singular é U,
e, como a curva singular é o eixo-u, entdo Uy = {(u,v)|v > 0} e U_ = {(u,v)|v < 0}.
Portanto,

A1, 0) = 0\ fus L) 00 0) — (fur )2 (1, 0).

Logo, a 2-forma curvatura Gaussiana de f, que pelo Teorema 5.21 pode ser continua-
mente estendida em todo dominio de f, é dada por

_<fuu; V><Vv790> B U<Vua 90>2
<fu7fu><90a 90> - <.fua90>2

em (u,v). Em ¢ = 0, obtemos

KdA = K\du A dv = V Fus L)@ @) = (fur )2 du A dv.

KdA = —(fuu, v) (1, 0) du A do. (5.16)

Vamos calcular a curvatura x; da curva v, = Py o 4.
Como 4(u) = f(u,0), entdo

71(“) = P@(f(u7 0)) = f(u’ 0) - <f(u7 O)a V0>V6

Denotemos por vj o vetor — sen 6¢,+cos 6v(q). Como, por hipétese, By = {vy,71(0)} =
{vy, fu(q)} é uma base positiva para TpS? podemos escrever v;(u) = (ai(u),bi(u))s,,
onde (a;(u),b;(u))s, denota o vetor a;(u)vy + by(u)fu(q). Assim, ay(u) = (yi(u),vy) =
(F(,0),vE) e () = ((w), ful@)) = (F(1,0), fulg)) Logo,

'71(“) = (<f(u7 0)7V9i>, <f(u7 0)7 fU(Q)>)%1
Assim, 71 () = ({fu(w,0),vg), (fu(u,0), fu(a)))w,, e

(9))
1) = ({fula), ve). {ful@), fu(@))m, = (0,1)m,
HW0O) = (fuul@), Ve )s Fuul@)s ful@))my = (fuul), ve), 0)p,

Pela Observacao 2.23, obtemos

et () A Oy ,
/‘fl(Q) - ||’Y (O)HS _dt[(071)7<<fuu(q)7 0>7O)]

= _<fuu< )7 sen efq + COS HV(Q»
= sen 0(fuu(q), &) — cosO{fuu(q),v(q)). (5.17)
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Calculemos agora a 1-forma kods.

A curva 7, ¢ obtida pela intersecdo de M com NynM. Como f,(q) ¢ um vetor
ortogonal a Ny M, entdo Im(y) = f(h™1(0)), onde h(u,v) = (f(u,v), fu(q)) €, uma vez
que hy(q) = (fu(q), fu(q)) = 1, pelo Teorema da Funcao Implicita, h=1(0) = {(u(v),v)|v €
(—0,0)} para alguma func¢ao suave u(v) definida em uma vizinhanga de ¢, satisfazendo

(o) = _B0)0) £u(@) _ vlp(u(v).0). fula) 5.15)

(fu(u(v), v), fu(q)) (fu(u(v), v), fu(q))

Logo, 72(v) = f(u(v),v) é uma parametrizagao para v, em uma vizinhanga de f(q).

Como By = {&;,v(q)} é uma base ortonormal positiva para Ny M, podemos escrever
72(v) = f(u(v),v) = (az(v), b2(v))m,, de onde segue que as(v) = (f(u(v),v),&;) e ba(v) =
(f(u(v),v),v(q)). Logo,

72(1)) = (<f(u(v)7 U)v ftJ)? <f(u<v)7 U)? V(q)>)%2' (519)

Usando (5.14), obtemos, em v,

/ /
Yo = UW1+UWy
1 " !/
Yo = U Wi+ UZ+ Wg+ VZg,

onde w; = ((fu7£q>’ <fuaV(Q)>)%2’ Wy = ((‘Pufq% <907 V(Q»)%Q? Zy = (<ulfuu + 2fuv +
U@U7€q>’ <u/fuu + quv + VP, V(q)>)%2 € Zy = (<¢y7§q>, <S0U, V(Q)>>%2 (§] f, @ € suas deri-
vadas avaliadas em (u(v),v).

Assim, omitindo o ponto onde as fung¢oes sao avaliadas, obtemos

det[vy,75]s, = wu?det[wy, 2]+ (v —vu”)det[wy, wo] + vu/(det[wy, z5] + det[ws, 21])
+’U2 det[Wg,Zg]

. ( (. fula))?

fus fu(q))?

<
(@ Fula))
" [< o)

(¢, fulq))
(fu Ju(@))

] det[wy, wo| + det[wo, Z2]>

det[wy, 2] — (det[wy, zo] — det[ws, z1])

e
ot (SR o RO )
el = <<fu,fu(Q)>2< B2 gy T )
Como w1(0) =0 e (fu,©)(q) = (v, v)(¢) = 0, entdo, em ¢ = 0, obtemos
_ det[’ygafyg]%z / _ det[w27z2]
e R
_ <§07§q><90’07V<q<)g>0_£q<>§207V(Q)><90v7£¢1>dv' (5.20)
Usando (u x v) x w = —(v,w)u + (u,w)v, para u,v,w € R? de (5.20) obtemos:

hads = (LR S B0 — (60

= (fu X @, pu)dv. (5.21)
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Como v = ||§Z§Z|| (pois v = ”}c:i}c:”, fo=vp, Uy = {(u,v)|v >0} e U- = {(u,v)|v <
5 _ fquSO‘i‘quS@v _ ||fu><§0v||v
0}), entdo vy = 24l [Fuxel? u X @

Assim, (fu X 0u)(q) = (o — (fuw X @) + [[fu X @llufu x ©)(q) e, de (5.21), obtemos
Rods = —(fu X ©p,p)dv = —(1y, fou)dv (5.22)

De (5.13), (5.16), (5.17) e (5.22) obtemos em ¢ = 0

1 1
COS‘g(sen Oks — K1)dt A Kods = —COSG(COS O fuus (q))) (V) foo)du A dv
= —{fuu, V(@) (W0, fov)du A dv = KdA,
como queriamos. 0

Exemplo 5.26. Seja M a cuspidal edge usual dada por f(u,v) = (u,v? v?) e sua
aplicacao de Gauss dada por v(u,v) = ﬁ(o, —3v,2), cuja imagem é dada na Fi-
gura 5.9. Pelo Exemplo 2.40 a curva singular de f estd contida no eixo-u. Assim,
A(u) = f(u,0) = (u,0,0) é uma reta e, pelo Exemplo 2.50, o plano normal nesses pontos
¢ paralelo ao plano {z = 0}. Para qualquer § € R, a curva ; obtida como projegao
ortogonal de 4 na diregdo vy = (0,cos#,sen #) é uma reta e, portanto, k(u) = 0, para
todo u € R. Pelo Exemplo 2.58, temos ks(u) = 0, para todo v € R. Assim, para qualquer
q € 4, obtemos

1

KdA = e(sen Oks — K1)dt A Kods = 0.

COS

Figura 5.9: Cuspidal edge dada no Exemplo 5.26.

Exemplo 5.27. Consideremos a cuspidal parabola f(u,v) = (au® + v? bv? +v3, u). Pelo
Exemplo 2.43 podemos parametrizar a curva singular de f por y(u) = (u,0) e obtemos
A(u) = (au?,0,u) (ver Figura 5.8, onde tomamos a = b = 1). Vamos encontrar KdA em
q=0.

Temos

& =v(q) X (0) = o2t (=b,1,0) x (0,0,1) = —=L=(1,b,0).
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m
Tomando 0 = T obtemos vy = cosf, + sen Ov(q) = 2\/‘1/%(1 —b,1+b,0), v =

—sen 0¢, + cosOv(q) = 2\/\{%(—1 —b,1 —b,0) e a projecao ortogonal na direcao vy é
dada por

PQ(I’,y,Z) = (l‘,y72)—<(l‘,y72),V9>V9
= (2,9,2) = gy (1= 0% + (1 = b))y, (1 = 0%z + (b +1)%y,0).

Logo,

71(”) = P@(’?(u)) = PQ(CLUQ, 07 u) = (au27 07 u) - (au2(1 - b)27 CLU2(1 - 62)7 O)7

1
2(1+0?)
de onde segue que

() = (2au,0,1) — 545 (2au(1 = b)?, 2au(1 — %), 0) = 7,(0) = (0,0,1).

Como By = {vg,7;(0)} é uma base positiva para TpS?, obtemos

A(0) = 1 (2a(1+ 1) — a(1 — )%, —a(1 - 1?),0) = — 2Ly

e
_ det[v1(0),v(0)]m, _ v2a(1+b)
m0)=—"Hor = e (5.23)
Para encontrar a curva 7,, notemos que fu( ) = (0,0,1) é um vetor ortogonal a

NoM e, entao, Imm(v,) = {f(u,v)]|{(f(u,v), fu(q)) = 0} = {f(u,v)|u = 0}. Logo,
Y2(v) = (v, bv? +v3,0) e, uma vez que By = {&,,v(q)} é uma base ortonormal positiva
para NoM , obtemos

Th(v) = MR B (g).
© 2
Y2 (v) = 2(1\-;?:1—)21;1;)&1 \/1+b2 v(q).
Assim,
Kods — det[|’|Y2;'n22 ]%Qd = 4+4b2+162bv+9v2 dv
e, em v = 0, obtemos kyds = 2+32b2 dv.

De (2.24) obtemos k4(0) = m e, pelo Teorema 5.25, obtemos, em ¢ = 0,

du A dv

r 1 _ 2 V2 2a V2a(14b)
KdA = COsg(Selﬂ Oks — K1)dt N Kads = V2 (7 VIth? V112 ) 2420

= =du N dv,
(1+b2)2

o que coincide com a expressao de K dA, avaliada em q = 0, obtida no Exemplo 5.22. <

Estudamos acima a demonstragao do Teorema 5.25 apresentada em [25], que utiliza o
sistema de coordenadas adptado especial para cuspidal edges.

Vamos apresentar aqui uma demonstragao alternativa para esse teorema, em que usa-
mos a forma normal (2.18) para cuspidal edges. A vantagem de considerar a expressao
para f dada em (2.18) para essa demonstracao é que o valor de K dA é obtido em funcao
dos coeficientes das fungoes que compdem f e, assim, obtemos outras relagbes para a
2-forma curvatura Gaussiana.
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Demonstracao alternativa do Teorema 5.25: Suponhamos que a cuspidal edge
f ¢é dada por (2.18). Assim, p =¢q = 0.

Calculemos KdA em 0. Para isso, calculamos a funcao densidade de area A de f e
a curvatura Gaussiana nos pontos regulares de f. Essas contas sdo extensas e, por isso,
utilizamos o software Wolfram Mathematica. Obtemos:

AMu,v) = det]fy, fo, V](u,v) = UW
= B -

onde mq, my € mg sdo fungoes que dependem de a, by, by, b3 e suas derivadas.
Assim, obtemos:

KdA = 3b3(0)b;(0)du A dv = Lbozbao du A dv. (5.24)

Calculemos agora a curvatura k1 de 71 = Py o4 em ¢, onde Py(X) = X — (X, vg)vp.
Como a curva singular de f ¢é o eixo-u, entao 4'(0) = (1,0,0) e, como v(0) = (0,0, 1),
obtemos ¢, = (0,1,0). Assim, vp = (0,cosf,senf) e v(u) = Py(f(u,0)). Logo,
71(0) = Po(fu(0)) = (1,0,0) = f.(0) e 4/ (0) = [— sen O(agg — (agg cos @ + bag sen 0) cos 6) +
08 6(bag — (a0 cos O + bayg sen ) sen )]vy. Logo, por (2.5), obtemos:

k1(0) = agosen @ — byg cos . (5.25)

Calculemos agora a 1-forma curvatura e a curvatura cuspidal de 7., obtida pela
intersegdo de M com NoM. O traco de 7o é dado por Im(y2) = f(h~'(0)), onde
h(u,v) = (f(u,v), f.(0)) e, uma vez que h,(0) = (f,(0), f.(0)) = 1, pelo Teorema
da Funcio Implicita obtemos A1 (0) = {(u(v),v)|v € (—4,0)} para alguma fungio su-
ave u(v) definida em uma vizinhanga de 0, satisfazendo u/(v) = —%. Logo,
72(v) = f(u(v),v). Como B = {,,r(0)} = {(0,1,0),(0,0,1)} é base positiva para NoM,
obtemos v, (v) = (“;—i-a(u(v)), b1 (u(v))+4%ba(u(v))+v3b3(u(v),v))s. A 1-forma curvatura
de v, €

KJQ(U)CZS _ det[/yé7 75]%< ) v — 3bs + 5y(b3>v + yQ(b3)vU ’
1722 1+ (2b2 + 3ybs + y*(b3)0)?
onde b3 e suas derivadas sao avaliadas em (u(v),v) e by avaliada em v. Assim, em v = 0,
obtemos

Kads = 3b3(0)dv = b;?’dv. (5.26)

De (5.24), (5.25) e (5.26), e usando os valores de x,(0) = by € 15(0) = ag encontrados
nos Exemplos 2.55 e 2.60, respectivamente, obtemos KdA = ﬁ(sen Oks — K1)dt A Kads.
O
A curva 7, obtida da intersegao da cuspidal edge M com seu plano normal em p = f(q)

é uma (2,3)-ctspide. Denotemos por p.,, a curvatura cuspidal de 7s.

Como Vé/(()) = (17 0)% S ’75/(0> = (Oa 6b3(0))‘37 obtemos, por (54)7
f1r,(0) = 6b3(0) = bos. (5.27)
Como consequéncia das equagoes acima, obtemos que as seguintes relagoes sao validas.

Corolario 5.28. .
KdA =
2 cos b

(senbfrg — K1)dt A piy,dv (5.28)

N 1
KdA = k,du N keds = §Kyﬂ72du A dv. (5.29)
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5.4 Sobre outras extensoes

Para finalizar este capitulo, gostariamos de fazer o seguinte comentario. Vimos o
Teorema de Koenderink para superficies regulares e contornos aparentes regulares ([15],
1984). Vimos também resultados do tipo de Koenderink para o caso em que o contorno
aparente é uma (2,3)-ctspide ([10], 2016) e o caso em que a superficie é uma cuspidal
edge ([25], 2014). Podemos perguntar se ha outros resultados do tipo de Koenderink para
superficies singulares no espago Euclidiano.

No artigo [10] de 2016, os autores provaram os resultados do tipo de Koenderink para
superficies parametrizadas por aplicacoes de R? em R?® com singularidades estdveis: os
guarda-chuvas de Whitney (ou cross-caps), que sao aplicacoes A-equivalentes a (u,v) —
(u,v? uv). Note que a origem é um ponto singular isolado da aplicagdo acima. A Figura
5.10 apresenta imagens de cross-caps.

Cross-caps nao sao frentes de onda, ou seja, ndo possuem um campo suave de vetores
normais unitarios bem definido, e a curvatura Gaussiana é nao limitada na vizinhanca do
ponto singular. Na Secao 4 de [10] os autores provam dois teoremas do tipo de Koenderink
(Teoremas 4.4 e 4.6) que se verificam ao longo de curvas especiais que se aproximam do
ponto singular.

Em 2019, M. Sichacéd e Y. Kabata estudaram em [27] a projecao ortogonal de cross-
caps. Neste trabalho, utilizando, com as devidas adaptacoes, as técnicas estudadas na
Secao 5.2 para a projecao ortogonal de cuspidal edges, os autores classificam as singu-
laridades genéricas da projecao ortogonal de cross-caps e apresentam os diagramas de
bifurcacao dos contornos aparentes dessas superficies.

Figura 5.10: Guarda-chuvas de Whitney
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