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INTRODUÇÃO 
 
 
 

Este trabalho estuda as variações de longo período do movimen-
to plano, ao redor de um corpo central, de quatro corpos menores 
de massas comparáveis, satisfazendo:

i) os períodos orbitais dos três primeiros satélites são aproxi-
madamente comensuráveis nas razões 4:2:1.

ii) estão sujeitos às influências da Libração Laplaciana através 
de suas correspondentes características:
a) Comensurabilidade Laplaciana
b) Variação do Ângulo Crítico Laplaciano em torno de um 

ponto de equilíbrio conhecido.
c) Conceito de Equilíbrio Instantâneo introduzido por 

Henrard (1983), em torno da Condição do Equilíbrio de 
Laplace.

Seu primeiro objetivo consiste na caracterização de uma nova 
Hamiltoniana sob as influências das Comensurabilidades e Li-
bração Laplaciana, cujo núcleo seja integrável e representativo do 
principal comportamento do movimento. Esse requisito básico de 
De Sitter (1925) para o estudo de um problema ressonante conduz 
ao seu segundo objetivo, que consiste na construção de uma solução 
intermediária do movimento mais próxima da realidade do que as 
órbitas keplerianas.
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12  ROBERTO A. C. SILVA • RODOLPHO V. DE MORAES • MARIA C. F. S. ZANARDI

A descrição que se segue define os capítulos e apêndices com 
respeito às ideias adotadas neste estudo.

A partir da referência original Marsden (1966), no capítulo 1 são 
introduzidos os elementos característicos do movimento, as influên-
cias a serem consideradas e as ideias básicas de desenvolvimento.

No capítulo 2 é discutida uma extensão de Silva (1986) de modo 
a definir uma nova Hamiltoniana, que descreva as equações do mo-
vimento sob as influências das comensurabilidades e variação do 
ângulo crítico laplaciano. Em realidade, tal transformação canônica 
decorre da composição de três outras transformações canônicas de-
finidas sob as condições impostas pelas influências que se seguem:

i) Comensurabilidades 2:1 e variação do Ângulo Crítico 
Laplaciano. A correspondente transformação tem por obje-
tivo a caracterização das variáveis canônicas associadas 
com as comensurabilidades 2:1 e variação do ângulo crí-
tico laplaciano, em torno dos valores de referência defini-
dos para as condições de ressonâncias exatas. Ressalte-se a 
introdução de um Parâmetro Característico do Movimento 
posteriormente definido através da condição de o Ângulo 
Crítico Laplaciano ser uma variação em torno de um ponto 
de equilíbrio conhecido.

ii) Integral Primeira de Sessin e Henrard. Essa transformação é 
introduzida de modo a caracterizar tal elemento como uma 
das novas variáveis canônicas, com consequente diminui-
ção no número de variáveis a serem discutidas neste estudo.

iii) Comensurabilidade laplaciana e variação do Ângulo Crí-
tico Laplaciano. A correspondente transformação define 
as variáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico 
Laplaciano sob as condições impostas pelas influências 
da comensurabilidade laplaciana e da variação do ângulo 
crítico laplaciano. Ressalte-se a introdução de uma fun-
ção característica do movimento posteriormente definida 
através da identificação de um vínculo válido numa conve-
niente vizinhança, em torno da qual o principal comporta-
mento do movimento se verifica.
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UM ESTUDO DA LIBRAÇÃO LAPLACIANA  13

No capítulo 3 são estudadas novas condições em torno das quais 
o movimento é definido. Tomando por referência as ideias básicas 
de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao Método de Hori 
(1966) e a solução do seu correspondente sistema auxiliar, este estu-
do de um núcleo principal do movimento, sob condições similares 
as dos satélites galileanos de Júpiter, conduz à identificação de:

i) Uma Variação Característica do Movimento que define o 
principal comportamento da parte forçada do movimento, 
em torno de seu correspondente ponto de equilíbrio.

ii) As componentes das excentricidades forçadas e livres.
iii) Novas variáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico 

Laplaciano.

A introdução de uma nova Hamiltoniana descreve as equações 
do movimento, em termos de novas variáveis canônicas definidas 
sob as correspondentes condições impostas pelo principal compor-
tamento do movimento.

 Uma análise dessas novas variáveis canônicas identifica o mo-
vimento nas vizinhanças de um conceito similar ao do Equilíbrio 
Instantâneo (Henrard, 1983), bem como sugere a definição da Fun-
ção Característica do Movimento de modo a satisfazer um vínculo 
imposto por tal conceito. Sob a condição do Equilíbrio Instantâneo 
Similar, o movimento é definido numa conveniente vizinhança sob 
a influência do correspondente vínculo, de modo a caracterizar as 
excentricidades forçadas através de funções de variáveis canônicas 
associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano, que estão definidas 
em torno de seus correspondentes valores de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace. Ressalte-se nessa vizi-
nhança a independência das demais variáveis com respeito a tais 
influências. Em razão das suas características locais, as influências 
do vínculo e dos valores de referência associados com a condição do 
Equilíbrio de Laplace serão discutidas posteriormente através das 
ideias básicas do Método de Hori sobre:

i) A solução do novo Sistema Auxiliar de Hori associado com o 
núcleo principal da nova Hamiltoniana.
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14  ROBERTO A. C. SILVA • RODOLPHO V. DE MORAES • MARIA C. F. S. ZANARDI

ii) A solução do Sistema de Equações Variacionais associado 
com as correspondentes influências das perturbações de 
ordens superiores com respeito à primeira solução.

No capítulo 4 o Método de Hori é novamente aplicado sob a 
condição de que as variáveis canônicas originais, independentes das 
influências acima discutidas, preservam as mesmas características 
das correspondentes novas variáveis canônicas numa conveniente 
vizinhança. Em outras palavras, essas variáveis originais permane-
cem invariantes sob tal Transformação de Hori numa conveniente 
vizinhança.

Nesse capítulo é estudada a solução do novo Sistema Auxiliar 
de Hori associado ao movimento, o qual é definido a partir do nú-
cleo principal da nova Hamiltoniana. Este estudo se completa com 
a identificação das principais influências do Equilíbrio Instan-
tâneo Similar sobre a referida solução, de modo a caracterizar os 
principais comportamentos dos valores de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace e do vínculo imposto 
por tal conceito. Tal vínculo é aqui identificado a partir das ideias 
básicas do Método de Hori, de modo a definir as características de 
uma constante em excesso de contribuição nula para a solução do 
Sistema Auxiliar de Hori, mas cuja influência é essencial para o 
estudo das influências das perturbações de ordens superiores sobre 
a referida solução. Em particular, ressalte-se a importância de tal 
influência para a identificação das características das variáveis ca-
nônicas associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano, bem como a 
restrição imposta pela condição do Equilíbrio de Laplace sobre a 
vizinhança do Equilíbrio Instantâneo Similar.

As principais componentes da nova Hamiltoniana e da Geratriz 
da Transformação associadas com o Método de Hori (1966) são 
discutidas no capítulo 5 na conveniente vizinhança sob a influência 
da condição do Equilíbrio de Laplace. Um núcleo das principais 
perturbações de ordens superiores com respeito à solução do cor-
respondente Sistema Auxiliar de Hori, bem como um núcleo prin-
cipal da Geratriz da Transformação completam tal identificação.
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No capítulo 6 são estudados os principais comportamentos 
das constantes e do parâmetro de integração da solução do Siste-
ma Auxiliar de Hori com respeito à variável tempo. Este estudo 
é desenvolvido tomando por referências o núcleo das principais 
perturbações de ordens superiores, o sistema de equações varia-
cionais associado com o Sistema Auxiliar de Hori (Sessin, 1983) 
e características similares às dos Satélites Galileanos de Júpiter. 
Ressalte-se das influências do Equilíbrio Instantâneo Similar que 
seu correspondente vínculo caracteriza o valor de uma constante 
de integração que define a amplitude do ângulo crítico laplaciano.

Tomando em consideração uma característica do movimento 
sugerida pelas influências das comensurabilidades, no capítulo 7 
são discutidas as principais contribuições da Geratriz da Trans-
formação para elementos característicos do movimento, através 
de seus correspondentes parênteses de Poisson (Sessin, 1983) das 
equações de Hori (1966) dos respectivos elementos originais. Res-
salte-se que tal característica auxiliar é essencial para a eliminação 
da contribuição linear da variável tempo na expressão dos parên-
teses em questão. Este estudo se completa com a identificação dos 
principais comportamentos das variáveis canônicas associadas 
com o Ângulo Crítico Laplaciano, as quais estão definidas em 
torno de valores de referência associados com a condição do Equi-
líbrio de Laplace.

No capítulo 8 são avaliados os principais comportamentos das 
variáveis canônicas utilizadas neste estudo, de modo a permitir a 
caracterização de uma solução intermediária do movimento defi-
nida pela solução do correspondente Sistema Auxiliar de Hori, sob 
as principais influências das perturbações de ordens superiores. 
Os resultados obtidos são também apresentados em termos dos 
elementos característicos do movimento.

Este estudo se completa com três Apêndices.
No Apêndice A são apresentados os elementos utilizados nas 

definições das Hamiltonianas auxiliares e dos desenvolvimentos de 
identificação de características do movimento.
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No Apêndice B são definidos os elementos que permitem a ca-
racterização de uma solução intermediária do movimento, de modo 
a levar em consideração as influências das Comensurabilidades, 
Variação do Ângulo Crítico Laplaciano e Equilíbrio Instantâneo 
Similar.

Objetivando uma avaliação dos resultados discutidos, no Apên-
dice C é efetuada uma aplicação deste estudo ao movimento dos 
Satélites Galileanos de Júpiter, visto que tal movimento satisfaz as 
características do problema em questão quando negligenciamos as 
influências de:

i) Inclinações
ii) Sol, outros planetas e satélites
iii) Efeito de marés
iv) Comensurabilidade 3:7 entre o terceiro e quarto satélites.

Este estudo é desenvolvido tomando por referência dados ori-
ginais de Sato (1986) e Nasa (2007), de modo a permitir uma com-
paração dos resultados decorrentes deste modelo com resultados 
conhecidos.
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1 
CARACTERÍSTICAS DO PROBLEMA 

 
 

Este trabalho estuda um movimento plano, ao redor de um 
corpo central, de quatro corpos menores de massas comparáveis 
sujeitos às seguintes condições:

i) A única força que age entre eles é a atração gravitacional.
ii) Os períodos orbitais dos três primeiros satélites são aproxi-

madamente comensuráveis nas razões 4:2:1.
iii) A existência de um ângulo crítico associado com uma tercei-

ra comensurabilidade, a qual é definida pela diferença das 
comensurabilidades 2:1.

iv) Conceito de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983), que 
define o movimento numa conveniente vizinhança em torno 
da condição do Equilíbrio de Laplace, onde os compor-
tamentos das excentricidades forçadas dos três primeiros 
satélites podem ser descritos por funções das correspon-
dentes variáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico 
Laplaciano.

Em realidade, esse movimento caracteriza uma aproximação 
plana do movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter, cujas equa-
ções podem ser obtidas diretamente da referência original Marsden 
(1966). Neste estudo é assumido que tal aproximação preserva as 
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mesmas denominações, ordens de grandeza e características dos 
elementos do conhecido movimento, entre as quais ressaltamos:

i) A existência de uma integral primeira denominada de Inte-
gral Primeira de Sessin e Henrard.

ii) O conceito de Libração Laplaciana associado com a influên-
cia da terceira comensurabilidade (denominada Comensura-
bilidade Laplaciana) e o correspondente ângulo crítico (deno-
minado Ângulo Crítico Laplaciano), o qual é uma variação 
em torno de um ponto de equilíbrio conhecido.

1.1 Equações originais do movimento

O movimento é inicialmente descrito a partir de Marsden 
(1966) através de um sistema canônico de oito graus de liberdade, 
cuja correspondente hamiltoniana satisfaz:

i) É independente de termos de curto período.
ii) Nas variáveis angulares contém apenas os ângulos críticos 

relacionados com as comensurabilidades 2:1.
iii) Seu desenvolvimento é truncado na primeira potên-

cia das massas perturbadoras e na segunda potência das 
excentricidades.

iv) Inclui o efeito de achatamento do corpo central.
v) É definida sob a convenção astronômica de sinal.

 

d
dt

X P
F

Q
j

d
dt

Q
F

X P

j j
j j

j j
j j

,
,

,
,

*

*

( ) = ∂
∂( )

=

( ) = − ∂
∂( )

θ

θ

1,2,3,4  (1.1)

onde:

 F F X F X P Q

i j
j j j i j

* * * , , ,

;

= ( )+ ( )
= =

0 1 θ

1,2 1,2,3,4
 (1.2)
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As variáveis Xj, Pj e suas conjugadas canônicas j, Q j são defi-
nidas por:
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cujos elementos modificados de Delaunay se escrevem:

 L m a Y L ep p p p p p p= ′ = − −





µ .                           1 12  (1.4)

Ressalte-se que tais elementos do Satélite p:

ap: semieixo maior
ep: excentricidade
p: longitude média
wp: longitude do pericentro

são elementos osculadores médios sobre os argumentos de curto 
período.

As constantes envolvidas na definição de F * são dadas por:
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2 3
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 (1.5)

onde:

m0: massa do corpo central (m0 = 1) 
mp: massa do pésimo satélite.
g *: constante de gravitação

Os pequenos parâmetros presentes em F * são definidos por:
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onde:

J2: fator de achatamento do corpo central
R0: raio equatorial do corpo central
e: pequeno parâmetro de referência

Os elementos característicos apq e nq são dados por:

 

α pq
p

q

q
q

a
a

n
F
L

=

= −
∂
∂

0
*  (1.7)

A identificação da Hamiltoniana F * se completa com os coefi-
cientes F(p, q, i), os quais são funções dos coeficientes de Laplace 
b j

pq1/2
( ) α( )  caracterizadas por:

 

F p q b

F p q D D b

F p q

pq

pq

( , , )

, ,

, ,

/
( )

/
( )

0
1
2

1
1
2

2

1 2
0

2
1 2
0

= ( )

( ) = +( ) ( )

α

α

(( ) = − −( ) ( )

( ) = − +( ) ( )

1
4

2

3
1
2

4

2
1 2
1

1 2
2

D D b

F p q D b

F p

pq

pq

/
( )

/
( ), ,

,

α

α

qq D b

F p q D D b

pq

pq

,

, ,

/
( )

/
( )

4
1
2

3

5
1
8

44 13

1 2
1

2
1 2
4

( ) = +( ) ( )

( ) = + +( )

α

α(( )

( ) = − + +( ) ( )

( ) = + +

F p q D D b

F p q D D

pq, ,

, ,

/
( )6

1
4

42 13

7
1
8

38 13

2
1 2
3

2

α

(( ) ( )b pq1 2
2
/

( ) α

 (1.8)

cujos operadores Dk são definidos por:

 
D

d
d

D
d

d
d

d

pq
pq

pq
pq

pq
pq

=

= +

α
α

α
α

α
α

.

. .2 2
2

2

 (1.9)
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É conveniente observar de Murray (1986) que tal desenvolvi-
mento de F *, em termos dos coeficientes de Laplace, é válido para 
excentricidades orbitais pequenas.

1.2 Características do movimento

A primeira característica a ser levada em consideração diz res-
peito à variável j ( j = 3,4), a qual, sendo ignorável, permite concluir 
que sua correspondente conjugada canônica Xj ( j = 3,4)  satisfaz:

 Xj = const   (j = 3,4) (1.10)

Tais elementos serão aqui fixados, de modo a reduzir o proble-
ma ao estudo do sistema canônico de 6 graus de liberdade

 

d
dt

X P
F

Q

i j

d
dt

Q
F

X P

i j
i j

i j
i j

,
,

,
,

*

*

( ) = ∂
∂( )

= =

( ) = − ∂
∂

θ

θ

1,2; 1,2,3,4

(( )

 (1.11)

sujeito às influências das comensurabilidades 2:1, Libração Lapla-
ciana e Equilíbrio Instantâneo.

Com respeito a tais influências, é assumido neste estudo que 
as ordens de grandeza de seus elementos nas vizinhanças das res-
sonâncias exatas são estabelecidas de acordo com Ferraz-Mello 
(1985) por:

i) Comensurabilidades 2:1

 n n ii i− = ( ) =+2 01
2/3 1,2ε                       (1.12)

ii) Comensurabilidade Laplaciana

 n n n n= − + = ( )1 2 33 2 0 ε  (1.13)

iii) Variação do Ângulo Crítico Laplaciano em torno do ponto 
de equilíbrio 2.

 θ θ ε1 2
2/32 0− − = ( )  (1.14)
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Este estudo também leva em consideração as influências de:

i) Integral Primeira de Sessin e Henrard, caracterizada a partir 
das equações (1.2) e (1.11) através da expressão:

 X X P Q constj j
j

1 2
2 2

1

41
2

+ + + =
=
∑  (1.15)

 a qual restringe os campos de variações dos elementos Xi.

ii) Conceito de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983), a ser 
discutido a partir de características decorrentes do principal 
comportamento do movimento, imposto pelas influências 
das comensurabilidades, variação do ângulo crítico lapla-
ciano e condição do Equilíbrio de Laplace.

1.3 Características do desenvolvimento

O estudo em si compreende três etapas distintas de desenvol-
vimento:

1 Caracterização das equações do movimento sob 
as influências das comensurabilidades e variação do 
ângulo crítico laplaciano.

Essa etapa é desenvolvida recorrendo-se a transformações canô-
nicas com variáveis apropriadas, de modo que a hamiltoniana re-
sultante seja definida com respeito às condições impostas pelas in-
fluências consideradas. Neste estudo algumas condições decorrem 
de características conhecidas, outras são aqui identificadas através 
das ideias básicas de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao 
Método de Hori (1966). Entre as novas características ressaltem-se 
as influências do Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983), as quais 
são discutidas a partir da solução de um Sistema Auxiliar de Hori 
associado ao movimento. Embora o Método de Hori seja comu-
mente aplicado para a definição de uma transformação canônica 
com uma integral primeira conhecida, aqui ele também é utilizado 
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com o objetivo de identificar outras características do movimento 
tomando por referência suas idéias básicas:

i) As novas variáveis canônicas introduzidas pelo método são 
definidas nas vizinhanças das correspondentes variáveis 
canônicas originais.

ii) Os principais comportamentos dessas novas variáveis são 
definidos pela solução do Sistema Auxiliar de Hori associado 
ao movimento.

O fato de a definição da nova hamiltoniana levar em conside-
ração as influências das comensurabilidades pode permitir a iden-
tificação de um núcleo mais representativo do principal compor-
tamento do movimento, bem como de um núcleo das principais 
perturbações de ordens superiores com respeito às características 
definidas pelo núcleo principal. O processo envolve vários rear-
ranjamentos de termos de ordens superiores nas definições das 
componentes da nova hamiltoniana, com eventuais contribuições 
para a integrabilidade dos correspondentes núcleos.

Em particular, é conveniente ressaltar para este estudo que 
a identificação das influências da comensurabilidade laplaciana 
sobre as equações do movimento requer a introdução de dois ele-
mentos dependentes de características próprias do movimento:

i) Parâmetro Característico do Movimento.
ii) Função Característica do Movimento.

Suas identificações são discutidas somente após as identifica-
ções das correspondentes características do movimento.

2 Caracterização de uma solução intermediária

Essa etapa é desenvolvida recorrendo-se às ideias básicas de-
correntes de Hori (1966), Henrard (1983), Sessin (1983) e Sessin 
e Ferraz-Mello (1984). Ela requer como condições essenciais que:

1) O núcleo principal da nova hamiltoniana caracterize a defi-
nição de um sistema auxiliar de Hori, que seja integrável 
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com respeito ao parâmetro de integração de Hori e represen-
tativo do principal comportamento do movimento.

2) O núcleo das principais perturbações de ordens superio-
res defina o principal comportamento do sistema de equa-
ções variacionais de Lagrange associado com o método 
de Hori (Sessin, 1983). Em acréscimo, ele deve ser inte-
grável com respeito a variável tempo e representativo das 
principais características impostas pelas influências das 
comensurabilidades.

3) As influências do Equilíbrio Instantâneo sejam tomadas em 
consideração sobre as soluções dos correspondentes sistemas 
dos itens anteriores.

A ideia básica do Método de Hori, de que suas novas variáveis 
preservam os principais comportamentos das correspondentes va-
riáveis canônicas originais, pode ser utilizada na definição de uma 
solução intermediária do movimento. Tal solução é definida pela 
primeira aproximação da Equação de Hori através da solução do 
correspondente sistema auxiliar de Hori, sob as influências das 
principais perturbações de ordens superiores. Ressalte-se para uma 
solução mais refinada a inclusão da contribuição de um núcleo 
principal da geratriz da transformação através da segunda aproxi-
mação das correspondentes equações de Hori de seus elementos.

3 Viabilidade da solução proposta com respeito a um 
movimento conhecido

Tendo em vista que a referência original Marsden (1966) tem 
por objetivo o estudo dos Satélites Galileanos de Júpiter, uma apli-
cação do modelo desenvolvido pode ser efetuada objetivando uma 
avaliação das representatividades dos núcleos através da identifica-
ção das características dos elementos deste conhecido movimento.
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2 
INFLUÊNCIAS DAS COMENSURABILIDADES  

E DA VARIAÇÃO DO  
ÂNGULO CRÍTICO LAPLACIANO 

A caracterização das equações do movimento sob tais influên-
cias constitui uma extensão de Silva (1986), que tem por objetivo 
satisfazer o requisito básico de De Sitter (1925) para o estudo desse 
problema ressonante. Tal requisito requer a definição de uma Ha-
miltoniana nas vizinhanças das condições impostas por caracterís-
ticas essenciais do movimento, objetivando a identificação de um 
núcleo integrável representativo do principal comportamento do 
movimento. Neste estudo a nova Hamiltoniana decorre da compo-
sição de sucessivas transformações canônicas, que são definidas nas 
vizinhanças das condições impostas pelas respectivas influências 
tomadas em consideração.

Três novos elementos, com respeito à referência original Silva 
(1986) são neste estudo introduzidos:

i) a influência do 4º satélite;
ii) um parâmetro auxiliar associado ao movimento, cujas ca-

racterísticas são definidas pelas influências da comensura-
bilidade laplaciana e da condição do ângulo crítico lapla-
ciano ser uma variação em torno de um ponto de equilíbrio 
conhecido. Tal elemento é aqui denominado Parâmetro Ca-
racterístico do Movimento; 
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iii) um elemento denominado Função Característica do Mo-
vimento neste estudo introduzido com o objetivo de com-
pletar a identificação da influência da comensurabilidade 
laplaciana sobre o movimento. Tal função contribui para a 
preservação da ordem de grandeza de uma variável auxiliar. 
Ressalte-se a incompleta definição de tal elemento, visto 
que suas características decorrem do principal comporta-
mento do movimento e da influência do Equilíbrio Ins-
tantâneo a serem discutidos no capítulo 3, onde a referida 
definição será completada.

Este estudo é concluído com a identificação do ângulo crítico 
laplaciano e de sua correspondente variável métrica sob a influência 
da comensurabilidade laplaciana.

2.1  Influências das comensurabilidades 2:1  
e da variação do Ângulo Crítico Laplaciano

De modo a tomar em consideração as influências das comensu-
rabilidades 2:1, primeiramente introduzimos uma transformação 
linear das ações nas vizinhanças das ressonâncias exatas.

 X X x ii io i= + =* 1, 2

onde:
i) Xio (i = 1,2) são as raízes do sistema de equações

 

∂
∂

= =
=

F
X

io

i X Xi i

*

0

0 1,2

ii) tomando por referência Ferraz-Mello (1985) assumimos:

 

x
X

i

io

*
( )= 0 ε 2/3
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Ressalte-se que tal transformação, exceto pelas ordens de gran-
deza dos elementos xi

*, não permite um melhor conhecimento das 
variações de tais elementos, a não ser aquela caracterizada pela 
integral de Sessin e Henrard (1.15).

 
x x P Q constj j

j
1 2

2 2
41

2
* * .+ + + =

=
∑

1

Visto que outra característica do movimento é a variação do 
Ângulo Crítico Laplaciano, devemos procurar uma nova trans-
formação canônica de modo a utilizar tal informação na definição 
de uma nova Hamiltoniana, que também leve em consideração as 
influências das comensurabilidades.

Observando que uma transformação:

 
X x ii i i i, ,* *θ α( )→( ) =1,2

com
α θi i

* = + função arbitrária de kx k i* ( )≠ ,

também é canônica, escolhemos:

 

α θ

α θ

1 1
2

10

2 2
1

10

1

1

*
*

*
*

( )

( )

= − +

= − −

S
x
X

S
x
X

onde S é o parâmetro característico do movimento, a ser posterior-
mente identificado através da influência da comensurabilidade 
laplaciana na Seção [2.4].

De modo a tomar em consideração a característica conhecida, 
note primeiramente do fato de 1 – 2 ser uma variação em torno do 
ponto de equilíbrio 2 que α α1 2

* *−  também é uma variação do mesmo 
tipo. Nesse caso, tal condição será empregada de modo a permi-
tir a expansão da correspondente hamiltoniana em torno do ponto 
de equilíbrio 2 através da transformação canônica (Silva, 1986)

 x xi i i i
* *, ,α α( )→( )
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definida por:

 

x x X

x x X

1 1 10
1 2

1 1

2 2 10
1 2

2

2

2

*

*

*

*

= +
−

−










=

= −
−

−










=

α α

α α

α α

α





αα2

Neste estudo a transformação canônica resultante da composi-
ção das transformações anteriores:

 X xi i i i, ,θ α( )→( )

será utilizada para caracterizar a definição de uma nova Hamilto-
niana sob as influências das comensurabilidades 2:1 e variação do 
Ângulo Crítico Laplaciano em torno do ponto de equilíbrio 2. Tal 
transformação se escreve:

 

X X x X

S
x

X
S

X X x

1 10 1 10 0

1
1 2 2

10
0

2 20

2
1

= + + −( )

=
+

+ + + − −( )

= +

.

( )

β β

θ
α α

β β

22 10 0

2
1 2 1

10
02

1

− −( )

=
+

− + − − −( )

X

S
x

X
S

.

( )

β β

θ
α α

β β

 (2.1)

onde:

i) tomando por referência Ferraz-Mello (1985), assumimos:

 

a
x

X

b

c
P

L

Q

L

i

i

j

j

j

j

) ( )

) ( )

) , (

  

  

  

0

2/3

1 2 2/3

0 0

0

2
0

0

=

=
−

− =

=

ε

β
α α

ε

ε



11/3)
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ii) Xio (i = 1,2) é a solução do sistema:

 

∂
∂

=
=

F
Xi X Xi i

0

0

0
*

iii) θ θ1 2 2 0− = ⇔ = xi        1=1,2, b = b0 (2.2)

 onde b0 é o correspondente valor de referência, em torno do 
qual a variação b é definida, satisfazendo

	 b0 = 0(e)

 Tal elemento será posteriormente especificado na Seção 
[2.3].

iv) L0 são os valores dos elementos L para as condições de 
ressonâncias exatas.

v) Os elementos Xio (i = 1,2) e L0 (  = 1,2,3,4) são apresenta-
dos na Tabela 1 do Apêndice B. 

 Ressalte-se de (1.3) e (1.10) que:

 L L X const4 40 4= = = .  (2.3)

 A nova Hamiltoniana

 K K x P Qm i j i j
m

* * ( , , , )=
=
∑ α

0

5

 (2.4)

é obtida a partir da expansão da Hamiltoniana original F * (1.2) nas 
vizinhanças dos valores de ressonâncias exatas (xi = 0, b = b0), to-
mando por referências Sessin e Ferraz-Mello (1984) e Silva (1986). 
Tal Hamiltoniana é apresentada no Apêndice A-1.

2.2  Influência da Integral Primeira de Sessin  
e Henrard

Este estudo leva em consideração o fato de que os modelos in-
tegráveis estudados por Sessin (1981) e Henrard (1983), para as 
perturbações mútuas de respectivamente 2 e 3 corpos, possuem 
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uma integral primeira conhecida. Tal elemento (1.15), descrito em 
termos das variáveis (2.1) por:

 
x x P Q constj j

j
1 2

2 2

1

41
2

+ + + =
=
∑ .

delimita as variações dos elementos xi.
A caracterização de tal influência sobre a definição de uma nova 

Hamiltoniana pode ser obtida através da transformação canônica:

 ( , , , ) ( , , , )x P Q u h U k i ji j i j i j i jα → = =               1,2; 1,2,3,4

dada por:
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+
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=

=
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∑
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=

=
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∑
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2 00
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 (2.5)

onde:

 

i
u

X

ii
h

L

k

L

i

i

j
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j

j

) ( )

) , ( )

    

    

0

2/3

0

1/3

0=

=

ε
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Sob tal transformação o ângulo:

 
β

α α
p

p=
+

− −1 2

2
1( ) 
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é incorporado nas definições dos elementos hj,kj, tornando a variá-
vel U1 ignorável. Consequentemente segue-se que sua conjugada 
canônica satisfaz:

 u const1 = .  (2.6)

caracterizando assim a integral primeira de Sessin e Henrard como 
uma das novas variáveis canônicas.

A nova Hamiltoniana

 G G u h U km
m

i j i j
* * ( , , , )=

=
∑

0

5

       i j= =1,2 1,2,3,4;  (2.7)

é  obtida a partir da Hamiltoniana K* (2.4), com novo rearranja-
mento de termos de ordens superiores, de modo a também levar 
em consideração a ordem de grandeza do valor de referência b0. Tal 
elemento é apresentado no Apêndice A-2, independentemente da 
influência do valor de referência b0 para a ordem de grandeza neste 
estudo considerada.

2.3  Influências da comensurabilidade laplaciana  
e da variação do Ângulo Crítico Laplaciano

A ação da comensurabilidade laplaciana sobre as variáveis 
canônicas associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano define a 
correspondente variável angular U2 como sendo uma variação em 
torno do ponto de equilíbrio , ao mesmo tempo que sua conjugada 
canônica u2 é definida nas vizinhanças de um correspondente valor 
de referência. Tal valor de referência, bem como a correspondente 
variação do elemento u2 em torno desse valor podem ser identifica-
dos através de uma aplicação do Teorema de Função Implícita à ex-
pressão da comensurabilidade laplaciana n (1.13).  Analogamente a 
Silva (1986) observamos que:

u X X g i Z X g i j Z ni

i

i j

ji
2 10 0 10

1
10

1

2 2 2= − ( )+ +
= ==
∑ ∑∑β β- ( , ) ( , ) . *0

0

 (2.8)
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de modo a identificar os correspondentes elementos por:

 

u X X g i Z X

u X X g i

i

i
20 10 10

2/3
10

1

20 10 0 10

2 2 0

2 2

= − + = ⋅

= +
=
∑β ε

β

( , ) ( )

(

0

∆ ,, ) ( )*j Z n Xi j

ji ==
∑∑ ≤ ⋅

10
100 ε

onde: 

i) β ε= − =U2
2/3

 0( )

 é uma variação em torno de 0.

ii) Z
X

u h kj j
j

= − +








 =

=
∑1 1

2
0

10

2 2

1

4
2/3

1 ( )ε

iii) n
n

n
* ( )= =

20

0 ε  

 com n20 sendo o valor do movimento médio do segundo 
satélite para as condições de ressonâncias exatas.

iv) os coeficientes g(i,j) são apresentados na Tabela 3 do Apên-
dice B.

De modo a levar em consideração tais influências sobre a defi-
nição de uma nova Hamiltoniana, recorremos a uma transformação 
canônica dependente de uma função característica do movimento, 
neste estudo introduzida objetivando satisfazer a condição imposta 
pela comensurabilidade laplaciana sobre a variação do elemento u2, 
em torno do correspondente valor de referência. Tal transformação

 
u h U k u h U k i ji j i j i j i j

, , , , , ,* * * *( )→( ) = =                   1,2; 11,2,3,4

é definida analogamente a Silva (1986) por:

 

u u

U U

u u u h k X f U

U U

j j
j

1 1

1 1

2 20 2
2 2

20 2
1

4

2 2

1
2

=

=

= + − + +

= +
=
∑

*

*

* * * * *

*

( )



hh h U k U

k h U k U
j j j

j j j

= −

= +

* * * *

* * * *

.cos sen

.sen cos
2 2

2 2

  (2.9)
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onde:

i) u
X

Ui

i

*
*, ( )

0
2

2/3= 0 ε

ii) 
h

L

k

L
j

j

j

j

* *

, ( )
0 0

1/3= 0 ε

iii) u20
*  é um valor de referência definido nas vizinhanças de (2-8)  

através da equação

 

dU
dt u u

2

2 20

0
=

=
*

de modo a satisfazer a condição do Ângulo Crítico Laplaciano ser 
uma variação em torno do ponto do equilíbrio 2.

Tal elemento é definido analogamente a Silva (1986) por:

 u X X g i Z Xi

i
20

2 2 010 10 20
1

* ( , )= − + +
=
∑β ψ  (2.10)

com:

 
ψ

ε
ε=









 + +  =

4 2
0,1 1,1 0

20 20

10

20

G
n X

X
X

g g Z
( )

( ) ( ) ... ( )

cujo coeficiente G(2) é definido na Tabela 4 do Apêndice B.

Ressalte-se de (2.8), (2.9) e (2.10) que:

 u u X X Z2 20 20 20= + +ψ *  (2.11)

onde

 Z
X

u X f U h kj j
j

* * * * *( )= + − +










=
∑1

20
2 20 2

2 2

1

41
2

 (2.12)

permite observar que a variável auxiliar Z*é definida, na particular 
vizinhança onde a equação (2.8) se verifica, em torno do valor de 
referência

 
2 10

20
0

X
X









β
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de modo a levar em consideração as características da variação Du20 
e satisfazer a condição iii) acima estabelecida. Conseqüentemente 
neste estudo, segue-se de (2.12) que

 Z * ( )=0 ε  (2.13)

Ressalte-se para uma melhor compreensão da equação (2.11) 
que no movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter encontramos:

 

ψ ε ψ

ε

ε

= >

≤

=

0 0

0

0

1/3

2/3

( )

( , ) ( )

( )

  |   

g i j

Z

 (2.14)

Note também que o fato de o movimento estar definido nas 
vizinhanças da condição do Equilíbrio de Laplace 

 θ θ1 2 2− =   

requer levar em consideração os correspondentes valores de refe-
rência, em torno dos quais as novas variáveis canônicas associadas 
com o Ângulo Crítico Laplaciano estão definidas:

 
u u

U U

t t

t t

L

L

2 2
0

2 2
0

*

*

=

=

=

=
 (2.15)

onde tL é o tempo de ocorrência da referida condição.

Neste caso recorrendo às equações (2.1), (2.5) e (2.3) observa-
mos que:

 β =U2
*

é uma variação em torno do valor de referência b0 tal que:

 
β0 2

0=U

De modo a preservar a influência da Comensurabilidade La-
placiana é assumido nesse estudo que o elemento b0 é definido por:

 β ε0 2
0 20

10

1
2

0= =








 =U

X
X

Z *

sec
( )  (2.16)
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de modo a identificar de (2.11):

u X U U X g i Z X X Z
i

i

per2 10 2 2
0

10
1

20 202 0= − − + + +
=
∑2 ( ) ( , )* *ψ  (2.17)

na conveniente vizinhança onde o movimento é definido.

Com respeito à contribuição da função característica do movi-
mento é assumido que

 f U f C( ) ( ),*
2

2/3
10= ∈ε  (2.18)

de modo a assegurar a validade da condição (2.13) sobre a variável 
auxiliar Z* (2.12). Note de (2.9) que:

 

 
u

X

h

L

k

L
j

j

j

j

2

20

2/3

0 0

1/3

0

0

*

* *

( )

, ( )

=

=

ε

ε

não necessariamente são suficientes para satisfazer tal condição.

Em acréscimo, a completa definição desse elemento f U( )*
2  de-

pende de características do movimento e do conceito de Equilíbrio 
Instantâneo. Tais características serão discutidas no capítulo 3, 
visto dependerem da identificação das influências do principal 
comportamento do movimento.

Este estudo se completa a seguir com a identificação do parâme-
tro característico do movimento S (2.1).

2.4 Parâmetro característico do movimento

A identificação de tal elemento é aqui discutida tomando em 
consideração:

i) a condição do Ângulo Crítico Laplaciano ser uma Libração 
em torno do ponto de equilíbrio 2.

ii) As condições (2.16) e (2.17).
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Para este estudo, note primeiramente de (2.1) e (2.5) que a 
expressão 

 
θ θ1 2

2

10

2− = + − SZ
u

X

reescrita convenientemente na forma:

θ θ1 2 2 2
0

10
2 10 2

*
2
02 2

1
2− = + −  − + −( )



 + U U

X
u X U U SZ*  (2.19)

caracteriza tal ângulo em termos de três distintas contribuições:

i) U U2 2
0* −  é a contribuição angular decorrente da variação U2

* 
sob a condição (2.16)

ii) 1
2

10
2 10 2 2

0

X
u X U U+ −( )





*  é a contribuição decorrente da in-

fluência (2.17) da Comensurabilidade Laplaciana.

iii) SZ é a contribuição associada ao parâmetro S.

Como o movimento é definido nas vizinhanças da condição do 
Equilíbrio de Laplace 

 θ θ1 2 2− = 

tal requisito é neste estudo satisfeito assumindo que o parâmetro ca-
racterístico S é aqui definido por uma estimativa através da equação:

 S Z g i Z
X
Xi

i
sec sec sec

( , )= +










=
∑2

1

20

10

0 ψ  (2.20)

Sob condições similares as dos Satélites Galileanos de Júpiter:

 

Z

Z
per per

sec sec
( ) ( )

( ) ( )

= =

= =

0 0

0 0

2
3

4
3

ε ψ ε

ε ψ ε

recorrendo ao elemento auxiliar:

 

χ ψ= < > − < > −








 < >

−





=
∑S Z g i Z

X
X

X
X

per
i

per
i

per. ( , )2
2

20

10

20

10

0




 < >Z per

*

 (2.21)
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satisfazendo 

 χ ε<0( )

segue-se das equações (2.17) e (2.19) que o ângulo crítico laplaciano 
e a correspondente  variável métrica u2 se escrevem sob a influência 
da comensurabilidade laplaciana através das expressões:

 
θ θ χ

χ

1 2 2
*

2
0

2 10 2 2
0

10 10

2 2

2

− = + −  +

= − −  + −

 U U

u X U U S X Z X* . . .
 (2.22)

onde:

i) U
X
X

Z2
0

0
20

10

1
2

0= =








 =β ε*

sec
( )

ii) S é definido pela equação (2.20) e  pela equação (2.21)
iii) ressalte-se, sob tais definições de b0 e S, a possibilidade de 

ocorrência de um erro da ordem de  para a condição do 
Equilíbrio de Laplace.

2.5 Equações do movimento

Este estudo se completa com a determinação da nova Hamil-
toniana H* a partir da Hamiltoniana G* (2.7),  nas vizinhanças da 
condição

 u u2 20= *

com novo rearranjamento de termos de ordens superiores.

Não obstante a dificuldade inerente a introdução de variáveis 
canônicas apropriadas, que levem em consideração as influências 
das comensurabilidades, esse processo permite um aperfeiçoamen-
to de cada componente da nova Hamiltoniana em termos de carac-
terísticas essenciais do movimento, bem como produz vários rear-
ranjamentos de termos de ordens superiores que podem contribuir 
com a identificação de:
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i) um núcleo integrável que seja representativo da realidade do 
principal comportamento  do movimento.

ii) um núcleo integrável das principais perturbações de ordens 
superiores com respeito as características definidas pelo 
núcleo principal.

Objetivando satisfazer tais requisitos, o estudo até aqui de-
senvolvido descreve o movimento em questão através do sistema 
canônico.

d
dt

u h
H

U ki j
i j

( , )
( , )

* *
*

* *=
∂

∂

    i j= =1,2; 1,2,3,4  (2.23)

d
dt

U h
H

u h
i j

i j

* *
*

* *
,

,
( ) = − ∂

∂( )
cuja nova Hamiltoniana H* é definida por:

 H H u h U km i j i j
m

* * * * * *( , , , )=
=
∑

0

5

 (2.24)

onde o índice m caracteriza a ordem de grandeza da componente 
Hm

* , com respeito a potência inteira m da raiz cúbica do pequeno 
parâmetro e:

H H

H H

H H

0

1 2

3

0,0

0

3,0

*

* *

*

( )

. ( )

=

= =

=ε

H H Z
c

L
H p q

L
h gq

q pop
q p

p p4
2

0
2

1
1

2

4,0
3,0* * *( )

( , , )
.cos= +





=
= +

∑ε −− − 

+ − −

k g

H p q
L

h g k g

p
p

p

qo
q p q

p
p

* *

* * *

( ) sen

( , , )
.cos ( ) sen

1

4,0
1 **

* *
* *

( ) ( ) . ( , )

 






= + +
+

H H Z H Z
c

L
H q

h k
q

q

q q
5

2

0
2

2

5,0 5,1 1,0ε ε
22

01

4   +
=
∑ Lqq
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+
+  +

+

==

−

∑∑ε

ε

c
L

H p q
h h k k

L L

c

q

q

p q p q

p qqp

q

0
2

0 02

4

1

1

2,0. ( , , )
* * * *

qq

q p
p p p p p

p
pL

H p q
L

h k g h k g
0

2
0

2 25,0
2 2 1 2

( , , )
cos . ( ) .sen* * * * *−( ) − − **

* * * *( , , )
cos





 +







+ −( )

=
= +

∑
p
q p

p q
p q p q

H p q
L L

h h k k

1
1

2

0 0

6,0
2gg h k h k g

H p q
L

h k

p p q q p
p

p

q
q

* * * * * *

*

( ) .sen

( , , )

− +( ) −



 +

+ −

1 2

7,0

0

2
qq p q q

p
pg h k g* * * * *cos ( ) .sen2 2 2 1 2( ) − −









 (2.25)

onde:

i) Z
X

u h kj j
j

= − +








 =

=
∑1 1

2
0

10
1

2 2

1

4
2/3* * * ( )ε

ii) g Up
P* *( ) .= + − 1 2

iii) U2
* é uma variação em torno de U2

0 satisfazendo

 U2
2/30* ( )= =β ε

iv) os coeficientes de H* são definidos na Tabela 4 do Apêndice B.

v) Z
X

u X f U h kj j
j

* * * * *( ) ( )= + − +








 =

=
∑1 1

2
0

20
2 20 2

2 2

1

4

ε

 é a variável auxiliar discutida na seção anterior, cujas ca-
racterísticas são definidas pela influência da comensura-
bilidade laplaciana. Ressalte-se que a contribuição de tal 
elemento é de ordem superior com respeito a componente 
principal H4

*.

2.6 Influências do equilíbrio instantâneo

De modo a completar o estudo das influências das comensu-
rabilidades sobre as equações do movimento, torna-se  necessário 
levar em consideração as influências do Equilíbrio Instantâneo 
(Henrard, 1983). Tal conceito se caracteriza por definir o movi-
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mento numa particular vizinhança associada com a condição do 
Equilíbrio de Laplace, onde as componentes das excentricidades 
forçadas dos três primeiros Satélites são descritas por funções das 
correspondentes variáveis canônicas associadas com o ângulo críti-
co laplaciano ( , )* *u U2 2 .

O primeiro passo para tal estudo requer a identificação do prin-
cipal comportamento do movimento, bem como de suas influên-
cias sobre as equações do movimento. Tal identificação é discu-
tida no capítulo 3, tomando por referências as características da 
componente principal H4

* e as ideias básicas de Sessin e Ferraz-
-Mello (1984) com respeito ao Método de Hori (1966). Essas novas 
influências mostram que o movimento é definido em torno de uma 
particular vizinhança, onde o conceito de Equilíbrio Instantâneo é 
definido. Como consequência natural da restrição imposta por tal 
vizinhança segue-se a existência de um correspondente vínculo, o 
qual constitui um requisito básico para a identificação das carac-
terísticas da função f U( )*

2  e da variável auxiliar Z* discutidas na 
Seção [2.3]. Este estudo também discute os valores de referência 
associados com a condição do Equilíbrio de Laplace, em torno dos 
quais estão definidas as variáveis canônicas associadas com o ângu-
lo crítico laplaciano ( , )* *u U2 2 .

As características do vínculo imposto pelo Equilíbrio Instantâ-
neo, bem como dos valores de referência associados com a condição 
do Equilíbrio de Laplace serão estudadas nos capítulos que se se-
guem tomando por referência as ideias básicas do Método de Hori 
(1966) sobre a solução de um Sistema Auxiliar de Hori associado ao 
movimento, bem como sobre a correspondente solução do sistema 
variacional de Lagrange associado com o Método de Hori (Sessin, 
1983).
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3 
NOVAS CARACTERÍSTICAS DO MOVIMENTO 

 
 

Sob a condição de que as influências das comensurabilidades são 
suficientes para assegurar a representatividade do principal com-
portamento do movimento através da componente principal H4

* 
(2.24), a solução de um correspondente Sistema Auxiliar de Hori 
é aqui utilizada objetivando obter uma melhor compreensão a res-
peito das variáveis canônicas originais. Este estudo é desenvolvido 
tomando por referência as ideias básicas do Método de Hori (1966):

i) as novas variáveis canônicas introduzidas pelo método são 
definidas nas vizinhanças das correspondentes variáveis 
canônicas originais.

ii) os principais comportamentos dessas novas variáveis são 
caracterizados pela solução do Sistema Auxiliar de Hori 
associado ao movimento.

O estudo desse núcleo principal do movimento conduz à iden-
tificação de variáveis canônicas apropriadas, que caracterizam os 
principais comportamentos das componentes livres e forçadas das 
excentricidades, bem como define as variáveis canônicas associadas 
com o ângulo crítico laplaciano em termos desses novos elementos. 
A definição de uma nova Hamiltoniana sob tais influências do 
principal comportamento do movimento é obtida recorrendo-se 
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a uma transformação canônica dependente de uma variação ca-
racterística do movimento. Essa variação, genericamente definida 
com respeito às variáveis canônicas apropriadas, permite a carac-
terização do movimento nas vizinhanças do conceito de Equilíbrio 
Instantâneo (Henrard, 1983). Ressaltem-se como consequências 
naturais de tal formulação as características que se seguem:

i) A delimitação da região do espaço de fase onde tal conceito 
é definido.

ii) A existência de um vínculo imposto por tal conceito e sua 
influência sobre as novas variáveis numa particular vizi-
nhança decorrente de uma aplicação do Teorema de Função 
Implícita.

iii) A complementação da definição da função f U( )*
2  introdu-

zida em (2.9), de modo a levar em consideração as caracte-
rísticas do vínculo em questão.

iv) A caracterização da variável auxiliar Z* (2.25) sob tais in-
fluências do Equilíbrio Instantâneo.

Este estudo também discute os valores de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace, em torno da qual o con-
ceito de Equilíbrio Instantâneo é definido.

3.1 Sistema Auxiliar de Hori de identificação

O Método de Hori (1966) introduz uma transformação canônica 

( , , , ) ( , , , )* * * *u h U k u h U ki j i j i j i j→ ′ ′ ′ ′

tal que um elemento genérico f é caracterizado através da equação

 f f f S f S S= ′+ ′ ′{ }+ ′ ′{ } ′{ }+1
1

1
2!

,
!

, , ...   (3.1)

onde:

i)

ii)

iii) é a 

f f u h U k

f f u h U k

S

i j i j

i j i j

=

′ = ′ ′ ′ ′

′

( , , , )

( , , , )

* * * *

  ggeratriz da transformação
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Sob a condição de que a contribuição da geratriz ′S  é uma per-
turbação de ordem superior com respeito à ordem de grandeza do 
elemento ′f , tal método se caracteriza por definir as novas variáveis 
nas vizinhanças das correspondentes variáveis canônicas originais. 
Em primeira aproximação segue-se que:

 
u u U U

h h k k
i i i i

j j j j

* *

* *

= ′ = ′

= ′ = ′
 (3.2)

bem como
 f f= ′  (3.3)

Essa ideia básica de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito 
ao Método de Hori será a seguir utilizada na identificação dos prin-
cipais comportamentos dos elementos originais.

Como requisito para sua aplicação tal método requer o conheci-
mento da solução do seu correspondente sistema auxiliar.

 

d
d

u h
F

U k

d
d

U k
F

u h

i j
o

i j

i j
o

i j

τ

τ

( , )
( , )

( , )
( , )

′ ′ =
∂ ′

∂ ′ ′

′ ′ = −
∂ ′

∂ ′ ′

    i j= =1,2 1,2,3,4;  (3.4)

onde:

i) t	é o parâmetro de integração de Hori.
ii) a Hamiltoniana auxiliar ′F0  tem suas características defini-

das pelo núcleo principal da Hamiltoniana original.

′ = ′ ′ ′ ′F F u h U ko o i j i j( , , , )

iii) sua solução com respeito ao parâmetro t define o principal 
comportamento da referida solução com respeito à variável 
tempo, sob a condição de que a contribuição das pertur-
bações de ordens superiores para a equação variacional do 
parâmetro de Hori (Sessin, 1983) seja uma perturbação de 
ordem superior com respeito a variável tempo.

Não obstante suas características possam contribuir para a iden-
tificação dos principais comportamentos de suas variáveis, o Méto-
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do de Hori (1966) tem por regra geral a definição do novo sistema 
canônico.

 

d
dt

u h
F

U k

d
dt

U k
F

u h

i j
i j

i j
i j

( , )
( , )

( , )
( , )

′ ′ =
∂ ′

∂ ′ ′

′ ′ = −
∂ ′

∂ ′ ′

    i j= =1,2; 1,2,3,4  (3.5)

onde:

 
′ = ′

=
∑F Fm
m 0  

é a nova Hamiltoniana, cujo núcleo principal ′F0  caracteriza a inte-
gral primeira de Hori gerada pelo método.

Como as novas variáveis canônicas introduzidas pelo método 
são definidas nas  vizinhanças das correspondentes variáveis canô-
nicas originais, usaremos as características dessas novas variáveis 
para obter um melhor conhecimento a respeito das correspondentes 
variáveis originais. Por outro lado, como o Sistema Auxiliar de Hori 
define o principal comportamento das novas variáveis, faremos uso 
das características de sua solução na identificação de tais elementos.

Para o problema em questão consideremos o núcleo principal da 
nova Hamiltoniana definido de (2.24) e (3.4) por:

′ = ′ ′ ′ ′ = ′ + ′ − ′
=
∑F H u h U k H Z

C

L
h Ui j i j

j

jj
j4 4

2 1

01

3

4,0* ( , , , ) ( ) .cosε  22

2
2

0
2 2

( )+

′ − ′( ) + ′ + ′( )− ′ + ′(k U
C

L
h U k Uj

j

j
j j.sen .cos .sen   ))



 (3.6)

onde:

i) 
′

′ =
u

X
Ui

i0
2

2/3, ( )0 ε

ii) 
′ ′

=
h

L

k

L
j

j

j

j0 0

1/30, ( )ε

iii) ′ = ′ − ′ + ′








 =

=
∑Z

X
u h kj j

j

1 1
2

0
10

2 2

1

4
2/3

1 ( )ε
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iv) os coeficientes Cjk são definidos na Tabela 5 do Apêndice B.

O sistema dinâmico (3.4) gerado por ′F4 é completamente inte-
grável de maneira análoga a Silva (1986):

 
′ =

′ = +

′ = +
′ =

∫
u u

U U dM

u u X
U U

1 10

1 10

2 20 10

2 20

2 ξ

ξ

.  (3.7)

′
= − ′( )+ − ′( )  + − + ′( )

h

L

S
H U K U

S
H Uj

j

j j

0

1
2 2

2
2ε ε

.sen .cos .sen   ++ + ′( )  +

′ +( )+ ′ + +(

K U

M U M Uj j j

.cos

. .sen .sen

 2

20 1 1 20 2 1 20ρ φ φ η ))



 +

′ +( )+ ′ + +( )



ρ φ φ η30 1 1 30 2 1 30. .sen .senN U N Uj j j

′
= − − ′( )+ − ′( )  − + ′( )

k

L

S
H U K U

S
H Uj

j

j j

0

1
2 2

2
2ε ε

.cos .sen .cos   ++ + ′( )  +

′ +( )+ ′ + +(

K U

M U M Uj j j

.sen

. .cos .cos

 2

20 1 1 20 2 1 20ρ φ φ η ))



 +

′ +( )+ ′ + +( )



ρ φ φ η30 1 1 30 2 1 30. .cos .cosN U N Uj j j

′
= ′ +

′
= ′ +

h

L
U

k

L
U

4

40
40 1 40

4

40
40 1 40

ρ φ

ρ φ

.sen( )

.cos( )

onde:

i) os elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984) são 
definidos por:

M
H

X
Z

E
F

H

= −

= − ′

=
′

( )
( )

( )

4,0

4,0

10
0

4

τ τ

ξ  (3.8)
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H
H

C

L
h sen U k U

n
j

j
j j

j

=
−( ) ′ − ′ − ′ − ′ 

=

1

4,0
1

0
2 2

1

3ε
( )

. . ( ) .cos( ) ∑∑ +

′ + ′ + ′                        -
C

L
h sen U kj

j
j j

2

0
2. ( ) .cos( ++ ′ 

=
−( ) ′ − ′ + ′ − ′

U

K
H

C

L
h U k sen U

n
j

j
j j

2

1

0
2

1

4,0

)

( )
. .cos( ) . (

ε
  22

1

3

2

0
2

)

.cos( )

  +

′ + ′ −

=
∑
j

j

j
j

C

L
h U                        

′′ + ′ k sen Uj. ( ) 2

 

 onde   = −( ) +
1

2
1n π  para n = 0 ou n = 1.

ii) E e G são respectivamente as integrais de Hori e G-Sessin 
com respeito ao parâmetro de integração de Hori.

 
E K

G
D

H K

= +

= − + + 

ξ

ξ

2

2 21
2

 (3.9)

 onde:

 
D

H
C C C C

X
Lj j j j

j i j

= + + 





=
∑ε 2

2 1
2

1 2 2
2

3
10

04,0
2 2

( )
. .cos      






 Ressalte-se do Método de Hori (1966) que E também é uma 
integral primeira com respeito a variável tempo.

iii) as constantes de integração independentes são:

 E U ii j j, , , , ,u                      jiτ ρ φ0 0 0 0 0 ( 1,2; 2,3,4)= =  (3.10)

iv) constante em excesso
 G (3.11)

v) os coeficientes S M Njk jk jk, ,  e os ângulos k são definidos no 
Apêndice A-3.

vi) o parâmetro auxiliar de integração M é caracterizado por 
SESSIN (1981) através da integral

 M
d
P

=
−∫
ξ
ξ( )

 (3.12)
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onde:
 P E D E DG( )ξ ξ ξ ξ= − − + −( )4 2 22 22

e cuja correspondente região de integração é identificada a partir 
de Sessin e Ferraz-Mello (1984). Tal referência também discute as 
soluções de seu correspondente sistema auxiliar:

 

d
dM

H
dU
dM

dH
dM

D

ξ
ξ=

′
=

= +

                                   1 2

2ξξ ξK
dK
dM

H                          = −2
 (3.13)

 E K= +ξ 2  

Assumindo-se condições similares as dos Satélites Galileanos 
de Júpiter, entre as quais ressaltamos:

 2 1
1

 = −( ) +n
   π  (3.14)

pode ser observado (ver Apêndice C) que as principais característi-
cas do movimento estão associadas com a região II do plano (E,G) 
de  Sessin e Ferraz-Mello (1984), onde librações e circulações har-
mônicas estão definidas. Entre tais características (ver Apêndice C) 
ressalte-se:

i) H é uma variação em torno de O.
ii) K é uma variação sempre negativa.

Levando tais características e equação (3.14) em (3.7), segue-se 
que os principais comportamentos das novas variáveis canônicas 
são identificados por:

′ =

′ = +

′ = +
′ =

′ = ′ +

∫
u u

U U dM

u u X
U U

h u Xj j

1 10

1 10

2 20 10

2 20

0 2 10

2

2 2

ξ

ξ

γ

.

. .GG u U E hjm
m

m−( ) ′ − ′( )+ ′′
=
∑20 2

1

3

.cos .φ

                                                                                       j =

′ = − ′ + −( ) ′ − ′( )+
=

1,2,3

2 20 2 10 20 2
1

3

k u X G u U Ej j jm
m

γ φ. . .sen ∑∑ ′′.km

 (3.15)
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′ = ′ +

′ = ′ +

h L U

k L U
4 40 40 1 40

4 40 40 1 40

ρ φ

ρ φ

. .sen( )

. .cos( )
 

onde:

i) γ
εj j

jS
D L

X0 2
0

10

= −








. .  (3.16)

 com:

 
S

D H
C C

X
Lj j j

j

= − 










ε 2

1 2
10

04,0. ( )
. .

 satisfazendo:

 γ j
j

0
2

1

3

1=
=
∑  (3.17)

ii) ′ = 







−φ cot 1 H
K

 (3.18)

 é uma variação característica do movimento em torno do 
ponto de equilíbrio.

 φ
π0 1

1
2

= = −( ) +


n   para n = 0 ou n = 1 (3.19)

iii) os coeficientes Ejm satisfazem:

 E
j m

E j mjm
mj

=
=

− ≠






0           
    

 (3.20)

 com:

 E E E12 30 13 20 23 10= = − =γ γ γ                                    

iv) os elementos ′′hm e ′′km são caracterizados por:

 

′′
= ′ ′ +( )+ ′ ′ +( )

′′
=

h

L
R sen U R sen U

k

L

j

j
j j

j

j

0
1 20 1 20 2 30 1 30

0

. . .ρ φ ρ φ

′′ ′ +( )+ ′ ′ +( )R U R Uj j1 20 1 20 2 30 1 30. .cos .cosρ φ ρ φ

 (3.21)

 cujos coeficientes ′Rjk são apresentados no Apêndice A-3.
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 Ressalte-se que tais elementos satisfazem:

 γ γj j
j

j j
j

h k0
1

3

0
1

3

0 0. , .′′ = ′′ =
= =
∑ ∑       (3.22)

 o que poderá justificar a insuficiência de um estudo das 
contribuições das perturbações de ordens superiores para os 
correspondentes elementos originais.

v) os elementos que caracterizam as contribuições das compo-
nentes forçadas das excentricidades satisfazem.

 
γ φ

γ

j j
j

j j

h u X G u U

k u X

0 2 10 20 2
1

3

0 2

2 2

2 2

. . .cos( )

.

′ = ′ + −( ) ′ − ′

′ = − ′ +

=
∑

110 20 2
1

3

. .sen( )G u U
j

−( ) ′ − ′
=
∑ φ

 (3.23)

 onde:
 a) ′u2 é definida nas vizinhanças de u2

∗.
 b)  ′U2 é uma variação em torno de U2

0, definida nas vizinhan-
ças de U2

∗ e satisfazendo:
 ′ =U2

2/30( )ε  (3.24)

vi) os elementos que caracterizam as contribuições das excen-
tricidades livres de um modo geral se escrevem:

 

E h h

E k k

jm m m s s
sm

jm m m s s

′′ − ′′



















′′ − ′′

==
∑∑ γ γ

γ γ

0 0

3

1

3

0 0

1

ssm ==
∑∑ 



















1

3

1

3
 (3.25)

Tomando por referência as ideias básicas do Método de Hori, as 
características identificadas sugerem a definição de uma nova trans-
formação canônica de modo a preservar os principais comportamen-
tos das componentes das excentricidades, bem como identificar os 
comportamentos das variáveis canônicas associadas com o ângulo 
crítico laplaciano sob tais influências. Ressalte-se de Henrard (1983) 
que um movimento com características similares às dos Satélites 
Galileanos de Júpiter está sujeito às influências do Equilíbrio Ins-
tantâneo. O fato de tal conceito requerer que as variáveis canônicas 
associadas com o ângulo crítico laplaciano estejam definidas numa 
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vizinhança conveniente da condição do Equilíbrio de Laplace suge-
re que as características locais impostas pelas influências considera-
das sejam essenciais para o estudo em questão. Em acréscimo, res-
salte-se também de [2.3] que tais características locais decorrem das 
influências da comensurabilidade laplaciana sobre o movimento.

Em outras palavras a formulação que se segue tem por objetivo 
complementar a condição básica de De Sitter (1925) para a defini-
ção de uma solução intermediária do movimento, de modo a levar 
em consideração as influências do principal comportamento do 
movimento sobre os novos elementos que o descrevem.

3.2  Influências do principal comportamento  
do movimento

A caracterização de uma nova Hamiltoniana sob as influências 
do principal comportamento do movimento pode ser obtida através 
da transformação canônica.

 ( , , , ) ( , , , )* * * *u h U k v p V qi j i j i j i j→

definida por:

u v
U V

u X p q

U
X

j j j
j

j

1 1

1 1

2 20 0
1

3

2
20

2

1
2

*

*

*

*

.sen .cos

=
=

= − 

=

=
∑γ φ φ

γ 00
1

3

0 2 2
1

3

2

j
j j

j j jm
m

m

p q

h v V E p

=

=

∑

∑

+ 

= − − + −

.cos .sen

cos( )*

φ φ

γ φ γγ γm s s
s

p0 0
1

3

=
∑


















                                                                                  j

k

=1,2,3

jj j jm
m

m m s s
s

v V E q q* sen( )= − − − + −




















= =
∑ ∑γ φ γ γ0 2 2

1

3

0 0
1

3

2

hh p
k q

4 4

4 4

*

*

=
=

 (3.26)
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onde:

i) (v1,V1) preservam as características de ( , )* *u U1 1

ii) os elementos que definem a parte forçada das excentricida-
des se escrevem:

 
γ φ

γ φ

j j
j

j j
j

h v V

k v V

0 2 2
1

3

0 2 2
1

3

2

2

. cos( )

. sen( )

*

*

= − −

= − − −

=

=

∑

∑
 (3.27)

 tal que:

 a)    v2 é definido de modo a satisfazer condição similar obser-
vada para os Satélites Galileanos de Júpiter.

 
v

X
v2

20
20 0= <( )ε   |    (3.28)

 b)   V2 é uma variação em torno de U2
0, definida nas vizinhan-

ças de U2
* tal que:

 V2
2 30= ( )/ε  (3.29)

iii) os elementos que definem a parte livre das excentricidades 
satisfazem:

 

E p p

E q q

jm m m i i
im

jm m m i i
i

−




















−





==

=

∑∑

∑

γ γ

γ γ

0 0
1

3

1

3

0 0
1

3 














=
∑
m 1

3
 (3.30)

 onde:

 

p

X

q

X
j j

20 20

2 30, ( )/= ε
 

 de modo a satisfazer as ordens de grandeza das variáveis ca-
nônicas associadas com o ângulo crítico laplaciano u U2 2

* *,( ).
iv) 	é uma variação característica do movimento, generica-

mente definida por

 φ φ= ( )X  (3.31)
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 com auxílio de elemento auxiliar 

 α φ γ φ φ= − + + 
=
∑V

X
p qj j j

j
2

20
0

1

31
2

cos sen  (3.32)

 de modo a satisfazer:

 a)  é definida em torno do ponto de equilíbrio

φ
π0 1

1
2

= = −( ) +


n  para n = 0 ou n = 1.

 b)  é assumida inversível tal que:

 
d
dX
φ

ε=0 1 3( )/  (3.33)

 c) X
X

v p qj j
j

j j
j

= +








 +























= =
∑ ∑1

4
1
220

2 0
1

3
2

0
1

3
2

γ γ
















 d)    as características de a são definidas através dos elemen-
tos característicos de Sessin e Ferraz-Mello associados ao 
movimento.

Como principal resultado deste estudo, segue-se que o movi-
mento é definido em torno de uma particular vizinhança, cujas ca-
racterísticas são aqui estabelecidas a partir das condições impostas 
pelo principal comportamento.

Essa conveniente vizinhança é definida em torno da condição
 a = 

de modo a impor sobre os elementos associados com o Ângulo Crí-
tico Laplaciano a influência de um correspondente vínculo.

Para tal identificação note especialmente que, como a nova 
variável V2

' é definida nas vizinhanças da variável original U2
*, as 

equações (3.26) e (3.32) caracterizam o movimento em torno da 
condição:

 
α φ= ( )X

 (3.34)

 V U2 2α φ=
= *
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Para continuar essa identificação torna-se necessário levar em 
consideração a função característica f U2

*( ) (2.9). A arbitrariedade 
de tal função é agora levantada assumindo neste estudo que f U2

*( ) 
é aqui definida de modo a satisfazer a equação:

 v u X f U v2 2 20 2 20α φ=
+ + =* * *. ( )  (3.35)

onde

 v20 0* =

é um vínculo de contribuição nula em (3.34). Consequentemente 
segue-se que a conjugada v2 é dada por:

 v v u X f U2 20 2 20 2α φ=
= − −* * *. ( ) (3.36)

na referida vizinhança.
Outra consequência natural de tal definição consiste na in-

fluência de tal vínculo sobre o movimento. Para isso, com auxílio 
de (3.31), note-se da aplicação do Teorema da Função Implícita a 
equação (3.34) a expressão resultante:

 v p qj j
j

j j
j

2 0
1

3
2

0
1

3
2

1
2α φ

α

γ γ
=

= =
=

= −








 +























∑ ∑

φφ

φ α+ −4 20
1X ( ) (3.36’)

Da equivalência das equações (3.36) e (3.36’):

 v p qj j
j

j j
j

20 0
1

3
2

0
1

3
2

1
2

* =








 +

























−
= =

=

∑ ∑γ γ
α φ

ℑℑ( ) =α , ,* *u U2 2 0 (3.37)

observamos a possibilidade de que tal vínculo defina as caracterís-
ticas do elemento

 
1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q
= =

=

∑ ∑








 +























  (3.38)

na conveniente vizinhança (3.34).
Notando de (3.26) a relação

 
u
X

U
X

p qj j
j

j j
j

2

20

2

2
20

0
1

3
2

0
1

3

4
1

4
2

*
*







 + =









 +



= =
∑ ∑γ γ























2

 (3.39)
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segue-se na conveniente vizinhança (3.34) que tal elemento de-
fine as características das variáveis canônicas u V2 2

* *,( ) através da 
expressão:

 u
X

U
X

p qj j
j

j j
j

2

20

2

2
20

0
1

3
2

0
1

3

4
1

4
2

*
*







 + =









 +



= =
∑ ∑γ γ























=

2

α φ

 (3.40)

Um terceiro resultado natural deste estudo também mostra de 
(3.21), (3.32), (3.36) e (3.40) que o elemento

 
φ φ= ( )X

pode ser descrito por uma função das variáveis canônicas u V2 2
* *,( )

 φ φ= ( , , )* * *v u U20 2 2  (3.41)

na conveniente vizinhança (3.34).
Desse modo podemos concluir que o movimento em estudo é 

definido em torno de uma conveniente vizinhança

 a =  (3.42)

onde:

 

v v u X f U

V U

v u U

2 20 2 20 2

2 2

20 2 2

α φ

α φ

φ φ

=

=

= − −

=

=

* * *

*

* * *

( )

( , , )  

cujo vínculo

 v20 0* =

define as características do elemento

 

1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q
= =

=

∑ ∑








 +
























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Este estudo se completa observando que a variável auxiliar Z* 
definida de (2.25) e (3.26) por:

Z
X

v u X f U p pj j m m
mj

* * *= + + ( )− −




















==
∑1 1

220
2 2 20 2 0 0

1

3

1

4

γ γ∑∑

∑

+







+ −
























=

2

0 0
1

3
2

q qj j m m
m

γ γ

 (3.43)

está sujeita a influência do vínculo (3.35), de modo a caracterizar 
seu principal comportamento através da expressão:

Z
X

p p q qj j m m
mj

j j m m
m

* = − −


















 + −

== =
∑∑1

2 20
0 0

1

3

1

4
2

0 0
1

γ γ γ γ
33

2

∑
















   (3.44)

satisfazendo de (2.13): Z* = 0(e).

3.3 Influências do equilíbrio instantâneo similar

O principal resultado da Seção [3.2] sugere que o movimento 
conveniente na vizinhança (3.42) seja definido nas vizinhanças do 
conceito de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983). 

Para tal identificação, note primeiramente de (3.26) que as com-
ponentes forçadas dos satélites

 
h v V

k v V
jF j

jF j

*

*

cos( )

sen( )

= − −

= − − −

γ φ

γ φ
0 2 2

0 2 2

2

2
   j = 1,2,3

são independentes das correspondentes contribuições livres

 

h E p p

k E q

jL jm
m

m m s s
s

jL jm
m

m

*
,

*

.= −




















=

= =

=

∑ ∑

∑

1

3

0 0
1

3

1

3

γ γ

−−




















=
∑γ γm s s
s

q, .0 0
1

3
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bem como podem ser definidas por funções das variáveis canônicas 
associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano na conveniente vizi-
nhança (3.42)

 
h h u U

k k u U

jF jF

jF jF

* * * *

* * * *

,

,

α φ

α φ

=

=

= ( )
= ( )

2 2

2 2

   j = 1,2,3

A correspondente independência dos elementos v1, V1,  

p p q qj j m m
m

j j m m
m

−








 −











= =
∑ ∑γ γ γ γ0 0

1

3

0 0
1

3

,  com respeito a tais influên-

cias da conveniente vizinhança (3.42), tais características das ex-
centricidades forçadas e o fato de as variáveis canônicas u V2 2

* *,( ) 
serem definidas em torno de valores de referência, estabelecidos 
sob a condição do Equilíbrio de Laplace, mostra que o movimento 
na conveniente vizinhança (3.42) apresenta características simi-
lares às do conceito de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983). 
Essas similaridades numa conveniente vizinhança justificam aqui 
a denominação empregada, bem como caracterizam o principal 
comportamento do movimento sob a condição:

	 a = 

Ressalte-se também que o fato de 	ser uma variação caracterís-
tica em torno do ponto de equilíbrio

φ
π0 1

1
2

= −( ) +n  onde n = 0 ou n = 1

sugere que a parte forçada do movimento na data considerada esteja 
definido nas vizinhanças de 

α
π

= −( ) =
+

1
2

1n
  onde n = 0 ou n = 1

de modo a identificar duas possíveis orientações para o estudo em 
questão. 

Para a determinação da orientação da parte forçada do movi-
mento da data considerada, note de (1.3), (2.9) e (3.27) que as ca-
racterísticas dos elementos −2 2v  e a na conveniente vizinhança 
são definidos através das expressões:
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γ α

γ α

j j
j

j j
j

h v

h v

0 2
1

3

0 2
1

3

2

2

= −

= −

=

=

∑

∑

.cos

.sen
 (3.45)

onde:

 

h Y V w
v
X

k Y sen V w
v
X

j j j

j j j

= − + +










= − − + +









2
2

2
2

1
1

10

1
1

10

.cos

. 
 

Se a parte forçada do movimento é definida sob uma orientação 
definida pelos elementos

 V w1 4, ,a  

então uma mudança de orientação pode ser obtida através dos 
elementos

 π π α+ + −V w1 4, ,  

A possibilidade de se definir o movimento sob uma dessas 
orientações requer posterior identificação das características das 
contribuições livres no estudo em questão.

É conveniente ressaltar que, em realidade, a origem do ângulo 
a decorre do fato de o Ângulo Crítico Laplaciano ser uma variação 
em torno do ponto de equilíbrio

 θ θ1 2 2− =   

e das características conhecidas do movimento (Sinclair, 1975):

i) θ1 1+w  é uma variação em torno de 0.

ii) θ2 2+w  é uma variação em torno de 0.

Consequentemente, note que:

i) V w w1 1 1 1
1 2

2
+ = + −

−
θ

θ θ
 é uma variação em torno de – .

ii) V w w1 2 2 2
1 2

2
+ = + +

−
θ

θ θ
 é uma variação em torno de .
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Sob a condição de que:

 γ γ γ10 1 20 2 30 3. . .e e e− >

para o movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter, recorren-
do aos elementos hj e kj e aos coeficientes característicos gj0, segue-se 
que:

i) γ j j
j

h0
1

3

.
=
∑  é uma variação em torno de 0.

ii) γ j j
j

k0
1

3

.
=
∑  é uma variação sempre negativa ou positiva conforme 

a orientação do movimento.

Da definição do ângulo

 

α
γ

γ
=



















− =

=

∑

∑
tg

k

h

j j
j

j j
j

1
0

1

3

0
1

3

.

.
 

observamos que a é uma variação em torno do ponto de equilíbrio 
, corroborando assim a identificação sugerida pelo estudo anterior.

3.4  Influências da condição do equilíbrio de 
Laplace

O fato de este estudo ser definido em torno da condição do 
Equilíbrio de Laplace

	 1 – 2 = 2

implica de (3.26) que a variação característica  seja definida em 
torno do ponto de equilíbrio

 0 = 

Como o principal comportamento do movimento é definido na 
conveniente vizinhança (3.42)

 a = 
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segue-se neste estudo que uma influência da condição da libração 
do Equilíbrio de Laplace se caracteriza por definir tal vizinhança 
em torno do ponto de equilíbrio

 a = 

Uma segunda influência está associada com os valores de 
referência

 
u u

U U

t t

t t

L

L

2 2
0

2 2
0

*

*

=

=

=

=
 (3.46)

em torno dos quais as variáveis canônicas associadas com o Ângulo 
Crítico Laplaciano u U2 2

* *,( ) estão definidas.
Com respeito ao valor U2

0 note de (2.2) e da influência (2.17) da 
Comensurabilidade Laplaciana a estimativa dada por:

 U
X
X

Z2
0

0
20

10

1
2

= =








β *

sec
 (3.47)

Como o movimento é definido em torno da conveniente vizi-
nhança (3.42), segue-se que a estimativa do valor u2

0, pode ser obti-
da recorrendo-se à equação (3.40):

 

u
X

U
X

p qj j
j

j j
j

2

20

2

2
20

0
1

3
2

0
1

3

4
1

4
2

*
*







 + =









 +



= =
∑ ∑γ γ























=

2

α ϕ

que define as principais características das correspondentes variá-
veis ( , )* *u U2 2  através do elemento de referência

 

1
2 0

1

3 2

0
1

3 2

γ γ
α φ

m m
m

m m
m

p q
= =

=

∑ ∑







 +























cujas características podem ser definidas pelo vínculo (3.37).
Neste estudo a indeterminação do valor u2

0 é levantada pela 
condição
 u2

0 0>  (3.48)

de modo a satisfazer a referida equação.
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3.5 Equações do movimento

Este estudo se completa com a determinação das novas equações 
do movimento sob as influências do principal comportamento. A 
partir da Hamiltoniana original H* (2.24) e da nova transformação 
canônica (3.26), o movimento em questão é definido nas vizinhan-
ças do Equilíbrio Instantâneo Similar através do sistema canônico.

 

d
dt

v p
V q

d
dt

V q
v p

i j
i j

i j
i j

( , )
/

( , )

( , )
/

( , )

=
∂

∂

= −
∂

∂

Η

Η
 i j= =1 2 1 2 3 4, ; , , ,          (3.49)

cuja Hamiltoniana transformada se escreve:

 H H v p V qm i j i j
m

/ ( , , , )=
=
∑

0

5

 (3.50)

onde o índice m define a ordem de grandeza da componente Hm com 
respeito a potência m da raiz cúbica do pequeno parâmetro e.

H A
H H
H A

0

1 2

3

0 0
0

3 0

=
= =
=

( , )

( , )

H A Z A
D

X
v

n
4

2

10
24 0 1 4 0 2= + −( ) −( , ) ( , ) senα                                   

   H A Z A v A v A Z5 2 2
25 0 5 1 5 2 2 5 3= + + + +( , ) ( , ) ( , ) cos ( , ) *α                (3-51)

+ −( ) − −( )−1 2 5 02 0 2
n

j jv n A j p V q. ( , , ) .cos* φ jj
j

n
j j

V

v n A j p V

*

*

.sen

. ( , , ) .cos

2
1

4

2 0 21 2 5 1 2

−( )  +

+ −( ) − + −

=
∑ φ

α φφ α φ( )− + −( )  +

+ + 

=
∑ q V

n A j p q

j
j

j j j

*

* *

.sen

. ( , , , )

2

5 1 0

2
1

4

0
2 2

 + +  +

+

= ==

−

∑ ∑∑
j

j i j i j
ji

j

n A i j p p q q

n

1

4

0
2

4

1

1

5 2 0. ( , , , , ) . .* * * *

jj j j j jA j p q V p q V0
2 2

2 25 1 1 2 2 2. ( , , , ) cos . .sen* * * *−( ) + −( )− + −(α φ α φ ))



 +

+ −( ) + −( )
=
∑
j

j i j i jn A i j p p q q V

1

3

0 25 2 1 2. ( , , , , ) . . cos* * * * α φ −− +( )


+ −( )
==

−

∑∑ p q p q

V

i j j i
ji

j
* * * *. .

sen
2

3

1

1

22 α φ
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onde:

i) Z
X

v v p qj j
j

= + − +










=
∑1 1

210
1 2

2 2

1

4
* *

ii) p p pj j j m m
m

* .= −










=
∑γ γ0 0

1

3

 
q q qj j j m m

m

* .= −










=
∑γ γ0 0

1

3

 com
 g40 = 0

iii) α φ γ φ φ= − + + 
=
∑V

X
p qj j j

j
2

20
0

1

31
2

. .cos sen  (3.52)

iv)  = (X) é uma variação característica do movimento em 
torno do ponto de equilíbrio

φ
π0 1

1
2

= −( ) +n  onde  n = 0  ou  n = 1

 com

X
X

v p qj j
j

j j
j

= +








 +




















= =
∑ ∑1

4
1
220

2 0
1

3
2

0
1

3
2

γ γ. .



















 Ressalte-se que  é assumida inversível tal que 
d
dX
φ

ε= ( )0 1 3/

v) v
X

Z V
p

X

q

X
j j1

10
2

20 20

2 30, , , , /= ( )ε

     
v

X
X Z2

20

0, , * = ( )ε

vi) os coeficientes da Hamiltoniana H/ são definidos na Tabela 
6 do Apêndice B.

Sob as condições do Equilíbrio Instantâneo Similar, o movi-
mento é definido pelo sistema canônico (3.49) na conveniente vi-
zinhança (3.34)

	 a = 
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sob as influências do seu correspondente vínculo (3.37) e dos va-
lores de referência (3.46) associados com a condição do Equilíbrio 
de Laplace, de modo a caracterizar o principal comportamento da 
variável auxiliar original Z* (2.25) através da equação:

Z
X

p p q qj j m m
mj

j j m m
m

* = − −


















 + −

== =
∑∑1

2 20
0 0

1

3

1

4
2

0 0
1

γ γ γ γ
33

2

∑
















  (3.53)

Note também de (3.42) que tal estudo condiciona o comporta-
mento da variável canônica v2 à influência do vínculo (3.37).

3.6 Solução intermediária do movimento

O Método de Hori (1966) será a seguir aplicado, objetivando 
a identificação de uma solução intermediária do movimento, que 
leve em consideração as influências discutidas sobre as novas va-
riáveis canônicas

 ′ ′ ′ ′( )v p V qi j i j, , ,  (3.54)

definidas pelo método.
O primeiro passo deste estudo requer a identificação das carac-

terísticas dessas novas variáveis canônicas através da determinação 
do novo Sistema Auxiliar de Hori associado ao movimento. Como 
tal movimento está sujeito às influências do Equilíbrio Instantâneo 
Similar, sua solução deve levar em consideração as correspondentes 
características impostas por esse conceito, de modo a identificar os 
principais comportamentos de seu correspondente vínculo (3.37) e 
dos valores de referência (3.46). Essa identificação é aqui discutida 
tomando por referência as ideias básicas de Sessin e Ferraz-Mello 
(1984) com respeito ao Método de Hori (1966).

O segundo passo do método requer a caracterização das prin-
cipais componentes da nova Hamiltoniana e da correspondente 
geratriz da transformação. Com respeito à nova Hamiltoniana, este 
estudo se preocupa com a integral primeira de Hori e a componente 
de ordem superior consecutiva. Essa segunda componente é em-
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pregada na definição de um núcleo integrável das principais pertur-
bações de ordens superiores com respeito as características da solu-
ção do Sistema Auxiliar de Hori associado. Esse núcleo é utilizado 
na identificação dos principais comportamentos das constantes de 
integração e do parâmetro de Hori com respeito a variável tempo, 
através do estudo das equações variacionais de Lagrange associadas 
com o método de Hori (Sessin, 1983).

Em relação à geratriz da transformação, é discutida a compo-
nente de ordem menor, com o objetivo de uma identificação de um 
núcleo principal da geratriz. Esse núcleo tem por objetivo caracte-
rizar o principal comportamento da contribuição da geratriz para os 
elementos do movimento, cujas correspondentes equações de Hori 
requeiram uma melhor precisão com respeito a variável tempo. Tal 
estudo é aqui desenvolvido tomando por referência Sessin (1983) 
através da segunda aproximação da correspondente equação de 
Hori do elemento considerado.

Esses requisitos para a identificação de uma solução interme-
diária do movimento serão discutidos nos capítulos que se seguem 
de acordo com as ideias básicas do método de Hori (1966).
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4 
SISTEMA AUXILIAR DE HORI 

 
 

O Método de Hori (1966) é aqui empregado na definição de 
uma transformação canônica numa conveniente vizinhança

 v V p q v V p qi i j j i i j j, , , , , ,( )→ ′ ′ ′ ′( )  (4.1)

satisfazendo as condições:

v v

p p p p

V V

j j m m
m

j j m m
m

1 1

0 0
1

3

0 0
1

3

1

= ′

−








 = ′ − ′









= ′

= =
∑ ∑γ γ γ γ

11

0 0
1

3

0 0
1

3

1 2 3 4j

q q q qj j m m
m

j j m m
m

=

−








 = ′ − ′









= =
∑ ∑

, , ,

γ γ γ γ

de modo a assegurar a independência desses elementos com respei-
to as influências do vínculo do Equilíbrio Instantâneo Similar.

O primeiro passo para a aplicação do Método de Hori (1966) 
consiste em obter a solução de seu correspondente sistema auxiliar, 
objetivando a identificação das principais características de suas 
correspondentes variáveis canônicas. 

Este estudo leva em consideração as influências do Equilíbrio 
Instantâneo Similar sobre a solução do Sistema Auxiliar de Hori, de 
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modo a caracterizar o principal comportamento do vínculo imposto 
por tal conceito, bem como dos valores de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace. Uma caracterização dos 
elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito 
às influências decorrentes de tal conceito é também discutida.

4.1 Solução do Sistema Auxiliar de Hori 

O Sistema Auxiliar de Hori, que caracteriza o principal com-
portamento do movimento, é definido a partir do Método de Hori 
(1966) por:

 

d
d

v p
H

V qi j
i jτ

( , )
( , )

′ ′ =
∂ ′

∂ ′ ′
4     

                                                        i j
d
d

V qi j

= =

′ ′ =
−

1 2 1 2 3 4, ; , , ,

( , )
τ

∂∂ ′
∂ ′ ′

H
v pi j

4

( , )
 

 (4.2)

onde:

i) ( , , , )′ ′ ′ ′v p V qi j i j  são as novas variáveis canônicas que definem os 
principais comportamentos das correspondentes variáveis 
canônicas originais ( , , , )v p V qi j i j

ii) τ é o parâmetro de integração de Hori

iii) ′ = ′ ′ ′ ′ = ′ + − ′ ′H H v p V q A Z A
D

X
vi j i j4 4

2

10
24 0 4 0 2( , , , ) ( , ) ( , ) . .senα

com:

′ = ′ + ′ − ′ − ′












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 + ′ −

=
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X
v v p p qj j m m
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j j m

1 1
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3
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

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
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


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





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∑∑ qm
mj

′ = ′− ′+ ′ ′+ ′ ′ 
=
∑α φ γ φ φV

X
p qj j j

j
2

20
0

1

31

2
.cos sen

′ = ′φ φ( )X  é uma variação em torno de 0 =  tal que:
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d
dX
′
′
=

φ
ε0 1 3( )/

 

′ = ′ + ′








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








satisfazendo:

a) ′
′

′
′ ′

= ( )Z
v

X
V

p

X

q

X
j j,  1

10
2

20 20

2 30, , , /ε

b) 
′

′ = ( )v
X

X2

20

0,   ε

c) g40 = 0

Esse sistema é aqui discutido tomando em consideração as ideias 
básicas do Método de Hori, as quais requerem que suas variáveis 
canônicas preservem as principais características das correspon-
dentes variáveis canônicas originais. Sob tal condição, o conceito 
de Equilíbrio Instantâneo Similar impõe sobre o sistema de Hori as 
características que se seguem:

i) sua solução é definida nas vizinhanças da condição (3.34), a 
qual é caracterizada através da condição:

 ′ = ′α φ  (4.3)

 que, por sua vez, define o vínculo:

 ′ = ′








 + ′























= =

′

∑ ∑v p qj j
j

j j
j

20 0
1

3
2

0
1

3
2

1
2

γ γ
α == ′

′= ′
− ′ℑ =

φ

α φ
0  (4.4)

 que caracteriza o principal comportamento do correspon-
dente vínculo original (3.37).

ii) a variável canônica ′v2 está sujeita a influência do vínculo 
(4.4), de modo a preservar a influência do vínculo (3.37) 
sobre a correspondente variável original v2.
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Introduzindo o elemento auxiliar de integração:

 M
A

X
= −( )( , )4 0

10
0τ τ  (4.5)

onde t0 é uma constante de integração, segue-se que o sistema (4.2) 
se escreve:
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 (4.6)

Com respeito à sua solução, note primeiramente que:

 ′ =v v1 10  (4.7)

onde v10 é uma constante de integração.

Para se obter os elementos ′pj e ′qj, consideremos suas combi-
nações:
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m m
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cujas soluções se escrevem:

 

γ φ φ φ

γ

m m
m

m m
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202

2.cosφ φ φ. .sen0 0Γ
 (4.8)

onde Γ0 0,φ  são constantes de integração.

Levando tais elementos (4.8) em (4.6) segue-se que:
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de modo a obter:
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onde ρ φj j j0 0 1 2 3, ( , , )   = : são constantes de integração satisfazendo:
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Ressalte-se também de (4.8) e (4.9) os elementos auxiliares:
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 (4.11)

posteriormente utilizados neste estudo.
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Com respeito ao 4º satélite de (4.6) encontramos: 

 
′ = ′+

′ = ′+

p X V

q X V
4 10 40 1 40

4 10 40 1 40

. .sen( )

. .cos( )

ρ φ

ρ φ
 (4.12)

onde 40, 40 são constantes de integração.

A determinação das outras variáveis do sistema requer a intro-
dução dos elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984), 
aqui definidos com o auxílio de (4.2), (4.11) e (4.12) por:
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 (4.13)

O correspondente sistema auxiliar se escreve:

 

d
dM

H

dH
dM

D

ξ
ξ

ξ

=
′
=

= +

                                  
dV
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1 2
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 (4.14)

cujas respectivas integrais primeiras de Hori e Sessin são dadas por:

 
E K

G
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H K
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= − + +( )
ξ

ξ

2

2 21
2

 (4.15)

Note de (4.7), (4.13) e (4.15) que a integral G-Sessin caracteriza 
uma constante em excesso definida por:
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X

v
X

j
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
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2
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4

ρ  (4.16)

O elemento auxiliar , caracterizado pela equação:

 d
dM

P
ξ

ξ= ± − ( )  (4.17)
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onde:

 P E D E DGξ ξ ξ ξ( ) = − − + −4 2 22 2 2( )

é definido através da integral

 M
d

P
=

− ( )∫
ξ

ξ
 (4.18)

cuja região de integração é identificada através do Modelo de Sessin 
e Ferraz-Mello (1984).

Ressalte-se que  e os elementos H, K, ′ ′V v1 2  e  definidos de (4.6), 
(4.13), (4.14) e (4.15) por:

 

H
d
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dM
v X G
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= −

′
=

′ = − +( )
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ξ

ξ

2

1

2 10

2
 (4.19)

tem por característica comum o fato de serem definidos em termos 
das constantes de integração E e G e do parâmetro M.

 

ξ ξ= ( )
= ( )
= ( )
′= + ′( )
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K K E G M

V V V E G M

v v E G

, ,

, ,

, ,

, ,

,
1 10 1

2 2 ,,M( )

 (4.20)

Embora tais elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello defi-
nam as características da Solução do Sistema Auxiliar de Hori, suas 
expressões não levam em consideração as influências do vínculo ′v20 
sobre tais elementos, de modo a não permitir um estudo completo 
das influências das perturbações de ordens superiores sobre a refe-
rida solução.

Com respeito a tal vínculo, note primeiramente das equações 
(4.6) e (4.13) que:

 dv
dM

X H
′
= −2

10  (4.21)
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Tomando em consideração a relação auxiliar decorrente de (4.14)

 
H

D
d

dM
H K= +( )1

2
2 2

 

segue-se que:

 
′ = − +( )v v

X
D

H K2 20
10 2 2

2

onde v20 é uma constante de integração. Substituindo em tal expres-
são a integral G-Sessin (4.15) e comparando o resultado obtido com 
a expressão do elemento x (4.13) encontramos:

 ′ = − +( )v v X G2 20 10 ξ  (4.22)

onde

 v20 = 0

caracteriza a possível influência do vínculo (4.4) sobre a referida 
variável, de modo a preservar a influência do vínculo (3.37) sobre a 
correspondente variável canônica original v2.

Ressalte-se de (4.13) que os elementos ,H,K, definidos por 
(4.20) a partir do sistema auxiliar (4.14), não levam em consideração 
a possível influência do vínculo (4.4) através da variável canônica ′v2.

A dificuldade inerente à integração da correspondente conjuga-
da canônica ′V2 é neste estudo levantada a partir do elemento ′α  (4.2) 
e da equação (4.8) através da expressão:

 ′ = + ′− ′V2 0 0Γ cosφ φ α  (4.23)

de modo a identificar 

 ′ =V2 0 0Γ cosφ  (4.24)

sob a condição (4.3). 

Com respeito à identificação das características da variável ca-
nônica ′V1  , note primeiramente de (4.6) que a equação:

 
dV
dM

Z
′
= − ′1 2
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caracteriza o caso particular da equação

 

d
dM

V
X

p qj
J

j j′− ′ ′+ ′ ′ 











=

=
∑1

20
0

1

31
2

2γ φ φ ξ.cos .sen

cuja solução em termos do elemento ′α  (4.2), se escreve:

 ′− ′ = + − ′+ ′∫V V V dM1 2 10 2 ξ φ α  (4.25)

onde V10 é uma constante de integração, de modo a identificar 

 
′− ′ = + ∫V V V dM1 2 10 2 ξ

 

sob a influência da condição (4.3).
Essas influências da condição (4.3) sobre as variáveis ′V1 , ′V2 e a 

influência do vínculo (4.4) através da variável ′v2 caracterizam neste 
estudo as influências do Equilíbrio Instantâneo sobre os elementos 
auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello.

Objetivando uma melhor compreensão dos resultados obtidos, 
reescrevemos a solução do Sistema Auxiliar de Hori (4.6), sob as 
influências do Equilíbrio Instantâneo Similar, como se segue:

 

′ =

′= + ′+ − ′+ ′

′ = − +( )
′ = +

∫

v v

V V V dM

v v X G

V

1 10

1 10 2

2 20 10

2 0 0

2 ξ φ α

ξ

ϕΓ cos ′′− ′

′ − ′







 = ′+( )

′ −

=
∑

φ α

γ γ ρ φ

γ

p p X V

q

j j m m
m

j j

j j

0 0
1

3

10 0 1 0. . .sen

00 0
1

3

10 0 1 0

0
1

3
2

γ ρ φ

γ

m m
m

j j

m m
m

q X V

p
v

. . .cos

.

′







 = ′+( )

′ = −
′

=

=

∑

∑
22

2

2
2

20
20 0 0

0
1

3
2

20
2

X
X

q
v

X
Xm m

m

.sen cos

. .cos

′+ ′+( )

′ =
′

′+
=
∑

φ φ φ

γ φ

Γ

00 0 0Γ sen ′+( )φ φ

 (4.26)
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onde:

i) as constantes de integração independentes são

E v V j j, , , , , , ,τ φ ρ φ0 10 10 0 0 0 0Γ  (j = 1,3,4)

ii) as constantes de integração em excesso satisfazem

 
γ ρ φj j j

j
0 0 0

1

3

0. sen =
=
∑

 

   (j = 2)

 
γ ρ φj j j

j
0 0 0

1

3

0. cos =
=
∑

 v20 = 0

 
G

X
v

X
j

j

= −










=
∑1

210
10

10
0

2

1

4

ρ

iii) tal solução é definida na particular vizinhança

 ′ = ′α φ

 sob a influência do correspondente vínculo.

 ′ = ′








 + ′























= =

′

∑ ∑v p qj j
j

j j
j

20 0
1

3
2

0
1

3
2

1
2

γ γ
α == ′

′= ′
− ′ℑ =

φ

α φ
0

 o qual caracteriza o elemento de referência

 

1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q′








 + ′























= =

′= ′

∑ ∑

De modo a completar a identificação de tal solução é necessário 
caracterizar os elementos ξ , , ,H K V′1  tomando por referência modelo 
de identificação de Sessin e Ferraz-Mello (1984) como se segue.
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4.2  Elementos característicos de Sessin  
e Ferraz-Mello

A determinação de tais elementos inicialmente requer a iden-
tificação da região de integração associada com a equação (4.18). 
Para tal, note dos capítulos anteriores que as variáveis canônicas 
originais (vi,Vi) e o ângulo auxiliar a se escrevem em termos dos 
elementos originais através das expressões:

v L L L L Y

V
X

S L L

j
j

1 1 10 2 20
1

4

1
1 2

10
10 1

3

2
1

2
3

= −( )+ −( )−

=
+

+ +( ) −( )+

=
∑

θ θ
11

2

20 2
1

4

1

+( ) −( )+










= −
=

+

∑S L L Yj
j

i i iθ λ λ

v e L e L senj j j
j

j j j j
j

j2 0 0 0
1

3
2

0 0 0
1

31
2

= −








 +



= =
∑ ∑γ χ γ χcos * *




















= +

= −

−

−

2

2
1

1

V W

W

φ

α β

cot

cot

*

*

 (4.27)

onde:

i) β β
θ θ

= +
−

− + +( ) −( )+ +( ) −( ) 0
1 2

10
10 1 20 22

1
2

1 3 1

X
S L L S L L

ii) Y e Lj
j

j
j

j= −
= =
∑ ∑1

21

4

0
2

1

4

0.     com e
Y

Lj
j

j
0

0

2
=

−

iii) χ
θ θ

β βj jw
S
X

L L L L* =
+

+ + − + −( )+ −( ) 
1 2

0
10

10 1 20 22 2

iv) W
h

k

j j
j

j j
j

*

*

*

.

.
= − =

=

∑

∑

γ

γ

0
1

3

0
1

3

com:

 

h e L

k e L

j j j j

j j j j

* *

* *

. .cos

. .sen

=

= −

0 0

0 0

χ

χ
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Note também que o fato do principal comportamento do movi-
mento ser definido sob a condição:
 a = 

sugere de (3.45) estimativas mais apropriadas dadas por:

 

γ α

γ α

j j
j

j j
j

h v

k v

0 2
1

3

0 2
1

3

2

2

. .cos

. .sen

= −

= −

=

=

∑

∑
 (4.28)

onde

h Y V w
v
X

k Y sen V w
v
X

j j j

j j j

= − + +










= − − + +









2
2

2
2

1
1

10

1
1

10

.cos

. 

com

 
V

v
X

S
X

L L L L1
1

10

1 2

10
10 1 20 22 2 2

+ =
+

+ −( )+ −( ) 
θ θ

Ressalte-se que se uma orientação da contribuição forçada é 
caracterizada pelos elementos V w1 4, ,a  então a orientação contrária é 
definida pelos elementos π π α+ + −V w1 4, , .

Tomando por referência as ideias básicas de Sessin e Ferraz-
-Mello (1984) com respeito ao Método de Hori (1966), de (4.13) e 
(4.14) segue-se em primeira aproximação para uma data conside-
rada que:

 

ξ

α

= − −










= − −

= −

=
∑1 1

2

1 2

1

10
1 0

2
0

1

4

10
2

X
v e L

H
D

X
v

K

j j
j

n

.

( ) . .cos

( )nn

j j
j

D
X

v sen

E K

G
X

v v e L

10
2

2

10
1 2 0

2
0

1

4

2

1 1
2

. .

.

−

= +

= − −










=
∑

α

ξ

 (4.29)
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onde ressaltamos o elemento auxiliar:

 
v e L

X
j j j

jj
2 0

2
0

10
0

2

1

4

1

41
2 2

+ =
==
∑∑ . ρ

bem como os elementos −2 2v  e a definidos por (4.28).

Assumindo que o movimento apresenta características similares 
as do movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter e recorrendo a 
seus elementos médios numa data conhecida (Sato, 1986) podemos 
identificar suas características associadas com a região II do plano 
(E,G) de Sessin e Ferraz-Mello (1984), onde librações e circulações 
harmônicas estão definidas. Nesse caso, recorrendo ao Apêndice 
A-4 e a Tabela 7 do Apêndice B encontramos a solução do sistema 
auxiliar (4.14) descrita por funções das constantes de integração 
E,G e do parâmetro M, definidas na conveniente vizinhança (4.3):

 

ξ ξ= ( )

= ( )

= ( )

′= +

=

=

=

∑

∑

∑

j jV

H H j jV

K K j jV

V V

j

j

j

.cos

.sen

.cos

0

1

0

1 10 0Γ ccos ( ) ( )sen

( ).cos

φ0 1 1
1

2 2
0

0+ +

′ =
=

=

∑

∑

V V V j jV

v v j jV
j

j

 (4.30)

onde

 V = V(0)M

Este estudo também identifica o elemento auxiliar ′α  definido 
de (4.13), sob a condição (4.3), por:

 ′ = 







−α cot 1 H
K

 (4.31)

cujo correspondente elemento:

 cos ( , ).sen′ =
=
∑α η m mV
m

1
1

 (4.32)

tem seus coeficientes apresentados na Tabela 7 do Apêndice B.
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Ressalte-se neste estudo que tais elementos auxiliares não levam 
em consideração a possível influência do vínculo (4.4), o qual está 
associado com as características da constante em excesso v20 da 
variável canônica ′v2 (4.22). Note também que tal constante em 
excesso pode ser definida por uma função das independentes cons-
tantes de integração (4.26), de modo que a condição

 v20 = 0

define a natureza do vínculo (4.4) de acordo com as ideias básicas 
do Método de Hori, o qual pode caracterizar o principal compor-
tamento do vínculo original (3.37) sobre o movimento. Embora a 
contribuição de tal vínculo não afete a solução (4.26) do Sistema 
Auxiliar de Hori, ela pode ser essencial para a contribuição dos 
elementos auxiliares no estudo das influências das perturbações de 
ordens superiores sobre a referida solução.

Consequentemente torna-se necessário um aperfeiçoamento 
dos desenvolvimentos (4.30), de modo a levar em consideração a 
influência do vínculo associado. Esse aperfeiçoamento é a seguir 
discutido, tomando em consideração as ideias básicas do Método 
de Hori, as características da variável ′v2 e a influência do vínculo 
(4.4) sobre a referida variável.

Ressalte-se que tal aperfeiçoamento para os elementos caracte-
rísticos ′ ′ ′v H K v2 2 2, , , , cosξ α  não será estendido para os elementos 
angulares ′V1  e V, os quais serão assumidos independentes de tal 
influência. Note de (4.30) que:

 
V V E G M
V V V E G M
=
′= + + ′′

( . , )
cos ( , , )1 10 0 0 1Γ φ

 (4.33)

estão sujeitos apenas à condição (4.3):

 ′ = ′α φ .
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4.3  Influências do vínculo do equilíbrio 
instantâneo similar sobre a solução do 
Sistema Auxiliar de Hori

Este estudo é desenvolvido tomando em consideração as ideias 
básicas do Método de Hori (1966), as quais requerem que as novas 
variáveis canônicas preservem as principais características das 
correspondentes variáveis canônicas originais. Sob tal condição, o 
Equilíbrio Instantâneo Similar impõe sobre a solução do Sistema 
Auxiliar de Hori e as variáveis canônicas originais associadas com o 
Ângulo Crítico Laplaciano as seguintes características:

i) a solução (4.26) do sistema auxiliar de Hori é definida na 
particular vizinhança

 ′ = ′α φ  (4.34)

 a qual caracteriza o vínculo:

 ′ = ′








 + ′























= =

′

∑ ∑v p qj j
j

j j
j

20 0
1

3
2

0
1

3
2

1
2

γ γ
α == ′

= ′
− ′ℑ =

φ

α φ
0  (4.35)

 que define o principal comportamento do correspondente 
vínculo original (3.37). Note que tal vínculo identifica o 
elemento de referência

 1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q′








 + ′























= =

′= ′

∑ ∑  (4.36)

 em torno do qual é definido o elemento

 

1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γj j
j

j j
j

p q′








 + ′























= =

∑ ∑

ii) a influência do vínculo (3.37) sobre a variável original v2 (3.42) 
é preservada pela correspondente variável canônica ′v2 (4.22)

 ′ = − +( )v v X G2 20 10 ξ  (4.37)
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 através da constante em excesso

 v20 0=

 cujas características definem o vínculo (4.35) através da 
condição:

 v v20 20= ′

iii) as variáveis canônicas originais associadas com o ângulo 
crítico laplaciano u U2 2

* *,( ) são definidas em torno dos valores 
de referência (3.46) associados com a condição do Equilíbrio 
de Laplace, cujos principais comportamentos são avaliados 
por:

 

u u

U U
X
X

Z

t t

t t

L

L

2 2
0

2 2
0 20

10

0

1
2

*

* *

sec

=

=

= >

= =










 (4.38)

 de modo a satisfazer

 

u
X

U
X

p qj j
j

j j
j

2

20

2

2
20

0
1

3
2

0
1

3

4
1

4
2

*
*







 + = ′









 + ′

= =
∑γ γ∑∑

























′= ′

2

α φ

 para a ordem de grandeza considerada.

Este estudo das influências do Equilíbrio Instantâneo Similar 
sobre a solução do Sistema Auxiliar de Hori requer como condi-
ção essencial a identificação da natureza de seu correspondente 
vínculo (4.35) através das características da constante em excesso 
v20. Tal identificação é aqui discutida tomando por referências dois 
diferentes caminhos. O primeiro caminho caracteriza parcialmente 
a natureza da constante em excesso v20 levando em consideração 
o elemento de referência (4.36) definido pelo vínculo (4.35). O 
segundo caminho caracteriza parcialmente a natureza da constan-
te v20, tomando em consideração duas expressões da variável ′v2 e 
a contribuição nula da referida constante. Uma comparação dos 
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resultados obtidos identifica a natureza da constante em excesso 
v20, de modo a permitir a caracterização do vínculo (4.35) e de seu 
correspondente elemento de referência (4.36). Ressalte-se uma hi-
pótese adicional sobre o elemento de referência de modo a levantar 
uma indeterminação decorrente de tal identificação.

Objetivando a identificação da constante em excesso v20 sob a 
influência do Equilíbrio Instantâneo Similar, note primeiramente 
das equações (4.30) e (4.37) que a variável canônica ′v2 se escreve:

 ′ = +
=
∑v v v j jV
j

2 20 2
0

( )cos  (4.39)

onde:

 

v X G

v j X j
2 10

2 10

0 0( ) ( )

( ) ( )

= − + 
= −

ξ

ξ

cujos coeficientes ( j) são independentes da influência da constante 
em excesso v20.

O segundo passo é obtido tomando em consideração as caracte-
rísticas do correspondente elemento definido em torno do elemento 
de referência (4.36). Nesse caso encontramos de (4.11) e (4.39) que:

 
1
2 0

1

3
2

0
1

3
2

γ γj j
j

j j
j

kp q L′








 + ′
























=

= =
∑ ∑ .coskkV

k=
∑

0

 (4.40)

onde:

i) Lk são funções das independentes constantes de integração 
(4.26) satisfazendo:

 L Lk k+ <1  (4.41)

ii) em particular note que:

 L X v
L
X

X0 20 0
2

2 0 0
00

20

4 3
202 0

8
0= + + = ( )Γ Γ( ). sen ./φ ε  (4.42)

com:

 L v v k X
k

00 2
2

2
2

1

2
20

20
1
2

0= + = ( )
=
∑( ) ( ) .ε  (4.43)
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Tais características nos levam a assumir neste estudo que o prin-
cipal comportamento do elemento de referência (4.36) é definido 
por :

1
2

20
1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q′








 + ′

























=
= =

′= ′

∑ ∑ XX v
v
X20 0

2
2 0 0

2
2

20
00

0
8

Γ Γ+ + +( ) sen
( )

φ γ

 (4.44)

onde g0 é uma constante a ser posteriormente especificada.
Como natural consequência de tal formulação segue-se que a 

influência do Equilíbrio Instantâneo Similar sobre a constante em 
excesso v20 pode ser sugerida através da expressão:

 v X v
v
X

T20 20 0
2

2 0 0
2
2

20
02 0

0
8

0= + + − =Γ Γ( ) sen
( )

φ  (4.45)

onde T0 é uma outra constante a ser especificada, de modo a assegu-
rar a validade do vínculo (4.35) . Tal resultado (4.45) caracteriza a 
primeira identificação parcial da constante em excesso v20.

A segunda abordagem toma em consideração as características 
da variável canônica ′v2. Note primeiramente de (4.6) que

 

dv
dM

DX v
′
= − − ′ ′2

10 22. .cosα

permite escrever:

 

d
dM

v DX− ′



 = ′2 2 10 .cosα

Como o elemento ′α  (4.31) é assumido independente da cons-
tante v20, recorrendo a (4.32) podemos integrar tal equação de modo 
a obter:
 − ′ = +

=
∑2 2 0

1

v v C k kV
k

( ).cos  (4.46)

onde:

i) os coeficientes C(k) são funções das constantes de integração 
E,G, que são apresentados na Tabela 8 do Apêndice B.
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ii) v0 é uma outra constante em excesso a ser associada com a 
influência da constante v20.

Como consequência de (4.46) segue-se que a variável canônica 
′v2 pode também ser caracterizada através da expressão:

 ′ = ′
=
∑v v j jV
j

2 2
0

( ).cos  (4.47)

cujos coeficientes ′v j2 ( ) são apresentados na Tabela 8 do Apêndice 
B, sujeitos a influência da constante v20 através da constante v0. Em 
particular, note que:

 ′ = − + 





 −



















v
v D

V
f

d
d

X2
0
2

2

2

100
2

9
4 0

1
3

( )
( ) *

*  (4.48)

onde:

i) D
V

d
f d2

2

0 3
1

3
2

11
12( )

*
* *

= + −

















ξ

ii) Os elementos característicos x * *, , d f  são apresentados na 
Tabela 7 do Apêndice B como funções das constantes de 
integração E,G.

Comparando-se as expressões (4.39) e (4.47), que caracteri-
zam a mesma variável ′v2, segue-se que uma segunda identificação 
parcial da constante em excesso v20 é definida através da expressão:

 v v v20 2 20 0 0= ′ − =( ) ( )  (4.49)

bem como os demais coeficientes necessariamente satisfazem:

 ′ =v j v j2 2( ) ( )    j =1 2, ...  (4.50)

Note que os coeficientes ′v j2 ( ) são descritos em termos das cons-
tantes de integração E,G e v0, ao passo que os coeficientes v2( j) são 
definidos apenas em termos das constantes de integração E,G.

Como v0 é uma constante em excesso, sob condição similar à dos 
Satélites Galileanos de Júpiter.

 v2 0 0( )<
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assumimos para a identificação do coeficiente ′v2 0( ) (4.48) que:

 
v

v0
2

2 02
0= − −( ) θ  (4.51)

onde 0é uma outra constante em excesso tal que:

 θ0 2 0< −v ( )  

Substituindo (4.51) em (4.48) encontramos

 
′ = + −









 −





v v
d

f
d

X2 2 0
2

100 0
3
4

1
3

( ) ( )
**

*θ
ξ

 

de modo a caracterizar a segunda identificação parcial da constante 
em excesso v20 (4.49) através da expressão:

 v
d

f
d

X20 0
2

10
3
4

1
3

0= −








 −





=θ
ξ *

*

*  (4.52)

Como consequência natural da equivalência das equações (4.45) 
e (4.52), com respeito a constante em excesso v20, segue-se que as 
correspondentes constantes em excesso 0 e T0 podem ser caracte-
rizadas por:

 
θ φ γ0 20 0

2
2 0 0

2
2

20
02 0

0
8

= + + +X v
v
X

Γ Γ( ) sen
( )

 (4.53)

 
T

d
f

d
X0

2
10 0

3
4

1
3

=








 −





−
ξ

γ
*

*

*

de modo a identificar o vínculo (4.35) por:

v X v
v
X d

f
d

20 20 0
2

2 0 0
2
2

20
0

22 0
0

8
3
4

1
3

= + + + −








 −Γ Γ( ) sen

( ) *

*

*

φ γ
ξ 







 =X10 0

(4.54)

bem como o correspondente valor de referência (4.36)

1
2

3
0

1

3
2

0
1

3
2

γ γ
α φ

j j
j

j j
j

p q′








 + ′

























=
= =

′= ′

∑ ∑ 44
1

3
2

10
ξ *

*

*

d
f

d
X









 −









  (4.55)
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Sob tal identificação, note que a constante em excesso v0 (4.51) 
se escreve:

 
v

v X v
v
X

0
2

2 20 0
2

2 0 0
2
2

20
02

0 2 0
0

8
= − − − − −( ) ( ) sen

( )
Γ Γ φ γ  (4.56)

a qual permite a identificação dos coeficientes ′v j2 ( ) da variável ca-
nônica ′v2 (4.27), de modo a tomar em consideração a influência do 
vínculo do Equilíbrio Instantâneo Similar.

Para completar essa identificação torna-se necessário especifi-
car a constante g0 associada com o elemento de referência (4.44). 
Tomando em consideração a hipótese de contribuição de ordem 
superior com respeito ao principal comportamento do elemento, 
segue-se que a constante g0 é definida pela estimativa:

 g0 = 0 (4.57)

de modo a definir os principais comportamentos da constante v0 
(4.56) e do vínculo (4.54) através das expressões:

 

v
v X v

v
X

0
2

2 20 0
2

2 0 0
2
2

202
0 2 0

0
8

= − − − −( ) ( ) sen
( )

Γ Γ φ
 

v X v
v
X d

f
d

20 20 0
2

2 0 0
2
2

20

22 0
0

8
3
4

1
3

= + + −








 −




Γ Γ( ) sen

( ) *

*

*

φ
ξ 


 =X10 0 (4.58)

Em acréscimo, torna-se necessário levar em consideração tal in-
fluência sobre os elementos característicos dependentes da variável 
′v2. Recorrendo a (4.47), note de (4.13), (4.15), (4.16) e (4.21) que:

 

ξ

ξ

α

= −
′
−

= −
′

= −

′ ′ = − − 

v
X

G

H
X

dv
dM

K E

v
X

D
H K

2

10

10

2

2

2
10 2 2

1

2
2

.cos
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caracterizam os novos desenvolvimentos.

 

ξ ξ= ′( )

= ′( )

= ′( )

′

=

=

=

∑

∑

∑

j jV

H H j jV

K K j jV

v

j

j

j

.cos

.sen

.cos

.cos

0

1

0

2 22
0

′ = ′
=
∑α W j jV
j

( )cos

 (4.59)

onde:

i) os correspondentes coeficientes são definidos por funções 
das constantes de integração E,G,v0e são apresentadas na 
Tabela 8 do Apêndice B e Apêndice A-5.

ii) os coeficientes ′ ′ ′ξ ( ), ( ), ( )j H j K j  preservam os mesmos valo-
res dos correspondentes coeficientes definidos por (4.30).

iii) o elemento auxiliar ′ ′v2 2cos α  é aqui introduzido com o ob-
jetivo de facilitar posterior determinação da nova Hamilto-
niana definida pelo Método de Hori.

O estudo das influências do vinculo do Equilíbrio Instantâneo 
Similar se completa com a caracterização do principal compor-
tamento da variável auxiliar Z* (3.44) através do correspondente 
elemento

 
Z

X
p p qj j m m

mj
j j m

*′ = − ′ − ′

















 + ′ − ′

==
∑∑1

2 20
0 0

1

3

1

4
2

0 0γ γ γ γ qqm
m=
∑


















1

3
2

que em termos dos elementos da solução (4.26) se escreve:

  Z
X
X j

j

*′ = −










=
∑1

2
10

20
0

2

1

4

ρ  (4.60)

Note da influência da comensurabilidade laplaciana que tal ele-
mento é caracterizado sob a influência do correspondente vínculo.
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4.4  Influências da condição do equilíbrio de Laplace

De modo a completar a identificação nas características do prin-
cipal comportamento do movimento, torna-se necessário levar em 
consideração a influência da condição do Equilíbrio de Laplace, 
em torno da qual o conceito de Equilíbrio Instantâneo Similar é 
definido.

Sob tal influência, segue-se neste estudo que o movimento é 
definido em torno da conveniente vizinhança (4.3).

 ′ = ′α φ com ′ =φ   (4.61)

sob a influência do vínculo (4.58) na restrita vizinhança:

Outro resultado decorrente de tal formulação mostra das equa-
ções (4.38) e (4.55) que os principais comportamentos das variáveis 
canônicas originais associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano 
são caracterizados pela equação:

 
u
X

U
d

f
d X

X
2

20

2

2
2 10

204
3
8

1
3

2
*

*
*

* .








 + =









 −















∗ξ


  (4.62)

em torno dos correspondentes valores de referência (4.38), associa-
dos com a condição do Equilíbrio de Laplace.
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5 
HAMILTONIANA E GERATRIZ DA 

TRANSFORMAÇÃO DO MÉTODO DE HORI 
 

Não obstante suas outras características neste estudo discutidas, 
a aplicação do Método de Hori (1966) tem por regra geral a defini-
ção de uma transformação canônica

 
v p V q v p V qi j i j i j i j, , , , , ,( )→ ′ ′ ′ ′( )

através de suas correspondentes equações e solução de seu sistema 
auxiliar.

Sob a notação:

i) Hamiltoniana original

 H H H/= + +4 5 

ii) Geratriz da Transformação

 ′ = + +S S S4 5 
 (5.1)

iii) Hamiltoniana transformada

 ′ = ′ + ′ +H H H4 5 

 suas equações para as componentes de ordens menores se 
escrevem

 ′ =H H4 4  (5.2)

 ′ = +{ }H H H S5 5 4 4,
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com correspondentes soluções dadas por:

 

′ = ′ ′ ′ ′( )
′ = ′ ′ ′ ′( )
= ′

H H v p V q

H H v p V q

S H v

i j i j

i j i j

i

4 4

5 5

4 5

, , ,

, , ,

,

sec

′′ ′ ′( )∫ p V q dj i j
per

, , τ

 (5.3)

Tomando em consideração tais características do método, o 
estudo que se segue tem por objetivo a identificação dos elementos:

i) Integral Primeira de Hori
ii) Núcleo das Principais Perturbações de Ordens Superiores 

com respeito à solução do Sistema Auxiliar de Hori associa-
do ao movimento.

iii) Núcleo Principal da Geratriz da Transformação.

5.1 Hamiltoniana transformada

A principal componente da nova Hamiltoniana ′H  é a integral 
primeira de Hori, a qual é definida diretamente de (3.51) e (4.3) 
por:

 ′ = ′ + − ′ ′H A Z A
D

X
v4

2

10
24 0 4 0 2( , ) ( , ) . .senα  (5.4)

onde:

i) Z
X

v v p p qj j m m
mj

j
′ = ′ + ′ − ′ − ′

















 + ′ −

==
∑∑1 1

210
1 2 0 0

1

3
2

1

4

γ γ γγ γj m m
m

q0 0
1

3
2

′































=

∑

ii) ′ = ′− ′+ ′ ′+ ′ ′( )
=
∑α φ γ φ φV

X
p qj j j

j
2

20
0

1

31
2

.cos .sen

iii) ′ = ′φ φ( )X  é uma variação em torno de  0 =  tal que:

 
d
dX

O
φ

ε
′
= ( )1 3/
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iv) ′ = ′ + ′








 + ′













= =
∑ ∑X

X
v p qj j

j
j j

j

1
4

1
220

2 0
1

3
2

0
1

3
2

γ γ. .


























Para se obter a componente ′H5 é necessário identificar a parte 
secular de H v p V qi j i j5 ′ ′ ′ ′( ), , ,  com respeito ao parâmetro de integração 
de Hori. Nesse caso recorrendo às equações (3.51), (4.13) e (4.26) 
segue-se primeiramente que:

H v p V q A G
A
X

A v Ai j i j5
10

25 0
5 0

5 1 5′ ′ ′ ′( ) = + +








 ′ +, , , ( , ).

( , )
( , ) ( ,, ) cos

( , ) . ( , , ) ( , , )*

2 2

5 3 5 0 5 1

2

2 10
0

1

′ ′

+ ′ + + 
=

v

A Z
X

D
H n A j A jj

j

α

44

0 1 0 0 0

10
0 5 0 5 1

∑ ′+ −  +

+ −

ρ φ φj j

j

V

X

D
K n A j A j

.sen cos

. . . ( , , ) ( , ,

Γ

)) .cos cos

. ( , , , )

  ′+ −  +

+

=

=

∑
j

j j

j
j

V

X n A j

1

4

0 1 0 0 0

10 0 5 1 0

ρ φ φΓ

11

4

0
2

10 0
2

4

1

1

0 0 0 05 2 0∑ ∑∑+ −
==

−

ρ ρ ρ φ φj j
ji

j

i j i jX n A i j. ( , , , , ) . .cos(( )+

− ′+ −  +

−

=
∑X n A j V

X

j
j

j j10 0
1

3

0
2

1 0 0 05 1 1 2. ( , , , ) .cos cosρ φ φΓ

110 0
2

3

1

1

0 0 1 0 0 05 2 1 2 2n A i j Vj
ji

j

i j i j. ( , , , , ) . .cos
==

−

∑∑ ′+ + −ρ ρ φ φ Γ ccosφ0 
 

(5.5)

Levando (4.47) e (4.60) em (5.5) e substituindo o resultado ob-
tido em (5.3) segue-se que a componente ′H5 é descrita em termos 
das constantes de integração da solução (4.26) através da expressão:

′ =< ′ ′ ′ ′( ) > = + +






H H v p V q A G

A
X

Ai j i j5 5
10

5 0
5 0

5 1, , , ( , ).
( , )

( , )sec

 ′ +

+ ′ + ′ +
=
∑

v

A W A Z X n A jj
j

2

2
10 0

1

4

0

5 2 0 5 3 5 1 0

( )

( , ). ( ) ( , ) . ( , , , )* ρ jj

j
ji

j

i j i jX n A i j

0
2

10 0
2

4

1

1

0 0 0 05 2 0

+

+ −( )
==

−

∑∑ . ( , , , , ) . .cosρ ρ φ φ
  (5.6)
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onde:

i) G
X

v
X

j
j

= −










=
∑1

210
10

10
0

2

1

4

ρ

ii) Z
X
X j

j

*′ = −










=
∑1

2
10

20
0

2

1

4

ρ  (5.7)

iii) os coeficientes ′v2 0( ) e ′W ( )0  são definidos na Tabela 8 do 
Apêndice B.

Tal solução pode ser descrita em termos das novas variáveis 
′ ′ ′ ′( )v p V qi j i j, , ,  recorrendo-se as expressões das constantes de integra-

ção, as quais são definidas pela solução (4.26) do Sistema Auxiliar 
de Hori. Neste estudo tal identificação não se faz necessária, visto 
que as influências das perturbações de ordens superiores serão dis-
cutidas através das equações variacionais de Lagrange associadas 
com o Método de Hori (Sessin, 1983).

5.2 Geratriz da Transformação

Para a componente S4 da Geratriz da Transformação, de (4.47), 
(4.58), (5.3) e (5.5) podemos escrever:

dS
d

H v p V q
A
X

A v ji j i j per
4

5
10

2
5 0

5 1
τ
=< ′ ′ ′ ′( ) > = +









 ′, , ,

( , )
( , ) ( )).cos

( , ). ( ).cos , ,

jV

A W j jV H
X

D
n A j

j

j
j

j

+

+ ′ + ( )

=

= =

∑

∑ ∑

1

1

10
0

1

4

5 2 5 0 ++  ′+ −  +

+

A j V

K
X

D
n A j

j j

j

( , , ) .sen cos

( , , )

5 1

5 0

0 1 0 0 0

10
0

ρ φ φΓ

−−  ′+ −  +

−

=
∑ A j V

X n A

j
j j

j

( , , ) . .cos cos

. (

5 1

5

1

4

0 1 0 0 0

10 0

ρ φ φΓ

,, , , ) .cos cos

. (

j V

X n A

j
j j

j
j

1 1 2

5

1

3

0
2

1 0 0 0

10 0
2

4

=

=

∑

∑
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j
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1

1
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−

∑ ′+ + − ρ ρ φ φ φΓ

(5.8)
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onde:
i) A( , , )5 4 1 0=

ii) H H j jV
j

= ′
=
∑ ( ).sen

1

 K K j jV
j

= ′
=
∑ ( ).cos

0

 cujos coeficientes ′ ′H j K j( ), ( ) são definidos na Tabela 8 do 
Apêndice B sob as influências do Equilíbrio Instantâneo 
Similar.

iii) ′= + + +
=
∑V V V V V j jV
j

1 10 0 0 1 1
1

0Γ cos ( ) ( ).senφ

 V = V(0)M

cujos coeficientes V1(j) e V(0) são independentes da influência do 
vínculo do Equilíbrio Instantâneo Similar e definidos na Tabela 8 
do Apêndice B. Ressalte-se para o elemento ′V1  que:

 
′ = = ( )

=
∑V V j jV

per
j

1 1
2 3

1

0( )sen /ε

Para a ordem de grandeza adotada neste estudo, o principal com-
portamento da componente S4 se escreve diretamente de (5.8) por:

ρ φ φ

=

=

   ′ ′= + + +   
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∑
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=

=

  +   + 
 ′+ + −Γ + 

 ′ ′
− + +       − − 
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1 1
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j

j

j j
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A j A j A j A j
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sen V kV

X
n

V
φ φ

ρ ρ φ φ φ
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= =

 ′+ −Γ + 
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∑

∑∑

1 0 0 0

1 3
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0 0 0 1 0 0 0 0
1 21
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. . . . (5, , ,2,1). 2 2 cos
2 (0)
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j

j i j i j
i j

A j sen V

X
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(5.9)
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5.3  Núcleos das principais perturbações de 
ordens superiores

Objetivando uma avaliação das contribuições das principais 
perturbações de ordens superiores sobre a solução (4.26) do Sis-
tema Auxiliar de Hori, este estudo requer a caracterização de um 
núcleo principal de tais perturbações que possa definir o principal 
comportamento do sistema de Equações Variacionais de Lagrange 
associadas com o Método de Hori (Sessin, 1983).

Tendo em vista que a componente de menor ordem superior 
′H5 é definida sob as influências do principal comportamento do 

movimento, tal núcleo é aqui definido por:

 R H= ′5  (5.10)

o que pode contribuir para uma identificação mais efetiva dos prin-
cipais comportamentos das constantes e do parâmetro de integra-
ção de Hori com respeito à variável tempo.

Com respeito à identificação das principais contribuições de or-
dens superiores para as variáveis canônicas originais, note de (3.1) 
que o principal comportamento do elemento genérico f

 f f f S= ′+ ′ ′{ }, 

caracteriza a contribuição da geratriz ′S  através do parêntese de 
Poisson ′ ′{ }f S, .

Visto que a componente de menor ordem superior S4 é neste 
estudo definida sob as influências do principal comportamento do 
movimento, suas características serão aqui utilizadas na definição 
de um núcleo representativo S0, que possa permitir uma avaliação 
da principal contribuição da geratriz para o elemento f através da 
expressão:

 f f f S= ′+ ′{ }, 0   (5.11)
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O parêntese de Poisson ′{ }f S, 0  é neste estudo definido por Ses-
sin (1983) em termos das constantes e do parâmetro de integração 
da solução do sistema auxiliar de Hori associado ao movimento.

Para a ordem de grandeza adotada, tal núcleo S0 é definido de 
S4 (5.9) por:

S
V

S k kV

X n S j k V kV

k

j j

0
1

10 0 0 1

1
0

0= +




+ ′+ +

=

∞

∑( )
( , ).sen

. . ( , ).senρ φφ φj
jk

0 0 0
1

4

− 




==−∞

∞

∑∑ Γ cos
 (5.12)

onde:

i) ′= + + + ′V V V V V
per1 10 0 0 1 10Γ cos ( )φ

ii) S k
k

X
A

A
X

A v k A W k( , )
( , )

( , )
( , ) ( ) ( , ). (0

1
4 0

5 0
5 1 5 210

10
2= +









 ′ + ′ ))












 

 ′ ′− −
− + +       + + 

<

=

10

1 1

1 ( ) ( )
(5, ,0) (5, ,1) (5, ,0) (5, ,1) ,

(4,0) (0) (0)2
0

( , )

X K k H k
A j A j A j A j

A V k V kD
                                                                                                      k

S j k
′

− =  

 ′ ′
− − +       + + 

10

1

10

1 1

1 (0)
. (5, ,0) (5, ,1) 0

(4,0) (0)

1 ( ) ( )
(5, ,0) (5, ,1) (5, ,0) (5, ,1)

(4,0) (0) (0)2

X K
A j A j                                         k

A VD

X K k H k
A j A j A j A j

A V k V kD
                             












 > 0                                                                         k

cujos valores são definidos no Apêndice A-6.

As contribuições dos núcleos R e S0 para os elementos do mo-
vimento são discutidas a seguir, de modo a levar em consideração 
as influências do Equilíbrio Instantâneo Similar na conveniente 
vizinhança (4.61):

 ′ = ′α φ  com ′ =α 

sujeito à influência do vínculo (4.58).
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Sob tais condições, as variáveis são definidas de (4.26) por:

 

′ =

′= + ′+

′ = − +( ) = ′

′ =

∫
∑
=

v v

V V V dM

v X G v j jV

V

j

1 10

1 10 2
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0

2

2 ξ

ξ ( )cos

Γ00 0
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. . .sen
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γ
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

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
 = ′+( )

′ −

=
∑p p X V

q
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m

j j

j jj m m
m
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m m
m

q X V

p
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1
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0
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
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
 = ′+( )

′ = −
′

=

=

∑

∑ 22

20
20 0 0

0
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3
2
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2
2

2
2

X
X

q
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X
Xm m

m

.sen cos

. .cos

′+ ′+( )

′ =
′

′+
=
∑

φ φ φ

γ φ

Γ

220 0 0Γ sen ′+( )φ φ

 (5.13)

Nesse caso as componentes ′H4 e ′H5 preservam suas caracterís-
ticas definidas pelas equações (5.4) e (5.6), porém o núcleo S0 da 
geratriz da transformação é aqui definido pelo principal comporta-
mento de (5.12).

 

S
V

S k kV

X n S j k V kV

k

j j

0
1

10 0 0 1

1
0

0= +




+ ′+ +

=

∞

∑( )
( , ).sen

. . ( , ).senρ φφ j
jk

0
1

4

 




==−∞

∞

∑∑
 (5.14)

negligenciando-se a contribuição de ordem superior devido ao ele-
mento Γ0 0cosφ .

É conveniente ressaltar que o conceito de Equilíbrio Instantâ-
neo Similar também requer a independência das contribuições li-
vres e forçadas das excentricidades, bem como a independência das 
variáveis canônicas ′ ′ ′ ′v V p qj j1 1, , ,  com respeito as suas influências. Tais 
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requisitos são aqui assumidos pela condição de que a transformação 
canônica de Hori.

 
v V p q v V p qi i j j i i j j, , , , , ,( )→ ′ ′ ′ ′( )

necessariamente satisfaz na conveniente vizinhança (4.61):

v v V V

p p p pj j m m
m

j j m m
m

1 1 1 1

0 0
1

3

0 0
1

3

= ′ = ′

−








 = ′ − ′






= =
∑ ∑γ γ γ γ  −









 = ′ − ′









= =
∑ ∑q q q qj j m m
m

j j m m
m

γ γ γ γ0 0
1

3

0 0
1

3

 (5.15)

Consequentemente segue-se que tais elementos devem perma-
necer invariantes sob tal transformação.
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6 
INFLUÊNCIAS DAS PRINCIPAIS 

PERTURBAÇÕES DE ORDENS SUPERIORES 
 

O estudo de tais influências sobre a solução do Sistema Auxiliar 
de Hori (4.26) é desenvolvido através das equações variacionais de 
Lagrange associadas com o Método de Hori, as quais são definidas 
de Sessin (1983) por:

 

dC
dt

C C
R
C

n
n

µ
µ ϑ

ϑ ϑ

µ= { } ∂
∂

= −
=

−

∑ , , , ,
1

2 2

1 2 2 2

 
dM
dt

dM
d

M E
R
E

M C
R
C

n

= +{ }∂
∂

+ { } ∂
∂=

−

∑τ ϑ
ϑ ϑ

, ,
1

2 2

 (6.1)

onde:

i) Cm( m=1,2,…,2n – 2)são as independentes constantes de in-
tegração da solução (4.26) do Sistema Auxiliar de Hori

ii) E é a integral primeira de Hori (4.13)
iii) M = M(t – t0) é o parâmetro auxiliar de integração (4.5), 

onde t0 é outra constante de integração independente.
iv) {Cm, C}é o parêntese de Poisson entre as constantes de 

integração Cm e C.
v)  R Hm

m

= ′
=
∑

5

 é a contribuição das perturbações de ordens supe-

riores definida por:
 R = R (E,Cm)
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Para identificar os principais comportamentos das constan-
tes de integração e do parâmetro de Hori com respeito à variável 
tempo, é assumido que o principal comportamento do sistema va-
riacional (6.1) é definido pelo núcleo das principais perturbações de 
ordens superiores (5.10)
 R H= ′5 (6.2)

Em acréscimo a tal formulação, como o movimento é definido 
sob a condição do Equilíbrio Instantâneo Similar, torna-se necessá-
rio levar em consideração suas correspondentes influências:

i) a influência da condição (4.61);
ii) o vínculo (4.54) imposto ao movimento;
iii) os valores de referência (4.38) associados com a condição do 

Equilíbrio de Laplace.

Ressalte-se também a hipótese adicional de que o movimento apre-
senta características similares as dos Satélites Galileanos de Júpiter.

6.1 Características do movimento

O primeiro passo deste estudo requer a identificação das cons-
tantes de integração e do parâmetro de Hori, a partir da solução 
(4.26) do Sistema Auxiliar de Hori associado ao movimento.
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ρ
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 (6.3)
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cujos elementos auxiliares se escrevem:

ξ γ γ γ γ= − ′ + ′ − ′ − ′
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 (6.4)

′ = ′φ φ( )X  é uma variação característica do movimento, em torno de 

 0 = 

satisfazendo:

 

d
dX
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= ( )0 1 3/
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

onde:

1. ′ ′ ′ ′( )v p V qi j i j, , ,  são as variáveis canônicas definidas pelo Método 
de Hori

2. constantes de integração independentes
 E v V jj j, , , , , , , ( , , )τ φ ρ φ0 10 10 0 0 0 0 1 3 4Γ =  (6.5)

3. constantes de integração em excesso
 G v, , ,ρ φ20 20 0  (6.6)
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satisfazendo:

 

G
X

v
X

j
j

j j j
j

= −










=

=

=

∑

∑

1
2

0

10
10

10
0

2

1

4

0 0 0
1

3

ρ

γ ρ φ.sen

                                          j

j j j
j

=( )

=
=
∑

2

00 0 0
1

3

γ ρ φ.cos

 (6.7)
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2
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202
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0
8

= − − − −( ) ( ). .sen
( )

Γ Γ φ

cujo coeficiente v2(0) é uma função das constantes de integração 
E,G, o qual é definido na Tabela 7 do Apêndice B.

4. g40 = 0 (6.8)

A segunda característica do movimento a ser utilizada é o seu 
núcleo das principais perturbações de ordens superiores com res-
peito a solução do Sistema Auxiliar de Hori, o qual é definido de 
(5.6) e (6.2) por:
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
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(6.9)

onde:

i) os coeficientes ′v2 0( ) e ′W ( )0  são funções das constantes de 
integração E,G e v0, os quais são apresentados na Tabela 8 do 
Apêndice B.

ii)    Z
X
X j

j

*′ = −










=
∑1

2
10

20
0

2

1

4

ρ  (6.10)

 define o principal comportamento da variável auxiliar origi-
nal Z* (3.44).
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A terceira característica requerida diz respeito às demais in-
fluências do Equilíbrio Instantâneo Similar impostas sobre a solu-
ção do Sistema Auxiliar de Hori e as variáveis canônicas originais 
associadas com o ângulo crítico laplaciano:

i) o vínculo (4.54) imposto pela condição (4.34)

 ′ = ′α φ  (6.11)

e definido por:

2 0
0

8
3
4

1
320 0

2
2 0 0

2
2

20

2X v
v
X d

f
d

XΓ Γ+ + −








 −









( ) sen

( ) *

*

*

φ
ξ

110 0=   (6.12)

onde:

a) os elementos característicos x * *, , ( )d f v  e 2 0  são funções das 
constantes de integração E e G, os quais são apresentados na 
Tabela 7 do Apêndice B.

b) os valores de referência associados com a condição do Equi-
líbrio de Laplace tem seus principais comportamentos ava-
liados de (4.38) e (4.59) por:

 

u u
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

 (6.13)

satisfazendo a equação:
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X
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
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







 −















ξ 




6.2 Equações variacionais de Lagrange

 De modo a identificar tais equações, note das equações (6.3) e 
(6.6) e da definição do parêntese de Poisson

C C
C
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C
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∂ ′
⋅
∂
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∑
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qq
C
q

C
pj j jj

−
∂

∂ ′
⋅
∂
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∑ µ ϑ

1

4

   (6.14)
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que os correspondentes parênteses se escrevem:
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 (6.15)

Ressalte-se para tais elementos a indeterminação da derivada 

 

d
dX
φ

ε
′
= ( )0 1 3/

cuja contribuição será discutida posteriormente com respeito as 
ordens de grandeza dos elementos em estudo.

Tomando em consideração a relação auxiliar decorrente de (6.7):
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segue-se de (6.9) que o núcleo R se escreve em termos das constan-
tes de integração independentes por:
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(6.16)

onde:
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Os coeficientes A*(i, j) são apresentados na Tabela 9 do Apên-
dice B.

Uma análise deste núcleo (6.16) leva-nos à identificação de dis-
tintas contribuições:

1 Contribuição forçada

R R E G A G
A
X

A v AF F= ( ) = + +








 ′ +, , , ( , )

( , )
( , ) ( ) ( ,Γ0 0

10
25 0

5 0
5 1 0 5φ 22 0) ( )′W
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Recorrendo as relações auxiliares decorrentes de (6.15) e (6.16):
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, ,

segue-se que RF contribui somente para as equações variacionais 
dos elementos:

V10 através da integral G-Sessin e da constante em excesso v0.
Γ0 e 0 através da constante de integração v0.
M através da integral de Hori E.

2 Contribuição livre
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Para tal núcleo, a relação auxiliar
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=
=
≠

∑

mostra que RL tem contribuições para as equações variacionais dos 
elementos m0 e m0.

Como consequência dessa identificação, de (6.15) e (6.16) se-
gue-se que o correspondente sistema variacional (6.1) se escreve:
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 (6.17)
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O estudo a seguir permite identificar um desacoplamento das 
equações dos elementos m0 e m0 das equações dos demais elemen-
tos, de modo que a solução de (6.17) pode ser obtida a partir das 
soluções de dois sistemas: Sistema livre e Sistema forçado.

6.3 Sistema variacional livre

O sistema de equações variacionais dos elementos m0 e m0 se 
escreve diretamente das equações (6.15), (6.16) e (6.17) por:

 

d
dt

P sen P sen

d

ρ
ρ φ φ ρ φ φ

φ

10
30 10 30 40 10 40

10

1 3 1 4= −( )+ −( )( , ). . ( , ). .

ddt
P P P= +









 −( )+ 





( , ) ( , ) cos ( , )1 1 1 3 1 430

10
10 30

40

10

ρ
ρ

φ φ
ρ
ρ 

 −( )

= − −( )+

cos

( , ). . ( , ). .

φ φ

ρ
ρ φ φ ρ

10 40

30
10 10 30 403 1 3 4

d
dt

P sen P ssen

d
dt

P P

φ φ

φ ρ
ρ

φ φ

30 40

30 10

30
10 303 3 3 1

−( )

= +








 −( )+( , ) ( , ) cos PP

d
dt

P sen

( , ) cos

( , ). .

3 4

4 1

40

30
30 40

40
10 10

ρ
ρ

φ φ

ρ
ρ φ φ









 −( )

= − − 440 30 30 40

40 10

40

4 3

4 4 4 1

( )− −( )

= +





P sen

d
dt

P P

( , ). .

( , ) ( , )

ρ φ φ

φ ρ
ρ




 −( )+ 







 −( )cos ( , ) cosφ φ

ρ
ρ

φ φ10 40
30

40
30 404 3P

 
(6.18)

cujos correspondentes coeficientes P(i, j) são definidos na Tabela 9 
do Apêndice B.
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Recorrendo novamente à relação auxiliar:
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e às equações (6.18), segue-se que uma importante característica 
deste sistema satisfaz:

 ρ j
j

0
2

1

4

=
∑ = constante  (6.19)

de modo a identificar que o elemento auxiliar Z ′*  (6.10) e os coefi-
cientes P( j, j) também são constantes com respeito a variável tempo.

Para a determinação dos elementos m0 e m0, introduzimos os 
elementos auxiliares:
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satisfazendo de (6.7) as relações:
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e cujas correspondentes equações se escrevem:
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Seu correspondente polinômio característico se escreve:

 P A B C( )λ λ λ λ= + + +6 4 2  (6.23)

onde:
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Sob condições similares as do movimento dos Satélites Galilea-
nos de Júpiter podemos observar que:

 p D< <0 0, *  (6.24)

onde:
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cuja correspondente equação transformada:

com  
y py q

y
A

A

3

2

3 2 0

3
0

+ + =

= + >λ |
 (6.25)
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admite três raízes reais distintas:
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sendo o sinal de r definido pelo sinal de q.

Nesse caso a equação:
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admite as raízes imaginárias puras:
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 (6.26)

onde

 
w

A
yk k= −

3

de modo a caracterizar a solução do sistema (6.18) por:
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onde:

i) A kk k0 0 1 2 3* *, ( , , )ϕ =  são constantes de integração com respeito 
à variável tempo.

ii) Os coeficientes P( j,l,k) e Q( j,l,k) são apresentados na Tabe-
la 10 do Apêndice B.

iii) Os elementos p20, q20 são obtidos diretamente de (6.21) e 
(6.28).

Ressalte-se também das características dos Satélites Galileanos 
de Júpiter que os coeficientes P( j,l,k) e Q( j,l,k) têm seus principais 
comportamentos satisfazendo as condições:

 P( j,l,k) = Q( j,l,k) (6.27)

de modo a definir os elementos p j0, q j0 em 1ª aproximação pelas 
expressões:
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ϕϕk0
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 (6.28)

onde:

 C Q j k Aj
k

k= ( , , ). *1 0

Para facilitar a determinação dos elementos p j0, q j0 numa data 
considerada, note inicialmente de (3.26) e (3.27) os sistemas 
auxiliares:
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que caracterizam as relações auxiliares:

 

p p E h
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j j m m
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Observando a solução (4.26) que:
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





 = ′+ ′ 

=
=
∑p p X p senV q V

j

j j m m
m

j jγ γ0 0
1

3

10 0 1 0 1

1 2

. .cos

, ,,

.cos .

3

0 0
1

3

10 0 1 0 1′ − ′


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


 = ′− ′ 

=
∑q q X p V q senVj j m m
m

j jγ γ

da condição de invariância sobre os elementos ′ ′ ′p q Vj j, , 1  e da equiva-
lência das expressões acima, segue-se que:
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Com respeito aos elementos p40 e q40 das equações (3.26) e (4.26) 
encontramos:

 

p
h
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V
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Recorrendo às estimativas (4.27)
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segue-se que os elementos procurados podem ser avaliados na data 
considerada pelas estimativas:
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  (6.29)
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6.4 Sistema variacional forçado

Para a caracterização de tal sistema, note primeiramente de 
(6.16) e Tabela 8 do Apêndice B, as relações auxiliares que definem 
as derivadas da componente forçada RF
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cujos correspondentes coeficientes V(1,0), M(0,0) e L são definidos 
na Tabela 9 do Apêndice B.

Levando tais elementos e (6.15) em (6.17), encontramos o siste-
ma forçado dado por:

dv
dt

dV
dt
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Γ
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

( )  
(6.30)

cuja indeterminação da derivada d
dX
φ
′
 é aqui levantada pela condi-

ção de que o termo 

 

d
dX

v

X
PERφ

φ
′

′
( )2

20
0 04

Γ cos

seja de ordem superior. Ressalte-se para um movimento de caracte-
rísticas similares ao dos Satélites Galileanos de Júpiter que:

 

′
< ( )

( ) = 

 




v

X
PER2

20

0 0

2
3

4
0

0

ε

φ εΓ cos

Uma característica importante desse sistema é:

 v v10 10= *  (6.31)

onde v10
*  é uma constante de integração em relação a variável tempo, 

de modo a identificar de (6.7) e (6.19) que a integral G-Sessin satisfaz:
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 G
X

v
X

j
j

= −








 =

=
∑1

210
10

10
0

2

1

4

ρ constante  (6.32)

com respeito à variável tempo.
Como principal conclusão de (6.19) e (6.32), segue-se neste 

estudo que qualquer função dos elementos E,G,Z* também será 
constante em relação ao tempo. Tal resultado se verifica para:

i) Elementos característicos *,d*,f da Tabela 7 do Apêndice B.
ii) Valores de referência u U2

0
2
0,  (6.13) associados com a condição 

do Equilíbrio de Laplace.
iii) Elemento característico do vínculo (6.12).

 2 0
0

820 0
2

2 0 0
2
2

20

X v
v
X

Γ Γ+ + =( ) sen
( )

φ constante (6.33)

Para a determinação dos elementos Γ0 e 0, note primeiramente 
de (6.30) que:
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4 20X
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 (6.34)

de modo a identificar da 1a equação que:

 2 020 0
2

2 0 0 0X vΓ Γ Γ+ =( ) cos *φ  (6.35)

onde Γ0
* é uma constante de integração com respeito ao tempo.

Tal resultado ratifica equação (6.33), de modo a identificar de 
(6.12):

 Γ0
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Com respeito ao elemento 0, primeiramente resolvemos a EQ 
(6.35) obtendo:

 Γ0
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v
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onde:
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X v
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1
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Γ

para um movimento similar ao dos Satélites Galileanos de Júpiter.

Levando (6.37) em (6.30):
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segue-se que:
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cuja solução para Γ0 > 0 se escreve:

 φ θ φ φ0 0 0 0 0+   = + −( )arcsen n t t* *cos  (6.38)

onde:

i) n0 = –L
ii) t0 é o tempo de referência na data considerada
iii) φ0

* é uma constante de integração em relação ao tempo.

Objetivando expressões mais práticas para os elementos Γ0 e 0, 
introduzimos o elemento auxiliar
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 (6.39)

de modo a obter de (6.38) os desenvolvimentos:
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Levando tais desenvolvimentos em (6.37) e (6.38) encontramos 
os elementos Γ0 e 0 caracterizados pelas expressões:
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 (6.41)

bem como os elementos auxiliares:
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(6.42)

A integração do sistema forçado se completa com a determinação 
dos elementos V10 e M. Recorrendo a (6.30) e (6.34) encontramos:
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i) V10
* e t0

* são constantes de integração em relação ao tempo;
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iv) ressalte-se para a equação do elemento V10 a hipótese de 
contribuição de ordem superior do termo associado com a 

derivada d
dX
φ
′
 .

O fato de o núcleo das principais perturbações de ordens supe-
riores ser definido sob as influências do principal comportamento 
do movimento e a correspondente solução do Sistema Variacional 
levar em consideração as influências do Equilíbrio Instantâneo 
Similar conduz a resultados mais significativos das características 
do movimento. 
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7 
CONTRIBUIÇÃO DA  

GERATRIZ DA TRANSFORMAÇÃO 
 

Como apresentado anteriormente, o Método de Hori (1966) 
caracteriza um elemento nas variáveis canônicas originais

 f f v p V qi j i j= ( ), , ,

através de sua correspondente Equação de Hori.

 
f f f S f S S= ′+ ′ ′{ }+ ′ ′{ } ′{ }+1

1
1
2!

,
!

, , 

onde:

i) ′ = ′ ′ ′ ′( )f f v p V qi j i j, , ,

ii) ′ ′ ′ ′( )v p V qi j i j, , ,  são as novas variáveis canônicas definidas pelo 
método

iii) ′ ′{ }f S,  é o parêntese de Poisson entre o elemento ′f  e a Gera-
triz da Transformação ′S .

No caso em que a contribuição ′ ′{ }f S,  é uma perturbação com 
respeito à ordem de grandeza definida pelo elemento ′f , tal condi-
ção conduz à ideia básica adotada neste estudo de que o principal 
comportamento do elemento original f pode ser avaliado pela 1ª 
aproximação de sua Equação de Hori.

 f f= ′
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Se uma melhor avaliação do campo de variação do elemento f se 
faz necessária, é conveniente caracterizar seu principal comporta-
mento através da 2ª aproximação de sua Equação de Hori

 f f f S= ′+ ′ ′{ },  (7.1)

O principal comportamento dessa 2ª aproximação será aqui to-
mado em consideração no estudo da contribuição do núcleo princi-
pal S0 (5.14) da Geratriz da Transformação ′S  através da expressão:

 f f f S= ′+ ′{ }, 0

com o objetivo de permitir uma melhor avaliação de:

i) parâmetro característico do movimento.
ii) variável auxiliar Z*

iii) semieixos maiores dos Satélites.
iv) excentricidades forçadas dos Satélites.

Ressalte-se neste estudo que os elementos

 
v V p p q qj j m m

m
j j m m
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1 1 0 0
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

= =
∑ ∑γ γ γ γ

permanecem invariantes sob tal transformação de Hori, devido à 
independência de tais elementos, na conveniente vizinhança (4.61) 
com respeito à influência do vínculo (4.58) do Equilíbrio Instantâ-
neo Similar.

A contribuição do parêntese ′ ′{ }f S,  é neste estudo avaliada to-
mando por referência Sessin (1983) através da expressão:
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onde:

i) ′ = ′f f E C Mu( , , )
ii) ′ =S S E C Mu0 ( , , )
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iii) E é a integral primeira de Hori (4.15)
iv) C u nu ( , , , )= −1 2 2 2  são as constantes de integração indepen-

dentes da solução do sistema auxiliar de Hori (4.26)
v) M é o parâmetro auxiliar de integração (4.5)

Ressalte-se neste estudo uma hipótese essencial sugerida pela 
própria expressão (7.2) do parêntese, bem como pelas influências 
das comensurabilidades sobre o movimento, a ser tomada em con-
sideração na eliminação da contribuição linear da variável tempo 
através do parâmetro M, de modo a assegurar que a contribuição do 
parêntese ′{ }f S, 0  seja limitada.

7.1 Características auxiliares de desenvolvimento

Para o estudo em questão são considerados as constantes e os 
parâmetros de integração associados com a solução do Sistema Au-
xiliar de Hori (4.26):

i) constantes de integração independentes
 E v V jj j, , , , , , , ( , , )τ φ ρ φ0 10 10 0 0 0 0 1 3 4Γ =

ii) constantes em excesso

 G v, , ,ρ φ20 20 0

onde:
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j j j
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γ ρ φ.cos

                                            j

j j j
j
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2

00 0 0
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33

∑

 (7.3)

 

v
v X v

v
X

0
2

2 20 0
2

2 0 0
2
2

202
0 2 0

0
8

= − − − −( ) ( ). .sen
( )

Γ Γ φ

 com v2(0) definido por uma função das constantes de inte-
gração E,G.
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 Ressalte-se neste estudo a utilização dessas constantes em 
excesso visto facilitar determinação do parêntese ′{ }f S, 0

iii) Parâmetros Auxiliares de Integração

 

M
A

X
V V M

= −( )

=

( , )

( )

4 0

0
10

0τ τ

 com V(0) definido por uma função das constantes E e G.

iv) Os parênteses C Cµ ϕ,{ } e M C, µ{ } são definidos pela equação 
(6.15), para os quais ressaltamos as relações auxiliares:
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 (7.4)

Com respeito à contribuição da geratriz ′S  encontramos seu cor-
respondente núcleo principal S0 definido por (5.14). Adotando-se a 
convenção para Cm = E, G, v0 dada por:
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 (7.5)

encontramos suas correspondentes derivadas avaliadas por:
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  (7.6)

Introduzindo a notação auxiliar:
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encontramos as seguintes relações auxiliares:
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(7.8)

onde deve ser observado que cada derivada ∂
∂

∂
∂

S S

j j

0

0

0

0ρ φ
,  deve aqui ser 

interpretada como se os elementos j0, j0 fossem independentes.

7.2 Parêntese ′{ }f S, 0

Este estudo é aqui desenvolvido para os elementos que definem 
as contribuições de ordens superiores das excentricidades forçadas 
e dos semieixos dos Satélites e das variáveis canônicas associadas 
com o ângulo crítico laplaciano.

Recorrendo-se às equações (6.15) e (7.2), de um modo geral a 
contribuição de um elemento ′f  é definida através da expressão:
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  (7.9)

De modo a evitar a natural dificuldade de se escrever o núcleo 
S0 em termos das constantes de integração independentes, com o 
auxílio das características de S0 (5.14) e da integral G-Sessin (4.6), 
pode ser observado que tal parêntese para o elemento ′f E G v M( , , , )0  
é mais facilmente calculado através da expressão equivalente:
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onde deve ser ressaltado que cada derivada ∂
∂
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j j j j
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deve aqui ser interpretada como se os elementos j0, j0 fossem 
independentes.

7.2.1 ′ = ′f f E G v M( , , , )0

Com respeito ao elemento 
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=
∑f f u uV
u

( )cos
0

 (7.11)

onde

 f u f E G vu( ) ( , , )= 0

note que suas correspondentes contribuições, sob a notação:
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se escrevem:
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(7.13)

de modo a identificar com o auxílio de (6.15) e (7.8) as relações 
auxiliares:
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(7.14)
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Levando (7.14) em (7.10), segue-se que o elemento procurado 
se escreve:

 

{ }
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(7.15)

Uma análise das características dos coeficientes das derivadas 
de ′f  e S0 e do parâmetro M (6.32) mostra para tal parêntese uma 
contribuição linear na variável tempo decorrente apenas da contri-
buição linear em M do elemento V. Note que tais coeficientes são 
constantes na variável tempo visto dependerem das constantes de 
integração E, G e v0.

Sob a hipótese de que a contribuição de tal parêntese é limitada 
no tempo, segue-se que as influências das comensurabilidades im-
põem sobre o movimento a condição:

 ∂
∂

  =
∂
∂









E

V
G V1 0

1
0

( )
( )

 (7.16)

Para a ordem de grandeza adotada neste estudo, note que tal 
possibilidade também é sugerida pelas características dos coefi-
cientes V1(0) e V(0), as quais são avaliadas a partir da Tabela 7 do 
Apêndice B por:
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 (7.17)

Assumindo a validade de (7.16) para o movimento em ques-
tão, e recorrendo às condições similares dos Satélites Galileanos de 
Júpiter:
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 (7.18)

segue-se para a ordem de grandeza adotada que o principal com-
portamento do parêntese é avaliado através da expressão:
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(7.19)

onde ressaltamos a eliminação da indeterminação da derivada d
dX
φ
′
 

visto tratar-se de uma contribuição de ordem superior para o estudo 
em questão.

7.2.2 ′ = ′ ( )f f Γ0 0,φ

Os correspondentes elementos são avaliados a partir de (6.15) e 
(7.10) por:
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(7.20)

Ressaltem-se de uma análise das ordens de grandezas dos ele-
mentos as estimativas:

 Γ Γ0 0 0 0 0 00 0cos , ( ), , ( )φ ε φ εS sen S{ }< { }<

caracterizando contribuições de ordens superiores para o estudo do 
principal comportamento das variáveis canônicas associadas com o 
Ângulo Crítico Laplaciano u U2 2

∗ ∗( ), , que satisfazem:

 

u
X

U2

20

2 3
2

2 30 0
∗

∗= =( ), ( )/ /ε ε
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7.2.3 ′ =f v G10 ,

Para tais elementos de (4.26) e (7.19) encontramos:
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 (7.21)

7.3  Parênteses dos elementos característicos do 
movimento

7.3.1 Excentricidades forçadas

A identificação do principal comportamento do parêntese 
′{ }f S, 0 , cujo elemento

 
′ =

− ′
f

v
X
2 2

10

está associado com as características principais das excentricidades 
forçadas, é obtida diretamente de (7.19) recorrendo-se às derivadas 
de ′f  e S0 apresentadas no Apêndice A-5. Tal elemento se escreve:
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∞

C m j V mV j
m

( , ).cos φ

 (7.22)

onde:

′V1  é definido pelo seu principal comportamento:

 ′= + +V V V V1 10 0 0 1 0Γ cos ( )φ

Os principais coeficientes C (m, k) são definidos no Apêndice A-7.
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7.3.2 Semieixos maiores

Analogamente ao item anterior, segue-se que: 
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 (7.23)

onde:

i) ′V1  é definido pelo seu principal comportamento.
ii) os principais coeficientes D (m, k) são definidos no Apêndi-

ce A-7.
iii) Ressalte-se para tal elemento que:
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

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v
X
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10
0 0, ( )ε  (7.24)

Observando de (4.13) e (4.16) o elemento característico

 ′ = +
′

Z G
v

X
2

10

 (7.25)

que define os comportamentos das variáveis métricas associadas 
com os semieixos maiores dos Satélites, de (7.21) e (7.23) segue-se 
que tal elemento tem seu principal comportamento avaliado por:
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cos V mV j1 0φ

 (7.26)

onde:

i) ′V1  é definido pelo seu principal comportamento.
ii) os principais coeficientes E (m, k) são definidos no Apêndi-

ce A-7.
iii) Ressalte-se para tal elemento que:

 ′{ }=Z S, ( )0 0 ε  (7.27)
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7.3.3 Elemento característico ′α

O parêntese de tal elemento é aqui avaliado com o auxílio de 
(4.31)

 cot ′ =α
H
K

 (7.28)

de modo a levar em consideração a influência do vínculo (4.58) 
sobre os elementos H e K, definidos no Apêndice A-5.

Calculando-se o correspondente parêntese observamos que:

 ′{ }= ′
′{ }−{ } α

α
α, cot , ,S

sen
K

K S H S0

2

0 0  (7.29)

Como o movimento é definido na conveniente vizinhança (4.61)

 φ 0 =  onde 
 = −( )1

2
n π  com n = 0 ou n = 1 (7.30)

segue-se que o principal comportamento de tal parêntese é avaliado 
pela expressão

 ′{ } = − { }′=
α

φ
, ,S

K
H S0 0

1


 (7.31)

Recorrendo ao Apêndice A–7 encontramos tal elemento defi-
nido por:
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, ( , ).sen . . ( , ).seS m mV n m j
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0
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0 0
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4

0


nn ′+ + V mV j1 0φ
 

(7.32)

cujos correspondentes coeficientes a (m, k) são apresentados no 
Apêndice A-7.

7.3.4  Variáveis canônicas originais associadas com  
o Ângulo Crítico Laplaciano

Tais variáveis, definidas de (3.26) em torno dos valores de re-
ferência associados com a condição do Equilíbrio de Laplace por:
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3

têm seus principais comportamentos caracterizados a partir da so-
lução (4.26) e da primeira aproximação da Equação de Hori através 
dos elementos:
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p qj j j

j

γ φ φ φΓ
 (7.33)

Recorrendo-se à equação (6.42) na Seção [6.3], segue-se para a 
ordem de grandeza adotada que tais elementos são avaliados pelas 
estimativas:
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(7.34)

onde:

i) ′ = ′ − ′v v v
PER2 2 2 0( ) é definido na Tabela 8 do Apêndice B;

ii) θ ε0
2

20 0

1
30

8
0= =

v

X

( )
( )

*Γ
;

iii) u X
u

Xo0
0

20 0
2 0

0

20

2
38 1 0= + =Γ* . ( )θ ε

Em termos dos elementos característicos *,d*, f de (6.36) pode 
ser observado que tal elemento é avaliado por:
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 u f
d

d
X X0

0
10 206 1

3
=









 −










ξ *

*

*

 (7.35)

É conveniente ressaltar de (6.13) que as variáveis canônicas 
u U2 2

* *,( ) são definidas em torno dos valores de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace:

 

u u

U U
X
X

Z

t t

t t SEC

L

L

2 2
0

2 2
0 20

10

0

1
2

*

* *

=

=

= >

= =










 (7.36)

satisfazendo a equação:

 u
X

U
d

d
f

X
X

2

20

2

2
2 2 10

204
3
8

1
3

*
*

*

*

*

.








 + =









 −















ξ


  (7.37)

Outro resultado deste estudo mostra de (5.13) e (7.33) que o 
principal comportamento da variável canônica ′V2, na conveniente 
vizinhança (4.61) é definido por:

 ′ =V U2 2
* (7.38)

7.3.5 Variável auxiliar Z ′*

Tal elemento, definido de (6.10) por:

 
 Z

X
X j

j

*′ = −










=
∑1

2
10

20
0

2

1

4

ρ

se escreve de (6.7) por:

 
 Z

X
X

G
v
X

*′ =








 −








10

20

10

10

de modo a definir seu correspondente parêntese, a partir de (7.21), 
por:

  Z S
X

S
V

* ,′{ }= ∂
∂0

20

0

10

1
 (7.39)
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7.4 Elementos característicos do movimento

O principal comportamento de um elemento original f é aqui 
definido pela segunda aproximação de sua correspondente Equa-
ção de Hori.

 f f f S= ′+ ′{ }, 0  (7.40)

tomando em consideração as características de:

i) ′f  definida pela solução (4.26) do sistema auxiliar de Hori;
ii) contribuição do parêntese ′{ }f S, 0  decorrente da geratriz da 

transformação;
iii) influências das principais perturbações de ordens superio-

res definidas pela solução do sistema variacional.

Para os elementos originais associados com as variáveis métri-
cas, dos Apêndices A-6 e A-7 e Seções [6.3] e [7.3] encontramos 
seus principais comportamentos definidos pelas expressões:

−
= + ′+ − −( )−

=

∞

∑2
02

10 0
1 0 0

v
X

R m mV R m k sen V mV w t t
m

k k
* * *( , ).cos ( , ). ϕ 

= + ′+

==−∞

∞

=

∞

∑∑

∑

km

m

v
X

W m mV W m k sen V mV

1

3

2

10 0
10* *( , ).cos ( , ). −− −( )− 

= +

==−∞

∞

=

∞

∑∑

∑

w t t

Z Z m mV Z m k

k k
km

m

0 0
1

3

0

0

ϕ *

* *( , ).cos ( , )..

( , ) ( ,

*

* ** **

sen V mV w t t

Z Z Z m

k k
km

′+ − −( )− 

= +

==−∞

∞

∑∑ 1 0 0
1

3

0 0

ϕ

kk sen V mV w t tk k
km

). *′+ − −( )− 
==−∞

∞

∑∑ 1 0 0
1

3

ϕ
 

(7.41)

cujos correspondentes coeficientes são apresentados na Tabela 11 
do Apêndice B.

Com respeito ao elemento a, note primeiramente de (7.32) e 
(7.40) que seu principal comportamento é neste estudo avaliado 
por:

 α α α
φ φ

= ′ + ′{ }′= ′= 

,S0

na conveniente vizinhança (4.61).
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Recorrendo-se ao Apêndice A-7, segue-se que:

 
α α α ϕ= + −( ) + ′+ − −( )−

=

∞

∑ 1 0
1

1 0 0
n

m
k km senmV m k V mV w t t* *( , ). ( , ).cos ** 











==−∞

∞

∑∑
km 1

3

 
(7.42)

cujos correspondentes a*(m,k) são também definidos na Tabela 11 
do Apêndice B.

 Ressalte-se que os elementos característicos das excentricida-
des forçadas na conveniente vizinhança (3.42)

 

− −2 22

10

2

10

v
X

v
X

cos , senα α

podem ser obtidos recorrendo-se às equações (7.41) e (7.42).

Em relação aos elementos invariantes com respeito ao núcleo S0 
da Geratriz da Transformação, observamos de (4.1)

 

v v V V

p p p pj j m m
m

j j m m
m

1 1 1 1

0 0
1

3

0 0
1

3

= ′ = ′

−








 = ′ − ′ ′






= =
∑ ∑γ γ γ γ


 −









 = ′ − ′









= =
∑ ∑, q q q qj j m m
m

j j m m
m

γ γ γ γ0 0
1

3

0 0
1

3

 
(7.43)

tais que esses elementos são definidos pela equação (5.13) na con-
veniente vizinhança (4.61), de modo a assegurar suas independên-
cias das influências do vínculo (4.58) associado com o Equilíbrio 
Instantâneo Similar.

Ressalte-se também de (7.38) que o principal comportamento 
da variável canônica ′V2, na conveniente vizinhança (4.61) é defini-
do pela estimativa:

 ′ =V U2 2
* (7.44)

O conjunto de resultados aqui apresentados leva à identificação 
do principal comportamento do movimento, a ser discutido no 
próximo capítulo.
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8 
CARACTERÍSTICAS DO MOVIMENTO 

 
 

O estudo que se segue tem por objetivo avaliar o principal com-
portamento de cada conjunto de variáveis canônicas neste estudo 
utilizadas, de modo a permitir a identificação dos elementos carac-
terísticos do movimento que possam contribuir para a definição 
de uma correspondente solução intermediária. Tais características 
são aqui discutidas a partir das novas variáveis do Método de Hori 
(1966) cujos principais comportamentos, decorrentes das influên-
cias das comensurabilidades e do conceito de Equilíbrio Instantâ-
neo Similar, são definidos pela solução do correspondente Sistema 
Auxiliar de Hori sob as influências das principais perturbações de 
ordens superiores.

Essas novas variáveis e os elementos característicos associados 
com as principais contribuições decorrentes da geratriz da trans-
formação identificam os principais comportamentos dos corres-
pondentes elementos originais. A partir desse resultado os demais 
conjuntos de variáveis canônicas são identificados através de suas 
correspondentes transformações até a obtenção dos elementos ca-
racterísticos do movimento.
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8.1 Perturbações de ordens superiores

Esse primeiro passo toma em consideração os principais com-
portamentos das constantes e do parâmetro de integração da so-
lução do Sistema Auxiliar de Hori com respeito à variável tempo. 
Tais características, decorrentes das Seções [6.3], [6.4] e [7.3], se 
escrevem:

v v

V V V t t
v
v

10 10

10 10 0
2

10
0 01 0 1

0

=

= + − − +
∂
∂









  

*

* ( , )( )
( )

cosΓ φ 

= +





+ − +








 − + Γ

Γ
0

0

20
0
2

0
0
3

0 0 02
1

3
4 8

*
*sen ( )

X
n t tθ θ

θ
φ  +







+ − + + − + 
θ

φ
θ

φ0
2

0 0 0
0
3

0 0 04
2

8
3cos ( ) sen ( )* *n t t n t t 







= + − + − +





− +  −φ φ θ θ φ0 0 0 0 0 0

3
0 0 0

5
8

* *( ) cos ( )n t t n t t

−− − +  + − + 
θ

φ θ φ0
2

0 0 0 0
3

0 0 02
2

5
12

3sen ( ) cos ( )* *n t t n t t 

 (8.1)

p C sen w t tj j
k

k k
k

0 0 0
1

3

= − + 
=
∑ . ( ) *ϕ                               

                                                                                                      j =1 2 3 4, , ,

qq C w t t

M M t t
X

v

j j
k

k k
k

0 0 0
1

3

0
10

20 0
1

= − + 

= − +
∂

=
∑ .cos ( )

( , )( ) .

*

*

ϕ

(( )
. cos

0
0 0∂

 E
Γ φ

onde:

i) E v V j j, , , , , ,10 10 0 0 0 0Γ φ ρ φ  são constantes de integração com res-
peito ao parâmetro auxiliar de integração de Hori M.

 Ressalte-se que E é a integral primeira gerada pelo Método 
de Hori, a qual é definida na Seção [8.2].
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ii) 
pj j j0 0 0= ρ φ.cos                        
                                                j
q j j j

=
=

1 2 3 4

0 0 0

, , ,
.senρ φ

 satisfazendo

 

γ

γ

j j
j

j j
j

p

q

0 0
1

3

0 0
1

3

0

0

 =

=

=

=

∑

∑

 cujos coeficientes gj0 são definidos na Tabela 6 do Apêndice B.

iii) t0 é o tempo de referência na data considerada.

iv) C Q j k Aj
k

k= ( , , ). *1 0

 cujos coeficientes Q( j,l,k) são definidos na Tabela 10 do 
Apêndice B.

v) E t v V A
k k

, , , , , , ,* * * * * * *
0 10 10 0 0 0 0

Γ φ ϕ  são constantes de integração com 
respeito à variável tempo, tais que Γ0 0

* *e φ  são caracterizadas 
pelas influências do Equilíbrio Instantâneo Similar através 
da estimativa:

 
Γ0

2
10

2
2

20

3
4

1
3

0
8

*
*

*

* ( )
=









 −









 −

ξ
d

f
d

X
v
X

 e das condições (7.36):

 

u u
u

X

U U
X
X

Z

t t

t t

L

L

2 2
0 2

0

20

2
3

2 2
0 20

10

0 0

1
2

*

* *

=

=

= > = 

 




= =










ε

SSEC
U2

0 0= ( )ε

 onde tL é o tempo de ocorrência da condição do Equilíbrio 
de Laplace.

vi) Os elementos X i0 (i = 1,2) são constantes definidas na Tabe-
la 1 do Apêndice B.
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vii) Os elementos característicos *,d*, f são definidos na Tabela 
7 do Apêndice B por funções das integrais primeiras de Hori 
e Sessin (E,G).

 Ressalte-se que a integral G-Sessin neste estudo também é 
uma constante com respeito à variável tempo dada por:

 
G

X
v

X
p qj j

j

= − +
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
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

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210
10
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0

2
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2
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4

viii)  Note das equações (7.35), (7.37) e (7.41) que os valores de 
referência u2

0 e U2
0 satisfazem:
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
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

ξ *

*

*

ix) Os elementos wk (k = 1,2,3) são constantes características do 
movimento definidas pela equação (6.26) e identificados na 
Seção [8.5].

x) Γ
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
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n t t 

xi) os coeficientes V(1,0) e M(0,0) são constantes características 
do movimento definidas na Tabela 9 do Apêndice B.
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 cujos coeficientes A(5,j) são definidos na Tabela 6 do Apên-
dice B.

8.2 Variáveis canônicas do Método de Hori

O segundo passo toma em consideração os principais comporta-
mentos das variáveis canônicas

 ′ ′ ′ ′( )v p V qi j i j, , ,

os quais são definidos pela solução (5.13) do Sistema Auxiliar de 
Hori sob as influências do Equilíbrio Instantâneo Similar. Tais 
elementos se escrevem:
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′ − ′
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(8.2)

onde:

i) E é a integral primeira gerada pelo Método de Hori.

 E = 2 + K

 cujos elementos  e K são definidos na Tabela 8 do Apêndi-
ce B.

ii) g40 = 0
iii) os coeficientes V1( j), V(0) são definidos na Tabela 7 do 

Apêndice B
iv) ′ =α  na conveniente vizinhança (4.61)

 
 = −( ) .1

2
n π  para n = 0 ou n = 1

8.3  Variáveis canônicas decorrentes do principal 
comportamento do movimento

Esse passo identifica os principais comportamentos das variá-
veis canônicas originais

 
v p V qi j i j, , ,( )

cujas características decorrem das correspondentes variáveis ca-
nônicas do Método de Hori. Tal identificação é aqui definida re-
correndo-se as ideias básicas do método através da correspondente 
Equação de Hori de cada elemento, sob as influências do Equilíbrio 
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Instantâneo Similar. Tais elementos, a partir do capítulo 7, se escre-
vem na conveniente vizinhança (3.42):

 a = 

através das estimativas:
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 (8.3)

onde:

i) o elemento a é definido pela equação (7.42) e Tabela 11 do 
Apêndice B;

ii) os coeficientes W*(m,k) são definidos na Tabela 11 do 
Apêndice B;
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iii) g40 = 0;

iv) ressalte-se que os elementos γ i i
i

p0
1

3

.
=
∑  e γ i i

i

q0
1

3

.
=
∑  são aqui de-

finidos pela 1ª Aproximação de suas correspondentes equa-
ções de Hori.

Os demais elementos foram definidos nas Seções anteriores 
deste Capítulo.

8.4  Variáveis canônicas associadas com o Ângulo 
Crítico Laplaciano

Esse passo identifica os principais comportamentos das variá-
veis canônicas originais na conveniente vizinhança (3.42).

 u h U ki j i j
* * * *, , ,( )
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* *,( ) 

são definidas em torno dos valores associados com a condição do 
Equilíbrio de Laplace:

 

u u
X U

u

U p qj j
j

2
0

0
0 20 2

0

0
0

2

2
0

0
2

0
2

1

4

1
4

1
4

= −










= − +
=
∑

 
u f

d
d

X X0
0

10 206 1
3

=








 −










ξ *

*

*

Recorrendo a equação (3.26) e Seções [7.3] e [7.4], tais elemen-
tos se escrevem:
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onde:

i) H m k E C mms s
k
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com:

 E E E12 30 13 20 23 10= = − =γ γ γ

iii) gm0 são definidos na Tabela 6 do Apêndice B, com g40 = 0

iv) o elemento ′v2 é definido na Tabela 8 do Apêndice B

v) os elementos 
−2 2

10

v
X

 e a são definidos na Tabela 11 do 
Apêndice B.

8.5  Variáveis canônicas associadas com a Integral 
Primeira de Sessin e Henrard

Esse passo caracteriza os principais comportamentos das variá-
veis canônicas originais

 (ui,hj,Ui,kj)
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de modo a levar em consideração a influência da comensurabilidade 
laplaciana através do parâmetro característico do movimento S.

Recorrendo a equação (2.9) e Seção [2.4], tais elementos se 
escrevem:
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onde:

i) o parâmetro característico S é definido pela equação (2.20);
ii) o elemento  é definido pela equação (2.21);
iii) g40 = 0;
iv) a contribuição de ordem superior do termo Γ0 cos 0 é negli-

genciada para o elemento V w t tk k1 0 0− − −( ) *ϕ

 Note que: Γ0 0

2
30cosφ ε= 


 


 ;

v) o elemento Z é definido na Tabela 11 do Apêndice B;
vi) o ângulo a é aqui substituído pela notação a*, justificada 

como se segue.

Ressalte-se da equação (4.28) e das expressões (3.45) dos ele-
mentos hj e kj que, se numa data considerada o movimento dos 
três primeiros Satélites é definido sob uma orientação caracteriza-
da pelos elementos V w1 4, ,a  então a orientação oposta é caracteri-
zada pelos elementos Π Π+ + −V w1 4, ,α , de modo a preservar as 
correspondentes excentricidades e longitudes dos pericentros dos 
três primeiros Satélites.
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Comparativamente ao elemento real numa data qualquer:

 
V VR REAL1 1

1 2

2
= =

+θ θ

deve ser observado neste estudo que, quando calculado pelo mo-
delo a partir da data original, o ângulo crítico V1 na data qualquer 
satisfaz uma das possibilidades:

 V1 = V1R  ou  V1 = p	+V1R

De modo a satisfazer tais características observadas e completar 
a identificação da orientação do movimento, definida pelos ele-
mentos V w1 4, ,a  na data original (V1 = V1R), é assumido neste estudo 
que:

i) se V1 = V1R na data qualquer então o movimento preserva a 
mesma orientação, definida com o auxílio do elemento a* = a,  
com a definido a partir da data original, e a orientação w4;

ii) se V1 = p	+V1R na data qualquer então o movimento troca de 
orientação, definida com o auxílio do elemento a* = p + a, 
com a definido a partir da data original, e a orientação −w4.

Ressalte-se que os elementos característicos forçados:

 
V V

v
X1

2

10

2
, , ,− α

numa data considerada não se alteram sob uma mudança de orienta-
ção do ângulo w4, bem como as correspondentes contribuições livres.
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Na determinação de qualquer elemento do movimento é assu-
mido na definição do ângulo

 V w t tk k1 0 0− − −( ) *ϕ

que o elemento característico wk (6.26) necessariamente satisfaz

 wk < 0    k = 1,2,3
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qualquer que seja a orientação, exceto com respeito as contribui-
ções livres do 4º. Satélite onde devemos observar:

i) wk < 0 sob a orientação V w1 4, ,a .
ii) wk > 0 sob a orientação V w1 4, ,π α+ − .

8.6 Variáveis canônicas originais

Este último passo identifica os principais comportamentos das 
variáveis originais decorrentes de Marsden (1966).

 (Xi,Pj,i,Q j)

de modo a levar em consideração as influências das comensurabili-
dades 2:1 e variação do Ângulo Crítico Laplaciano.

Recorrendo às Seções [2.1] e [2.2], tais elementos se escrevem na 
conveniente vizinhança (3.42):
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onde a contribuição de ordem superior do termo u
X

1

102
 para o ele-

mento w t tk k( ) *− +0 0ϕ  é aqui negligenciada.
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8.7 Elementos característicos do movimento

Os resultados discutidos neste estudo serão aqui utilizados para 
a identificação dos elementos orbitais, objetivando a caracterização 
de uma solução intermediária do movimento na conveniente vizi-
nhança (3.42).

8.7.1 Semieixos maiores

De modo a identificar seus principais comportamentos, note 
primeiramente de (1.3) que as variáveis canônicas originais são 
definidas em termos dos elementos modificados de Delaunay por:
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onde X j ( j = 3,4) são constantes de integração fixadas.

Introduzindo os elementos auxiliares L p0, que são definidos 
para as condições de ressonâncias exatas na Tabela 1 do Apêndice 
B, com o auxílio de (8.6) encontramos as relações:
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Tomando em consideração a definição do elemento Lp (1.4)

 L m aP p p p= ′ . .µ

segue-se que o semieixo maior do satélite p (p = 1,2,3) é avaliado 
através da expressão:

 a a
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0

2

 (8.8)

onde ap0 é o valor do semieixo maior do satélite p para as condições 
de ressonâncias exatas.

Com respeito ao 4º satélite, ressalte-se neste estudo que:

 
a a

L
m4 40

4

4

4

2
1

= =
′









 =

µ
const

8.7.2 Ângulos críticos

Os ângulos críticos relacionados com as comensurabilidades 2:1 
são caracterizados diretamente de (1.3) por:

	 i = i – 2i+1     i = 1,2

Seus principais comportamentos se escrevem diretamente de 
(8.6) através da expressão:

θ χi
i iU

u
X

S Z U S= + −








 + − + + −  + −+ +

1
1

10

2 1
2

11
2

1
1
2

1 1. ( ) . ( ) . ( )iiU2
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Em particular note que o Ângulo Crítico Laplaciano tem seu 
principal comportamento avaliado de (2.22) por:

 θ θ χ1 2 2 2
02 2− = + −  + U U*  (8.10)

Ressalte-se na identificação do elemento i através da equação 
(8.9) que:

 U U2 2= + *
 

onde  é caracterizado pela orientação a na qual o movimento é 
definido para V1 = V1R.
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Note que, sob a orientação V w1 4, ,π α+ − , para o modelo 
observamos:

 iMODELO = p + i     i = 1,2

8.7.3 Excentricidades

Para a identificação dos principais comportamentos das ex-
centricidades, note primeiramente de (1.3) e (2.5) que as variáveis 
canônicas hp e kp se escrevem:
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Recorrendo às expressões de tais elementos, definidas da equa-
ção (8.5) por:
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(8.11)

observamos que a excentricidade forçada tem sua estimativa defi-
nida pelas componentes:
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ao passo que a excentricidade livre tem sua estimativa definida 
pelas componentes:

 
h

X
H p k V w t tp

L

k k
k10

1 0 0
1

3

0











= − − − 

=
∑ * *( , , ).cos ( ) ϕ   e

 
k

X
H p k V w t tp

L

k k
k10

1 0 0
1

3

0











= − − − − 

=
∑ * *( , , ).sen ( ) ϕ  (8.13)

Em particular para o 4º Satélite, note das equações (4.28) e (8.5) 
as componentes:
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de modo a identificar, com o auxílio de (1.4) a estimativa:
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8.7.4 Longitudes dos pericentros

Tais elementos podem ser obtidos diretamente das definições 
dos elementos hp e kp e das componentes (8.11) através da expressão:

 w U
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Ressalte-se para o movimento definido sob orientação oposta 
V w1 4, ,π α+ −  a mudança de orientação na definição da longitude do 
pericentro do 4º Satélite, caracterizada de (8.4) através da expressão:
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CONCLUSÃO 
 
 
 

Os resultados discutidos neste estudo apresentam as ideias bási-
cas de Sessin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984), decorrentes do 
Método de Hori (1966), como ferramentas auxiliares na investiga-
ção de características essenciais impostas pelas comensurabilidades 
2:1.  Tomando em consideração as referências básicas Marsden 
(1966), Henrard (1983) e Ferraz-Mello (1985), este estudo abre a 
possibilidade de definição de uma solução intermediária, de modo a 
satisfazer a condição básica de De Sitter (1925) para esse problema 
ressonante.

Sua primeira contribuição mostra que o processo de sucessivas 
transformações canônicas associadas com as influências das co-
mensurabilidades em geral produz várias reordenações de termos 
de ordens superiores que podem contribuir para uma caracteriza-
ção mais efetiva da Hamiltoniana resultante. Sob tais influências, 
suas componentes são mais representativas da realidade do pro-
blema e podem melhor contribuir para a definição de um núcleo 
principal integrável, a ser utilizado na identificação do principal 
comportamento do movimento.

Uma segunda contribuição é a identificação de novas influên-
cias das comensurabilidades a partir das características da solução 
de um Sistema Auxiliar de Hori associado ao movimento. Toman-
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do por referência as ideias básicas de Sessin e Ferraz-Mello (1984), 
tal estudo conduz à caracterização dos principais comportamentos 
de correspondentes variáveis canônicas sob influências similares 
as do conceito de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983).

Neste estudo tal conceito também impõe a existência de um 
vínculo, decorrente da limitação imposta sobre o movimento pela 
região onde tal conceito é definido. Como resultado é apresentada 
uma Hamiltoniana definida nas vizinhanças de tal conceito, cujo 
núcleo principal também leva em consideração as influências do 
principal comportamento do movimento. Ressalte-se neste estu-
do sua dependência com respeito a uma variação característica do 
movimento, ao vínculo e aos elementos de referência associados 
com a condição do Equilíbrio de Laplace.

Uma terceira contribuição diz respeito ao estudo da solução do 
Sistema Auxiliar de Hori associado ao novo núcleo principal do 
movimento, bem como a caracterização das influências do Equi-
líbrio Instantâneo sobre os elementos de tal solução. Como re-
sultados são apresentados as principais características do vínculo 
associado, bem como dos elementos de referência associados com 
a condição do Equilíbrio de Laplace. A identificação de um núcleo 
das principais perturbações de ordens superiores com respeito à 
referida solução, bem como de um núcleo principal da Geratriz 
de Transformação completam essa aplicação do Método de Hori 
(1966).

Tomando por referência Sessin (1993), uma avaliação das prin-
cipais contribuições de ordens superiores é desenvolvida, de modo 
a caracterizar os principais comportamentos dos elementos com 
respeito a variável tempo. Como resultado é apresentado o parâ-
metro característico do movimento, o qual define a influência da 
comensurabilidade laplaciana sobre os elementos do movimento. 
Este estudo também mostra que as influências do Equilíbrio Ins-
tantâneo Similar caracterizam o principal comportamento da am-
plitude, bem como da fase do Ângulo Crítico Laplaciano. Como 
consequência natural das influências das comensurabilidades tam-
bém é sugerida a existência de uma possível relação entre cons-
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tantes características do movimento, a qual é essencial para a eli-
minação da contribuição linear da variável tempo nas expressões 
dos parênteses de Poisson entre o núcleo principal da Geratriz da 
Transformação e os elementos do movimento.

Como resultado final são apresentadas as principais caracterís-
ticas dos elementos orbitais, as quais podem contribuir para a cons-
trução de órbitas intermediárias mais efetivas que as conhecidas 
órbitas keplerianas.

Tendo em vista que a referência original Marsden (1966) foi de-
senvolvida objetivando o estudo dos Satélites Galileanos de Júpiter, 
uma aplicação desse modelo pode ser efetuada para a identificação 
dos principais comportamentos de elementos desse movimento. 
Este estudo é desenvolvido no Apêndice C, objetivando uma com-
paração de suas características com resultados conhecidos de outros 
autores.
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APÊNDICE A 
ELEMENTOS AUXILIARES  
DE DESENVOLVIMENTO 

 

A-1  Influências das comensurabilidades 2:1 e da 
variação do Ângulo Crítico Laplaciano

As variáveis auxiliares são definidas por:
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x x

z
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x x X
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A correspondente Hamiltoniana (2.4) é definida por:

K K x P Qm i j i j
m

* * ( , , , )=
=
∑ α

0

5

  
i = =1 2, ;  j 1,2,3,4

cujo índice m define a ordem de grandeza da componente Km
*  com 

respeito a potência  m da raiz cúbica do pequeno parâmetro e.
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onde:

i) Os elementos Lp q q q0 , , ,γ ε ϑ  são definidos na Tabela 1 do 
Apêndice B.

ii) O elemento cq é definido pela equação (1.5).
iii) Os coeficientes k(i,j) e k(p,q,i,j) são definidos na Tabela 4 do 

Apêndice B, em termos de elementos auxiliares apresenta-
dos nas Tabelas 1 e 2 do mesmo Apêndice.

iv) As constantes Xi0(i = 1,2) são apresentadas na Tabela 1 do 
Apêndice B.

v) 2 é o ponto de equilíbrio, em torno do qual está definido o 
Ângulo Crítico Laplaciano.

A-2  Influência da Integral Primeira de Sessin  
e Henrard

As variáveis auxiliares são definidas por:
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A correspondente Hamiltoniana (2.7) é definida por:
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cujos correspondentes coeficientes são definidos na Tabela 4 do 
Apêndice B.

A-3 Elementos característicos da solução do 
Sistema Auxiliar de Hori de identificação

S
D H

C
X
L

M
D H

C C

M

ij ij
j

=










= −

ε

ε

2
10

0

11

2

2 11 21

4 0

4 0

. ( , )
. .

. ( , )
. .

221

2

2 11
2

32
2 10

30

31

2

2

4 0
= +























= −

ε

ε

D H
C C

X
L

M
D H

. ( , )
. .

. (44 0

4 0
0

22 32
10

30

12

2

2 11 22

22

, )
. . .

. ( , )
. .

C C
X
L

M
D H

C C

M











= −

=

ε

Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   168 28/02/2013   18:13:20



UM ESTUDO DA LIBRAÇÃO LAPLACIANA  169

ε

ε

ε

ε

 
= −  

 

   
= −    

   

   
=    

   

    = + +       

2
10

32 21 322
30

2
22 30

11 11 212
32 20

2
2 22 30

21 112
32 20

2
2 2 10

31 11 21 21 222
20

1

. . .
. (4,0)

. . . .
. (4,0)

. . .
. (4,0)

. 2 .cos2
. (4,0)



X
M C C

LD H

C L
N C C

C LD H

C L
N C

C LD H

X
N C C C C

LD H

N
ε

ε

ε

   
= − +   

    

 
= −  

 

 
= −  

 

2
22 30

2 11 22 322
32 20

2
10

22 21 322
20

2
10

32 21 222
20

. . .
. (4,0)

. . .
. (4,0)

. . .
. (4,0)

C L
C C C

C LD H

X
N C C

LD H

X
N C C

LD H

η η η

ε
1 2 3

11
32 20

30

2

4 0

= = − = −

′ =



R
D

C
H

L
L

.
( , )

.

′ =

′ =

′ =

′

R

R
D

C
H

L
L

R
D

C
H

L
L

R

21

31
11 20

30

12
21 30

20

22

0

4 0

4 0

ε

ε

.
( , )

.

.
( , )

.

==

′ =










ε

ε

D

C
H

L
L

R
D

C
H

C
C

L
L

.
( , )

.

.
( , )

.

11 30

20

32
11 22

32

30

20

4 0

4 0

Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   169 28/02/2013   18:13:20



170  ROBERTO A. C. SILVA • RODOLPHO V. DE MORAES • MARIA C. F. S. ZANARDI

onde:

i) o coeficiente H(4,0) é definido na Tabela 4 do Apêndice B.
ii) os elementos D e Cij são definidos na Tabela 5 do Apêndice B. 

A-4  Elementos característicos de Sessin e Ferraz- 
-Mello

Os elementos característicos de Sessin e Ferraz-Mello são defi-

nidos a partir da orientação α
π

= −
2

 pelo Sistema Auxiliar:
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1 2
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cujas integrais primeiras de Hori e Sessin se escrevem:
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O elemento característico  é definido de Sessin (1981) através 
da equação:

 

M
d

P
=

− ( )∫
ξ

ξ

onde:

i) P E D E DGξ ξ ξ ξ( ) = − − + −4 2 22 2 2( )

ii) a região de integração correspondente é identificada através 
do modelo de Sessin e Ferraz-Mello (1984).

Sob condições similares as dos Satélites Galileanos de Júpiter, 
pode ser observado do Apêndice C que as características do mo-
vimento estão associadas com a região II do plano (E,G), onde 
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librações e circulações harmônicas estão definidas. Nessa região a 
equação

 P ξ( ) =0

tem duas raízes reais simples 1, 2 e duas raízes complexas 3, 4.  
A solução da equação de  é periódica e definida no intervalo  
2 ≤  ≤ 1 por:

 

ξ ξ=

−




















−




















0

1

1

.

.

.

a cn M
g

b cn M
g

onde :

i) cn
M
g









  é uma função elíptica de Jacobi de módulo k2.

ii) ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

0
1 2

1 2

1 2

=
+
+

=
−
+

=
−
+

B A
A B

a
B A
B A

b
A B
A B

iii) ξ ρ ρ ξ ρ ρ

ξ ρ ρ ξ ρ ρ
3 1 2 4 1 2

2
1 1

2
2
2 2

2 1
2

2
2

1
1

= + = −

= −( ) + = −( ) +

= = −

J J

A B

g
AB

J k22 1 2
2 2

4
=

−( ) − −( )ξ ξ A B

AB

A dificuldade de se trabalhar com função elíptica é levanta-
da através de sua expansão em Série de Fourier Trigonométrica, 
recorrendo-se aos elementos auxiliares:

i) Variável Auxiliar:

 V V M= ( )0
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 onde 

 V
c
g

( )0 =   com   c
k

k= − − +1
4

5
64

2
4


ii) Estimativas decorrentes de características similares as dos 
Satélites Galileanos de Júpiter:

 

ξ ε

ε

ε

0
2 3

2 4 3

2 3

0

0

0

, ,

,

/

/

/

a b

E k

g

= ( )
= ( )

= ( )−

Sob tais condições, os elementos característicos de Sessin e 
Ferraz-Mello se escrevem diretamente de Silva (1986) através das 
expressões:
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H
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g
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V V M

V
g

k
k
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

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




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4

5
64
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Tais coeficientes são funções das constantes de integração E e G, 
através dos elementos 0,a,b,g,k2, pouco apropriadas para o estudo 
das perturbações de ordens superiores. Essa nova dificuldade pode 
ser contornada com o auxílio desses próprios desenvolvimentos e 
da integral G-Sessin, de modo a obter desenvolvimentos mais prá-
ticos dados em termos de novos elementos característicos *,d*, f,, 
os quais são definidos a seguir. Essa caracterização é desenvolvida 
por Silva (1986), de modo a obter os principais comportamentos 
dos elementos auxiliares avaliados por:
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12

*

Levando tais elementos nas expressões dos coeficientes dos ele-
mentos de Sessin e Ferraz-Mello encontramos desenvolvimentos 
mais práticos que são definidos como se segue. 
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A-5 Elementos auxiliares de desenvolvimento 
definidos sob as influências do equilíbrio 
instantâneo similar

Para tal estudo os correspondentes elementos originais tem seus 
valores descritos em termos dos elementos característicos *,d*, f 
através das expressões:
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φ

x φ

     ∂  = − + − +Γ +      ∂         
     ∂  = − + − +Γ +      ∂         

 ∂   = − −  ∂    
∂   = ∂  

2*2
* 20

0 0*
2010

2* *2
* 20

0 0*
2010

* *2

*

*

(0)1 5 9
1 1

6 6 4 4

(0)9
2 1

3 2 4

1 1
6 9 27

1



vv d f
d sen

E XdX D

vv d f
d sen

G XdX D

f d d
E Efd

f
G d x *3 f

Ressalte-se que a influência do vínculo do Equilíbrio Instan-
tâneo Similar é definida através das características da constante de 
integração v0 (4.58).

i) Elemento −
′2 2

10

v
X

.

( )
 ′    − = − − − − +    

     
    + − − − +    

     
     + − − +     

       

2*
*22 0

* *
10 10

2
* *2

* *

2 2
* *2

* *

2 11 9
3 1 .cos

0 6 24 8

3 5 49 27
.cos2

4 8 96 16

9 21 179 675
.cos3

8 16 192 128


v v f D d f
d V

X Vd dX

f f
d d V

d d

f f
d d V

d d

Tal elemento e suas derivadas são avaliadas em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f através das expressões:

−
′
= + 




















+







 − + +

2 1
2

9
8

3
2 2

2
3

2

10

2
2v

X
D f

d
f

d
d

d
ξ * * *

*
* ++ 





















+






+







 − + +

27
16

9
8

9
8

5
8

2

2

f
d

V

f
d

d d

*

*
*

.cos

**
*

cos2
2

81
32

2+ 





















+
f

d
V

+







 − + + − 





















f
d

d d
f

d*
* *

*
.co

3
2

2
27
16

9
4

35
32

2025
256

ss3V +






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    ′  ∂    − = − + − + − +        ∂            
     + + − + + + +     

       
   − + + +   

   

2*2 *
* *22

*
10

2 2*
*2

* *

2
* *2

* *

2 1 5 9 1 4
1

6 6 4 3 27

9 1 7 9
.cos cos2

8 2 3 18 4

9 9 53 1125
8 8 48 128

v d f d
d d

E X fdD

f d f
V d V

d d

f f
d d

d d

 + 
   

.cos3 V

x

  ′∂ − =  ∂    
    ′  ∂    − = − + − + − +        ∂            

     + + + − + + + +     
       

  − + 
 

2

0 10 10

2* *2 *
*2

*
10

2 2
*2 * *2

* *

*

2 1

2 9 2
2

3 2 3

8 9 2 7 9
.cos 1 cos2

27 4 3 9 2

9 9
4

v
v X X

v d f d
d

G X fdD

f f
d V d d V

d d

f
d

   + + +   
     

2
* *2

*

53 1125
.cos3

4 24 64


f
d d V

d

x

   ′∂    − = − − − +      ∂          
    + − − − +    

     
     + − − + +     

      

2*
*22

* * *
10

2 2
* *2

* *

3 2
* *2

* *

2 3 2 27
.

2 2 3 16

9 9 5 81
. 2

4 4 4 16

81 27 105 6075
. 3

16 4 32 256


v D f d f
d senV

V X d d

f f
d d sen V

d d

f f
d d sen V

d d 

ii) Elemento 
′v

X
2

10

.

′
= ′

=
∑v

X
v j jV

j

2

10
2

0

( )cos

′ = − + 







 − − − 







v

v
X

f
d

D
V

d
d

f
d2

0
2

10

2

2
20

2
9
4 0

1
3

8
9

27
16

( )
( )*

*
*

* 
























2
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′ = 







 − − − 
















v

f
d

D
V

v

X
d

d
f

d2
0

10

2
2

1 3
0

1
6

11
24

9
8

( )
( )*

*
*

*









−

− 







 −


− − 









3
2 0

3
4

3
4

3
4

27
16

2
2f

d
D

V
d d

f
d*

* *
*( )

22

2

2
0

10

22 3
0

3
4

5
8

49
96

27
1













′ = 







 − − −v

f
d

D
V

v

X
d d( )

( )*
* *

66

3
4 0

1
3

8
9

2

2

2

f
d

D
V

d
d

v

*

*
*

( )




























−

− −



 − 






′



(( )
( )*

* *
*

3 3
0

9
8

21
16

179
192

675
128

3
0

10

2= 







 − − � 




f
d

D
V

v

X
d d

f
d






















−

− − −


− 









2

2
2

3
2 0

3
4

3
4

3
4

81
32

D
V

d d
f

d( )
* *

*













Tal elemento e suas derivadas são avaliadas em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f através das expressões:

′
= − + + + 




















−









v
X

d
d d f

d
f

d
2

10

2 2
1
6 18 54

3
2

ξ * *
* *

* *
.  11

4
9

4 12
2

2

2 2

− +





+







+







 −








 −

d V

f
d

d d
V

*

*

* *

cos

cos



ff
d

d f
d

V
*

*

*
.cos







 + 





















+






3 2 2

48
1485
128

3 

v d f
d

E X d

v v d f
sen d V

E X f d

d d f f
V

d d

2*
*22

* *
10

2*
*22 2

0 0 *
20

2* *2

* *

1 3 5 27
4 2 36 32

(0) (0) 1 2 3
. .cos

4 6 27 4

9
cos2

12 36 16

x

φ

  ′ ∂  = − + + + +       ∂         

   ∂    + Γ + + − + +     ∂        

   + − + + +  
   

d f
V

d

2*2

*

2691
.cos3

96 256

    + +     
       


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v f
d d

G X d

v v d f
sen d V

G X f d

d d f f d
V

d d

2
* *22

*
10

2*
*22 2

0 0 *
20

2* *2 *2

* *

3 2 5 27
2 3 18 16

(0) (0) 1 4 3
. cos

4 3 27 2

9
cos2

6 18 8 48

φ

  ′ ∂  = − + + + +      ∂        
   ∂   + Γ + + − + +     ∂        

    + − + + +    
     

f
V

d

v D f
v X X d

f d f
d V

d d

f f
d d V

d d

f
d

2

*

2
2

* *
0 10 10

2*
*2

* *

2 2
* *2

* *

*

2691
cos3

128

1 1 9
2 8

3 2 27
cos

2 2 3 16

9 9 5 81
cos2

8 8 8 32

x

  +  
   

  ′ ∂  = − + +       ∂        
   + − − − +   

     
    + − − − +    

     

+



f
d d V

d

3 2
* *2

*

27 9 35 2025
cos3

16 4 32 256

     − − + +     
       



∂
∂

′







 =









 − + 





















+
V

v
X

d
f

d
f

d
senV2
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2

1
4
9

ξ * *
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.
ff

d
d d

sen V

f
d

f

*

* *

*









 −








 +







+







 − −

2 2

3

2 6
2

1
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128 dd

sen V
*

.





















+






2

3 

iii) Elemento ′ =
′

′W
v

X
2

10

2.cos α

′ = ′

′ = −







 − −




=
∑W W j jV

W
v
X

f
d

d d

j

( )cos

( )
*

* *

0

0
2

10

2

0
1
2

9
2

3
2

4
2













+ 









− − − 









9
2

0
1
2 6

4
9

99
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2

2

2
2

f
d

D
V

d
d
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*

*
*

*
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vf D f
d d

Vd dX

v f f
W d d

X d d

v D d f
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V dX
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d V
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* *
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* *
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*
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3
*
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3 .
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11 45
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.

2 4 4(0)

    − − +    
     

     ′ = − + + +         

  − + + + +  
   

 + − − 
 

f
d

d

vf f
W d d

Xd d

v D f
d d

V dX

D d
d

V

vf
W

Xd

2

2

2

2

2
*

*

2 22
* *0

* *
10

2
* *0

*
10

*
*

2

3 2
0

*
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4 16

9 3 81
(2) 4

2 2 2
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3

(0) 4 8 36 16

9 1 4
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(3)

  −  
   

    ′ = − − − +    
       

  + − + + + +  
   

 + − −  
 

  ′ =  
 

vf D
d d

Vd X

f
d d

d

D f
d d

V d

2

2

2

2
* * 0

*
10

2
* *

*

2
* *

2 *

27 27 27 729
3

2 2 4 16 (0)

45 57 1295 9099
8 16 192 128

9 3 3 3 27
2 4 4 4 32(0)

  − − − +  
     

  − + + + +  
   

   + − − +  
   

Tal elemento e suas derivadas são avaliadas em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f através das expressões:

′ = + +








 −









 −





+



W d

d d f
d

d Vξ * *
* *

*
*. cos

1
6 18 54

1
4
9

2
2



+







 + − − 





















+
f

d
d

d
f

d
V

f
d*

*
*

*
cos

2
2

2
3
2 4

17
12

27
4

2
**











3
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f
d d V

d

W d f
d

E d

v vf d
d sen

E Xd

d
f

2
* *2

*

2*
*2

* *

2 *
*2 2 2

0 0*
20

*

3 131 8289
.cos3

2 48 128

1 1 11 99
4 2 36 32

(0) (0)8
1 9 1 . .

3 9 4

x

φ

   − + + +   
     

 ′∂   = − + − −    ∂       
    ∂  − − − Γ + +     ∂      

 
 
 



}

f d f
d V d

d d

f f
V d d V

d d

2 2*
*2 *2

* *

2
* *2

* *

1 2 3 1 17 27
cos

6 27 4 2 12 36 16

3 131 14463
cos2 .cos3

4 96 256

      − + − + + − +      
         

    + − + + +    
     



φ

 ′∂   = − + − −    ∂       
      ∂ − − − Γ + +        ∂        
  − + − + + − +  

   

2
* *2

*

2 * *
*2 2 2

0 0*
20

2 *
*2 *2

*

1 2 11 99
2 3 18 16

(0) (0)8
1 9 1 . .

3 9 4

1 4 3 17 27
cos 1

3 27 2 6 18 8

W f
d d

G d

v vf d d
d sen

G X fd

f d f
d V d

d d

}

  
  

   
    + − + + +    

     

2

*

2
* *2

* *

3 131 14463
cos2 .cos3

2 48 128


f f
V d d V

d d

W D f
v X d

f d f
d V

d d

f f f
d d V

d d d

f
d d

d

2

* *
0 10

2*
*2

* *

2 2 3
* *2

* * *

* *2
*

1 1 27
2 8

3 2 81
.cos

2 2 3 16

27 3 27 405
.cos2

8 8 8 32

81 27 349 5211
16 4 96 256

x

  ′∂  = − +     ∂      
    + − + + − +    

     
      + − − + +      

       

− − + V
2

cos3
  +   

     

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∂

= 
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f
d

d
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*

*

*

*

1
4
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3
2

2

2
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6
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2

2

9
2
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16

2
2

3

d
f

d
sen V

f
d

d d

*
*

*
*

.+ 





















+

+







 − **

*
.2

2
24867

128
3− 



























f
d

sen V

iv) Elemento H D
X

v= − ′ ′
10

22 .cosα

 
H H j senjk

j

= ′
=
∑ ( )

1

     ′ = − − −    
      

     − − − −    
     

     ′ = − − −    
      

− −

2*
*20

* *
10

2 2
* *2

* *

2 2
* *20

* *
10

*

11 9
(1) 3 . 1

6 24 8

3 3 3 3 27
2 (0) 4 4 4 16

3 5 49 27
(2) 3 .

2 4 48 8

3
1

2 (0) 3

vf d f
H D d

d dX

D f f
d d

V d d

vf f
H D d d

d dX

D d
V

 −  
 

     ′ = − − +    
      

   − − − −  
   

*2

3 2
* *20

* *
10

2
* *2

*

8
9

27 63 179 2025
(3) 3 .

8 16 64 128

3 9 9 9 243
2 (0) 4 4 4 32

d

vf f
H D d d

d dX

D f
d d

V d

Tal elemento e suas derivadas são avaliadas em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f através das expressões:

H d
f

d
d

d senV
f

d
d

= 







 + −








 +







 − +2 1

6
29
72 2
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*
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. . 
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d
d f
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*

*

*
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2 2 2
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2
16
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














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





 + 





















+





sen V3 
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∂
∂









 =









 + − + 





















H
E

d
f

d
d

f
d

s
* *

*
*

1
3 18

29
216

3
2

2
2

eenV
d d f

d

sen V
f

d
d

+ − + + 





















+







 +

* *

*

*

*

.

3 18
9
4

2
16

2 2

2 88073
128

3
2

f
d

sen V
*

.





















+

   ∂      = − − − +        ∂           
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       − − + − − −                 

     − − − −             
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f f D
d d

Vd d

f
d d

d

vf
K

d X

         − − − −               

            − − +                    
  − − −  

   

3 2 2
* *2

* *

2 2 34*
*20 0

*
10 10

2
* *2

*

3 5 49 27 9
(0) 4 8 96 16 2

3 4 27
.

(0) 2 2 3 2 (0)

9 21 93 513
.

4 8 32 64

D f f
d d

V d d

v vD d f D
d

V VdX X

f
d d

d

  −        

        − − − + − −                  

    − − −          

2

*

22 2 *
* *2 *2

* *

44 *
*2

*

6 . .
(0)

3 5 49 27 9 8
. . . . 1

4 8 96 16 2 (0) 3 9

81 1 5
.

4 (0) 2 3 6

f D
G

Vd

f f D d
d d G d

Vd d

f D d
d

Vd
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       ′  = − − +              

          − − − − +                   

 
 
  

33 2
* *20

* *
10

2 23 2 3
* *20

* * *
10

0

10

9 21 179 675
(3) 3

(0) 8 16 32 128

9 9 9 9 243 27
.

2 (0) 4 4 4 32 2

(0)

vf D f
K d d

Vd dX

vf D f f
d d

Vd d dX

v D
VX

      − − + −                 

      − − + +               

    − − − −    
     

3 2 3*
*2

* *

22 3
* *2

* *

2 5
* *2

* *

1 31 9
. 6 . .

2 4 48 8 (0)

9 21 179 675 9
. . .

8 16 192 128 2 (0)

3 3 3 81 81
. .

2 2 2 16 4

d f f D
d G

Vd d

f f D
d d G

Vd d

f f D
d d

Vd d

 
  
 

  − − −  
   

4

2
* *2

*

(0)

9 3 7 297
8 2 4 64

f
d d

d

Tal elemento e suas derivadas são avaliados em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f através das expressões:

K d
d

d
f

d
d= − + +









 −














−





2
3

1
3

19
36

3
4
3

2 2 2ξ * *
*

*
*

* .

ccos cos*
*

*

*

* *

V
f

d
d

d
V

f
d

d d

+





 −








 −








+ +

2 2

2

3
2 4

2

27
16

44455
128

3

1
2

5
6

5

2
f

d
V

K
E

d

*

*

cos



















+






∂
∂







 = − + +



118
27
16

1
3

4
27

3
2

2
2

2

d
f

d

d
f

d
f

d

*
*

*
*

*

+ 


















+

+








 − + 




















+ + + 



















+

+

2 2 2

6 18
9
8

2.cos .cos
* *

*V
d d f

d
V

f
dd

d f
d

V*

*

* .cos





 + 




















+
2 2

3
2691
128

3 
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    ∂      = − − + − − +           ∂              
      + − − − +      

       
  − − + +  

   

2 2
*2

* * *
0 10

2 2 3
* *2

* * *

2
* *2

*

9 4 27
1 3 .cos

4 3 8

9 21 81
.cos2

4 8 16

27 53 2025
3 .cos3

8 16 16


K D f f f
d V

v X d d d

f f f
d d V

d d d

f
d d V

d





x
 ∂   = − + − + +    ∂     

        + − + + − + + +        
          

     + + + +     
       

2
* * *2

*

2 2* *2
*2 *

* *

2*2
*

* *

2 27
1

9 8

2 5 3 2 9
cos .cos2

3 18 4 3 9 4

3 2691
cos3

8 24 64


K f
d d

G d

d f d f
d V d V

f d d

f d f
d V

d d

∂
∂

= 







 − +





+







 −
K

V
d

f
d

d senV
f

d
d

d
2 1

4
9 6

2 2
2 2

ξ * *
*

*
*

*
*

.













+

+







 − − − 











sen V

f
d

d d
f

d

2

27
16

4455
128

3
2

2

*
* *

*










+





.sen V3 

vi) Elemento .

ξ = − −
′

G
v

X
2

10

Tal elemento e suas derivadas são avaliados em termos dos ele-
mentos característicos *,d*, f, através das expressões:

ξ ξ= + 







 − +





+







 −





* *
*

*
*

* *

cos1 1
4
9 4 12

2
2 2

d
f

d
d V

f
d

d d 


 +













+







 − − 

















cos

*

*

*

2

48
513
128

3 2 2

V

f
d

d f
d 




+











cos3V 
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d f
d

E d

d f
d V

f d

d d f f d f
V V

d d d

2*
*2

* *

2*
*2

*

2 2* *2 *2

* * *

1 3 5 27
4 6 96 32

1 2 3
.cos

6 27 4

9 2691
.cos2 .cos3

12 36 16 96 256

x
x

 ∂   = − − − +    ∂     

    + − + − +    
    

         + − − + − − +         
             



x
x

  ∂  = +     ∂      

    + − + + + +    
     

    + − + + + +    
     

   + − + + +   
   

2

* *
0 10

2*
*2

* *

2 2
* *2

* *

3
* *2

* *

1 1 9
2 8

3 2 27
.cos

2 2 3 16

9 9 5 81
.cos2

8 8 8 32

27 9 35 2025
16 4 32 256

D f
v X d

f d f
d V

d d

f f
d d V

d d

f f
d d

d d

  +  
    

2

.cos3 V

f
d d

G d

d f
d V

f d

d d f f d f
V V

d d d

2
* *2

*

2*
*2

*

2 2* *2 *2

* * *

1 2 5 27
2 3 18 16

1 4 3
cos

3 27 2

9 2691
.cos2 cos3

6 18 8 48 128

x  ∂   = − − − +    ∂     

    + − + − +    
    

        + − − + − − +        
           



∂
∂

= 





 −





+ 





 − +





ξ ξ
V

d
f

d
d senV

f
d

d d* *
*

*
*

* *

1
4
9 2 6

2
2 2














+

+





 + 



















sen V

f
d

d f
d

2

16
4455
128

3 2 2

*

*

*


+





.sen V3 
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A-6 Geratriz da Transformação

Para os valores dos elementos a seguir serão utilizados os ele-
mentos auxiliares:

b
X

A
A
X

A

b
X

A
A

A

1
10

10

2
10

4 0
5 0

5 1

4 0
5 2

= +










=  

( , )
( , )

( , )

( , )
( , )

( jj
D

X
A

A j

B j
D

X
A

A j

)
( , )

( , , )

( )
( , )

( , , )

=

=

1
4 0

5 0

1
4 0

5 1

10

10

Núcleo Principal da Geratriz da Transformação

Valores dos coeficientes S(m,k) do núcleo S0 (5.12).

x

x

x

  = − −      

      = − + + + − −      
         

    = + + − +    
     

2

* *2
1 2

2* *2 *
* *2

1 2* *

2 2* *
* *

1* *

4
(0,1) . 1 .

9

3 17 27
(0,2) . . . .

8 24 4 8 24 8

495 131
(0,3) . . .

144 128 2 144

S f d b b

f d d d f
S f b d b

d d

f d f d
S f b d

d d

x

x

    +   
     

    − = − − − +    
     

   + −   
     

  − = − 
  

2
2

2*

2 2
*2 * *2

* *

2
* *2

*

*2
*2 *

*

2763
.

128

9 67 1485
( , 3) . . . ( )

32 384 64

9 95 1485
. ( )

32 768 128

( , 2) . .
3

f
b

d

f f
S j f d d A j

d d

f
d d B j

d

f d
S j f d

d

x



     − = − + − +            

*2
*2 *2 *

*

( )

21
( , 1) . 12 . ( ) . ( )

4 6

A j

f d
S j d A j d B j

d
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x

x

x

x

 
= − − − −    

 
     = − − − + −    
     

  = −  
  

 = + − 
 

2

*2
*2 * *

* *2 *
*2 *

* *2
*2

*

2
*2 * *2

*

2 4
( ,0) . . ( ) ( )

3 9 2

29
( ,1) . . . ( ) 1 . ( )

12 36 6 72

( ,2) . . . ( )
3 27

3 113 14
( ,3) . .

64 1536

d
S j d d A j B j

d d d
S j f A j d B j

f d d
S j f B j

d

f
S j f d d

d

     
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A-7  Parênteses de Poisson dos elementos 
característicos
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d

iii) Elemento ′Z

′{ }= + ′+ +
=

∞

∑Z S d E m mV n E m j V mV
m

j j, . . ( , ).cos . . ( , ).cos* *
0

0
0 0 10ξ ρ φ jj
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0

1

4

 

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
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
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
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1
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9
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d
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*
*

*
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1
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3
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


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


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
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
BB j
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d
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d
d

f
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*
*






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





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











1
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3
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2
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

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+
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
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



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
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
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iv) Elemento H

H S d H m senmV n H m j sen V mV
m

j j j, ( , ). . . ( , ).* *
0

1
0 0 10{ }= + ′+ ++

=

∞
+∑ξ ρ φ 00

1

4

 










==−∞

∞

∑∑
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x

x

+

+

    = − − +    
     

   + − − +   
     

    = − − +    
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  + − + +  
 

2* *2
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*2
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.
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1 5
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        − = − + +      

         
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(3,0) . .
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+
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            
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   
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*
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*
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          = − − + + + +        
            

    = + − + −         

2
*2

*

2 2* * *2 * *2

* *
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*

3 ( )
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5 3
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f
d B j

d

d d d f d d f
H j A j B j

f d d

d d f
H j A j d B j

d

H
          = + − + − − +         

             

2 2* *2 * *2

* * *
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f d d f d d f
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v) Elemento K

K S d K m mV n K m j V mV
m

j j j, ( , ).cos . . ( , ).cos* *
0

0
0 0 10{ }= + ′+ ++

=

∞
+∑ξ ρ φ 00

1

4

 










==−∞

∞

∑∑
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x

x
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+

+

+

  = − + − −      
   

    = − − − +    
     
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

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
+ + 
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
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




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


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
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
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
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

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


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


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


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



+

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9
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
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
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
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
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
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

+

B j

K j
d

d
f

d
A j

( )

( , ) ( )*
*

*0
1

4
32
9

189
4

2
2

++


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



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

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





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1
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d
f

d d

*
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d
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
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

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








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




+ − 



















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
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




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
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

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
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
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K j
f

d
d

d
f

d
A j+ = 






 + − 



















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*
*
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864

9
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2
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
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

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
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



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* ( )

vi) Elemento ′α

′{ } = + ′+ +
′=

=

∞

∑α α ρ α φ
φ

, ( , ). . . ( , ).S m senmV n m j sen V mV
m

j j j0
1

0 0 1 00


 
==−∞

∞

∑∑
jm 1

4

α
ξ

( , ) .* *
* *
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1 3

8
3

16
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64

2
2
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




 − + 






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











+
f

d
d d

f
d

b





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
























3
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2
2

2
d

d
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d
b

*
*
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*
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

















− 











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3 0
1

2

1 2ξ

α
ξ

f
d

b b

f
dd

f
d

b
f
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


























+





− 











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2

1

2















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f f
j d A j d B j

d d d

d f
j A j d B j

d d

d d
j A j B j

f

2
*2 *2

* * *

2*2
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* *
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( 3, ) ( ) ( )

16 16 16

1 17
( 2, ) 27 ( ) . ( )
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1
( 1, ) ( ) . ( )

36 36

a

a

a

       − = − − +               
     − = − + −           
    − = + −    
   

f
j d d A j

d d

f
d d B j

d

2
* *2
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2
* *2

*
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(0, ) 6 2 72 ( )

8

5 9
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144 2

a




  = − + + − +   

   
   + − − −   

     
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APÊNDICE B 
ELEMENTOS CARACTERÍSTICOS DA 

SOLUÇÃO 
 

Os elementos auxiliares definidos para as condições de ressonâncias exatas 
se escrevem:

a
L

m

m

m

L

L

n

p
p

p

p

pq
q q

p p

p

q

q

0
0

2

0
2

2
0

0

2

0

1
=











=
′

′











µ

α
µ

µ

.

.

==

=



















= =

c

L

J R
a

A A
k

q

q

q
q

k
j

k
j

pq
pq
k

0
3

2 0

0

2

0

1
4

ϑ
ε

α
α( ) ( )

!
.. /

( )d
d

b
k

pq
k

j
pq

pq pqα
α

α α
1 2 0( )



 =

onde:
i) Lp0 e ap0 são respectivamente os valores dos elementos Lp e ap para as 

condições de ressonâncias exatas.
ii) As constantes µp p qm c, ,′  -são definidas por (1.5).
iii) R0 é o raio equatorial do corpo central.
iv) J2 é o fator de achatamento do corpo central.
v) b j

pq1 2/
( ) ( )a  é o coeficiente de Laplace associado ao elemento apq.

vi) e é o pequeno parâmetro convencionado.
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Tabela 1 – Elementos característicos definidos para as condições de ressonân-
cias exatas

 

p X L
X X

c c

c c c X
L

p p p p0 0

3 3

1
3

1
3

1
3

2
3

2
3

10

20

1 1 1

2
2 2 2

2

γ ε

∆ ∆

∆ ∆

+
−








 −−





















3

3 1
4

2

10

20

3
3

10

30

X
L

c X
L∆

___

onde:

 ∆ = + +4 2 2 41
3

2
3

3
3c c c

Ressalte-se para o 4º satélite que:

 L L m a const4 40 4 4 4= = ′ =µ .

Tabela 2 – Coeficientes auxiliares das hamiltonianas

 

p
pq

p

c p q A

c p q A

c p q A A

c p q A A

c p q A A A

c p q A A

K
c p q A A

K

c p q A A

0
0

0
1

0 0
0 1

0 0
1 2

1 1 1
0 1 2

2 2
0 1

1 1 0
0 1

4 4
0 1

1
( , ,0,0)

2
( , ,0,1)

( , ,0,2)

1
( , ,1,0)

4
1

( , ,2,0)
2

1
( , ,3,0) 4

2

1
( , ,4,0) 3 2 .

2

1
( , ,5,0) 22 7

4

a

=

=

 = − + 

 = + 

 = − − 

 = − + 

 
 = + −     ′ 

= + + A

c p q A A A

c p q A A A

4
2

3 3 3
0 1 2

2 2 2
0 1 2

1
( , ,6,0) 21 7

2
1

( , ,7,0) 19 7
4

  

 = − + + 

 = + + 
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Tabela 3 – Coeficientes da influência da comensurabilidade laplaciana

O elemento auxiliar L(i,j) é definido por:

 
L i j

N i i j
N

( , )
( , )

( , )
= −

+
0 1

com:

N j k
k k

j
c
L

j kk q

qq
q
j

q
k j( , ) ( ) . . ( )= −
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













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2
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3
1γ ε

g

g L
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( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

0 0 0

1 0
1
2

1 0

2 0 2 0 1 0 1 1 1 0

=

= +

= + + LL

g L L L L L L

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ). ( , )

0 2

3 0 3 0 2 0 1 1 2 1 0 0 2

 

= + +  + (( , ). ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ). ( , )

1 0 2 1 1 1

1 0 1 2 2 1 1 0 2

2

2

L L

L L L L

+  +
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=

=

L L L

g
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N

g g

3 2

20 10
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1 1 0

( , ) ( , ) ( , )

( , )
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( , ) ( ,11 1 1 2 1 0 0 2
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) ( , ) ( , ). ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

L L L

g g L L L
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= + + (( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ). ( , )
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3 1 02
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+ (( , ) ( , )

( , ) ( , ). ( , )
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0 3 2 0 2

0 2 0 1 0 2

1 2 0 1 1

2

2

2

+ }
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g g L ,, ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
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2 3 0 2 1 1 3 1 0 0 3 2 0 2

0 3

2

3

+ + + { }
=

L L L L L

g g 00 1 0 3 2 0 22, ) ( , ) ( , )L L+ 

Tabela 4 – Coeficientes da Hamiltoniana H*

Os elementos auxiliares são definidos por:

d
X
X

g

k r j r
r
j

Xr

r

=










=
−
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




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1
2

1
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1
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( ). .
XX

c
L

j

q

q
q q

r j

q
j

q10 0
2

1

3

2








 −( ) −

=
∑ γ ε ε.
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k p q r
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
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c
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Os coeficientes da Hamiltoniana H* (2.24) são dados por:

H k
c
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H
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Tabela 5 – Coeficientes da Hamiltoniana do Sistema Auxiliar de Hori de 
identificação

 

p C C

c
L

H

c
L

H
c
L

H

p p1 2
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c
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H

O elemento característico D (3.9) é definido por:

 
D

H
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Tabela 6 – Coeficientes da Hamiltoniana H /

Os elementos auxiliares nj0 e gj0 são dados por:

 

n
c
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ε
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Os coeficientes da Hamiltoniana H / (3.51) se escrevem:
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A H
L
L

H( , , , , ) . . ( , , ) . . . ( , , ,5 1 3 2 0 4 2 1 0 2 1 2 2 010 30 20 30
20

10

= − +ε γ γ γ γ ))

( , , , ) . . ( , , , )

+






− +





γ γ γ20

2 30

10
10 20

30

20

1 3 2 0 2 3 2 0
L
L

H
L
L

H


= − +A
L
L

H
L
L

H( , , , , ) . ( , , , ) . . ( , , ,5 1 4 2 0 2 4 2 0 3 4 2 030
40

20
20

40

30

ε γ γ ))












A H
L
L

H( , , , , ) . . ( , , ) . . . ( , , ,5 2 3 2 0 8 1 1 0 2 1 2 2 020 30 10 30
20

10

= − +ε γ γ γ γ ))

. ( , , , ) . ( , , , )

+






+ −





γ γ γ10 20

30

10
10
2 30

20

1 3 2 0 2 3 2 0
L
L

H
L
L

H


= −A
L
L

H
L
L

H( , , , , ) . ( , , , ) . . ( , , , )5 2 4 2 0 1 4 2 0 3 4 2 030
40

10
10

40

30

ε γ γ












= − +A
L
L

H
L
L

( , , , , ) . ( , , , ) . .5 3 4 2 0 1 4 2 020
40

10
10

40

20

ε γ γ HH( , , , )2 4 2 0












A H
L
L

H( , , ) . . ( , , , ) . ( , , , )5 1 1
4

2 2 1 2 7 0 2 3 5 020 30
30

20

= − +










ε γ γ −−











+







+

2 2 3 7 0

2 1 2 6 010 30
20

10
30
2

H

L
L

H

( , , , ) .

. . ( , , , )γ γ γ −−( )






= −

γ

ε γ γ

20
2 30

20

10 30

2 3 6 0

5 2 1
2

4 2 3

. . ( , , , )

( , , ) . . ( , ,

L
L

H

A H 77 0 1 2 5 0 220

10
20 30

20

10

, ) ( , , , ) . .−





















−







L
L

H

L
L

H

γ γ

(( , , , ) . . . ( , , , )1 2 6 0 2 3 6 010 20
30

20

+





γ γ

L
L

H

A
L
L

H H( , , ) . . . ( , , , ) ( , , , )5 3 1 2 2 1 2 5 0 2 1 2 7 010 20
20

10

= −








 −ε γ γ −−





























+ −( )

L
L

H

L
L

30

20

20
2

10
2 20

2 3 5 0

2

. ( , , , ) .

γ γ
110

10 30
30

20

1 2 6 0 2 3 6 0

5 1 1 1
4

H
L
L

H

A

( , , , ) . . . ( , , , )

( , , , )

−






= −

γ γ

ε
γγ γ30

2 30

20
20
22 1 2 7 0 2 3 5 0 2H

L
L

H H( , , , ) ( , , , ) . (+





















− ,, , , ).

. . . ( , , , )

3 7 0

2 3 6 020 30
30

20







+





γ γ

L
L

H

Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   211 28/02/2013   18:14:04



212  ROBERTO A. C. SILVA • RODOLPHO V. DE MORAES • MARIA C. F. S. ZANARDI

A
L
L

H H( , , , ) ( , , , ) . ( , , , )5 2 1 1
2

2 1 2 5 0 2 3 7 030
2 20

10
10
2= −









 +

ε γ γ










= −








 −A

L
L

H H( , , , ) ( , , , ) .5 3 1 1 2 1 2 5 0 220
2 20

10
10
2ε γ γ (( , , , ) ( , , , )

.

1 2 7 0 2 3 5 0

2

30

20

10 20

+



























+

+

L
L

H

γ γ
LL
L

H20

10

1 2 6 0( , , , )






A
L
L

H H( , , , , ) ( , , , ) . . ( , , , )5 1 2 2 1
2

2 1 2 6 0 2 2 3 7 030
2 20

10
10 20= +




ε γ γ γ


+

−






=

γ γ

ε γ γ

10 30
30

20

10 30

2 3 6 0

5 1 3 2 1 2 2

. ( , , , )

( , , , , ) .

L
L

H

A H(( , , , ) ( , , , )

.

1 2 7 0 2 3 5 0

2

30

20

20 30

+



























−

−

L
L

H

γ γ
LL
L

H
L
L

H

A

20

10
10 20

30

20

1 2 6 0 2 3 6 0

5 2 3 2 1

( , , , ) . ( , , , )

( , , , , )

−





γ γ

==















−ε γ γ γ γ4 1 2 5 0 2 1 220 30

20

10
10 30

20

10

. ( , , , ) . ( ,
L
L

H
L
L

H ,, , )

( , , , )

6 0

2 3 6 010
2 30

20

+

+





γ

L
L

H

Ressalte-se para tais coeficientes a validade das relações que se seguem:

n A j kj j
j

0 0
1

3

5 0. ( , , ).γ =
=
∑                                            k

n A j k n A i j kj j
j

j i

=

+
=
∑

0 1

5 1 5 20 0
2

1

3

0 0

,

. ( , , , ). . ( , , , , ).γ γ γγ j
ji

j

k

n A k

0
2

3

1

1

10

0 0 1

2 5 1 1

= =
==

−

∑∑                    ,

. ( , , , ).γγ γ γ10 20 20 30 305 1 2 2 5 1 3 2 0 1

2

+ + = =n A k n A k k. ( , , , , ). . ( , , , , ). ,0    

nn A k n A k n A k20 20 20 10 305 2 1 5 1 2 2 5 2 3 2. ( , , , ). . ( , , , , ). . ( , , , , ).γ γ+ + γγ

γ γ
30

30 30 30 10 30

0 1

2 5 3 1 5 1 3 2

= =

+ +

0   k

n A k n A k n

,

. ( , , , ). . ( , , , , ). .. ( , , , , ). ,

( , , , , ).

A k k

A j j
j

5 2 3 2 0 1

5 4 2 0 0

20

0
1

3

γ

γ

= =

=
=
∑

0   

Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   212 28/02/2013   18:14:06



UM ESTUDO DA LIBRAÇÃO LAPLACIANA  213

Tabela 7 – Elementos característicos de Sessin e Ferraz-Mello definidos sob 
a condição ′ = ′α φ

Os elementos auxiliares são definidos por:
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Tabela 8 – Elementos característicos de Sessin e Ferraz-Mello definidos sob as 
influências do equilíbrio instantâneo similar

Tais elementos são originalmente definidos no Apêndice A-5 em termos 
do elemento auxiliar v0 definido por:
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Tabela 9 – Coeficientes das equações variacionais dos sistemas livre e forçado

i) Coeficientes do Núcleo Variacional Livre
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ii) Coeficientes do Sistema Variacional Livre
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iii) Coeficientes do Sistema Variacional Forçado
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Tabela 10 – Coeficientes da solução do sistema variacional livre

Os elementos auxiliares são definidos por:
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Ressalte-se para os Satélites Galileanos de Júpiter que os valores de tais 
coeficientes satisfazem:
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onde:
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Tabela 11 – Principais comportamentos dos elementos característicos do 
movimento 
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iii) Elemento Z
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iv) Elemento Z*

 

Z Z Z m k sen V mV w t tk k
km

* ** ** *( , ) ( , ).= + ′+ − −( ) − 
==−∞

∞

∑0 0 1 0 0
1

3

ϕ∑∑

∑= −








 =

=

Z
X
X j

j

** ( )0
1
2

10

20
0

2

1

4

ρ const.

Z k
X
X

f
f

d
d d** *

*
* *( , )− =



















 + +3

9
64

49
768

1485
12

10

20

2
2ξ

88

9
64

59
1536

1485
256

2

2

f
d

A k

d d
f

d

*
*

* *

. ( )





















+






− + − **
*

** *
*

. ( )

( , )





























− =










2

10

20

2

B k

Z k
X
X

f
f

d
ξ 







 − +










− =












d d
A k

Z k
X
X

f
d

* *
*

** *
*

. ( )

( , )

4 4

1

2

10

20

ξ






 − −





+ +















6

65
24 2

5
72

2 2d d A k
d

d B k* * *
*

* *. ( ) . ( )






x

x

x

   
 = + + −         

       = + + −              

    = − +          

*
** * * *2 * *10

20

* *2
** * * *2 *10

20

*
** * *2 *10

*
20

1 5
(0, ) . ( ) ( )

3 6 24

1 7
(1, ) . ( ) . ( )

24 144 2 36

5
(2, ) . (

6 108

X d
Z k d d A k B k

X

X d d
Z k f A k d B k

X

X f d
Z k f d B

X d

x
       = − + − +                

   + +   
     

2 2

** * * *2 *10
* *

20

2

* *2 *
*

)

9 77 1485
(3, ) ( )

128 3072 512

9 125 1485
( )

128 3072 256

k

X f f
Z k f d d A k

X d d

f
d d B k

d

v) Elemento a

α α α ϕ= + − + ′+ − −( ) −
=

∞

∑ ( ) . ( , ) ( , ).cos* *1 0
1

1 0 0
n

m
k km senmV m k V mV w t t ** 











==−∞

∞

∑∑
km 1

3

α
ξ

*
*

* *
* *( , ) .1 0

3
8

3
16

189
64

2
2

1= 







 − + 





















+
f

d
d d

f
d

b





Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   224 28/02/2013   18:14:23



UM ESTUDO DA LIBRAÇÃO LAPLACIANA  225

bd f
d

d

bbf
d

bbf
d

f
k d

d d

2*
*2 2

* *

2

* 21
* * *

3

* 21
* * *

* *2
* *

3 65 135
.

4 2 96 64

27 27
(2,0) . .

8 8

405 81
(3,0) . .

64 64

1 3 567
( 3, )

16

x

a
x x

a
x x

a

   + − + +   
     

       = + −             
       = + −             

 − = − − 
 

f
A k d B k

d

d f
k A k d B k

d d

d d d
k A k B k

d f

2

* *2 *
*

2*2
* * *2 *

* *

* *2 *2
* * *

*

9
. ( ) . ( )

16 16

1 17
( 2, ) 27 . ( ) . ( )

12 144

1
( 1, ) . ( ) . ( )

36 36

a

a

      +     
       

      − = − + −     
       

       − = + −      
       

α *
*

* *
*

*( , ) . ( )0
1

6 2
181

8
722

2

k
d

d d
f

d
A k= − + + − 





















+






++ − − − 



























=

d d
f

d
B k

k
d

d

* *
*

*

*
*

*

. ( )

( , )

5
144

9
2

1
1

2
2

α
ff

d f
d

A k
d

B k








 − − 





















+










*

*
*

*
*. ( ) . (

2 2 2

36
15

36
))

( , ) . ( )*
*

*

*
*













= − − 





















+α 2
1

24
81
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2 2
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d

d f
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dd
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k
d

f
d

d
f

d

*
*
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* *
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2
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










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




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



= 







 −α **
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
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


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





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




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
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APÊNDICE C 
APLICAÇÃO AO MOVIMENTO DOS 

SATÉLITES GALILEANOS DE JÚPITER 
 

Não obstante o caráter de primeira aproximação, o estudo de-
senvolvido é aqui aplicado ao movimento dos Satélites Galileanos 
de Júpiter, objetivando sua validação como um núcleo principal de 
tal movimento.

A utilização da referência Sato (1986) nas determinações dos 
coeficientes das Hamiltonianas e das características forçadas do 
movimento é neste estudo justificada por permitir a identificação 
de boas estimativas para os valores das integrais de Hori e G-Sessin 
na data considerada. O mesmo não se verifica para a referência 
Nasa (2007), visto que os semieixos maiores dos Satélites negligen-
ciam as contribuições das dezena e unidade de quilômetros em seus 
correspondentes valores.

Com respeito às características livres do movimento, a referên-
cia Nasa (2007) permite a identificação de boas estimativas para 
as amplitudes e fases do Sistema Variacional Livre. A justificativa 
para o não uso da referência Sato (1986) é discutida na Seção [4.2] 
deste Apêndice.
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1 Referência Sato (1986)

1 Elementos dos Satélites Galileanos de Júpiter

Este estudo toma por referência os elementos osculadores mé-
dios na data 28/4/1973 a 0h T.E., os quais são definidos por Sato 
(1986) com respeito a um sistema jovicêntrico, cujo plano funda-
mental é o plano do Equador de Júpiter.

t J E D

g m km dia

R

0

0
17 3 2

0

2 441 800 5

9 4590265 10

0 71420

: . . . . . ,

: , . /

: , .

*

110

1 48485 10

5

2
2

km

J : , . −

p
mp

10–6m0

ap

105km
ep

10–3

p

rad 
p

rad

1 44,97 4,22059 4,0859 0,01729 0,96576

2 25,29 6,71315 9,4353 3,62718 4,08759

3 79,88 10,70700 0,6988 3,86046 2,16118

4 45,04 18,83282 7,5904 2,11143 5,85091

2  Elementos característicos definidos para as 
condições de ressonâncias exatas

Tabela 1

p
Xp0

X3

Lp0

X3

ap0

105km
np0

rad/dia

1 0,1214069 0,1214069 4,23177 3,53304

2 0,3288370 0,0860232 6,71748 1,76652

3 1 0,3423262 10,66353 0,88326

4 0,2565164 0,2565164 18,83282 0,37632
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3 Coeficientes auxiliares das Hamiltonianas

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.

p – q a
pq

0 A0
0 A0

1 A0
2 A0

3 A0
4

1-2 0,6299624 2,26026 0,75680 0,36527 0,19386 0,10754

1-3 0,3968457 2,08658 0,42289 0,12677 0,04205 0,01460

1-4 0,2247024 2,02600 0,22909 – – –

2-3 0,6299491 2,26094 0,75677 0,36525 0,19383 0,10750

2-4 0,3566903 2,06861 0,37520 – – –

3-4 0,5662207 2,19777 0,65221 – – –
p – q A1

0 A1
1 A1

2 A1
3 A1

4

1-2 0,69667 1,10594 0,91959 0,68793 0,49160

1-3 0,19081 0,48084 – – –

1-4 0,05351 0,23816 – – –

2-3 0,69667 1,10595 0,91962 0,68800 0,49174

2-4 0,14840 0,41607 – – –

3-4 0,49340 0,87146 – – –
p – q A2

0 A2
1 A2

2 A2
3 A2

4

1-2 0,85350 0,80194 0,99584 1,04484 0,97345

1-3 0,13525 0,10041 – – –

1-4 0,02995 0,01422 – – –

2-3 0,85348 0,80190 0,99577 1,04465 0,97310

2-4 0,09830 0,06755 – – –

3-4 0,50451 0,45537 – – –

Tabela 2

p – q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
c(p,q,0,0) 1,13068 1,04329 1,01300 1,13017 1,03430 1,09888
c(p,q,0,1) 0,69666 0,19081 – 0,69667 – –

c(p,q,0,2) -2,95702 -2,27789 – -2,95701 – –

c(p,q,1,0) 0,38754 0,08157 0,02086 0,38753 0,06167 0,24947
c(p,q,2,0) -0,57533 -0,07918 -0,01164 -0,57554 -0,05421 -0,33731
c(p,q,3,0) -1,19033 – – -1,19033 – –

c(p,q,4,0) 0,42829 – – 0,42832 – –

c(p,q,5,0) 1,69513 – – 1,69514 – –

c(p,q,6,0) -4,96570 – – -4,96564 – –

c(p,q,7,0) 3,59327 – – 3,59318 – –
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4  Coeficientes da influência da comensurabilidade 
laplaciana

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.
N n X L
N

( , ) , ( , )
( ,
0 1 46 233757 0 0 0
1

20 10= − =                       
11 31 403893 1 0 0 699220 10) , ( , ) ,= − = −n X L                        4416

0 2 307 66021 1 120 10N n X L( , ) , ( , )= − = −                       88 7866216
1 2 406 23853 20 10

,
( , ) , (N n X L= −                        22 0 2 8423569
2 2 131 41284 20 10

, ) ,
( , ) ,

= −
= −N n X                         L( , ) ,0 2 6 6544497= −

Tabela 3

g
g
g
g

( , )
( , ) ,
( , ) ,
( , ) ,

0 0 0
0 1 0 0216292
1 0 0 1792416
1 1 0 005479

=
= −
= −
= − 55

2 0 0 0597242g( , ) ,=

5 Coeficientes da Hamiltoniana H* 

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.

k n X
k n X
k

( , ) ,
( , ) ,
( , ) ,

0 0 2 05919
2 0 1 5452372
2 1 11 222909

20 10

20 10

=
=
= 55

2 2 42 3978463
20 10

20 10

n X
k n X( , ) ,=

p – q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
k(p,q,0,0) 1,01647 0,93833 0,91117 0,57164 0,53379 1,75713
k(p,q,0,1) 2,19003 0,81223 – 0,28174 – –
k(p,q,0,2) 16,09883 -1,73515 – -2,11022 – –
k(p,q,1,0) 0,34855 0,07331 0,01892 0,19601 0,03147 0,40454
k(p,q,2,0) -0,51763 -0,07121 -0,01059 -0,29110 -0,02770 -0,54872
k(p,q,3,0) -1,07058 – – -0,60205 – –
k(p,q,4,0) 0,38520 – – 0,21664 – –
k(p,q,5,0) 1,52459 – – 0,85740 – –
k(p,q,6,0) -4,46615 – – -2,51162 – –
k(p,q,7,0) 3,23178 – – 1,81743 – –

G n X
G n X

( ) ,
( ) ,
1 15 24869
2 27 24439

20 10

20 10

= −
= −
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Tabela 4

H n X

H n X

H n

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

0 0 2 28424

3 0 14 97593

4 0 0 802548

20 10

20 10

2

=

=

= 00 10

20 10

20 10

5 0 11 64286

5 1 42 39784

1 1 0 6

X

H n X

H n X

H

( , ) ,

( , ) ,

( , , )

= −

=

= ,,

( , , ) ,

( , , ) ,

( , , ) ,

52348

2 1 0 3 27620

3 1 0 1 39756

4 1 0 0 77524

H

H

H

=

=

=

p – q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4

H(p,q,2,0) -0,51763 -0,07121 -0,01040 -0,29110 -0,02741 -0,53888

H(p,q,3,0) -1,07058 – – -0,60205 – –

H(p,q,4,0) 0,38520 – – 0,21664 – –

H(p,q,5,0) 1,52459 – – 0,85740 – –

H(p,q,6,0) -4,46015 – – -2,51162 – –

H(p,q,7,0) 3,23178 – – 1,81743 – –

6  Coeficientes da Hamiltoniana do Sistema Auxiliar  
de Hori

Tabela 5

p C

H
p1

4 0( , )

C

H
p2

4 0( , )

1 -0,9451927 –

2 0,3400851 -1,057617

3 – 0,3805699

D = 3,7018333 e2 com e = 5.10–5
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7 Coeficientes da Hamiltoniana H /

Elementos Característicos de Desenvolvimento:

p gp0

1 0,4912574

2 -0,8630126

3 0,1177944

4 –

Tabela 6

A n X
A n X
A n

( , ) ,
( , ) ,
( , ) ,

0 0 2 28424
3 0 14 97593
4 0 0 802548

20 10

20 10

=
=
=

ε

220 10

20 10

20

5 0 11 64282
5 1 11 61847
5 2 11

X
A n X
A n
A

( , ) ,
( , ) ,
( , )

= −
= −
=

ε
ε

,,
( , ) ,

59886
5 3 42 39784

20

20 10

n
A n X

ε
=

j = 0
e

j = 1
e

A(5,1,j) 0,18118 -0,48955

A(5,2,j) 1,36390 -0,76526

A(5,3,j) 16,96266 -3,04629

A(5,4,j) -0,02156 –

A(5,1,1,j) 0,26819 -0,24532

A(5,2,1,j) 0,35313 -0,23429

A(5,3,1,j) 20,64636 -0,80474

A(5,4,1,j) 0,77524 –

A(5,1,2,2,j) 0,58783 -0,67771

A(5,1,3,2,j) -0,33449 -1,74558

A(5,1,4,2,j) 0,40815 –

A(5,2,3,2,j) 5,44572 -1,21333

A(5,2,4,2,j) 0,22736 –

A(5,3,4,2,j) -0,03637 –
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8 Solução do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello

Esta identificação inicialmente requer a caracterização da região 
de integração da equação (4.17), tomando por referência modelo 
de Sessin e Ferraz-Mello (1984); estimativas (4.2) e os elementos 
osculadores médios na data considerada.

Observando de Sato (1986) que na data considerada o valor

 θ θ1 2 180 5 53− + = − ′ ′′º

não corresponde a realidade do ângulo crítico laplaciano, assumi-
remos por estimativas dos elementos V j1, , *α χ  (4.27) e (4.28), as 
expressões:

V

W

wj j

1
1 2

1

1 2

2

2

=
+

= −

=
+

+

−

θ θ

α

χ
θ θ
cot *

*

negligenciando para tais elementos as contribuições de ordens su-
periores (0(e2/3))associadas com a variação b e o parâmetro caracte-
rístico do movimento S.

i) Elementos Auxiliares da Data Considerada.

p p χp
* Lp

X3

h Xp
* / 10

10–3

k Xp
* / 10

10–3

1 -4140,65 -2690,27 0,1212464 -0,0520 -4,0855

2 -2340,55 -900,40 0,0859954 -0,0554 7,9420

3 2210,18 -2000,77 0,3430233 -1,0972 -0,4161

4 1200,97 100,62 0,2565164 10,8442 -2,0333

v X V

v

1
3

10 1
04 0935 10 324 60= − = −−, . ,                            

22
5

103 97 10 1 014= − = −−, . , .X                                 Yj 110

0 0120062

4
10

−

=
∑

= −

X

W
j 1

4

                                * ,     α = −90 690 ,
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ii) Elementos de Sessin e Ferraz-Mello na Data Considerada.
 Recorrendo-se a equação (4.29) encontramos:

ξ =

= −

= −

= −

−

−

−

−

4 1949 10

4 1553 10

1 029 10

85 717 10

3

3

8

8

, .

, .

, .

, .

G

H

K

de modo a caracterizar a integral primeira de Hori por:

 E = −16 7407 10 6, .

A identificação da região de integração também requer a determi-
nação do elemento auxiliar:

 
E

G
f fE E3

2

3 3

3
1
3

27
2

0
3
2

3
27
2

0
3
2

3= − + − + − −











* *( ) ( )∆ ∆

onde:

 

∆E D G D

f G DG D

= −






= − − −






8
27
32

0
2

27
5
4

27
64

3
3

6 3 2* ( )

Nesse caso encontramos:

 E3 = 16,7138.10–6

de modo a concluir de Sessin e Ferraz-Mello (1984) que a condição:

 E3 < E < G2

caracteriza como região de integração de (4.17) à região II do plano 
(E,G), na qual é discutida a solução apresentada no Apêndice A-4.

Como para a ordem de grandeza adotada neste estudo de (6.4) en-
contramos que as integrais de Hori e G-Sessin também são constan-
tes na variável tempo, segue-se que tais elementos são avaliados por:
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E
G
=

= −

−

−

16 7407 10

4 1553 10

6

3

, .

, .

iii) Solução do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello sob as 
Influências do Equilíbrio Instantâneo Similar.

Recorrendo a Tabela 7 do Apêndice B encontramos os elemen-
tos característicos:

 

ξ *

*

, .

,

, .

=

=

=

−

−

4 2233 10

0 0893975

6 6952 10

3

3

d
f

de modo a avaliarmos, a partir da Tabela 8 do Apêndice B os 
correspondentes elementos de Sessin e Ferraz-Mello através das 
estimativas:

ξ = − + −

−

− − −4 2233 10 2 8175 10 0 4591 10 2

3 5916 10

3 5 7, . , . .cos , . cos

, .

V V
−−

− − −

+

= − +

9

6 9 9

3

0 2416 10 0 7876 10 2 0 2622 10

cos

, . , . , .

V

H senV sen V se



nn V

K V V

3

1 0992 10 0 2379 10 0 7876 10 2

1

6 6 9

+

= − + − +

+

− − −



, . , . .cos , . cos

,55810 10 3

0 9849864 6 5946 10

9

1 10 0 0
3

. cos

cos , , .

−

−

+

′= + + −

V

V V V sen



Γ φ VV

sen V sen V

V M

v

+

+ − +

=

′

− −

−

5 3527 10 2 5 8332 10 3

8 575064 10

6 9

3

2

, . , .

, .



== − + − + +{ }−10 6 8033 2 8175 0 0046 2 0 0010 35
10X V V V, , .cos , cos , .cos 

iv) Variáveis Canônicas associadas com o Ângulo Crítico La-
placiano.

Outro resultado essencial, obtido com o auxílio dos elementos 
característicos *, d*,  f mostra de (6.13) a identificação da equação:

	

u
X

U2

20

2

2
3 2

4
0 5333 10

2
*

* , .








 + =  

−

que define os principais comportamentos das correspondentes va-
riáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico Laplaciano.
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9 Características do Sistema Variacional Livre

Tal estudo é aqui desenvolvido recorrendo-se a Seção [6.3] e 
Tabelas 9 e 10 do Apêndice B.

i) Coeficientes do Núcleo Variacional Livre

  

A n X

A n X

A

∗

∗

∗

=

=

( , ) , [ . . ]

( , ) , [ . . ]

( ,

1 1 0 98541

1 3 1 51781

1 4

20 10

20 10

ε

ε

)) , [ . . ]

( , ) , [ . . ]

( , )

=

=

=−

∗

∗

0 11451

3 3 10 70141

3 4 0

20 10

20 10

n X

A n X

A

ε

ε

,, [ . . ]

( , ) , [ . . ]

00114

4 4 0 16515

20 10

20 10

n X

A n X

ε

ε∗ =

ii) Coeficientes do Sistema Variacional Livre

Para a determinação de tais elementos, note primeiramente de 
(6.29) as estimativas:

j pj0 [10-3] qj0 [10-3]

1 0,0824 1,1110

2 0,0830 0,5947

3 0,2644 -0,2764

4 4,6226 10,0180

de modo a identificar de (6.10), (6.19) e (6.20) que o elemento 

 Z
X
X

p qj
j

j
∗

=

=−








 + =∑'

1
2

10

20
0

2

1

4

0
2 constante

é avaliado na data considerada pela estimativa:

 Z∗ =−' ,0 4559ε
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Ressalte-se para a referência Nasa (2007) a estimativa:

 Z∗ =−' ,0 4593ε

Recorrendo-se a Tabela 9 do Apêndice B encontramos:

 

P n

P n

P

( , ) , [ . ]

( , ) , [ . ]

( , ) , [

1 1 15 68003

3 1 1 38271

4 1 0 11451

20

20

=

=

=

ε

ε

nn

P n

P n

P

20

20

20

1 3 0 08701

3 3 35 29071

4 3

. ]

( , ) , [ . ]

( , ) , [ . ]

( , )

ε

ε

ε

=−

=

=−−

=

=−

0 00114

1 4 0 08694

3 4 0 00775

20

20

20

, [ . ]

( , ) , [ . ]

( , ) , [ .

n

P n

P n

ε

ε

ε ]]

( , ) , [ . ]P n4 4 14 60300 20= ε

iii) Polinômio Característico do Sistema Variacional Livre

Recorrendo-se a equação (6.23) e aos coeficientes P(i,j) temos: 

 P( ) , . , .λ λ λ λ= + + +6 4 21704 3254 624325 72 65320793

de modo a identificar os correspondentes elementos característicos 
wk (6.26) pelas estimativas:

	

w n

w n

w n

1 20

2 20

3 20

35 284574

14 593914

15 695283

=±

=±

=±

, [ ]

, [ ]

, [ ]

ε

ε

ε
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iv) Coeficientes da Solução do Sistema Variacional Livre

Recorrendo a Tabela 10 do Apêndice B encontramos os elemen-
tos auxiliares:

 

B n

B n

B

( , ) , [ . ]

( , ) , [ . ]

( , )

1 1 245 75394

3 1 70 47691

4 1

20
2 2

20
2 2

=−

=−

=

ε

ε

−−

=

=−

3 46613

1 3 4 43506

3 3 1245 3139

20
2 2

20
2 2

, [ . ]

( , ) , [ . ]

( , ) ,

n

B n

B

ε

ε

[[ . ]

( , ) , [ . ]

( , ) , [ . ]

n

B n

B n

B

20
2 2

20
2 2

20
2 2

4 3 0 06684

1 4 2 63347

ε

ε

ε

=

=−

(( , ) , [ . ]

( , ) , [ . ]

3 4 0 26646

4 4 213 25758

20
2 2

20
2 2

=

=−

n

B n

ε

ε

de modo a identificar, sob a condição wk < 0, as estimativas:

 

P Q

P Q

( , , ) , ( , , ) ,

( , , ) , ( , , )

1 1 1 0 99991 1 1 1 0 99986

1 1 2 0 99973 1 1 2 0

= =

= = ,,

( , , ) , ( , , ) ,

( , , ) ,

99943

1 1 3 1 00000 1 1 3 1 00000

3 1 1 225 2577

P Q

P Q

= =

=− (( , , ) ,

( , , ) , ( , , ) ,

( , ,

3 1 1 225 2577

3 1 2 0 07150 3 1 2 0 07149

3 1

=−

=− =−P Q

P 33 0 07052 3 1 3 0 07052

4 1 1 0 01795 4 1 1 0 01

) , ( , , ) ,

( , , ) , ( , , ) ,

=− =−

= =

Q

P Q 7795

4 1 2 12 61054 4 1 2 12 61054

4 1 3 0 10490

P Q

P Q

( , , ) , ( , , ) ,

( , , ) , (

=− =−

= 44 1 3 0 10490, , ) ,=
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Tais resultados confirmam numericamente a propriedade:

 P ( j,1,k)=Q ( j,1,k)

decorrente da eliminação das constantes em excesso na Solução 
do Sistema Variacional Livre, bem como a validade das expressões 
simplificadas para o cálculo dos coeficientes Q(j, 1, k), sugeridas 
pela Tabela 9 do Apêndice B.

Q(j, 1, k) j = 1 j = 3 j = 4 

k = 1 1 -225,2577 0,01795

k = 2 1 -0,07151 -12,61054

k = 3 1 -0,07052 0,10490

Ressalte-se o fato de se trabalhar numericamente tais caracterís-
ticas devido à inviabilidade de se discuti-las analiticamente.

v) Solução do Sistema Variacional Livre

Tal solução se escreve diretamente de (6.28) por:

 
p C sen w t tj j

k
k k

k
0 0 0

1

3

= − + 
∗

=
∑ . ( ) ϕ

 
q C w t tj j

k
k k

k
0 0 0

1

3

= − + 
∗

=
∑ .cos ( ) ϕ

onde:

i) C Q j k Aj
k

k= ∗( , , ).1 0

ii)
 

k wk(10-3) rad/
dia

1 ±3,1165

2 ±1,2890

3 ±1,3863

iii) Ak0
∗  e ϕk0

∗  são constantes de integração do movimento, a serem 
avaliadas posteriormente com o auxílio da referência Nasa 
(2007).
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10 Características do Sistema Variacional Forçado

Tais elementos são aqui identificados recorrendo-se a Seção 
[6.4] e a Tabela 9 do Apêndice B.

i) Coeficientes do Sistema Variacional Forçado

 

V n

M

L n

( , ) , [ . ]

( , ) ,

, [ . ]

1 0 26 35324

0 0 1 8041787

34 29625

20

20

=−

=

=−

∂

ε

ε

vv
v

v
E

X

2

10

2
10

0
0 9566332

0
109 72865

( )
,

( )
, .

∂
=−

∂
∂

=−

ii) Solução do Sistema Variacional Forçado

Recorrendo as equações (6.36) e (6.39) e a Tabela 8 do Apêndice 
B encontramos os elementos característicos:

 

v X

X

2
5

10

0
6

10

0

0 6 8033 10

1 5406 10

0 0117746

( ) , .

, . .

,

=−

=

=−

−

∗ −Γ

θ

de modo a identificar tal solução, através da Seção [6.4] e Item [8] 
do Apêndice C, pelas estimativas:

v v X

V V t t
10 10

3
10

10 10
2

0

4 0935 10

0 23277 10 0 0433

= =−

= − − −

∗ −

∗ −

, .

, . ( ) , 6668

0 5333 10 1 0001 0 0117

0 0

0
3

0 0 0

Γ

Γ

cos

, . , , ( ) .

φ

φ= + − + 
− ∗sen n t t ...

( ) . [ , cos ( )







= + − + − + −
∗ − ∗φ φ φ0 0 0 0

2
0 0 01 10 1 17756

0

n t t n t t

,, ( ) , cos ( )00693 2 0 00007 30 0 0 0 0 0sen n t t n t t− + 




 − − + ∗ ∗φ φ 





...

M t t= − −∗1 8041787 109 728650 0 0, ( ) , cosΓ φ
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onde:

 

Γ

Γ

0 0
3

0 0 0

0

0 5333 10 0 0117sen sen n t tφ φ

φ

= + − + 






− ∗, . , ( ) ...

cos 00
3

0 0 00 5333 10= − + 






− ∗, . cos ( ) ...n t t φ

com:

 n0 =3,0293.10–3 rad / dia

iii) Valores de Referência para Condição de Equilíbrio de 
Laplace

Outro resultado essencial mostra do elemento Z* que: 

 
Z SEC

∗ −=−2 2795 10 5, .

de modo a identificar os valores de referência (6.13) pelas esti ma-
tivas:

 

u X

U

2
0 3

10

2
0 3

5 7689 10

0 0311 10

=

=−

−

−

, .

, .

iv) Solução do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello sob as 
Influências do Equilíbrio Instantâneo Similar

Tal solução, parcialmente identificada no Item [8] pelas 
estimativas:

ξ = − + −

−

− − −

−

4 2233 10 2 8175 10 0 4591 10 2

3 5916 10

3 5 7, . , . cos , . cos

, .

V V
99

6 9

3

0 2416 10 0 7876 10 2 0 2622 10

.cos ...

, . . , . , .

V

H senV sen V

+

= − +− − −99

6 6 9

3

1 0992 10 0 2379 10 0 7876 10 2

sen V

K V V

+

=− + −− − −

...

, . , . cos , . cos ++

+ +

= − + −

−

−

1 5810 10 3

10 6 8033 2 8175 0 0

9

2
5

10

, . .cos ...

. , , cos ,'

V

v X V 0046 2

0 0010 3

cos

, .cos ...

V

V

+
+ + 
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pode agora ser completada com a identificação dos elementos V e V1
',  

recorrendo-se a Solução do Sistema Variacional Forçado.

Nesse caso encontramos as estimativas:

 

V n t t

V V n t t

v= − −

= + − +

∗

∗ ∗

( ) , . .cos

( ) ,'

0 0 0

1 10 10 0

0 9409341

0 029825

Γ φ

99 6 5946 10

5 3527 10 2
0 0

3

6

. .cos , . .

, . ...

Γ φ − +

+ +

−

−

senV

sen V

onde:

i) nv =1,54709.10–2 rad / dia.
ii) n10 =1,29109.10–2 rad / dia.
iii) t0

∗ é uma constante de integração do movimento, a ser 
posteriormente avaliada com o auxílio da referência 
NASA (2007).

v) Elementos Característicos do Movimento

Para tais elementos, definidos na Tabela 11 do Apêndice B, en-
contramos os elementos auxiliares:

 

b b1 20 3431475 0 1711049
ξ ξ∗ ∗

=− =, ,

A k C C Ck k k∗ = + + −( ) , . , . , . , .0 2346718 0 8832896 5 4926832 0 00297451 2 3 CC

B k C C C

k

k k k

4

1 2 30 6340852 0 4955981 0 9864193∗ =− − −( ) , . , . , .

de modo a identificar seus correspondentes coeficientes pelas 
estimativas: 

( )

( , ) , .

( , ) , .

1
2

0 0 8 6469 10

1 0 1 4946 10

2

10

3

3

−

=

=−

∗ −

∗ −

v
X

R

R
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R

R

R k

∗ −

∗ −

∗ −

=−

=−

− =

( , ) , .

( , ) , .

( , ) .[ ,

2 0 0 1037 10

3 0 0 0078 10

3 10 0 3

3

3

2 88049 0 00254

2 10 2 19288 0 22

. ( ) , . ( )]

( , ) .[ , . ( ) ,

A k B k

R k A k

∗ ∗

∗ − ∗

−

− = − 88403

1 10 34 31115 0 037762

. ( )]

( , ) .[ , . ( ) , . ( )]

B k

R k A k B k

R

∗

∗ − ∗ ∗

∗

− = +

(( , ) .[ , . ( ) , . ( )]

( , ) .[

0 10 74 13569 0 10535

1 10

2

2

k A k B k

R k

= − −

= −

− ∗ ∗

∗ − 88 62501 0 03776

2 10 2 174772

, . ( ) , . ( )]

( , ) .[ , . ( )

A k B k

R k A k

∗ ∗

∗ − ∗

+

= − +00 00424

3 10 0 00330 0 000582

, . ( )]

( , ) .[ , . ( ) , . ( )]

B k

R k A k B k

∗

∗ − ∗ ∗= − −

(( )

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

2

1 0 0 0080103

2 0 0 0097348

3 0 0 0010031

α

α

α

α

∗

∗

∗

=

=−

=−

α

α

∗ ∗ ∗

∗

− =− +

− =−

( , ) , . ( ) , . ( )

( , ) ,

3 0 1677705 0 0037660

2 1 68656

k A k B k

k 006 0 0105539

1 0 0331577

. ( ) , . ( )

( , ) , . ( ) ( )

A k B k

k A k B k

∗ ∗

∗ ∗ ∗

−

− = − α 

=− −

=−

∗ ∗ ∗

∗

α

α

( , ) , . ( ) , . ( )

( , ) ,

0 67 610716 1 2854397

1 12 5993

k A k B k

k 996 0 0331577

2 2 5447406 0 007449

. ( ) , . ( )

( , ) , . ( ) ,

A k B k

k A k

∗ ∗

∗ ∗

+

=− +α 88

3 0 3780953 0 0020922

. ( )

( , ) , . ( ) , . ( )

B k

k A k B k

∗

∗ ∗ ∗=− −α
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( )

( , ) , .

( , ) , .

( , ) ,

3

0 0 3 5453 10

1 0 1 0101 10

2 0 0 0

2

10

5

5

v
X

W

W

W

∗ −

∗ −

∗

=−

=

= 7724 10

3 0 0 0060 10

3 10 0 01796 0 0

5

5

3

.

( , ) , .

( , ) , . ( ) ,

−

∗ −

∗ − ∗

=

− = +

W

W k A k 00032

2 10 0 00094 0 001333

. ( )

( , ) , . ( ) , . ( )

B k

W k A k B k

∗

∗ − ∗ ∗

 

− = − + 

− = − − 

=

∗ − ∗ ∗

∗

W k A k B k

W k

( , ) , . ( ) , . ( )

( , )

1 10 4 74024 0 00417

0 10

3

−− ∗ ∗

∗ − ∗

+ 

= −

3

3

8 76322 0 01258

1 10 0 01682

, . ( ) , . ( )

( , ) , . (

A k B k

W k A kk B k

W k A k B

) , . ( )

( , ) , . ( ) , . (

+ 

= +

∗

∗ − ∗ ∗

0 05216

2 10 0 02252 0 001173 kk

W k A k B k

)

( , ) , . ( ) , . ( )

 

= + 
∗ − ∗ ∗3 10 0 00004 0 000683

( )

( , ) , .

( , ) , .

( , ) , .

4

0 0 4 1887 10

1 0 0 0101 10

2 0 0 0007

3

3

Z

Z

Z

Z

∗ −

∗ −

∗

=−

=

= 110

3 0 0 0001 10

3 10 0 01796 0 00032

3

3

3

−

∗ −

∗ − ∗

=

− = +

Z

Z k A k

( , ) , .

( , ) , . ( ) , .. ( )

( , ) , . ( ) , . ( )

B k

Z k A k B k

Z

∗

∗ − ∗ ∗

∗

 

− = − + 2 10 0 00094 0 001333

(( , ) , . ( ) , . ( )− = − − 
− ∗ ∗1 10 2 84248 0 004173k A k B k
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Z k A k B k

Z k

∗ − ∗ ∗

∗ −

= − 

= −

( , ) , . ( ) , . ( )

( , ) ,

0 10 8 25512 0 11890

1 10 0

3

3 001682 0 06630

2 10 0 02252 03

. ( ) , . ( )

( , ) , . ( ) ,

A k B k

Z k A k
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∗ − ∗

+ 
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( , ) , . ( ) , . ( )

B k
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B k

Z k A k

Z k

∗

∗∗ − ∗
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(7) Parâmetro Característico do Movimento

Tal elemento, definido de (2.20) por:

 
[ ( , )]. ( , ). . ...S g Z g Z

X
XSEC SEC SEC

− = +








 +2 1 0 2 2 0 2 20

10

ψ

tem suas características definidas, com o auxílio dos coeficientes 
g(i,j), através da expressão:

 
[ , ]. , . , . ...S Z Z

SEC SEC SEC
+ = + +0 3584532 0 1194484 2 70855242 ψ

Recorrendo aos resultados anteriores segue-se a estimativa:

 S = – 0,3693607

(8) 

Tal elemento definido de (2.21) por:

χ ψ= −  − −








 −

=

∞

∑S g Z g i Z
X
XPER

i

PER
i

PER
2 1 0 2 0 20

102

( , ) . ( , ). .
XX
X

Z
PER

20

10











∗.

em termos dos resultados anteriores se escreve:

χ χ χ= + + − −∗

=

∞
∗

==−∞

∞

∑ ∑∑( , ).cos ( , ). [ . ('m mV m k sen V m V w t t
m km

k0
1 1

3

1 00 0

5

5

1 0 0 0100 10

2 0 0 0007 10

3 0

) ]

( , ) , .

( , ) , .

( , )

−

=−

=−

=−

∗

∗ −

∗ −

∗

ϕ

χ

χ

χ

k

00 0001 10

3 10 0 00019 0 00001

5

3

, .

( , ) , . ( ) , . ( )

−

∗ − ∗ ∗− = − − χ

χ

k A k B k

∗∗ − ∗ ∗

∗ −

− = − 

− = −

( , ) , . ( ) , . ( )

( , )

2 10 0 00005 0 00001

1 10

3

3

k A k B k

kχ 11 83448 0 01431, . ( ) , . ( )A k B k∗ ∗− 
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χ

χ

∗ − ∗ ∗

∗ −

= − + 

=

( , ) , . ( ) , . ( )

( , ) ,

0 10 0 21405 0 13336

1 10 0

3

3

k A k B k

k 000006 0 01475

2 10 0 00027 03

. ( ) , . ( )

( , ) , . ( )

A k B k

k A k

∗ ∗

∗ − ∗

− 

= − +χ ,, . ( )

( , ) , . ( )

00002

3 10 0 000013

B k

k B k

∗

∗ − ∗

 

= − χ

Os elementos auxiliares A* (k) e B* (k) serão posteriormente ava-
liados recorrendo-se a referência Nasa (2007), de modo a permitir a 
completa identificação destes elementos característicos.

2 Referência Nasa (2007)

Nasa – Solar System Dynamics
Data: 1997, Jan, 16:00 T.T.
Sistema: I.C.R.F.
t0: JED 2450 464

1 Elementos dos Satélites Galileanos de Júpiter

p ap[km] ep[10–3] Mp[°] Ωp[°] pp[°] p[°] wp[ º]
1 421800 4,1 342,021 43,997 84,129 470,147 128,126

2 671100 9,4 171,016 219,106 88,970 479,092 308,076

3 1070400 1,3 317,540 63,552 192,417 573,503 255,968

4 1882700 7,4 181,408 298,348 52,643 532,895 351,491

2 Orientação do Movimento

Como condição essencial deste estudo, o modelo inicialmente 
requer a identificação de uma orientação do movimento na data de 
referência, sujeita à condição de que a frequência característica livre 
satisfaça:

 wk <0, k=1,2,3
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em oposição aos elementos característicos ressonantes (n10,nv,n0) 
assumidos positivos.

O primeiro passo para tal identificação requer a determinação 
das características do ângulo crítico:

 
V1

1 2

2
=

+θ θ

com respeito ao movimento real.
Nesse caso segue-se da referência que: 

	 1 = –488º,037   2 = –667º,926

de modo a identificar na data considerada:

 V1 = 142º,019

Tomando em consideração o movimento real, a partir da refe-
rência Lieske (E5) observamos na orientação Nasa (2007):

 1REAL = –485º,978   2REAL = –666º,113

de modo a identificar:

 V1REAL =143º,955

Como o ângulo V1 do modelo é definido nas vizinhanças da 
condição:
 V1 = V1REAL

é assumido neste estudo que o movimento na data considerada é 
definido sob uma orientação caracterizada pelos elementos:

 
V w1 4, ,a

não obstante os elementos característicos do movimento:

 
V V

v
X

H j k V w t t jsen k k
k

1
2

10
1 0 0

1

32
0 1, , , , ( , , ) [ ( ) ] (cos−

± − − − =∗ ∗

=
∑α ϕ ,, , )2 3

sejam assumidos independentes da orientação do ângulo w4. Em 
outras palavras, tais elementos preservam seus correspondentes 
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valores na data considerada, quer o movimento seja definido sob a 
orientação V w1 4, ,a  ou V w1 4, ,α − .

De modo a completar tal noção de orientação, note neste estudo 
que o fato do ângulo crítico V1 poder ser definido nas vizinhanças 
da condição:

 V1 = p + V1REAL

também requer que o movimento seja definido sob uma correspon-
dente orientação, aqui denominada de orientação oposta.

Nesse caso, note das equações (3.45) e (8.5):

 

h Y V w
v
X

k Y sen V w
v
X

j j j

j j j

= − + +

= − − + +

2
2

2
2

1
1

10

1
1

10

.cos( )

. ( )

h

X

v
X

H j k V w t tj
j k k

k10
0

2

10
1 0 0

1

32
0=

−
+ − − −∗ ∗

=
∑γ α ϕ.cos ( , , ).cos[ ( ) ]

jj

k

X

v
X

sen H j k sen V w t tj
j k k

=

=
−

− − − −∗

1 2 3

2
0

10
0

2

10
1 0

, ,

. ( , , ). [ ( )γ α ϕ 00
1

3
∗

=
∑ ]
k

que as componentes hj e kj preservam as características das excentri-
cidades e longitudes dos pericentros dos três primeiros satélites se 
tais elementos são definidos por:

h

X

v
X

H j k V w t tj
j k k

k10
0

2

10
1 0 0

2
0=

−
+ + − − −∗ ∗γ π α ϕ.cos( ) ( , , ).cos[ ( ) ]

==

∗

∑
=

=
−

+ − −

1

3

10
0

2

10
1

1 2 3

2
0

j

k

X

v
X

sen H j k sen V wj
j k

, ,

. ( ) ( , , ). [ (γ π α tt t k
k

− − ∗

=
∑ 0 0

1

3

) ]ϕ

Consequentemente no caso:
 V1 = p + V1REAL
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é assumido neste estudo que o movimento na data considerada é 
definido sob a orientação oposta caracterizada pelos elementos:

 
V w1 4, ,π α+ −

não obstante os elementos característicos do movimento:

 
V V

v
X

H j k V w t t jsen k k
k

1
2

10
1 0 0

1

32
0 1, , , , ( , , ) [ ( ) ] (cos−

± − − − =∗ ∗

=
∑α ϕ ,, , )2 3

sejam assumidos independentes da orientação do ângulo −w4. Em 
outras palavras, tais elementos preservam seus correspondentes 
valores na data considerada, quer o movimento seja definido sob 
orientação V w1 4, ,π α+ −  ou V w1 4, ,π α+ .

De modo a uniformizar as expressões dos elementos hj e kj sob 
esse conceito de orientação do movimento, segue-se neste estu-
do que tais componentes são doravante caracterizadas através das 
expressões:

h

X

v
X

H j k V w t tj
j k k

k10

0
2

10
1 0 0

1

32
0=

−
+ − − −∗ ∗ ∗

=

γ α ϕ.cos ( , , ).cos[ ( ) ]∑∑
=

=
−

− − − −∗ ∗

j
k

X

v
X

sen H j k sen V w t tj
j k

1 2 3
2

0
10

0
2

10
1 0

, ,

. ( , , ). [ ( )γ α ϕϕk
k

0
1

3
∗

=
∑ ]

onde:

 
α

α α
π α π α

∗ =
=

+ + −
orientação V w V V
orientação V w V

REAL1 4 1 1

1 4 1

, , ( )
, , ( == +



 π V REAL1 )

De modo a completar tal identificação, torna-se necessário es-
pecificar as características do 4º satélite. Em relação às suas compo-
nentes livres (g40 = 0).

 

h

X
H k V w t t

k

X
H k

k k
k

4

10
1 0 0

1

3

4

10

4 0

4 0

= − − −

=−

∗ ∗

=

∗

∑ ( , , ).cos[ ( ) ]

( , , )

ϕ

.. [ ( ) ]sen V w t tk k
k

1 0 0
1

3

− − − ∗

=
∑ ϕ
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deve ser observado sua dependência com respeito a orientação con-
siderada do ângulo w4, de modo que na definição do ângulo:

 V w t tk k1 0 0− − − ∗( ) ϕ

é assumido para tais elementos que:

i) w orientação wk < 0 4

ii) w orientação wk > −0 4

bem como os elementos característicos H* (4,0,k) e ϕk0
∗  são estabele-

cidos sob a correspondente orientação através da Solução do Siste-
ma Variacional Livre.

Tal possibilidade de se estudar o movimento é discutida na 
Seção [5.1] deste Apêndice, tomando-se em consideração as carac-
terísticas do movimento na data considerada.

3 Solução do Sistema Variacional Livre

3.1 Elementos pj0 e qj0 na data

Tais elementos definidos de (6.29) por:

 

p E
L
X

e senw

q E
L
X

e w

j jm
m

m
m m

j jm
m

m
m

0
0

101

3

0

0
0

101

3

0

=

=−

=

=

∑

∑

. . .

. . .cos mm

p
L
X

e senw

q
L
X

e w

40
40

10
40 4

40
40

10
40 4

=−

=

. .

. .cos
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são avaliados, a partir dos elementos w jj ( , , , )=1 2 3 4 , pelas estimativas:

j pj0 (10–3) qj0 (10–3)

1 -2,5614 -0,1181

2 -1,4204 -0,0381

3 0,2764 0,2126

4 1,5916 10,6380

Tais elementos definem as características da orientação V w1 4, ,a . 

Com respeito a orientação oposta V w1 4, ,π α+ − , tais elementos pj0 
e qj0, avaliados a partir dos elementos w jj ( , , )=1 2 3  e −w4, permane-
cem inalterados com exceção de:

 p40 1 5916=− ,

3.2 Constantes de Integração

Na data considerada, tais elementos são definidos por:

 

p C sen

q C

j j
k

k
k

j j
k

k
k

0 0
1

3

0 0
1

3

=

=

∗

=

∗

=

∑

∑

.

.cos

ϕ

ϕ

com:

 C Q j k A kj
k = ∗( , , ). ( , )1 0

 
γ γj j

j
j j

j

p q0 0
1

3

0 0
1

3

0 0. , .
= =
∑ ∑= =

Recorrendo-se aos resultados anteriores, seguem-se as estimativas:

k Ak0
310∗ −( ) ϕk0

∗ [º]

1 0,0009983
(0,0009987)

205,175
(205,232)

2 0,8502696
(0,8440260)

189,908
(172,919)

3 2,5198468
(2,7607432)

-73,388
(-74,874)
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Ressalte-se a notação dos elementos sem parênteses para a orien-
tação w4, e dos elementos entre parênteses para a orientação −w4.

3.3 Solução do Sistema Variacional Livre

De (6.28) encontramos: 

 

p C sen w t t

q C w t t

j j
k

k k
k

j j
k

k k

0 0 0
1

3

0 0 0

= − +

= − +

∗

=

∗

∑ . [ .( ) ]

.cos[ .( )

ϕ

ϕ ]]
k=
∑

1

3

cujos correspondentes coeficientes Cj
k são avaliados por:

Cj
k[10–3] j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

k = 1 0,00100
(0,00100)

-0,03012
(-0,03013)

-0,22487
(-0,22496)

0,00002
(0,00002)

k = 2 0,85027
(0,84403)

0,47570
(0,47221)

-0,06080
(-0,06036)

-10,72236
(-10,63436)

k = 3 2,51985
(2,76074)

1,41014
(1,54495)

-0,17770
(-0,19469)

0,26433
(0,28960)

3.4 Coeficientes das Componentes Livres das Excentricidades

Tais elementos, definidos de (8.4) por:

 

H j k E C

j

H k C

jm m
k

m

k

∗

=

∗

=

=

=

∑( , , ) .

, ,

( , , )

0

1 2 3

4 0

1

3

4

são avaliados, com auxilio dos resultados anteriores, pelas estimativas:

H* (m,0,k) [10-3] m = 1 m = 2 m = 3 m = 4

k = 1 -0,1976
(-0,1977)

-0,1106
(-0,1106)

0,0139
(0,0139)

-
( - )

k = 2 0,0036
(0,0035)

-0,1300
(-0,1291)

-0,9675
(-0,9604)

-10,7224
(-10,6436)

k = 3 0,0128
(0,0140)

-0,3841
(-0,4208)

-2,8674
(-3,1415)

0,2643
(0,2896)
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Ressalte-se a notação dos elementos sem parênteses para a orien-
tação w4, e dos elementos entre parênteses para a orientação −w4.

4 Elementos Característicos do Movimento

Recorrendo-se aos elementos auxiliares:

 

A k C C Ck k k∗ = + + −( ) , . , . , . , .0 2346718 0 8832896 5 4926832 0 00297451 2 3 CC

B k C C C

k

k k k

4

1 2 30 6340852 0 4955981 0 9864199∗ =− − −( ) , . , . , .

encontramos as estimativas:

k A* (k) [10–3] B* (k) [10–3]

1 -1,2615
(-1,2620)

0,2361
(0,2362)

2 0,3176
(0,3153)

-0,7149
(-0,7097)

3 0,8601
(0,9425)

-2,1216
(-2,3242)

de modo a identificar:

i) 
−2 2

10

v
X

−
= + + − − −∗ ∗ ∗

=

2
02

10
1 0 0

1

v
X

R m mV R m k sen V mV w t tk k
k

( , ).cos ( , ). [ .( ) ]ϕ
33

0

3

3

0 0 8 6469 10

1 0 1 4946 10

2

∑∑∑
=−∞

∞

=

∞

∗ −

∗ −

∗

=

=−

mm

R

R

R

( , ) , .

( , ) , .

( ,00 0 1037 10

3 0 0 0078 10

3

3

) , .

( , ) , .

=−

=−

−

∗ −R
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R* (m,k) [10–3] k = 1 k = 2 k = 3

m = -3 -0,0048
(-0,0048)

0,0012
(0,0012)

0,0033
(0,0036)

m = -2 -0,0283
(-0,0283)

0,0090
(0,0089)

0,0249
(0,0273)

m = -1 -0,4327
(-0,4329)

0,1096
(0,1079)

0,2943
(0,3225)

m = 0 0,9350
(0,9353)

-0,2347
(-0,2330)

-0,6354
(-0,6963)

m = 1 0,1089
(0,1089)

-0,0277
(-0,0275)

-0,0750
(-0,0822)

m = 2 0,0274
(0,0275)

-0,0069
(-0,0069)

-0,0184
(-0,0206)

ii) a

α α α ϕ= + − + + − − −∗ ∗ ∗
 ( ) . ( , ). ( , ).cos[ .( ) ]1 0 1 0 0

n
k k

k

m senmV m k V mV w t t
===−∞

∞

=

∞

∗

∗

∑∑∑








=

=−

1

3

1

1 0 0 0080103

2 0 0 0097343

mm

α

α

α

( , ) ,

( , ) ,

∗∗ =−( , ) ,3 0 0 0010032

a* (m,k) k = 1 k = 2 k = 3

m = -3 0,0002125
(0,0002126)

-0,0000560
(-0,0000556)

-0,0001523
(-0,0001669)

m = -2 0,0021251
(0,0021260)

-0,0005281
(-0,0005243)

-0,0014282
(-0,0015651)

m = -1 -0,0000497
(-0,0000497)

0,0000342
(0,0000340)

0,0000989
(0,0001083)

m = 0 0,0849874
(0,0850211)

-0,0205542
(-0,0204053)

-0,0554248
(-0,0607355)

m = 1 0,0159020
(0,0159083)

-0,0040253
(-0,0039961)

-0,0109071
(-0,0119520)

m = 2 0,0032120
(0,0032132)

-0,0008135
(-0,0008077)

-0,0022045
(-0,0024157)

m = 3 0,0004765
(0,0004767)

-0,0001186
(-0,0001177)

-0,0003208
(-0,0003515)
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iii) v
X

2

10

v
X

W m mV W m k sen V mV w t tk k
k

2

10
1 0 0

1

3

0= + + − − −∗ ∗ ∗

=
∑( , ).cos ( , ). [ .( ) ]ϕ

mmm

W

W

W

=−∞

∞

=

∞

∗ −

∗ −

∗

∑∑

=−

=

0

5

5

0 0 3 5453 10

1 0 1 0101 10

2 0

( , ) , .

( , ) , .

( , )==

=

−

∗ −

0 0724 10

3 0 0 0060 10

5

5

, .

( , ) , .W

W* (m,k) [10–5] k = 1 k = 2 k = 3

m = -3 -0,0023
(-0,0023)

0,0005
(0,0005)

0,0015
(0,0016)

m = -2 0,0002
(0,0002)

-0,0001
(-0,0001)

-0,0004
(-0,0004)

m = -1 0,5979
(0,5981)

-0,1503
(-0,1482)

-0,4068
(-0,4458)

m = 0 -1,1052
(-1,1056)

0,2774
(0,2754)

0,7511
(0,8230)

m = 1 0,0034
(0,0034)

-0,0043
(-0,0042)

-0,0125
(-0,0137)

m = 2 -0,0032
(-0,0032)

0,0007
(0,0007)

0,0019
(0,0021)

m = 3 -
( - )

-
( - )

-0,0001
(-0,0001)

iv) Z

Z Z m mV Z m k sen V mV w t tk k
km

= + + − − −∗ ∗ ∗

==−∞
∑( , ).cos ( , ). [ .( ) ]0 1 0 0

1

3

ϕ
∞∞

=

∞

∗ −

∗ −

∗

∑∑

=−

=

=

m

Z

Z

Z

0

3

3

0 0 4 1887 10

1 0 0 0101 10

2 0 0 0

( , ) , .

( , ) , .

( , ) , 0007 10

3 0 0 0001 10

3

3

.

( , ) , .

−

∗ −=Z
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Z* (m,k) [10–5] k = 1 k = 2 k = 3

m = -3 -0,0023
(-0,0023)

0,0005
(0,0005)

0,0015
(0,0016)

m = -2 0,0002
(0,0002)

-0,0001
(-0,0001)

-0,0004
(-0,0004)

m = -1 0,3585
(0,3586)

-0,0900
(-0,0893)

-0,2436
(-0,2669)

m = 0 -1,0442
(-1,0446)

0,2707
(0,2687)

0,7352
(0,8057)

m = 1 0,0037
(0,0037)

-0,0053
(-0,0052)

-0,0155
(-0,0170)

m = 2 -0,0032
(-0,0032)

0,0007
(0,0007)

0,0019
(0,0021)

m = 3 -
( - )

-
( - )

-0,0001
(-0,0001)

v) Z*

Z Z Z m k sen V mV w t t

Z

k k
km

∗ ∗∗ ∗∗ ∗

==−∞

∞

= + + − − −∑∑( , ) ( , ). [ .( ) ]0 0 1 0 0
1

3

ϕ

∗∗∗ −=−( , ) , .0 0 2 2795 10 5

Z** (m,k) [10–5] k = 1 k = 2 k = 3

m = -1 -0,0866
(-0,0867)

0,0215
(0,0213)

0,0580
(0,0636)

m = 0 -0,0073
(-0,0073)

0,0050
(0,0050)

0,0146
(0,0159)

m = 1 0,0001
(0,0001)

-0,0004
(-0,0004)

-0,0011
(-0,0012)

vi) 

χ χ χ ϕ= + + − − −∗ ∗ ∗

==−∞
∑( , ).cos ( , ). [ .( ) ]m mV m k sen V mV w t tk k
km

0 1 0 0
1

3∞∞

=

∞

∗ −

∗ −

∗

∑∑

=−

=−

=−

m 1

5

5

1 0 0 0100 10

2 0 0 0007 10

3 0 0

χ

χ

χ

( , ) , .

( , ) , .

( , ) ,, .0001 10 5−
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* (m,k) [10–5] k = 1 k = 2 k = 3

m = -1 0,2311
(0,2312)

-0,0572
(-0,0568)

-0,1547
(-0,1690)

m = 0 0,0301
(0,0302)

-0,0163
(-0,0162)

-0,0467
(-0,0512)

m = 1 -0,0004
(-0,0004)

0,0011
(0,0010)

0,0031
(0,0034)

5 Solução do Sistema Variacional Forçado

5.1  Preservação dos elementos característicos na data com 
respeito à orientação

i) Elemento V1 

Tal elemento foi identificado anteriormente na Seção [2.1] atra-
vés da estimativa:

 V1 = 142º,019

definida nas vizinhanças da condição:

 V1 = V1REAL

de modo a caracterizar o movimento na data considerada sob a 
orientação:

 
V w1 4, ,a

ii) Estimativas dos Elementos −2 2

10

v
X

 e a

Recorrendo a referência na data:

p wp[º] V wp1 + [º] gp0 ep0[10–3]

1 128,126 270,179 0,4912574 4,1

2 308,076 90,095 -0,8630126 9,4

3 255,969 37,988 0,1177944 1,3
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seguem-se os elementos hp e kp, definidos de (4.27) pelas estimativas:

 

h

X
e

L

X
V w

k

X
e

L

X
sen V w

p
p

p
p

p
p

p
p

10
0

0

10
1

10
0

0

10
1

= +

= − +

. cos( )

. ( )

avaliados por:

p
h

X
p

10

310( )− k

X
p

10

310( )−

1 0,0128 4,1000

2 -0,0131 -7,9125

3 1,7204 -1,3436

de modo a identificar os elementos auxiliares:

 

γ

γ

j
j

j

j
j

j

h

X

k

X

0
1

3

10

3

0
1

3

10

3

0 22025 10

8 68447 10

=

−

=

−

∑

∑

=

=

, .

, .

Os elementos procurados, definidos de (4.28) e (8.5) por:

 

−
=












+










= =

∑ ∑
2 2

10
0

101

3
2

0

101

3
2

0

v
X

h

X

k

X

h

j
j

j
j

j

j

j
j

γ γ

γ
XX

v
X

k

X

v
X

sen

j

j
j

j

101

3
2

10

0

101

3
2

10

2

2

=

=

∑

∑

=
−

=
−

.cos

.

*

*

α

γ α
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na data considerada são avaliados pelas estimativas:

 

−
=

= =

−2
8 6872 10

88 547

2

10

3v
X

, .

, º*α α

de modo a identificar que o movimento nesta data é definido sob a 
orientação:

 
V w1 4, ,a

onde:

 
α

π
= −

2
X

iii) Preservação dos Elementos Característicos sob as Orien-
tações

Sob a orientação V w1 4, ,a , dos elementos de identificação na data:

k ϕk0
*  [º] V k1 0− ∗ϕ  [º]

1 205,175 –63,156

2 189,908 –47,889

3 –73,388 215,407

e das correspondentes expressões dos elementos 
−2 2

10

v
X

 e a, se-
guem-se as estimativas:

−
= − − −−2

1 10 8 3549 1 3936 0 1083 2 0 00632

10

3v
X

V V. .[ , , .cos , .cos , .cos33

0 4535 0 0498 2 0 0041 3

V

senV sen V sen V

+

+ + + +



, . , . , . ]

α
π

= − + + +
2

0 0697686 0 0132913 0 0044713 2 0 0005796[ , , .cos , .cos , .cV V oos

, . , . , . ]

3

0 0128548 0 0094260 2 0 0009116 3

V

senV sen V sen V

+

+ − −




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Sob uma orientação V w1 4, ,α − , dos elementos de identificação 
na data:

k ϕk0
∗  [º] V k1 0− ∗ϕ  [º]

1 205,232 –63,213

2 172,919 –30,900

3 –74,874 216,893

e das correspondentes expressões dos elementos −2 2

10

v
X

 e a, se-
guem-se as estimativas:

−
= − − − +−2

10 8 3497 1 3910 0 1080 2 0 0063 32

10

3v
X

V V V[ , , .cos , .cos , .cos 

+ + + +0 4517 0 0498 2 0 0041 3, . , . , . ]senV sen V sen V

α
π

= − + + +
2

0 0693815 0 0132195 0 004447 2 0 0005766[ , , .cos , .cos , .coV V ss

, . , . , . ]

3

0 0129461 0 0094199 2 0 0009101 3

V

senV sen V sen V

+

+ − −





Tomando por referência os valores estimados:

 
−

= −2
8 6872 102

10

3v
X

, .  e a=88º,542

encontramos por melhor estimativa do parâmetro V na data 
considerada:

 V = –117º,320

de modo a identificar:

V w1 4, ,a V w1 4, ,α −

− ( )−v
X

2

10

310.
8,6893 8,6843

a 870,570 870,594
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Tais resultados sugerem a possibilidade de preservação dos ele-
mentos característicos associados com a contribuição forçada:

 
V V

v
X1

2

10

2
, , ,

−
α

qualquer que seja a orientação do ângulo w4.

Com respeito as correspondentes contribuições livres dos três 
primeiros satélites, note que tais elementos também preservam 
seus valores na data considerada, qualquer que seja a orientação do 
ângulo w4.

 
H j k V w t t

k
k k

* *( , , )cos[ ( ) ]
=
∑ − − −

1

3

1 0 00 ϕ

j V w1 4, ,a V w1 4, ,α −

1 -0,0972 -0,0973

2 0,1760 0,1759

3 1,6946 1,6946

 
− − − −

=
∑H j k sen V w t t
k

k k
* *( , , ). [ ( ) ]

1

3

1 0 00 ϕ

j V w1 4, ,a V w1 4, ,α −

1 -0,1662 -0,1663

2 -0,4176 -0,4176

3 -2,3666 -2,3667

Como consequência natural desta investigação é assumido 
neste estudo que os valores dos elementos característicos na data 
considerada:

 
V V

v
X

H j k V w t t jsen
k

k k1
2

10 1

3

1 0 0

2
0 1, , , , ( , , ) [ ( ) ](* cos *−

± − − − =
=
∑α ϕ ,, , )2 3

se preservam qualquer que seja a orientação do ângulo w4.
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Com respeito a identificação do movimento sob a orientação 
oposta V w1 4, ,π α+ − , note da Seção [2.2] que tal possibilidade se 
verifica se V1 é definido nas vizinhanças da condição:

 V1 = p + V1REAL

Não obstante a mudança de orientação do ângulo w4, seus ele-
mentos característicos podem ser obtidos diretamente das defini-
ções dos correspondentes elementos sob a orientação V w1 4, ,π α+ , 
visto que seus valores se preservam sob tal orientação.

Esse conceito de orientação do movimento na data considerada 
se completa com a identificação da contribuição livre do 4º satélite, 
a qual necessariamente requer levar em consideração as caracte-
rísticas de orientação do ângulo w4, sob a qual o movimento esteja 
realmente definido. Suas correspondentes excentricidade e longi-
tude do pericentro são caracterizadas pelas equações (8.15) e (8.17), 
sob a condição de que os elementos característicos w H kk , ( , , )* 4 0 e 
ϕk0

*  são estabelecidos sob a correspondente orientação w4  ou −w4 
através da Solução do Sistema Variacional Livre associado e do 
requisito:

 wk <0   orientação w4

 wk >0   orientação −w4

em oposição ou não a orientação dos elementos característicos res-
sonantes (n10,nv,n0) assumida positiva.

5.2 Parâmetro de Integração de Hori

Tal elemento é definido diretamente dos elementos de Sessin e 
Ferraz-Mello e da Solução do Sistema Variacional Forçado por:

 V n t t n t tv= − − − +−( ) , . cos[ ( ) ]* *
0

3
0 0 00 5018 10 φ

Recorrendo a estimativa

 V = –117º,320
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segue-se na data considerada que a constante de integração t0
* é 

avaliada por:

 t t0 0 0132 3530 0 0324349* *, , .cos= + − φ

Levando tal resultado na expressão do elemento original V, 
segue-se que o parâmetro de integração de Hori é definido neste 
estudo por:

 V n t t n t tv= − + − + − − +−117 320 0 5018 100
3

0 0 0 0º, ( ) , . [cos cos[ ( ) ]]* *φ φ

onde:

i) nv = 1,54709.10–2 rad/dia
ii) φ0

*  é a constante de integração associada com o Ângulo Crí-
tico Laplaciano.

5.3  Variáveis Canônicas Associadas com o Ângulo Crítico 
Laplaciano

Tais elementos são definidos de (7.34) pelas estimativas:

 

u v u sen n t t n t tPER2 2 0
0

0 0 0 0 0 0 0
9
8

2* *{ [ ( ) ] [ cos [ ( )= −< ′ > − − + − − − +φ θ φ **

*

* *

]

cos [ ( ) ] ] }

.
.cos[ ( ) ]

+ − +

= − +

3
8

4

4

0 0 0

2
0
0

20
0 0 0

n t t

U
u
X

n t t

φ

φ





em torno dos valores de referência:

 

u u u

U U

t t

t t

L

L

2 2
0

0
0

2 2
0 3

0 998298

0 0311 10

*

*

| , .

| , .

=

=
−

= =

= = −

onde

 

θ0

0
0 3

10

0
3

0 0117746

5 7786 10

3 03 10

= −

=

=

−

−

,

, . .

, . /

u X

n rad dia
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Tomando tais equações e seus correspondentes valores de re-
ferência, observamos que tais requisitos são satisfeitos pelas 
estimativas:

 n t t

u v u
L

PER t tL

0 0 0

2
0

2 0
0

93 343

0 9982942

( ) ,

| , .

*− + = − °

= −< ′ > +=

φ (*)

Recorrendo também ao elemento < ′ >v PER2 , identificado no Item 
[ 8 ], segue-se a equação:

 
0 0040 0 0092 2 8145 0 0068 03 2, .cos , cos , cos , |V V V t tL

− + + ==

de modo a obter na data considerada:

 
V t tL

| ,= = °90 139

Nesse caso da expressão do elemento V encontramos: 

 
V n t tt v LL

| º, ( ) , .cos *= − + − + °117 318 0 0290 0φ

que justamente com a equação (*), permite identificar as estima-
tivas da constante de integração φ0

*  e do tempo de ocorrência da 
condição do Equilíbrio de Laplace tL por:

 

φ0

0

226 022
234 064

* ,
,

= °
= +t tL

Ressalte-se sob tal identificação um erro da ordem de:

 X =0 496",

para o Ângulo Crítico Laplaciano na data considerada.
Tal resultado leva a completa identificação do parâmetro de 

integração de Hori através da equação:

 V n t t n t tv= − ° + − − − +−117 340 0 5018 100
3

0 0 0, ( ) , . .cos[ ( ) ]*φ
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onde:

i) nv = 1,54709.10–2 rad/dia
ii) n0 = 3,03.10–3  rad / dia
iii) φ0 226 022* ,= °

5.4 Ângulo Crítico ′V
1

Recorrendo aos elementos de Sessin e Ferraz-Mello e a Solução 
do Sistema Variacional Forçado encontramos:

 

′= + − + −( )+ −

−

∗ − ∗V V n t t n t t1 10 10 0
3

0 0 00 0159 10

6 5

* .( ) , . .cos .

,

φ

9946 10 5 3527 10 23 6. . , . . ...− −+ +senV sen V

de modo a identificar , com auxílio dos resultados anteriores, a esti-
mativa na data considerada:

 V10 239 607* º,=

Reescrevendo novamente o elemento ′V1 , segue-se a estimativa:

 

′= + − + −( )+ −

−

− ∗V n t t n t t1 10 0
3

0 0 0141 684 0 0159 10º, .( ) , . .cos . φ

66 5946 10 5 3527 10 23 6, . . , . . ...− −+ +senV sen V

3  Características do modelo para o movimento 
dos Satélites Galileanos de Júpiter

Para facilitar posteriores identificações, reescrevemos os resul-
tados obtidos nas Seções [ 1 ] e [ 2 ] como se segue.

1 Solução do Sistema Variacional

As constantes de integração e o parâmetro de integração de Hori, 
da solução do sistema auxiliar de Hori associado ao movimento, são 
definidos em relação a variável tempo pelas estimativas:
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v X

V t t

10
3

10

10
2

0

4 0935 10

240 176 0 23277 10 0 023

=−

= − − −

−

−

, . .

º, , . .( ) , 11 10

0 5333 10 1 0001 0 0117

3
0 0 0

0
3

. .cos .( )

, . . , , .

− ∗

−

− + 

= +

n t t

s

φ

Γ een n t t

n t t

0 0 0

0 0 0
2226 022 1 10 1

.( ) ...

º, .( ) . . ,

− + 






= + − +

∗

−

φ

φ 117756

0 00693 2

0 0 0

0 0 0

.cos .( )

, . . .( )

n t t

sen n t t

− + −



− +

∗

∗

φ

φ  − − + 



= − +

∗0 00007 3 0 0 0

0 0

, .cos . .( )

. [ .( )

n t t

p C sen w t tj j
k

k

φ

ϕϕ

ϕ

k
k

j j
k

k k
k

q C w t t

M

0
1

3

0 0 0
1

3

238 82908 1

∗

=

∗

=

∑

∑= − +

=− +

]

.cos[ .( ) ]

, ,88041787 0 0585183

0 5333

0 0 0 0

0 0

.( ) , .cos[ .( ) ]

,

t t n t t

sen

− − − +

=

∗φ

φΓ .. .[ , [ .( ) ]...]

cos , . .[

10 0 0117

0 5333 10

3
0 0 0

0 0
3

− ∗

−

+ − +

=

sen n t t φ

φΓ ccos[ .( ) ]]n t t0 0 0− + ∗φ

onde:

i) n0 = 3,03.10–3  rad / dia
ii) φ0 226 022∗ = º,
iii) Na data considerada

 t0 : JED 2.450.464

o movimento é definido sob a orientação V w1 4, ,a  pelas características:

k ωk[ ]10 3− ϕk0
∗

1 - 3,1165 205º,175

2 - 1,2890 189º,908

3 - 1,3863 -73º,388

Cj
k  [10-3] j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

k = 1 0,0010 -0,0301 -0,2249 –

k = 2 0,8503 0,4757 -0,0608 -10,7224

k = 3 2,5198 1,4101 -0,1777 0,2643
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Ressalte-se que se o movimento é definido sob a orientação 
V w1 4, ,π α+ −  numa data qualquer, então as características desta 
orientação para as contribuições livres do 4º satélite são definidas por:

k wk [10-3] ϕk0
∗ Ck

4  [10-3]

1 3,1165 205º,232 –

2 1,2890 172º,919 -10,6436

3 1,3863 -74º,874 0,2896

Ressalte-se também, sob tal orientação, a preservação dos valo-
res dos elementos característicos do movimento na data considera-
da definidos sob a orientação V w1 4, ,π α+ .

2 Solução do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello

Das estimativas das integrais primeiras de Hori e G-Sessin:

 E = 16,7407.10-6

 G = -4,1553.10-3

seguem-se os elementos característicos:

 

ξ ∗ −

∗

−

=

=

=

4 2233 10

0 0893975

6 6952 10

3

3

, .

,

, .

d

f

que identificam a solução do sistema auxiliar de Sessin e Ferraz-
-Mello por:

ξ = − + +

=

− − −4 2233 10 0 0282 10 0 0459 10 2

0 24

3 3 6, . , . .cos , . .cos ...

,

V V

H 116 10 0 7876 10 2

1 0992 10 0 2379 1

6 9

6

. . , . . ...

, . , .

− −

−

− +

=− +

senV sen V

K 00 0 7876 10 2

141 684 0 01

6 9

1 10 0

− −− +

= + − +

.cos , . .cos ...

º, ( ) ,'

V V

V n t t 559 10

6 5946 10 5 3527 10

3
0 0 0

3 6

. .cos[ .( ) ]

, . . , . .

− ∗

− −

− + −

+

n t t

senV s

φ

een V

V n t t n t tv

2

117 340 0 5018 100
3

0 0

+

=− + − − − +−

...

º, .( ) , . .cos[ .( ) φ00
∗ +] ...
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onde:

i) n10 = 1,29109.10-2 rad/dia
ii) nv = 1,54709.10-2 rad/dia
iii) Ressalte-se para tal solução que as características dos ele-

mentos H e K são aqui estabelecidas sob a condição:

 
=−

π
2

a partir da referência Sato (1986).

3 Variáveis canônicas do Método de Hori

Tais variáveis têm seus principais comportamentos definidos 
pela solução do sistema auxiliar de Hori na conveniente vizinhança:

 ′ = ′ =α φ 

sob a influência do correspondente vínculo do Equilíbrio Instantâ-
neo Similar.

Dos resultados anteriores encontramos suas estimativas dadas 
por:

v X

V n t t n t t

senV sen V

v X V V V

V n t t

3
1 10

0 3 * 3
1 10 0 0 0 0

6

5
2 10

3 *
2 0 0 0

4,0935.10

141 ,684 ( ) 0,0159.10 .cos[ ( ) ] 6,5946.10

5,3527.10 . 2

10 6,8033 2,8175.cos 0,0046.cos2 0,0010.cos3

0,5333.10 cos ( )

φ

φ

−

− −

−

−

−

′ = −

′= + − + − + −

+ +

′ = − + − + +  

′ = − +





k
j j m m j k k

m k

k
j j m m j k k

m k

m m
m

m
m

p p X C V w t t

q q X C sen V w t t

p X sen n t t V sen

3 3
*

0 0 10 1 0 0
1 1

3 3
*

0 0 10 1 0 0
1 1

3
3 *

0 10 0 0 0
1

0
1

. . .cos[ ( ) ]

. . ( )

. ' 10 .[ 1,7554. [ ( ) ] 0,0086cos ]. .

γ γ ϕ

γ γ ϕ

γ φ

γ

= =

= =

−

=

=

 

 ′ ′ ′− = − − − 
 

   ′ ′ ′− = − − − −    

= − − + −

∑ ∑

∑ ∑

∑



 

mq X n t t sen
3

3 *
10 0 0 0. 10 [1,7554.cos[ ( ) ] ]φ−′ = − +∑  
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onde:

i) 
 = −( ) +

1
2

1n
.
π   n = 0 ou n = 1

4  Variáveis canônicas associadas com o principal 
comportamento do movimento

Tais variáveis são definidas pelo Equilíbrio Instantâneo Similar 
na conveniente vizinhança
	 a = 

sob a influência de seu correspondente vínculo e sujeitas a condição 
de invariância com respeito à transformação de Hori:

 ν ν1 1= ′       V V1 1= ′

 
p p p pj j m m

m
j j m m

m

− = ′ − ′
= =
∑ ∑γ γ γ γ0 0

1

3

0 0
1

3

( . ) ( . )

  
q q q qj j m m

m
j j m m

m

− = ′ − ′
= =
∑ ∑γ γ γ γ0 0

1

3

0 0
1

3

( . ) ( . )
 

Dos resultados anteriores e equação (8.3) encontramos:

v X

V n t t n

1
3

10

1
0

10 0
3

0

4 0935 10

141 684 0 0159 10

= −

= + − +

−

−

, .

, ( ) , . .cos[ (( ) ] , . .

, . .

*

*

t t senV

sen V

v X W
m

− + −

+ +

=

−

−
0 0

3

6

2 10

6 5946 10

5 3527 10 2

φ



==

∞

==−∞

∞

∑ ∑∑+ + − − −
0 1

3

1 0 00( , ).cos ( , ). [ ( )*m mV W m k sen V mV w t t
km

k kϕ
**

*

]

, . .cos[ ( ) ]

( . )











= − +

−

−

=

V n t t

p pj j m m
m

2
3

0 0 0

0 0
1

0 5333 10 φ

γ γ
33

10
1

3

1 0 0

0 0
1

3

∑ ∑

∑

= − − −

− =

=

=

X C V w t t

q q

j
k

k
k k

j j m m
m

. .cos[ ( ) ]

( . )

*ϕ

γ γ −− − − −

= −

=

=

−

∑

∑

X C sen V w t t

p X

j
k

k
k k

m
m

m

10
1

3

1 0 0

0
1

3
3

1010 1

. . [ ( ) ]

. ,

*ϕ

γ 77554 0 00860 0 0

0
1

3

. ( ) , cos . .

.

*sen n t t V sen

qm
m

m

− +  −






=
∑

φ

γ

… �

== − + 






−10 1 75543
10 0 0 0X n t t sen, .cos ( ) .*φ … �
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onde:

i) Os coeficientes W* (m,k) são definidos no Item [2.3]

5  Variáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico 
Laplaciano

Essas variáveis são definidas na conveniente vizinhança

	 a = 

onde as variáveis canônicas associadas com o Ângulo Crítico Lapla-
ciano tem seus principais comportamentos definidos pela equação:

 

u
X

U2

20

2

2
2 3 2

4
0 5333 10

*
*

.
[ , . ]









 + = −

Recorrendo à equação (8.4) e resultados anteriores, seguem-se 
as estimativas:

u v

U V

u X sen n t t

1 1

1 1

2
3

10 0 0 05 5787 10 0 0049

*

*

*, . . [ [ ( ) ] , .

=

=

= − − + +∗ − φ ccos ]

, . .cos[ ( ) ]* *

*

V

U n t t

h

X

v
X

m
m

+

= − +

=
−

−



2
3

0 0 0

10

2

1

0 5333 10

2
0

φ

γ
00

2
1

3

1 0 0

10

0.cos( ) ( , , ).cos[ .( ) ]* * * *

*

U H m k U w t t

k

X

k
k k

m

− + − − −
=
∑α ϕ

== −
−

− − − − −
=
∑γ αm
k

k

v
X

sen U H m k sen U w t t
0

2
02

10
2

1

3

1 0. ( ) ( , , ). [ .( )* * * ϕϕk0
* ]

onde:

i)
m gm0

1 0,4912574

2 -0,8630126

3 0,1177944

4 0
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ii)
 

−
= + + −

=

∞

==−∞

∞

∑ ∑∑2
02

10 0 1

3

1

v
X

R m mV R m k sen V mV w
m km

k
* *( , ).cos ( , ). [ (( ) ]

( ) ( , ). ( , ).cos[

*

* *

t t

m senmV m k

k

n

m k

− −

= + − +
=

∞

=
∑ ∑

0 0

1 1

3

1 0

ϕ

α α α VV mV w t t
m

k k1 0 0
=−∞

∞

∑ + − − −








( ) ]*ϕ

cujos coeficientes R* (m,s) e a* (m,s) são definidos no Item [2.3] sob 
a orientaçãoV w1 4, ,a .

iii) Na data considerada

 t0 : JED.2450.464

o movimento é definido sob a orientação V w1 4, ,a , cujos correspon-
dentes coeficientes H*(m,0,k) são avaliados por:

H*(m,0,k)[10–3] m = 1 m = 2 m = 3 m = 4

k = 1 -0,1976 -0,1106 0,0139 –

k = 2 0,0036 -0,1300 -0,9675 -10,7224

k = 3 0,0128 -0,3841 -2,8674 0,2643

Ressalte-se para o movimento definido sob a orientação 
V w1 4, ,π α+ −  os correspondentes coeficientes para o 4º satélite:

k H*(4,0,k)[10–3]

1 –

2 -10,6434

3 0,2896

6  Variáveis canônicas associadas com a Integral 
Primeira de Sessin e Henrard

Essa identificação caracteriza os principais comportamentos das 
variáveis canônicas

 (ui,hj,Ui,kj)

de modo a levar em consideração as influências da Comensurabi-
lidade Laplaciana, do Parâmetro Característico do Movimento e do 
Equilíbrio Instantâneo Similar. 
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Recorrendo à equação (8.5) e resultados anteriores, encontra-
mos suas estimativas dadas por:
u v

U V

u X n t t

1 1

1 1

2
3

10 0 0 01 0666 10 0 0583

=

=

= − − + − + 
−, . . , cos ( ) *φ …


 + −

= + − + 
−

X SZ X

U n t t

10 10

2
3

0 0 00 5333 10

χ

φ� …, . .cos ( ) *

h

X

v
X

H m k U w t tm
m

k
k k

10
0

2

10 1

3

1 0 0

2
0=

−
+ − − −

=
∑γ α ϕ.cos ( . , ).cos[ ( )* * * ]]

. ( . , ). [ ( )* *k

X

v
X

sen H m k sen U w t tm
m

k
k k

10
0

2

10 1

3

1 0

2
0=

−
− − − −

=
∑γ α ϕ 00

* ]

onde:

i) S = -0,3693607

ii) Z Z m mV Z m k sen U mV w t tk
k

k
m

= + + − − −
==−∞

∞

∑∑* * *( , ).cos ( , ). [ ( )0 1 0
1

3

0ϕ
mm

k
k

km mV m k sen U mV w t t

=

∞

=

∑

∑= + + − − −

0

1 0
1

3

00

]

( , ).cos ( , ). [ ( )* *χ χ χ ϕ ** ]
mm =−∞

∞

=

∞

∑∑
1

cujos coeficientes Z*(m,s) e *(m,s) são definidos no Item [2.3] sob 
a orientação V w1 4, ,a .

iii) α
α α

π α π α
*

, , ( )

, ,
=

=

+ + −

orientação V w V V

orientação V w
REAL   

 
1 1 1

1

4

44 1 1( )V V REAL= +





 π
 

7 Variáveis canônicas originais

Esse passo identifica os principais comportamentos das variá-
veis canônicas
 (Xi,Pj,i,Q j)

de modo a levar em consideração as influências das Comensurabi-
lidades 2:1 e Variação do Ângulo Crítico Laplaciano.

Miolo_Estudo_da_libracao_laplaciana_(GRAFICA).indd   273 28/02/2013   18:15:13



274  ROBERTO A. C. SILVA • RODOLPHO V. DE MORAES • MARIA C. F. S. ZANARDI

Dos resultados anteriores e equação (8.6), seguem-se as esti-
mativas:

X X Z

U U Z

1 10

1 1 2
3

1 0 3153197
2

2 0157 10 0 0682137

= + −

= + + − −−

[ , . ]

[ , . , .

χ

θ ++

= + +

= − + −

0 3153197

2 7085528 0 6846804
2

2

2 10

2 1 2

, . ]

[ , , . ]

[

χ
χ

θ

X X Z

U U ,, . , . , . ]0157 10 0 0682137 0 68468043− − −Z χ

P

X

v
X

U
u
X

H m k wj
j

k
k

10

2

10
1

1

10 1

3

0

2
2

0=
−

+ + +
=
∑γ α.cos(

.
) ( , , ).cos[ (* * tt t

Q

X

v
X

sen U
u
X

H m k

k

j
j

− +

=
−

+ + +

0 0

10

2

10
1

1

10
0

2
2

0

) ]

. (
.

) ( , , ).

*

* *

ϕ

γ α ssen w t t
k

k k
=
∑ − +

1

3

0 0[ ( ) ]*ϕ

8 Elementos característicos do movimento

8.1 Semieixos maiores

Tais elementos são definidos de (7.7) e (8.8) por:

 a a
L

Lp p
p

p

=








0

0

2

 p = 1,2,3

onde:

 

L

L
X
L

p Z m pp

p p0

10

0

1
2

= +








 −. ( ). ( ).

χ

Em termos da influência do Parâmetro Característico do Movi-
mento são avaliados por:

 

L
L

Z

L
L

Z

L

1

10

2

20

3

1 0 3153197 0 5

1 0 0762696 2 1169911

= + −

= + +

, . , .

, . , .

χ

χ

LL
Z

30

1 0 4856475 0 3546527= − −, . , .χ
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com:

Sato (1986) Nasa (2007)

a km10
54 23158 10= , . a km10

54 22968 10= , .
a km20

56 71748 10= , . a km20
56 71446 10= , .

a km30
510 66353 10= , . a km30

510 65873 10= , .

a km40
518 83282 10= , . a km40

518 82700 10= , .

Ressalte-se para o modelo que:

 a4 = a40

8.2 Ângulos críticos

Tais elementos podem ser avaliados da equação (8.7) por:

 

θ χi
i iV

v
X

S Z U U S= + −








 + − − + + −+ +

1
1

10

2 1
2 2

0 11
2

1
1
2

1. ( ) [ ] [ ( ) ].

i ==

− = + − +

 1, 2

θ θ χ1 2 2 2
02 2 [ ]*U U

onde:

i) v
X

1

10

34 0935 10= − −, .

ii) S = -0,3693607

iii) U2
0 30 0311 10= − −, .

iv) U U2 2= + *

onde  é caracterizado pela orientação a, na qual o movimento é 
definido para V1 = V1REAL

8.3 Excentricidades

Esses elementos podem ser avaliados de (1.3), (2.5) e (4.27) 
através das estimativas:

 
e

X
L

h

X

k
Xm

m

m m
0

10

0 10

2

10

2

=











+








.
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cujas componentes (8.11):

 

h

X

h

X

h

X

k

X

k

X

k

m m

F

m

L

m m

F

m

10 10 10

10 10

=











+












=











+

XX
L10













identificam as componentes forçadas (8.12)

 

h

X

v
X

k

X

v
X

s

m

F

m

m

F

m

10
0

2

10

10
0

2

10

2

2












=

−












=

−

γ α

γ

.cos

.

*

eenα *

    m = 1,2,3

e as componentes livres (8.13)

 

h

X
H m k V w t t

k

X

m

L

k k
k

m

10
1 0 0

1

3

10

0











= − − −





=
∑ * *( , , ).cos[ ( ) ]ϕ









= − − − −

=
∑

L

k k
k

H m k sen V w t t* *( , , ). [ ( ) ]0 1 0 0
1

3

ϕ

 m = 1,2,3,4

Em particular, ressalte-se de (8.15) a estimativa para o 4º satélite:

e
X
L

H k w t t
k

k k40
2 10

40 1

3

0 0

2

4 0=








 − +








 +

=
∑ * *( , , ).cos[ ( ) ]ϕ







+ − +













=
∑H k sen w t tk k
k

* *( , , ). [ ( ) ]4 0 0 0
1

3 2

ϕ

de modo a levar em consideração o requisito da orientação do movi-
mento na data considerada com respeito a tal satélite.
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8.4 Longitudes dos pericentros

Tais elementos podem ser avaliados diretamente de (8.16) atra-
vés das estimativas:

 w U
u
Xp p= − − −ϕ 1

1

102.
    p = 1, 2, 3

onde:

 
ϕp

p

p

arctg
k

h
=











Em particular, ressalte-se de (8.17) a estimativa para o 4º satélite:

 

w arctg
H k sen w t t

H k w

k k
k

k

4

0 0
1

3

4 0

4 0
= −

− +
=
∑ * *

*

( , , ). [ ( ) ]

( , , ).cos[

ϕ

(( ) ]*t t k
k

− +



















=
∑ 0 0

1

3

ϕ

de modo a levar em consideração o requisito da orientação do movi-
mento na data considerada, com respeito a tal satélite.

4 Viabilidade do modelo 

O modelo é a seguir utilizado para verificação de características 
conhecidas do movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter, to-
mando por referência características básicas definidas por Lieske 
(E5) e Nasa (2007).

Tal estudo é aqui desenvolvido a partir das estimativas:

 V V n t t

V V n t t

t

t v

1 1 10 0

0

0

0

= + −

= + −

| .( )

| .( )

onde:

i) V t1 0
|  = 142º,019 (Nasa) 

 V t|
0
 = –117º,320 (Modelo) 
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ii) n10 = 1,2906.10-2 rad/dia (E5)

 n0 = 3,03.10-3 rad/dia (E5)

 nv = 1,5471.10-2 rad/dia (Modelo)

de modo a negligenciar as contribuições de ordens superiores para 
tais elementos.

4.1 Referência Nasa (2007)

 t0 : JED 2.450.464

  Referência: E5

	 1 = -485º,978
V1REAL = 143º,955

	 2 = -666º,113

i) Elementos Característicos do Movimento na Data

Os correspondentes elementos foram avaliados anteriormente 
na Seção [2] pelas estimativas:

 V t1 0
|  = 142º,019

 V t|
0

 = -117º,320

 
−2 2

10

v
X

 = 8,6872.10-3

	 a* = a = 88º,542 

ii) Identificação de Orientação na Data

Dos elementos:

 V1REAL = 143º,955     V1 = 142º,019

segue-se que V1 é definido nas vizinhanças da condição:

	 V1 = V1REAL

de modo a identificar que o movimento na data considerada é defi-
nido sob a orientação:

 V w1 4, ,a  com α
π

= −
2

X
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cujos correspondentes elementos auxiliares de identificação são 
definidos pelas estimativas:

k V k1 0− ∗ϕ  
1 -63º,156
2 -47º,889
3 215º,407

iii) Componentes das Excentricidades e Longitudes dos 
Pericentros

Sob a orientação V w1 4, ,a , tais elementos são definidos pelas 
estimativas:

p [10-3]
h

X
p

F10













k

X
p

F10













h

X
p

L10













k

X
p

L10













h

X
p

10

k

X
p

10

1 0,1086 4,2663 -0,0972 -0,1662 0,0114 4,1001
2 -0,1908 -7,4947 0,1760 -0,4176 -0,0148 -7,9123
3 0,0260 1,0230 1,6946 -2,3666 1,7206 -1,3436

Com respeito ao 4º satélite, recorrendo a Seção [3.8] seguem-se 
as estimativas:
 e4 = 7,3996.10-3

 w4  = 351º,490

iv) Elementos Característicos do Modelo

Sob a orientação V w1 4, ,a  encontramos as estimativas:

1 Elementos auxiliares na data

 Z= -4,1878.10-3 Z
PER

 = 0,0009.10-3

	 χ = 0,2248.10-5 U2
∗ = -0,3703.10-3

2 Semieixos maiores

ap  [105 km] Modelo Sato Modelo Nasa Nasa (2007)

p = 1 4,22059 4,21872 4,21800
p = 2 6,71325 6,71022 6,71100
p = 3 10,70693 10,70207 10,70400
p = 4 18,83282 18,82700 18,82700
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Ressalte-se a acentuada diferença de mais de duas centenas de 
quilômetros para os valores dos semieixos maiores, definidos pelo 
modelo com respeito às duas referências consideradas. Uma pos-
sível justificativa é o uso das coordenadas de Jacobi no desenvol-
vimento de Marsden (1966), acrescida da necessidade de maior 
precisão dos valores dos semieixos maiores, associados à referência 
Nasa (2007).

3 Ângulos críticos

Modelo NASA (2007)

1 231º,899 231º,963

2 51º,937 52º,072

1 - 2 179º,961 179º,889

D(1 - 2) -2’17’’ -6’40’’

4 Excentricidades

ep  [10-3] Modelo Nasa (2007) (ep)F (ep)L

p = 1 4,1001 4,1 4,2676 0,1925

p = 2 9,3998 9,4 8,9065 0,5384

p = 3 1,3000 1,3 0,6094 1,7167

p = 4 7,3996 7,4 – 7,3996

5 Longitude dos pericentros

wp  Modelo Nasa (2007)

p = 1 128º,260 128º,126

p = 2 308º,208 308º,076

p = 3 256º,087 255º,969

p = 4 351º,490 351º,491

4.2 Referência Sato (1986)

 t : JED 2.441.800,5
 t – t0 : -8663,5 dias
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Referência E5 

	 1 = -52º,810
  VlREAL = -142º,799
	 	 2 = 487º,212

i) Elementos característicos do movimento na data

 V1 = 142º,019 – 286º,306 = - 144º,287

 V = -117º,320 – 119º,526 = 123º,154

ii) Identificação de orientação na data

Dos elementos:

 VlREAL = -142º,799  V1 = -144º,287

segue-se que V1 é definido nas vizinhanças da condição:

 V1 = VlREAL

de modo a preservar a orientação original nesta data:

 V w1 4, ,a   com  α
π

= −
2

X

cujos correspondentes Elementos Auxiliares de Identificação são 
definidos pelas estimativas:

k V w t tk k1 0 0− − − ∗( ) ϕ

1 -96º,346

2 105º,969

3 -39º,033

iii) Elemento −2 2

10

v
X

 na Data

−
= − − −−2

10 7 8922 1 2322 0 1049 2 0 0039 32

10

3v
X

V V V.[ , , .cos , .cos , .cos ++

− − − +

...

, . , . , . ...]0 3090 0 0354 2 0 0028 3senV sen V sen V

V = 123º,954 ⇒ 
−2 2

10

v
X

 = 8,3777.10-3
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iv) Elemento a na data

α
π

= − − − − −
2

0 0467922 0 0090498 0 0030427 2 0 0003957[ , , .cos , .cos , .V V ccos ...

, . , . , . ..

3

0 0208359 0 0088686 2 0 0007867 3

V

senV sen V sen V+ − − ..]

 V = 123º,954 ⇒ a = 90º,892

v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-
centros 

Sob a orientação V w1 4, ,a , seguem-se as estimativas:

p [10-3]
h

X
p

F10













k

X
p

F10













h

X
p

L10













k

X
p

L10













h

X
p

10

k

X
p

10

wp

1 -0,0641 4,1151 0,0907 -0,1918 -0,0334 3,9233 53º,919

2 0,1125 -7,2252 -0,2504 -0,2248 -0,1379 -7,4540 235º,467

3 -0,0154 0,9867 -1,9626 -0,8618 -1,9780 0,1249 328º,020

Com respeito ao 4º satélite, encontramos as estimativas:

 e4 = 7,5258.10-3

 w4  = 71º,050

vi) Elementos característicos do modelo

Sob a orientação V w1 4, ,a , seguem-se as estimativas:

1 Elementos auxiliares na data

 Z = -4,1828.10-3  Z
PER

 = 0,0059.10-3

	  = 0,2028.10-5  U2
∗ = -0,5072.10-3

2 Semieixos maiores

ap  [105 km] Modelo Sato Modelo Nasa Sato (1986)

p = 1 4,22060 4,21873 4,22059

p = 2 6,71325 6,71021 6,71315

p = 3 10,70688 10,70202 10,70700

p = 4 18,83282 18,82700 18,83282
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3 Ângulos críticos

Modelo Sato (1986)

1 -54º,415 -54º,65

2 -234º,361 -234º,55

1 - 2 179º,946 179º,900

D(1 - 2) -3’14’’ -6’

4 Excentricidades

ep  [10-3] Modelo Sato (1986) (ep)F (ep)L

p = 1 3,9234 4,0859 4,1156 0,2122

p = 2 8,8568 9,4353 8,5845 0,3998

p = 3 1,1803 0,6988 0,5877 1,2765

p = 4 7,5258 7,5904 – 7,5258

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente à referência Sato (1986), cuja origem do Sis-
tema de Referência é a origem do Equinócio b- 1950, observamos 
que as longitudes dos pericentros dos dois primeiros satélites:

Modelo Sato (1986)

w1 53º,919 55º,334

w2 235º,467 234º,302

identificam uma independência de tais elementos com respeito a 
origem do sistema considerado.

Para as longitudes dos pericentros dos 3º e 4º satélites, tomando 
por origem a origem do Equinócio b- 1950 para a referência Nasa 
(2007), observamos:

Modelo Sato (1986)

w3 228º,067 123º,826

w4 331º,217 335º,236

de modo a identificar uma significativa discrepância para o 3º satélite.
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6 Comentário

As discrepâncias acima observadas podem ser justificadas re-
correndo-se as Características Livres do Movimento definidas a 
partir da referência Sato (1986).

Tomando-se suas correspondentes longitudes dos pericentros 
wj  (j = 3, 4), definidas a partir da origem da referência Nasa 

(2007) por:

 
wj J+ Ω

onde Ωj é a longitude do nodo ascendente de Júpiter, segue-se para 
a orientação V w1 4, ,a  as estimativas do Sistema Variacional Livre na 
correspondente data:

k Ak0
*  (10-3) ϕk0

*

1 0,0010981 -41º,021

2 0,8559055 106º,338

3 2,7301636 -56º,935

de modo a identificar na data JED 2.450.464 (Nasa, 2007)

k Ak0
*  (10-3) ϕk0

*

Modelo (Sato) Nasa Modelo (Sato) Nasa

1 0,0010981 0,0009983 212º,005 205º,175

2 0,8559055 0,8502696 186º,501 189º,908

3 2,7301636 2,5198468 -25º,069 -73º,388

bem como os correspondentes elementos característicos nessa data:

p ep (10-3) wp

Modelo (Sato) Nasa Modelo (Sato) Nasa

1 3,70 4,1 129º,367 128º,116

2 8,28 9,4 308º,317 308º,076

3 1,52 1,3 195º,367 255º,969

4 7,57 7,4 356º,354 351º,491
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As discrepâncias observadas para as excentricidades e longitu-
des dos pericentros dos satélites são conseqüências naturais das dis-
cordâncias de valores das amplitudes Ak0

*  e fases ϕk0
*  com respeito 

as duas referências.

4.3 Referência Marsden (1966)

 t : JED 2.433.282,4
 t – t0 : -17181,6 dias

 Referência: E5 

	 	 1 = 127º,885
   V1REAL = 217º,972
	 	 2 = 308º,060

i) Elementos característicos do movimento na data

 V1 = 142º,019 – 105º,096 = 36º,925

 V = -117º,320 – 110º,166 = 132º,515

ii) Identificação de orientação na data

Dos elementos:

 V1REAL = 217º,972    V1 = 36º,925

segue-se que V1 é definido nas vizinhanças da condição:

 V1 = p + V1REAL

de modo a não preservar a orientação original V w1 4, ,a  na data 
considerada.

Nessa data o movimento é definido sob a orientação oposta:

 V w1 4, ,π α+ −  

não obstante seus correspondentes elementos característicos:

 −
− − − 

∗ ∗

=
∑2

02

10
1 0 0

1

3v
X

H m k V w t tsen k k
k

, , ( , , ) ( )cosα ϕ   (m = 1,2,3)
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preservem os mesmos valores se o movimento é definido sob a 
orientação V w1 4, ,a , cujos Elementos Auxiliares de Identificação são 
definidos pelas estimativas: 

k V w t tk k1 0 0− − − ∗( ) ϕ

1 3º,764

2 18º,083

3 185º,589

Ressalte-se, porém, para o 4º satélite sua dependência com res-
peito às características impostas sobre o movimento pelo elemento 
−w4 discutido na Seção [2.2].

iii) Elemento −2 2

10

v
X

Sob a orientação V w1 4, ,a , segue-se que:

−
= − − −−2

10 8 6974 1 5119 0 1037 2 0 0081 32

10

3v
X

V V V.[ , , .cos , .cos , .cos ++

+ + + +

...

, . , . , . ...]0 7774 0 0836 2 0 0070 3senV sen V sen V

 V = 132º,515  ⇒
−2 2

10

v
X

 = 10,2157.10-3

iv) Elemento p + a na data

Sob a orientação V w1 4, ,a , encontramos:

α
π

= − + + +
2

0 1204265 0 0227809 0 0076657 2 0 0009924[ , , .cos , .cos , .cV V oos ...

, . , . , . ...

3

0 0071512 0 0097927 2 0 0010175 3

V

senV sen V sen V+ − − ]]

 V = 132º,515 ⇒ a = 83º,150

Consequentemente segue-se sob a orientação V w1 4, ,π α+ −  que: 

	 a* = p + a = -96º,850
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v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-
centros 

Sob a orientação V w1 4, ,π α+ − , segue-se que:

p 
[10-3]

h

X
p

F10













k

X
p

F10













h

X
p

L10













k

X
p

L10













h

X
p

10

k

X
p

10

wp

1 -0,5985 -4,9827 -0,2065 0,0131 -0,8050 -4,9696 62º,396

2 1,0515 8,7534 0,1483 0,0103 1,1998 8,7637 240º,991

3 -0,1435 -1,1948 1,9480 0,0201 1,8045 -1,1747 356º,258

Com respeito ao 4º satélite, encontramos as estimativas:

 e4 = 7,1311.10-3

 −w4  = 163º,532

vi) Elementos característicos do modelo

1 Elementos auxiliares na data

 Z = -4,2000.10-3   Z
PER

 = -0,0113.10-3

	  = -0,2455.10-5   U2
∗ = -0,2919.10-3

2 Semieixos maiores

ap  [105 km] Modelo Sato Modelo Nasa

p = 1 4,22058 4,21870

p = 2 6,71311 6,71007

p = 3 10,70710 10,70224

p = 4 18,83282 18,82700

3 Ângulos críticos

Modelo LIESKE E5

1 126º,809 127º,885

2 306º,839 308º,060

1 - 2 179º,970 179º,825

D(1 - 2) -1’48’’ -10’30”
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4 Excentricidades

ep  [10-3] Modelo (ep)F (ep)L

p = 1 5,0344 5,0185 0,2069

p = 2 10,5083 10,4737 0,1766

p = 3 1,2823 0,7166 1,1601

p = 4 7,1311 – 7,1311

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente à referência Marsden (1966), cuja origem 
do Sistema de Referência é a origem do Equinócio b- 1950, en-
contramos por estimativas das longitudes dos pericentros dos dois 
primeiros satélites:

Modelo Marsden (1966)

w1 62º,396 93º,50

w2 240º,991 198º,20

Sob a condição de independência de tais elementos com respeito 
à origem do sistema considerado, constatamos a necessidade de 
uma precisão mais refinada dos Elementos Característicos do Mo-
vimento na data considerada.

Para as longitudes dos pericentros do 3º e 4º satélites, tomando 
por origem a origem do Equinócio b- 1950 para a referência Nasa 
(2007), observamos:

Modelo Marsden (1966)

w3 256º,305 245º,80

w4 -63º,579 42º,80

de modo a identificar uma discrepância significativa para a longi-
tude do pericentro do 4º satélite.
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4.4  Características médias do movimento para  
a referência Lieske (E5)

 t : JED 2.443.000,5

 t – t0 : -7463,5 dias

 Referência: E5 

	 	 1 = -245º,386

    VlREAL = -155º,386

	 	 2 = -65º,386

i) Elementos característicos do movimento na data

 V1 = 142º,019 – 118º,955 = 23º,064

 V = -117º,320 – 135º,818 = 106º,862

ii) Identificação de orientação na data

Dos elementos:

 VlREAL = -155º,386  V1 = 23º,064

segue-se que V1 é definido nas vizinhanças da condição:

 V1 = p + V1REAL

de modo a não preservar a orientação original V w1 4, ,a  na data 
considerada.

Nessa data o movimento é definido sob a orientação oposta:

 V w1 4, ,π α+ −  

cujas características são essenciais para a identificação do 4º sa-
télite, não obstante, os elementos característicos do movimento 
associados com os três primeiros satélites possam ser identificados 
diretamente da orientação V w1 4, ,a , cujos correspondentes Elemen-
tos Auxiliares de Identificação são definidos pelas estimativas: 
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 k V w t tk k1 0 0− − − ∗( ) ϕ

1 -74º,811

2 1º,945

3 223º,633

iii) Elemento 
−2 2

10

v
X

 na data

−
= − − −−2

10 8 1750 1 3306 0 1072 2 0 0055 32

10

3v
X

V V V.[ , , .cos , .cos , .cos ++

+ + + +

...

, . , . , . ...]0 2720 0 0300 2 0 0025 3senV sen V sen V

V = 106º,862 ⇒
−2 2

10

v
X

 = 8,8878.10-3

iv) Elemento p + a na data

α
π

= − + + +
2

0 0418397 0 0079873 0 0026868 2 0 0003484[ , , .cos , .cos , .cV V oos ...

, . , . , . ...

3

0 0159481 0 0092114 2 0 0008626 3

V

senV sen V sen V+ − − ]]

 V = 106º,862 ⇒  a = 86º,649

Consequentemente segue-se sob a orientação V w1 4, ,π α+ −  que:

 a* = p + a = -93º,351 

v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-
centros

Sob a orientação V w1 4, ,π α+ −  segue-se que:

p [10-3]
h
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p
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











h

X
p

10

k

X
p

10

wp

1 -0,2552 -4,3587 -0,0575 -0,1820 -0,3127 -4,5408 70º,995

2 0,4483 7,6572 0,1191 -0,3673 0,5674 7,2899 251º,507

3 -0,0612 -1,0451 1,1121 -1,9324 1,0509 -2,9775 47º,616
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Com respeito ao 4º satélite, definido sob a orientação V w1 4, ,π α+ − , 
encontramos as estimativas:

 e4 = 7,2582.10-3

 −w4  = 160º,224

vi) Elementos característicos do modelo

Ressalte-se nas Tabelas de Comparação, a seguir, que a refe-
rência Lieske (1998) define as reais características do movimento, 
enquanto o modelo identifica as características médias de corres-
pondentes elementos.

1 Elementos auxiliares na data

 Z = -4,1881.10-3    Z
PER

 = 0,0006.10-3

	 χ = -0,0708.10-5   U2
∗  = 0,5247.10-3

2 Semieixos maiores

ap  [105 km] Modelo Sato Modelo Nasa Lieske E5

p = 1 4,22060 4,21873 4,21769

p = 2 6,71317 6,71013 6,71078

p = 3 10,70696 10,70210 10,70427

p = 4 18,83282 18,82700 18,82758

3 Ângulos críticos

Modelo Lieske E5

1 -247º,005 -245º,386

2 -67º,069 -65º,386

1 - 2 180º,064 180º

D(1 - 2) -3’50’’ –
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4 Excentricidades

ep  [10-3] Modelo (ep)F (ep)L

p = 1 4,5516 4,3662 0,1909

p = 2 8,6865 9,1123 0,4587

p = 3 1,8804 0,6235 1,3278

p = 4 7,2582 - 7,2582

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente às referência Lieske (E5), cuja origem do 
Sistema de Referência é a origem do Equinócio b- 1950, observa-
mos que as longitudes dos pericentros dos dois primeiros satélites:

Modelo Lieske ( E5 )

w1 70º,995 49º,247

w2 251º,507 255º,032

sob a condição de independência de tais elementos com respeito à 
origem do sistema considerado, identificam uma acentuada discor-
dância para a longitude do pericentro do primeiro satélite. 

Para as longitudes dos pericentros dos 3º e 4º satélites, tomando 
por origem a origem do Equinócio b- 1950 para a referência Nasa 
(2007), observamos:

Modelo Lieske ( E5 )

w3 307º,663 307º,378

w4 299º,729 297º,305

5 Comentários finais

Objetivando satisfazer o requisito básico de De Sitter (1925) 
para o estudo de um problema ressonante, este trabalho se apre-
sentou como uma contribuição investigativa de características do 
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movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter, tendo em vista a 
referência original da qual se origina (Marsden, 1966).

Esse processo de investigação, a partir das ideias básicas de Ses-
sin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao Método 
de Hori (1966), abre a possibilidade de definição de uma solução 
intermediária do movimento, que certamente é mais próxima da 
realidade do que as órbitas keplerianas.

As características locais, decorrentes das influências das Co-
mensurabilidades (Ferraz-Mello, 1985) e do Equilíbrio Instan-
tâneo (Henrard, 1983), conduzem a efetivos valores de referên-
cia e rígidas limitações dos campos de variações dos elementos do 
movimento. Como natural consequência constata-se a necessidade 
de uma precisão mais refinada dos dados da referência original, de 
modo a satisfazer a sensibilidade das Equações Variacionais dos 
correspondentes Sistemas Livre e Forçado.

Não obstante possa contribuir para o estudo de características 
do movimento dos Satélites Galileanos de Júpiter, este trabalho 
deixa em aberto outras investigações decorrentes de novas questões 
oriundas do próprio modelo:

i) Necessidade de um estudo mais aprofundado das limitações 
impostas pelas características locais decorrentes do conceito 
de Equilíbrio Instantâneo (Henrard, 1983).

ii) Aperfeiçoamento do modelo a partir de suas próprias carac-
terísticas para um estudo mais refinado das contribuições de 
ordens superiores.

iii) Interpretação da natureza física da Função Característica do 
Movimento associada à influência da Comensurabilidade 
Laplaciana.

iv) Aperfeiçoamento da definição do Parâmetro Característico 
do Movimento com respeito a condição do Equilíbrio de 
Laplace.

v) Interpretação da natureza física da condição de eliminação 
do termo misto de Poisson no estudo das contribuições de 
ordens superiores associadas com a geratriz da Transforma-
ção de Hori (1966).
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vi) Investigação do conceito de orientação do movimento sob 
uma condição mais geral, definida pelas possibilidades 

V w1 4, ,a ; V w1 4, ,α −  ; V w1 4, ,π α+ ; V w1 4, ,π α+ − .

Ainda que sujeito a tais necessidades de aprimoramento, este 
estudo apresenta entre suas contribuições a identificação de esti-
mativas médias das características livres e forçadas do movimen-
to, a partir das referências Sato (1986) e Nasa (2007). Em parti-
cular ressaltamos o principal comportamento do Ângulo Crítico 
Laplaciano.

Outro resultado importante, decorrente da aplicação do modelo 
em relação a Lieske (1998), abre a possibilidade de que, sob tais 
influências locais, os elementos médios de Marsden (1966) sejam 
boas estimativas dos correspondentes elementos do movimento na 
data considerada.

Outras observações poderiam ser inseridas neste contexto, mas 
certamente é necessário um conjunto mais completo de dados de 
uma única referência original, de modo a permitir uma melhor 
avaliação dos resultados de uma análise dos comportamentos dos 
correspondentes elementos característicos do movimento.

Como seu principal resultado, este trabalho corrobora as ideias 
básicas de Sessin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984) com res-
peito ao Método de Hori (1966) como sendo uma recomendável 
diretriz para se estabelecer condições necessárias para o requisito 
básico de De Sitter (1925) no estudo de um problema ressonante.
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aproximadamente comensuráveis na razão 4:2:1. 
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