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INTRODUCAO

Este trabalho estuda as varia¢oes de longo periodo do movimen-
to plano, ao redor de um corpo central, de quatro corpos menores
de massas compardveis, satisfazendo:

1) os periodos orbitais dos trés primeiros satélites sio aproxi-
madamente comensuréveis nas razoes 4:2:1.
i1) estdo sujeitos as influéncias da Libracdo Laplaciana através
de suas correspondentes caracteristicas:
a) Comensurabilidade Laplaciana
b) Variacio do Angulo Critico Laplaciano em torno de um
ponto de equilibrio conhecido.
c) Conceito de Equilibrio Instantaneo introduzido por
Henrard (1983), em torno da Condigdo do Equilibrio de
Laplace.

Seu primeiro objetivo consiste na caracterizagio de uma nova
Hamiltoniana sob as influéncias das Comensurabilidades e Li-
bracdo Laplaciana, cujo nidcleo seja integrével e representativo do
principal comportamento do movimento. Esse requisito bésico de
De Sitter (1925) para o estudo de um problema ressonante conduz
ao seu segundo objetivo, que consiste na construc¢do de uma solucio
intermediaria do movimento mais préxima da realidade do que as
orbitas keplerianas.
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A descrigdo que se segue define os capitulos e apéndices com
respeito as ideias adotadas neste estudo.

A partir da referéncia original Marsden (1966), no capitulo 1 sdo
introduzidos os elementos caracteristicos do movimento, asinfluén-
cias a serem consideradas e as ideias basicas de desenvolvimento.

No capitulo 2 é discutida uma extensio de Silva (1986) de modo
a definir uma nova Hamiltoniana, que descreva as equagdes do mo-
vimento sob as influéncias das comensurabilidades e variacdo do
angulo critico laplaciano. Em realidade, tal transformagio canonica
decorre da composi¢io de trés outras transformagdes canodnicas de-
finidas sob as condi¢des impostas pelas influéncias que se seguem:

i) Comensurabilidades 2:1 e variacio do Angulo Critico
Laplaciano. A correspondente transformacio tem por obje-
tivo a caracterizacdo das varidveis canonicas associadas
com as comensurabilidades 2:1 e varia¢do do angulo cri-
tico laplaciano, em torno dos valores de referéncia defini-
dos para as condicdes de ressonincias exatas. Ressalte-se a
introducdo de um Pardmetro Caracteristico do Movimento
posteriormente definido através da condicio de o Angulo
Critico Laplaciano ser uma variagio em torno de um ponto
de equilibrio conhecido.

1) Integral Primeira de Sessin e Henrard. Essa transformacio é
introduzida de modo a caracterizar tal elemento como uma
das novas variaveis candnicas, com consequente diminui-
¢do no numero de varidveis a serem discutidas neste estudo.

iii) Comensurabilidade laplaciana e variacio do Angulo Cri-
tico Laplaciano. A correspondente transformacédo define
as varidveis canénicas associadas com o Angulo Critico
Laplaciano sob as condi¢des impostas pelas influéncias
da comensurabilidade laplaciana e da variagdo do angulo
critico laplaciano. Ressalte-se a introdugdo de uma fun-
¢do caracteristica do movimento posteriormente definida
através da identifica¢io de um vinculo valido numa conve-
niente vizinhanca, em torno da qual o principal comporta-
mento do movimento se verifica.
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No capitulo 3 sio estudadas novas condi¢bes em torno das quais
o movimento é definido. Tomando por referéncia as ideias basicas
de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao Método de Hor1
(1966) e a solugdo do seu correspondente sistema auxiliar, este estu-
do de um nucleo principal do movimento, sob condigdes similares
as dos satélites galileanos de Jupiter, conduz a identificacdo de:

1)  Uma Variagio Caracteristica do Movimento que define o
principal comportamento da parte forcada do movimento,
em torno de seu correspondente ponto de equilibrio.

i1) As componentes das excentricidades forcadas e livres.

iii) Novas varidveis canénicas associadas com o Angulo Critico
Laplaciano.

A introducio de uma nova Hamiltoniana descreve as equagdes
do movimento, em termos de novas variaveis canénicas definidas
sob as correspondentes condi¢des impostas pelo principal compor-
tamento do movimento.

Uma anélise dessas novas varidveis canonicas identifica o mo-
vimento nas vizinhangas de um conceito similar ao do Equilibrio
Instantaneo (Henrard, 1983), bem como sugere a defini¢cdo da Fun-
¢do Caracteristica do Movimento de modo a satisfazer um vinculo
imposto por tal conceito. Sob a condi¢io do Equilibrio Instantdneo
Similar, o movimento é definido numa conveniente vizinhanga sob
a influéncia do correspondente vinculo, de modo a caracterizar as
excentricidades forcadas através de funcdes de variaveis candnicas
associadas com o Angulo Critico Laplaciano, que estio definidas
em torno de seus correspondentes valores de referéncia associados
com a condigio do Equilibrio de Laplace. Ressalte-se nessa vizi-
nhanga a independéncia das demais variaveis com respeito a tais
influéncias. Em razao das suas caracteristicas locais, as influéncias
do vinculo e dos valores de referéncia associados com a condicio do
Equilibrio de Laplace serdo discutidas posteriormente através das
ideias basicas do Método de Hori sobre:

1) A solucdo do novo Sistema Auxiliar de Hori associado com o
nucleo principal da nova Hamiltoniana.
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i1) A solucido do Sistema de Equagdes Variacionais associado
com as correspondentes influéncias das perturbacdes de
ordens superiores com respeito a primeira solucio.

No capitulo 4 o0 Método de Hori é novamente aplicado sob a
condigio de que as varidveis canonicas originais, independentes das
influéncias acima discutidas, preservam as mesmas caracteristicas
das correspondentes novas varidveis candnicas numa conveniente
vizinhanca. Em outras palavras, essas varidveis originais permane-
cem invariantes sob tal Transformacio de Hori numa conveniente
vizinhanga.

Nesse capitulo é estudada a solugio do novo Sistema Auxiliar
de Hori associado ao movimento, o qual é definido a partir do nu-
cleo principal da nova Hamiltoniana. Este estudo se completa com
a identificacdo das principais influéncias do Equilibrio Instan-
tdneo Similar sobre a referida soluc¢io, de modo a caracterizar os
principais comportamentos dos valores de referéncia associados
com a condi¢do do Equilibrio de Laplace e do vinculo imposto
por tal conceito. Tal vinculo é aqui identificado a partir das ideias
bésicas do Método de Hor1, de modo a definir as caracteristicas de
uma constante em excesso de contribui¢do nula para a solucdo do
Sistema Auxiliar de Hori, mas cuja influéncia é essencial para o
estudo das influéncias das perturbacdes de ordens superiores sobre
a referida solu¢io. Em particular, ressalte-se a importancia de tal
influéncia para a identificacio das caracteristicas das variaveis ca-
nénicas associadas com o Angulo Critico Laplaciano, bem como a
restri¢do imposta pela condi¢do do Equilibrio de Laplace sobre a
vizinhanca do Equilibrio Instantdneo Similar.

As principais componentes da nova Hamiltoniana e da Geratriz
da Transformacio associadas com o Método de Hori (1966) sdo
discutidas no capitulo 5 na conveniente vizinhanca sob a influéncia
da condi¢do do Equilibrio de Laplace. Um ntcleo das principais
perturbagdes de ordens superiores com respeito a solugio do cor-
respondente Sistema Auxiliar de Hori, bem como um nicleo prin-
cipal da Geratriz da Transformagdo completam tal identificacio.
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No capitulo 6 sdo estudados os principais comportamentos
das constantes e do pardmetro de integracdo da solucdo do Siste-
ma Auxiliar de Hori com respeito a variavel tempo. Este estudo
¢ desenvolvido tomando por referéncias o nucleo das principais
perturbacdes de ordens superiores, o sistema de equagdes varia-
cionais associado com o Sistema Auxiliar de Hori (Sessin, 1983)
e caracteristicas similares as dos Satélites Galileanos de Japiter.
Ressalte-se das influéncias do Equilibrio Instantdneo Similar que
seu correspondente vinculo caracteriza o valor de uma constante
de integragio que define a amplitude do 4ngulo critico laplaciano.

Tomando em consideragio uma caracteristica do movimento
sugerida pelas influéncias das comensurabilidades, no capitulo 7
sdo discutidas as principais contribui¢bes da Geratriz da Trans-
formagdo para elementos caracteristicos do movimento, através
de seus correspondentes parénteses de Poisson (Sessin, 1983) das
equacdes de Hori (1966) dos respectivos elementos originais. Res-
salte-se que tal caracteristica auxiliar é essencial para a eliminacio
da contribuigio linear da variavel tempo na expressdo dos parén-
teses em questdo. Este estudo se completa com a identificacdo dos
principais comportamentos das varidveis candnicas associadas
com o Angulo Critico Laplaciano, as quais estio definidas em
torno de valores de referéncia associados com a condi¢io do Equi-
librio de Laplace.

No capitulo 8 sdo avaliados os principais comportamentos das
variaveis candnicas utilizadas neste estudo, de modo a permitir a
caracterizacdo de uma solugio intermediaria do movimento defi-
nida pela solugio do correspondente Sistema Auxiliar de Horl, sob
as principais influéncias das perturbagdes de ordens superiores.
Os resultados obtidos sdo também apresentados em termos dos
elementos caracteristicos do movimento.

Este estudo se completa com trés Apéndices.

No Apéndice A sio apresentados os elementos utilizados nas
defini¢des das Hamiltonianas auxiliares e dos desenvolvimentos de
identificacdo de caracteristicas do movimento.
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No Apéndice B sdo definidos os elementos que permitem a ca-
racteriza¢do de uma solugio intermediaria do movimento, de modo
a levar em consideragio as influéncias das Comensurabilidades,
Variacio do Angulo Critico Laplaciano e Equilibrio Instantaneo
Similar.

Objetivando uma avaliagdo dos resultados discutidos, no Apén-
dice C ¢ efetuada uma aplicagio deste estudo ao movimento dos
Satélites Galileanos de Jupiter, visto que tal movimento satisfaz as
caracteristicas do problema em questido quando negligenciamos as
influéncias de:

1) Inclinagdes

1) Sol, outros planetas e satélites

111) Efeito de marés

iv) Comensurabilidade 3:7 entre o terceiro e quarto satélites.

Este estudo é desenvolvido tomando por referéncia dados ori-
ginais de Sato (1986) e Nasa (2007), de modo a permitir uma com-
paracdo dos resultados decorrentes deste modelo com resultados
conhecidos.



1
CARACTERISTICAS DO PROBLEMA

Este trabalho estuda um movimento plano, ao redor de um

corpo central, de quatro corpos menores de massas comparaveis

sujeitos as seguintes condicdes:

1)
i)

)

1v)

A Unica forga que age entre eles é a atracdo gravitacional.
Os periodos orbitais dos trés primeiros satélites sdo aproxi-
madamente comensuraveis nas razdes 4:2:1.

A existéncia de um angulo critico associado com uma tercei-
ra comensurabilidade, a qual é definida pela diferenca das
comensurabilidades 2:1.

Conceito de Equilibrio Instantaneo (Henrard, 1983), que
define o movimento numa conveniente vizinhanga em torno
da condicdo do Equilibrio de Laplace, onde os compor-
tamentos das excentricidades for¢adas dos trés primeiros
satélites podem ser descritos por fun¢des das correspon-
dentes varidveis canénicas associadas com o Angulo Critico
Laplaciano.

Em realidade, esse movimento caracteriza uma aproximagio

plana do movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter, cujas equa-

¢oes podem ser obtidas diretamente da referéncia original Marsden

(1966). Neste estudo é assumido que tal aproximacio preserva as
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mesmas denominagdes, ordens de grandeza e caracteristicas dos
elementos do conhecido movimento, entre as quais ressaltamos:

1) A existéncia de uma integral primeira denominada de Inte-
gral Primeira de Sessin e Henrard.

i1) O conceito de Librac¢do Laplaciana associado com a influén-
cia da terceira comensurabilidade (denominada Comensura-
bilidade Laplaciana) e o correspondente angulo critico (deno-
minado Angulo Critico Laplaciano), o qual é uma variacio
em torno de um ponto de equilibrio conhecido.

1.1 Equacgoes originais do movimento

O movimento é inicialmente descrito a partir de Marsden
(1966) através de um sistema candnico de oito graus de liberdade,
cuja correspondente hamiltoniana satisfaz:

i) E independente de termos de curto periodo.

1) Nas varidveis angulares contém apenas os angulos criticos
relacionados com as comensurabilidades 2:1.

1i1) Seu desenvolvimento é truncado na primeira potén-
cia das massas perturbadoras e na segunda poténcia das
excentricidades.

1v) Inclui o efeito de achatamento do corpo central.

v) E definida sob a convencio astrondmica de sinal.

d oF"
(XP) a(ej,Qi) 1234 (1.1)
ol
onde:
F'=F (X,)+F (X,,P,0,Q,) (1.2)

1=1,2; 53=1,2,3,4



UM ESTUDO DA LIBRACAO LAPLACIANA

com:

p=1g=2 L L

7, LR L [R]
dn.L.a 2+3.L4+

P = P’+Q? P’+Q?
F'=)>n,L.K {F(pq, +qu1){ % L Q}r
Q,

+F(p,q,2)

fiRRE

2
-2 Z nq.apq.LIq/Z.Kp [Pq.cos@p +Qq.sen9p]+

g=p+1

q

L

+Z L, K { (pq3)[Pp.cos€p+Qp.sen9pJ+

q p+1

F ’ ’
+ (p_li4)[P(1.cosﬁp+Qq,sen9pJ+
F "My
4 (ij 5) [( -Q; ).cos26’p +2PPQp.sen29J+
F "My
’ (f:Léq) [(PP‘Pq -Q,Q, )’Coszep +(Pp'Qq +Pqu).sen26’pJ+

q

+M|:(P2 -Q; ).COSZHP +2PQ,.sen20, }}

19

As variaveis X, P, e suas conjugadas canodnicas 6, Q; sdo defi-

nidas por:

X =L, 0,=1,-24,

X,=L,+2L, 0,=1,-22,

X,=L,+2L,+4L, 0,=21, (1
X,=L, 0,=4,

P;=,/-2Y, .cosi; Q;=—/-2Y, .senw,

3)
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cujos elementos modificados de Delaunay se escrevem:

L=m [ua Y=L|\fi-g -1 4

Ressalte-se que tais elementos do Satélite p:

a,: semieixo maior

e, excentricidade

A,: longitude média

w_: longitude do pericentro

p
sdo elementos osculadores médios sobre os argumentos de curto
periodo.

As constantes envolvidas na definigdo de F* sdo dadas por:

m,
r_ p=0
mq—mq. p
2m,
p=0
23 (1.5)
Cq=Hy-my
e mymy
H=g —
m

onde:

m,: massa do corpo central (m, = 1)
m,: massa do p*™ satélite.
g": constante de gravitagio

Os pequenos parametros presentes em I *s3o definidos por:

K,=—"—=o(¢)
2m,
m

K =—F=m =o(¢) (1.6)
m()

LR, o)
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onde:

J,: fator de achatamento do corpo central

R,: raio equatorial do corpo central

€: pequeno parametro de referéncia

Os elementos caracteristicos a,, e n, sdo dados por:

a

apq:a_:

. (1.7)
I
7 oL

q

A identificacdo da Hamiltoniana F~se completa com os coefi-
cientes F(p, g, 1), os quais sdo fun¢des dos coeficientes de Laplace
bijz)( pq) caracterizadas por:

F(p,g,0)= b??;( 2

F(p,g1)= 2(D2+D) by (et )

(
F(p.a.2)= i(z D-D*)b{))(a,)
F(p.g,3)= ——(4+D)b§f2( )
1 (1.8)
F(pa#4)=-(3+D)b(a,,)
F(p.g5)= ;(44+13D+D2)bw(a )
F(p.q6)= ——(42+13D+D2)by2( )
F(p,q7)= (38+13D+D2)b1/2( )
cujos operadores D* sdo definidos por:
o 4
_apq.dam o
d’ d

D*=a’ a .——
rq’ 2 rq’
dapq dapq
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E conveniente observar de Murray (1986) que tal desenvolvi-
mento de F*, em termos dos coeficientes de Laplace, é valido para
excentricidades orbitais pequenas.

1.2 Caracteristicas do movimento

A primeira caracteristica a ser levada em consideracéo diz res-
peito a variavel 6,(j = 3,4), a qual, sendo ignoravel, permite concluir
que sua correspondente conjugada canénica X;(j = 3,4) satisfaz:

X; = const 3=3,4) (1.10)

Tais elementos serdo aqui fixados, de modo a reduzir o proble-
ma ao estudo do sistema candnico de 6 graus de liberdade

d oF"
71X j)—m
i=1,2; j=1.2,34 (1.11)
d _oF
E(Qi’Qj)_ 8(X1.,Pj)

sujeito as influéncias das comensurabilidades 2:1, Librac¢do Lapla-
ciana e Equilibrio Instantaneo.

Com respeito a tais influéncias, é assumido neste estudo que
as ordens de grandeza de seus elementos nas vizinhangas das res-
sonéncias exatas sdo estabelecidas de acordo com Ferraz-Mello
(1985) por:

1) Comensurabilidades 2:1

n,—2n

:0(52/3) i=12 (1.12)

i+1
i1) Comensurabilidade Laplaciana
n=n,—3n,+2n,=0(¢) (1.13)

iii) Variacio do Angulo Critico Laplaciano em torno do ponto

de equilibrio 2¢.
0,-0,-20=0(e"") (1.14)
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Este estudo também leva em consideragio as influéncias de:

1) Integral Primeira de Sessin e Henrard, caracterizada a partir
das equagdes (1.2) e (1.11) através da expressio:

1,
X1+X2+EZP].“+Q?=const (1.15)

=1

a qual restringe os campos de variacdes dos elementos X..

i1) Conceito de Equilibrio Instantaneo (Henrard, 1983), a ser
discutido a partir de caracteristicas decorrentes do principal
comportamento do movimento, imposto pelas influéncias
das comensurabilidades, variacdo do 4ngulo critico lapla-
ciano e condi¢io do Equilibrio de Laplace.

1.3 Caracteristicas do desenvolvimento

O estudo em si compreende trés etapas distintas de desenvol-
vimento:

1 Caracterizagao das equagdes do movimento sob
as influéncias das comensurabilidades e variacdo do
angulo critico laplaciano.

Essa etapa é desenvolvida recorrendo-se a transformagdes cano-
nicas com variaveis apropriadas, de modo que a hamiltoniana re-
sultante seja definida com respeito as condi¢des impostas pelas in-
fluéncias consideradas. Neste estudo algumas condi¢bes decorrem
de caracteristicas conhecidas, outras sdo aqui identificadas através
das ideias bésicas de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao
Método de Hori (1966). Entre as novas caracteristicas ressaltem-se
as influéncias do Equilibrio Instantdneo (Henrard, 1983), as quais
sdo discutidas a partir da solu¢do de um Sistema Auxiliar de Hor1
associado ao movimento. Embora o Método de Hori seja comu-
mente aplicado para a definicdo de uma transformacgio canoénica
com uma integral primeira conhecida, aqui ele também é utilizado
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com o objetivo de identificar outras caracteristicas do movimento
tomando por referéncia suas idéias bésicas:

1) As novas varidveis candnicas introduzidas pelo método sdo
definidas nas vizinhangas das correspondentes varidveis
canonicas originais.

i1) Os principais comportamentos dessas novas variaveis sio
definidos pela solucio do Sistema Auxiliar de Hori associado
ao movimento.

O fato de a defini¢io da nova hamiltoniana levar em conside-
ragio as influéncias das comensurabilidades pode permitir a iden-
tificacdo de um nucleo mais representativo do principal compor-
tamento do movimento, bem como de um ntcleo das principais
perturbacdes de ordens superiores com respeito as caracteristicas
definidas pelo nucleo principal. O processo envolve varios rear-
ranjamentos de termos de ordens superiores nas defini¢des das
componentes da nova hamiltoniana, com eventuais contribui¢cdes
para a integrabilidade dos correspondentes nticleos.

Em particular, é conveniente ressaltar para este estudo que
a identificagido das influéncias da comensurabilidade laplaciana
sobre as equacdes do movimento requer a introducédo de dois ele-
mentos dependentes de caracteristicas préprias do movimento:

1) Parametro Caracteristico do Movimento.
11) Funcdo Caracteristica do Movimento.

Suas identifica¢des sdo discutidas somente apds as identifica-
¢oes das correspondentes caracteristicas do movimento.

2 Caracterizacao de uma solucao intermediaria

Essa etapa é desenvolvida recorrendo-se as ideias basicas de-
correntes de Hor1 (1966), Henrard (1983), Sessin (1983) e Sessin
e Ferraz-Mello (1984). Ela requer como condices essenciais que:

1) O nducleo principal da nova hamiltoniana caracterize a defi-
ni¢do de um sistema auxiliar de Hori, que seja integravel
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com respeito ao parametro de integracdo de Hori e represen-
tativo do principal comportamento do movimento.

2) O nucleo das principais perturbagdes de ordens superio-
res defina o principal comportamento do sistema de equa-
¢Oes variacionais de Lagrange associado com o método
de Hori (Sessin, 1983). Em acréscimo, ele deve ser inte-
gravel com respeito a variavel tempo e representativo das
principais caracteristicas impostas pelas influéncias das
comensurabilidades.

3) Asinfluéncias do Equilibrio Instantaneo sejam tomadas em
consideracio sobre as solucdes dos correspondentes sistemas
dos itens anteriores.

A ideia basica do Método de Hori, de que suas novas varidveis
preservam os principais comportamentos das correspondentes va-
ridveils candnicas originais, pode ser utilizada na defini¢do de uma
solucio intermediiria do movimento. Tal solugio é definida pela
primeira aproximacdo da Equacio de Hori através da solugdo do
correspondente sistema auxiliar de Hori, sob as influéncias das
principais perturbacdes de ordens superiores. Ressalte-se para uma
solu¢do mais refinada a inclusio da contribui¢do de um ntcleo
principal da geratriz da transformacio através da segunda aproxi-
magio das correspondentes equacdes de Hor1 de seus elementos.

3 Viabilidade da solucdo proposta com respeito a um
movimento conhecido

Tendo em vista que a referéncia original Marsden (1966) tem
por objetivo o estudo dos Satélites Galileanos de Japiter, uma apli-
ca¢do do modelo desenvolvido pode ser efetuada objetivando uma
avaliacdo das representatividades dos nuicleos através da identifica-
céo das caracteristicas dos elementos deste conhecido movimento.






2
INFLUENCIAS DAS COMENSURABILIDADES
_ E DA VARIAGCAO DO
ANGULO CRIiTICO LAPLACIANO

A caracterizagio das equagdes do movimento sob tais influén-
cias constitui uma extensdo de Silva (1986), que tem por objetivo
satisfazer o requisito basico de De Sitter (1925) para o estudo desse
problema ressonante. Tal requisito requer a definicio de uma Ha-
miltoniana nas vizinhancas das condi¢des impostas por caracteris-
ticas essenciais do movimento, objetivando a identificagdo de um
nucleo integravel representativo do principal comportamento do
movimento. Neste estudo a nova Hamiltoniana decorre da compo-
sicdo de sucessivas transformacdes candnicas, que sdo definidas nas
vizinhancas das condi¢des impostas pelas respectivas influéncias
tomadas em consideracio.

Trés novos elementos, com respeito a referéncia original Silva
(1986) sao neste estudo introduzidos:

1) ainfluéncia do 4’ satélite;

1) um pardmetro auxiliar associado ao movimento, cujas ca-
racteristicas sdo definidas pelas influéncias da comensura-
bilidade laplaciana e da condigido do angulo critico lapla-
clano ser uma varia¢io em torno de um ponto de equilibrio
conhecido. Tal elemento é aqui denominado Pardmetro Ca-
racteristico do Movimento;
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i11) um elemento denominado Fungdo Caracteristica do Mo-
vimento neste estudo introduzido com o objetivo de com-
pletar a identificacio da influéncia da comensurabilidade
laplaciana sobre o movimento. Tal funcéo contribui para a
preservacdo da ordem de grandeza de uma varidvel auxiliar.
Ressalte-se a incompleta defini¢do de tal elemento, visto
que suas caracteristicas decorrem do principal comporta-
mento do movimento e da influéncia do Equilibrio Ins-
tantaneo a serem discutidos no capitulo 3, onde a referida

definigio sera completada.

Este estudo é concluido com a identificagdo do angulo critico
laplaciano e de sua correspondente varidvel métrica sob a influéncia

da comensurabilidade laplaciana.

2.1 Influéncias das comensurabilidades 2:1
e da variacao do Angulo Critico Laplaciano

De modo a tomar em consideracio as influéncias das comensu-
rabilidades 2:1, primeiramente introduzimos uma transformacéo
linear das agdes nas vizinhangas das ressonancias exatas.

X=X, +x  i=1,2
onde:

1) X, (1=1,2) sdo as raizes do sistema de equacdes

o,
0X.

*Xi=Xio

=0 1=1,2

1) tomando por referéncia Ferraz-Mello (1985) assumimos:

*
X o

0
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Ressalte-se que tal transformacio, exceto pelas ordens de gran-
deza dos elementos xf, nio permite um melhor conhecimento das
variagdes de tais elementos, a nio ser aquela caracterizada pela
integral de Sessin e Henrard (1.15).

R P
x, +X, +EZPJ +Q; =const.
j=1

Visto que outra caracteristica do movimento é a variagdo do
Angulo Critico Laplaciano, devemos procurar uma nova trans-
formacdo canoénica de modo a utilizar tal informacio na definicio
de uma nova Hamiltoniana, que também leve em consideragio as
influéncias das comensurabilidades.

Observando que uma transformacio:

(Xi,ei)%(xf,ai*) i=1,2
com
a; =6, + fungdo arbitraria de x, (k # i),

também é candnica, escolhemos:

*

* X
o =0, —(1+8)2
1 1 X10
* X*
a,=0,-(1-S)=
, =0, =( )X

10

onde S é o pardmetro caracteristico do movimento, a ser posterior-
mente identificado através da influéncia da comensurabilidade
laplaciana na Segio [2.4].

De modo a tomar em consideragio a caracteristica conhecida,
note primeiramente do fato de 8, — 0, ser uma variagio em torno do
ponto de equilibrio 2/ que &, —a;, também é uma variagio do mesmo
tipo. Nesse caso, tal condigido serd empregada de modo a permi-
tir a expansdo da correspondente hamiltoniana em torno do ponto
de equilibrio 2/ através da transformacgao canénica (Silva, 1986)

(x50 ) > (x,)
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definida por:
* o, —a
x, =x,+ X, | —=—/
. 2 .
*
o =a,
o, —a
x, =x,— X,y| ——2—4
) 2

Neste estudo a transformacio canénica resultante da composi-
¢do das transformagdes anteriores:

(X:.6,) > (x2)

sera utilizada para caracterizar a defini¢io de uma nova Hamilto-
niana sob as influéncias das comensurabilidades 2:1 e variacdo do
Angulo Critico Laplaciano em torno do ponto de equilibrio 2¢. Tal
transformagio se escreve:

X=X, +x,+ X, (ﬁ_ﬂo)
o, +ao X
0, :%+€+(1+S)X—Z—S(ﬁ—ﬂo)

10
Xz :Xzo +Xx, _X10 (ﬁ_ﬁo)

a, +a
1 2
92 -

z+(1—S)X"1 ~S(B-B,)

10
onde:

1) tomando por referéncia Ferraz-Mello (1985), assumimos:

X; 2/3
1 :0

a) X, &™)

b) ﬂ:alzaZ _620(82/3)
P )

)~ =0
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1) X, (i=1,2)éasolugio do sistema:

oF,
ox,

tIX=X;0

=0

iil) 6,0, =20 < x, =0 1=1,2, B=p, (2.2)

onde 3, é o correspondente valor de referéncia, em torno do
qual a variagdo f3 é definida, satisfazendo

Bo=0(e)
Tal elemento serd posteriormente especificado na Segio

[2.3].

iv) L,, sao os valores dos elementos L, para as condigdes de
ressonancias exatas.
v) Oselementos X;, (1=1,2)e L,,(p =1,2,3,4) sdo apresenta-

dos na Tabela 1 do Apéndice B.
Ressalte-se de (1.3) e (1.10) que:
L,=L, =X, =const. (2.3)

A nova Hamiltoniana
5

K" =YK, (x,P,a.,Q)) (2.4)
-0

¢ obtida a partir da expansio da Hamiltoniana original F* (1.2) nas
vizinhangas dos valores de ressonincias exatas (x; = 0, 8= f3,), to-
mando por referéncias Sessin e Ferraz-Mello (1984) e Silva (1986).
Tal Hamiltoniana é apresentada no Apéndice A-1.

2.2 Influéncia da Integral Primeira de Sessin
e Henrard

Este estudo leva em consideragio o fato de que os modelos in-
tegraveis estudados por Sessin (1981) e Henrard (1983), para as
perturba¢des mutuas de respectivamente 2 e 3 corpos, possuem
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uma integral primeira conhecida. Tal elemento (1.15), descrito em

termos das varidveis (2.1) por:

1§, e
x1+x2+§ZPj +Q; =const.
=

delimita as varia¢des dos elementos x;.
A caracterizacdo de tal influéncia sobre a defini¢io de uma nova
Hamiltoniana pode ser obtida através da transformagio canonica:

(X P ava )%(ulrh]rUlrk]) izlvz;j:1v273v4
dada por:

L] +u2 th +k;

a1=U1+U2+ Zh2+k2

10 j=1
1 2,12
_th +E;

a2=U1—U2+ Zh +k

10]1

(2.5)

Py =h;.cos(U, Xlw)_ 1“’)
Q; =h;.sen(U, + 2;20 )+k;cos(U, + 2“110 )
onde:
LY
) X_:O 0 (e*?)
i) ;Ii ,%ﬂ) ")
jo N0

Sob tal transformacio o dngulo:

8 _ota

=
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é incorporado nas defini¢des dos elementos h;,k;, tornando a varia-
vel U, ignoravel. Consequentemente segue-se que sua conjugada
canodnica satisfaz:

u, =const. (2.6)

caracterizando assim a integral primeira de Sessin e Henrard como
uma das novas varidveis canonicas.
A nova Hamiltoniana

G :ZOG:(ui,hj,Ui,kj) i=1,2; j=1,2,34 (2.7

¢ obtida a partir da Hamiltoniana K* (2.4), com novo rearranja-
mento de termos de ordens superiores, de modo a também levar
em consideracdo a ordem de grandeza do valor de referéncia 3. Tal
elemento é apresentado no Apéndice A-2, independentemente da
influéncia do valor de referéncia 3, para a ordem de grandeza neste
estudo considerada.

2.3 Influéncias da comensurabilidade laplaciana
e da variacao do Angulo Critico Laplaciano

A acio da comensurabilidade laplaciana sobre as varidveis
candnicas associadas com o Angulo Critico Laplaciano define a
correspondente varidvel angular U, como sendo uma variagdo em
torno do ponto de equilibrio £, a0 mesmo tempo que sua conjugada
candnica u, é definida nas vizinhangas de um correspondente valor
de referéncia. Tal valor de referéncia, bem como a correspondente
variac¢do do elemento u, em torno desse valor podem ser identifica-
dos através de uma aplicagio do Teorema de Fungio Implicita a ex-
pressdo da comensurabilidade laplacianan (1.13). Analogamente a
Silva (1986) observamos que:

u, ==2X,,(B-B)+2X,, 2 g(0)Z' +2X,, D> g(i,j)Z' n" (2.8)

1=0 j=1



34 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI

de modo a identificar os correspondentes elementos por:

1w, ==2X,,B+2X,, > gi,0)Z' =0(e”")- X,,

i=1

Auyy =2X0 B, +2X,, D> g, ))Z'n" <0(e)- X,

i=0 j=1

onde:
1) B=U,—1=0(")
é uma varia¢do em torno de 0.

. 1 1
1) Z=—|u—-—=SNSh+k? =0’
) x{” ZZ } (")

i) n' =" =0(¢)
My

com n,, sendo o valor do movimento médio do segundo
satélite para as condi¢des de ressonincias exatas.
1v) os coeficientes g(1,]) sio apresentados na Tabela 3 do Apén-

dice B.

De modo a levar em consideracio tais influéncias sobre a defi-
ni¢do de uma nova Hamiltoniana, recorremos a uma transformacéo
canonica dependente de uma funcio caracteristica do movimento,
neste estudo introduzida objetivando satisfazer a condi¢do imposta
pela comensurabilidade laplaciana sobre a variagio do elemento u,,
em torno do correspondente valor de referéncia. Tal transformagio

(.U )= (17U ) i=1,2; j=123,4

¢ definida analogamente a Silva (1986) por:
ulzuf
U =U
P .
U, = Uy, + U, —E;hj +k;”+ X0 f(U,)

U,=(+U,
h; :hj.cosU: —k; senU,

* * * *
kj zhj.senUZ +kj cosU,
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onde:
i LU =0
) x, &™)
Kok
H i g R
) T €”)

iii) u,,éum valor de referéncia definido nas vizinhangas de (2-8)
através da equagio
du,
dt

W
Uz=tz0

de modo a satisfazer a condicio do Angulo Critico Laplaciano ser
uma variagio em torno do ponto do equilibrio 2/.

Tal elemento é definido analogamente a Silva (1986) por:

ul ==2X,,B+2X,, D 8(,0)Z" + X,y (2.10)
=1
com:

4¢G(2) [ X,
150X 50

X—J[g<0,1)+ g1,DZ+...]=0(e)

20

cujo coeficiente G(2) é definido na Tabela 4 do Apéndice B.

Ressalte-se de (2.8), (2.9) e (2.10) que:

Uy =y, + X, + X0 2 (2.11)
onde
A u2+X20f(U2)—§Z; ek (2.12)
20 [=

permite observar que a variavel auxiliar Z*¢ definida, na particular
vizinhanca onde a equagdo (2.8) se verifica, em torno do valor de

XlO
[X—J’*

referéncia
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de modo a levar em consideracio as caracteristicas da variagio Au,,
e satisfazer a condigdo 1) acima estabelecida. Conseqiientemente
neste estudo, segue-se de (2.12) que

7" =0(s) (2.13)

Ressalte-se para uma melhor compreensio da equagdo (2.11)
que no movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter encontramos:
w=0() | w>0

|g(i,j)|30(61/3) (2.14)
Z=0("
Note também que o fato de 0 movimento estar definido nas
vizinhangas da condi¢io do Equilibrio de Laplace
0,-6,=20
requer levar em consideracdo os correspondentes valores de refe-

réncia, em torno dos quais as novas varidveis candnicas associadas
com o Angulo Critico Laplaciano estdo definidas:

= (2.15)

onde t; é o tempo de ocorréncia da referida condigio.

Neste caso recorrendo as equagdes (2.1), (2.5) e (2.3) observa-
mos que:

.
B= U2
¢ uma variagdo em torno do valor de referéncia 3, tal que:
770
ﬂ() - UZ

De modo a preservar a influéncia da Comensurabilidade La-
placiana é assumido nesse estudo que o elemento 3, é definido por:

[;?0]<Z*k&:4xg) (2.16)

1
ﬂoZU;):E
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de modo a identificar de (2.11):

u,==2X,,(U; ~UN+2X,, Y g(,0Z" + X, + X, <Z*>W (2.17)
i=1

na conveniente vizinhanga onde o movimento é definido.

Com respeito a contribuic¢do da funcio caracteristica do movi-
mento é assumido que

fU;)=0(e"), feC, (2.18)

de modo a assegurar a validade da condigio (2.13) sobre a variavel
auxiliar Z* (2.12). Note de (2.9) que:

”: 2/3
o)
X0
Rk

J ] :0(81/3)

N

nio necessariamente sdo suficientes para satisfazer tal condi¢io.

Em acréscimo, a completa definigdo desse elemento f(U,) de-
pende de caracteristicas do movimento e do conceito de Equilibrio
Instantaneo. Tais caracteristicas serdo discutidas no capitulo 3,
visto dependerem da identificagdo das influéncias do principal
comportamento do movimento.

Este estudo se completa a seguir com a identifica¢do do pardme-
tro caracteristico do movimento S (2.1).

2.4 Parametro caracteristico do movimento

A 1dentificagio de tal elemento é aqui discutida tomando em
consideracio:

i) a condiciio do Angulo Critico Laplaciano ser uma Libracio
em torno do ponto de equilibrio 2/.
i1) As condigdes (2.16) e (2.17).
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Para este estudo, note primeiramente de (2.1) e (2.5) que a
expressao
0,-0,=20+S7 ——2

10

reescrita convenientemente na forma:
.o 1 (U e s2
91—92=ze+2[U2—U2]—X—[u2+2 W(Us-U2) [+ (2.19)
10
caracteriza tal angulo em termos de trés distintas contribuicdes:

1) U, -U) ¢ a contribuigdo angular decorrente da variagdo U,
sob a condi¢go (2.16)

.o 1 * . . .

i1) X—[uz +2X,, (U2 -Uy )J é a contribuicio decorrente da in-
fluéncia (2.17) da Comensurabilidade Laplaciana.

111) SZ é a contribuigdo associada ao pardmetro S.

Como o movimento é definido nas vizinhancas da condicdo do

Equilibrio de Laplace
0,-0, =21
tal requisito € neste estudo satisfeito assumindo que o pardmetro ca-
racteristico S é aqui definido por uma estimativa através da equagio:
. i X5
S(2) =22 e60(Z) | ). @20
1=1

10

Sob condigdes similares as dos Satélites Galileanos de Jupiter:
2
(2),.=0") (¥)... =)
() =0e) (w) =0e")

per

recorrendo ao elemento auxiliar:

. ; X
x=S<Z>,, —ZZ;g(z,O)<Z > —[X—”]«y >

10

_[ﬂJ < Zgk >pev
X10

(2.21)
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satisfazendo

7 <0(¢)

segue-se das equagdes (2.17) e (2.19) que o angulo critico laplaciano
e a correspondente varidvel métrica u, se escrevem sob a influéncia
da comensurabilidade laplaciana através das expressdes:

0,-0,=20+2 U, ~Uj |+ x

) (2.22)
u,==2X,,[U; U} [+S.X,,.Z =X, %
onde:
: 1{ Xy )/ e
D Ur=hy :z[x—”]@ ). =0@)
10

1) S édefinido pela equagio (2.20) e x pela equacio (2.21)

ii1) ressalte-se, sob tais defini¢des de 3, e S, a possibilidade de
ocorréncia de um erro da ordem de y para a condigdo do
Equilibrio de Laplace.

2.5 Equacdes do movimento

Este estudo se completa com a determinacio da nova Hamil-
toniana H" a partir da Hamiltoniana G* (2.7), nas vizinhancas da
condicdo

*
Uy = Uy
com novo rearranjamento de termos de ordens superiores.

Nio obstante a dificuldade inerente a introducéo de variaveis
candnicas apropriadas, que levem em consideracéo as influéncias
das comensurabilidades, esse processo permite um aperfeicoamen-
to de cada componente da nova Hamiltoniana em termos de carac-
teristicas essenciais do movimento, bem como produz vérios rear-
ranjamentos de termos de ordens superiores que podem contribuir
com a identificagdo de:
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1) um nucleo integravel que seja representativo da realidade do
principal comportamento do movimento.

11) um nucleo integravel das principais perturbacées de ordens
superiores com respeito as caracteristicas definidas pelo
nucleo principal.

Objetivando satisfazer tais requisitos, o estudo até aqui de-
senvolvido descreve o movimento em questio através do sistema
candnico.

L =
a N T AU
i=12; j=12,34 (2.23)

*

AR
(uh7)
cuja nova Hamiltoniana H* é definida por:
5
H"=%"H, (u kU k) (2.24)
m=0
onde o indice m caracteriza a ordem de grandeza da componente

* . ~ . . . .1 .
H_, com respeito a poténcia inteira m da raiz cubica do pequeno
parametro €:

H, =H(0,0)

H;=H, =0

H; =¢&.H(3,0)

2

H,=H#0)Z +& ) ch M[h*.cosg* —k (-1 sengq
4 qu Lpo P p P p
q=p+1

+W[h:.cosg: —k: (=1)" sen g:]

qo

4 AR’
H. =¢H(5,0)Z+H(5,1)Z™ +gZCT‘1.H(q,lyo)[qLqu+

q=1 ~q0 90
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e 0)[h;hj +k;kj]

2
p=1 g=2 40 \/Lpoqu

te 27: _q{w[(hp k:Z)COSZg: —2h:.k:(—1)p.sen2gﬂ+

+
3]
M«u
O

+

PO

2 (ohy gk, )cos2g, —(hyky +hik; )(<17 sen2g; |+

q

+M[(h*2 —k:z )cosZg: —Zh:k:(—l)p.senZg: J} (2.25)

1) = _ - h*Z :| 2/3 )
X |: z
i) g =0+(-1)"U,
iii) U, é uma variagdo em torno de U, satisfazendo
U, =B=0")
iv) os coeficientes de H" sio definidos na Tabela 4 do Apéndice B.

v) Z'= < |:u2+X20f Zh*z } 0(e)

20
¢ a variavel auxiliar discutida na se¢do anterior, cujas ca-
racteristicas sio definidas pela influéncia da comensura-
bilidade laplaciana. Ressalte-se que a contribuicdo de tal
elemento é de ordem superior com respeito a componente
principal H;.

2.6 Influéncias do equilibrio instantaneo

De modo a completar o estudo das influéncias das comensu-
rabilidades sobre as equagdes do movimento, torna-se necessario
levar em consideragdo as influéncias do Equilibrio Instantaneo
(Henrard, 1983). Tal conceito se caracteriza por definir o movi-
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mento numa particular vizinhanca associada com a condigéo do
Equilibrio de Laplace, onde as componentes das excentricidades
forcadas dos trés primeiros Satélites sido descritas por funcgdes das
correspondentes varidveis candnicas associadas com o angulo criti-
co laplaciano (u,,U).

O primeiro passo para tal estudo requer a identifica¢io do prin-
cipal comportamento do movimento, bem como de suas influén-
cias sobre as equacdes do movimento. Tal identificacdo é discu-
tida no capitulo 3, tomando por referéncias as caracteristicas da
componente principal H; e as ideias bésicas de Sessin e Ferraz-
-Mello (1984) com respeito ao Método de Hori (1966). Essas novas
influéncias mostram que o movimento é definido em torno de uma
particular vizinhanca, onde o conceito de Equilibrio Instantineo é
definido. Como consequéncia natural da restri¢io imposta por tal
vizinhanga segue-se a existéncia de um correspondente vinculo, o
qual constitui um requisito basico para a identificacio das carac-
teristicas da fungdo f(U,) e da variavel auxiliar Z* discutidas na
Segdo [2.3]. Este estudo também discute os valores de referéncia
associados com a condi¢io do Equilibrio de Laplace, em torno dos
quais estdo definidas as varidveis candnicas associadas com o angu-
lo critico laplaciano (u,,U,).

As caracteristicas do vinculo imposto pelo Equilibrio Instanta-
neo, bem como dos valores de referéncia associados com a condicédo
do Equilibrio de Laplace serdo estudadas nos capitulos que se se-
guem tomando por referéncia as ideias basicas do Método de Hori
(1966) sobre a solucdo de um Sistema Auxiliar de Hori associado ao
movimento, bem como sobre a correspondente solugio do sistema

variacional de Lagrange associado com o Método de Hori (Sessin,
1983).



3
NoOVAS CARACTERISTICAS DO MOVIMENTO

Sob a condic¢do de que as influéncias das comensurabilidades séo
suficientes para assegurar a representatividade do principal com-
portamento do movimento através da componente principal H,
(2.24), a solugdo de um correspondente Sistema Auxiliar de Hori
¢ aqui utilizada objetivando obter uma melhor compreens3o a res-
peito das varidveis candnicas originais. Este estudo é desenvolvido
tomando por referéncia as ideias basicas do Método de Hori (1966):

1) as novas variaveis canonicas introduzidas pelo método sio
definidas nas vizinhancas das correspondentes varidveis
canénicas originais.

11) os principais comportamentos dessas novas variaveis sio
caracterizados pela solu¢do do Sistema Auxiliar de Hori
associado a0 movimento.

O estudo desse ntcleo principal do movimento conduz a iden-
tificagdo de variaveis candnicas apropriadas, que caracterizam os
principais comportamentos das componentes livres e forcadas das
excentricidades, bem como define as varidveis canonicas associadas
com o angulo critico laplaciano em termos desses novos elementos.
A definicdo de uma nova Hamiltoniana sob tais influéncias do
principal comportamento do movimento é obtida recorrendo-se
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a uma transformagio canoénica dependente de uma variagio ca-
racteristica do movimento. Essa variacdo, genericamente definida
com respeito as variaveis candnicas apropriadas, permite a carac-
terizagdo do movimento nas vizinhangas do conceito de Equilibrio
Instantaneo (Henrard, 1983). Ressaltem-se como consequéncias
naturais de tal formulagio as caracteristicas que se seguem:

1) A delimitacgio da regido do espaco de fase onde tal conceito
¢ definido.

i1) A existéncia de um vinculo imposto por tal conceito e sua
influéncia sobre as novas varidveis numa particular vizi-
nhanga decorrente de uma aplicacio do Teorema de Fungio
Implicita.

iii) A complementagio da defini¢io da fungdo f(U,) introdu-
zida em (2.9), de modo a levar em consideracéo as caracte-
risticas do vinculo em questio.

1v) A caracterizagio da varidvel auxiliar Z* (2.25) sob tais in-
fluéncias do Equilibrio Instantineo.

Este estudo também discute os valores de referéncia associados
com a condicdo do Equilibrio de Laplace, em torno da qual o con-
ceito de Equilibrio Instantineo é definido.

3.1 Sistema Auxiliar de Hori de identificacao

O Método de Hori (1966) introduz uma transformacio candnica
(), UT RD) — (ul !, U R
tal que um elemento genérico f é caracterizado através da equagio
’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ ’
f=f +i{f,S}+5{{f,S},S}+ (3.1)

onde:

D f=fhULE)

i) 1= (L ULK)

1) S" éageratrizda transformacio
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Sob a condigdo de que a contribuicdo da geratriz S’ é uma per-
turbacdo de ordem superior com respeito a ordem de grandeza do
elemento f', tal método se caracteriza por definir as novas varidveis
nas vizinhangas das correspondentes varidveis candnicas originais.
Em primeira aproximagio segue-se que:

u; =u; U =U;
b=k Kk (52
J J J

J

bem como

f=f (3.3)

Essa 1deia basica de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito
ao Método de Hori serd a seguir utilizada na identificacdo dos prin-
cipais comportamentos dos elementos originais.

Como requisito para sua aplicacdo tal método requer o conheci-
mento da soluc¢do do seu correspondente sistema auxiliar.

d ,.,. oF
E(uir j): a(U, k’)

R i=1,2,7=1234 (34
d oF,

L Uky=—
dr( ok;) o(ul,h})

J

onde:

1) T éo pardmetro de integragio de Hori.
1) a Hamiltoniana auxiliar F] tem suas caracteristicas defini-
das pelo ntcleo principal da Hamiltoniana original.

Fl = F, UL )
1i1) sua solucgdo com respeito ao pardmetro 7 define o principal
comportamento da referida solucio com respeito & varidvel
tempo, sob a condicdo de que a contribuicdo das pertur-
bacoes de ordens superiores para a equagdo variacional do
parametro de Hori (Sessin, 1983) seja uma perturbacio de

ordem superior com respeito a varidvel tempo.

Nio obstante suas caracteristicas possam contribuir para aiden-
tificacdo dos principais comportamentos de suas varidveis, o Méto-
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do de Hori (1966) tem por regra geral a defini¢cido do novo sistema

canonico.
Lo py=—2L
dt ’ (U’ k') . ‘
d_ oF" 1=1,2;7=1,2,3,4 (3.5)
— Uk =————
dt J O(ul,h)
onde:

F=YF
m=0

¢ a nova Hamiltoniana, cujo nucleo principal Fy caracteriza a inte-
gral primeira de Hori gerada pelo método.

Como as novas variaveis canonicas introduzidas pelo método
sdo definidas nas vizinhancas das correspondentes varidveis cand-
nicas originais, usaremos as caracteristicas dessas novas variaveis
para obter um melhor conhecimento a respeito das correspondentes
varidveis originais. Por outro lado, como o Sistema Auxiliar de Hori
define o principal comportamento das novas varidveis, faremos uso
das caracteristicas de sua solucio na identificacdo de tais elementos.

Para o problema em questio consideremos o nucleo principal da
nova Hamiltoniana definido de (2.24) e (3.4) por:

F/=H, (u, kU k))=H(4,0)Z"

k;.sen(ﬂ—U; )]+ 2 [hj'..cos(€+U; )—k;,sen(€+U£ )]

onde:
u
1) X_:O’UZ:O(SM)
h' k'
i SR R
) T e”)
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iv) os coeficientes C,, sdo definidos na Tabela 5 do Apéndice B.

O sistema dindmico (3.4) gerado por F, é completamente inte-
gravel de maneira andloga a Silva (1986):

U =y,
U;=U,,+2[¢dM (3.7)
uy =y + X6
U,=U,
Y S,
\/Ij7 :f[H.sen(Z—Ug)+K.cos(€—U;):|+7]2[—H.sen(Z+U;)+K‘cos(€+U£):|+

pzo.[Mﬂ‘sen(U{ +d, )+Mj2.sen(U]' +6,, +1; ):|+

. le.sen(Ul' +¢30)+Nj2‘sen(U1' +65 +11; ):|

\/% %[7H‘cos(fo§)+K.sen(£7U2' )Jf%[H.cos(erUz' )+K.sen(€+U2' )}L

| M,,.cos(U] +¢ZO)+Mj2.cos(U1' +y, +1; )}+

30.[Nj1.cos(U1' +o5, )+Nj2‘cos(U1' +y +1; )}

)

’
4t

Pa-sen(U] +¢,,)
A L40
ki ,
——==py-cos(U, +¢,,)
Ly

onde:

1) os elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984) sdo

definidos por:
M=H&D
10
E=-7' (3.8)
E= ki
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It [ sen(!=U))—k].cos(/ ~ U’)J

E
:Ik
9
T
ﬁ

Cﬂ B sen(0+U3)+k cos({+ U
i Ljo[ sen((+Uj)+k].cos((+U}) |
1N'e 3. C.
ke s G [h.cos(t~Uy) + kL sen(¢ ~Up) |+
H+0) 5 L,
C

LZ [ 1.cos(+U})~R}sen(t+U7) |

70

onde E:(—l)"+1 % paran=0oun=1.

11) E e G sio respectivamente as integrais de Hori e G-Sessin
com respeito ao pardmetro de integra¢io de Hori.

E=£"+K
3.9
G=-&+—[H +K’] (3.9)
onde:
2
c Z[c2+2c Cpco820+CY | st
THA(4,0)4 L,

Ressalte-se do Método de Hori (1966) que E também é uma
integral primeira com respeito a variavel tempo.
1i1) as constantes de integracdo independentes sdo:

E, 75,u0,Uy, 0,00, (=12; j=234) (3.10)

1v) constante em excesso
G (3.11)

v) os coeficientes S, ,M,,N,, e os angulos 77, sdo definidos no
Apéndice A-3.
vi) o pardmetro auxiliar de integracdo M é caracterizado por
SESSIN (1981) através da integral

(3.12)
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onde:

P(¢)=¢'—2E&" -2D& +(E’ -2DG)

e cuja correspondente regido de integracio € identificada a partir
de Sessin e Ferraz-Mello (1984). Tal referéncia também discute as
solugdes de seu correspondente sistema auxiliar:

& dU; s
‘% djl\;é (3.13)
Y _Dr2K AR oeH
M dM
E=&+K

Assumindo-se condi¢bes similares as dos Satélites Galileanos
de Jupiter, entre as quais ressaltamos:

20=(-1)"% (3.14)

pode ser observado (ver Apéndice C) que as principais caracteristi-
cas do movimento estdo associadas com a regido II do plano (E,G)
de Sessin e Ferraz-Mello (1984), onde libragdes e circulagdes har-
monicas estdo definidas. Entre tais caracteristicas (ver Apéndice C)
ressalte-se:

1) H éuma varia¢io em torno de O.
11) K é uma variagio sempre negativa.

Levando tais caracteristicas e equacio (3.14) em (3.7), segue-se
que os principais comportamentos das novas variaveis candnicas
sdo identificados por:

Uy =1y

Ui=U,,+2[£dM

Uy =ty + X8

U, =Uy ,

B =7 5020 +2(X,) G~y ) cos (U] —¢')+2Em h"
j=123

R’ ==Y - \/2u2+2 X10 G- ”20) sen( ) ZEW k!

(3.15)




50 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI

onde:

)

1v)

h; = P,/ Ly -sen(U] +¢,,)
R, =P, Lyy-cos(U] +4,,)

D(L,
y.o==S.. —(—JJ (3.16)
JjO J 82 Xlo
com:
&l X
S=—=__1C..-C., || 202
! D.H(4,0)[ a JZ](L].OJ
satisfazendo:
3
D=1 (3.17)
j=1
H
"=cot™| = 3.18
¢'=co [ K] (3.18)

é uma variacdo caracteristica do movimento em torno do
ponto de equilibrio.

¢0:g:(_1)"+1£ paran=0oun=1 (3.19)
os coeficientes E;, satisfazem:
[ L (3.20)
m|-E,; j#m '
com:
E,=7s E ==75 Ey=75

os elementos h! e k) sdo caracterizados por:

h;' , ’ ' !

3 :Rﬂ.pm.sen(U1 +¢20)+R]-2P30~5‘3"(U1 +¢30)

k"j() (3.21)
j :R'vl.pzo.cos(U{+¢zo)+R{zP30‘COS(U{+¢3o)

L, ’
J

cujos coeficientes R/, sdo apresentados no Apéndice A-3.
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Ressalte-se que tais elementos satisfazem:
3 3
D vnhi=0, Dy k=0 (3.22)
= =

o que podera justificar a insuficiéncia de um estudo das
contribuicdes das perturbacdes de ordens superiores para os
correspondentes elementos originais.

v) os elementos que caracterizam as contribui¢des das compo-
nentes forgadas das excentricidades satisfazem.

3
> 7ok =\2u; +2( X, G-y ).cos(U; —¢)
j=1

(3.23)

3
ZVjo-k; = —\/Zu; +2(X10.G—u20 ).sen(U; )
P

onde:

a) u,é definida nas vizinhancas de u,.

b) U} é uma variagdo em torno de U}, definida nas vizinhan-
cas de U] e satisfazendo:

! 2/3
vi) os elementos que caracterizam as contribuicoes das excen-
tricidades livres de um modo geral se escrevem:

3
Ejm hr,:; ~Vmo [Zysohs"j

- (3.25)

NGREEANgE

3
Ejm kr’r’i_}/mo zysoks"

s=1

3
R

Tomando por referéncia as ideias basicas do Método de Hori, as
caracteristicas identificadas sugerem a defini¢do de uma nova trans-
formacio canonica de modo a preservar os principais comportamen-
tos das componentes das excentricidades, bem como identificar os
comportamentos das variaveis candnicas associadas com o angulo
critico laplaciano sob tais influéncias. Ressalte-se de Henrard (1983)
que um movimento com caracteristicas similares as dos Satélites
Galileanos de Japiter estd sujeito as influéncias do Equilibrio Ins-
tantaneo. O fato de tal conceito requerer que as varidveis canonicas
associadas com o angulo critico laplaciano estejam definidas numa
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vizinhanga conveniente da condi¢io do Equilibrio de Laplace suge-
re que as caracteristicas locais impostas pelas influéncias considera-
das sejam essenciais para o estudo em questdo. Em acréscimo, res-
salte-se também de [2.3] que tais caracteristicas locais decorrem das
influéncias da comensurabilidade laplaciana sobre 0 movimento.
Em outras palavras a formulagio que se segue tem por objetivo
complementar a condi¢io basica de De Sitter (1925) para a defini-
¢do de uma solugio intermedidria do movimento, de modo a levar
em consideragio as influéncias do principal comportamento do
movimento sobre os novos elementos que o descrevem.

3.2 Influéncias do principal comportamento
do movimento

A caracterizac¢do de uma nova Hamiltoniana sob as influéncias
do principal comportamento do movimento pode ser obtida através
da transformacéo candnica.

(u:,h:,Uj,kj) g ('Uirpjrvivqj)
definida por:

*

U, =7

U=V,
3

u: =2{X,, 27]'0 [pj.sen¢—qj.cos¢:|
=1

U, =—Zyj0 [pj.cos¢+qj.sen¢]

XZO j=1
. , (3.26)
h; =¥ 0420, cos(V, —¢)+ Z;Ejm {Pm ~Vmo [21}/3[)})5 H

j=1,23

3 3
k== 04 |—2v, sen(V, — @)+ ;Ejm |:qm ~Ymo (Z:ﬂ’soqs ﬂ

hj=p4
k, =q,
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onde:

i) (v,,V,) preservam as caracteristicas de (u; U, )
i1) os elementos que definem a parte forcada das excentricida-
des se escrevem:

Zyjo.hj =/—2v, cos(V, —¢)

- (3.27)

yjo,k; =—/—2v, sen(V, —¢)
1

tal que:

a) v, é definido de modo a satisfazer condicdo similar obser-
vada para os Satélites Galileanos de Jupiter.
Yy

——=0(¢ v, <0
X, e) | v (3.28)
b) V,é uma variagio em torno de U}, definida nas vizinhan-
cas de U, tal que:
V,=0(e"") (3.29)
ii1) os elementos que definem a parte livre das excentricidades
satisfazem:
3 3
ZEjm P = Vmo (Zyiopi]
™ - (3.30)
3 3
ZEjm |:qm Y mo (Zyioqz' j}
m=1 =1
onde:

p; 9;

de modo a satisfazer as ordens de grandeza das varidveis ca-

:0(82/3)

A . . A e . * *
noénicas associadas com o angulo critico laplaciano (uz U, )

1v) ¢ € uma variagio caracteristica do movimento, generica-
mente definida por

¢ =p(X) (3.31)
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com auxilio de elemento auxiliar

1 3
a=¢-V, +—Zy10 [pj cosg+gq; sen¢] (3.32)
2yX,, A

de modo a satisfazer:
a) ¢ é definida em torno do ponto de equilibrio
¢’ =€=(—1)M% paran=0oun=1.

b) ¢ é assumida inversivel tal que:

d_¢_ 1/3
L (3.33)

2 2
1 = 3
c) X= v, +— p. |+ g
R R
d) as caracteristicas de & sdo definidas através dos elemen-
tos caracteristicos de Sessin e Ferraz-Mello associados ao

movimento.

Como principal resultado deste estudo, segue-se que o movi-
mento € definido em torno de uma particular vizinhanca, cujas ca-
racteristicas sdo aqui estabelecidas a partir das condi¢es impostas
pelo principal comportamento.

Essa conveniente vizinhanga é definida em torno da condigio

a=1

de modo a impor sobre os elementos associados com o Angulo Cri-
tico Laplaciano a influéncia de um correspondente vinculo.

Para tal identificagdo note especialmente que, como a nova
variavel VZ' ¢ definida nas vizinhancas da varidvel original U;, as
equacoes (3.26) e (3.32) caracterizam o movimento em torno da
condigio:

a:¢(X)
\/ZLE%I) :U:

(3.34)
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Para continuar essa identifica¢do torna-se necessario levar em
consideracdo a funcéo caracteristica f (U: ) (2.9). A arbitrariedade
de tal fungdo é agora levantada assumindo neste estudo que f (U: )
¢ aqui definida de modo a satisfazer a equagio:

1)2| +u2 + Xy f(U vzo (3.35)

a=p
onde

v; =0
¢ um vinculo de contribui¢io nula em (3.34). Consequentemente
segue-se que a conjugada v, é dada por:

=0y —u, = X, f(U}) (3.36)

|
Za:¢

na referida vizinhanca.

Outra consequéncia natural de tal defini¢do consiste na in-
fluéncia de tal vinculo sobre o movimento. Para 1sso, com auxilio
de (3.31), note-se da aplica¢do do Teorema da Funcdo Implicita a
equacio (3.34) a expressio resultante:

2 2
1 3 3 ~ ,
v2|a:¢=—§ [Zyjoij +[Zyj0qu +4X 07 (@) (3.36))
j=1 j=1 s
Da equivaléncia das equacdes (3.36) e (3.36):

2 2
1120:5 {zyﬂ]p]} +(Zqujj J(a uz,U ) 0 (3.37)
J=1 J=1
a=p
observamos a possibilidade de que tal vinculo defina as caracteris-
ticas do elemento

3 2 3 2
% (;71013]‘] +(;710qu (3.38)
a=¢
na conveniente vizinhanca (3.34).
Notando de (3.26) a relacido

* 2 3 2
U,
> + 04; 3.39
[4X20 ] 2 4X20 (Zy]opjj [;qu]} ( )

j=1
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segue-se na conveniente vizinhanca (3.34) que tal elemento de-

. PR ., . A e * * -
fine as caracteristicas das variaveis candnicas (u2 WV, ) através da
expressao:

* 2 2 2
u, #2 1 S S
[4X J 2 14X, (;7/]0?]} [;7/]0%]

20
a=¢

Um terceiro resultado natural deste estudo também mostra de
(3.21), (3.32), (3.36) e (3.40) que o elemento

¢=¢(X)

. ~ ., . A . * *
pode ser descrito por uma funcio das varidveis candnicas (u2 WV, )

$=d(v50,u,,U;) (3.41)

na conveniente vizinhanca (3.34).
Desse modo podemos concluir que o movimento em estudo é
definido em torno de uma conveniente vizinhanca

a=¢ (3.42)
onde:
U,y = V20— Uy =Xy f(U)
Vily =Ua
¢ =(vs,u,,U;)
cujo vinculo

Uy, =0
define as caracteristicas do elemento

1 3 2 3 2
5 Z?’jop]’ + Zyjoq]'
j=1 j=1

a=p
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Este estudo se completa observando que a variavel auxiliar Z*
definida de (2.25) ¢ (3.26) por:

* 1 * * 1 4 > 2
Z =—|v,+uy +X20f(U2 )‘_Z{Pﬁ%o[zhopmﬂ +
Xy 25 m=1

j=1
3 2
+ qj _7]'0 (Zymoqmj
m=1

esta sujeita a influéncia do vinculo (3.35), de modo a caracterizar

(3.43)

seu principal comportamento através da expressio:

2 2
N 1 4 3 3
Z =——" pj_yjo(zymopm] + qj_yj'o[zymoqmj (3.44)
2X20 =1 m=1 m=1

satisfazendo de (2.13): Z* = 0(¢).

3.3 Influéncias do equilibrio instantaneo similar

O principal resultado da Secdo [3.2] sugere que 0 movimento
conveniente na vizinhanca (3.42) seja definido nas vizinhancas do
conceito de Equilibrio Instantaneo (Henrard, 1983).

Para tal identificagio, note primeiramente de (3.26) que as com-
ponentes forcadas dos satélites

h;Fzij/—sz cos(V, —¢) i=123

k} =Y 0427, sen(V, —¢)

sdo independentes das correspondentes contribui¢des livres

2 E. {pm —ym@.(inopsﬂ

N 3
hy =
m=1 s=1
M 3 3
ky = ZEjm |:qm _Vm,o{zllhoqs ﬂ

1
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bem como podem ser definidas por fungdes das varidveis candnicas
associadas com o Angulo Critico Laplaciano na conveniente vizi-
nhanga (3.42)

h:F a:¢:h;F(”:’U:) 12123
|, =k (u.07) o

A correspondente independéncia dos elementos v, V,,

3 3
P~ 7o (Zymopm], q; —yjo[z;/moqmj com respeito a tais influén-
m=1

m=1

cias da conveniente vizinhanga (3.42), tais caracteristicas das ex-
centricidades forgadas e o fato de as variaveis candnicas (u:,V;)
serem definidas em torno de valores de referéncia, estabelecidos
sob a condi¢do do Equilibrio de Laplace, mostra que o movimento
na conveniente vizinhanga (3.42) apresenta caracteristicas simi-
lares as do conceito de Equilibrio Instantineo (Henrard, 1983).
Essas similaridades numa conveniente vizinhanga justificam aqui
a denominagio empregada, bem como caracterizam o principal
comportamento do movimento sob a condigio:

a=¢

Ressalte-se também que o fato de ¢ ser uma variagio caracteris-
tica em torno do ponto de equilibrio

¢’ =(—1)"+1% onden=0oun=1

sugere que a parte forcada do movimento na data considerada esteja
definido nas vizinhancas de

a:(_1)"+1£:g onden=0oun=1
2

de modo a identificar duas possiveis orientagdes para o estudo em
questao.

Para a determinacio da orientagdo da parte forcada do movi-
mento da data considerada, note de (1.3), (2.9) e (3.27) que as ca-
racteristicas dos elementos \/% e @ na conveniente vizinhanca
sdo definidos através das expressoes:
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3
Zyjohj =,/—2v,.cosct
o (3.45)
Zyjohj =,/—2v, .sena
=

onde:

h.=,/-2Y. .cos| V,+. + Y
J J ZX

J
10

kj =—,l—2Yj .sen(v1 +w;+ 2;); )

10

Se a parte forcada do movimento é definida sob uma orientacido
definida pelos elementos

V,a,,
entdo uma mudanca de orientacdo pode ser obtida através dos
elementos

T+V, n+a, —w,

A possibilidade de se definir 0 movimento sob uma dessas
orientacbes requer posterior identificacdo das caracteristicas das
contribuigdes livres no estudo em questéo.

E conveniente ressaltar que, em realidade, a origem do angulo
a decorre do fato de o Angulo Critico Laplaciano ser uma variacio
em torno do ponto de equilibrio

0,-0,=20
e das caracteristicas conhecidas do movimento (Sinclair, 1975):

1) 6,+w, éuma variacio em torno de 0.

1) 6,+w, é uma variagdo em torno de 0.

Consequentemente, note que:

0 —

. 0
)V, +w, =6, +w, ———2

¢ uma variagdo em torno de — /.

6,-6, , _—
¢ uma variagdo em torno de /.

mV+w,=0,+w, +
1 2 2 2
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Sob a condicio de que:

Y10-€1 7V 20-€2 > V30-€3

para o movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter, recorren-
do aos elementos h. e k. e aos coeficientes caracteristicosy,,, segue-se
j j 70
que:

3
1) > 7,0-h; é uma variagdo em torno de 0.
=1

3
1) Z)f jo-k; € uma variagdo sempre negativa ou positiva conforme

= o .
a orienta¢do do movimento.

Da definicio do 4ngulo
3
2 iok;
1| =
3
2,
J=1

o =tg

observamos que ¢ é uma varia¢do em torno do ponto de equilibrio
£, corroborando assim a identifica¢do sugerida pelo estudo anterior.

3.4 Influéncias da condicdo do equilibrio de
Laplace

O fato de este estudo ser definido em torno da condicio do
Equilibrio de Laplace

0,-0,=2/

implica de (3.26) que a variagio caracteristica ¢ seja definida em
torno do ponto de equilibrio

#=1

Como o principal comportamento do movimento é definido na
conveniente vizinhanca (3.42)

a=¢
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segue-se neste estudo que uma influéncia da condigéo da libragdo
do Equilibrio de Laplace se caracteriza por definir tal vizinhanga
em torno do ponto de equilibrio

a=1{
Uma segunda influéncia estd associada com os valores de
referéncia
* _ .0
Uy, =t
L (3.46)
* 770
UZ _UZ

em torno dos quais as variaveis canénicas associadas com o Angulo
Critico Laplaciano (u: U, ) estdo definidas.

Com respeito ao valor U} note de (2.2) e da influéncia (2.17) da
Comensurabilidade Laplaciana a estimativa dada por:

cadSfe). oo

10

Como o movimento é definido em torno da conveniente vizi-
nhanga (3.42), segue-se que a estimativa do valor u), pode ser obti-
da recorrendo-se a equagio (3.40):

. |

+ = oo |+ g,

4X,, 2 4, || & VioP; — YV;09;
a=p

que define as principais caracteristicas das correspondentes varia-

. * * L N .
veis (u,,U, ) através do elemento de referéncia

2 2
1 3 3
= [zym()pmJ +(Zym0qm]
2 m=1 m=1
o
cujas caracteristicas podem ser definidas pelo vinculo (3.37).
Neste estudo a indeterminagio do valor u) é levantada pela
condig¢do
u) >0 (3.48)

de modo a satisfazer a referida equacio.
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3.5 Equacdes do movimento

Este estudo se completa com a determinagio das novas equagdes
do movimento sob as influéncias do principal comportamento. A
partir da Hamiltoniana original H*(2.24) e da nova transformagio
canonica (3.26), o movimento em questdo é definido nas vizinhan-
cas do Equilibrio Instantdneo Similar através do sistema canonico.

d oH/

_(vi’pj):

dt a(virqj) . .

) L iTla =234 (349)
(Vig;)=-

(Vg
dt a(vi ’p J )
cuja Hamiltoniana transformada se escreve:

5
H/=% H,(v,p;V,.q;) (3.50)

m=0

onde o indice m define a ordem de grandeza da componente H,, com
respeito a poténcia m da raiz cubica do pequeno pardmetro €.

H, =A(0,0)
H, H2 =0
A(3,0)
H,=A(4,02" A(4 0) ,/—21)2 seno
H,=A(5,0)Z +A(5,1)v, +A(5,2)v2 cos2a +A(5,3) 7" + (3-51)

_1)71 20, ano‘A(S,]‘,O)[p;ﬁ.cos(\/2 —¢)—q:.sen(\/z —¢)J+
+(—1)n \J2v, iniO.A(S,j,l)[pj.cos(Za +V, —¢)—q:.sen(2a +V, —¢)J+

4 -1 4

+an0.A(5,j,1,0)|:p;‘2 +q;*2J+ Z”]o A(5,4,5,2 O)|:p1 p] +q; qj:|
J=1 =1 j=2
3

+an0 .A(S,j,l,l)[(pj2 —qu )cos2(a +V, —¢)—2pj.qj.sen2(a +V, —¢)]+
jl

53 AG 2] (8, —a ] )eos2(a+ Vo) (i a] +5].0))

=1 j=2

senZ(a +V, - ¢)J
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onde:

. 1 EER
1) ZZX—{v1+v2—EZp]. +q; }

10 j=1

3

11) b; :pj_yjo[zymmpmj
m=1
. 3

q; =qj_yj0[zym0'qm]

m=1
com
Vi =0

i) a=¢-V, + Zy}o[pj cos¢+q1sen(/ﬂ (3.52)

20 j=1
iv) ¢ = ¢(X) é uma variagio caracteristica do movimento em
torno do ponto de equilibrio

0" =(- 1)"+1%onde n=0oun=1

com

2
1 3
X:4X (ZVJO p]] +[;yj0'qu

20

Ressalte-se que ¢ € assumida inversivel tal que

d¢ _ 1/3
")
v b; q;
V) 7V, i S (g
X“) XZO XZ() ( )
'UZ #
—2 X,7"=0
X, (¢)
vi) os coeficientes da Hamiltoniana H/ sio definidos na Tabela
6 do Apéndice B.

Sob as condi¢des do Equilibrio Instantdneo Similar, o movi-
mento é definido pelo sistema candnico (3.49) na conveniente vi-
zinhanca (3.34)
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sob as influéncias do seu correspondente vinculo (3.37) e dos va-
lores de referéncia (3.46) associados com a condi¢do do Equilibrio
de Laplace, de modo a caracterizar o principal comportamento da
variavel auxiliar original Z* (2.25) através da equagio:

2
4

7" :_2;{ Z|:pj _yjﬂ(zymopmj:| 'f{q]' _Vjo(zymoqm]:| (3.53)

=

Note também de (3.42) que tal estudo condiciona o comporta-
mento da varidvel candnica v, a influéncia do vinculo (3.37).

3.6 Solucao intermediaria do movimento

O Método de Hori (1966) serd a seguir aplicado, objetivando
a identificagdo de uma solugdo intermediaria do movimento, que
leve em consideragio as influéncias discutidas sobre as novas va-
ridveis canonicas

(v,‘,p}, 4. (3.54)

definidas pelo método.

O primeiro passo deste estudo requer a identificagio das carac-
teristicas dessas novas varidveis candnicas através da determinacio
do novo Sistema Auxiliar de Hori associado ao movimento. Como
tal movimento estd sujeito as influéncias do Equilibrio Instantaneo
Similar, sua solugio deve levar em consideragio as correspondentes
caracteristicas impostas por esse conceito, de modo a identificar os
principais comportamentos de seu correspondente vinculo (3.37) e
dos valores de referéncia (3.46). Essa identificacdo é aqui discutida
tomando por referéncia as ideias basicas de Sessin e Ferraz-Mello
(1984) com respeito ao Método de Hori (1966).

O segundo passo do método requer a caracterizac¢do das prin-
cipais componentes da nova Hamiltoniana e da correspondente
geratriz da transformacdo. Com respeito a nova Hamiltoniana, este
estudo se preocupa com a integral primeira de Hori e a componente
de ordem superior consecutiva. Essa segunda componente é em-
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pregada na defini¢io de um nicleo integravel das principais pertur-
bacbes de ordens superiores com respeito as caracteristicas da solu-
¢do do Sistema Auxiliar de Hori associado. Esse ntcleo € utilizado
na identificagdo dos principais comportamentos das constantes de
integragdo e do parametro de Hori com respeito a variavel tempo,
através do estudo das equagdes variacionais de Lagrange associadas
com o método de Hor1 (Sessin, 1983).

Em relagdo a geratriz da transformagio, é discutida a compo-
nente de ordem menor, com o objetivo de uma identifica¢io de um
nucleo principal da geratriz. Esse nticleo tem por objetivo caracte-
rizar o principal comportamento da contribuicio da geratriz para os
elementos do movimento, cujas correspondentes equagdes de Hori
requeiram uma melhor precisio com respeito a variavel tempo. Tal
estudo é aqui desenvolvido tomando por referéncia Sessin (1983)
através da segunda aproximacio da correspondente equagido de
Hori do elemento considerado.

Esses requisitos para a identifica¢do de uma solugdo interme-
diaria do movimento serdo discutidos nos capitulos que se seguem
de acordo com as 1deias basicas do método de Hori (1966).






4
SisTEMA AUXILIAR DE HORI

O Método de Hori (1966) é aqui empregado na defini¢do de
uma transformagio canénica numa conveniente vizinhanga

(vi,Vi,pj,qj)—>('u{, i',p;.,q;.) (4.1)

satisfazendo as condigdes:

v, =0,
3 3
P~ Vi [z7mopm]=p]’ ~7Vio [zymopm]
m=1 m=1
Vi=V/ 1=1234

3 3
;7o EZVWquJZq; ~7Yio [Zymoq:n j
m=1 m=1

de modo a assegurar a independéncia desses elementos com respei-
to as influéncias do vinculo do Equilibrio Instantaneo Similar.

O primeiro passo para a aplicacdo do Método de Hori (1966)
consiste em obter a solugio de seu correspondente sistema auxiliar,
objetivando a identificacdo das principais caracteristicas de suas
correspondentes variaveis canonicas.

Este estudo leva em consideracio as influéncias do Equilibrio
Instantaneo Similar sobre a solu¢do do Sistema Auxiliar de Hori, de
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modo a caracterizar o principal comportamento do vinculo imposto
por tal conceito, bem como dos valores de referéncia associados
com a condi¢io do Equilibrio de Laplace. Uma caracterizac¢do dos
elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito
as influéncias decorrentes de tal conceito é também discutida.

4.1 Solucao do Sistema Auxiliar de Hori

O Sistema Auxiliar de Hori, que caracteriza o principal com-
portamento do movimento, é definido a partir do Método de Hori
(1966) por:

LR
dT i’pj a(‘/lr’ ;)
1=12; j=1,2,3,4 (4.2)
d, ., _ —OH,
— (Vi) ===
dr o(v;,p})

onde:

1) (v],p},V/,q;) sdo as novas varidveis canonicas que definem os
principais comportamentos das correspondentes varidveis
canonicas originais (v;,p;,V;,q;)

1) T é o parametro de integracio de Hori
ui) Hj=H,(v},p},V/\q}) =A(4,00Z" +A(4,0) {XE,J—Zv; .sena’
10

com:

2 2
’ 1 ’ r 1 . r 3 ’ ’ 2 r
Z'= V0 == | Py 2 VmoPo || | 4=V io| 2oV mod
X10 2 j= m=1 m=1

j=1

a'=¢'-V)+ Zym[ cos¢'+q;sen¢’}

\/ 20 =1

¢'=¢(X") éuma variacio em torno de ¢° = / tal que:



UM ESTUDO DA LIBRACAO LAPLACIANA 69

di 0(81/3)
dX’

2 2
’ 1 ’ 1 3 r 3 ’
X :—4X v2+§ [;yiopjj +(]Z;yj0qj)

20

satisfazendo:

a) 7' Uy 7\/2!7 b; , 4; :0(82/3)
X10 Xzo Xzo

’
el

b) , X’:O(e)

20
) V=0
Esse sistema é aqui discutido tomando em consideracio as ideias
bésicas do Método de Hori, as quais requerem que suas variaveis
candnicas preservem as principais caracteristicas das correspon-
dentes varidveis candnicas originais. Sob tal condi¢io, o conceito

de Equilibrio Instantdneo Similar impde sobre o sistema de Hor1 as
caracteristicas que se seguem:

1) sua solugio é definida nas vizinhancas da condicio (3.34), a
qual é caracterizada através da condigéo:

a'=¢’ (4.3)
que, por sua vez, define o vinculo:

2 2
r 1 3 ’ J ’ ~!
Vo =3 (Zyjopj] +(Z7’joq1‘] -
j=1 j=1

o'=¢'

0 (4.4)

a/:¢/ =

que caracteriza o principal comportamento do correspon-
dente vinculo original (3.37).

i1) a variavel canonica v, esta sujeita a influéncia do vinculo
(4.4), de modo a preservar a influéncia do vinculo (3.37)
sobre a correspondente variavel original v,.
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Introduzindo o elemento auxiliar de integracéo:

w(r—ro) (4.5)

10

M=

onde 7, é uma constante de integracdo, segue-se que o sistema (4.2)

se escreve:
v _

dM
Moy
dM

dvz =—/DX,, /20, .cosa’
dVZ =-27"+ %.senaW— dp (4.6)
dM -2} aM
p' dv),  send’
a7 {q‘ f°[z“°qﬂ ’{dM X (ZW] }
dg; & dv) cos¢’ 2

=27'\p\ -y, .p
dM {pi y”(;y” p"ﬂ y“’[dM 2., gyt

Com respeito a sua solucdo, note primeiramente que:
’
vV =y, (4.7)

onde v,, € uma constante de integragio.

Para se obter os elementos p’ e g}, consideremos suas combi-
nagoes:

3 3
Dm0 Por DY mo Do
m=1 m=1

com correspondentes equagdes:

d |< ,|__dv, sen¢’ 3 , | de’
dM[;mo.pm}— M oyX, LZVMO mLM
d |< , |_dv, cos¢’ 3 , | de’
dM[;Vmo-qm:| M 2\/7 |:27m0 pm:|dM
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cujas solugdes se escrevem:

Zymo pm_ 2\/720

seng’+24/X,, I'y.cos(¢'+¢,)

, (4.8)
0l = .cos¢'+2,X,, I',.sen(¢'+
;7 0 2\/— ¢’ 0 (¢ ¢())
onde I, ¢, sdo constantes de integragio.
Levando tais elementos (4.8) em (4.6) segue-se que:
d |, 3 , dV,
d—M|:pJ_yJO(Z_1ym0pm\J:| dM|: JO(ZJ/HIO qm]:|
d ’ > ’ dvl > ’
W|:qj'_7jo[;7mo~qmji|: dM|: 0[;}/m[)'pmj:|
de modo a obter:
3
Vo (Zymo pmJ VXm.p].o.sen(Vl'—i-@())
m=1
i (4.9)

q; _Vjo(zymo q \J 10 Pjo~COS(V1'+¢jo)

m=1

onde p;;, ¢,,(j=1,2,3): sdo constantes de integragao satisfazendo:
3
Zyio.pjo.sen(pjo =0
i:1 (4.10)
3
Zyio.pjo.cos 0 =0

=1
Ressalte-se também de (4.8) e (4.9) os elementos auxiliares:
3 2 3 3 5
2 by |+ qu] ij +q; ==X, 2Py
j=1 =1

=

(4.11)

3 2 3 2
(Z}’jo.p;] +(Zyj0 q;J =4X,,I2 + 20, send, +
J=1 j=1

20

posteriormente utilizados neste estudo.
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Com respeito ao 4" satélite de (4.6) encontramos:
Py =~ Xio-Pig-sen(Vi+,)
a4y =X -pag-cos(Vi'+y)

onde p,,, @4, sdo constantes de integragéo.

(4.12)

A determinacgio das outras variaveis do sistema requer a intro-
ducio dos elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello (1984),
aqui definidos com o auxilio de (4.2), (4.11) e (4.12) por:

1 X~
oot B ]
Xlo 1 2 2 = jO
= fi.,/—Zv; cosa’
(4.13)
f ‘/—21)2 seno’

(4 0)
O correspondente sistema auxiliar se escreve:
45 _ H dvi _ 28
‘?P/lf Cg\lg (4.14)
——=D+2K —==-2{H
dM s aM :

cujas respectivas integrais primeiras de Hori e Sessin sdo dadas por:

E=&"+K
o (4.15)
G:—§+E(H +K’)

Note de (4.7), (4.13) e (4.15) que a integral G-Sessin caracteriza
uma constante em excesso definida por:

1 X,y &
G_X {10—7; } (4.16)

10

O elemento auxiliar &, caracterizado pela equacéo:

&L 417
Vi P(¢) (4.17)



UM ESTUDO DA LIBRACAO LAPLACIANA 73

onde:
P(£)=¢&*~2E&* ~2D& +(E>~2DG)

¢ definido através da integral
M=| do
—P(¢)

cujaregido de integracio é identificada através do Modelo de Sessin
e Ferraz-Mello (1984).
Ressalte-se que § e os elementos H, K, V] e v, definidos de (4.6),
(4.13), (4.14) e (4.15) por:
fode
dM
K=E-¢&
AYA
Lhoy
aM s
vy ==X, (é +G)

(4.18)

(4.19)

tem por caracteristica comum o fato de serem definidos em termos
das constantes de integracio E e G e do pardmetro M.

£=¢(E,GM)

H=H(E,G,M)

K=K(EG,M) (4.20)
V/=V,,+V/(E,GM)

v, =1, (E,G,M)

Embora tais elementos auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello defi-
nam as caracteristicas da Solucdo do Sistema Auxiliar de Hori, suas
expressdes ndo levam em consideragio as influéncias do vinculo v},
sobre tais elementos, de modo a nio permitir um estudo completo
das influéncias das perturbacées de ordens superiores sobre a refe-
rida soluc@o.

Com respeito a tal vinculo, note primeiramente das equacbes
(4.6) e (4.13) que:

dv)
dM

-—X, H (4.21)
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Tomando em consideracio a relagio auxiliar decorrente de (4.14)

H-——% (14 k)
2D dM

segue-se que:

' X10 2 2
v, =17, _Z—D(H +K )
onde v,, é uma constante de integragio. Substituindo em tal expres-
sdo a integral G-Sessin (4.15) e comparando o resultado obtido com
a expressido do elemento  (4.13) encontramos:

'U; =v,,— X}, (5 +G) (4.22)
onde
Vyo =0

caracteriza a possivel influéncia do vinculo (4.4) sobre a referida
varidvel, de modo a preservar a influéncia do vinculo (3.37) sobre a
correspondente variavel candnica original v,.

Ressalte-se de (4.13) que os elementos &,H,K, definidos por
(4.20) a partir do sistema auxiliar (4.14), ndo levam em consideracdo
a possivel influéncia do vinculo (4.4) através da variavel canénica v).

A dificuldade inerente a integracido da correspondente conjuga-
da canénica V, é neste estudo levantada a partir do elemento a' (4.2)
e da equacio (4.8) através da expressdo:

V,=T,cos¢,+¢'—a’ (4.23)
de modo a identificar
V=T cos, (4.24)
sob a condicdo (4.3).

Com respeito a identificacdo das caracteristicas da variavel ca-
nénica V/, note primeiramente de (4.6) que a equagio:

dvy

dM

=27
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caracteriza o caso particular da equacio

d
= |v- 3 + =2
M|t 2 X2011y]°[pf cosd+send' ] =22

cuja solugio em termos do elemento o' (4.2), se escreve:

V/=V/=V,, +2[&dM~¢'+a’ (4.25)

onde V,, é uma constante de integracdo, de modo a identificar

Vi-V,/=V,,+2[&dM

sob a influéncia da condi¢io (4.3).

Essas influéncias da condigdo (4.3) sobre as variaveis V|, V, e a
influéncia do vinculo (4.4) através da varidvel v} caracterizam neste
estudo as influéncias do Equilibrio Instantaneo sobre os elementos
auxiliares de Sessin e Ferraz-Mello.

Objetivando uma melhor compreensio dos resultados obtidos,
reescrevemos a solucdo do Sistema Auxiliar de Hori (4.6), sob as
influéncias do Equilibrio Instantdneo Similar, como se segue:

v =7,

V)=V, +V/+2[edM - +a’
'U; =Ty _X1o (é +G)

V) =I,cosp, +¢'—a’

3
Pi—Yjo (Zymo 58 j =X ‘ij'Sen(w+¢jO )
m=1

(4.26)

3
I [Zymo q,, J =Xy ‘pJO'COS(er@o )
m=1

seng’+2,/X,,T, cos((/)’+¢o)

Zymo pm - 2\/X720
3
Z;/mo.q;71 = 2\/_ .cosd’+2,/X,, T, Sen(¢’+¢0)

m=1
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onde:

1) as constantes de integracdo independentes sdo

ErTO’vmrvm’rw%rpjorquo G=134)
11) as constantes de integracdo em excesso satisfazem

3
Zij'ij seng;, =0

j=1

3
ZVjono cosg;, =0

=

1 X 5
G:X—(Um _%;pﬂ)J

10

i11) tal solugio é definida na particular vizinhanga
a/ — ¢'
sob a influéncia do correspondente vinculo.

2 2
' 1 2 ’ : ’ ~!
Vo =7 [Z;,Vjopj] +(Z7’joqu -
p= i

o'=¢'

0

a,:¢, =

o qual caracteriza o elemento de referéncia
1 3 2 3 2
E Z;yjopj + Zly]‘oqj'
j= j=
a'=¢’

De modo a completar a identificacio de tal solucio é necessario
caracterizar os elementos &,H,K,V/ tomando por referéncia modelo
de identifica¢io de Sessin e Ferraz-Mello (1984) como se segue.
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4.2 Elementos caracteristicos de Sessin
e Ferraz-Mello

A determinacio de tais elementos inicialmente requer a iden-
tificacdo da regido de integragio associada com a equagio (4.18).
Para tal, note dos capitulos anteriores que as varidveis canonicas
originais (v;, V;) e o 4ngulo auxiliar a se escrevem em termos dos
elementos originais através das expressoes:

4
v, =3(L,—Ly)+(L,—Ly)-DY,
j=1
0,+6, 1 L
v, =t (3+S)(Lyy—Ly)+(1+S)(Ly —L, )+ . 1Yj
e

10

9i = li - 2’1141

2 2
vV, =—— Z}/jo e ’Lj() COS)CJ- + Z)/jo ejo\[Ljo Sen%j
2\ = (4.27)

V,=¢+cot” W’

a=p-cot"W"
onde:
. 0,-0, 1
D =Bt —€+27[(1+3S)(L10—L1)+(1+S)(L20—L2)]
10
e 1< -2Y.
i1) Zsz—EZeJZ.O.L].O come;) =, |— :
j=1 j=1 50

e« 0,40,  _
i) ; :%+wj+ﬂ—ﬁo+—[(L10—L1)+(L20—L2)J
3
Zyjo'h;
1v) W*:——]?
Z%ok:
i
com:
h:=ej0.\/LT0.cosxj
k: :—ejo.\/LTo.sen X
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Note também que o fato do principal comportamento do movi-
mento ser definido sob a condicio:

a=¢

sugere de (3.45) estimativas mais apropriadas dadas por:

iyjo.hj =\/—2v,.cosa
=

) (4.28)
Zyjo.kj:‘/—sz.sena
=1
onde
_ v
h,= —2Yj.c0s(\/1+wj+ lej
k;=—=2Y, .sen| V, +1w, + U
2X,,
com

v 0.+0 S
v1+2X110 - 12 2 +2X1o [(Lig=L)+(Lyy~L,)]

Ressalte-se que se uma orientacdo da contribuigio forgada é
caracterizada pelos elementos V1 ,o, W, entdo a orientagﬁo contraria é
definida pelos elementos 7 +V,, 7 +a, —w,

Tomando por referéncia as ideias basicas de Sessin e Ferraz-
-Mello (1984) com respeito ao Método de Hori (1966), de (4.13) e
(4.14) segue-se em primeira aproximagio para uma data conside-

g
H=( / /=20, .cosa

4.29

-1 fX—.J—ZvZ .sena ( :

E=&+K

1 1,
GZX—m U1—U2—5JZ:1:€]~O.LJ-O

rada que:
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onde ressaltamos o elemento auxiliar:

bem como os elementos /—2v, e a definidos por (4.28).

Assumindo que o movimento apresenta caracteristicas similares
as do movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter e recorrendo a
seus elementos médios numa data conhecida (Sato, 1986) podemos
identificar suas caracteristicas associadas com a regido II do plano
(E,G) de Sessin e Ferraz-Mello (1984), onde libracdes e circulacoes
harmonicas estdo definidas. Nesse caso, recorrendo ao Apéndice
A-4 e aTabela 7 do Apéndice B encontramos a solugio do sistema
auxiliar (4.14) descrita por func¢ées das constantes de integragio
E, G e do parametro M, definidas na conveniente vizinhanca (4.3):

§:Z§(j).cosjv
HZZH(j).senjV

KZJZ:(;K(]').COS]'V (4.30)

V/=V,,+T,cos¢, +V1(0)V+Z\/1(j)senjv

=

v, =Zv2(j).cosjV

=0

onde
V=V(O0M

Este estudo também identifica o elemento auxiliar o’ definido
de (4.13), sob a condi¢do (4.3), por:

a'=cot™ [Ej (4.31)
K
cujo correspondente elemento:
cosa’:Zn(m,l).sean (4.32)

m=1

tem seus coeficientes apresentados na Tabela 7 do Apéndice B.



80 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI

Ressalte-se neste estudo que tais elementos auxiliares ndo levam
em consideracio a possivel influéncia do vinculo (4.4), o qual estd
associado com as caracteristicas da constante em excesso v,, da
variavel canonica v} (4.22). Note também que tal constante em
excesso pode ser definida por uma funcéo das independentes cons-
tantes de integracdo (4.26), de modo que a condi¢io

Uy =0

define a natureza do vinculo (4.4) de acordo com as ideias bésicas
do Método de Hori, o qual pode caracterizar o principal compor-
tamento do vinculo original (3.37) sobre o0 movimento. Embora a
contribuigio de tal vinculo nio afete a solugio (4.26) do Sistema
Auxiliar de Hor1i, ela pode ser essencial para a contribui¢do dos
elementos auxiliares no estudo das influéncias das perturbacées de
ordens superiores sobre a referida solucio.

Consequentemente torna-se necessario um aperfeicoamento
dos desenvolvimentos (4.30), de modo a levar em consideracio a
influéncia do vinculo associado. Esse aperfeicoamento € a seguir
discutido, tomando em consideragio as ideias basicas do Método
de Hori, as caracteristicas da variavel v} e a influéncia do vinculo
(4.4) sobre a referida variavel.

Ressalte-se que tal aperfeicoamento para os elementos caracte-
risticos v}, &, H, K, v} cos2a’ ndo serd estendido para os elementos
angulares V' e V, os quais serido assumidos independentes de tal
influéncia. Note de (4.30) que:

V=V(E.G,M)

(4.33)
V/=V,,+T, cos¢, + V(E,G,M)

estdo sujeitos apenas a condigéo (4.3):

"
a'=¢
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4.3 Influéncias do vinculo do equilibrio

instantaneo similar sobre a solucao do
Sistema Auxiliar de Hori

Este estudo é desenvolvido tomando em consideracéo as ideias

bésicas do Método de Hori (1966), as quais requerem que as novas

variavels candnicas preservem as principais caracteristicas das

correspondentes varidveis candnicas originais. Sob tal condi¢do, o

Equilibrio Instantineo Similar impde sobre a solugio do Sistema

Auxiliar de Hori e as variaveis canonicas originais associadas com o

Angulo Critico Laplaciano as seguintes caracteristicas:

1)

i)

a solucdo (4.26) do sistema auxiliar de Hori é definida na
particular vizinhanca

a'=¢’ (4.34)

a qual caracteriza o vinculo:

2 2
’ 1 : ' 2 ' ~!
1;20:5 {Z;yjopj] +(Z1:yj0qu -3
J= J=

a'=¢’

=0 (439)

que define o principal comportamento do correspondente
vinculo original (3.37). Note que tal vinculo identifica o
elemento de referéncia

2 2
1 3 , 3 ,
5 [Zyjoij +[Z7joqu (4.36)
=1 J=1 o'=¢'

em torno do qual é definido o elemento

1 3 2 3 2
2 Zyjopj + Zyjqu'
j=1 j=1

ainfluéncia do vinculo (3.37) sobre a varidvel original v, (3.42)
é preservada pela correspondente variavel candnica v, (4.22)

v, =1, - X, (£+G) (4.37)
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através da constante em excesso
V,, =0
cujas caracteristicas definem o vinculo (4.35) através da
condigio:
_ ’
Va0 =V
1i1) as variaveis candnicas originais associadas com o dngulo
P . * * o N
critico laplaciano (uz U, ) s3o definidas em torno dos valores
de referéncia (3.46) associados com a condi¢io do Equilibrio
de Laplace, cujos principais comportamentos sdo avaliados
por:
= ug >0
t=t;
4.38
_7170 _l Xzo *> ( )
t=t] 2 2 XIO sec

*
u,

U,

de modo a satisfazer

. N2

u2 %2 1 3 ’ 3
4X20 2 4X20 27101’] ;yﬂ)q]

j=1

2

g’
para a ordem de grandeza considerada.

Este estudo das influéncias do Equilibrio Instantaneo Similar
sobre a solugdo do Sistema Auxiliar de Hori requer como condi-
¢do essencial a identificagdo da natureza de seu correspondente
vinculo (4.35) através das caracteristicas da constante em excesso
U, Tal identificagio é aqui discutida tomando por referéncias dois
diferentes caminhos. O primeiro caminho caracteriza parcialmente
a natureza da constante em excesso v,, levando em consideragio
o elemento de referéncia (4.36) definido pelo vinculo (4.35). O
segundo caminho caracteriza parcialmente a natureza da constan-
te v,,, tomando em considera¢do duas expressdes da variavel v) e
a contribuicdo nula da referida constante. Uma comparacio dos
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resultados obtidos identifica a natureza da constante em excesso
Uy, de modo a permitir a caracterizacdo do vinculo (4.35) e de seu
correspondente elemento de referéncia (4.36). Ressalte-se uma hi-
pétese adicional sobre o elemento de referéncia de modo a levantar
uma indeterminagio decorrente de tal identificacio.

Objetivando a identificacio da constante em excesso v,, sob a
influéncia do Equilibrio Instantineo Similar, note primeiramente
das equagdes (4.30) e (4.37) que a variavel candnica v} se escreve:

'U;:‘UZO +2v2(j)COSjV (439)
=0
onde:
1,(0)=-X,,[ £(0)+G]
v, (J) = _X10§(j)

cujos coeficientes &(j) sdo independentes da influéncia da constante
em €XCeSSO Uy.

O segundo passo é obtido tomando em consideragio as caracte-
risticas do correspondente elemento definido em torno do elemento
de referéncia (4.36). Nesse caso encontramos de (4.11) e (4.39) que:

2 2
1< ) 3 '
Py (Zyjopjj +[Z?’joqu =Y L,.coskV (4.40)
2\A j=t k=0

onde:

1) L, sdo fungdes das independentes constantes de integracdo
(4.26) satisfazendo:

L, <L, (4.41)

i1) em particular note que:

L
_ 2 0 _f 43
L,=2X,,I';+v,(0).' seng, + S —O(s ) X (4.42)

€220
20

com:

L, :v§(0)+%2v§(k) ~0(s).X,,’ (4.43)
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Tais caracteristicas nos levam a assumir neste estudo que o prin-
cipal comportamento do elemento de referéncia (4.36) é definido
por :

2

1 . 4 2 : ! ’ 2 Uz (0)
Py Z%opj + Zyjoqj =2X,)5 +v,(0)[; seng, + +%o
2 = 8X

= 20
w'=p

(4.44)

ondey, é uma constante a ser posteriormente especificada.

Como natural consequéncia de tal formulagio segue-se que a
influéncia do Equilibrio Instantidneo Similar sobre a constante em
excesso U,, pode ser sugerida através da expressio:

;(0)

v,y =2X,,[¢ +v,(0)T, seng, + -T,=0 (4.45)

20
onde T, é uma outra constante a ser especificada, de modo a assegu-
rar a validade do vinculo (4.35) . Tal resultado (4.45) caracteriza a
primeira identificacdo parcial da constante em excesso vy,.
A segunda abordagem toma em consideracio as caracteristicas
da variavel canonica v,. Note primeiramente de (4.6) que

dv} p ,
m =—4/ DXlO “\ I—Z‘Uz .Cos¢x
permite escrever:

dLM[\/%}:*’DXmLOSO"

Como o elemento a' (4.31) é assumido independente da cons-
tante v,,, recorrendo a (4.32) podemos integrar tal equacdo de modo
a obter:

20, =, +ZC(k).coskV (4.46)
=1
onde:

1) os coeficientes C(k) sdo funcdes das constantes de integracdo
E,G, que sdo apresentados na Tabela 8 do Apéndice B.
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1) v, é uma outra constante em excesso a ser associada com a
influéncia da constante v,,.

Como consequéncia de (4.46) segue-se que a variavel candnica
v, pode também ser caracterizada através da expressdo:
vy =Y v3(j).cos jV (4.47)
j=0
cujos coeficientes v;(j) sdo apresentados na Tabela 8 do Apéndice

B, sujeitos a influéncia da constante v,, através da constante v, Em
particular, note que:

oo | % 9 D (fY(,_d*
v)(0)= 2+4V2(0)[d*j [1 3JX10 (4.48)

onde:
. D _&d (3 1,
2 Vi) 3 {1 f{z 12 ﬂ

. - . * * ~
11) Os elementos caracteristicos é ,d ,f sao apresentados na

Tabela 7 do Apéndice B como fung¢des das constantes de
integragio E,G.

Comparando-se as expressoes (4.39) e (4.47), que caracteri-
zam a mesma variavel v), segue-se que uma segunda identificacio
parcial da constante em excesso v,, € definida através da expressio:

v, =1,(0)—v,(0)=0 (4.49)

bem como os demais coeficientes necessariamente satisfazem:

v () =,03) i=12.. (4.50)

Note que os coeficientes v;(j) sdo descritos em termos das cons-
tantes de integragio E,G e v,, ao passo que os coeficientes v,(J) sdo
definidos apenas em termos das constantes de integracéo E,G.

Como v, é uma constante em excesso, sob condi¢io similar a dos
Satélites Galileanos de Jupiter.

1,(0)<0
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assumimos para a identificagdo do coeficiente v} (0) (4.48) que:

2
Yo

=006, (4.51)

onde 6,¢ uma outra constante em excesso tal que:
16,]<—v,(0)

Substituindo (4.51) em (4.48) encontramos

v5(0)=1,(0)+6, —%[5* ]fz {1—ﬁ}X10

d 3
de modo a caracterizar a segunda identificacio parcial da constante
em excesso Uy, (4.49) através da expressio:

Lo 3 i |k -
v, =6, 4(d*jf {1 3}){10 0 (4.52)

Como consequéncia natural da equivaléncia das equagdes (4.45)
e (4.52), com respeito a constante em excesso v,,, segue-se que as
correspondentes constantes em excesso 6, e T, podem ser caracte-
rizadas por:

2
0,=2X,,I"2+v,(0)T, seny, + ;’320)

+%,
20 (4.53)

38 el x
To_4[d* jf |:l 3 :|X10 Yo

de modo a identificar o vinculo (4.35) por:

v;(0 3¢ d
vzo=2X20Fé+v2(O)F0sen¢o+82>§)+7/0—Z 2* Al1-—|X,=0
20

bem como o correspondente valor de referéncia (4.36)

2 2
Ui s, o 3 4
) {;mopjj +(;71~0qu _4[d*]f {1 5 }Xm (4.55)
a'=¢’
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Sob tal identificacdo, note que a constante em excesso v, (4.51)
se escreve:

2
Vo

2
zfz—vgm—zxxrg—vgmromn¢,~ﬁﬁ§—

3X Yo

20

(4.56)

a qual permite a identificagdo dos coeficientes v} (j) da variavel ca-
noénica v, (4.27), de modo a tomar em consideragio a influéncia do
vinculo do Equilibrio Instantaneo Similar.

Para completar essa identificacdo torna-se necessario especifi-
car a constante y, associada com o elemento de referéncia (4.44).
Tomando em consideragio a hipotese de contribuigio de ordem
superior com respeito ao principal comportamento do elemento,
segue-se que a constante y, € definida pela estimativa:

7,=0 (4.57)

de modo a definir os principais comportamentos da constante v,
(4.56) e do vinculo (4.54) através das expressoes:

v, ) v;(0)
o =—1,(0)=2X,,I') —v,(0)[; sen¢h, — 3X

20

v2(0) 3( & d’
vzo:2X20Fé+v2(0)rosen¢o+82)§)—Z[i—*]f{l—?}){m:O (4.58)
20

Em acréscimo, torna-se necessario levar em consideragio tal in-
fluéncia sobre os elementos caracteristicos dependentes da varidvel
V. Recorrendo a (4.47), note de (4.13), (4.15), (4.16) e (4.21) que:

go_ Y2 _

i} XlO

oL dv
X,, dM

K=E-¢&
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caracterizam os novos desenvolvimentos.
E=YE'(j).cosjV
=0

HZZH’(j).senjV
i=1
4.59
K:ZK’(j).cosjV ( )
=0

vé.cosZa'=ZW'(j)cosjV

=0
onde:

1) os correspondentes coeficientes sdo definidos por funcdes
das constantes de integragio E,G,v.e sdo apresentadas na
Tabela 8 do Apéndice B e Apéndice A-5.

i1) os coeficientes &'(j),H'(j),K'(j) preservam os mesmos valo-
res dos correspondentes coeficientes definidos por (4.30).

ii1) o elemento auxiliar v, cos2a’ é aqui introduzido com o ob-
jetivo de facilitar posterior determina¢io da nova Hamilto-
niana definida pelo Método de Hori.

O estudo das influéncias do vinculo do Equilibrio Instantaneo
Similar se completa com a caracterizagdo do principal compor-
tamento da variavel auxiliar Z* (3.44) através do correspondente
elemento

2 2
Iy 1 4 [ g [ [ - !
Z == P, =7 Zymopm +14q; =% Zymﬂqm
2X20 = m=1 m=1

que em termos dos elementos da solucdo (4.26) se escreve:

1 X )8
Z" = 2 Y p? (4.60)
z(xzojz 7

=

Note da influéncia da comensurabilidade laplaciana que tal ele-
mento é caracterizado sob a influéncia do correspondente vinculo.
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4.4 Influéncias da condicdo do equilibrio de Laplace

De modo a completar a identificagio nas caracteristicas do prin-
cipal comportamento do movimento, torna-se necessario levar em
consideracdo a influéncia da condi¢do do Equilibrio de Laplace,
em torno da qual o conceito de Equilibrio Instantineo Similar é
definido.

Sob tal influéncia, segue-se neste estudo que 0 movimento é
definido em torno da conveniente vizinhanca (4.3).

a'=¢'com ¢'=/ (4.61)
sob a influéncia do vinculo (4.58) na restrita vizinhanga:

Outro resultado decorrente de tal formulacdo mostra das equa-
cOes (4.38) e (4.55) que os principals comportamentos das variavels
candnicas originais associadas com o Angulo Critico Laplaciano
sdo caracterizados pela equacio:

w Y 38 oy X
syl oo

em torno dos correspondentes valores de referéncia (4.38), associa-

dos com a condi¢do do Equilibrio de Laplace.






5
HAMILTONIANA E GERATRIZ DA
TRANSFORMACAO DO METODO DE HORI

N3io obstante suas outras caracteristicas neste estudo discutidas,
a aplicacdo do Método de Hori (1966) tem por regra geral a defini-
¢do de uma transformagio canonica

(vi?pj!\/i!qj)%(v:’p;"/i”q;)

através de suas correspondentes equagdes e solucdo de seu sistema
auxiliar.
Sob a notagio:

1) Hamiltoniana original

H/=H,+H +--
1) Geratriz da Transformacio
S'=S,+S,+-- (5.1)
111) Hamiltoniana transformada
H'=H,+H+---
suas equagdes para as componentes de ordens menores se
escrevem
H,=H, (5.2)

H!=H,+{H,S,}
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com correspondentes solugdes dadas por:
H, =H4(v§,p;, i',q})
H.=(H, (4,9, V,,q})) (5.3)

S,=[{H,(v..p}, Z,q})> dr

Tomando em consideracgio tais caracteristicas do método, o
estudo que se segue tem por objetivo a identificagio dos elementos:

1) Integral Primeira de Hori

i1) Nucleo das Principais Perturbacdes de Ordens Superiores
com respeito a solucdo do Sistema Auxiliar de Hor1 associa-
do a0 movimento.

i11) Nucleo Principal da Geratriz da Transformacao.

5.1 Hamiltoniana transformada

A principal componente da nova Hamiltoniana H' € a integral
primeira de Hori, a qual é definida diretamente de (3.51) e (4.3)

por:

=A(4,0)Z" + A(4,0) {XE.J—Zv;.sena' (5.4)
10

onde:

2 2
. ! 1 ’ ;1 4 S !
1) Z :X— v1+v2_22|:p yw[zymop H +{qj_yj0(zym0q’"ﬂ
10 m=1

j=1

) o'=¢'-V, +

\/_ 21:7/]0( Cos¢'+q;.sen¢')
20 J

1) ¢'=¢(X') é uma variagio em torno de ¢° = ( tal que:

%=O(81/3)
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2 2
. 1 1(e ;
X'= A ot |+ g
) 4%, | 2“;” p]] (;y” qJM

Para se obter a componente H; é necessario identificar a parte

’
3

de Hori. Nesse caso recorrendo as equacdes (3.51), (4.13) e (4.26)

secular de H, (v{, p, Vi, q;) com respeito ao parametro de integragio

segue-se primeiramente que:

H, (0,5}, ;,q;)=A<s,0>.G+{@+A<5,D}v; +A(, 2, cos 20

10

v Xy o . . ,
+ABG3)Z + L HY 1y [AG,j,0)+ AG,j1) Jpj,-sen| V) +¢,, —T cosg, |+
j=1

JD
X 4

+ 2L K.Y, [AG,5,00-AG,ji1) Jpjq-cos| V/ +¢;, —T, cosg, |+

NpRRe
4

-1 4
+X10 210 AG 1,000, + X0 D 2 15 A(5,8,3,2,0)py-p50-c08( 4~ )+

= i=1 j=2

3

-X, ano .A(S,j,l,l)pfo.cosZ[V1'+¢j0 -T, cos¢0]+

j=1

j-1 3

~Xio 2 250 A, 3,215,008 2V, + §, + 6, — 2T, cos, |

=1 j=2

(5.5)

Levando (4.47) e (4.60) em (5.5) e substituindo o resultado ob-
tido em (5.3) segue-se que a componente H. é descrita em termos
das constantes de integracdo da solucéo (4.26) através da expressio:

= A(s,O).G{wma,n}v;(ow

10

sec

H!=<H, (U{,P;: iy ) >

, 4
+A(5,2)W'(0)+A(5,3)Z > + X, Zrljo .A(S,j,l,O)pJ?O +
j=1
28 ..
+Xi Zznjo‘A(S’l’J!ZvO)piO’pj()‘cos(¢i0 -9 )
j=2

=1 j

(5.6)
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onde:

) G:Xll([ ijo}

.. W 10 X, <
7" —_ | 210 2 5.7
11) Z(Xzo J]Z_;PJO (5.7)
111) os coeficientes v,(0) e W'(0) sdo definidos na Tabela 8 do
Apéndice B.

Tal solugido pode ser descrita em termos das novas varidveis
( v}, p],V’ ! ) recorrendo-se as expressoes das constantes de integra-
¢do, as quais sdo definidas pela solugdo (4.26) do Sistema Auxiliar
de Hori. Neste estudo tal identificacdo nédo se faz necessaria, visto
que as influéncias das perturbacées de ordens superiores serdo dis-
cutidas através das equacdes variacionais de Lagrange associadas
com o Método de Hori (Sessin, 1983).

5.2 Geratriz da Transformacao

Para a componente S, da Geratriz da Transformacio, de (4.47),
(4.58), (5.3) e (5.5) podemos escrever:

ds, o AG,0
d——<H( D), 1,q1) per = ;{ ) +AG) Y v3(j).cosjV +
T 10 j=1

ABDZWG)

X < . .
BZ::njo[A(S,],O)+A(S,],l)}pjo.sen[v +¢, - cos¢o]+

\/—ZnJO[ASJO) AS]l]p]o cos[V+¢0 -I cos¢o]

-Xi Z:njoA(S,j,l,l)p;o.COSZ[\/'l'-!—qﬁj0 -TI, cos¢0]+
=

-1 4
=X 2 25y A/, 3,2,1)py0-5-cOS[ 2V, + §, + 6, —2T, cosh |

i=l j=2
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onde:
1) A(5,41)=0
i1) HZZH'(j).senjV
=1

KZZK'(j).cosjV

cujos coeficientes H'(j), K'(j) sdo definidos na Tabela 8 do
Apéndice B sob as influéncias do Equilibrio Instantaneo
Similar.
iif) V{=V,,+Icosg, +V,(0)V+>_V,(j).sen jV
V= V()M .
cujos coeficientes V,(j) e V(0) sdo independentes da influéncia do
vinculo do Equilibrio Instantdneo Similar e definidos na Tabela 8
do Apéndice B. Ressalte-se para o elemento V] que:

<V{>m :ZVM)senjv = 0(52/3)
j=1

Paraa ordem de grandeza adotada neste estudo, o principal com-
portamento da componente S, se escreve diretamente de (5.8) por:

_ X 151 AGO) , ,
S4_A(4,O)’V(O){kz1: |:': Xm +A(5,1)}»Uz(k)+A(5,2)W(k)}enk\/+

4

D 50 {vm)
1 K'(k) . H'(k)
o Z{V(O)+k[ 5, ,1)].—v(0) k[A(5]o +A(sj1)j}

sen| V/+RV +¢, T cosd, |+
[ ]

[AG,,0)-A(5,5,1)]-sen| V/+4,,—T, cos, |+

V(0

1

{ K'(k) L [AG.i0)- AG D]+ [AGJO)*A(SJD]}

VO)k

.sen[V'—kV+¢'o -T cosqﬁo] } J+

2V (0 Zn}o pjoA(S 7,1,1). senZ[V +¢,-T cos¢0J[
X
2y, (0) P

i0-Pi0-Pjo-AG, 5,21, sen[2V +¢,+¢, 20 cosq@&}
(5.9)
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5.3 Nucleos das principais perturbacoes de
ordens superiores

Objetivando uma avaliacdo das contribuicdes das principais
perturbagdes de ordens superiores sobre a solucio (4.26) do Sis-
tema Auxiliar de Hori, este estudo requer a caracterizagio de um
nucleo principal de tais perturbacées que possa definir o principal
comportamento do sistema de Equacdes Variacionais de Lagrange
associadas com o Método de Hori (Sessin, 1983).

Tendo em vista que a componente de menor ordem superior
H! é definida sob as influéncias do principal comportamento do
movimento, tal ntcleo é aqui definido por:

R=H! (5.10)

o que pode contribuir para uma identificacdo mais efetiva dos prin-
cipais comportamentos das constantes e do parametro de integra-
¢do de Hori com respeito a variavel tempo.

Com respeito a identificacdo das principais contribuicdes de or-
dens superiores para as varidveis canonicas originais, note de (3.1)
que o principal comportamento do elemento genérico f

f=f’+{f’,S’}~-

caracteriza a contribuicdo da geratriz S" através do paréntese de
Poisson { f',S'}.

Visto que a componente de menor ordem superior S, é neste
estudo definida sob as influéncias do principal comportamento do
movimento, suas caracteristicas serdo aqui utilizadas na defini¢io
de um ntcleo representativo S, que possa permitir uma avalia¢do
da principal contribui¢io da geratriz para o elemento f através da
expressao:

f=f+{f.S,} (5.11)
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O paréntese de Poisson { 'S} é neste estudo definido por Ses-
sin (1983) em termos das constantes e do pardmetro de integracdo
da solucio do sistema auxiliar de Hori associado ao movimento.

Para a ordem de grandeza adotada, tal ntcleo S, é definido de
S, (5.9) por:

s, :%{st,k).mkw

(5.12)
+X, Z ano Pio-S(J,R). sen[V +kV+¢,-T cos¢0J}

k=—w0 j=1
onde:

1) V/=V,,+T cosg, + Vl(O)V+<V1’>

per

1) S(O,k):lﬁﬂA(s'o) A(Sl)} (k)+A(52)W(k)}

kR A40) || X,
1 Xlo K’(—k) oy ) H'(—k) ‘ ‘
2D A(4,0){V1(0)+k|:A(5,J,0) A(5’J'D]+\/1(0)”2[A(5va0)+A(5,J,1)]},
k<0
X
Sk T A4,0 vgs[ (5.50)-AG,i1)] k=0
L X | Kk H®) 0 |
\/_ (4,0 |: V,(0)+ I:ASJO 5]1]—\/(0) k[A(S’]’O)+A(5’J'1):|:|
k>0

cujos valores sdo definidos no Apéndice A-6.

As contribui¢des dos nicleos R e S, para os elementos do mo-
vimento sdo discutidas a seguir, de modo a levar em consideracéo
as influéncias do Equilibrio Instantdneo Similar na conveniente
vizinhancga (4.61):

o'=¢" coma'=/

sujeito a influéncia do vinculo (4.58).
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Sob tais condigdes, as varidveis sdo definidas de (4.26) por:

v =1y,

V)=V, +V)+2[&dM

v, =—X,, (5 +G)=Zv;(j)cosj\/
=0

V) =T, cosg,
3
Y [ZVmo-p:n j =X 'ij'sen(Vl'Jr‘/ﬁjO)
m=1

; : ' , (5.13)
q; =70 (Zymo‘qmj: X10 'ij‘COS(V1 +¢j())

m=1

m=1

3
Z}’mo-Pln= ZF .seng’ +2 2Ol"ocos(qﬁ'+¢0)

Zymo q, = —2\/_ .cosd'+2X,, T, sen(¢'+¢0)

Nesse caso as componentes H), e H! preservam suas caracteris-
ticas definidas pelas equagdes (5.4) e (5.6), porém o nucleo S, da
geratriz da transformacio é aqui definido pelo principal comporta-
mento de (5.12).

S, = S(0,k).senkV
=V {Z ).senkV +

k=1

(5.14)

k=—w j=1

o 4
+X0 D ano.,DjO.S(j,k).sen[\@#kV+¢j0]}

negligenciando-se a contribuigio de ordem superior devido ao ele-
mento I cosd,.

E conveniente ressaltar que o conceito de Equilibrio Instanta-
neo Similar também requer a independéncia das contribuigées li-
vres e forcadas das excentricidades, bem como a independéncia das
varidveis canonicas v, V], p’,q; com respeito as suas influéncias. Tais
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requisitos sio aqui assumidos pela condi¢io de que a transformagio
canonica de Hori.

(viViopsa;) > (v Vip)d))
necessariamente satisfaz na conveniente vizinhanca (4.61):
v =1 Vi=V/
3 3 3 3
P;=7jo [Zmopm] =P;~ 7o (Zymopm] q4; =7%jo [Zymoqmj =q; =7Vjo [zymoqmj
m=1 m=1 m=1 m=1
(5.15)

Consequentemente segue-se que tais elementos devem perma-
necer invariantes sob tal transformacéo.






6
INFLUENCIAS DAS PRINCIPAIS
PERTURBACOES DE ORDENS SUPERIORES

O estudo de tais influéncias sobre a solug¢do do Sistema Auxiliar
de Hori (4.26) é desenvolvido através das equagdes variacionais de
Lagrange associadas com o Método de Horl, as quais séo definidas
de Sessin (1983) por:

L0 (R AK: S

dM dM O0R & CR
MIVESLLSS yivIcHEel

6.1
dt dr (6-1)

9=1 9
onde:

1) C,(u=1,2,---,2n—-2)sdo as independentes constantes de in-
tegracio da solugio (4.26) do Sistema Auxiliar de Hori

i) E éaintegral primeira de Hori (4.13)

1) M=M(tr —7,) é o pardmetro auxiliar de integragio (4.5),
onde 7, € outra constante de integra¢io independente.

v) {C,, C;}¢é o paréntese de Poisson entre as constantes de
integragao C, e C,.

v) R= ZH ' € a contribui¢io das perturbagdes de ordens supe-
m=5
riores definida por:

R=R(EC,)
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Para identificar os principais comportamentos das constan-
tes de integracio e do pardmetro de Hori com respeito a variavel
tempo, € assumido que o principal comportamento do sistema va-
riacional (6.1) é definido pelo nucleo das principais perturbacdes de
ordens superiores (5.10)

R=H! (6.2)

Em acréscimo a tal formula¢io, como o movimento é definido
sob a condi¢do do Equilibrio Instantineo Similar, torna-se necessa-
rio levar em consideragio suas correspondentes influéncias:

1) ainfluéncia da condigio (4.61);

1) o vinculo (4.54) imposto ao movimento;

ii1) os valores de referéncia (4.38) associados com a condicdo do
Equilibrio de Laplace.

Ressalte-se também a hipétese adicional de que o movimento apre-
senta caracteristicas similares as dos Satélites Galileanos de Japiter.

6.1 Caracteristicas do movimento

O primeiro passo deste estudo requer a identificagio das cons-
tantes de integracdo e do parAmetro de Hori, a partir da solucio
(4.26) do Sistema Auxiliar de Hori associado ao movimento.

_ !
Vo =Y

vm=vx—vz'—2j £dM

[,send, =— 4X FZ}/JO [p sen¢'—q’. cos¢]
20 7

o J=1

I'ycos¢, = \/—27’]0 [p] cos¢'+q. sen(/ﬁ] (6.3)

0 J=1

3
XlO pjo'sen(v1’+¢jo ) =p;~ 7o (ZVWO'p:"j
m=1

3
X PjO'COS(V1’+¢j0 ) =¢;~7jo (Zymﬂ‘q;n]
m=1
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cujos elementos auxiliares se escrevem:

§=—X%O v{+v§—%;{1)}—m[;7mop;ﬂ {q}_%o[;?’moq;ﬂ }
H= &)
A
—P(é) Xio
p-_1k
A(%0) (6.4)

=A(4,0)E% + A(4,0). /XQ [-2v! sena’

FZ;/JO [p cosg’+q; sen¢]

@' =¢(X') € uma variagio caracteristica do movimento, em torno de

a'=¢'-V,)+

=1
satisfazendo:

%:O(Sm)

3 2
X' = + q
4X20 vt 2{{2““’ j (;M q”

1. ( v,p}, Vi ) sdo as varidveis canonicas definidas pelo Método
de Hor1
2. constantes de integrac¢io independentes
Ey,v0, V10,080, P50, (1=13,4) (6.5)
3. constantes de integra¢io em excesso
G, P20, P5,0y (6.6)

onde:
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satisfazendo:

1 X, <
G:— V. — 210 2

X10|: 0T, ]Zl:pjo}
3
Z;/jopjo.sengbjozo (6.7)
j=1

(4=2)
3
Zyiopjo.cos 0 =0
j=1
vé vg(O)

> =-,(0)-2X,,["; —v,(0).T",.sen¢), — X

20

cujo coeficiente v,(0) é uma fungio das constantes de integragio

E,G, o qual é definido na Tabela 7 do Apéndice B.
4 y=0 (6.8)

A segunda caracteristica do movimento a ser utilizada é o seu
nucleo das principais perturbagdes de ordens superiores com res-
peito a solugio do Sistema Auxiliar de Hori, o qual é definido de
(5.6) e (6.2) por:

R=A(5,0)G+ {$+ A(5,1)}}; (0)+AG,2W'(0)+AG,3)Z" +

10
4

-1 4
X0 D 0 AG 310000 + X0 2 D 1,0AB,0,3,2,0)p4.050-c05( 60— )

j=1 i=1 j=2

(6.9)
onde:

1) os coeficientes v;(0) e W'(0) sdo funcdes das constantes de
integracdo E,G e v,, os quais s3o apresentados na Tabela 8 do
Apéndice B.

.. o 1 X, |<

ii) 7 =—= ﬁj o (6.10)

2 [XZO ”

define o principal comportamento da varidvel auxiliar origi-

nal Z* (3.44).

j=1
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A terceira caracteristica requerida diz respeito as demais in-
fluéncias do Equilibrio Instantaneo Similar impostas sobre a solu-
¢do do Sistema Auxiliar de Hori e as varidveis candnicas originais
associadas com o angulo critico laplaciano:

1) ovinculo (4.54) imposto pela condigio (4.34)
o' =4’ (6.11)

e definido por:

2 * *
2X,,I2 +2,(0)T, send, + ;’2)20) —%(fl_j Iz {1_‘1_} X,=0  (6.12)
20

onde:

a) os elementos caracteristicos &*,d", f e v,(0) sdo fungdes das
constantes de integragio E e (4, os quais sdo apresentados na
Tabela 7 do Apéndice B.

b) os valores de referéncia associados com a condic¢do do Equi-
librio de Laplace tem seus principais comportamentos ava-
liados de (4.38) e (4.59) por:

0
=u, >0
t=t

6.13
U _ue :l X, <Z*> ( )
e 7720 X, SEC

satisfazendo a equacio:
Lo TSI 00 R P P
4X, sl d 31X,

6.2 Equacodes variacionais de Lagrange

*
Uy

De modo a identificar tais equagdes, note das equacdes (6.3) e
(6.6) e da definigdo do paréntese de Poisson

2,0C, aC, 9C, oC, 0C, aC, oC, aC,

{CH,C9}=; v oV aV! & +;1 op; 0q; 0Oq; Op;

(6.14)
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que os correspondentes parénteses se escrevem:

1
ME!=—
{M,E}= X
{vm’ 10}:
{vi0.8,0}=—1 j=1,2,3,4
1 d !
{\/10’1—‘0}:4X20|: en¢0 d}?! 4;;70 COS¢0:|
1 |cosg d¢ v, seng,
Viodh} == 4X, { r, T ax {1+4X20' r, ﬂ
1
r - -
ot} 4X,,I
VioV .
{Pjo’Pko}:_NX—m'sen(@o_¢ko) J k=123
10
_1+7k02 i=k
{pj0v¢k0}: fm;/oko j,k=1,2,3
X s(boto)  i*k
10°/~k0
1
{p401¢40}=_X 0
10/7°40
ko .
.0, Fiotw -sen( ., — 7,k=1,2,3
{ 30 k()} Xlo pjo pko ( J0 ¢k(]) (6’15)

Ressalte-se para tais elementos a indeterminagio da derivada

dﬁiqz' :0(81/3)

cuja contribuigdo serd discutida posteriormente com respeito as
ordens de grandeza dos elementos em estudo.

Tomando em consideragdo a relacdo auxiliar decorrente de (6.7):

2 2
4 Y 14 4
P’ = { 10} Pro’ [ xoj Po +2[ = ][ mjpm Pso- COS(¢10 ¢30)
20 Y2 Y20 J\ V20
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segue-se de (6.9) que o nucleo R se escreve em termos das constan-
tes de integracdo independentes por:

R:f\(S,o)c;{@+A(5,1)}J;(0)+A(5,2).W’(0)+A(5,3)[Z*"]2 +

10
+A"(11) py +A"(3.3) psy + A" (4,4) piy + A7 (1,3) propso-cos(dy — 5 ) +

+A (1,4)p10p40,cos(¢10 2 )+A* (3’4)/)30/)40'(503(‘]530 _¢40)
(6.16)

onde:

2
G:L vm_ﬁ 1+[h} p102+
X 2 720
2
+ 1+[yﬁ]
720

v 14
Psn’ + P’ +2[i][ﬂ]pmpzo cos(¢y, —¢y, )

20 20

2
Y 2 14 Y
+ 1"'[&] P3oz *+ Py +2[ij[ijpmpm COS(¢10 _¢30)
V20 V20 )\ 720

Os coeficientes A*(1, j) sdo apresentados na Tabela 9 do Apén-

dice B.

Uma analise deste nicleo (6.16) leva-nos a identificacio de dis-
tintas contribui¢des:

1 Contribuicdo forcada

A(5,0)

R, =R, (E,G,l"o,qbo):A(S,O)G{ +A(5,1)};; (0)+A(5,2)W'(0)

10
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Recorrendo as relacdes auxiliares decorrentes de (6.15) e (6.16):

d oG
;{vmv(bjo}aqs =0

: oG oG i
%{me’pJO}a'F{pmqusjo}%—o m 1’3’4
- oG

%{gbmovpjo}ap] {¢m0)¢]0}6¢10

segue-se que Ry contribui somente para as equagdes variacionais

dos elementos:

V,, através da integral G-Sessin e da constante em excesso v,.
I, e ¢, através da constante de integragio v,.
M através da integral de Hori E.

2 Contribuicao livre
R, =R, (pjody ) =AGI[Z" T+ A"(11)p + A"(33) 0%, +

+A"(4,4)p3y + A" (1,3) pyopsp-cos(d, — 5 ) +
+A” (1,4)p10p40.cos(¢m _¢4o )+A* (3,4)p30p4o.cos(¢go — 00 )

Para tal nucleo, a relagio auxiliar

. OR;
Z{vw’(plo}a(p =0

=1
J#2

mostra que R, tem contribuigdes para as equagdes variacionais dos
elementos o,y e @,

Como consequéncia dessa identificacio, de (6.15) e (6.16) se-
gue-se que o correspondente sistema variacional (6.1) se escreve:

dv,,

dt
dV. ORy ORy
= {Vig v =+ {Vio Do} —= {m,¢o}~ R (6.17)

dt v, ar, o,
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dF
dt {“’%}aqso
d OR
{1, 2
0
dM dM OR
o g TIMEL
4P _N R, OR,
e 2Pl Pl
J#
d¢m0 — “
Slboral gy lbatil gt
]#

O estudo a seguir permite identificar um desacoplamento das
equagdes dos elementos p,,, € @,,, das equagdes dos demais elemen-
tos, de modo que a solugio de (6.17) pode ser obtida a partir das
solucdes de dois sistemas: Sistema livre e Sistema forgado.

6.3 Sistema variacional livre

O sistema de equagdes variacionais dos elementos o, e @,,, se
escreve diretamente das equagdes (6.15), (6.16) e (6.17) por:

d
% = P(1,3). 9, 5en( @y, — s )+ P(1L,4). g 5n(¢4, — o )

d 10 30 40

% = P(1,1)+P(1,3)L’j—m]cos(gf)10 —bs )+1E>(1,4)[’;—m]cos(qs10 ~,0)

d(’j’—j;“’ ——P(3,1).pyy.56n($, — o )+ P(3,4).p,0 50n(hy, — by )

dgs, _ P@3,3)+ P(3,1)(ﬂjcos(¢10 —yy )+ P(3,4)(ﬂjcos(¢30 ~6,)
dt Pso Pso

dp,
Zgo :—P(4,1).p10.sen(¢10 = )—P(4,3).p30.sen(¢3o _¢40)

df% :1)(4,4)+P(4,1){ﬂjcos(¢10 —y )+P(4,3)[@]cos(¢so ~fy,)

40 40

(6.18)

cujos correspondentes coeficientes P(i,j) sdo definidos na Tabela 9

do Apéndice B.
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Recorrendo novamente a relagio auxiliar:

2 2
14 14 14 14

on ( 10J p10 ( GOJ p30 +2( 10 ]( 30 mepso COS(¢10 ¢30)
Y20 V20 V20 )\ V20

e as equacdes (6.18), segue-se que uma importante caracteristica
deste sistema satisfaz:

4
pro =constante (6.19)
P

. et e *' .
de modo a identificar que o elemento auxiliar Z* (6.10) e os coefi-
cientes P(j,7) também sio constantes com respeito a variavel tempo.

Para a determinacido dos elementos p,,, € ¢,,, introduzimos os
elementos auxiliares:
j0 = Pjo-COSP;

1=1,2,3,4 (6.20)
450 =Pjo-send;,

satisfazendo de (6.7) as relagdes:

3
Zy]opjo =0
j=1

Z JOqJO

j=1

(6.21)

w

e cujas correspondentes equagdes se escrevem:

d
% :_P(l!l)qlo _P(lr3)q30 _P(1’4)'q40

da,,
dt

dpy,
dt

dgy,
dt
dt

d‘ho
240 = P(4,1).p,, +P(4,3).p., + P(4,4).
" (4.1).p,y + P(4,3).p;, + P(4,4).p,, (6.22)

=P(1,1).p,, +P(1,3).p;, + P(1,4).p,,
=-P(@3,1).q,, —P(@3,3).q;, —P(3,4).q,,
=P(3,1).p,, + P(3,3).p5, + P(3,4).p,,

—P(4,1).q,, —P(4,3).q;, —P(4,4).q,,
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Seu correspondente polinémio caracteristico se escreve:
P(A)=A"+AA*+BA* +C (6.23)
onde:
A=P*(1,1)+P*(3,3)+ P*(4,4)+2P(1,3).P(3,1)+ 2P(1,4).P(4,1) + 2P(3,4).P(4,3)
B=[P(1,1).P(3,3)~P(1,3).PG,1) ] +[ P(1,1).P(4,4)~ P(1,4).P(4,)] +
[ P(3,3).P(4,4) - 13(3,4).13(4,3)]2 +2[ P(1,1).P(4,3)-P(1,3).P(4,1)].
[ P(1,1).P(3,4)-P(1,4).P(3,1) |+ 2[ P(1,3).P(3,4)- P(1,4).P(3,3) ]
[ P(3,1).P(4,3)- P(3,3).P(4,1) ]+ 2[ P(1,3).P(4,4)- P(1,4).P(4,3) ].
[ P3,1).P(4,4)-P(3,4).P(41) ]

C=V?

Sob condigdes similares as do movimento dos Satélites Galilea-
nos de Japiter podemos observar que:

p<0, D"<0 (6.24)

onde:

2q=2A-LaBsc
27 73
A2
3p=B-
b 3

D' =¢*+p’
cuja correspondente equacio transformada:

v’ +3py+2q=0
(6.25)

com

y:ﬂ,2+%|A>O
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admite trés raizes reais distintas:

9
¥ :—ZT.cosg
¥, = 21.cos(60° - %j

Y5 :27‘cos[60° +%j

tais que:
A
——y,>0
3
com
costp=%
r
N

sendo o sinal de r definido pelo sinal de q.
Nesse caso a equagio:
P(2)=0
admite as raizes imagindarias puras:

A, =% ]w,
Ay =% Jw, (6.26)
/15,6 =t w,

onde

A
3

w, = Y

de modo a caracterizar a solugio do sistema (6.18) por:
3 * *
Pj = ZAkO ‘P(],l,k)sen[wk (t —t, )+(pk0 J
P

3
qjo= ZA:O .Q(j,l,k)cos[wk (t—t0 )+(p:OJ
pa
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onde:

1) A,y 0, (k=12,3) sdo constantes de integragio com respeito
a variavel tempo.

1) Os coeficientes P(j,1,k) e Q(j,1,k) sio apresentados na Tabe-
la 10 do Apéndice B.

ii1) Os elementos p,,, q,, sdo obtidos diretamente de (6.21) e
(6.28).

Ressalte-se também das caracteristicas dos Satélites Galileanos
de Jupiter que os coeficientes P(j,1,k) e Q(j,1,k) tém seus principais
comportamentos satisfazendo as condi¢des:

P(j,1k) = Q(5,Lk) (6.27)

e modo a definir os elementos p ,, g, em 1* aproximacio pelas
d do a def 1 t i Qo 1? |

expressoes:
3
o= Clsenw, (1-1,) 01,
kj (6.28)
4= ZC?.cos[wk (t —t, )+(P:0:|
k=1
onde:

Ci=QU,Lk).Ay

Para facilitar a determinagédo dos elementos p, g, numa data
considerada, note inicialmente de (3.26) e (3.27) os sistemas

auxiliares:
3 *
u *

D 7 i0p; =—r—send+2,/X,, .U, cos¢
j=1 2\/ Xzo

3 3
ZEjmpm = h] _ij (Zymohmj
m=1 m=1

3 *

u *

D 70, =———cosp+2,/X,, .U, senp
j=1 2\/ Xzo

3 3
ZEjmqm = k: 70 [Zymok;j
m=1 m=1
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que caracterizam as relagdes auxiliares:

3 3
p) _ij [zymopmj:_zEjmh;

m=1 m=1

=123

3 3
9~ 7jo [Zymoqm J = _Z Ejmk;
m=1

m=1

Observando a solugio (4.26) que:

3
Yo [zymop:n j =X [Pjo-senvll"‘qj‘o~cosv1,]
m=1
J=123

3
4, %jo [ZVmOQ;n j =X [ij‘COS\/l,_qu‘Sen‘/l'J

m=1

da condigdo de invariancia sobre os elementos p’,q’,V/ e da equiva-
léncia das expressdes acima, segue-se que:

senV, +

ZEW[F \/XLN) cosVl}

=123

cosV, —

=B e e

Com respeito aos elementos p,, e q,, das equacdes (3.26) e (4.26)
encontramos:

h, X

senV, +—=— .cosV,
K
_h .cosV, — L senV,

Recorrendo as estimativas (4.27)
h: =ej0\/LTO.cos(V1 +w].)
k; :—eJ.O\/LTO.sen(V1 +17)J.)




UM ESTUDO DA LIBRACAO LAPLACIANA 115

segue-se que os elementos procurados podem ser avaliados na data

considerada pelas estimativas:

Lm()

3
Pjo =;Ejm|: X

€,0-Senw,,
10

3 L 0 _
0 :—ZE].W X’" €,,,-COSt,,
m=1 10

L e,,.seniv
Dy = X oo 4
10

L4(]

(6.29)

Qo = 40-COSW,

10

com:
3
Z7jopjo =0
[=]

3
Z?’joq]'o =0
=1

6.4 Sistema variacional forcado

Para a caracterizagdo de tal sistema, note primeiramente de
(6.16) e Tabela 8 do Apéndice B, as relacdes auxiliares que definem

as derivadas da componente for¢ada Ry

oR, 1 R,
ov, X, oG
Re _ viaopr 1,220 T, seng, + v2(0)
oG oG 4X,,
aI;F =L.[4X,,[; +v,(0).seng, |

0
R
8¢0F = L.[v2 (0).', cosg, ]

%:Xm' M(0,0)— A0) +L. 0v,(0) T, send, + v2(0)
oE X, oE 4X,,
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cujos correspondentes coeficientes V(1,0), M(0,0) e L sio definidos
na Tabela 9 do Apéndice B.

Levando tais elementos ¢ (6.15) em (6.17), encontramos o siste-
ma for¢ado dado por:

P _,
dt

_de =V(1,0)-L| 1+ v, (0) | I'yseng, + v2(0) +L d¢ <UZ>PER (FO cos¢0)
dt o 4X,, dX' 4X,,

dr’ =L v,(0) cosd,
dt 4X,,

% 1l sen¢0
dt

M _ 0,0+ -L- 'avz() T seng, +22%
dr X, oE 4X,

(6.30)

cuja indeterminagio da derivada % ¢ aqui levantada pela condi-
¢do de que o termo

d¢ < >PER

dX' 4, “ax (Focosdy)

seja de ordem superior. Ressalte-se para um movimento de caracte-
risticas similares ao dos Satélites Galileanos de Jupiter que:

<v;>PER <0(3)
4X,,

(T, cos¢0)=0(s%j

Uma caracteristica importante desse sistema é:
*
Vi =Ty (6.31)

onde vy, é uma constante de integragio em relagio a variavel tempo,
demodoaidentificar de (6.7)e(6.19) que a integral G-Sessin satisfaz:
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1 X 2
G=— vm——ijo =constante (6.32)
XlO 2 j=1

com respeito a variavel tempo.
Como principal conclusio de (6.19) e (6.32), segue-se neste

estudo que qualquer funcido dos elementos E,G,Z" também sera
constante em relagdo ao tempo. Tal resultado se verifica para:

1) Elementos caracteristicos §*,d",f da Tabela 7 do Apéndice B.

ii) Valores de referéncia u), U (6.13) associados com a condigéo
do Equilibrio de Laplace.

111) Elemento caracteristico do vinculo (6.12).

2
0
ke ( ) =constante (6~33)

ZXZOl"g +v,(0)seng, +

20

Para a determinagéo dos elementos T e ¢, note primeiramente
de (6.30) que:

d
E[zxmro? +,(0)T seng, |=0
(6.34)
d v,(0)
E[FO cos g, ] = L.{FO send, + 43{20 }
de modo a identificar da 1* equagio que:
2X,, T +v,(0)T, cosg, =T, (6.35)

onde I'; ¢ uma constante de integragio com respeito ao tempo.

Tal resultado ratifica equacio (6.33), de modo a identificar de

(6.12):
TP P B
r0_4[d*jf {1 3})(10 X, (6.36)

Com respeito ao elemento ¢, primeiramente resolvemos a EQ
(6.35) obtendo:

v (O) * *
My .[—9 seng, £1[1-07 cos’ M (6.37)
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onde:

0" =v2—(0)=0(8%)

\8X,,[s +,(0)

para um movimento similar ao dos Satélites Galileanos de Jupiter.

Levando (6.37) em (6.30):

dﬂ:_L 1_'_1)2(0).53"%
dt 4X,, T,

segue-se que:

dr,e
dﬂ+ 5[9 cos¢0}

dt \[1—9*2 cos’ ¢,

cuja solugdo para T’ >, se escreve:

¢0+arcsen[9* cos¢0}=¢:+n0 (t—to) (6.38)
onde:
1) n,=-L
1) t,éotempo de referéncia na data considerada
iii) ¢, é uma constante de integracio em relagio ao tempo.

Obyjetivando expressdes mais praticas para os elementos I’y e ¢,
introduzimos o elemento auxiliar

0, :Uz_(o):o(g%) (6.39)

X

de modo a obter de (6.38) os desenvolvimentos:

6, 15 3 . 3
sen¢0 =|:—70—EQO3:|+|:1—§902j|56n[n0(t—t0)+¢0 :|+|:_90 +5903:|

cosZ[no(t—t0)+¢:]—g@ozsen?)[no(t—to)-kgbg]—%cos{no(t—to)wtqb:]...
2

cos¢, ={1—%:|.cos[no (t—t,)+¢, :|+|:70—§903}en2[n0 (t—t,)+¢, :|+

3 * 5 *
_§902.COS3[n0(t_t0)+¢0 J—R003sen4[n0(t—t0)+¢o i|+
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Levando tais desenvolvimentos em (6.37) e (6.38) encontramos
os elementos ' e ¢, caracterizados pelas expressdes:

. 5 6, .
¢0 :¢0 +”0(t _tu)+|:_9() +§0<i3 :|COS|:n0(t—t0)+¢0 J—%.SenZ[no(t _t(1)+¢1> j|+

5 .
EOO} cos3[n0(t—to)+¢0 J+

(6.40)

T, 3., 9, 7.6,

r,= e 1+Z(90 + —90+? .sen[no(t—t0)+¢0:|+7
% (6.41)

3

cos2[no(t—t0)+¢:J+%sen3[n0(t—t0)+¢ﬂ+...

bem como os elementos auxiliares:

/ r, 6, .
I'yseng, = 270 {{—90 —%903}+{1+%}.sen[n0 (t—t,)+9, J—l—@o3
20

COSZ[nO(t—tO)+¢::|—§903 cos4[n0(t—t0)+¢ﬂ..}

T, 0, .
I',cosg, = X {1+7}.cos[no(t—to)+¢o J} (6.42)

20

A integracio do sistema forcado se completa com a determinacio
dos elementos V,; e M. Recorrendo a (6.30) e (6.34) encontramos:

v, =V, +V(1,0)(t—t0){1+ 6”2(0)}0 cosfy +...
(%
: (6.43)
M=M©,0)t—t, )+ —— 220 1 o5,

X, OE

i) V,,"et,” sdo constantes de integragio em relagio ao tempo;
0v,(0) d d”

) —EF—=—l+———+..;
ovy, 2 6

* *2
i) 20 _x (&) 13 4
OE E 2 4 4
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iv) ressalte-se para a equagdo do elemento V,; a hipotese de
contribui¢io de ordem superior do termo associado com a

dg

derivada —/— .
dx’

O fato de o nicleo das principais perturbagdes de ordens supe-
riores ser definido sob as influéncias do principal comportamento
do movimento e a correspondente solucdo do Sistema Variacional
levar em consideracio as influéncias do Equilibrio Instantaneo
Similar conduz a resultados mais significativos das caracteristicas
do movimento.



7
CONTRIBUICAO DA
GERATRIZ DA TRANSFORMAGAO

Como apresentado anteriormente, o Método de Hori (1966)
caracteriza um elemento nas varidveis candnicas originais

F=f(vop, Vo)
através de sua correspondente Equagao de Hori.
f=fel St {{rs)s)e
onde:

D f=f(vi.pVid))

11) ( v, p) LV ') sdo as novas varidveis canonicas definidas pelo
método

iii) {f',S'} é o paréntese de Poisson entre o elemento f' e a Gera-
triz da Transformacio S'.

No caso em que a contribui¢io { f ',S’} ¢é uma perturbacio com
respeito a ordem de grandeza definida pelo elemento f’, tal condi-
¢do conduz a ideia bésica adotada neste estudo de que o principal
comportamento do elemento original f pode ser avaliado pela 1*
aproximagcdio de sua Equacédo de Hori.

f=r
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Se uma melhor avaliagio do campo de variagio do elemento f se
faz necessaria, é conveniente caracterizar seu principal comporta-
mento através da 2* aproximacio de sua Equagdo de Hori

f=fifS) (7.1)
O principal comportamento dessa 2* aproximagio serd aqui to-

mado em consideragio no estudo da contribuigio do nicleo princi-
pal S, (5.14) da Geratriz da Transformagéo S’ através da expresséo:

f=f+{15,}
com o objetivo de permitir uma melhor avaliagio de:

1) parametro caracteristico do movimento.
11) variavel auxiliar Z*

111) semieixos maiores dos Satélites.

iv) excentricidades forcadas dos Satélites.

Ressalte-se neste estudo que os elementos
3 3
v, Vi, pj_yjo[zymopmj’ q; _Vjo(zymoqm]
m=1 m=1

permanecem invariantes sob tal transformagdo de Hori, devido a
independéncia de tais elementos, na conveniente vizinhanca (4.61)
com respeito a influéncia do vinculo (4.58) do Equilibrio Instanta-
neo Similar.

A contribui¢do do paréntese { f ',S’} é neste estudo avaliada to-
mando por referéncia Sessin (1983) através da expressio:

{f’,S’}:{E,M}[ 0S' o 08 of } (e,

oM 6E OE oM

oS of oS of | u oS’ of'
| SIS AN K o) S A
oM oC, 8C, oM ac, ac,

u=1

u,p=1
onde:

1) f'=f(EC,M)
ii) S'=S,(E,C,,M)
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1) E éaintegral primeira de Hori (4.15)

iv) C,(u=12,...,2n-2) sio as constantes de integra¢do indepen-
dentes da solu¢io do sistema auxiliar de Hori (4.26)

v) M é o parametro auxiliar de integragio (4.5)

Ressalte-se neste estudo uma hipétese essencial sugerida pela
prépria expressio (7.2) do paréntese, bem como pelas influéncias
das comensurabilidades sobre o movimento, a ser tomada em con-
siderac@o na eliminagdo da contribuigdo linear da variavel tempo
através do pardmetro M, de modo a assegurar que a contribui¢do do
paréntese { f ',SO} seja limitada.

7.1 Caracteristicas auxiliares de desenvolvimento

Para o estudo em questio sio considerados as constantes e os
parametros de integracdo associados com a solu¢io do Sistema Au-
xiliar de Hori (4.26):

1) constantes de integracio independentes
Ery,v10,Vio. Lo o0y, pjo 050 (1=13,4)
11) constantes em excesso
G, P12,V

onde:

1 X, <
G:— D —i 2
X, |: 07T ]Z:l:pjo
3
zyjopm'COS o =0
=1
)
3 (i=2)
Zl:yjoij'SQn‘ﬁjo =0
e
2 2
0
”70 =—0,(0)=2X,,I2 —v,(0).T,.seng, —227()
20
com v,(0) definido por uma funcéo das constantes de inte-
gracdo E,G.
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Ressalte-se neste estudo a utilizagio dessas constantes em
excesso visto facilitar determinacdo do paréntese { f ',SO}

111) Pardmetros Auxiliares de Integragio
M= M(r -1, )
XlO
V=V(0)M

com V(0) definido por uma fun¢io das constantes E e G.

iv) Os parénteses {C#,Cw} e {M,Cy} sdo definidos pela equacio
(6.15), para os quais ressaltamos as relagdes auxiliares:

{me’ps()} Py =0

. (7.4)

Xl()

1+ €D

{¢m0’p50 }’ps() =

o2}
1l
N

Com respeito a contribuicio da geratriz S’ encontramos seu cor-
respondente ntcleo principal S, definido por (5.14). Adotando-se a
convengio para C, = E, G, v, dada por:

[880 Jzi 0 {S(O'u)},ean+
ac, |_&ac,| Vo)

+X10 ;CZ_; j0° JO |:S(J( 1;):|S€I’1|:\/1,+ uV+¢j0:|

(7.5)

encontramos suas correspondentes derivadas avaliadas por:

%z{(asj 1{HF seng, + ()}‘sz(o){%]:le
0E |\ oE ) «, 4X,, | oE | ow,
+V{8V1(0).880 ! @V(O)@}

0E '8V, V(0) OE oV

a—SO: % L 1+F0sen¢0+vz(0) ‘81)2(0). % 4
oG oG ) v, 4X,, | oG '\ ov,
Lyl VO 85, 1 av(0) as,

oG oV, V(0) 8G "oV
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oS, oS,
81“0 [4X20F +v2(0)sen¢o](6v0J
S, oS,
—0 - or. - ——0
a0 °°S¢°](6vJ
3,03
oM oV
oS, 1 08,
ovy, X10 oG
S, _Z S,
Vi 09
(J,u) S,
Py, “’u;c J{ } sen[ViuVry [=pug
oS e S(j,u ,
. XlOano.pj{ U )}.cos[vl+uv+¢jo]
a¢]0 u=—00 V(O) (7 6)
Introduzindo a notacio auxiliar:
S (s.u)= S(s,u)
V(o) 7.7)

. 14y’ =
C (m’s) :{ ym(] m=s
14

n0-Ys0 m#s

encontramos as seguintes relacdes auxiliares:

4 2s, s,
2botalzg v,
s 3 s, 1 @S,
D Ta - TA
S as, 8s,

L —— — =0
P E{pjoypu0}|:p10 apuo puO 8p}0:|

M-

{pmo pso} Z Zn (m,s).S" (s,u). sen(¢ -, )

1 u=—00 s=1

.sen[Vl + uV+¢50]

|7}
Il



126 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

© 3

Z{ Pro 50} = Z Znso C"(m,s).S" (s,u). cos(d)m0 b )

S=1 % u=—o0 s=1
.cos[\/1'+ uV+¢, J

3 1 © 3 N N
Z{qﬁmo,Qo}—:—— z ZnSO.C (m,s).S (s,u).sen((bm0 ¢, )
S=1 a¢so pmo u=—00 s=1
,cos[\/1'+ uV+¢§O]
oS 3 oS 1 & . .
—°+Z{¢m0,p30}—0:—— Z ZnSO.C (m,s).S (s,u).cos(¢m0 —q)so)-
v, & Py 'm0 u=—on s=1
.sen[Vl'+ uV +¢80]

(7.8)

. oS, oS .
onde deve ser observado que cada derivada —% | —% deve aqui ser
op;, 09y
interpretada como se os elementos p;;, ¢;, fossem independentes.

7.2 Paréntese {f',S,}

Este estudo é aqui desenvolvido para os elementos que definem
as contribuicdes de ordens superiores das excentricidades forcadas
e dos semieixos dos Satélites e das variaveis candnicas associadas
com o angulo critico laplaciano.

Recorrendo-se as equagdes (6.15) e (7.2), de um modo geral a
contribui¢io de um elemento f' é definida através da expressio:

, os, of oS, of
5= {EM}{aM oE OE aM}+

os, of S, of | <& oS, of oS, of
+{'”“”V”}\Lav0 Bvy, 0w, OV, } 240} 38, Buy Guy 0, ||
10 10 10 0l =t 'j0 10 10 0
J*

s, of S, of oS, of oS, of
+{V10,1"0} —0 -0 +H{Vio. 8y }| =2 =0 +
ar, av, av,, e, 29, oV, oV, o4,

3S, of S, of'
HT °’¢°}{a¢0 o, aro'aqs()}



UM ESTUDO DA LIBRAGAO LAPLACIANA 127

N { } oS, of oS, of
Pro-Pao apao.apw 0Py, 8pao

+Z4:Z4:{Pjo }{aso oF a5, af'}+

Fp—— a¢u0‘apj0 apjo‘aqsu()

]:62

S, of' as, af’}

+{¢10:¢30}{6¢30 ’a¢10 oy, .a¢30 (7.9)

De modo a evitar a natural dificuldade de se escrever o ntcleo
S, em termos das constantes de integracdo independentes, com o
auxilio das caracteristicas de S, (5.14) e da integral G-Sessin (4.6),
pode ser observado que tal paréntese para o elemento f'(E,G,v,,M)
¢é mais facilmente calculado através da expressdo equivalente:

Pl 05, of 08, of'
50 ={E, }{aM’aE 6E'6M}r

S, of oS, of

oS, of oS, of 4
+{v10,\/10}{ o 24 0 :|+Z{'U10,¢j0} e
Vi, Ovy,  Ovy, 0V, j=1 a¢j0 ovyy  Ovy, 6¢j0

+{V10,r0}{as° oF as, af'}{vm’%}[a_so of s, af}

ar, av,, v, or, 29, 3V, 0V, o4,

()| S oS, of' oS, of' |,
0"l 5, ar, er, og,

{as0 of 4, af}

B

—1

33 (o)

k=2

i 0Py OPjy Opio

.
1l
N

+Z4:Z4:{Pjov¢ko}

j=1 k=1

oS, o oS, o' |,
a¢ko apj(] 8pj0 a¢k()

<

B

—1

2 2 b0 |

j=1 k=2

as, of aS, of
06,0 0¢y, Ody, O,

N
N

(7.10)
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s, oS, of of
' 06, 0, O,
deve aqui ser interpretada como se os elementos p;;, ¢;, fossem

onde deve ser ressaltado que cada derivada

independentes.

7.21 f'=f'(E,G,v,, M)
Com respeito ao elemento

f'=Y" f(weosuV (7.11)

onde

fw=1,(E,Gv,)

note que suas correspondentes contribui¢des, sob a notacio:

of’ 0f (w)
=3 L cosuv ~E 7.12
[acj Soc, " Cum G 7

Se escrevem:

%_K%J_i{mﬁm%wﬂﬂ.w{iﬂiwi’

oE |\ 6E) v, 4X,, | 6E \ov, /]| V(0) OE oV
izv(o).i

oM ov

g1 [QJ_L{HFO Sen%+v2<o>},w,[i}Lwi}
v, X, |\0G ) v, 4X,, | 6G |ov, ) V() oG oV
of 1 of'

6—1"0 = —;[4X20F0 +v2(0)sen¢o].[ oo, j

o1, o
6_(]50_ vo[ z(o)rocos‘po]{avoj
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2i ==Pjo Kij—i{lﬂ"o sen¢0+v2(0)}.av2(0).( af’]+
o, |\aG) v, 4X,, | oG | oy,

V. aVv(0) 6f’}

V() 6G oV (7.13)

de modo a identificar com o auxilio de (6.15) e (7.8) as relagdes

auxiliares:

2 oS, of' oS, o
Z{ o’uo}l: 'f_ f:lz

AN

u—"

u=2 Pu OPjy  OPj OPug

IN
5N

J

s 8S, of & S, of
z{ oo J0}6¢J0 avm +ZZ{ Pio u0}8¢u0 apjo -

j=1 =1 u=l1

of | as, as, of' oS, of' |
|:{‘/10’r }GF +{ 1°'¢°}a¢0}8\/10 r °’¢°}[a¢0 ar, 61“0’6%}_

v, | ov, av
(v, 25 O s, [[(or)_ 1 awo( )],
0 B, X, 6‘\/101 oG ) v, oG | oy,

1 61)2(0)[61“1{1_ eno t vZ(O)—+ V. av(o) af'}
sengy + 5 GV

v,(0) _d_¢ <v; >PER
I'yseng, + X, dX X, [FO cos¢0]

v, 0G | oy, V(0)" 6G oV
(E M}{aso of @S, af V(O [ jaf S, [ fj
oM oE  GE aM OE JoV oV \ oE
1 0v,(0) of' as, 1O ; Q)
v, OE 81}0 oV v 6110 v, OE | ' TTax, |

a8, 19f" _aS,(af' |, V(0 3, of
ov, JoV oV | dv, " OE 8V, 0V (7.14)




130 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

Levando (7.14) em (7.10), segue-se que o elemento procurado
se escreve:

{f,s}_V() (as[,j af' oS, (6]”) 1,0 8s,) o
I oE J oV oV \ 6E v, OE |\ ov, JoV

08, [of)], 1 88 [afj 1 v, 0)

oV lov, )| vy av,|laG) v, @

el e}
v, 4X,, || X,y ©OFE ov, ) OV 0V | oy,
oS, [of ), 1 @I,

a‘/10 6’1)0 Xm oG

I 4X70 T
Ly YO o 8s, [avi0) o 1
X, oV aV,| oE 0G| V(0) (7.15)

Uma analise das caracteristicas dos coeficientes das derivadas

de f'e S, e do parAmetro M (6.32) mostra para tal paréntese uma
contribuigio linear na variavel tempo decorrente apenas da contri-
buicio linear em M do elemento V. Note que tais coeficientes sdo
constantes na variavel tempo visto dependerem das constantes de
integracio E, G e v,.

Sob a hipétese de que a contribuigio de tal paréntese é limitada
no tempo, segue-se que as influéncias das comensurabilidades im-
pdem sobre o movimento a condigio:

0 ol 1
E[W(O)]:E{W} (7.16)

Para a ordem de grandeza adotada neste estudo, note que tal
possibilidade também ¢é sugerida pelas caracteristicas dos coefi-
cientes V,(0) e V(0), as quais sdo avaliadas a partir da Tabela 7 do
Apéndice B por:
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0 d'[1 19 .
—| V.(0) |=—| ———d ...
aE[ )] 5[4 48 }
of 1] df1 3,
0G| V()| E|[4 96

Assumindo a validade de (7.16) para 0 movimento em ques-

(7.17)

tdo, e recorrendo as condi¢des similares dos Satélites Galileanos de
Jupiter:

2(0) 1 d 2/3
ke ZZE(FO cos¢0)=O(8 ! )

I',send, +
20

I, cosg, 20(82/3) (7.18)

hdesn g,
4X,,

segue-se para a ordem de grandeza adotada que o principal com-
portamento do paréntese é avaliado através da expressao:

(' }_V(O) (@)i’_aso (ij 1 an)(8s, ) of"
X I\eE Jov oV GE )| v, OE || év, oV

oS, (o )|, L as, (6f’]_ 1 o, (0)( of'

oV | v, X,y 0V,y|\0G ) v, oG | ov, (7.19)

d¢

onde ressaltamos a eliminagdo da indeterminagao da derivada ——

visto tratar-se de uma contribui¢do de ordem superior para o estudo
em questao.

7.2.2 f = (T, 6y)

Os correspondentes elementos sdo avaliados a partir de (6.15) e
(7.10) por:
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(r,.5,) =20 0% 1135 ) uO o 1 05
" 4Xy Vi, v, \ Oy, )| 4X,, ‘ 4X,, 0V,

v dg
|:4X20 .cosd, } X

($.5,) = cos¢, OS5, +i 5, 1+1}2(0) send, .
X, eV, v, o, 4X,, T,

1 05, 1+ v, seng, | df
4X,, 0V, | 4X,, T, [dX'

0

0
{ro cos¢0,SO}=—i[%]{ro sen¢0+vz( )}_ 1 '680 .
v, | Ov, 4X,, | 4X, 0V,

! d¢
| +—2 | ==
{ sendy 4X2J X'

(T, seng, S, )= 2%, 1O hrp g1 1 00
4X,0 Vi v, ( Oy, 4X, 0V,

.[FO cosq}J.%

(7.20)

Ressaltem-se de uma analise das ordens de grandezas dos ele-
mentos as estimativas:

{FO cos¢0,So}<O(£), {Fosen¢0,SO}<0(8)

caracterizando contribui¢des de ordens superiores para o estudo do
principal comportamento das variaveis candnicas associadas com o
Angulo Critico Laplaciano (u;,U; ), que satisfazem:
.
L:O(gm), U;:0(£2/3)

20
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7.23 f' =v,,,G

Para tais elementos de (4.26) ¢(7.19) encontramos:

0S,
{vm’so}:{vmv } +Z{U1o’ 50} =0
s= a¢50
s, (7.21)
(Gs))-5
Xm oV,

7.3 Parénteses dos elementos caracteristicos do
movimento

7.3.1 Excentricidades forcadas

A identificacdo do principal comportamento do paréntese
{f',SO }, cujo elemento

10

estd associado com as caracteristicas principais das excentricidades
forcadas, é obtida diretamente de (7.19) recorrendo-se as derivadas
de f'e S, apresentadas no Apéndice A-5. Tal elemento se escreve:

{ —2v), S, } - */? {iC(m,O).Cosmv+

Xl 0 é m=0

(7.22)
+ i injo.Pjo.C(m,j).cos[w+ mV +¢., ]}

m=-o0 j=1
onde:
V' é definido pelo seu principal comportamento:

V=V, +T cosé, +V,(O)V

Os principais coeficientes C(m, k) sdo definidos no Apéndice A-7.
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7.3.2 Semieixos maiores

Analogamente ao item anterior, segue-se que:

{;;—Zyso}Zé*.d*.{iD(Tn,O).cosmV+

10 m=0

+ Z Z”Jo pJ0 (m,J). COS|:V +mV+¢ ]}

m=-o0 j=1

(7.23)

1) V/édefinido pelo seu principal comportamento.
1) os principais coeficientes D (m, k) sdo definidos no Apéndi-

ce A-7.
111) Ressalte-se para tal elemento que:
v
—.S, r=0(¢ 7.24
{ X, o} (€) (7.24)

Observando de (4.13) e (4.16) o elemento caracteristico

(7.25)

10

que define os comportamentos das variaveis métricas associadas
com os semieixos maiores dos Satélites, de (7.21) e (7.23) segue-se
que tal elemento tem seu principal comportamento avaliado por:

{Z’ } &d {ZEmO ).cosmV +

+ Z Z”Jo pJ0 (m, ) COS|:V +mV+¢JO]}

(7.26)

m=-o0 j=1
onde:
1) V] é definido pelo seu principal comportamento.
11) os principais coeficientes E (m, k) sdo definidos no Apéndi-
ce A-7.
111) Ressalte-se para tal elemento que:

{Z',S,}=0(e) (7.27)
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7.3.3 Elemento caracteristico o’

O paréntese de tal elemento é aqui avaliado com o auxilio de
(4.31)

cotot'zE (7.28)
K
de modo a levar em consideragdo a influéncia do vinculo (4.58)
sobre os elementos H e K, definidos no Apéndice A-5.

Calculando-se o correspondente paréntese observamos que:

_ sen’a’

oS p=— [cota{K,S,} ~{H.S,}] (7.29)

Como o movimento é definido na conveniente vizinhanca (4.61)

¢’ =1 ondeﬂ:(—l)"%comnz Ooun=1 (7.30)

segue-se que o principal comportamento de tal paréntese € avaliado
pela expressio

1
(Sl == {H.S} (7.31)

Recorrendo ao Apéndice A—7 encontramos tal elemento defi-
nido por:

© 0 4
{a',SO}(ﬁ,:f ZZa(m,O).sean+ z ano.pjo.a(m,j).sen[\ﬁ#mV+¢j0J

m=1 m=-0 j=1

(7.32)
cujos correspondentes coeficientes a (m, k) sdo apresentados no
Apéndice A-7.

7.3.4 Variaveis candnicas originais associadas com

o Angulo Critico Laplaciano

Tais varidveis, definidas de (3.26) em torno dos valores de re-
feréncia associados com a condigio do Equilibrio de Laplace por:
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3
u: 22\/X72027/j0 [p].,sen(ﬁ—q]..cosgb}

U, = 27/]0[ cos¢+qj.sen¢]

2 2011

tém seus principais comportamentos caracterizados a partir da so-
lucdo (4.26) e da primeira aproximacdo da Equacdo de Hori através
dos elementos:

3
u, =24/ X,, Zyjo [p;.senqﬁ'—q;.cosqb'} =—v,—4X, [, send,
(7.33)
27’]0[1’ .cos@’ +q senqﬁ} I, cos ¢,

2 20J1

Recorrendo-se a equagio (6.42) na Segdo [6.3], segue-se para a
ordem de grandeza adotada que tais elementos sdo avaliados pelas
estimativas:

u; :—<v;>PER —ug {sen[no(t—to)+¢:]—903 {%—cosZ[no (t—t0)+¢;]+
g.cos4|:n0 (t—t0)+¢:ﬂ..}

0

U, = 4? {cos|:n0 (t—t0)+¢;]...}

20

(7.34)

onde:
) (v >PER =v, —v,(0) é definido na Tabela 8 do Apéndice B;
v,(0)

8X,, s
1) 0= 8X, I ,/1+92 (&)

Em termos dos elementos caracteristicos £*,d", f de (6.36) pode
ser observado que tal elemento é avaliado por:

1
i) 6,= ~0(z*) ;
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up=f Jé(%]{l—%}xmxm (7.35)

E conveniente ressaltar de (6.13) que as varidveis candnicas

(u: U, ) sdo definidas em torno dos valores de referéncia associados
com a condicio do Equilibrio de Laplace:

0
=u, >0
t=ty

7.36)
o 1 Xy )y (
U2 t=tp, _UZ _E{X— <Z >SEC

satisfazendo a equacio:

Y o 38 _d | o X 7.37
R b e S

Outro resultado deste estudo mostra de (5.13) e (7.33) que o
principal comportamento da variavel canonica V), na conveniente

*
Uy

vizinhanga (4.61) é definido por:
(7.38)

7.3.5 Variavel auxiliar Z"
Tal elemento, definido de (6.10) por:
& 1 X L
7 =——| :
32

se escreve de (6.7) por:

Z[X_j{G_}
XZO XlO

de modo a definir seu correspondente paréntese, a partir de (7.21),
por:

J 1 oS
z ,s}=— i
{ "7 X,, 0V, (7.39)
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7.4 Elementos caracteristicos do movimento

O principal comportamento de um elemento original f é aqui
definido pela segunda aproximagio de sua correspondente Equa-
cdo de Hor1.

f=f+{f.S} (7.40)
tomando em consideracio as caracteristicas de:

1) f'definida pela solugio (4.26) do sistema auxiliar de Hori;

1) contribui¢io do paréntese { I ',SO} decorrente da geratriz da
transformagio;

i11) influéncias das principais perturbacdes de ordens superio-
res definidas pela solugio do sistema variacional.

Para os elementos originais associados com as varidveis métri-
cas, dos Apéndices A-6 e A-7 e Secdes [6.3] e [7.3] encontramos
seus principais comportamentos definidos pelas expressdes:

—2v, i (m,0).cosmV + i Z%:R*(m k) sen[V +mV—-w, (t ¢ ) (P;oJ
10 m=0 m=—ow0 k=1
Zw: (m,0). cosmV-!—iiW* (m,k). sen[V +mV — wk(t 12 ) (P:oJ
o S

Z= 3 Z"(m,0).cosmV + i iz*(m,k).sen[\/l#rnvfwk (tfto)—(p:OJ

m=0 m=—o0 k=1

0 3
Z"=7"(0,0)+ Z ZZW(m,k).sen[Vl#mV—wh (t—to)_q’:o} (7.41)

m=—o0 k=1

cujos correspondentes coeficientes sio apresentados na Tabela 11
do Apéndice B.

Com respeito ao elemento «, note primeiramente de (7.32) e
(7.40) que seu principal comportamento é neste estudo avaliado
por:

a=a'

bt +{a',SO}¢,:€

na conveniente vizinhanga (4.61).
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Recorrendo-se ao Apéndice A-7, segue-se que:

a :€+(—l)n {ia*(m,O).sean+ i ia*(m,k).cos[vl'—o—mv—wk (t—to)—go,:o]:|

m=1 m=—o0 k=1

(7.42)

cujos correspondentes ¢¢*(m,k) sdo também definidos na Tabela 11

do Apéndice B.

Ressalte-se que os elementos caracteristicos das excentricida-
des for¢adas na conveniente vizinhanca (3.42)

COS(X

podem ser obtidos recorrendo-se as equacdes (7.41) e (7.42).

sena

Em relacdo aos elementos invariantes com respeito ao nucleo S,
da Geratriz da Transformagao, observamos de (4.1)
Vi=V{

_ ’
v =1

3 3 3 3
D=7 (Z}/mopmj :p;- _7;‘0 [Zynmp:nj’ q9; =70 [zymoqmqu; 7o [Zymoq:nj
=l m=t =l por}
(7.43)

tais que esses elementos sdo definidos pela equacio (5.13) na con-
veniente vizinhanca (4.61), de modo a assegurar suas independén-
cias das influéncias do vinculo (4.58) associado com o Equilibrio
Instantaneo Similar.

Ressalte-se também de (7.38) que o principal comportamento
da variavel canonica V;, na conveniente vizinhanca (4.61) é defini-
do pela estimativa:

V)=U, (7.44)
O conjunto de resultados aqui apresentados leva a identificacdo

do principal comportamento do movimento, a ser discutido no
préximo capitulo.






8
CARACTERISTICAS DO MOVIMENTO

O estudo que se segue tem por objetivo avaliar o principal com-
portamento de cada conjunto de varidveis candnicas neste estudo
utilizadas, de modo a permitir a identificacdo dos elementos carac-
teristicos do movimento que possam contribuir para a definicdo
de uma correspondente solugio intermedidria. Tais caracteristicas
sdo aqui discutidas a partir das novas variaveis do Método de Hori
(1966) cujos principals comportamentos, decorrentes das influén-
cias das comensurabilidades e do conceito de Equilibrio Instanta-
neo Similar, sdo definidos pela soluc¢do do correspondente Sistema
Auxiliar de Hor1 sob as influéncias das principais perturbacdes de
ordens superiores.

Essas novas varidveis e os elementos caracteristicos associados
com as principais contribui¢des decorrentes da geratriz da trans-
formacio identificam os principais comportamentos dos corres-
pondentes elementos originais. A partir desse resultado os demais
conjuntos de variaveis canonicas sdo identificados através de suas
correspondentes transformacdes até a obtencdo dos elementos ca-
racteristicos do movimento.
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8.1 Perturbacdes de ordens superiores

Esse primeiro passo toma em consideragio os principais com-
portamentos das constantes e do pardmetro de integra¢io da so-
lucdo do Sistema Auxiliar de Hori com respeito a varidvel tempo.
Tais caracteristicas, decorrentes das Secdes [6.3], [6.4] e [7.3], se
escrevem:

*
V1o = V1o

Vi, =V, +V(1,0)(t—t,) {

}[F (:osgb0

F 3
r = 1+ 0 +2 t—t,)+
‘ 2X20{ |: 8:|en nO ¢0:|

(8.1)
2
+%c052[n0(t t,)+d, J+—sen3[n (t—t,) +¢0J }
, :(p:+n0(t—t0)+{—90+§003:|Cos[n0 (t—t,) +¢0]
6, 1.5 .
—7sen2[n0(t—t0)+¢o :|+EQO cos3[n0(t—t0)+¢0 :|
3 .
Pjo :ch .sen[wk(t—t0)+(pkoJ
et
7=12,34

3
0= ZC?.cos[wk (t —t0)+(p:0J
pa

1 0v,(0)

M =M(0,0)(t—t ) +—.
(0,0)(t—t,)+ Xm °F

[F cosd, ]

onde:

1) Ev,,Vi,T0.8,,0,0,0; 30 constantes de integragdo com res-
peito ao pardmetro auxiliar de integracdo de Hori M.

Ressalte-se que E é a integral primeira gerada pelo Método
de Hori, a qual é definida na Sec¢io [8.2].
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)

1v)
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Djo = Pjo-COSP;,
7=1234

qjo = Pjo-seng;,
satisfazendo

3
Z?’jo Py =0
=1

3
270 4 =0
=1
cujos coeficientes y;, sao definidos na Tabela 6 do Apéndice B.

t, € o tempo de referéncia na data considerada.

Cy =Q(j,Lk)Ay
cujos coeficientes Q(j,1,k) sdo definidos na Tabela 10 do
Apéndice B.

¥ # * * * * * . ~
Et, v, ,V10 ,1"0 ,(bo ,Ako @, sdo constailtes*de Integracdo com
respeito a variavel tempo, tais que I'; e ¢, sdo caracterizadas
pelas influéncias do Equilibrio Instantineo Similar através
da estimativa:

* * 2
rzzi i 12 1_d_ Xlo_UZ_(O)
4\ d 3 8X,,

e das condigdes (7.36):

u—g=0(8%)

20
1( X N
LU, )

onde t; € o tempo de ocorréncia da condic¢do do Equilibrio

* 0

u =u, >0

2|, 2
=L

de Laplace.

Os elementos X, (i=1,2) sdo constantes definidas na Tabe-
la 1 do Apéndice B.
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vii) Os elementos caracteristicos £*,d", f sdo definidos na Tabela
7 do Apéndice B por fungdes das integrais primeiras de Hor1

e Sessin (E,G).

Ressalte-se que a integral G-Sessin neste estudo também é
uma constante com respeito a variavel tempo dada por:

1 X <
G=—v, 2N p’, +q,
X |: 10 2 ; j0 jO

10

viil) Note das equages (7.35), (7.37) e (7.41) que os valores de
referéncia u) e U} satisfazem:

1< 1<
Uy === Po="=2Pi+4
4 = 4 =

0
Uy

u :f\/6(§—:]{1—§}me20

ix) Os elementos w, (k=1,2,3) sdo constantes caracteristicas do

0 \?
W 1_(4X20.U2J

movimento definidas pela equacio (6.26) e identificados na
Secdo [8.5].

T, 9 0, .
x) T send, = 2X020 {—90 —§9§}+{1+70}sen[n0 (t—ty)+4, ]

+0, cosZ[n0 (t—t0)+¢0q—§903 cos4[n0 (t—t0)+¢;]..}

T, 0, .
[, cosd, = ZXOZO {1-1—70}005[110 (t—ty)+4, J

x1) os coeficientes V(1,0) e M(0,0) sdo constantes caracteristicas
do movimento definidas na Tabela 9 do Apéndice B.
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xii) vz(O)z—Xl{mg {n I {_L%m

8v2(0):_1+d__d_+m
Ovy, 2 6

8’02 xm[g*j{ BN —£+...]
E) 2 4 4
vz (0) ( 1/3)
./8X .o

i) no:—{A(S'O)+A(5,1)—A(5,2){1—9(L*J [1_£_§d*2 H}
X, d 39

cujos coeficientes A(5,j) sdo definidos na Tabela 6 do Apén-
dice B.

8.2 Variaveis candnicas do Método de Hori

O segundo passo toma em consideracio os principais comporta-
mentos das varidveis canonicas

ror ror
’vl'ypj’ i,q]-

os quais sdo definidos pela solucédo (5.13) do Sistema Auxiliar de
Hori sob as influéncias do Equilibrio Instantidneo Similar. Tais
elementos se escrevem:

’_
V) =Ty

V/=V,,+T, cosd, +V1(0)V+Zv1(j).senj.v

j=1
v, =-X,,[£+G]
V) =T, cosg,

3
P;i=7io (ZVmO-P;j:\/Xm [pjo.senvl'+qj0‘cos\/l’]
m=1
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3
CI;' 70 [Zyqu:n j =y Xy |:pj0.cosv1'—qj0.senv1':|
m=1

iymo.pfn =2X,, -{[Fo cosq/)o].cosa'—{FO seng, + 4;? }.sena':l

20

3 ’
D YV modl =24 X0 .HFO seng, +%}.cosa'+[ro cos¢0].sena}

m=1 20
V=V(0)M (8.2)
onde:

1) E éaintegral primeira gerada pelo Método de Hori.
E=£+K
cujos elementos £ e K sido definidos na Tabela 8 do Apéndi-
ce B.
1) Y4=0
i11) os coeficientes V,(j), V(0) sdo definidos na Tabela 7 do
Apéndice B

iv) a'=/ na conveniente vizinhanca (4.61)

K:(—l)",fparaHZOOunZI

8.3 Variaveis candnicas decorrentes do principal
comportamento do movimento

Esse passo identifica os principais comportamentos das varia-
vels canonicas originais

(vp;2 Vg

cujas caracteristicas decorrem das correspondentes varidveis ca-
nonicas do Método de Hori. Tal identificagido é aqui definida re-
correndo-se as ideias basicas do método através da correspondente
Equacio de Hori de cada elemento, sob as influéncias do Equilibrio
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Instantineo Similar. Tais elementos, a partir do capitulo 7, se escre-
vem na conveniente vizinhanca (3.42):

a=¢
através das estimativas:

Uy =Yy

V, =V, +T cosdy +V,(0)V + YV, (m)senmV
m=1

v, =X, {ZW* (m,0).cosmV +
m=0

+ i iW* (m,k).sen[v1 +mV —w, (t—t0 )—(p:O ]}

m=—o0 k=1
0
Uu

l\)<
|

.cos[n0 (t—t0)+¢:J

20

3 3
p]_7jo(z7io~pi]:\/X10ZC?COS[Vl_wk(t_to)_(":o]
3
q; = [Z Vio4 ] Y mzc sen[V wh(t to) %o]

=1

Z?’lop =-2, ZO{ oseng, + }enﬁ
Z%‘o-qz' =2 X, 'I:FO cosd, ]senf
i1

a=0+(-1)" {ia*(m,O).sean+

m=0

+ i ia*(m,k).cos[v1 +mV —w, (t—to)—(o:o]}

m=—o0 k=1

(8.3)

onde:

1) o elemento a é definido pela equacio (7.42) e Tabela 11 do
Apéndice B;

1) os coeficientes W*(m,k) sdo definidos na Tabela 11 do
Apéndice B;
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1) Y4 =0;

3 3

iv) ressalte-se que os elementos » 7,,.p; € D _7,,.q; sdo aqui de-
-1 -1

finidos pela 1* Aproximagio de suas correspondentes equa-

¢oes de Hori.

Os demais elementos foram definidos nas Sec¢bes anteriores
deste Capitulo.

8.4 Variaveis canénicas associadas com o Angulo
Critico Laplaciano

Esse passo identifica os principais comportamentos das varia-
vels candnicas originais na conveniente vizinhanga (3.42).

() h5.U7 k)

cujas variaveis associadas com o angulo critico laplaciano (u;e ,U:)
s3o definidas em torno dos valores associados com a condi¢ido do
Equilibrio de Laplace:

Recorrendo a equacéo (3.26) e Segdes [7.3] e [7.4], tais elemen-
tos se escrevem:

*

u, =71

u; =—<v£>PER —ug {sen[no(t—t0)+¢;J—03 {%—cos2[n0 (t—t0)+¢(ﬂ+
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+§COS4|:YL0 (t—t, )+¢OJ}}

0

U, = X cos[ J(t— t)+¢0]
h* 3 * * *
\/'"_10 Yo Xm cos U -a +kZ:1:H (m,0,k) COS[U1 —wk(t—to)—gow}

ka ZUZ sen —oc ZH (mOk)sen[U —w, (t—t,)— (pk0:|

(8.4)
onde:
3
i) H'(m0k)=)E, C: m=1,2,3

s=1

H"(4,0,k)=C*

com:

E,=v5 E;=-rn Exn=7
111) 7y, sdo definidos na Tabela 6 do Apéndice B, comy,, =0

1v) o elemento v} é definido na Tabela 8 do Apéndice B

v) os elementos % 2 e a sdo definidos na Tabela 11 do
Apéndice B. 10

8.5 Varidveis candnicas associadas com a Integral
Primeira de Sessin e Henrard

Esse passo caracteriza os principais comportamentos das varia-
vels candnicas originais

(uph, U, k)
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de modo alevar em consideragio a influéncia da comensurabilidade
laplaciana através do pardmetro caracteristico do movimento S.
Recorrendo a equagio (2.9) e Segio [2.4], tais elementos se

escrevem:
u, =1,
U1 = V1

u, ==2X,,[U; ~Uj |+8.X,,.Z =X .1

U,=(+U, (8.5)
h- —21) * 3 *, . *
_)é =74 X—Z.cosa +ZH (],O,k)-COS[V1—wzz(t_to)_‘l)ko}

10 10 k=t
k- —21) * S * . *
); =7 X—Z.sena —ZH (J,O,k)“"[vl_wk(t_to)_%o]
10 10 k=t
onde:

1) o pardmetro caracteristico S é definido pela equagio (2.20);

i) o elemento y é definido pela equagio (2.21);

1) Y4 =0;

1v) a contribui¢do de ordem superior do termo I'ycos ¢, € negli-
genciada para o elemento V, —w, (t—t,)—,,

2
Note que: I cosd, :0(84) :

v) o elemento Z é definido na Tabela 11 do Apéndice B;
vi) o angulo & é aqui substituido pela notacdo a”, justificada
COmo se segue.

Ressalte-se da equacio (4.28) e das expressoes (3.45) dos ele-
mentos h; e k; que, se numa data considerada o movimento dos
trés primeiros Satélites é definido sob uma orientagio caracteriza-
da pelos elementos V,,a,w, entdo a orienta¢do oposta é caracteri-
zada pelos elementos I1+V,, I1+a,-w,, de modo a preservar as
correspondentes excentricidades e longitudes dos pericentros dos
trés primeiros Satélites.
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Comparativamente ao elemento real numa data qualquer:
0, +0,
2

V1R :V1REAL =

deve ser observado neste estudo que, quando calculado pelo mo-
delo a partir da data original, o 4ngulo critico V, na data qualquer
satisfaz uma das possibilidades:

Vi=Vigou V,=m +Vy,

De modo a satisfazer tais caracteristicas observadas e completar
a identifica¢do da orientacio do movimento, definida pelos ele-
mentos V,,o,w, na data original (V, = V), é assumido neste estudo
que:

1) se V, =V, na data qualquer entdo o movimento preserva a
mesma orientacio, definida com o auxilio do elementoa* = «,
com « definido a partir da data original, e a orientagio w,;

1) se V, =m +V ; na data qualquer entdo o movimento troca de
orientagdo, definida com o auxilio do elemento a* = 7 + a,
com ¢ definido a partir da data original, e a orientagdo —,.

Ressalte-se que os elementos caracteristicos forcados:

Vv, -2
X

)

10

numa data considerada n3o se alteram sob uma mudanca de orienta-
¢do do angulo w,, bem como as correspondentes contribuicdes livres.

3
£ H (m,0,R)5 [V, —w, (t—t,) -0y, | m=12,3
k=1

Na determinacdo de qualquer elemento do movimento € assu-
mido na defini¢do do angulo

*
Vi—w, (t=1) =@y,
que o elemento caracteristico wy, (6.26) necessariamente satisfaz

w, <0 k=123
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qualquer que seja a orientacio, exceto com respeito as contribui-
coes livres do 4°. Satélite onde devemos observar:

1)  w, <0 sobaorientagio V,,a,w,.
i) w,>0sobaorienta¢ioV,, n+a, —uw,.

8.6 Variaveis candnicas originais

Este ultimo passo identifica os principais comportamentos das
varidveis originais decorrentes de Marsden (1966).

(X, P,6,Q;)

de modo a levar em consideragio as influéncias das comensurabili-
dades 2:1 e variacio do Angulo Critico Laplaciano.

Recorrendo as Segdes [2.1] e [2.2], tais elementos se escrevem na
conveniente vizinhanca (3.42):

X1:X1{1 (1+S)Z 1 }

91:U1+U2+ |: :| (128) -B,

X, =X, || X0 029 5,1,
2 X, 2 °72

1 u 2 (178)
0,=U,~U,+~| -=S"7Z |-——""y+B
T 2{Xm } 2 =
(8.6)
P. —2v . u i Y
j 2 1 + H ’O’k . E=ty)+
Xm yjo X10 COS|: ! 2 10:| lzzz; (m )COS[Wk( 0) (pk0:|
3
Q] =Yio 2, Sen|:a +U, + :|+ZH*(m’O’k)'Sen[wk(t_t0)+(p:0:|
X, 22X, k=1

U,
onde a contrlbulgao de ordem superior do termo —— para o ele-

mento w, (t—t,)+@,, é aqui negligenciada. 10
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8.7 Elementos caracteristicos do movimento

Os resultados discutidos neste estudo serdo aqui utilizados para
a identificagio dos elementos orbitais, objetivando a caracterizagio
de uma solucio intermediaria do movimento na conveniente vizi-
nhanga (3.42).

8.7.1 Semieixos maiores

De modo a identificar seus principais comportamentos, note
primeiramente de (1.3) que as varidveis candnicas originais sao
definidas em termos dos elementos modificados de Delaunay por:

X, =L,
X,=L,+2L,
X,=L,+2L,+4L,
X4=L4

onde X(j = 3,4) sdo constantes de integracdo fixadas.

Introduzindo os elementos auxiliares L , que sdo definidos
para as condig¢des de ressonancias exatas na Tabela 1 do Apéndice
B, com o auxilio de (8.6) encontramos as relacdes:

L
—L=1+((p) X Z+m(p).x (8.7)
L, L,
onde:
p U(p) m(p)
1 1+S 1
2 2
) _(1+3S) 3( X,
2 2 L,
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Tomando em consideragao a definigao do elemento L, (1.4)

Lp=m.\|u,a,
segue-se que o semieixo maior do satélite p (p = 1,2,3) é avaliado

4 —a (LPJ (8.8)
P p0 L

p0

através da expressio:

onde a,, é o valor do semieixo maior do satélite p para as condigdes
de ressonéncias exatas.

Com respeito ao 4’ satélite, ressalte-se neste estudo que:

2
1(L,
a,=a,,=—| — | =const

o\ my

8.7.2 Angulos criticos

Os angulos criticos relacionados com as comensurabilidades 2:1
sdo caracterizados diretamente de (1.3) por:

0.= A, 24, i=12

Seus principais comportamentos se escrevem diretamente de
(8.6) através da expressio:

B 1 2 i+1 1 i+1 ir10 (8.9
0.=U, +§{X10 -S .Z}+(—1) U, +5[S+(—1) Jx +(=1'U) (8.9)

Em particular note que o Angulo Critico Laplaciano tem seu
principal comportamento avaliado de (2.22) por:

0,-0,=20+2[U; -U;} |+ 1 (8.10)
Ressalte-se na 1dentificacdo do elemento 0, através da equacio

(8.9) que:
U,=(+U,

onde /¢ é caracterizado pela orienta¢do @ na qual o movimento é

definido para V, = V.
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Note que, sob a orientagdo V,, 7+«a, —w,, para o modelo
observamos:

Oniopero =T + 0; i=1,2

8.7.3 Excentricidades

Para a identificacdo dos principais comportamentos das ex-
centricidades, note primeiramente de (1.3) e (2.5) que as varidveis
canonicas h, e k, se escrevem:

h,={-2Y, .cosB:
k,=—/-2Y,.sen ﬁ;

onde:
Y, =Lp[./1—ef, —1}

.U _
B,=——+U,+uw,

10

Recorrendo as expressdes de tais elementos, definidas da equa-
¢do (8.5) por:

_ 3
2v, cosa’ —i—Z:H*(p,O,k).cos[V1 —w, (t—to)—(p:()]

h
P =y,
\/Xw ’ X10 k=1

_ 3
2v, sena” —ZH*(p,O,k).sen[V1 —wk(t—to)—(p:()]
=

k
P :7/ 0
\[Xlo ! XI(]

(8.11)

observamos que a excentricidade forcada tem sua estimativa defi-
nida pelas componentes:

£ =70 ﬂ.cosa e L =70 /i.sena (8.12)
\ij F XTO X10 F X10
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ao passo que a excentricidade livre tem sua estimativa definida
pelas componentes:

[\/%} :iH*(p,o,k).cos[Vl—wk(t—to)—fp:o] €

k=1

(Ji%} =—iH*(p,0,k).sen[V1—wk(t—to)—qD:OJ (8.13)
10 ) k=1

Em particular para o 4° Satélite, note das equagdes (4.28) e (8.5)
as componentes:

3
\J—2Y, .cosw, :ZH*(4,0,k).c0s w, (t—t,)+ @y, _m
2X,,

k=1
3
J=2Y, senit, == H' (4,0,k).sen| w, (t —t,) + oy ——2 (8.14)
k=1 2X10

de modo a identificar, com o auxilio de (1.4) a estimativa:

2
el = ﬁ iH*(40k).cos w, (t—t,)+o,, S |
- L40 k=1 o ’ ’ * 2X10

2

{i (4,0,k) sen|:wk(t t)+Ppo — Q%H (8.15)

k=1

8.7.4 Longitudes dos pericentros

Tais elementos podem ser obtidos diretamente das defini¢des
dos elementos h, e k, e das componentes (8.11) através da expressao:

&, =—gp, ~U, ——= (8.16)

onde:
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Ressalte-se para o movimento definido sob orientagdo oposta
V,, m +a, —w, a mudanca de orientagdo na defini¢do da longitude do
pericentro do 4° Satélite, caracterizada de (8.4) através da expressio:

3 * * u
H (4,0,k). t—t )+, ———
kzz:, ( ) Se”[wk( )+ Py 2X,, }

w, =—arctg

. (8.17)

= * * u
H"(4,0,k). t—t,)+ @, ————

z ( ) Co{wk( 1)t P 2X10:|

k=1






CONCLUSAO

Os resultados discutidos neste estudo apresentam as ideias basi-
cas de Sessin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984), decorrentes do
Método de Hori (1966), como ferramentas auxiliares na investiga-
¢do de caracteristicas essenciais impostas pelas comensurabilidades
2:1. Tomando em consideracio as referéncias basicas Marsden
(1966), Henrard (1983) e Ferraz-Mello (1985), este estudo abre a
possibilidade de defini¢do de uma solucio intermediéria, de modo a
satisfazer a condigéo basica de De Sitter (1925) para esse problema
ressonante.

Sua primeira contribui¢io mostra que o processo de sucessivas
transformagdes canonicas associadas com as influéncias das co-
mensurabilidades em geral produz vérias reordenacdes de termos
de ordens superiores que podem contribuir para uma caracteriza-
¢do mais efetiva da Hamiltoniana resultante. Sob tais influéncias,
suas componentes s3o mais representativas da realidade do pro-
blema e podem melhor contribuir para a defini¢io de um nucleo
principal integravel, a ser utilizado na identificacio do principal
comportamento do movimento.

Uma segunda contribuigio € a identificacdo de novas influén-
cias das comensurabilidades a partir das caracteristicas da solugdo
de um Sistema Auxiliar de Hor1 associado ao movimento. Toman-
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do por referéncia as ideias bésicas de Sessin e Ferraz-Mello (1984),
tal estudo conduz a caracterizagio dos principais comportamentos
de correspondentes varidveis candnicas sob influéncias similares
as do conceito de Equilibrio Instantineo (Henrard, 1983).

Neste estudo tal conceito também impde a existéncia de um
vinculo, decorrente da limitagdo imposta sobre o movimento pela
regido onde tal conceito é definido. Como resultado é apresentada
uma Hamiltoniana definida nas vizinhancas de tal conceito, cujo
nucleo principal também leva em consideracio as influéncias do
principal comportamento do movimento. Ressalte-se neste estu-
do sua dependéncia com respeito a uma variagio caracteristica do
movimento, ao vinculo e aos elementos de referéncia associados
com a condi¢do do Equilibrio de Laplace.

Uma terceira contribui¢o diz respeito ao estudo da solucdo do
Sistema Auxiliar de Hori associado ao novo nicleo principal do
movimento, bem como a caracterizac¢do das influéncias do Equi-
librio Instantineo sobre os elementos de tal solucdo. Como re-
sultados sdo apresentados as principais caracteristicas do vinculo
associado, bem como dos elementos de referéncia associados com
a condi¢io do Equilibrio de Laplace. A identificagio de um ntcleo
das principais perturbacdes de ordens superiores com respeito a
referida solugdo, bem como de um nucleo principal da Geratriz
de Transformagio completam essa aplicacio do Método de Hori
(1966).

Tomando por referéncia Sessin (1993), uma avaliagio das prin-
cipais contribui¢des de ordens superiores é desenvolvida, de modo
a caracterizar os principais comportamentos dos elementos com
respeito a variavel tempo. Como resultado é apresentado o para-
metro caracteristico do movimento, o qual define a influéncia da
comensurabilidade laplaciana sobre os elementos do movimento.
Este estudo também mostra que as influéncias do Equilibrio Ins-
tantdneo Similar caracterizam o principal comportamento da am-
plitude, bem como da fase do Angulo Critico Laplaciano. Como
consequéncia natural das influéncias das comensurabilidades tam-
bém é sugerida a existéncia de uma possivel relacdo entre cons-
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tantes caracteristicas do movimento, a qual € essencial para a eli-
minagio da contribuigio linear da varidvel tempo nas expressoes
dos parénteses de Poisson entre o nucleo principal da Geratriz da
Transformacio e os elementos do movimento.

Como resultado final sdo apresentadas as principais caracteris-
ticas dos elementos orbitais, as quais podem contribuir para a cons-
trucdo de orbitas intermediarias mais efetivas que as conhecidas
orbitas keplerianas.

Tendo em vista que a referéncia original Marsden (1966) foi de-
senvolvida objetivando o estudo dos Satélites Galileanos de Jupiter,
uma aplicacdo desse modelo pode ser efetuada para a identificacdo
dos principais comportamentos de elementos desse movimento.
Este estudo é desenvolvido no Apéndice C, objetivando uma com-
paracdo de suas caracteristicas com resultados conhecidos de outros
autores.
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APENDICE A
ELEMENTOS AUXILIARES
DE DESENVOLVIMENTO

A-1 Influéncias dgs comensurabilidades 2:1 e da
variacao do Angulo Critico Laplaciano

As variaveis auxiliares sio definidas por:

Z ZXLm[xl +x2]=O(8m)

1 y
z=X [x1—x2+2Xm(ﬂ—ﬁ0)]:0(3‘/3)

20
B: al _aZ _620(82/3)

2

a1+a2

e B B LY

p =22t

A correspondente Hamiltoniana (2.4) é definida por:

5
K'=YK, (x.,P,a,Q;)  i=12 j=1,2,3,4

m=0

cujo indice m define a ordem de grandeza da componente K com
respeito a poténcia m da raiz cibica do pequeno pardmetro €.
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166
K. =k(0,0)+ -5

2L40
K; =K, =0

q-1 4 4
:sZZ k(p,q,0,0)+ 25227‘1.9(]
p=1 :2 q0 q=1 =40

{ L )[P cos B, +Q, senﬂ}

po

K; Zk(Z] N ARN +Sz

q—p+1

+M[Pq.cosﬂp +Q,.senf, ]}

q?
L

qo

g-1 3 .
K =¢ Zc—q{Zk(pq0]+1)Z” J}

5 2
p=1q=2 =40 | j=0
X
—682 2y,—¢, ZOJ.S .z}+
l: Xm !
ol P? +QQ? P2+ 2
+£Zz % < k(p,q,1,0)| = % 2,
p=1 g=2 qu L q0
P.P+ T+Q,
k(p,q,2,0)| L2 =2 %R, +2gz J
V pO L qu

2
+& %{@[(P;—Qi).cosZ,Bp+2PPQp.sen2,8pJ+
p=1 q0 po

q=p+1

%[(PPPQ _Qp'Qq ).COSZﬂp +(Pqu +PQ‘QP )‘senZﬁp}L

]
]

+

+W[(P; —Q; ).cosZﬂp +2PQ, .sen2f, J}

qo
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onde:

1) Os elementos L,,7,,¢,,9, sao definidos na Tabela 1 do
Apéndice B.

i1) O elemento c, ¢ definido pela equagao (1.5).

i11) Os coeficientes k(i,7) e k(p,q,1,j) sdo definidos na Tabela 4 do
Apéndice B, em termos de elementos auxiliares apresenta-
dos nas Tabelas 1 e 2 do mesmo Apéndice.

iv) As constantes X,(i = 1,2) sdo apresentadas na Tabela 1 do
Apéndice B.

v) 2/ éo ponto de equilibrio, em torno do qual estd definido o

Angulo Critico Laplaciano.

A-2 Influéncia da Integral Primeira de Sessin
e Henrard

As variaveis auxiliares sio definidas por:
L P JERES IS
X1o ' 2 5=l ! !

zz%[uz +2X10.ﬂ]:0(32/3)

20

B=U,-t=0")
A correspondente Hamiltoniana (2.7) é definida por:

G ZG u,h, U k) 1=1,2; j=1,2,3,4

cujo indice m define a ordem de grandeza da componente G, com
respeito a poténcia m da raiz cubica do pequeno pardmetro €.

G, =K, m=0.1.2.3

2
G, :Zk (2,9).2"7 2 +¢ z L2 {w[hp.cosf—kp(—l)p.senf]
=0 -
q p+1

+M[hq.cose—kq(—l)ﬂ.senﬂ}
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[hq+k;]
—52G(]+1)Z1’z +EZ—G q,0) +

q=1 40 LqO
gt [ hy+k, k]
+gzz “ kpq,zo AL
g b pOLO

+& Z LZ {M[(hﬁ —kﬁ).cost—ZthP.(—l)p senZ!iJ+

L,
q p+1
k(p,q,6,0
+ﬁ[(@hq ~k, b, ).cos20~(hk, +h,k, )(~1)" sen2f |+
k(p,q,7,0
+%[(}1§ —k; ).cosZé—thkq‘(_Dp SenZZJ}

cujos correspondentes coeficientes sdo definidos na Tabela 4 do

Apéndice B.

A-3 Elementos caracteristicos da solucao do
Sistema Auxiliar de Hori de identificacao

R .
" DH@) | L,

2
&
M11 :_M'CM'Cﬂ

2
M, =—— | C} +C, Xio
D.H?(4,0) L,

g’ X
M,, = C,.C,,. 1
D.H (4,0) L,

2
€

M12 __mcn'czz
M, =0

22



UM ESTUDO DA LIBRACAO LAPLACIANA 169

82

—————C, C,,. Xio
g C L
Ny=————C,C, | =2 || 2
D.H?(4,0) Gy, )\ Ly,
g C L
Ny =———C} | 2 || 2
D.H*(4,0) Cy, )\ Ly
2
Ny == 4G} +[ G, +2C,,C,, cos2! | Zio
. D.H* (4,0) ) Lz()

g C,\L
Ny, =——7"—"7C,|C,,. —Z | = |+ G,
D.H"(4,0) G \ Ly

M32 =

Rt G |Ln

" JD H#0)\ L,

R}, =0

[P TR L)

o \/B H(470) L’;O
Ro=t _Ca |Lw
2D H(4,0)\ L,
Ro=2 _Cu |Lw

# JD H4,0)\ L,

R’ :L. G . Gy ﬁ
2 JD H@&0) ' C, NL,
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onde:

1) o coeficiente H(4,0) é definido na Tabela 4 do Apéndice B.
i1) oselementos D e Cj;sdo definidos na Tabela 5 do Apéndice B.

A-4 Elementos caracteristicos de Sessin e Ferraz-
-Mello

Os elementos caracteristicos de Sessin e Ferraz-Mello sdo defi-

nidos a partir da orientagio o = -5 pelo Sistema Auxiliar:

g V! e

dM dM

A ey K ey
M dM

cujas integrais primeiras de Horl e Sessin se escrevem:
E=£"+K
_ 1 2 2
G= _6 + Z_D(H +K )

O elemento caracteristico £ é definido de Sessin (1981) através
da equacio:

onde:

i) P(&)=&"'-2E&*-2DE+(E* -2DG)
11) a regido de integracdo correspondente é identificada através
do modelo de Sessin e Ferraz-Mello (1984).

Sob condigdes similares as dos Satélites Galileanos de Japiter,
pode ser observado do Apéndice C que as caracteristicas do mo-
vimento estdo associadas com a regido II do plano (E,G), onde
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libragdes e circulagdes harmonicas estdo definidas. Nessa regido a

equagao

P(&)=0

tem duas raizes reais simples &,, §, e duas raizes complexas &;, §,.
A solucido da equacido de & é periédica e definida no intervalo

§,<§<& por:
{1—a.er{Mﬂ
S

1) cn(Mj ¢ uma fungio eliptica de Jacobi de médulo k2.

_BE +AS,
A+B
a:Bé_Aéz
B, +A¢,
b:A—B
A+B

111) S=p+]p, Si=pi—Ip,
A2=(§1_p1)2+p22 Bzz(éz_pl)z"'pzz
1 ]=\/__1 kZ (51_52) _(A_B)

= /AB 4AB

A dificuldade de se trabalhar com funcio eliptica é levanta-
da através de sua expansdo em Série de Fourier Trigonométrica,
recorrendo-se aos elementos auxiliares:

1) Varidvel Auxiliar:
V=V(O)M



172 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

onde
2
V(O)=£ com c=1—k——ik4+...
g 4 64

i1) Estimativas decorrentes de caracteristicas similares as dos
Satélites Galileanos de Jupiter:

&ab=0(c")
Ek* =0(c")

g :0(872/3)

Sob tais condigdes, os elementos caracteristicos de Sessin e
Ferraz-Mello se escrevem diretamente de Silva (1986) através das
expressoes:

£=Y EG)cosiV

1 kK 3,
5(0)250{1+b(a+b)|:5—ﬁ+gb :|}

k* 3 9 3 5
==§(a+b){1-—+=b’———k' ——k’b* +=b* +...
S=blar ){ 6 4 256 32 s }

1 b
5(2)—50(a+b)b{5+7+}

kb kY 3, 5,
5(3)——50(0,"1‘17){%4‘74‘3—24‘6—412 b +16b +}

k* b’
5(4)—§O(a+b).b{ﬁ+§+..}

H=>"H(j).senjV

=1

H()= 2+ {1—ik2 BTSN R +}
g 16 4 256 32 8

H(2)=—M{l—%+bz+..}

g
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H(p)= 2D {ikz AT RN FETSRLIN +}
g 16 4 64 64 16

4§°(a+b)'b{5+z+..}

Hi®== g 42

K=Y K(j).cosjV
j=0
2

2
K(0)=E—¢& {1+%+2ab+%b2 —f—6(a+b)(a+3b)+%a2b2 "

+3ab’ +%b4 +}

K1) = £2(a+b) 2+ 2abe 36 —E 3 pasan) -kt +
0 2 8 16 128

+Eab3 +Eb4 +}
2 4

K(@2)= §0(a+b){ += b+24b +2b }

k> ab kY3 15
b —+ 4 b +—+——Rk’b(a+2b b +—=b" +...
K@)=¢ia ){8 2 16 32 (ax )+4a s " }

2

K(4)= ffo(a+b){k6(a+3b)+8ab2+8b3 }

V)=V, +V,(0)V+ > V,(j).sen jV

j=1

_ 285 1.k, E 2
V,(0)= {1+b(a+2b){2 T b” + }}

c

2g k* 3
\4(1)2—%(0,4'1)){1—%4‘2[)2 +}

_ 288 b b
Vi(2)= (a+b){4+ 7 +}

[

m(z):—%(a+b>{%+f—2+..}
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V=VOM

2
V(O):l{l—k——ik“...}
g 4 64

Tais coeficientes sio funcdes das constantes de integragio E e G,
através dos elementos &,,a,b,g,k?, pouco apropriadas para o estudo
das perturbacdes de ordens superiores. Essa nova dificuldade pode
ser contornada com o auxilio desses proprios desenvolvimentos e
da integral G-Sessin, de modo a obter desenvolvimentos mais pra-
ticos dados em termos de novos elementos caracteristicos £*,d", f,,
os quais sdo definidos a seguir. Essa caracterizacdo é desenvolvida
por Silva (1986), de modo a obter os principais comportamentos
dos elementos auxiliares avaliados por:

Levando tais elementos nas expressdes dos coeficientes dos ele-
mentos de Sessin e Ferraz-Mello encontramos desenvolvimentos
mais préaticos que sdo definidos como se segue.

s

E3

&= E.cos%*, 2;‘*20(82/3)

*

-1
¥ =cos
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o 3*D ) 4 :0(81/3)
4FEE +3D
, 2., G d° d* 47 23
:_d 1+_______...’ :O =
=3 { &6 18 54 F=0e)
E:S*Z{l—%d*—gd*z—gd*z... , E=0(*")
3 9 27

16 64
|1 d
E@)=¢ f {Z_E }
et 3 L_L *
EQ)==¢ f {16 192d }

H:ZH(j),senjV

=

H1)=2¢& f{1+ . + 2 +...+f { +==d }}

16 64
H(2)=—2£" f {%—%}

H(3)=2&"f° {%—%d*...}

K:ZK(j).cosjV
=0

g o o d ] L 2 ) d 5
K0)=E-¢& {1+f{ 1+3}} Ed {1+3+9d }

K(l)=§*2f{2+f2{—%ﬂ%d*}..}

175
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*2 2 _£
K(2)=-¢& f{1 6}

K@)=&"f° {%—;—zd*...}

V)=V, +V,(O)V + 3 V,(j).sen jV

=1

vo=1-2-L 4 +f2[ > d*}

6 72 432 ' | 16
d 4% 4° 1 67 .«
V) ==fl1_2 % _ I [ . L A
0 f{ 6 72 432f{6192 }}
1 d
V. N=f"<———...
@ f{g ” }
1 d
Vi@=-f'1—=-—
s f{48 64 }
V=V(0)M
* *2
V(0)=2§*{1+d—+d—+id*3+...+f{—§+gd*}}
6 24 432 4 32

¢'= I@+Zn(m,0)senm\/
m=1

f d 11 .,
L= L [3-L g
1) (d j{ 2% }
2
] P—Ed*—ﬁd*z..}
2 4 16
3 2
9—4—5d*—£d*2 +@ i*
4 16 16 \d
cosqﬁ'ZZn(m,l)sean
m=1

()54 1 27 fY
n(l,l)—[d*} 2 sd s(d*”

Sl &=
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2
NN EAl e AR B
d’ 4 16 s ld
i
d’

2
n@3n= ﬂ—@d*_ﬁdm% I
16 64 128 | d

A-5 Elementos auxiliares de desenvolvimento
definidos sob as influéncias do equilibrio
instantaneo similar

Para tal estudo os correspondentes elementos originais tem seus
valores descritos em termos dos elementos caracteristicos £*,d”, f
através das expressoes:

v, JD[1 9f f ’
X :g—*{ﬁ(d—*j ]
VD @{1 & d? }

2 12 1447
v2(0) 3 2 12 """
E

—E?|1-24 -2
3 }

v 3 .
EE'd :ZD[l—d ]

e & .

a5 el ]

ﬂz_i[ﬁj{l_id*+ﬁ+ }

dE 2|\ E 3 3
SllirtegoJofie]
OE 2Ef 3 3 27

of d
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o v, | 1

5. d7 9(fY v,(0)
— = 1-2d == 14T +—2
aE— (—Xlo \/B 6 6 4(d*j j“: 0361’l¢0 4X20
ol » | &, . a7 9(sz v,(0)
= = |o-d"+&——2] L | |l1+T +
oG| /X10] \/B{ 3 2ld I,

ol f] 1|1 4 d”

E_d*}E_f{E_7_?“}
o _f}_ 1
oG|d" | 3f&

Ressalte-se que a influéncia do vinculo do Equilibrio Instan-

taneo Similar é definida através das caracteristicas da constante de
integragio v, (4.58).

’
2v,

1) Elemento
10

27); Vo _3('7(]—\/5 1—£_£d*2—2(sz .cosV +
X10 d* V(O) 6 24 8 d*
2
Jé_i 4 49d*2 27({) .cos2V +
96 16\ d
2

J g_ﬂ * ﬂd*2+6—75(£j .cos3V...

8 16 192 128\ d

Tal elemento e suas derivadas s3o avaliadas em termos dos ele-

mentos caracteristicos §*,d", f através das expressoes:
! 2
_ :\/*B l+2(i*j +[i*j —é d— 2d 27[fj .cosV +
X, & ||2 sld ) 2 273 Tie\d

2 2
2020 B i* cos2V +
8§ 8 8 32\d

3 2
_£+2d*+3_5d*2_% i*
16 4 32 256 \ d

.cos3V+...}
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G Y NEC O S| PO ST R D S
[E{ X, D_Jﬁﬂi 6d i 4(61*] ]J{fj{ 3+27d
(Ji] :l.COSV+|i—l+£+Ld*Z+2(i*) }cos2v+
d 2 3 18 4\d
(£)-40e2 _m}

d 8§ 8 48 128 \ d
0 2& __ 1

Ov, - X
9 2& _ < |, 2,

oG N f 3"
+id*2+2[ *j ].cosv+{—l+zd* —d*2 [ j ]cosZV-i—

27 4\d 3
({j[_2+2d* 5—3d*2 1125[ — | |.cos3V+.. }

)| 4 4 24 64 \d
i{ 2 :@{{{j{é—ﬁ—g d —({] ]senV+
ov X & d )|2 2 d
( J 2—2 —E Z—E(f)z sen2V +

4 4 4 16\d) |
( j [ﬂ_ﬁ d 105d*2 6075({)}%3\/4-..}
32 256 \ d

’
.. v
11) Elemento —2
10

vl
2 :Zv;(j)cosjv
XlO =0

v;<0>=—{”—°z+3(£] Dy
X, 4\d ) VA0

9
+_
8

d 8 27(fY
3 9 16\ d”
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* 2

vy(1)=3 i* @ % 1_d__£d*2_2 J: -
dI)voldx,| 6 24 sld

3(FYID[3 3, 34 27( 1Y

2\d" ) V(o) 4 4 4 16\ d"
FYVD ] v, |3 5. 49, 27(fY
L X A A (L (A ()
&)V Jx, |4 8 9  16\d

3JDJ 48 e

4V(0) 3 9 7
fYVD ] v, |9 21, 179 ., 675( fY
L X SALLY LAy S hatd B B
&) vy Jx, |8 16 192 128(d

3YD[3 3.0 3,0 81(FY

2V(0) 4 4 4 32\d"

Tal elemento e suas derivadas s3o avaliadas em termos dos ele-
mentos caracteristicos §*,d", f através das expressoes:

, * *9 2
Y2 =& d l+d_+d_+§[i*j —[i*j[l—id*2+..}cos\/+
X 6 18 54 2\d d 9
2 * *9 3 *) 2
+(i* d__d_ COS2V_[ 'i j d—+@[éj .COS3V+...
d 4 12 d 48 128 \d
' * 2
i ) — 1* _§+d_+id*2+2_7 Ji +
PE| X, || ¢& 4 2 36 32\d
_ . 2
+8v2(0) Fo.sen¢o+v2(0) + d l—itfz4-3 J: .cosV +
OE X, |[[UF Lo 7% "4la

* *9 2] *7 2
+ _d_+d_+ 9 (Jij cos2V+(]ij d—+@(f*j .cos3V+...
12 36 16\d d 96 256 \d




UM ESTUDO DA LIBRAGAO LAPLACIANA 181

{i|:v_;:|J:”:_é+gd*+id*z 27( fj ]+
oG| X, 23 18 16ld
+6v2(0)[ro.sen ¢0+v2(0)ﬂ+(d* J[l [ f j }Cosw
oG 4X,, f |3 27 d
* *9 2 *2
+{—d—+d—+2[{] 1|COSZV+( j[— 2691( *]}
6 18 8\d 48 128 \ d
ofw it (D)) 1 2(sz+
v | X |) ENX, || 2 8ld
[E—g—gd*z 27[{) ]COSV-i-
2 2 3 16\ d
2 2
{g—gd* —Ed*2 —ﬂ( Ji ] }cos2v+
8 8 8 32\d

3 2
ﬂ_gd* _3_5d*2+&25 i* cos3V+...
16 4 32 256 \d

0| }:5*, d*{[éj{—l+i(éj ]senV+[i*j {ﬁ_ﬁ}enﬂ/-k
V| X, d 9\ d d 2 6

v
iii) Elemento W'=—2.cos2a’
10

ZW )cos jV
s Bf 214
X,12 d )2 2 *
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d") V) /X, |8 16 64 32\d"

W)= [fj {—2—7+%d*+ﬂd*z}+3[fj.

(4] D v F_@du_osd# 28(1) }

X, \d" 2 4 d
* 2
Yo @ —1+d—+£d*2 +4—5( Jij +
X, V(0) 6 24 8l\d

(J” D z_zd*_zd*z_&(sz

&) Vio)4 4 4 16 \ d°

W’(Z):( ! {i{g—id* —4d” —ﬂ[ fj ]+
d) X2 2 2 (d

2
+3—20 VD —%+§d*+ﬁd*2 +ﬁ[$]]+

36 16

2 4 16 \ d"

X, Vo)

3 2 2
wia=( L) |2 27 27 27 79[SV 5 % D
)%, 2 2

2
{_ﬁ+5_7d*+1295d*z +9099( fj }L

8 16 192 128 \ d"

2
33y 32 H
4 4 4 32\d

Tal elemento e suas derivadas s3o avaliadas em termos dos ele-

+_—
2V*(0)

mentos caracteristicos £*,d”, f através das expressdes:

* *2
W=&"d l+d_+d_ _(i*j 1—id*2 cosV +
6 18 54 d 9

2T
d 2 4 12 4\d d
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E 131 d”?+ 8289({] .cos3V +...
2 48 128 \ d
* 2
SFACISANE
2 36 32\d
§d*2 .81)2(0). Fosen¢0+v2(0) +
9 OE 4X,,
2 * 2
—t— —g(]:j cosV+ l+d——1—7d*2+£({]
6 27 4\d 2 12 36 16\d
2
cosZV+(£j —§d§k+ﬂd*2 +ﬂ({j .cos3V+...}
d 4 96 256 \d

(ﬂjml 2d*+£d*z_%({ﬂ_
oG 2 3 18 16\ d

oW’
OE

[1_9( j |:1_£—§d*2:| . 61}2 (0) .|:F()Sen¢o + ke (0):|:|+[£j
39 oG 4X2(> f
[_Lid*z_é( ) ]v g 2] ]
3 27 2\d 6 18 8 \d
}

2
cos2V + —id*+£d*z+ﬂé .cos3V +...
d" 2 48 128 \d

Sl
(@3t o
e 3 o)

[ﬂ—ﬁd*—&d*ﬁsm(;

05
2
— | |cos3V+...
16 4 96 256
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ﬂzg*d* (i*] 1—id*2 senV +
ov d 9
2 * 2
n i* _3_d_+£d*2+2 i* .sen2V +
d 2 6 2 \d
3 2
L) |9 g 131 424867 4) sen3V...
)27 16 128 \d

iv) Elemento H= fXE,/—Zv; .cosa’
10

H= ZH )senjk

B4z

H’(2)=3\/5.(fj Y F—id* Mg 27[1[”

2 4 48 g \d"

s LV 2763 4 179 0 2025( f Y

JJB’(d*H\/X_W{S 16d 64d +128(d*”
3YD|9 940 94 243(1‘ j
2VO)| 4 4 4 32 \d’

Tal elemento e suas derivadas s3o avaliadas em termos dos ele-

mentos caracteristicos §*,d", f através das expressoes:

H=2e"d" [fJ{Pri—&d*z...}sen\/+(i*){—£+£}
d 6 72 d 2 12
sen2V+(i*) [£+i55( f] ] en3V+..}
d 16 128 \d
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(gj[__i_g_ 29 d*z+§(i*j2]senv+[—£+£+g(i*]z}
f 18 216 2\d 3 18 4\d
F%

d

*2
d— %(;j }sen3\/+...

&

.sen2V +
16 128

senV—i—( Jij
d

SH\_ [D (), 4 11 27(fY
o, | X, |\d° 2 8 8 \d"
_ 5 3
E_Ed* _ﬂd*z—ﬁ i* sen2V + Ji
2 4 16 8\ d d

B 2
1y S5 1) ]3\/}

8 64 128 \ d"

(). { [z Ay _ﬁdm(q}mw
39 108 d
+{——d d?+ ( j]senZV-ﬁ-( ){d*z 8073({]1 n3V+..}
64 \d
ﬂ—Zf d { j|: 29 :|COSV+(L) [ -d’ +—} cos2V +
oV d

3
+ i* id*2 13365 = cos3V+
d 16 128 d

v) Elemento K= XE‘/—Zv;.sena'

10

K= ZK )cos jV

onpce 1w | (v V|a oY (D)
wo-s-o- ] -l £) 3
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e g o B s
8 16 64 2\d V(0) 39 16\d

SO RN R Al KA
K(D_{d*j \/XT,J '(V(O)]{1 6 24d s(d*” Z[d*j

2 2 3
g_gd* _gdﬂ_ﬁ i*j +£(i*
4 4 4 16\ d 2 \d

v (VD E_Ed*_ﬂd*z_ﬁ[ijz _6[LJG VD
X, (VO )12 4 16 16\d” d” ) V()
-2 8T

6 24 8l d 2\d V(0)

3 3, 34 27(1} _E[LJS VD )

2 2 2 s\ d 4(d") | V()

9 3y Ty 219 ijz
8 2 4 64 \d”
ko= £ [ g MQJF o202 1) }E[LJ

d X, ) )|4 8 96 16\ d 2\d

JERES 2{4) v \(JD)
12 2 3 2\d" ) | JX,, L V()
(22 93d2—£(i ]—6[ij .G{QJ
80 32" e d V(0)

{ /
F_Ed* 49 2 27(f]

e 2o 2B {2
48 96  16\d 2\ d V(0) 3 9
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K'(3):3({M v, ] [@J{g_gd* 179d*2+675(fj ]
&)\ P Vo s 16t T2t Tzl
_2( f )X v, 2 Q 2_2 .9 . 243( jz 2_(
2\d’ X10 (0) 14 4 2
Yy @ 3 j ()( j L
X, Vo)) o

)

2 4 48

8§ 16 192 128 d 2 d (0)
3 3y 34 ﬂ( @ '
2 2 2 Z Vo

2
T 297
64 d
Tal elemento e suas derivadas sdo avaliados em termos dos ele-
mentos caracteristicos §*,d”, f através das expressdes:

K:_zg*zd* +d_+£d*2 _ i* 3_id*2 ‘
3 336 d 3
2 *)
cosV + Ji éd*_d_ cos?V — i*
d 2 4 d
2
zd*+d*2+ﬁ[éj cos3V+...
16 128 \d
15 5,2 FY .
26 "o\ d
’ * *2 2
~——-d7+ *j .cosV + d—+d_+2(ij cos2V +
3 27 6

18 8\ d"
[ 2691 ] cos3V +...

1
o | ©
|
DO | L
QU
*
ENYIN|

128
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SR

avo Xm 4\d d 3 8 \d

+( Jijz[g_gd*_d*z _g[ EJZ},COSZV-F( Jif
)4 8 16\ d d

2
27 *_5_3d*2+2025(fj

{__301 *
8 16 16
2
=& —1+d*—gd*2+££ +
G 9 8 \d

2 *) 2
g—id*2+§ j; cosV + —gd*+d—+2 Ji .cos2V +
3 18 4\ d 3 9 4\d
*7 2
id*+d—+@(£) cos3V +...
8 24 64 \d
2 L)
%ZZ'Q'Wd* i* —1+id*2 senV + i* d*—d— sen2V +
oV d 9 d 6

3 2
" i* _Ed*_d”_@ i* sen3V +...
d 16 128 \ d

vi) Elementoé.

.cos3V+...}

’ o))

!
vy

XlO

£=-G-

Tal elemento e suas derivadas sdo avaliados em termos dos ele-
mentos caracteristicos £",d", f, através das expressoes:

5:5*{1+d* [(éj{—Hid”}cosVJ{i*j {g_ﬁ}c052V+
d 9 d 4 12
+(4J |:_ﬁ_51_3(i*j :|cos3V+...]}
d 48 128\d
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Q)13 5w 27 1Y,
0E) & {4 6 96 32\d"
* 2
+ d_ _l_}_id*z _i f;
f 6 27 4\d

.cosV +

* 2
+f* _§+d_+gd*2+£[i* .cosV +
d 2 2 3 16\ d
FY[ 9 9.0 5., siffY
| | — =4 =d +=d P —| = | |.cos2V +
d 8 8 32\d
3 2
n f* _£+2d*+§d*2+%({j .cos3V +...
)| 16 40 T35 256 \d

r 2
o¢ = l_gd*_id*2_2_7 Jij +
oG 2 3 18 16\d
* 2
+ 4 —l+id*2—g(£j cosV +
f 3 27 2\d
* %) 2 *2 2
+ d__d__g(‘]:j .cos2V + ‘f;j —d——@[{j cos3V +...
6 18 8\d d 48 128 \d
2 * *9
%zg*d* i* 1—id*2 senV + J:) 4 +d— sen2V +
oV d 9 d 2 6
3 *7 2
+ i* d—+i55(i*j sen3V +...
d 16 128 \d
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A-6 Geratriz da Transformacao

Para os valores dos elementos a seguir serdo utilizados os ele-

mentos auxiliares:

1——{ A0 A(Sl)}
A0 X,

b, = X A(s,z)]

X
)= 5,7,0
\/— A(5,5,0)
X
\/_A A(SJ,)

Ntcleo Principal da Geratriz da Transformacio

Valores dos coeficientes S(m,k) do nicleo S, (5.12).

. 4 e
S(O,l):g.f{l—gd }.[@ sz}
*j{_d*+d*z}.b1+{3+d__l_7d*2 27[{*)2}%}
d 8 24 4 8 24 8 ld
2 *2 2 * 2
j ﬂd +£5(i*j }.bl+{—d—+ﬂd*z+27££ fj }%}
144 128\ d 2 144 128 \ d 2
o [ FY)] 9 e 67 ., 1485( f
S(5,-3)=¢ 'f'(d*j ﬂ 32d 3)84d ” (d] }A(JH
2 (L )
320 768 128 \d
S(j,-2)= 5*7f[d j[ 3 } )
. e L4 s
S(,-D=¢ [ j{ 12+— }A() { . }-B(J)}

500,2)=¢&". f.(

S(0,3)=§*.f.[
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S 02 4. d7 . .
: _"Ed —7}[%)—3(1)]

. { :
so,l)=.5*2.f{{—d——d—}.Au'){n%ﬂd } <j>}

B 13 e 1485(]‘)
64 1536 256 \ d"
g, 161 1485( £ Y | ., .

— 47+ =2 L | |B
AU {64 1536 128 [d*” (J)}
Valores das derivadas do Ntcleo S,,.

8 _ X {

v Vo) ZM(m 0).cosmV

m=1

+ z ano Pio-M(m, j) cos[V +mV+¢OJ}

m=—0 j=1

M(l,O):f.f{l—%d”}.[bl—bﬂ}

_e (LN a3 1T 270
wan-¢ (-4 L ool 3ok 24 o

e (L)) 4 48s(

oo (£ [ £t L o
{—iduﬂd” 8289( fj }.bz}
2 48 128 \ d"

g (S]] 9 e 19 0 1485( f o
M(=3,5)=¢ 'f'(d*j {L()d 48d T (dj }A(J)
{idwwdz 1485({} }‘B(j)}

16 48 64 \d
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M(0,j)=&"d’ [—%—%d* _Qd”} [A()-B()]
d

M(3,J’)=§*2.f.(d*j{[%d* jéd*z 1225(;”
(|9 e 19 e 1485( F
AU {md w T (d j]B( )}

% RS ZNmO ).senmV +
aE (0) m=1

+ Z znjO'ij 'N(m'j)'sen[w+mv+¢jo ]}

m=—o0 j=1

* *7 2 *
N(Z,O):i* —d—+d—+i i* b+ l+d——£d 2, 2 f b,
<4 24 72 32\d 4 24 72 32 d’
* 2
N(3,0)=i*(i 897 e L 13Ty 2+@(i*j b,
& d 288 256 4 288 256 \ d

sy L)) 19 g _2091( 1 13 g 2001 £ )| s
N 3’J)_(d*j{ 1024 128 [d*J }A() {wzd 256 [d*J }'B(J)}
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 (dV)|d d7 s |1 d 29
N(l’])_[fj{ 72 216}"4(]){ 6 36 132" }
e S
12 216 16 36 648
£ 13 2691 1 ‘ L 2691 f .
7}{{384 512 (d H AL+ {_ﬁd _ﬁ(d_*j }'B(])}

[%J: o {ip(m,O).sean“‘ Zw: i”jO'PjO'P(m*j)'sen[Vlr-Fmv+¢jd}

Z,
—~
S
'Q
/——\\f_/%

N@,j)=

v, | V()

m=1 m=-0 j=1

P(1,0) = —- .(éj{é—d——gd*z 27({) jl.b1+
=l ))2 2 3% T1eld

2
ﬂ_id*_ﬁd*%r@i* b,
16 16 16 64 \d

P2+ (L) {[_ (L) }
5 d 16 4 96 256\ d°
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27 9 349 ., 1737 Sy b,
16 4 288 256 \ d"
3 2
paj=( L)) 27,453 2869 o 22275( f
d 8 256 1024 512 \d
2
27,33 . 1301 ., 10125 f B()
16 256 1024 512 \d
FY| 27 15 243( F Y
P_Z" = * - _d —d*z‘f‘— ry A+
(=2,5) (dJ{S 32[de(J)
gy £y B(j)
8 4 64 2\ d
2
Pt e L] 1843+ B g2 8 L
d \d 8 4\d

A+

.A(j)+Bd* }.B( j)}

PG3.j)= f 21 e 2599 4 10125 i Al
d 32 512 4096 1024 ( d

2
_2 3;45 * 6083(1*2—22275 i* BG)
16 512 4096 1024 \ d
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m=1 m=—o0 j=1

() [a s
Q(l’o)_ﬁ*(f]{é 36 144" 4(61 ”(b b)}
Q@,m%{ _£+ﬁ+i[iﬂ.bl+[l_i5d*2+£(éj H
& 4 48 3204 4 144 3204
L fY)| 4 897( fY
Q(3’0)_§*[d j [288+256(d H’b1+
+{_£+143d . 4821(]‘) }bz}
4 288 256 \ d"
o[ LN BT 2000 S
« 3’J)_(d*j{ 64d 768d 128 [d*”A(m

{ &g 2691(fH.B(]‘)}
64 768 256 \ d"

[_j:Xlo {iQ(m,O).sean-&- i injo'pj()‘Q(m’j)'sen[\/l’+mv+¢j0:|}

L (1 £ 59 ., 153( f
Q(—m)-(J{[Z TR 16[61)

dd? 27( Y |, .
{‘T%‘?(d—*] ]B@}

(o L5 e 27 FY A
Q(O,J){ >t 18d +16(d*j [AG)-BG)]

(V] 49 (fY 131 51 fY L

Q(l’])_[fj{[ 7 32((1*) s 132" o4(d"ﬂ3(1)}
L B e dd T e (Y s

Q(Z])—{ _16(_d*j }A(JH{—Q _162d _16(_(1*) }B(J)

A(j)+
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~ [ f 3 . d7 2001 FY |, .
3.9)=| L P =ed - S - 22 L Ag)-
QE3.J) (d 128° 768 512 \d ()
- id*+£d2 2691 f B(j)
128" 768 256\ d°

X Z ano Pio-T(m,j) cos[V +mV+¢0]
avm m=-c0 j=1

e (LY g e 9 g 1985 £ A
- (L) { o S
{idu 59 1485(fj ].B(j)}
64 1536 256 \ d"
T(—z,j>=§*.f.[di*j{d7—d7}f\u>
e (PN e e 65 e e | 45
T(—l,])—é.(d*j{{ 6+d +24d }A(])+|: 5 72d }B(])}

oo LV g T g 1985 S Y| A
TG.1=¢ 'f(d*J {lmd +3072d 512 (d*j }'A(]H

19 . 125d2+1485(fJ B()
128 3072 256 \ d"



UM ESTUDO DA LIBRAGAO LAPLACIANA 197

A-7 Parénteses de Poisson dos elementos
caracteristicos

1) Elemento i

10

{ —;vz } {ZC m,0).cosmV + z ano Pjo-C(m, j) cos[V +mV+¢,, J}

10 m=0 m=—on j=1

* 2 * 2
cw,m:;{z_d__zdm(gj }bﬁ[_ad_ﬁd*z_é[i*] H
& 4 12 9 8\ d 4 12 9 4\d
ca,m:i*(i*){_a EPELp mgfﬂ.bﬁ
& \d 8 16 192 128\d°

3_#M e 53 405(f}
2 32 128




1 98 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F S. ZANARDI
N | Y’ YA 2 o U B A
C2 ) =—1| =+ L | A+ -<—|B
(2,9) y {{48+16(dn () { 48} (J)}
[ f 3. 41 ., 135 FY,,.
CB=| L P -2d ———3d7+2[ L | |a
(3.3) (d j{ 64" 2304 32 (d) )+
2
o 2 d*ﬂﬁ[éj Bj)
2304 64ld

’
.. v
i1) Elemento —-
10

{i,so}g*d* {iD(m,O).cosmV+ i injo‘ij.D(m,j).cos[Vl'+mV+¢j0]}

Xl 0 m=0 m=—o0 j=1

Al A e 9 FY
D(0,0)—é*ﬂ st 4 4(d*j}.[b1 sz}

Dm:;(gj{[zﬂf_ﬁ_@(gj }
E\d 4 24 2 32 \d
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Do, J>_diﬂ_2+gdugdw_27((14)2}@{ 1914 Joo |
baL.Jj) {?Jﬂ_ 1658 _w%dw %(di*)z }A(j *
+L€8 +12%d*2 _Z(C{ J }B(J)}
D(z,j>=di*{%d”—[di*jz}x<j> [—md*’}& >}
DG,j) =[§]ﬂ§—4+%-3(§] }A(m

{—ﬁ 103 gos(f j }B(j)}
24 864 256\ d

i11) Elemento Z'

{Z's,}=¢ {ZE m,0).cosmV + z ano Pjo-E(m, ). cos[V +mV+¢0]}

m=—o0 j=1

E(m,0)= D(m,0) m=0,1,2,3
E(mvj):D(m’.]) m:_3y_2

L l _d*z i 2 . dsm
E(—LJ)—(JJ{ _108+9(d*j 11‘\(1){108}3(])}

L1 d° 35 |, |d 89 .
E(O'])_d_ﬂ 24— 3 18d }A(J)+{?—4—32d }B(J)}

(A7 e 3 a4 T e 5 Y g
E(l’J)_(fj 108 1296° +4(d*ﬂA(J){108+12%d 2(d*HB(J)}

E(m,j)=D(m,j) m=2,3
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iv) Elemento H

(H,S,}=¢"d" {iH*(m,O).senvar i injo.pjo.I’F(m, j).sen[Vl'+mV+¢j0]}

m=1 m=—o0 j=1

H+<1,O):¢*(4j{[£_£ﬂ( | }
&l\d 4 24 32\d
{l_i_ﬁd*z 405[f”’b2}
2 6 48 32 \d
H*(Z,O):i*(i*j { Sd"2 48(fJ :|b1+
& \d 18 d
{—Ed* L2240 +ﬂ(ij }.bz}
4 3 16 \d
a4 [
&ld ) |l 32 32
(Cape L)) dE 8 47 p;
H (_3'J)_d*[d*jﬂ D z(d ”A( ){ 7 }B(J)}
RS U 24 20 W VN N Sl O 2 i o
H (_Z’J)_d*{ 6((1 ] }A(JH{ 216d 16(d jd }B(J)}
o[ d7 3 FY |, & d? 3 FY
e 1’J)_(fj {54%2 2(d H L { 54 72+2(d MB(J)}

H*(O,j):di* { +£d2 57[fj }A(j)+

d

2. 53 o (fY 1.,
cno (N dd? SO a4, 47 3( ) (g
H OJ){fjﬂ 54 72 +2(d*j }A(])J{sf 72 +2[d*j }B(J)}
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v) Elemento K

(KS,}=&"d" {iK*(m,O).cosmw 3 inio.ij.K+(m,j)‘cos[V1'+mV+¢joJ}

m=0 m=—o0 j=1

0.0y =] L1, 8 47
K(o,0>—§*[ ted ( j][b 5]
_Li 3_ 13,37, Aﬂ(fj b+
_§d 2 12 36 32\d" ) |7
24 —d 61d2 63“”.@}
321d
{ d(* [3(*
4

+
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N |4, 103 9(FY |,

K'Gg)= [d j{[% 561’ 16[d*j]A(J)+
31 . 27( FY |,

Lsd et e ) }B@}

vi) Elemento o'

o © 4
{a’,SO}d’,Zﬁ =Za(m,0).sean+ Z Znﬂ)‘p]‘o .a(m,j).sen[w+ mV+¢j0]
m=1

m=—c0 j=1

2\ )3 160 Teald
+|:§_d_*+6_5d*2+@(i*j2:|‘bz}
4 2 96 64 \ d

o (I3 g 367( £V ]y 9 g
a(—3,1)—d*(d* { T T (d*j]A(J)‘F_léd }B(D}
RS | S o VPO B VA
a(—Z,J)—d* {[12 27[d*j }A(J)J{ a1 d } ()}
- :

4
e 5 e (Y |
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APENDICE B
ELEMENTOS CARACTERISTICOS DA
SOLUCAO

Os elementos auxiliares definidos para as condi¢des de ressonancias exatas
se escrevem:
2

1L,
Ay =—| —
H \ My
12
0 _ 'uq'mq LPO
Pq 12
Hp-m, Lq0
— C‘l
q0 ~ 13
L,

k
Al =A£”(a§q>=%' dik LACHIN

rq

onde:
1) L, e a, sdo respectivamente os valores dos elementos L, e a, para as
condicdes de ressonancias exatas.
i) As constantes u,,m,,c, -s3o definidas por (1.5).
iil) R, € o raio equatorial do corpo central.
iv) J, é o fator de achatamento do corpo central.
v) b)) (a,,) € o coeficiente de Laplace associado ao elemento c,,.
vi) € é o0 pequeno parametro convencionado.
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Tabela 1 — Elementos caracteristicos definidos para as condi¢des de ressonan-
clas exatas

p Xpo Lp(i 16 ¢,
X% X3

1 v Vo 1 1
A A

, 23fe, +32¢, 32¢, P X, 3 X
A A 20 LZO

3 1 Ve, o 2 X10

A L30
onde:

A= 4{/5 +23/2¢, +3f4c,
Ressalte-se para o 4° satélite que:
L,=L,=mu,a, =const
Tabela 2 — Coeficientes auxiliares das hamiltonianas

c(p,q,O,O):lAO
o(p,q,0,1) = Af
c(p,q,0,2) = [ 0+AJ

c(p,q,1,0)= [ +A°]
c(p.q,2,0)= [ ~Al-A]

c(p,q,3,0)=—5[4Aj+AfJ

K
c(p.g,4,0)=— 3A! + A! —£
c(p.q [ + J Q[Kp]
c(p,q,5,0) = [22A4+7A4+A*]
c(p,q,6,0):—5[21Ag+7Af+A;:|

c(p,q,7,0) =%[19A§ +7A}+ A7
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Tabela 3 — Coeficientes da influéncia da comensurabilidade laplaciana

O elemento auxiliar L(3,5) é definido por:

. NGi+))
L(l,_])— N(O,l)
com:
A__kk-&-2k3cqj}kh1 )
N(5k)=( 1){ 5 ](J;qu.nsq (7<k)
£(0,0)=0

g(1,0)= % +L(1,0)

£(2,0)=L(2,0)+ L(1,0)[ L(1,1)+ L(1,0).L(0,2) ]

2(3,0)=L(3,0)+ L(2,0)[ L(1,1)+ 2L(1,0).L(0,2) ]+ L(1,0). L2, + L (1,1) |+
L(1,0)[ L(1,2)+2L(1,1).L(0,2) ]+ L' (1,0)[ L(0,3)+2L*(0,2) |

— nZOX10
N(0,1)

g(1,1)=g(0,)[ L(1,1)+2L(1,0).L(0,2)]

2(0,)

g(2,1)=g(0,){L2,1)+L*(1,1)+2L(2,0).L(0,2)+ 2L(L,0)[ L(1,2) + 3L(1,1).L(0,2) ]+
+3L2(1,0)[ L(0,3) + 212 (0,2)]}

2(0,2)=g"(0,1).L(0,2)

2(1,2)=g%(0,1) {L(1,2) +3L(0,2).L(1,1)+3L(1,0)[ L(0,3)+2L* (0,2)]}

2(0,3)=g’ (0,1)[L(0,3) +207 (0,2)]

Tabela 4 — Coeficientes da Hamiltoniana H*

Os elementos auxiliares sdo definidos por:

X
d=2| 21 | g(1,0)
[Xzo}
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k(p,q,1,0) [—”j p.q.7,0)

k(p,q,r,1) (2 ]ic pq7]+1 (ZyP_gp)T*f'(qu—gq)i
e )

k(p,q,7,2) (23][ ] c(pari+l)e, s

-1 3 ¢
G=3. 7
p=1¢=2 L0

>

™

m

| ~

k(P’CLO 1 62 (Zj/q *Sq)
g=1

qO

g1 3

= Zj“ k(p,q,0,2) 6 Za Z Z9e
p=1q=2 X10 L2 !
G(q.0)=H (q,l,O)

Os coeficientes da Hamiltoniana H* (2.24) sdo dados por:

H(0,0)=k(0, 0)+l'3T
2L,
¢l 4 ¢ i ¢
H(3,00=)> —k(p,q,0,0)+2> —9
p=l ¢=2 L;o g=1 qu

H(4,0)= Z k(2,5).d’

j=0
1
H(,00=) G(j+1)d
=0

HG,1)=k(2,2)

1010 =2 k1,220 22 |+ Lt 31,00 B 4o B |t 40,00 Lo | |4 39
2 LIO 2 LlO niO Ll()

H(2,1,0)=k(1,2,1,0) +k(2,31,0).| 20 || P |k(2,41,0) Leo +39
2 LZO nZO LZO

H(3,1,0)=k(1,3,1,0)+k(2,3,1 0)+( ]k(3 4,1,0). [f“]ws
n30

30
H(4,1,0) =k(1,4,1,0)+k(2,4,1,0) + k(3,4,1,0)+ 39,
H(p,q,s,0)=k(p,q,s,0) s=2,3,4,56,7
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Tabela 5 — Coeficientes da Hamiltoniana do Sistema Auxiliar de Hori de
identificacdo

p Cpl sz
C2 H

1 2 HA1,2,30) _
20

2 L H(12,40)0 —-H(233,0)
20 LSO

3 _ 5 H(2,3,4,0)

LA_

O elemento caracteristico D (3.9) é definido por:

7

: X,
o 21[c +2C,,.C,,.cos20+C? ][LN]

Tabela 6 — Coeficientes da Hamiltoniana H /
Os elementos auxiliares n;, e y;, sdo dados por:

_5

n,=
jO 3
L,

, __L{C ¢ } X,
DL HA0) YL,
Os coeficientes da Hamiltoniana H / (3.51) se escrevem:

A(0,0)=H(0,0)
A(3,0)=¢.H(3,0)
A(4,0)=H(4,0)

A(5,0)=¢.H(5,0)

= L
A1) =-2¢ ano yjo .H(3,1,0) +Zznﬂ, YioVj0- I L H@,j,2 0)]

i=1 j=2 i0
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LJU L ..
23211]0 0 T H(4,5,50)+7,. Yior L H(z_; 60)+y .H(1,3,7,0)
.; i0 10

j=i+l

A(5,3)=H(5,1)

£ L
A(5,1,0)= Z{2yzo '7;s0'|:H(3’1'0) - ZH(Z'LO):I = 2716 30- L_zo
10

L, L
H(l 2 2 0)+ Yi0-Y20- L H(l 3 2 0) (]/220 —]/320 ) L—wH(2,3,2,0)}
10 20

& L
A(5,2,0)= E{Zylo Vo[ 4H1,1,0) = H(3,1,0) |+ 27,07 [ 2.

LlO
2 2 L30 L30
H(1,2,2,0)+ (73, =75 ) |72 H(1,3,2,0) = 7,0 7., |72 H(2,3,2,0)
LIO LZO
2 2 L70
A(5,3,0):£ 4}/1(,-72',~|:H(2,1,0)—2H(1,1,0):|+2(7“,—}/20)~ ?
10

L L,
TEH3 20047750 [T H232 0)}

10 20

A(5,4,0) gZylo / 40 H(1420)

& 2
A(S,l,l,O):Z{Zy;OH(2,1,0)+;/ZZOH(3,1,O) Y20V 30-

H(1,2,2,0) = 7,07 5-

N5

=0 H(2,3,2 0)}

20

A(5,2,1,0)= {4%0 (1,1,0)+7,HB1,0) =7, 75

=[5

0

=0 H(1,3,2, 0)}

=15

=)

A(5,3,1,0)= {2y,0 (1LL,0)+72H(2,1,0) =¥, -, | =2 H(1,2,2,0)}

1

A(5,4,1,0)=¢ H

2 H(1,2,2,0)+

10

L,
+Y20-V30- T =L H(1,3,2,0)+7,0.¥ 5. [—=.H(2,3,2, 0)}
10 20

&
A(5,1,2,2,0)= E{—Q}/m ¥40-H(3,1,0) - 2}/320

=
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A(5,1,3,2,0):g{—Afywyso.H(z,1,())+2y20.y30 /i— H(1,2,2,0)+
10

2 L
Voo —=H(1,3,2,0) 47,0V 20

10 2

A(5,1,4,2,0) :8{—;/30. {%H(2,4,2,0)+y,u i*“ H(3,4,2 0)}
20 3

L
A(5,2,3,2,0) :g{—8}/20.}/30.H(1,1,0)+2;/10Ay30. fi.H(1,2,2,0)+
1

=0 H(2,3,2,0)

ﬁ

o
=3

L

{L L
+Y10-Y 20 I 0 H(1,3,2,0)— 7/120 = H(2,3,2 0)}
10 z

= ~H(3,4,2,0)}

30

=)

=~
—~

©H(1,4,2,0)-7,,.

10

A(5,3,4,2 0 8{—7/20 i"o H 1 4_ 2 0 +y10 im H(2,4,2,0)}
1 20

=~

A(5,2,4,2,0) = 8{;/30. n

>

A(5,1,1) = {2;/2(, Voo {ZH (1,2,7,0) + L3° H(2,3,5,0)— 2H(2,3,7,0)}+

20

} 2"H(1260)+y107/20 3°H2360
LlO

211

ABG31)=—¢ {2;/10.;/20.{2[%J‘H(M,S,O)—2H(1,2,7,0)—[%JH(Z,&S,O)}
10 20

(L L
+2(720-71) TEH.260)=707.0: L—”.H(2,3,6,0)}
10 20

AGLLY) = %{—y; {2H(1,2,7,0)+[%]H(Z,&S,O)}—ny,H(2,3,7,0),

20
720730 %‘H(Z,?),(),O)}
u 20
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AG,2,1 1)_——{2 2 [IEO ]HO 2,5,0)+ yfo,H(2,3'7,0)}

A5,3,1,1) = g{zno 2°jH12,5,0);/fo.{ZH(l,ZJ,O)+(%]H(2,3,5,0):|+

20

2710V a0 ZOH1260}

L
AG1,2,2 1)_—{2%0 /LZ“ H(1,2,6,0)+2y,,.7,,H(2,3,7,0) +
10

_7/10'7/%0 30 H(2 3,6, 0 }

A(G1,3,2,1)= {2%0 Yo {ZH(l 2,7,0)+ ]H(Z,&S,O)}
20

/ L,
—2Y20-V 30 H 1,2,6,0)= 7,0V, |—-H(2,3,6,0)
LZO
L, L,
A(G,2,32,1)=£1475 Vs H(1,2,5,0)= 27,075, | 7-H(1,2,6,0)+
L10 L10

+yh %H(Zﬁ,é,o)}

20

Ressalte-se para tais coeficientes a validade das relagdes que se seguem:

3
Do AG,jk)Y, =0 k=01
j=1

znﬂ, AG AR+ S S0 AG# 2k 707, =0 k=0,1

=1 j=2

2,0 AG1L1LR)Y, 41, ABG,2,2R).7, + 1y AG1L3,2,k).7,, =0 k=0,1
2, AG,2,1k).7 0 + 10 AG1L2,2,R) 7,0 +1y.AG5,2,3,2,k) 75, =0 k=0,1
2, AG,3,Lk).7y + 1y AG1L3,2,R) 7, +1y.AG5,2,3,2,k).7,, =0 k=0,1

3
D AG,5,4,2,0).y,,=0
j=1
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Tabela 7 — Elementos caracteristicos de Sessin e Ferraz-Mello definidos sob
a condigdo o' = ¢’

Os elementos auxiliares sdo definidos por:

< 4l\27 D
W =cos {T\/E
*_4E<§3*1?L3D’ d'=0(c")
fz—zd*{l g—%—?—:—i—: } F=0)
E:é”{l—%d*—%d*z—;—gd”..}, E=0(s"")

Tais elementos tém seus principais comportamentos avaliados por:

£= Y E(j).cos iV

<:<o>=<:*{1+f2 H#ﬂ}

5(1)——57{“ £ [—£+Ed*}}

16 64
el d
EQ)=¢ f {4 12.-}
e L 7d
s@)==1 {16 192"}

H:ZH(j).senjV
=1

2 d d” .| 25 25 .
H(1)=2 I+—+—+.. + | ——=+=d |...
=22 f{ 6 24 f{ 16 64 } }

H(2)=—2&" {%—f—z}

H(3)=2&"f° {%—:—4({‘ }
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K=ZK(j)‘cosjV

j=0

K(O)—E—é”{“f{—ﬂd;}}

K<1>=§”f{2+f2 {§+§d}}

8 96
K@Q)=-&7f* {1—‘16 }
K@)=&"f° {%—j—zd* }

V=V, + T cos¢, +V,(0)+ ZV1(])59"JV

=1

vo=1-4 -4 _d +f{—%d*}

d d° d° 1 67 .
V()=—f{l-—-—- Hmmm—d' ...
@ f{ 6 72 432+f[ 6 192 } }

Jood dtos 3 13 .
V(0)=2E"|1+— AP+ -2 =d .
© §{+6+24+432 +f{ i } }

v} :sz(j)cosjv
=0

v, )= _Xlo [5(0) + G]
v,(J)=-X,, I:é,(l):l
cosa':Zn(j,l)senjV

j=1

(SN d 11, 27( fY
”(1’1)_(&’)[3 2 sd s(d*”
(FY|9 15 . 49 ., 8I(FY
”(2'1)_(d*n2 7 1od s(d*”

3 2
no = L[ 81189 537y 075( 1
d 8 8 64 128 \ d
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Tabela 8 — Elementos caracteristicos de Sessin e Ferraz-Mello definidos sob as
influéncias do equilibrio instantdneo similar

Tais elementos sdo originalmente definidos no Apéndice A-5 em termos
do elemento auxiliar v, definido por:

o2 v2(0)
70 =-v, (0) - 2Xzor(2) -7, (O)FO sen¢0 - ?

20

onde:

1,(0)=-X [ £(0)+G ]

& uma funcio das constantes de integracdo E e G.

Em termos dos elementos caracteristicos §*, d" e f, suas expressdes se
escrevem:

’
—2v,

—= =) (C(j).cosjV
X 12:0:

* 2
_§+d_+gd*z+£ f;
2 2 3 16\ d

4
co-2(1] [_mduédw( 1) }
gld)| 88 8 3204
C<3>—@[{]{ﬂid*ﬁidv_%({ﬂ
& \d 16 4 32 256 | d

’
vz

ZZU;(j).cosjV

10 =0

1 d° d° 3(fY
—t—t— | =
6 18 54 2\d
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£=2.6'(j)-cosjV
£(0)=¢"
5’(1):5*‘f.[—1+%d*2}

oo (L) &

&'(2)=¢ (d*JL 12}

aega LY _d _513(FY

5(3)_5d[d’M 48 128[d‘n

H:ZH'(j).senjV

oz (L) 1ad 204

H'(1)=2&"d [d*]{H - 72d }
N e

H'(2)=2¢& d[ M 2+12}

s8]
16 128 \ d

3 *Z_ 2
id*+_+@ i*
16 3 128 \d

W'= ;2 .cos2a’=» W'(j)cos jV

10 =0
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W’(2)=§*d”(fj2 3+££d*’£(sz
d 2 4 12 4\ d

3 2
weed[ L) 3g 1310, 8289( f
d 20 48 128 \d

V=V, + I, cos g, +V1(0)V+Zv1(j)senjv
j=1

K\

o e 2
V1(1)=—f{1—%_%_j;}
v >—f{é-%
V@)=-f {%-3—4}
V=VOM

Tabela 9 — Coeficientes das equagdes variacionais dos sistemas livre e for¢ado

1) Coeficientes do Ntcleo Variacional Livre

2
A'(1)=X,, [nm.A(S,l,l,O) +n20.A(5,2,1,0)[h] —nZO.A(s,Lz,z,O)[hﬂ
yzo yZO

A'(1,3)=X,, | n,.AG,1,3,2,0)+ ZnZO‘A(S,Z,l,O)(h](yiJ —n, ‘A(5,1,2,2,0)[7i]
7/20 720 20
—n,, .A(5,2,3,2,0){h]
V20

A'(1,4)=X,, {n4o.A(5,1,4,2,0) —n40.A(5,2,4,2,0)[hH
Y20

2
A'(33)=X,, [njo.A(S,&l,O)+nZO.A(5,2,1,O)(&J —n3O‘A(5,2,3,2,0)(hﬂ
V20 V20
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A3 4)=X, {n4',,A(5,3,4,2,0)—nAO.A(5,2,4,2,0)(yiH
Y20

A'(4,4)= X I:n4o 'A(5'4’1’0):|

i1) Coeficientes do Sistema Variacional Livre

O elemento auxiliar Z" é definido de (6.10) por:

- 1 X, N
7 =—=| =& Zp.z =const.
2(X20] 7

=
P(,1)= Xim[zA* [1- yf(,J—A*(lﬁ)ym.ym}—ZA)({Sz'j).Z*/
PU3) = 241+ A W17, ]
10
P4 =AW [1-7]- A Gy
10
PE=[ 24 W7+ [1-73]A 03]
10
P@,3)= Xl [24°63)[1-72]- A*(1,3)}/10‘yw}—2%2’03).2”
P(34 ); |: A* 14 710 Y30 |: _7§0JA*(3v4):|
10
1 .
P41)=—][ A*(
(4 1) XIO|: :|
1 .
p — A%
(4,3)= X10|: 4]
P(4,4)= [2A* H]-2 X5’3).Z*'

ii1) Coeficientes do Sistema Variacional Forcado

V(1,0):A(S'(’)[l_ﬁd*_id*z_ﬂ[{J“}

X, |2 3 18  16\d

A51) i—gd*—id*z—ﬁ({] ;
2 3 18 16\ d
AG2)| L Za e g 2T
2 3 18 16\ d
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[AGA][1 o, Ly 2 fT
4 2 32\d"

2 *
L_—A(S'O)+A(5,1)—A(5,2){1—9[ f] {1—d——§d*2...ﬂ
X, doL s
v, _ ., d d
i -

10

81}2_(0):)(10 —l+id‘—d—*2+...
E & | 2 120 12

Tabela 10 — Coeficientes da solugio do sistema variacional livre

Os elementos auxiliares sdo definidos por:
B(j,k)=—[ P(1,k).P(j,1)+ P(3,k).P(j,3) + P(4,k).P(j,4) |

A, =w} +[ B(3,3)+ B(4,4) Jw; +[ B(3,3).B(4,4)— B(3,4).B(4,3) ]

cujo elemento w), ¢ definido por (6.26).

Os coeficientes (6.27) sdo avaliados por:

P(j,1k)= ——{P( )+ 23)[ B3, 1w; +[ B(3,4).B(4,1)~ B(3,1).B(4,4)] |+

k k

P@.4)

k

+

[-B(4, 1w, +[B(3,1).B(4,3)—B(3,3).B(4,1)ﬂ}

B(,3)
A

k

Q( j,l,k):—%{B( i+ [~B(3,1w; +[ B(3,4).B(4,1)~ B(3,1).B(4,4)] ]+

w,

+¥[—B(4J)wi +[ B(3,1).B(4,3) - B(3,3).B(4,1)]]}

k

Ressalte-se para os Satélites Galileanos de Japiter que os valores de tais
coeficientes satisfazem:

P(j1,R)=Q(j.1k)
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onde:
Q(1,L,k)=+1
QB,1k)= +Ai[—B(3,1)w,§ +[ B(3,4).B(4,1)~ B(3,1).B(4,4)] |

k

Q(4,1k) =+—[ =B(# 1w} +[ B(3,1).B(4,3)- B(3,3).B(4,1) ]|

1
A,
Tabela 11 — Principais comportamentos dos elementos caracteristicos do
movimento

Os elementos auxiliares sdo definidos por:

X A6
A(4,0)] X,
b 1() A 2
AWM, 0)|: G ]
1 4
A'(R) = —— CHA(5,5,0)
(k)= \/B Z::n (5,4
. 1 N
B’ (k A5, 5,1
®=T5 Ao 2 o0
i) Elemento —2v,
X1U
- © 3
X ;R*(m,O).cosmV +Z; ;R*(mk)-se"[vﬁ“m‘/— w,(t-t,)- 9}, |

R*(1,0):‘/,ﬁB i 342 2 A +
& \d 2 2 3 160 d°
+[_2+2d*+£d*z+@[{ﬂ.b
8 16 192 128\ d

S

L3 H e 33 405(F Y |b,
2 32 32 128\d7) |¢

Ly

*
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2 2
R@=Y2( L) 9, 9 S BUT ) 9T 1)
& \d 8 8 8 32\d 8¢

R'(3 0)——D(ij (i]z —£+2d*+£d*2_%[if .
Ve \E)\d) | 16 4 3 256 (d°

& d\d 64 16 \ d
wean-L L e 24 oL L)
Ed|l 8 48 2 \d 8 288

—3+d*+5d*2—2—7({N.A*(;¢) {—ﬂd }B*(k)}
2% Tl

id*+ 41 d*z 135 f
64 2304 32 d
+ _ﬂd”_z f .B*(k)

2304 64\ d”

ii) Elemento Y2
10

*(m,0) cosmV+ZZW mk)sen[V-ka wk(t t) (pzoj|

m= m=-o0 k=1

o
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W’ (0,0)=&"d" {{1 d—+£+§[ij }{—l+id”—2(éj}b—i+
6 18 54 2\d 6 27 4\ d &

[

6 27 a\d ) |¢
W*(l,O):ii*d*[i*Jﬂlid*z}{i Ly —i—ﬁ(éﬂb—u

d 9 4 24 2 32\d £

+{—E+£d* +§d*2+£(i*j }b—z}

216 6 d ) e
{d* d”} { 1}b1 {47}@}
—t ]| = || — |

4 12 12 24 | &

3
£ )L 2] e
48 128 \d") | L e4]e Le4)e

432 |
NN R S A N PO Y S
W' (—1k)=& (f] [108 15[d*j }.A (k){ 108}.3 (k)}
W*(O,k):é*ﬂz—gd Yy 27[6{”%\(&) B“ }.B*(k)}
: {[d_*+id*2_§(i*J }.A*(k)+
108 12060  #\d

N _£_d*2§i .
W(3’k)_§d[d*]ﬂ 24 432 32(d”A (k) +

{d* 103 4, 965(f”B*(k)}
2% 864 256l d"
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ii1) Elemento Z

Z= ZZ (m,0) cosmV+ZZZ mk)sen[V+mV wk(t t) (p:():'

m=—o0 k=1

: | LA (LY L
7°(0,0) = g{ 1+d[ o 4[(1*”5@1 bz)}
oo e 4 e
zon-ga(£)f-20]
*l-f+ﬂd*+édmﬂ(4ﬂ |
2716 6  32\d
” [ 1}@ [47}1)2}
2]& |24 ¢
260 Hd 513[ij +[__7}b_1+[@}b_i}
48 128\ d° 64 | & |64 &
81( f . d? | .
{_?[d—J }.A (k){g B (k)}
d’ | . 17 | e
Z'(-2,k)=¢& {—E}.A (k){@d }.B (k)}
& (Y e 4
{_108 g[d*”A (k)J{ 108}'13 (k)}
. . d" 35 .| .- A 89 | e
Z'(0,k)=¢& { 2--od }.A (k){ T }.B (k)}
e [N T g 3 |
Z(Lk)=¢£'d [fjﬂmsﬂz%d 4[d*j ]‘A (k)+
+{—i—Ld*2+i[éj}B’*(k)}
108 1296 2\d
CIFCIN 0 N O B
e P R e
capeeg (LN 447 29( f )|,
Z(%)_éd[d*j{ 24 432 32((1”;\ )+
L %sm]m}
24 864 256\ d’
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iv) Elemento Z*

m=—0

7' = MOOwLii:Z (m,k) sen[VerV wk(t t) %oJ
k=1

><

=

“( 2
VA [ 2 X, Z p;, = const.

. m f 9 . o 14850 £ Y|
Z (3,k) <§f dj{{ d+768 +128 (d*j}.A (R)+

d
R
{ ot }A (k)

{9 . 5 5(
—_] —_— + —_——
64 1536 256
10 f
(-2,k)= ( Jé f(d*]
X0 Voo f . d 5 o]
[Xzojs (d j{[o d - (k){ > +72d }.B (k)}

Z"(0,k) = [;10]521*{% ;+—d }[A*(k)—B*(k)]

" X oo p)| & 17 e

Z"(1k) [qujg f{ 144} {2 o4 }.B (k)}

w Xo | o[ L) 4, | g

Z (2,k)= (Xzoje‘ f(d*j{ PRARTYS } (k)

o [ X ) o 9 g 1485( f .

z (3'k)_(xzojg f { {128 3072 512 [d NA )+

9 g 125 . 1485 f B
128 3072 256 d
v) Elemento a

a=0+(- {Za mO)sean-ﬂ—ZZa (m,k) cos[V+mV w, (t=t,)- (p:()ﬂ

m=—0 k=1

i O):(fjﬂgd*_idw 189(f] } by,
)]s 16" Ter\d) |E
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* 2
+ i_d_+6_5d*2+£ i” b_i
4 2 9% 4\d ) ¢
7

a*<2,0>—(i*jz{{l}b—a{ﬁ_}b—i}

)8 e s e

a"(3,0>=(i*]3{ﬂ}.b—1{_ﬂ}b—i}
d 64 | & 64 ¢

4
i {id*zﬂ[éj 1.A*(k)+{id”}.3*(k)}
16 16 \ d 16
44
N[, |
. HE}A (k){—%}.B (k)}

{m 2d + 181 4 72(4”.A*(k) +
8 d

225






APENDICE C
APLICACAO AO MOVIMENTO DOS
SATELITES GALILEANOS DE JUPITER

Nio obstante o carater de primeira aproximacio, o estudo de-
senvolvido é aqui aplicado ao movimento dos Satélites Galileanos
de Jupiter, objetivando sua validagdo como um nucleo principal de
tal movimento.

A utilizacdo da referéncia Sato (1986) nas determinagdes dos
coeficientes das Hamiltonianas e das caracteristicas forcadas do
movimento € neste estudo justificada por permitir a identificacdo
de boas estimativas para os valores das integrais de Hori e G-Sessin
na data considerada. O mesmo néo se verifica para a referéncia
Nasa (2007), visto que os semieixos maiores dos Satélites negligen-
ciam as contribuicées das dezena e unidade de quilometros em seus
correspondentes valores.

Com respeito as caracteristicas livres do movimento, a referén-
cia Nasa (2007) permite a identificacdo de boas estimativas para
as amplitudes e fases do Sistema Variacional Livre. A justificativa
para o nio uso da referéncia Sato (1986) é discutida na Segdo [4.2]
deste Apéndice.
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1 Referéncia Sato (1986)

1 Elementos dos Satélites Galileanos de Jupiter

Este estudo toma por referéncia os elementos osculadores mé-
dios na data 28/4/1973 a 0" T.E., os quais sdo definidos por Sato
(1986) com respeito a um sistema jovicéntrico, cujo plano funda-

mental é o plano do Equador de Japiter.

t, : J.ED. 2.441.800,5

g 'm,: 9,4590265.10" km® / dia’

R, : 0,71420.10°km
J, : 1,48485.107

m, e, 4, @,
P 10-°m, 105km 107 rad rad
1 44,97 4,22059 4,0859 0,01729 | 0,96576
2 25,29 6,71315 9,4353 3,62718 | 4,08759
3 79,88 10,70700 | 0,6988 3,86046 | 2,16118
4 45,04 18,83282 | 7,5904 2,11143 | 5,85091
2 Elementos caracteristicos definidos para as
condicdes de ressonancias exatas
Tabela 1
» X L, ay My
X, X, 10°km rad/dia
1 0,1214069 | 0,1214069 4,23177 3,53304
2 0,3288370 | 0,0860232 6,71748 1,76652
3 1 0,3423262 10,66353 0,88326
4 0,2565164 | 0,2565164 18,83282 0,37632
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3 Coeficientes auxiliares das Hamiltonianas

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.

P—q a A Al Al Al Al
1-2 | 0,6299624 | 2,26026 | 0,75680 | 0,36527 | 0,19386 | 0,10754
1-3 | 0,3968457 | 2,08658 | 0,42289 | 0,12677 | 0,04205 | 0,01460
1-4 | 0,2247024 | 2,02600 | 0,22909 - - -
2-3 | 0,6299491 | 2,26094 | 0,75677 | 0,36525 | 0,19383 | 0,10750
2-4 | 0,3566903 | 2,06861 | 0,37520 - - -
3-4 | 0,5662207 | 2,19777 | 0,65221 - - -
rP—q Al Al Al A) Al
1-2 0,69667 | 1,10594 | 0,91959 | 0,68793 | 0,49160
1-3 0,19081 | 0,48084 - - -
1-4 0,05351 | 0,23816 - - -
2-3 0,69667 | 1,10595 | 0,91962 | 0,68800 | 0,49174
2-4 0,14840 | 0,41607 - - -
3-4 0,49340 | 0,87146 - - -
P—q AY Al A A; A}
1-2 0,85350 | 0,80194 | 0,99584 | 1,04484 | 0,97345
1-3 0,13525 | 0,10041 - - -
1-4 0,02995 | 0,01422 - - -
2-3 0,85348 | 0,80190 | 0,99577 | 1,04465 | 0,97310
2-4 0,09830 | 0,06755 - - -
3-4 0,50451 | 0,45537 - - -
Tabela 2
p—q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
c(p,q,0,0) | 1,13068 | 1,04329 | 1,01300 | 1,13017 | 1,03430 | 1,09888
c(p,q,0,1) | 0,69666 | 0,19081 - 0,69667 - -
c(p,q,0,2) | -2,95702 | -2,27789 - -2,95701 - -
c(p,q,1,0) | 0,38754 | 0,08157 | 0,02086 | 0,38753 | 0,06167 | 0,24947
¢(p,q,2,0) | -0,57533 | -0,07918 | -0,01164 | -0,57554 | -0,05421 | -0,33731
¢(p,q,3,0) | -1,19033 - - -1,19033 - -
c(p,q,4,0) | 0,42829 - - 0,42832 - -
c(p,q,5,0) | 1,69513 - - 1,69514 - -
c(p,q,6,0) | -4,96570 - - -4,96564 - -
c(p,q,7,0) | 3,59327 - - 3,59318 - -
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4 Coeficientes da influéncia da comensurabilidade
laplaciana

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.

N(0,1)=-46,233757n,,X,, L(0,0)=0
N(1,1)=-31,403893n,,X,, L(1,0)=-0,6992416
N(0,2)=-307,66021n,,X,, L(1,1)=-8,7866216
N(1,2)=-406,23853n,,X,, L(2,0)=-2,8423569
N(2,2)=-131,41284n,, X, L(0,2)=—-6,6544497
Tabela 3

£(0,0)=0

(0,1)=-0,0216292
¢(1,0)=-0,1792416
¢(1,1)=-0,0054795
2(2,0)=0,0597242

5 Coeficientes da Hamiltoniana H*

Elementos Auxiliares de Desenvolvimento.

k(0,0)=2,05919n, X,

k(2,0)=1,5452372n,) X,

k(2,1)=11,2229095n,, X,

k(2,2)=42,3978463n, X,

p—q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
k(p,q,0,0) | 1,01647 | 0,93833 | 0,91117 | 0,57164 | 0,53379 | 1,75713
k(p,q,0,1) | 2,19003 | 0,81223 - 0,28174 - -

k(p,q,0,2) | 16,09883 | -1,73515 - -2,11022 - -
k(p,q,1,0) | 0,34855 | 0,07331 | 0,01892 | 0,19601 | 0,03147 | 0,40454
k(p,q,2,0) | -0,51763 | -0,07121 | -0,01059 | -0,29110 | -0,02770 | -0,54872

k(p,q,3,0) | -1,07058 -0,60205

k(p,q,4,0) | 0,38520 — - 0,21664 - -
k(p,q,5,0) | 1,52459 - - 0,85740 - -
k(p,q,6,0) | -4,46615 - - -2,51162 - -
k(p,q,7,0) | 3,23178 - - 1,81743 - -

G(1)=-15,24869n, X,
G(2)=-27,24439n,, X,
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Tabela 4
H(0,0)=2,28424n,, X,
H(3,0)=14,97593n,,X,,
H(4,0)=0,802548 n,,X,,
H(5,0)=—-11,64286n,,X,,
H(5,1)=42,39784n, X,,
H(1,1,0)=6,52348
H(2,1,0)=3,27620
H(3,1,0)=1,39756
H(4,1,0)=0,77524

P—q 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
H(p,q,2,0)| -0,51763 | -0,07121 | -0,01040 | -0,29110 | -0,02741 | -0,53888
H(p,q,3,0)| -1,07058 - - -0,60205 - -
H(p,q,4,0)| 0,38520 - - 0,21664 - -
H(p,q,5,0)| 1,52459 - - 0,85740 - -
H(p,q,6,0) | -4,46015 - - -2,51162 - _
H(p,q,7,0)| 3,23178 - - 1,81743 - -

6 Coeficientes da Hamiltoniana do Sistema Auxiliar
de Hori

Tabela 5
P G e
H(4,0) H(4,0)
1 -0,9451927 -
2 0,3400851 -1,057617
3 - 0,3805699

D =3,7018333¢*come =5.10°°
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7 Coeficientes da Hamiltoniana H /

Elementos Caracteristicos de Desenvolvimento:

p V0
1 0,4912574
2 -0,8630126
3 0,1177944
4 _
Tabela 6
A(0,0)=2,28424n,.X,,
A(3,0)=14,97593n,,X, &
A(4,0)=0,802548n,,X,,
A(5,0)=-11,64282n,,X, &
A(51)=-11,61847n,¢
A(5,2)=11,59886n,,&
A(5,3)=42,39784n, X,
j=0 j=1
€ £
A(,1,5) 0,18118 -0,48955
A(5,2,)) 1,36390 -0,76526
A(5,3,)) 16,96266 -3,04629
A(5,4,]) -0,02156 -
A(5,1,1,5) 0,26819 -0,24532
A(5,2,1,)) 0,35313 -0,23429
A(5,3,1,)) 20,64636 -0,80474
A(5,4,1,j) 0,77524 -
A(5,1,2,2,7) 0,58783 -0,67771
A(5,1,3,2,]) -0,33449 -1,74558
A(5,1,4,2,) 0,40815 -
A(5,2,3,2,]) 5,44572 -1,21333
A(5,2,4,2,5) 0,22736 -
A(5,3,4,2,)) -0,03637 -
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8 Solucao do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello

Esta identificagio inicialmente requer a caracterizagio da regido
de integragio da equagéo (4.17), tomando por referéncia modelo
de Sessin e Ferraz-Mello (1984); estimativas (4.2) e os elementos
osculadores médios na data considerada.

Observando de Sato (1986) que na data considerada o valor

6, -0, +180°=—5'53"

ndo corresponde a realidade do angulo critico laplaciano, assumi-
remos por estimativas dos elementos Vl,a,x; (4.27) e (4.28), as

expressoes:
V:Q+@
b2
a=—cot”"W"
. 6,40, _

negligenciando para tais elementos as contribui¢des de ordens su-
periores (0(¢*?))associadas com a variagdo 3 e o pardmetro caracte-
ristico do movimento S.

1) Elementos Auxiliares da Data Considerada.

, 0, 2 L, R/ X, | kX
X, 103 10
1 -414°,65 -269°,27 0,1212464 -0,0520 -4,0855
2 -234°,55 -90°,40 0,0859954 -0,0554 7,9420
3 221918 -200°,77 0,3430233 -1,0972 -0,4161
4 120997 100,62 0,2565164 10,8442 -2,0333
v, =-4,0935.107 X, V, =-324",60
4
v,=-3,97.10"X,, DY, =-1,014.10" X,
j=1

W"=-0,0120062 o =-90°,69
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1) Elementos de Sessin e Ferraz-Mello na Data Considerada.

Recorrendo-se a equagio (4.29) encontramos:

£=41949.10"
G=-41553.10""
H=-1,029.10"*
K=-85717.10"*

de modo a caracterizar a integral primeira de Hori por:

E=16,7407.10"°

A 1dentificacdo da regido de integragio também requer a determi-

nacdo do elemento auxiliar:

2
E, :G——l{s 2f*(0)+%,/—3AE +i/%f*(0)—§,/—3AE }

3 3|\V2

onde:
27 T
A =8D{G3 ——D}
32

. 2 45 27
0)=—| =G'-2DG’ -2’
70 {27 4 64 }

Nesse caso encontramos:

E,=16,7138.10°
de modo a concluir de Sessin e Ferraz-Mello (1984) que a condi¢io:
E,<E<G?

caracteriza como regido de integracio de (4.17) a regido II do plano
(E,G), na qual é discutida a solugdo apresentada no Apéndice A-4.

Como para a ordem de grandeza adotada neste estudo de (6.4) en-
contramos que as integrais de Hori e G-Sessin também sio constan-

tes na variavel tempo, segue-se que tais elementos sdo avaliados por:
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E=16,7407.10"°
G=-4,1553.10""

i11) Solugdo do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello sob as
Influéncias do Equilibrio Instantidneo Similar.

Recorrendo a Tabela 7 do Apéndice B encontramos os elemen-
tos caracteristicos:
E"=42233.10"
d"=0,0893975
£=6,6952.107

de modo a avaliarmos, a partir da Tabela 8 do Apéndice B os

correspondentes elementos de Sessin e Ferraz-Mello através das

estimativas:

& =4,2233.107-2,8175.10".cos V +0,4591.10 " cos2V —
—3,5916.107 cos3V +...

H=0,2416.10"senV —0,7876.10" sen2V +0,2622.10" sen3V +...

K =-1,0992.10" +0,2379.10 °.cos V —0,7876.10"° cos 2V +
+1,5810.107 cos3V +...

V/=V,, +T, cos¢, +0,9849864V —6,5946.10 *senV +
+5,3527.10°5en2V —5,8332.10 " sen3V +...

V =8,575064.10° M

v, =107 X, {-6,8033+2,8175.cosV —0,0046c0s2V +0,0010.cos 3V +...}

1v) Varidveis Canonicas associadas com o Angulo Critico La-
placiano.

QOutro resultado essencial, obtido com o auxilio dos elementos
caracteristicos ¥, d*, f mostra de (6.13) a identificacdo da equagio:

£ \2
u %2 2
2 +U, =|0,5333.107°
(4X20] ? [ ]

que define os principais comportamentos das correspondentes va-

ridveis canonicas associadas com o Angulo Critico Laplaciano.
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9 Caracteristicas do Sistema Variacional Livre

Tal estudo é aqui desenvolvido recorrendo-se a Secdo [6.3] e
Tabelas 9 ¢ 10 do Apéndice B.

1) Coeficientes do Nucleo Variacional Livre

A'(1,1)=0,98541  [n,.£.X,,]
A'(1,3)=1,51781  [n,.6.X,,]
A'(1,4)=0,11451  [n,,.6.X,,]
A*(3,3)=10,70141 [n,,.£.X,,]
A*(3,4)=—0,00114 [n,,.£.X,,]
A'(4,4)=0,16515  [n,.£.X,,]

1) Coeficientes do Sistema Variacional Livre

Para a determinacio de tais elementos, note primeiramente de
(6.29) as estimativas:

J Pp[107] q[107]
1 0,0824 1,1110
2 0,0830 0,5947
3 0,2644 -0,2764
4 4,6226 10,0180

de modo a identificar de (6.10), (6.19) e (6.20) que o elemento

1 X, |<
AL AJ P2‘o +qZ,0 = constante
2 (Xzo =1 ' ’

¢ avaliado na data considerada pela estimativa:

Z"'=-0,4559¢
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Ressalte-se para a referéncia Nasa (2007) a estimativa:

Z"'=-0,4593¢

Recorrendo-se a Tabela 9 do Apéndice B encontramos:

P(1,1)=15,68003  [n,,.£]
P(31)=1,38271  [ny.]
P(4,1)=0,11451  [n,,.£]
P(1,3)=—0,08701 [n,,.€]
P(3,3)=35,29071 [n,,.£]
P(4,3)=—0,00114 [n,,.€]
P(1,4)=0,08694  [n,,.£]
P(3,4)=—0,00775 [n,.€]
P(4,4)=14,60300 [n,,.£]

111) Polinémio Caracteristico do Sistema Variacional Livre
Recorrendo-se a equacéo (6.23) e aos coeficientes P(i,]) temos:

P(A)=A°+1704,3254 1" +624325,72.1* +65320793

de modo a identificar os correspondentes elementos caracteristicos
®, (6.26) pelas estimativas:

w,=%35,284574  [n,¢]
w,=+14,593914  [n,¢]

w,=+15,695283  [n,¢]
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iv) Coeficientes da Solucdo do Sistema Variacional Livre

Recorrendo a Tabela 10 do Apéndice B encontramos os elemen-
tos auxiliares:

B(1,1)=—245,75394  [n’.€°]
B(3,1)=—70,47691

B(4,1)=—3,46613 [n,.€°]

B(1,3)=4,43506 [n,.€°]
B(3,3)=—1245,3139  [n,.€’]
B(4,3)=0,06684 [n,.€°]
B(1,4)=-2,63347 [n,.€°]
B(3,4)=0,26646 [n,.€°]
B(4,4)=-213,25758  [n,.€’]

de modo a identificar, sob a condicdo ®, < 0, as estimativas:

P(1,1,1)=0,99991 Q(1,1,1)=0,99986
P(1,1,2)=0,99973 Q(1,1,2)=0,99943
P(1,1,3)=1,00000 Q(1,1,3)=1,00000
PG,1,1)=-2252577  Q(3,1,1)=—225,2577

P(3,1,2)=—0,07150  Q(3,1,2)=—0,07149

P(3,1,3)=—0,07052
P(4,1,1)=0,01795
P(4,1,2)=—12,61054

P(4,1,3)=0,10490

Q(3,1,3)=—0,07052
Q(4,1,1)=0,01795
Q(4,1,2)=—12,61054

Q(4,1,3)=0,10490
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Tais resultados confirmam numericamente a propriedade:
P(j,1,R)=Q(j,1,k)

decorrente da eliminagdo das constantes em excesso na Solugio
do Sistema Variacional Livre, bem como a validade das expressoes
simplificadas para o calculo dos coeficientes Q(j, 1, k), sugeridas
pela Tabela 9 do Apéndice B.

QG, 1, k) i=1 j=3 =4
k=1 1 -225,2577 0,01795
k=2 1 -0,07151 -12,61054
k=3 1 -0,07052 0,10490

Ressalte-se o fato de se trabalhar numericamente tais caracteris-
ticas devido a inviabilidade de se discuti-las analiticamente.

v) Solugdo do Sistema Variacional Livre

Tal solugio se escreve diretamente de (6.28) por:

3
Pio :ZC? .sen [wk (t—t,)+ @y, J
=

3
qu :ZC?.COS[wk(t_to)J’_(p:O]

k=1

D C=QUL kA,

1) k ®,(10) rad/
dia
1 +3,1165
2 +1,2890
3 +1,3863

1ii) A;,e®,,sdo constantes de integragdo do movimento, a serem

avaliadas posteriormente com o auxilio da referéncia Nasa
(2007).
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10 Caracteristicas do Sistema Variacional Forcado

Tais elementos sdo aqui identificados recorrendo-se a Secdo
[6.4] e a Tabela 9 do Apéndice B.

1) Coeficientes do Sistema Variacional Forcado
V(1,0)=—26,35324 [n,y.€]
M(0,0)=1,8041787

L=—34,29625 [n,y.€]
0
O _ 09566332
V1o
v, (0
O 100,72865.x,,

i1) Solucdo do Sistema Variacional Forcado

Recorrendo as equagdes (6.36) e (6.39) e a Tabela 8 do Apéndice
B encontramos os elementos caracteristicos:

v,(0)=—6,8033.107° X,
I} =1,5406.10".X,,
0,=—0,0117746
de modo a identificar tal solucdo, através da Secio [6.4] e Item [8]
do Apéndice C, pelas estimativas:

vy, =], =—4,0935.107 X, |
V,, =V ~0,23277.10"(t —t,)—0,0433668T, cosg,
r,=0,5333.10" [1,0001+0,0117sen[n0(t—t0)+¢g]...]

dy =@y -+, (t—t,)+1.10”[1,17756c0s| n, (t—t,)+¢; |-
0,00693sen[2[n0(t—t0)+¢gﬂ—o,oooo7cos[3[n0(t—t0)+¢gﬂ,,.

M=1,8041787(t—t;)—109,72865T", cos¢,
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onde:

I'yseng, =0,5333.107°[ 0,0117-+sen] n, (¢ t)+¢; |...

T, cos¢, =0,5333.10"° |:COS|:TLO (t—ty)+6, ]:|
com:
ny =3,0293.107 rad / dia

ii1) Valores de Referéncia para Condicdo de Equilibrio de
Laplace

Outro resultado essencial mostra do elemento Z* que:

(27) spe=—2,2795.10"

de modo a identificar os valores de referéncia (6.13) pelas estima-
tivas:

1) =5,7689.10°X,,
U)=-0,0311.10""
iv) Solucdo do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello sob as
Influéncias do Equilibrio Instantaneo Similar

Tal solucdo, parcialmente identificada no Item [8] pelas
estimativas:

£=42233.10"-2,8175.10" cos V +0,4591.10" cos2V —
-3,5916.107.cos3V +...

H=0,2416.10".5enV =0,7876.10" sen2V +0,2622.10° sen3V +...

K=-1,0992.10"°+0,2379.10"° cos V=0,7876.10" cos 2V +
+1,5810.107%.cos3V +...

1)'2 =1075.X10 [—6,8033+2,8175COSV—0,0046C082V+
+0,0010.cos3V +... |



242  ROBERTOA.C.SIVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI
pode agora ser completada com a identificagio dos elementos VeV,
recorrendo-se a Solucdo do Sistema Variacional Forgado.
Nesse caso encontramos as estimativas:
V=n,(t—t;)—0,9409341.T,.cosd,
Vi =V +n,, (t—t7)+0,0298259.T .cos ¢, —6,5946.10 .senV +

+5,3527.10 % sen2V +...

onde:

1) n,=1,54709.102 rad / dia.

i) ny,=1,29109.102 rad / dia.

1) t, é uma constante de integracdo do movimento, a ser
posteriormente avaliada com o auxilio da referéncia

NASA (2007).

v) Elementos Caracteristicos do Movimento

Para tais elementos, definidos na Tabela 11 do Apéndice B, en-
contramos os elementos auxiliares:

s

2—1: 0,3431475 2—2*:0,1711049

A" (R)=0,2346718.C* +0,8832896.C} +5,4926832.C —0,0029745.C*

B’ (k)=-0,6340852.C} —0,4955981.C* —0,9864193.C%

de modo a identificar seus correspondentes coeficientes pelas
estimativas:

—2v,

O] X,

R*(0,0)=8,6469.10""

R*(1,0)=—1,4946.10"°
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R*(2,0)=-0,1037.107°

R*(3,0)=—0,0078.10""
R*(-3,k)=107[0,38049.A"(k)—0,00254.B" (k)]
R*(—2,k)=107[2,19288.A (k)—0,28403.B" (k)]
R*(~1,k)=107.[34,31115.A" (k) +0,03776.B" (k)]
R*(0,k)=10"[-74,13569.A" (k)—-0,10535.B" (k)]
R*(1,k)=10"[-8,62501.A"(k)+0,03776.B" (k)]
R*(2,k)=10"2[-2,17477.A" (k)+0,00424.B* (k)]

R*(3,k)=10"%[—0,00330.A" (k)—0,00058.B" (k)]

(2) a

" (1,0)=0,0080103

a”(2,0)=—0,0097348

a*(3,0)=—0,0010031

o’ (=3,k)=—0,1677705.A" (k)+0,0037660.B" (k)
o (=2,k)=—1,6865606.A" (k)—0,0105539.B" (k)
a*(—1,k)=0,0331577.[A*(k)—B*(k)]

o’ (0,k)=—67,610716.A" (k)—1,2854397.B" (k)
o’ (1,k)=—12,599396.A" (k)+0,0331577.B" (k)
o’ (2,k)=—2,5447406.A" (k)+0,0074498.B" (k)

o (3,k)=—0,3780953.A" (k)—0,0020922.B" (k)

243
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)

3) X—1o

W*(0,0)=—3,5453.10"°

W*(1,0)=1,0101.10"

W*(2,0)=0,0724.10"°

W*(3,0)=0,0060.10"°

W*(=3,k)=10"" [0,017%.A*(k)+o,ooo32.B*(k)]

W*(=2,k)=10"" [—0,00094,A*(k)+0,00133.B*(k)]

W*(~1,k)=10"" [—4,74024.A*(k)—0,00417.B*(k)]
"(0,k)=10"| 8,76322.A%(k)+0,01258.B" (k)]

)=10""

I

[ 0,01682.A%( +o,05216.B*(k)]
=107 [0,02252 A’(k)+0,00117.B* (k)]

I

=107[0,00004.A*(k)+0,00068.B" (k)]

4) Z

Z7*(0,0)=—4,1887.10"°

Z*(1,0)=0,0101.10""

Z(2,0)=0,0007.107°

Z*(3,0)=0,0001.10""

Z'(=3,k)=10"" [0,017%.A* (k)+0,00032.B° (k)]
7" (=2,)=107[ ~0,00094.A" (k)+0,00133.B (k) |

Z'(-1,k)=10" [—2,84248.A* (k)—0,00417.B° (k)}
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*(0,k)=10" ‘[8 25512.A" (k)—0,11890.B" (k)]
Z*(,k)=10" *[ —0,01682.A" (k +o,06630.B*(k)J
*(2,k)=10 3[0,02252A )+0,00117.B" (k)]

=10"[0,00004.A* (k)+0,00068.B" (k)]

) z

Z(0,0)=—2,2795.10"°

7" (=3,k)=10"° [0,0046.A* (k)+0,0012.B° (k)]
7" (=2,k)=10"" [—0,01 59.A" (k)]
Z"(-1,k)=10"" [0,6877.A* (k)+0,0053.B" (k)]
z (O,k):10’3.(0,0488)[A*(k)—B* (k)]

7" (1,k)=10"°]0,0395.A" (k)+5,2035.B" (k)]

I
Z"(2,k)=10" "[ 0,0114B"( }
I

7" (3,k)=10"[0,0005.A" (k)+0,0023.B (k) |

(6) v

GO g0, )+201,07 ]

LETE )

(W) gpe =107 [1,6065+0,4070.(Z) | = (w),, =16048.10”

(W )ppe =107°[0,4070.(2),,. ]

245
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(7) Pardmetro Caracteristico do Movimento

Tal elemento, definido de (2.20) por:

2 XZO
[S-22(1,0)]{Z),,.=262.00(Z°) +[ X, ]~<W>SEC *

tem suas caracteristicas definidas, com o auxilio dos coeficientes
g(1,7), através da expressio:

[S+0,3584532].(Z) =01 194484.<Z2 >SEC +2,7085524.(y ) +.

SEC

Recorrendo aos resultados anteriores segue-se a estimativa:

S=-0,3693607

(8) x
Tal elemento definido de (2.21) por:

XZO X20

1 =[S-2600)](Z), . - ZZgO 0(Z'), | 5 HW Do | 52 HZ ) e
X10 XlO
em termos dos resultados anteriores se escreve:

%= Z){ (m,0).cosmV + ZZ;{ mk)sen[V +m.V —w, (t—t,) ¢, ]
m=1

m=—o0 k=1
%"(1,00=—0,0100.10"°
%7(2,0)=—0,0007.10"°
%7(3,0)=—0,0001.10"
%" (=3,k)=10" [—0,00019./\* (k)—0,00001.B" (k)]
2" (=2,k)=10"" [0,00005.A*(k)—0,00001.B*(k)]

% (=1k)=10" [—1,83448.A*(k)—0,01431.B*(k)]
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k)=10" 3[ —0,21405.A"( )+o,13336.B*(k)]

107 [0,00006 A" (k)—0,01475.B" (k)}
=107 [ 0,00027.A (k)+0,00002.B* (k)}
¥ (3,k)=10" [—0,00001.3* (k)]
Os elementos auxiliares A* (k) e B* (k) serdo posteriormente ava-

liados recorrendo-se a referéncia Nasa (2007), de modo a permitir a
completa identificagio destes elementos caracteristicos.

2 Referéncia Nasa (2007)

Nasa — Solar System Dynamics
Data: 1997, Jan, 16:00 T.T.
Sistema: [.C.R.F.

t,: JED 2450 464

1 Elementos dos Satélites Galileanos de Jupiter

alkm] | ¢[10°] | M[°] | Q] | m°] | A1 | w,[°]
421800 41 | 342,021 | 43,997 | 84,129 | 470,147 | 128,126
671100 9,4 | 171,016 | 219,106 | 88,970 | 479,092 | 308,076

1070400 1,3 317,540 | 63,552 | 192,417 | 573,503 | 255,968
1882700 7,4 181,408 | 298,348 | 52,643 | 532,895 | 351,491

E ST N N I e ]

2 Orientacao do Movimento

Como condigio essencial deste estudo, o modelo inicialmente
requer a identificacdo de uma orientacdo do movimento na data de
referéncia, sujeita a condi¢io de que a frequéncia caracteristica livre
satisfaca:

w, <0, k=1,2,3
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em oposic¢do aos elementos caracteristicos ressonantes (n,,,n,,n,)
assumidos positivos.

O primeiro passo para tal identificagido requer a determinagio
das caracteristicas do ngulo critico:

0,+0,

V==

com respeito ao movimento real.
Nesse caso segue-se da referéncia que:

6, = —488°,037 0, = —667°,926
de modo a identificar na data considerada:
V,=142°,019
Tomando em consideragio o movimento real, a partir da refe-
réncia Lieske (E;) observamos na orientacdo Nasa (2007):

0,xpn = —485°,978 0,51 = —666°,113
de modo a identificar:
Vpea =143°,955

Como o angulo V, do modelo ¢ definido nas vizinhancas da
condicéo:
Vi=Virea

¢ assumido neste estudo que o movimento na data considerada é

definido sob uma orientagao caracterizada pelos elementos:

Vi w,

nao obstante os elementos caracteristicos do movimento:

_2v % Cos * .
\/1’ 2 Z J 0 k sen V _wk(t_to)_goho] (J:1y2;3)

10 k=1

sejam assumidos independentes da orientagdo do dngulo w,. Em
outras palavras, tais elementos preservam seus correspondentes
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valores na data considerada, quer o movimento seja definido sob a
orientagdo V,,a,w, ou V,,a,— w,.

De modo a completar tal nogdo de orientacio, note neste estudo
que o fato do angulo critico V, poder ser definido nas vizinhangas
da condigio:

Vi=a+ Vigpar

também requer que o0 movimento seja definido sob uma correspon-
dente orientacéo, aqui denominada de orientagéo oposta.

Nesse caso, note das equacdes (3.45) e (8.5):
_ v
h;=/-2Y;.cos(V, +w; +ﬁ)

10

_ v
k=—\=2Y, sen(V, +i, 2X]

)

10

J__ 2, cma+§}1J0k)qu —w, (t—t,)—Ppo ]
10 k=1

j=12,3

_ 3
2v, .sena —Z:H*(j,O,k).sen[V1 —w, (t—t,)—@p,]
X10 k=1

kj —
W,

que as componentes hj e kj preservam as caracteristicas das excentri-
cidades e longitudes dos pericentros dos trés primeiros satélites se
tais elementos sdo definidos por:

h- _2U 3 %/ . *
J =74 X 2 .cos(n'+a)+ZH (7,0,k).cos[V, —w, (t—t,)— @y, ]
\/Xm 10 k=1
i=12,3
—2v,

3
sen(m+a) ZH*]Ok ).sen[V, —w, (t—t,)— @, ]
oot

kj —
m_yjo

Consequentemente no caso:
Vi=7+ Virear
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¢ assumido neste estudo que o movimento na data considerada é
definido sob a orienta¢io oposta caracterizada pelos elementos:

V,m+o,—w,
nio obstante os elementos caracteristicos do movimento:

—2v,
XlO

3

VoVt 2 H G ORIV, —w, (=t0)-05] (7=1,2.3)
k=1
sejam assumidos independentes da orientagdo do angulo —w,. Em
outras palavras, tais elementos preservam seus correspondentes
valores na data considerada, quer o movimento seja definido sob
orientagdo V,,m+a,—w, ou V,, 7 +a,w,.

De modo a uniformizar as expressoes dos elementos h; e k; sob
esse conceito de orientacdo do movimento, segue-se neste estu-
do que tais componentes sdo doravante caracterizadas através das

expressoes:
F / .cosa +ZH (3,0,k).cos[V, —w, (t—t,) — ¢, ]
10 10

j=12,3

_2 3
% sena” = H' (j,0,).sen[V, —w, (t—t,)— ¢},
X10 k=1

ko
o

. {a orientacdo Vy,a,w, (V,=V pp)
o =

w+o  orientacdo V,, m+a,—w, (Vi=m+ Vgpa)

De modo a completar tal identificagio, torna-se necessario es-
pecificar as caracteristicas do 4° satélite. Em relacio as suas compo-
nentes livres (y,,=0).

3
Z (4,0,k).cos[V, —w, (t—t,)— @5, ]
k=1

J_m
k,
XlO

3
== H'(4,0,k).sen[V, —w, (t—t,)— @y, ]
k=1
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deve ser observado sua dependéncia com respeito a orienta¢do con-
siderada do 4ngulo w,, de modo que na definigio do angulo:

Vi —w, (t=t,) =y

¢ assumido para tais elementos que:

1) w,<0 orientagdo w,

1) w,>0  orientagdo —w,
bem como os elementos caracteristicos H*(4,0,k) e ¢, sdo estabele-
cidos sob a correspondente orientagdo através da Solucdo do Siste-
ma Variacional Livre.

Tal possibilidade de se estudar o movimento ¢é discutida na

Secdo [5.1] deste Apéndice, tomando-se em consideracio as carac-
teristicas do movimento na data considerada.

3 Solucdo do Sistema Variacional Livre

3.1 Elementos p;, e qj, na data

Tais elementos definidos de (6.29) por:

LmO

3
Pjo :ZEjm . €,,-Seniv,,
m=1

10

3 L
— 'm0 —
qj0= EEjm. X €,,)-COSW,_,
m=1 10

L40 —
Daop == X—.e40.senw4
10
B /L40 _
Q4= X—.e40.cosw4
10
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sdo avaliados, a partir dos elementos w; (j=1,2,3,4), pelas estimativas:

J P;» (1079) g (109)
1 -2,5614 -0,1181
2 -1,4204 -0,0381
3 0,2764 0,2126
4 1,5916 10,6380

Tais elementos definem as caracteristicas da orientagéo V,,a,w,.

Com respeito a orientagdo oposta V,, 7 +a,—1,, tais elementos pj,
e gy, avaliados a partir dos elementos w; (j=1,2,3) e ~iv,, permane-

cem inalterados com exce¢do de:

Pi=—1,5916

3.2 Constantes de Integragao

Na data considerada, tais elementos sdo definidos por:
3

k *
Do :zcj -SeNPyg

k=1
> k
.
9o :zcj -COS Py,
k=1

com:

k . *
3 3
Zij'ij =0, Zij'quZO
=l =1

Recorrendo-se aos resultados anteriores, seguem-se as estimativas:

k A;,(107) Prol’]

1 0,0009983 205,175
(0,0009987) (205,232)

2 0,8502696 189,908
(0,8440260) (172,919)

3 2,5198468 -73,388
(2,7607432) (-74,874)
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Ressalte-se a notagio dos elementos sem parénteses paraa orien-
tagdo w,, e dos elementos entre parénteses para a orientacdo —iv 4

3.3 Solugéo do Sistema Variacional Livre

De (6.28) encontramos:

Pjo

3

k=1

:ZC? sen[w, .(t—t,)+@,,]

3
qu ZZC?.COS[wk(t_tO)-’-(pZO]
k=1

cujos correspondentes coeficientes Cj? sdo avaliados por:

Ci10) i=1 j=2 i=3 j=4
k=1 0,00100 -0,03012 -0,22487 0,00002
(0,00100) (-0,03013) (-0,22496) (0,00002)
k=2 0,85027 0,47570 -0,06080 -10,72236
(0,84403) (0,47221) (-0,06036) (-10,63436)
k=3 2,51985 1,41014 -0,17770 0,26433
(2,76074) (1,54495) (-0,19469) (0,28960)

3.4 Coeficientes das Componentes Livres das Excentricidades

Tais elementos, definidos de (8.4) por:

H'(j,0,k)

“YE, C

m=1

j=123

H*(4,0,k)=C"

sdo avaliados, com auxilio dos resultados anteriores, pelas estimativas:

H*(m,0,k) [10] m=1 m=2 m=3 m=4
k=1 -0,1976 -0,1106 0,0139 -
(-0,1977) | (-0,1106) | (0,0139) (-)
k=2 0,0036 -0,1300 -0,9675 -10,7224
(0,0035) | (-0,1291) | (-0,9604) | (-10,6436)
k=3 0,0128 -0,3841 -2,8674 0,2643
(0,0140) | (-0,4208) | (-3,1415) | (0,2896)
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Ressalte-se a notagio dos elementos sem parénteses paraa orien-
tacdo w,, e dos elementos entre parénteses para a orientagdo —iv,.

4 Elementos Caracteristicos do Movimento

Recorrendo-se aos elementos auxiliares:

A*(k)=0,2346718.CI +0,8832896.C* +5,4926832.C* —0,0029745.C}

B’ (k)=—0,6340852.C* —0,4955981.C* —0,9864199.C%

encontramos as estimativas:

k A*(R)[107] B (k) [107]
1 -1,2615 0,2361
(-1,2620) (0,2362)
2 0,3176 -0,7149
(0,3153) (-0,7097)
3 0,8601 -2,1216
(0,9425) (-2,3242)

de modo a identificar:

) —2v,
X10
_2'1) 0 0 3
< 2=%"R*(m,0).cosmV+ > > R*(m,k).sen[V, +mV —w, .(t—t,) -y, ]
10 m=0 m=—c0 k=1

R*(0,0)=8,6469.107
R*(1,0)=—1,4946.10""
R*(2,0)=—0,1037.10"°

R*(3,0)=—0,0078.10"°
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R*(m,k) [10] k=1 k=2 k=3
m=-3 -0,0048 0,0012 0,0033
(-0,0048) (0,0012) (0,0036)
m=-2 -0,0283 0,0090 0,0249
(-0,0283) (0,0089) (0,0273)
m=-1 -0,4327 0,1096 0,2943
(-0,4329) (0,1079) (0,3225)
m=0 0,9350 -0,2347 -0,6354
(0,9353) (-0,2330) (-0,6963)
m=1 0,1089 -0,0277 -0,0750
(0,1089) (-0,0275) (-0,0822)
m=2 0,0274 -0,0069 -0,0184
(0,0275) (-0,0069) (-0,0206)
1) «a

a=€+(—1)".{ia*(m,O).sean+ i ia*(m,k).cos[\/; +mV—wk.(t—t0)—¢Zo]}

m=1 m=-o0 k=1
o (1,0)=0,0080103
a’(2,0)=—0,0097343

a*(3,0)=—0,0010032

o' (m,k) k=1 k=2 k=3
m=-3 0,0002125 -0,0000560 -0,0001523
(0,0002126) (-0,0000556) (-0,0001669)
m=-2 0,0021251 -0,0005281 -0,0014282
(0,0021260) (-0,0005243) (-0,0015651)
m=-1 -0,0000497 0,0000342 0,0000989
(-0,0000497) (0,0000340) (0,0001083)
m=0 0,0849874 -0,0205542 -0,0554248
(0,0850211) (-0,0204053) (-0,0607355)
m=1 0,0159020 -0,0040253 -0,0109071
(0,0159083) (-0,0039961) (-0,0119520)
m=2 0,0032120 -0,0008135 -0,0022045
(0,0032132) (-0,0008077) (-0,0024157)
m=3 0,0004765 -0,0001186 -0,0003208
(0,0004767) (-0,0001177) (-0,0003515)
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iii) 2
10
0 o0 3
v_Z:ZW*(m,O).cosmV+ z Z:\X/*(m,k).sen[v1 +mV —w, .(t—t,)— @, ]
10 m=0 m=—o0 k=1

W*(0,0)=—3,5453.10"
W*(1,0)=1,0101.10"
W*(2,0)=0,0724.10"°

W*(3,0)=0,0060.107°

W*(m,k) [10-9] k=1 k=2 k=3
m=-3 -0,0023 0,0005 0,0015
(-0,0023) (0,0005) (0,0016)

m=-2 0,0002 -0,0001 -0,0004
(0,0002) (-0,0001) (-0,0004)

m=-1 0,5979 -0,1503 -0,4068
(0,5981) (-0,1482) (-0,4458)

m=0 -1,1052 0,2774 0,7511
(-1,1056) (0,2754) (0,8230)

m=1 0,0034 -0,0043 -0,0125
(0,0034) (-0,0042) (-0,0137)

m=2 -0,0032 0,0007 0,0019
(-0,0032) (0,0007) (0,0021)

m=3 - - -0,0001
() ) (-0,0001)

w) Z

0 © 3
Z:ZZ*(m,O).CosmV+ z Z:Z*(m,k).sen[v1 +mV—w,.(t—t,)-¢,,]

m=0 m=—c0 k=1

Z*(0,0)=—4,1887.10""
Z*(1,0)=0,0101.107
Z7(2,0)=0,0007.10""

Z*(3,0)=0,0001.107"
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Z'(m,k) [10%] k=1 k=2 k=3
m=-3 -0,0023 0,0005 0,0015
(-0,0023) (0,0005) (0,0016)
m=-2 0,0002 -0,0001 -0,0004
(0,0002) (-0,0001) (-0,0004)
m=-1 0,3585 -0,0900 -0,2436
(0,3586) (-0,0893) (-0,2669)
m=0 -1,0442 0,2707 0,7352
(-1,0446) (0,2687) (0,8057)
m=1 0,0037 -0,0053 -0,0155
(0,0037) (-0,0052) (-0,0170)
m=2 -0,0032 0,0007 0,0019
(-0,0032) (0,0007) (0,0021)
m=3 - - -0,0001
(-) (-) (-0,0001)
v) Z'

) 3
Z"=7"(0,0)+ Z Z:Z**(m,k).sen[\/1 +mV—w,.(t—t,) =@, ]

m=-o0 k=1

Z7(0,0)=—2,2795.10"°

Z"(m,k) [10-°] k=1 k=2 k=3
m=-1 -0,0866 0,0215 0,0580
(-0,0867) (0,0213) (0,0636)
m=0 -0,0073 0,0050 0,0146
(-0,0073) (0,0050) (0,0159)
m=1 0,0001 -0,0004 -0,0011
(0,0001) (-0,0004) (-0,0012)
vi) x

©

) 3
x =) x ' (m0).cosmV+ Z Z:)(*(m,k).sen[v1 +mV-w,.(t—t,)—0,,]

m=1

2°(1,0)=-0,0100.10"°
27(2,00=—0,0007.10"°

2°(3,00=—0,0001.10"°

m=—o0 k=1
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X' (m,k) [10 9] k=1 k=2 k=3
m=-1 0,2311 -0,0572 -0,1547
(0,2312) (-0,0568) (-0,1690)

m=0 0,0301 -0,0163 -0,0467
(0,0302) (-0,0162) (-0,0512)

m=1 -0,0004 0,0011 0,0031
(-0,0004) (0,0010) (0,0034)

5 Solucdo do Sistema Variacional Forcado

5.1 Preservagdo dos elementos caracteristicos na data com
respeito a orientagao

1) Elemento V,

Tal elemento foi identificado anteriormente na Se¢io [2.1] atra-
vés da estimativa:

V, =142°,019
definida nas vizinhancas da condicio:
Vi =Vigear

de modo a caracterizar o movimento na data considerada sob a
orientagdo:

V, 0,

i1) Estimativas dos Elementos / ;i”z ea
10

Recorrendo a referéncia na data:

p w,[°] Vi+w, [°] Yo €,0[1077]
1 128,126 270,179 0,4912574 4.1
2 308,076 90,095 -0,8630126 9,4
3 255,969 37,988 0,1177944 1,3
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seguem-se os elementos h, ek, definidos de (4.27) pelas estimativas:

h L
L_—c,. 20 cos(V, +w,)
Xm XlO
k L
i =—e, P sen(V, +,)
XIO X10
avaliados por:
h k
—2_(107) E_(107%)
p —( —
XIO X10
1 0,0128 4,1000
2 -0,0131 -7,9125
3 1,7204 -1,3436

de modo a identificar os elementos auxiliares:

3 h.
D 7o —===0,22025.10"°
j=1

VX

3 k.
D7 ——==8,68447.10""
j=1

VX

Os elementos procurados, definidos de (4.28) e (8.5) por:

2 2
—2v, 3 hj 3 kj

,/ = Yio=—| *| 2Vjo——=—
X10 [le " \/Xm } [121 g \/Xm

23: h] —Z'UZ *
Y = .cosa
j=1 » \’ X]o XlO

3 k, 2v .
Z)/jo senc



260  ROBERTOA.C.SIVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI
na data considerada sdo avaliados pelas estimativas:

)
Y _86872.10°

10

a’ =a=88,547°

de modo a identificar que o movimento nesta data ¢ definido sob a
orientacio:

Vio,w,
onde:
a=2-X
2

i11) Preservacio dos Elementos Caracteristicos sob as Orien-
tagOes

Sob a orientagdo V,,¢t,w,, dos elementos de identificacio na data:

k Puo [°] Vi ']
1 205,175 63,156
2 189,908 47,889
3 73,388 215,407

e das correspondentes expressdes dos elementos eaq, se-

guem-se as estimativas: 10

=
2% _1.107.[8,3549—1,3936.cos V —0,1083.cos 2V —0,0063.cos 3V + ..

10

+0,4535.senV +0,0498.5en2V +0,0041.sen3V +.. ]

a :%—[0,0697686-#0,0132913‘cosV+0,0044713.cosZV+0,0005796.c0s3V+...

+0,0128548.senV —0,0094260.s5en2V —0,0009116.5en3V ...]
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Sob uma orientagdo V,,&,—w, , dos elementos de identifica¢do
na data:

k ‘P:o [°] V1 _(p}:n [*]
1 205,232 —63,213
2 172,919 -30,900
3 —74,874 216,893

~ -2v
e das correspondentes expressdes dos elementos /X—Z ea, se-
10

guem-se as estimativas:

)
Y% _107(8,34971,3910.cos V —0,1080.cos 2V —0,0063.cos 3V + ...

10

+0,4517.senV +0,0498.5en2V +0,0041.sen3V +.. ]

a :%—[0,0693815+0,0132195.cosV+O,004447.c052V+0,0005766.cos3V+...
+0,0129461.senV —0,0094199.sen2V —0,0009101.sen3V ...]

Tomando por referéncia os valores estimados:

)
% 86872107 e a=88°,542

10

encontramos por melhor estimativa do pardmetro V na data
considerada:

V=-117°320

de modo a 1dentificar:

Vio,w, V,a,~w,

- 8,6893 8,6843
/ﬁ‘(lo%)
X]O

a 879,570 87°,594
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Tais resultados sugerem a possibilidade de preservagio dos ele-
mentos caracteristicos associados com a contribuicio forcada:

—2v,
XIO

\/pvr

, o

qualquer que seja a orientagdo do dngulo w,.

Com respeito as correspondentes contribuicdes livres dos trés
primeiros satélites, note que tais elementos também preservam
seus valores na data considerada, qualquer que seja a orientagio do

angulo w,.
3 * *
> H' (,0,k)cos[V; ~w, (t 1))y, ]
k=1
J V,a,w, V,o,—w,
1 -0,0972 -0,0973
2 0,1760 0,1759
3 1,6946 1,6946
3 * . *
7ZH (]:Ork)‘sen[\/i7wk(t7t0)7q)k0]
k=1
J V,o,w, V,,o,~w,
1 -0,1662 -0,1663
2 -0,4176 -0,4176
3 -2,3666 -2,3667

Como consequéncia natural desta investigacio é assumido
neste estudo que os valores dos elementos caracteristicos na data
considerada:

—2v 3 cos * .
\/1,\/, 2 Z _] Ok) v _wk(t_to)_(pk()](]:1y2;3)

3671
10 k=1

se preservam qualquer que seja a orientagéo do angulo w,.
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Com respeito a identificagdo do movimento sob a orientagio
oposta V,,7 +a,-w,, note da Secdo [2.2] que tal possibilidade se
verifica se V, é definido nas vizinhangas da condigéo:

Vi=m+ Vigear

Nio obstante a mudanga de orientagdo do angulo w,, seus ele-
mentos caracteristicos podem ser obtidos diretamente das defini-
¢bes dos correspondentes elementos sob a orientagio V,,7 +a,w,,
visto que seus valores se preservam sob tal orientagio.

Esse conceito de orientacio do movimento na data considerada
se completa com a identifica¢do da contribuicdo livre do 4° satélite,
a qual necessariamente requer levar em consideragio as caracte-
risticas de orienta¢do do angulo w,, sob a qual o movimento esteja
realmente definido. Suas correspondentes excentricidade e longi-
tude do pericentro sdo caracterizadas pelas equacoes (8.15) e (8.17),
sob a condigdo de que os elementos caracteristicos w,,H" (4,0,k) e
¢y, sdo estabelecidos sob a correspondente orientagio W, ou —iv,
através da Solucdo do Sistema Variacional Livre associado e do
requisito:

w, <0 orientagio w,

w, >0 orlentagdo —,
em oposi¢do ou ndo a orienta¢do dos elementos caracteristicos res-
sonantes (n,,n,,n,) assumida positiva.
5.2 Parametro de Integracao de Hori

Tal elemento é definido diretamente dos elementos de Sessin e
Ferraz-Mello e da Solugio do Sistema Variacional Forgado por:

V=n(t—t;)—0,5018.107° cos[n, (t —t,)+¢, ]

Recorrendo a estimativa

V=-117°,320



264 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

. N ~ *
segue-se na data considerada que a constante de integragdo ¢, é
avaliada por:

t, =t, +132,3530-0,0324349.cos ¢,

Levando tal resultado na expressdo do elemento original V,
segue-se que o pardmetro de integragio de Hori é definido neste
estudo por:

V=-117°,320+n,(t—t,)+0,5018.10 *[cos ¢, —cos[n,(t—t,)+¢, ]]

onde:

1) n,=1,54709.10" rad/dia
ii) ¢, éa constante de integracio associada com o Angulo Cri-
tico Laplaciano.

5.3 Variaveis Canonicas Associadas com o Angulo Critico
Laplaciano
Tais elementos sdo definidos de (7.34) pelas estimativas:

* ’ * 9 *
Uy =—<V) >ppp —u(()){sen[no(t—t0)+(/50 ]—90[§—cos2[no(t—t0)+(/§0 ]

+§cos4[n0(t—to)+¢:]---]m}

0
U =—20 cosny (t—t,)+ . ]...

20

em torno dos valores de referéncia:
Uy |y, =Us =0,998298.up
U, |, =U; =—0,0311.10”

onde
0, =-0,0117746
ug =5,7786.107.X,
n,=3,03.10" rad/dia
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Tomando tais equagdes e seus correspondentes valores de re-
feréncia, observamos que tais requisitos sdo satisfeitos pelas
estimativas:

ny(t, —t,)+@, =—93°343 (*)
Uy == <) >ppe |, +0,9982942.u
Recorrendo também ao elemento < v}, >p, identificado no [tem
[ 8], segue-se a equagio:

0,0040.cos’ V'—0,0092cos” V +2,8145c0s V +0,0068...|,_, =0

de modo a obter na data considerada:

V|, =90°139
L

Nesse caso da expressdo do elemento V encontramos:

V|, ==117°,318+n,(t , —t,)+0°029.cos¢,

T

que justamente com a equacdo (*), permite identificar as estima-
tivas da constante de integragio ¢, e do tempo de ocorréncia da
condig¢io do Equilibrio de Laplace t; por:

¢, =226°,022
t, =t, +234,064
Ressalte-se sob tal identificacdo um erro da ordem de:
X=0",496
para o Angulo Critico Laplaciano na data considerada.

Tal resultado leva a completa identificacdo do pardmetro de
integracdo de Hori através da equacio:

V =—117°340+n, (t—t,)—0,5018.107.cos[n, (t—t,) +¢; |
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onde:
1) n,=1,54709.107 rad/dia
i) ny=3,03.10° rad/dia
iii) ¢, =226°022

5.4 Angulo Critico 4

Recorrendo aos elementos de Sessin e Ferraz-Mello e a Solugio
do Sistema Variacional Forcado encontramos:

V=V, +n10.(t—t;)+0,0159.10'3.cos[n0.(t—t0)+¢0*J—
~6,5946.10" s5enV +5,3527.10 " sen2V +...
de modo a identificar , com auxilio dos resultados anteriores, a esti-

mativa na data considerada:

V,,=239°,607

Reescrevendo novamente o elemento V/, segue-se a estimativa:

V) =141°,684-+n,,.(t—£,)+0,0159.107.cos| ny. (¢~ t, )+¢; |-
—6,5946.10.senV +5,3527.10 °.sen2V +...

3 Caracteristicas do modelo para o movimento
dos Satélites Galileanos de Jupiter

Para facilitar posteriores identificacdes, reescrevemos os resul-
tados obtidos nas Se¢des [ 1 ] e[ 2 | como se segue.

1 Solucado do Sistema Variacional

As constantes de integragdo e o pardmetro de integracdo de Hori,
da solucdo do sistema auxiliar de Hori associado ao movimento, sdo
definidos em relacio a variavel tempo pelas estimativas:
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v,,=-4,0935.107.X,,

V,, =240°176-0,23277.107(t—t,)—0,0231.107. cos| n, (tt,)+4; |
[, =0,5333.10" 1,0001 +0,0117.sen| ny.(t~t,)+4; |...|
é :226°,o22+n0.(t—to)+1.10-2.[1,17756.cos[n0.(t—to)+¢g}

0,00693.sen2.| n, (¢ ~t,)+4; | —0,00007.cos3.[n0.(t—t0)+¢gﬂ

3
P :ZC;' sen[w,.(t—t,)+@y ]

k=1
> k
qu :zcj .cos[wk (t _t() )+(plz0]
k=1

M=-238,82908+1,8041787.(t —t,)—0,0585183.cos[n,.(t —t,)+¢, ]
' seng, =0,5333.107.[0,01 17+sen[n,.(t—t,)+¢, ]...]

T, cosd, =0,5333.10".[cos[n,.(t—t,)+¢; ]]

onde:

1) ny=3,03.10° rad/ dia
i) ¢ =226°,022
111) Na data considerada

t,: JED 2.450.464

omovimentoédefinidosobaorientacioV,,a,w, pelascaracteristicas:

k o, [107] Pro

1 -3,1165 205°,175

2 -1,2890 189°,908

3 -1,3863 -73°,388

Ch [107] j=1 j=2 j=3 i=4

k=1 0,0010 -0,0301 -0,2249 -
k=2 0,8503 0,4757 -0,0608 -10,7224
k=3 2,5198 1,4101 -0,1777 0,2643
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Ressalte-se que se 0 movimento é definido sob a orientagio
V,,m+a,—w, numa data qualquer, entdo as caracteristicas desta
orientacio para as contribui¢des livres do 4° satélite sdo definidas por:

k w, [107] Pr C} [107]
1 3,1165 205°,232

1,2890 172°,919 -10,6436
3 1,3863 -74°,874 0,2896

Ressalte-se também, sob tal orientacéo, a preservacio dos valo-
res dos elementos caracteristicos do movimento na data considera-
da definidos sob a orientagio V,, 7 +a,w,.

2 Solugao do Sistema Auxiliar de Sessin e Ferraz-Mello

Das estimativas das integrais primeiras de Hori e G-Sessin:
E =16,7407.10¢
G =-4,1553.10°3
seguem-se os elementos caracteristicos:
£"=4,2233.107°
d*=0,0893975

£=6,6952.107

que identificam a solugio do sistema auxiliar de Sessin e Ferraz-
-Mello por:

‘)’,‘:4,2233.10"3 —0,0282.107%.cos V+0,0459.10%.cos 2V +...
H=0,2416.10"senV —0,7876.10".sen2V +...
K=-1,0992.10"°+0,2379.10°.cos V~0,7876.10".cos 2V +...
V, =141°,684+n,,(t—t,)+0,0159.10.cos[n,.(t —t,) + ¢, |-
6,5946.10.senV +5,3527.10 " sen2V +...
V=-117°,340+n,.(t—t,)—0,5018.10".cos[n,.(t —t, )+ ] +...
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onde:

) n,=1,29109.10rad/dia

i) n,=1,54709.102rad/dia

111) Ressalte-se para tal solu¢do que as caracteristicas dos ele-
mentos H e K sdo aqui estabelecidas sob a condigio:

r=—=
2

a partir da referéncia Sato (1986).

3 Variaveis candnicas do Método de Hori

Tais variaveis tém seus principais comportamentos definidos
pela solugio do sistema auxiliar de Hori na conveniente vizinhanga:

a'=¢'=1

sob a influéncia do correspondente vinculo do Equilibrio Instanta-
neo Similar.

Dos resultados anteriores encontramos suas estimativas dadas
por:

v =—4,0935.107 X,
V/'=141",684+n,,(t—t,)+0,0159.10.cos[n, (t—t,) + ¢, ]—6,5946.10
senV +5,3527.10".sen2V +...

vy =107 X, [ —6,8033+2,8175.cos V —0,0046.cos2V +0,0010.cos 3V +... |

V! =0,5333.107" cos[no(t—to)+¢:]“

3 3
p]’. ~7i [Zymo.p;J:./Xm .ZCf.cos[\/l'—wk(t—to)—(oko]
m=1 k=1
3 3
CI;' ~7jo [Z}/m()‘q:nj: VX ZC?.sen[\/l'—wk(t—to)—(okd
m=1 k=1
3
D VmoP'w =107 X, . [-1,7554.sen[n, (t—t,)+ ¢, ]-0,0086cos V.. ]sen’.
m=1

3
Zj/mo g, =107/ X, [1,7554.cos[n, (t—t,)+ ¢, ]...]sent
m=1



270 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

onde:

1) fz(—l)nﬂ.% n=0oun=1

4 Variaveis candnicas associadas com o principal
comportamento do movimento

Tais varidveis sdo definidas pelo Equilibrio Instantdneo Similar
na conveniente vizinhanga

a=¢

sob a influéncia de seu correspondente vinculo e sujeitas a condi¢do
de invariancia com respeito a transformacédo de Hori:

o /!
vy =V Vi=V,

3 3
b; _yj'o(zymopm):p; _Vjo(zymo'p:n)

m=1 m=1
3 3
q; _Vjo(zymo-qm) =q;‘ _on(zym()'qln)
m=1 m=1
Dos resultados anteriores e equacio (8.3) encontramos:
v, =—4,0935.107° X,
V, =141°,684+n,,(t—t,)+0,0159.10 .cos[n, (t —t,) + @, ]—6,5946.10".senV

+5,3527.107° sen2V +...

© ) 3
v, =X, |:ZW*(m,O).cosmV+ Z Z:\/V*(m,k).sen[\/1 +mV —w, (t—t,)— ¢y, ]
m=0

m=-o0 k=1
V, =0,5333.10"".cos[n, (t—t,) +¢, ]

3 3
P;=7;o (Z}’mo~Pm) :\/Xm ZCfCOS[V1 —Ww, (tfto)f(p:()]
m=1 k=1

3 3
;= 7jo (Zymo q,,) ==y X1 Zcf sen[V, —w, (t_to)_(P:o]
m=1 k=1

iymo.pm =10"X,, |:—1,7554.sen[n0(t—t0)+¢:]—0,0086c05\/...}sené.
m=1

iymo.qm =107 /X, |:1,7554.cos[n0(t—t0)+¢:]...}.senf
m=1
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onde:

1)  Os coeficientes W* (m,k) sdo definidos no Item [2.3]

5 Varidveis candnicas associadas com o Angulo Critico
Laplaciano

Essas variaveis sio definidas na conveniente vizinhanga
a=¢
onde as varidveis canonicas associadas com o Angulo Critico Lapla-

ciano tem seus principais comportamentos definidos pela equagio:

N
Y| U =[0,5333.10°
4.X,,

Recorrendo a equacio (8.4) e resultados anteriores, seguem-se
as estimativas:
uf =1
U=V,
W, =—5,5787.107.X, [sen[n, (t—t,)+ @, ]+0,0049.cos V +...]
U, =0,5333.10"".cos[n, (t—t,)+ ¢, ...
2v . 3

2 cos(U; —a)+ Y H'(m,0,k).cos[U; —w,.(t—t,)—@y]

h -, |z
"Xlo o Xm k=1

k* _21)7 * 3 * * *
m 2 sen(U, —a)— Y H'(m,0,k).sen[U; —w,.(t—t,)—@,]

= —J/m' .
\[ X10 ) X1 0 k=1

onde:
1)
m Yo
1 0,4912574
2 -0,8630126
3 0,1177944
4 0
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i)

© © 3
ZR*(m,O).cosmV+ Z Z:R*(m,lz).sen[\/1 +mV—wk(t—t0)—go,:0]

Xm m=0 m=—c0 k=1

a=0+(-1) {ia*(m,O).senmw 3 S (mk).coslV, +mV7wk(t7t(,)f<p;)]}

m=1 m=—0 k=1
cujos coeficientes R*(m,s) e ¢* (m,s) sio definidos no Item [2.3] sob
a orientacdo V,,a,w, .

i11) Na data considerada

t,: JED.2450.464

o movimento é definido sob a orientagdo V,,a,w,, cujos correspon-
dentes coeficientes H*(m,0,k) sdo avaliados por:

H*(m,0,k)[107] m=1 m=2 m=3 m=4
k=1 -0,1976 -0,1106 0,0139 -
k=2 0,0036 -0,1300 -0,9675 -10,7224
k=3 0,0128 -0,3841 -2,8674 0,2643

Ressalte-se para o movimento definido sob a orientacdo
V|, 7 +a,—w, os correspondentes coeficientes para o 4° satélite:

k H'(4,0,k)[109]
1 _

2 -10,6434

3 0,2896

6 Variaveis canonicas associadas com a Integral
Primeira de Sessin e Henrard

Essa identificagdo caracteriza os principais comportamentos das
variaveis canonicas

(uivhj’ Ui’kj)
de modo a levar em consideracio as influéncias da Comensurabi-

lidade Laplaciana, do Pardmetro Caracteristico do Movimento e do
Equilibrio Instantaneo Similar.
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Recorrendo a equagio (8.5) e resultados anteriores, encontra-
mos suas estimativas dadas por:

u, =1

U =V,
u, =—1,0666.10°.X,, [—0,0583+cos[n0(t—t0)+¢:J...J+XlOSZ—X10)5

U, :z+0,5333.10-3.cos[n0(t—to)+¢g‘]...

3
=Y.0 —2v, COSOC*+ZH*(M.0,k).COS[U1_wk(t_to)_(p;:o]
\/ 10
.senc —ZH (m.0,k).sen[U, —w, (t—t,)— (P:o]

onde:

i) 5=-0,3693607
3
ZZ (m,0).cosmV + Z ZZ* (m,k).sen[U, +mV —w, (t—t,)— (pko]

m=-o0 k=1

X :Z)(*(m,O).cosmV+ Z Z:)(*(m,kz)‘sen[U1 +mV —w, (t—to)—(p,:o]

m=1 m=-o0 k=1

cujos coeficientes Z*(m,s) e ¥"(m,s) sdo definidos no Item [2.3] sob
a orientagdo V,,«,w,.
. {a orientagdo V, aw, (V, =Viggar)
u) a =

T+o orientagao V,,w+a,—w, (V,=m+V zpa; )

7 Variaveis canodnicas originais

Esse passo identifica os principais comportamentos das varia-
vels candnicas

(X,P,0,Q;)

de modo a levar em consideracio as influéncias das Comensurabi-
lidades 2:1 e Variacdo do Angulo Critico Laplaciano.
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Dos resultados anteriores e equagio (8.6), seguem-se as esti-
mativas:

X, :X10[1+O,3153197.Z—%]
0,=U, +U, +[-2,0157.10° —0,0682137.Z +0,3153197. 1]
X, :X10[2,7085528+0,6846804.Z+%]

0,=U,-U, +[-2,0157.107 ~0,0682137.Z —0,6846804. x|

P- - * d * *
L=y, [ cos(@” +U, + =)+ Y H (m,0,k).cosw, (t—t,)+ ]
X]O 10 410 k=1

i _2 * 3 * *
< =7, [z sen(a” +U, + =)+ 3 H' (m,0,k).senfw, (t~t,) + ;]
Xm X1o 430 k=1

8 Elementos caracteristicos do movimento

8.1 Semieixos maiores

Tais elementos sdo definidos de (7.7) e (8.8) por:

L 2
a =a,—=| p=12,3
P PO[LPOJ

L X x
L =14 2 (p).Z - s
3 ( Lpoj (p)-Z —m(p) 5

onde:

Em termos da influéncia do Pardmetro Caracteristico do Movi-
mento sdo avaliados por:

L =1+0,3153197.Z2-0,5.

LlO

L

—2=1+0,0762696.Z +2,1169911.%
LZO

L

3 =1-0,4856475.Z —0,3546527.

30

I~
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com:

Sato (1986)
a,, =4,23158.10°km
a,, =6,71748.10°km
a,, =10,66353.10°km
a,, =18,83282.10°km

Nasa (2007)
a,, =4,22968.10° km
a,y =6,71446.10°km
a,, =10,65873.10°km
a,, =18,82700.10°km

Ressalte-se para o modelo que:
a4 = Ay
8.2 Angulos criticos

Tais elementos podem ser avaliados da equagio (8.7) por:

10

1] v . 1 )
0.=V, +=| -8’7 |+(-D)""[U, =UJ ]+ =[S+ (=1)""].
i =Vi Z{X } =)y, -0, ] 2[ D" ]x

i=1,2
0,-0,=20+2[U, -Uj ]+ x

onde:

) 40935107

10

i) S=-0,3693607
iii) Uy =-0,0311.10""
iv) U,=(+U,

onde / é caracterizado pela orientac¢do 2, na qual o movimento é
definido para V, =V g

8.3 Excentricidades

Esses elementos podem ser avaliados de (1.3), (2.5) e (4.27)
através das estimativas:
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cujas componentes (8.11):

) )

Fl) )

identificam as componentes forcadas (8.12)

hm —y —21) (x-)k
=Y .COs
\/Xm F ' XlO

m=1,2,3

km —21)2 *
=V o -Sena
\/Xm F XlO

e as componentes livres (8.13)

h 3 . *®
( m J =Y H'(m,0,k).cos[V, —w, (t—t,)— @]

m=1,2,3,4

3
ky ZH* (m,0,k).sen[V, —w, (t—t,)— (P:()]
ND & L

Em particular, ressalte-se de (8.15) a estimativa para o 4° satélite:

el = (%j{[iH*({O,k).cos[wk(t —to)‘i'(l’:o]} +

40 k=1

+{Z3:H*(4,O,k).sen[wk(t —t,) +(P:o]} }

k=1

de modo a levar em consideragio o requisito da orienta¢do do movi-
mento na data considerada com respeito a tal satélite.
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8.4 Longitudes dos pericentros

Tais elementos podem ser avaliados diretamente de (8.16) atra-
vés das estimativas:

u
b o=— —U - =1,2,3
YT TETOX P

kP
¢, =arctg E

Em particular, ressalte-se de (8.17) a estimativa para o 4° satélite:

onde:

3

Z (4,0,k).sen[w, (t—t,)+ @y, ]
k=1
3

Z (4,0,k).cos[w, (t—t,)+,, ]

k=1

w, =—arctg

de modo a levar em considera¢io o requisito da orientacdo do movi-
mento na data considerada, com respeito a tal satélite.

4 Viabilidade do modelo

O modelo é a seguir utilizado para verificacdo de caracteristicas
conhecidas do movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter, to-
mando por referéncia caracteristicas basicas definidas por Lieske

(E;) e Nasa (2007).

Tal estudo é aqui desenvolvido a partir das estimativas:
Vi=Vi|, +ny,.(t—t,)
V=V | +n,.(t—t)
onde:
1) Vi, =142°019 (Nasa)
V|, =-117°320 (Modelo)
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1) ny,,=1,2906.10*rad/dia (E;)
n, = 3,03.10*rad/dia (E;)
n,=1,5471.102rad/dia (Modelo)

de modo a negligenciar as contribui¢cdes de ordens superiores para
tais elementos.

4.1 Referéncia Nasa (2007)
ty: JED 2.450.464

Referéncia: E

0, = -485°978
Viear = 143°,955
0, =-666°113

1) Elementos Caracteristicos do Movimento na Data

Os correspondentes elementos foram avaliados anteriormente
na Segio [2] pelas estimativas:

Vi|, =142°019
V|, =-117°320
—2v,
— =38,6872.103
XlO
a*=a=88°542
1) Identificacdo de Orientacdo na Data
Dos elementos:
Vpear = 143°,955 V, =142°,019
segue-se que V, é definido nas vizinhancas da condicéo:

V= Vigear

de modo a identificar que o movimento na data considerada é defi-
nido sob a orientagio:

_ P/
V,,o,w, com o = E—X
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cujos correspondentes elementos auxiliares de identificacido sdo
definidos pelas estimativas:

k V-
1 -63°,156
2 -47°,889
3 215°,407

1) Componentes das Excentricidades e Longitudes dos
Pericentros

Sob a orientagdo V,,a,w,, tais elementos sdo definidos pelas
estimativas:

o [ & |3
0,1086 4,2663 -0,0972 | -0,1662 0,0114 4,1001
-0,1908 -7,4947 0,1760 -0,4176 | -0,0148 | -7,9123
3 0,0260 1,0230 1,6946 -2,3666 1,7206 -1,3436

Com respeito ao 4° satélite, recorrendo a Secdo [3.8] seguem-se
as estimativas:
e, =7,3996.10°

(W, ) =351°490
iv) Elementos Caracteristicos do Modelo
Sob a orientagdo V,,a,w, encontramos as estimativas:
1 Elementos auxiliares na data
7= -4,1878.10° (7),,, =0,0009.10°
¥ =0,2248.10- U;=-0,3703.10°

2 Semieixos maiores

<ap> [10° km] Modelo Sato Modelo Nasa Nasa (2007)
p=1 4,22059 4,21872 4,21800
p=2 6,71325 6,71022 6,71100
p=3 10,70693 10,70207 10,70400
p=4 18,83282 18,82700 18,82700
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Ressalte-se a acentuada diferenca de mais de duas centenas de
quilémetros para os valores dos semieixos maiores, definidos pelo
modelo com respeito as duas referéncias consideradas. Uma pos-
sivel justificativa é o uso das coordenadas de Jacobi no desenvol-
vimento de Marsden (1966), acrescida da necessidade de maior
precisido dos valores dos semieixos maiores, associados a referéncia

Nasa (2007).

3 Angulos criticos

Modelo NASA (2007)
0, 231°,899 231°,963
0, 51°,937 52°,072
0,-0, 179°,961 179°,889
A©, - 6,) 217" 640"
4 Excentricidades
<ep> [107] Modelo Nasa (2007) (e))r (e
p=1 4,1001 41 4,2676 0,1925
p=2 9,3998 9,4 8,9065 0,5384
p=3 1,3000 1,3 0,6094 1,7167
p=4 7,3996 7,4 - 7,3996
5 Longitude dos pericentros
<17)p> Modelo Nasa (2007)
p=1 128°,260 128°,126
p=2 308°,208 308°,076
p=3 256°,087 255°,969
p=4 351°,490 351°,491

4.2 Referéncia Sato (1986)

t:JED 2.441.800,5

t—t,:-8663,5 dias
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Referéncia E;

6,=-52°810
Vigear = -142°,799
0, =487°212

1) Elementos caracteristicos do movimento na data
V,=142°,019 — 286°,306 = - 144°,287
V=-117°320-119°526 = 123°,154

i1) Identifica¢do de orientacido na data

Dos elementos:

Virea, = -142°,799 V,=-144°287
segue-se que V, € definido nas vizinhangas da condicéo:
Vi= Viggar
de modo a preservar a orientacéo original nesta data:

_ n
V,a,w, com o= E_X
cujos correspondentes Elementos Auxiliares de Identificagio sio

definidos pelas estimativas:

k V1 _wk(t_to)_(p;o
1 -96°,346
2 105°,969
3 -39°,033
—2v,
1) Elemento [——2 na Data
X10

)
X—”Z ~107[7,8922-1,2322.cos V —0,1049.cos 2V —0,0039.cos 3V +...

10

—0,3090.senV —0,0354.sen2V —0,0028.sen3V +...]

—2v,
V=123°954 = =38,3777.10°3
XlO
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iv) Elemento a na data
a =%—[—0,0467922—0,0090498.CosV—0,0030427.C052V—0,0003957.COS3V...
+0,0208359.senV —0,0088686.sen2V —0,0007867.sen3V...]

V' =123°954 = a = 90°,892

v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-
centros

Sob a orientagdo V,,a,w,, seguem-se as estimativas:

h k h k h, k, _
p[107] = _— ,—p /—P IE [ <wP>
\Y XIO F XIO F XIO L XlO L Xl() X10
1 -0,0641 | 4,1151 0,0907 | -0,1918 | -0,0334 | 3,9233 | 53°,919
2 0,1125 | -7,2252 | -0,2504 | -0,2248 | -0,1379 | -7,4540 | 235°,467
-0,0154 | 0,9867 | -1,9626 | -0,8618 | -1,9780 | 0,1249 | 328°,020
Com respeito ao 4° satélite, encontramos as estimativas:
e, = 7,5258.1073
(W, ) =71°,050
vi) Elementos caracteristicos do modelo
Sob a orientagdo V,,a,w,, seguem-se as estimativas:
1 Elementos auxiliares na data
— -3 o -3
7 =-4,1828.10 (Z) e = 0,0059.10
x =0,2028.10- U,=-0,5072.10"
2 Semieixos maiores
<ap> [10°km] Modelo Sato Modelo Nasa Sato (1986)
p=1 4,22060 4,21873 4,22059
p=2 6,71325 6,71021 6,71315
p=3 10,70688 10,70202 10,70700
p=4 18,83282 18,82700 18,83282




3 Angulos criticos

UM ESTUDO DA LIBRAGAO LAPLACIANA 283

Modelo Sato (1986)

0, -54°,415 -54°,65

0, -234°,361 -234°,55

0,-0, 179°,946 179°,900

A6, - 6)) 3147 -6
4 Excentricidades
(e, ) [107] Modelo Sato (1986) (e)r (e

p=1 3,9234 4,0859 4,1156 0,2122
p=2 8,8568 9,4353 8,5845 0,3998
p=3 1,1803 0,6988 0,5877 1,2765
p=4 7,5258 7,5904 7,5258

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente a referéncia Sato (1986), cuja origem do Sis-

tema de Referéncia é a origem do Equinécio 8- 1950, observamos

que as longitudes dos pericentros dos dois primeiros satélites:

Modelo Sato (1986)
(@) 53°,919 55°,334
w, 235°,467 234°,302

identificam uma independéncia de tais elementos com respeito a

origem do sistema considerado.
Para as longitudes dos pericentros dos 3° e 4° satélites, tomando

por origem a origem do Equinécio 8- 1950 para a referéncia Nasa
(2007), observamos:

Modelo Sato (1986)
(iw, 228°,067 123°,826
(i, 331°217 335°,236

de modo aidentificar uma significativa discrepancia para o 3° satélite.
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6 Comentario

As discrepancias acima observadas podem ser justificadas re-
correndo-se as Caracteristicas Livres do Movimento definidas a
partir da referéncia Sato (1986).

Tomando-se suas correspondentes longitudes dos pericentros
<1Dj> (j = 3, 4), definidas a partir da origem da referéncia Nasa
(2007) por:

onde €); é a longitude do nodo ascendente de Japiter, segue-se para
a orientacgdo V,,a,w, as estimativas do Sistema Variacional Livre na
correspondente data:

k A, (109) Pro

1 0,0010981 -41°,021
2 0,8559055 106°,338
3 2,7301636 -56°,935

de modo a identificar na data JED 2.450.464 (Nasa, 2007)

k Ay (109) P

Modelo (Sato) Nasa Modelo (Sato) Nasa
1 0,0010981 0,0009983 212°,005 205°,175
2 0,8559055 0,8502696 186°,501 189°,908
3 2,7301636 2,5198468 -25°,069 -73°388

bem como os correspondentes elementos caracteristicos nessa data:

p e, (107%) <EP>

Modelo (Sato) Nasa Modelo (Sato) Nasa
1 3,70 41 129°,367 128°116
2 8,28 9,4 308°,317 308°,076
3 1,52 1,3 195°,367 255°,969
4 7,57 7,4 356°,354 351°,491
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As discrepancias observadas para as excentricidades e longitu-
des dos pericentros dos satélites sdo conseqiéncias naturais das dis-
cordancias de valores das amplitudes A,, e fases ¢,, com respeito
as duas referéncias.

4.3 Referéncia Marsden (1966)

t:JED 2.433.282,4
t—t,:-17181,6 dias
Referéncia: E;

6,=127°885
Vippar = 217°,972
6, = 308°,060

1) Elementos caracteristicos do movimento na data
V,=142°,019 - 105°,096 = 36°,925
V=-117°,320-110°166 = 132°,515
1) Identificacdo de orientacdo na data
Dos elementos:
Virpa = 217°,972 V,=36°925
segue-se que V, é definido nas vizinhancas da condigio:

Vi=a+ Viggar

de modo a ndo preservar a orientacgdo original V,,«,w, na data
considerada.
Nessa data o movimento é definido sob a orientagio oposta:

Vi, m+o,—w,

nio obstante seus correspondentes elementos caracteristicos:

_2 4 * *
X—”?, o, Y H mOR)Z[Vi—w,t—t)-¢;, | (m=123)
10 k=1
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preservem os mesmos valores se o movimento é definido sob a
orientacdo V,,a,w,, cujos Elementos Auxiliares de Identificagdo sdo
definidos pelas estimativas:

k Vi—w, (t—t)) =@y
1 3°,764

2 18°,083

3 185°,589

Ressalte-se, porém, para o 4° satélite sua dependéncia com res-
peito as caracteristicas impostas sobre o movimento pelo elemento
-w, discutido na Se¢do [2.2].

111) Elemento /ﬂ
Xl()

Sob a orientacdo V,,a,w,, segue-se que:

)
2% _107[8,6974—1,5119.cos V —0,1037.cos 2V —0,0081.cos 3V +...

10

+0,7774.senV +0,0836.sen2V +0,0070.sen3V +...]

—2v,
V=132°515 = ,[|[——=10,2157.103
XlO

1v) Elemento s + a na data

Sob a orientacdo V,,a,w,, encontramos:

a =%—[0,1204265+0,0227809.COSV+0,0076657.C082V+0,0009924.COS3V...
+0,0071512.senV —0,0097927.sen2V —0,0010175.sen3V...]

V=132°515 = «=283%150
Consequentemente segue-se sob a orientagdo V,,7 +a,—w, que:

a"=xa+a=-96°850
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v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-

centros

Sob a orientagdo V,,7 +«,—w,, segue-se que:

el [ o
107 V% V% (V% (X | VX | VX0 | 7

1 -0,5985 | -4,9827 | -0,2065 | 0,0131 | -0,8050 | -4,9696 | 62°,396
2 1,0515 | 8,7534 | 0,1483 | 0,0103 | 1,1998 | 8,7637 | 240°,991
3 -0,1435 | -1,1948 | 1,9480 | 0,0201 | 1,8045 | -1,1747 | 356°,258

Com respeito ao 4° satélite, encontramos as estimativas:

e, =7,1311.103
(-w,) =163°532
vi) Elementos caracteristicos do modelo

1 Elementos auxiliares na data

Z=-4,2000.10"3 -0,0113.10°

<Z>I’ER -

x =-0,2455.10° U, =-0,2919.10°

2 Semieixos maiores

<ap> [10° km] Modelo Sato Modelo Nasa
p=1 4,22058 4,21870
p=2 6,71311 6,71007
p=3 10,70710 10,70224
p=4 18,83282 18,82700
3 Angulos criticos

Modelo LIESKE E,

0, 126°,809 127°,885

0, 306°,839 308°,060

0,-0, 179°,970 179°,825

A®, - 6,) 148" -1030"
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4 Excentricidades

(e, ) [107] Modelo (e)r (et
p=1 5,0344 5,0185 0,2069
p=2 10,5083 10,4737 0,1766
p=3 1,2823 0,7166 1,1601
p=4 7,1311 - 7,1311

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente a referéncia Marsden (1966), cuja origem
do Sistema de Referéncia ¢é a origem do Equindécio 8- 1950, en-
contramos por estimativas das longitudes dos pericentros dos dois
primeiros satélites:

Modelo Marsden (1966)
(w,) 62°,396 93°,50
(w,) 240°,991 198°,20

Sob a condi¢io de independéncia de tais elementos com respeito
a origem do sistema considerado, constatamos a necessidade de
uma precisdo mais refinada dos Elementos Caracteristicos do Mo-
vimento na data considerada.

Para as longitudes dos pericentros do 3° e 4° satélites, tomando
por origem a origem do Equindcio 8- 1950 para a referéncia Nasa
(2007), observamos:

Modelo Marsden (1966)
(w,) 256°,305 245°,80
(w,) -63°,579 42°,80

de modo a identificar uma discrepancia significativa para a longi-
tude do pericentro do 4° satélite.
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4.4 Caracteristicas médias do movimento para
a referéncia Lieske (E;)

t:JED 2.443.000,5
t—t,: -7463,5 dias
Referéncia: E;
0, = -245° 386
Vigga, = -155°,386
0,=-65°386

1) Elementos caracteristicos do movimento na data
V,=142°,019 - 118°,955 = 23°,064
V' =-117°,320-135°818 = 106°,862

11) Identificacio de orientacdo na data
Dos elementos:
Vigen, = -155°.386 V= 23°,064
segue-se que V, é definido nas vizinhancas da condic3o:

Vi=a+ Viggar

de modo a ndo preservar a orientagdo original V,,a,w, na data
considerada.
Nessa data o movimento é definido sob a orientagio oposta:

Vi,m+o,—w,

cujas caracteristicas sdo essenciais para a identificacdo do 4° sa-
télite, ndo obstante, os elementos caracteristicos do movimento
associados com os trés primeiros satélites possam ser identificados
diretamente da orientagdo V,,a,i,, cujos correspondentes Elemen-
tos Auxiliares de Identificacio sio definidos pelas estimativas:



290  ROBERTO A. C.SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES « MARIA C. F. S. ZANARDI

k Vi—w, (t=ty) =9y,
1 -74°,811
2 1°,945
3 223°,633
111) Elemento 2, na data

10

—2v,

21073.[8,1750—1,3306.COSV—0,1072.C0$2V—0,0055.COS3V+...

10

+0,2720.senV +0,0300.sen2V +0,0025.sen3V +...]

)
V=106°862 = X”Z = §,8878.10°

10

iv) Elemento s + a na data

a =% —[0,0418397+0,0079873.cosV +0,0026868.cos 2V +0,0003484.cos 3V ...

+0,0159481.senV —0,0092114.sen2V —0,0008626.sen3V ...]

V=106°862 = a = 86°649
Consequentemente segue-se sob a orientagio V,,m+o,—w, que:

a"=x+a=-93°351

v) Componentes das excentricidades e longitudes dos peri-

centros

Sob a orientagdo V,,7 +a,—, segue-se que:

hP
p[107] J

[ R, ] h, ] k, ] h, k, ()
1 -0,2552 | -4,3587 | -0,0575 | -0,1820 | -0,3127 | -4,5408 | 70°,995
2 | 04483 | 76572 | 0,1191 | -03673 | 0,5674 | 7,2899 | 251°,507
3 |-00612 ] -1,0451 | 11121 | -1,9324 | 1,0509 | -2,9775 | 47,616
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Com respeito ao 4° satélite, definido sob a orientagdo V,,7 +a,—w,,
encontramos as estimativas:

e, =7,2582.10°

(=i, ) = 160°,224

vi) Elementos caracteristicos do modelo

Ressalte-se nas Tabelas de Comparacdo, a seguir, que a refe-
réncia Lieske (1998) define as reais caracteristicas do movimento,
enquanto o modelo identifica as caracteristicas médias de corres-
pondentes elementos.

1 FElementos auxiliares na data
7Z=-4,1881.10°  (Z), . =0,0006.107

¥ =-0,0708.10-° U, =0,5247.10°

2 Semieixos maiores

<ap> [10° km] Modelo Sato Modelo Nasa Lieske E
p=1 4,22060 4,21873 4,21769
p=2 6,71317 6,71013 6,71078
p=3 10,70696 10,70210 10,70427
p=4 18,83282 18,82700 18,82758

3 Angulos criticos

Modelo Lieske E
0, -247°,005 -245°,386
0, -67°,069 -65°,386
0, -6, 180°,064 180°
A©, -6)) 350" _
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4 Excentricidades

(e, ) [107] Modelo (&) (e,
p=1 4,5516 4,3662 0,1909
p=2 8,665 9,1123 0,4587
p=3 1,8804 0,6235 1,3278
p=4 7,2582 - 7,2582

5 Longitude dos pericentros

Comparativamente as referéncia Lieske (E;), cuja origem do
Sistema de Referéncia ¢ a origem do Equinécio - 1950, observa-
mos que as longitudes dos pericentros dos dois primeiros satélites:

Modelo Lieske ( E;)
(w,) 70°,995 49°,247
(w,) 251°,507 255°,032

sob a condicdo de independéncia de tais elementos com respeito a
origem do sistema considerado, identificam uma acentuada discor-
dancia para a longitude do pericentro do primeiro satélite.

Para as longitudes dos pericentros dos 3° e 4° satélites, tomando
por origem a origem do Equinécio 8- 1950 para a referéncia Nasa
(2007), observamos:

Modelo Lieske (Es)
() 307°,663 307°,378
(w,) 299°,729 297°,305

5 Comentadrios finais

Obyjetivando satisfazer o requisito basico de De Sitter (1925)
para o estudo de um problema ressonante, este trabalho se apre-
sentou como uma contribuicdo investigativa de caracteristicas do
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movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter, tendo em vista a
referéncia original da qual se origina (Marsden, 1966).

Esse processo de investigagio, a partir das ideias bésicas de Ses-
sin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984) com respeito ao Método
de Hori (1966), abre a possibilidade de defini¢cio de uma solucéo
intermedidria do movimento, que certamente é mais préoxima da
realidade do que as orbitas keplerianas.

As caracteristicas locais, decorrentes das influéncias das Co-
mensurabilidades (Ferraz-Mello, 1985) e do Equilibrio Instan-
taneo (Henrard, 1983), conduzem a efetivos valores de referén-
cia e rigidas limitagdes dos campos de variagdes dos elementos do
movimento. Como natural consequéncia constata-se a necessidade
de uma precisdo mais refinada dos dados da referéncia original, de
modo a satisfazer a sensibilidade das Equagdes Variacionais dos
correspondentes Sistemas Livre e Forcado.

Nio obstante possa contribuir para o estudo de caracteristicas
do movimento dos Satélites Galileanos de Jupiter, este trabalho
deixa em aberto outras investigacbes decorrentes de novas questoes
oriundas do préprio modelo:

1) Necessidade de um estudo mais aprofundado das limitagdes
impostas pelas caracteristicas locais decorrentes do conceito
de Equilibrio Instantaneo (Henrard, 1983).

1) Aperfeicoamento do modelo a partir de suas préprias carac-
teristicas para um estudo mais refinado das contribuicées de
ordens superiores.

i11) Interpretacdo da natureza fisica da Fungdo Caracteristica do
Movimento associada a influéncia da Comensurabilidade
Laplaciana.

1v) Aperfeicoamento da defini¢do do Pardmetro Caracteristico
do Movimento com respeito a condi¢do do Equilibrio de
Laplace.

v) Interpretacdo da natureza fisica da condicdo de eliminagio
do termo misto de Poisson no estudo das contribuicées de
ordens superiores associadas com a geratriz da Transforma-
¢do de Hori (1966).



294 ROBERTO A. C. SILVA « RODOLPHO V. DE MORAES ¢ MARIA C. F. S. ZANARDI

vi) Investigacdo do conceito de orientacio do movimento sob
uma condic¢do mais geral, definida pelas possibilidades

ya,wp V,o,—wy Vi, m+a,w,y V, m+o,—w,:

Ainda que sujeito a tais necessidades de aprimoramento, este
estudo apresenta entre suas contribuicdes a identificacdo de esti-
mativas médias das caracteristicas livres e forcadas do movimen-
to, a partir das referéncias Sato (1986) e Nasa (2007). Em parti-
cular ressaltamos o principal comportamento do Angulo Critico
Laplaciano.

Outro resultado importante, decorrente da aplicagio do modelo
em relagdo a Lieske (1998), abre a possibilidade de que, sob tais
influéncias locais, os elementos médios de Marsden (1966) sejam
boas estimativas dos correspondentes elementos do movimento na
data considerada.

Outras observagdes poderiam ser inseridas neste contexto, mas
certamente é necessario um conjunto mais completo de dados de
uma Unica referéncia original, de modo a permitir uma melhor
avaliagio dos resultados de uma analise dos comportamentos dos
correspondentes elementos caracteristicos do movimento.

Como seu principal resultado, este trabalho corrobora as ideias
basicas de Sessin (1983) e Sessin e Ferraz-Mello (1984) com res-
peito ao Método de Hori (1966) como sendo uma recomendavel
diretriz para se estabelecer condi¢Ges necessarias para o requisito
bésico de De Sitter (1925) no estudo de um problema ressonante.
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