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Resumo

O presente trabalho apresenta estudos numéricos para escoamentos de �uidos viscoe-
lásticos em que a viscosidade polimérica ηP e o tempo de relaxação λ variam linearmente
com a pressão p. Estas modelagens foram incluídas nos modelos Oldroyd-B e UCM e im-
plementadas no ambiente de simulação de escoamentos viscoelásticos rheoTool, baseado
no OpenFOAM R©. Desta forma, neste trabalho é apresentada uma introdução aos softwa-
res para simulação de escoamentos OpenFOAM R© e rheoTool, é dada uma breve ideia de
discretização pelo método dos volumes �nitos e de metodologias numéricas, como o mé-
todo SIMPLE e algumas de suas variações, que fazem parte do OpenFOAM R©. A nova
modelagem implementada é, então, aplicada aos estudos numéricos de escoamentos entre
placas paralelas �xas (canal) e em uma contração 4:1. No caso do escoamento em um
canal, primeiramente é realizado uma análise de convergência a partir do re�namento de
malha para o escoamento totalmente desenvolvido. Para o problema da contração 4:1, são
apresentados inicialmente resultados de veri�cação através de comparações com resultados
existentes na literatura. Em seguida, para ambos os problemas, um estudo paramétrico
detalhado mostra a forte in�uência no comportamento do escoamento quando as variações
da viscosidade e do tempo de relaxação com a pressão são levadas em consideração. Para
que o estudo paramétrico possa ser ampliado, a metodologia Log-conformation é utilizada
para amenizar o problema do alto número de Weissenberg e obter maior estabilidade nos
resultados.

Palavras-Chave: OpenFOAM R©, rheoTool, �uidos viscoelásticos, viscosidade depen-
dendo da pressão, tempo de relaxação dependendo da pressão, canal, contração 4:1.





Abstract

This work presents numerical studies for viscoelastic �uid �ows, modeled by the
Oldroyd-B constitutive equation, such as, the Hagen-Poiseuille �ow in which the poly-
meric viscosity ηP and the relaxation time λ linearly depends on the pressure p. These
models were included in the Oldroyd-B and UCM models and implemented in the visco-
elastic �ow simulation environment rheoTool, based on OpenFOAM R©. Thus, this work
presents an introduction to softwares for �ow simulation OpenFOAM R© and rheoTool, a
brief idea is given of discretization by the �nite volume method and of numerical metho-
dologies, such as the SIMPLE method and some of its variations, which are part of the
OpenFOAM R©. The new modeling implemented is applied to numerical studies of �ows
between �xed parallel plates (channel) and in a 4:1 contraction. In the case of �ow in a
channel, �rstly a convergence analysis is carried out from the mesh re�nement to the fully
developed �ow. For the 4:1 contraction problem, veri�cation results are initially presented
through comparisons with existing results in the literature. Then, for both problems, a
detailed parametric study shows the strong in�uence on the �ow behavior when variations
in viscosity and relaxation time with pressure are taken into account. In order to expand
the parametric study, the Log-conformation methodology is used to reduce the problem
of the high Weissenberg number and obtain greater stability in the results.

Keywords: OpenFOAM R©, rheoTool, viscoelastic �uids, pressure dependent viscosity,
pressure dependent relaxation time, channel, contraction 4:1.
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Capítulo

1
Introdução

O estudo de escoamentos viscoelásticos tem ampla relevância cientí�ca e aplicabili-
dade na indústria. Nas últimas décadas foram desenvolvidas diversas teorias, originando
uma variedade de equações constitutivas, que tentam modelar o comportamento de �ui-
dos viscoelásticos ([8], [9], [58]). Entretanto, por causa da complexidade das equações
constitutivas, o estudo desse tipo de �uido esbarra na di�culdade de encontrar métodos
numéricos capazes de resolver as equações governantes com e�cácia.

Um dos maiores obstáculos para a simulação numérica de �uidos viscoelásticos é o
problema do alto número de Weissenberg, afetando diretamente a convergência do sis-
tema [22]. No trabalho pioneiro [21] é apresentado um estudo de como a mudança para
variáveis logarítmicas ameniza as instabilidades causadas pelo problema do alto número
de Weissenberg. Em [21] e [22] são analisadas simulações com um �uido Oldroyd-B em
uma cavidade para valores de Deborah de 0 a 5, no qual são apresentadas as vantagens
de se utilizar as variáveis logarítmicas na execução de tais simulações, onde foi possível
solucionar as equações constitutivas para valores de Deborah mais elevados, se comparado
com a modelagem sem utilizar a mudança para variáveis logarítmicas. No �nal da seção
2.5 da presente Dissertação está indicado os trabalhos [43] e [72] que tratam sobre as
diferenças entre os números de Weissenberg e Deborah.

Dados os desa�os e importância do estudo desse tipo de �uido, vários software CFD im-
plementam aplicações para realizar tais simulações. Um destes software é o OpenFOAM R©,
uma aplicação de código aberto baseada no método dos volumes �nitos. Em [23] é im-
plementado um solver no OpenFOAM R©, chamado viscoelasticFluidFoam, capaz de
realizar simulações com diversos modelos viscoelásticos. Posteriormente, Pimenta e Al-
ves [64] lançaram outro solver no OpenFOAM R© intitulado rheoTool [63], no qual foi
implementada a metodologia Log-conformation e novas abordagens para os esquemas de
interpolação dos termos convectivos. Nesse trabalho [64] os autores analisaram escoamen-
tos em uma contração planar 4:1 com um �uido Oldroyd-B, com o número de Deborah
variando no intervalo de 0 a 12.

Embora no rheoTool possam ser encontradas as mais diversas equações constitutivas,
até o presente momento e nos limites dos nossos conhecimentos, modelos que levam em
consideração a variação da viscosidade com a pressão não foram ainda implementados
ou publicados utilizando as metodologias do rheoTool. Nos �uidos não-Newtonianos, a
viscosidade pode ser in�uenciada por diversas variáveis, como a taxa de cisalhamento,
taxa de elongação, temperatura e pressão, por exemplo. A variação da viscosidade com
a taxa de cisalhamento é a mais difundida na área, entretanto, existem diversos números
de aplicações em que a dependência da viscosidade nas outras variáveis pode ser ainda
mais importante. A importância da viscosidade dependendo da pressão tem sido vista
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em problemas que envolvem lubri�cação, processamento de alimentos e o bombeamento
de combustível, ([50], [73]).

Stokes, em 1845, reconheceu em [79] a existência de uma relação entre a viscosidade
e a pressão. Posteriormente, Barus [6] mostrou experimentalmente o crescimento da
viscosidade com o aumento da pressão e sugeriu modelagens exponencial e linear. O
trabalho de Bridgman [11] apresenta um estudo mostrando a variação da viscosidade de
43 líquidos com relação a pressão, da atmosférica até 12.000kgf/cm2, sob as temperaturas
de 30oC e 75oC. Nesse trabalho ele mostrou que a viscosidade cresce muito rapidamente
com o aumento da pressão para estes líquidos enquanto que comparativamente a variação
da viscosidade da água sob diferentes valores da pressão é pequena. Embora este tema
não seja atual, como constam nas referências dadas, há muito ainda para se investigar,
principalmente no desenvolvimento de soluções numéricas para problemas complexos em
que há signi�cante variação da pressão.

Aspectos da teoria Matemática com eventuais, muito poucos, ensaios numéricos para
as equações que modelam escoamentos de �uidos Newtonianos e não-Newtonianos com
viscosidade dependendo da pressão podem ser encontrados, colocando em ordem cronoló-
gica, nos trabalhos de Renardy (1986) [69], Davies (1994) [17], Larsson (1997) [47], Gazzola
(1997) [31], Málek (2002) [53], Renardy (2003) [70], Huilgol (2006) [38], Rajagopal (2006)
[68], Suslov (2008) [80], Rajagopal (2009) [67], Tran (2009) [81], Srinivasan (2009 e 2010)
[77, 78], Kalogirou (2011) [44], Lanzendorfer (2011) [46], Karra (2011) [45], Hernández
(2013) [34], Paloka (2013) [20], Pazanin (2014) [61] , Zehra (2015) [86], Housiadas (2015
e 2018) [36, 37].

Além do trabalho [45], outros trabalhos mais pioneiros que consideram e apresentam
os módulos do material viscoelástico variando com a pressão são, por exemplo, Bridgman
(1931) [12], Singh e Nolle (1959) [76], McKinney e Belcher (1963) [52], Weertman et al.
(1978) [84], Ivins et al. (1993) [40], e Sahaphol e Miura (2005) [74].

Pode-se notar que há trabalhos muito recentes nesta linha, tais como os trabalhos
de Housiadas [36] e [37] e Karra et al. [45]. Housiadas [36] por exemplo, estudou o
escoamento de um �uido viscoelástico entre duas placas paralelas, cuja viscosidade varia
linearmente com a pressão. Essa pesquisa apresentou a solução analítica para as variáveis
envolvidas em um escoamento utilizando o modelo Upper Convective Maxwell (UCM).
Karra et al. [45] incluiram no modelo UCM as variações da viscosidade e do tempo de
relaxação com respeito a pressão para estudar um problema de valor de contorno que
modela o escoamento entre placas paralelas, onde a placa inferior está em repouso e a
placa superior move-se a uma velocidade periódica no tempo, e obtiveram resultados
teóricos e numéricos distintos da modelagem padrão.

Neste trabalho foram realizados estudos sobre as formulações matemáticas para re-
solver as equações que modelam escoamentos viscoelásticos, incompressíveis, isotérmicos
bem como o método SIMPLE, e algumas de suas variações, para solucionar as variáveis
primitivas velocidade e pressão, e o método dos volumes �nitos para aproximação des-
sas equações resultantes, que são os métodos base para a metodologia implementada no
rheoTool.

Foram realizados ensaios numéricos dos problemas clássicos do escoamento totalmente
desenvolvido em um canal bidimensional e a contração 4:1 planar utilizando �uidos vis-
coelásticos modelados pela equação constitutiva Oldroyd-B e UCM. Nesse estudo foram
analisadas duas abordagens. A primeira onde apenas a viscosidade polimérica depen-
dente da pressão. E uma segunda abordagem onde tanto a viscosidade polimérica quanto
o tempo de relaxação dependem igualmente da pressão.

Os conteúdos estudados neste trabalho estão organizados em capítulos da seguinte
maneira:
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• no capítulo 2 apresenta-se a formulação matemática necessária para a modelagem,
de�nição e solução dos problemas. Assim, apresentam-se as equações de Navier-
Stokes para escoamentos incompressíveis, laminares e isotérmicos, a modelagem de
�uidos Newtonianos e Newtonianos Generalizados, as equações constitutivas para
modelos viscoelásticos, e os modelos para as variáveis que dependem da pressão.
Além disso, também de�ne-se os parâmetros adimensionais utilizados neste trabalho
e expõe-se algumas abordagens matemáticas para resolver estas equações;

• no capítulo 3 apresenta-se uma introdução ao software OpenFOAM R©, utilizado
neste trabalho para realizar as simulações dos escoamentos. Também discorre-se
sobre o rheoTool, um conjunto de solvers e utilitários para �uidos viscoelásticos
baseados na plataforma OpenFOAM R©;

• o capítulo 4 traz uma breve descrição de como discretizar equações por meio do
método dos volumes �nitos, de modo geral. Ainda, inclui-se uma justi�cativa para
a escolha do arranjo co-localizado no OpenFOAM R©;

• no capítulo 5 são apresentados algoritmos computacionais de solução para o acopla-
mento entre as variáveis primitivas, e alguns algoritmos utilizados para solucionar
os sistemas lineares gerados pelo processo de discretização;

• o capítulo 6 apresenta os resultados numéricos obtidos para escoamentos de �uidos
viscoelásticos modelados pela equação constitutiva Oldroyd-B e UCM para duas
geometrias: canal e contração 4:1, ambos bidimensionais. Foram realizados testes
de veri�cação e estudos paramétricos da nova modelagem.

• e no capítulo 7 são expressas as considerações �nais sobre o desenvolvimento do
trabalho.





Capítulo

2
Formulação Matemática

Os escoamentos de �uidos são modelados pelas equações de Navier-Stokes, as quais
são representadas matematicamente por leis físicas de conservação, podendo descrever
escoamentos compressíveis e incompressíveis, laminares e turbulentos. Neste trabalho
as equações serão simpli�cadas para escoamentos incompressíveis, isotérmicos e lamina-
res. Assim, obtemos a equação de conservação da massa e a equação da quantidade de
movimento dadas, respectivamente, por

∇ · v = 0 , (2.1)

e

ρ

(
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)

)
= −∇p+∇ · τ , (2.2)

onde ρ é a massa especí�ca constante do �uido, v é o vetor velocidade, p é a pressão e τ
é o tensor das tensões.

O tensor das tensões τ descreve o comportamento reológico do �uido, que de maneira
geral, classi�ca-se em �uido Newtoniano ou �uido não-Newtoniano.

2.1 Fluidos Newtoniano e Newtoniano Generalizado

Os �uidos Newtonianos, denominados assim por obedecerem a lei de Newton da vis-
cosidade, são caracterizados por apresentarem uma deformação contínua com a ação de
uma tensão de cisalhamento, expressando uma relação linear entre a tensão cisalhante e
a taxa de deformação [13].

O tensor das tensões para um �uido Newtoniano incompressível é dado por

τ = 2µD , (2.3)

onde µ é o coe�ciente de viscosidade dinâmica e D é o tensor taxa de deformação

D =
1

2

(
∇v + (∇v)T

)
. (2.4)

Em �uidos puramente Newtonianos, µ é constante. Assim, ∇ ·
(
ν (∇v)T

)
= 0, e

portanto∇·
(
ν
(
∇v + (∇v)T

))
= ν∇2v. Logo, a equação (2.2) é comumente apresentada

como
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)− ν∇2v = −∇

(
p

ρ

)
, (2.5)
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onde ν = µ/ρ representa a viscosidade cinemática.
Agora, quando µ apresenta variação em função de uma variável, como taxa de cisa-

lhamento, temperatura ou pressão, estes são denominados Fluidos Newtonianos Genera-
lizados (GNF - Generalized Newtonian Fluid), e a equação da quantidade de movimento
apresenta-se como

∂

∂t
(v) +∇ · (vv)−∇ · (ν∇v) = −∇p+∇ ·

(
ν (∇v)T

)
. (2.6)

Os modelos Power-Law, Carreau, Casson são conhecidos por expressarem a viscosidade
em função da taxa de cisalhamento [10, 39]; o modelo de Andrade, por exemplo, expressa
a viscosidade como função da temperatura [5]; e os modelos de Barus que expressam o
aumento linear ou exponencial da viscosidade com o aumento da pressão [6, 7].

2.2 Fluido Viscoelástico

Em contrapartida aos �uidos Newtonianos, os �uidos não-Newtonianos não apresen-
tam tensão de cisalhamento diretamente proporcinal à taxa de deformação, ou seja,
não obedecem a Lei de Newton da Viscosidade. Dentre os �uidos não-Newtonianos,
encontram-se os �uidos viscoelásticos, os quais são de grande importância cientí�ca e
industrial, e têm sido muito estudados nas últimas décadas.

Para �uidos viscoelásticos o tensor das tensões é dividido em dois termos, sendo um
da contribuição Newtoniana (viscosa) e outro da contribuição viscoelástica (polimérica),
como segue,

τ = τ S + τ P , (2.7)

onde τ S é o tensor da contribuição Newtoniana e τ p é o tensor extra-tensão ou tensor da
contribuição polimérica, sendo

τ S = 2ηSD (2.8)

e ηS a viscosidade de contribuição Newtoniana.
Reescrevendo a equação do momento (2.2), substituindo o tensor das tensões por (2.7)

e expandindo o termo da contribuição viscosa obtem-se a seguinte equação do momento
para �uidos viscoelásticos

ρ

(
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)

)
−∇ · (ηS∇v) = −∇p+∇ ·

(
ηS (∇v)T

)
+∇ · τ P (2.9)

ou, de forma mais simpli�cada, como

∂

∂t
(v) +∇ · (vv)−∇ · (νS∇v) = −∇p+∇ ·

(
νS (∇v)T

)
+∇ · τ P , (2.10)

com νS =
ηS
ρ

e, de agora em diante, p e τ P representando
p

ρ
e
τ P
ρ
, respectivamente.

A partir deste ponto é necessário conhecer e modelar as características viscoelásti-
cas do �uido. A Tabela 2.1 apresenta algumas equações constitutivas que modelam a
viscoelasticidade do �uido.

Nos modelos apresentados na Tabela 2.1, λ é o tempo de relaxação do �uido, os
parâmetros αG, L e ε são os parâmetros de extensibilidade do �uido, relacionados com a
viscosidade extensional. O símbolo (

O·) representa a derivada convectada,

O
τ P=

∂τ P
∂t

+∇ · (uτ P )− τ P · ∇u− (∇u)T · τ P .
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Tabela 2.1: Modelos viscoelásticos [8], [9]
Modelo Equação Constitutiva

UCM τ P + λ
O
τ P = 2ηPD e ηS = 0

Oldroyd-B τ P + λ
O
τ P = 2ηPD

Giesekus τ P + λ
O
τ P + αG

λ

ηP
(τ P · τ P ) = 2ηPD

FENE-CR

[
1 + λ D

Dt

(
1
f

)]
τ P + λ

f

O
τ P = 2ηPD

com f =
L2+ λ

ηP
tr(τ P )

L2−3

FENE-P
τ P + λ

f

O
τ P = 2aηP

f
D− D

Dt

(
1
f

)
(λτ P + aηP I)

com f =
L2+ λ

aηP
tr(τ P )

L2−3
e a = L2

L2−3

PTT
fτ P + λ

O
τ P = 2ηPD

com f = 1 + ελ
ηP
tr (τ ) (linear)

2.3 Abordagens Matemáticas para Resolver Escoamen-

tos Viscoelásticos

Um grande problema para a simulação de escoamentos viscoelásticos é a perda de
convergência do algorítimo numérico, conhecido como HWNP (High Weissenberg Number
Problem) [58]. Várias abordagens foram propostas a �m de minimizar este problema,
sendo algumas delas apresentadas a seguir.

2.3.1 Formulação EVSS

A formulação EVSS (Elastic Viscous Split Stress) divide o tensor total das tensões
poliméricas em uma parte viscosa e outra elástica [58]

τ P = τ V + τE , (2.11)

onde
τ V = 2ηaD (2.12)

e, normalmente, assume-se ηa = ηP .
Substituindo (2.12) em (2.11), e com a equação atualizada (2.11) na equação do mo-

mento (2.10) obtemos

ρ

(
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)

)
−∇ · ((ηa + ηS)∇v) = −∇p+∇ · τE , (2.13)

Esta modi�cação torna o problema numericamente mais estável, sem afetar a solução
do problema, pois é feita apenas uma mudança de variável, a qual também deve ser
realizada na equação do modelo constitutivo.

Apesar dos melhores resultados [51], a mudança de variável necessária pode ser muito
complexa para algumas equações constitutivas [58].
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2.3.2 Formulação DEVSS

A formulação DEVSS (Discrete EVSS ) [32], também conhecida por BSD (Both Sides
Di�usion), incorpora um termo difusivo extra a ambos os lados da equação do momento

ρ

(
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)

)
−∇ · ((α + ηS)∇v) = −∇p+∇ · τ P +∇ · (α∇v) , (2.14)

onde α > 0, e α = ηP tem sido uma escolha comum na literatura (ex. [14]).
A equação (2.14) diferencia-se da equação original apenas em sua forma discreta, pois

os termos do lado direito da igualdade são resolvidos explicitamente, enquanto que os
termo do lado esquerdo são resolvidos implicitamente. Este método possui a vantagem
de não necessitar de uma mudança de variável, podendo assim, ser aplicado facilmente
a qualquer equação constitutiva. A adição deste termo extra aumenta a elipcidade da
equação, tornando o sistema mais estável, sem afetar a solução, uma vez que, quando a
solução é obtida, um termo anula o outro.

2.3.3 Log-conformation

A abordagem log-conformation [21, 22] reescreve as equações constitutivas em termo
do logaritmo do tensor conformação, mantendo o tensor conformação positivo de�nido
e o campo do tensor extra-tensão linearizado em regiões de crescimento exponencial,
aumentando a estabilidade numérica [64].

A relação entre o tensor conformação (A) e o tensor extra-tensão, polimérico, para o
modelo Oldroyd-B é dada por

τ p =
ηp
λ

(A− I) . (2.15)

Considerando a equação (2.15) a equação de evolução para o tensor conformação A
do modelo Oldroyd-B é dada por

∂A

∂t
+ v · ∇A−A · ∇v −∇vT ·A =

1

λ
(I−A) . (2.16)

Como o tensor conformação A é positivo de�nido, então pode ser diagonalizado como

A = RΛRT , (2.17)

onde R é um tensor ortogonal, com as colunas sendo autovetores de A, e a diagonal de
Λ contendo seus respectivos autovalores.

Consideremos a seguinte decomposição

∇vT = Ω + B + NA−1 , (2.18)

onde Ω e N são matrizes antissimétricas, B possui traço nulo e comuta com A. Substi-
tuindo a equação (2.18) em (2.16) obtemos a seguinte equação para o modelo Oldroyd-B

∂A

∂t
+ v · ∇A− (ΩA−AΩ)− 2BA =

1

λ
(I−A) . (2.19)

Fattal e Kupferman [21, 22] reformularam a equação (2.19) em termos do logaritmo
natural de A

Θ = ln (A) = R ln (Λ) RT , (2.20)

levando a seguinte equação para Θ

∂Θ

∂t
+ v · ∇Θ− (ΩΘ−ΘΩ)− 2B = R

[
1

λ

(
Λ−1 − I

)]
RT . (2.21)
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Após solucionar Θ pela equação (2.21), obtem-se o tensor conformação A pela equação
(2.20) fazendo A = eΘ e, por �m, o tensor extra-stress é atualizado pela equação (2.15).

Para simpli�car a notação, consideremos

ω =
∂Θ

∂t
+ v · ∇Θ− (ΩΘ−ΘΩ)− 2B .

A Tabela 2.2 apresenta exemplos de equações constitutivas modi�cadas pelo método
Log-conformation, de alguns modelos viscoelásticos e o cálculo direto de τ P a partir de
Θ.

Tabela 2.2: Modelos viscoelásticos com a abordagem Log-conformation
Modelo Θ→ τ P Equação constitutiva em Θ

Oldroyd-B τ P = ηP
λ

(
eΘ − I

)
ω = 1

λ

(
e−Θ − I

)
Giesekus τ P = ηP

λ

(
eΘ − I

)
ω = 1

λ

[(
e−Θ − I

)
− αGeΘ

(
e−Θ − I

)2
]

FENE-CR τ P = ηP
λ
f
(

eΘ − I
) ω = f

λ

(
e−Θ − I

)
com f = L2

L2−tr
(

eΘ
)

FENE-P τ P = ηP
λ

(
feΘ − aI

) ω = 1
λ

(
ae−Θ − fI

)
com f = L2

L2−tr
(

eΘ
) e a = L2

L2−3

PTT τ P = ηP
λ(1−ζ)

(
eΘ − I

) ω = f
λ

(
e−Θ − I

)
com f = 1 + ε

1−ζ

[
tr
(

eΘ
)
− 3
]
(linear)

O modelo UCM pode ser obtido a partir do modelo Oldroyd-B fazendo ηS = 0.

2.4 Modelagens da Viscosidade e do Tempo de Relaxa-

ção Dependendo da Pressão

A existência de uma relação entre a viscosidade do �uido e a pressão do escoamento
foi reconhecida por Stokes [79] e Barus [6, 7], através de dados experimentais, sugeriu
modelagens exponencial e linear para a viscosidade. Outro trabalho experimental que
corrobora com este fato foi realizado por Bridgman [11].

Nota-se que a partir da década de 80 houve um aumento nas pesquisas que estudam
aspectos da teoria Matemática, com ainda poucos estudos numéricos para as equações
que modelam escoamentos de �uidos, principalmente, os viscoelásticos com viscosidade
dependendo da pressão. Na Introdução deste trabalho é possível encontrar uma lista mais
ampla de referências, cita-se nesta ocasião alguns trabalhos como [17], [36], [37], [45], [68],
[69], [86]. O trabalho de Karra et al. [45], que trabalha com �uidos viscoelásticos, adiciona
a modelagem do tempo de relaxação do �uido como uma propriedade que também depende
da pressão. Nesse trabalho [45], os autores citam o pioneirismo de Bridgman [12] nestes
estudos experimentais e a sua defesa da relação dos módulos do material com a pressão.

De acordo com a literatura (ver [6], [7], [36] e [45]):

ηP (p) = fηP (p) ηP0 (2.22)

λ (p) = fλ (p)λ0 (2.23)



2. Formulação Matemática 28

onde ηP0 é a viscosidades do polímero a uma pressão de referência, λ0 o tempo de relaxação
a uma pressão de referência e as funções fηP (p) e fλ (p) podem assumir diferentes formas,
exponencial ou linear:

fηP (p) =

{
eγp, ou

1 + γ (p− pref ) ,

para a viscosidade, e

fλ (p) =

{
eΓp, ou

1 + Γ (p− pref ) ,

para o tempo de relaxação, onde γ e Γ são os coe�ciente da viscosidade e do tempo de
relaxação, respectivamente, dependendo da pressão, expresso em Pa−1, e p é a pressão em
Pa.

Neste presente trabalho, serão realizados estudos numéricos para explorar como a
pressão afeta a viscosidade e o tempo de relaxação do �uido utilizando o pacote rheo-
Tool do OpenFOAM R©. Um cuidado especial deve ser tomado com relação a abordagem
Matemática a ser empregada. A obtenção da equação constitutiva em função do tensor-
conformação leva em consideração que a relação ηP

λ
é constante. Estas equações baseadas

no tensor-conformação estão implementadas no rheoTool. Portanto, neste trabalho será
necessário garantir fηP (p) = fλ (p).

As modelagens lineares tanto para a viscosidade quanto para o tempo de relaxação
com γ = Γ serão as adotadas neste trabalho.

Em resumo, neste trabalho serão adotadas as equações (2.22) e (2.23) juntamente com
a equação (2.24):

fηP (p) = fλ (p) = [1 + γ (p− pref )] . (2.24)

2.5 Números Adimensionais

O pacote rheoTool do OpenFOAM R©, que é utilizado neste trabalho, implementa todas
as equações na forma dimensional. Entretanto, para efeito de comparação para que as
escalas, dimensões e unidades de medidas das propriedades não inter�ram, os resultados
serão apresentados na forma adimensional. Sendo assim, surgem números e parâmetros
importantes e conhecidos na literatura.

O número de Reynolds (Re) é um número adimensional que representa a razão entre
as forças inerciais e as forças viscosas, sendo amplamente utilizado na mecânica dos �uidos
para o cálculo do regime de escoamento de um �uido, é expresso por

Re =
ρUH

η0

, (2.25)

onde ρ é a massa especí�ca do �uido, U é uma velocidade característica do �uido, H é um
comprimento característico e η0 é a viscosidade dinâmica do �uido. Detalhando, η0 na
modelagem padrão dos �uidos viscoelásticos é a viscosidade total, η0 = ηS + ηP 0, a uma
taxa nula de cisalhamento, sendo ηS a viscosidade da contribuição newtoniana e ηP 0 a
viscosidade do polímero. Neste trabalho, com a modelagem da viscosidade com a pressão,
interpreta-se η0 como a viscosidade total a uma pressão de referência.

De modo geral, para valores baixos de Re o escoamento é laminar, enquanto que para
valores altos de Re o escoamento é turbulento. Valores intermediários indicam que o
escoamento encontra-se em uma zona de transição.
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O parâmetro β que mesura a contribuição Newtoniana do �uido, está de�nido no
intervalo (0, 1) como

β =
ηS
η0

. (2.26)

O número de Deborah (De) é de�nido pela razão entre o tempo de relaxação λ e o
tempo característico do escoamento tc, normalmente de�nido como tc = H/U

De =
λ

tc
=
λU

H
. (2.27)

Outro número adimensional importante em escoamentos com �uidos viscoelásticos é
número de Weissenberg (Wi) é um número adimensional que representa a razão entre as
forças elásticas e as forças viscosas

Wi = γ̇λ , (2.28)

onde γ̇ é a taxa de deformação característica e λ é o tempo de relaxação.
Neste trabalho, na modelagem em que λ é uma função da pressão, escreve-se λ = λ0,

onde λ0 é o tempo de relaxação a uma pressão de referência.
A título de informação, em Reologia existe discussões sobre as diferenças e similarida-

des para aplicação correta dos números de Deborah e Weissenberg. O leitor interessado
pode obter detalhes no trabalho pioneiro de [43]. Podemos citar outro autor que discutiu
este assunto em [72]. John M. Dealy conclui o trabalho [43] colocando que o número de
Deborah se destina a mensurar o quanto a resposta de um material a uma deformação é
viscoelástica e não puramente viscosa, enquanto que o número de Weissenberg é destinado
a descrever a não linearidade da resposta reológica. Ainda adiciona que há vários artigos
e livros utilizando esses números incorretamente, até por que não é possível, exceto sob
certas condições, fazer uma classi�cação dos dados.

2.6 Condições Auxiliares

As condições auxiliares são essenciais para a de�nição completa de uma equação dife-
rencial parcial pois garantem que o problema seja bem posto, ou seja, garantem a existên-
cia e a unicidade da solução. Para os sistemas modelados pelas equações de Navier-Stokes
são necessárias condições de contorno e condições iniciais.

De�nir uma condição inicial para o problema é atribuir valores para as variáveis (ve-
locidade, pressão, tensores, etc) no instante t = t0, que satisfaçam as as equações consi-
deradas.

As condições de contorno são de�nidas de acordo com o problema físico que represen-
tam:

• Entrada de �uido: Na entrada de �uido no domímio é imposta uma velocidade v.
Neste trabalho, é utilizada uma velocidade nula para a componente tangencial a
fronteira (vt), e uma velocidade especí�ca para a componente normal a fronteira
(vn)

vt = 0 (2.29)

vn = vinlet , (2.30)

onde vinlet é velocidade com que o �uido atravessa essa fronteira, pode ser constante,
como a velocidade média do escoamento por exemplo, ou pode ser variável, de acordo
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com o problema. Nesta fronteira, todas as componentes do tensor extra-tensão são
nulas, ou seja,

τ P = 0 , (2.31)

salvo menção contrária que dependerá do tipo de problema, em que pode ser em-
pregado algum tipo de solução analítica, por exemplo.

• Parede (fronteira sólida): Nestes contornos são consideradas, em geral, as condições
de não-escorregamento e de impermeabilidade, em que o �uido não pode penetrar
a parede. Podemos escrever as seguintes relações,

vt = vparede (2.32)

vn = 0. (2.33)

onde vparede é a velocidade de movimentação da parede (alguns problemas levam
em consideração paredes móveis, como por exemplo o problema da cavidade). No
caso de contornos em repouso, vparede = 0, é o que chamamos de condição de não-
escorregamento (no-slip). Na última década, a condição de escorregamento na pa-
rede (slip wall) ganhou um maior destaque a partir da tese de Doutorado de Ferrás
[25] e suas inúmeras publicações, algumas citações [26], [27], [28].

No presente trabalho, conforme a metodologia adotada, neste contorno todas as
componentes do tensor extra-tensão são calculadas por extrapolação linear. Esta
abordagem para cálculo do tensor na fronteira sólida garante maior ordem de acu-
rácia, quando comparado a condição gradiente zero [33].

• Saída de �uido: É a fronteira em que o �uido sai do domínio. A condição aplicada
neste contorno é a condição de Neumann homogênea, na direção normal a fronteira,
para todas as variáveis utilizadas no escoamento

∂φ

∂n
= 0 , (2.34)

φ, uma variável genérica, pode representar as componentes do vetor velocidade ou
do tensor extra-tensão.



Capítulo

3
Introdução OpenFOAM R©

A história do OpenFOAM R© inicia em 1989, quando Henry Weller deu início a criação
do Field Operation and Manipulation (FOAM) para a execução de operações com campos
tensoriais [19].

Em 2004 o FOAM passa a ser um software de código aberto, sob a licença GPL (GNU
Public License) e mantido pela OpenCFD, sendo chamado desde então de OpenFOAM R©

(Open Field Operation and Manipulation). A partir deste ano, o OpenFOAM R© ganhou
popularidade, por ser uma ferramenta que inclui, por padrão, vários solvers e aplica-
ções para pré e pós-processamento destinados a resolução dos mais diversos problemas,
bem como possibilita que o usuário desenvolva seu próprio solver ou utilitário tendo as
bibliotecas do código do OpenFOAM R© como base.

Algumas das principais vantagens do OpenFOAM R©, as quais atraem cada vez mais
usuários são:

• código aberto, tem seu código distribuído gratuitamente, assim o usuário tem liber-
dade para personalizar o código, corrigindo bugs e desenvolvendo novas aplicações,
o que torna o código do OpenFOAM R© mais con�ável e sua expansão cada vez mais
rápida;

• escrito na linguagem C++, uma linguagem de alto nível, orientada a objetos, que
permite a construção de um código de alta performance, e�ciente e modular;

• inclui ferramentas de criação de malhas, pré e pós-processamento;

• decomposição e execução de problemas em paralelo, reduzindo consideravelmente o
tempo necessário para executar problemas muito grandes;

• malhas móveis e não-ortogonais, comportando problemas com os mais diversos tipos
de geometria;

• grande variedade de esquemas de interpolação e de solvers para a resolução de
sistemas lineares;

• aplicações para importação e exportação de dados de outros software de CFD.

O OpenFOAM R© trata as variáveis de forma dimensional, o que torna necessário infor-
mar as unidades de medidas dos campos vetoriais/tensoriais e das propriedades associadas
a eles. Além do usuário identi�car as unidades para cada variável, também é realizada uma
checagem dimensional nas equações a �m de evitar operações sem sentido. As unidades
são de�nidas usando a classe dimensionSet.

31
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3.1 Estrutura de um Caso para a Execução de uma

Simulação no OpenFOAM R©

Um caso do OpenFOAM R© consiste de uma forma estruturada de arquivos com in-
formações necessárias para a execução de uma simulação. Estes arquivos descrevem a
geometria e a malha utilizada, condições de contorno, discretizações, métodos numéricos
e propriedade físicas intrínsecas ao problema.

A Figura 3.1 apresenta uma estrutura básica de um caso genérico:

Figura 3.1: Estrutura de diretórios. Fonte: [30].

O diretório raiz <case> nomeia o caso e dentro dele encontram-se os demais arquivos
e diretórios com as propriedades da simulação.

O diretório system possui as informações associadas ao processo de solução. Con-
tém pelo menos três arquivos: controlDict com os parâmetros de controle da execu-
ção; fvSolution especi�cando os métodos para solucionar as equações, tolerâncias e
parâmetros de relaxação; e, fvSchemes com os esquemas de discretização e interpolação
utilizados. Além destes, também é comumente encontrado o arquivo blockMeshDict,
carregando as informações da geometria e necessário para gerar a malha, com o auxílio
do utilitário blockMesh.

O diretório constant possui arquivos especi�cando as propriedades físicas do caso, e
o diretório polyMesh, que armazena a descrição completa da malha.

Os diretórios de tempo (time directories) contém arquivos de dados para cada
campo. Os arquivos podem conter valores iniciais e condições de contorno especi�cados
pelo usuário, ou resultados da execução da simulação pelo OpenFOAM R©.

3.2 Pré-Processamento

Nesta etapa é modelada a região de interesse e de�nidas propriedades necessárias
durante o processo de simulação, como condições de contorno, esquemas para discretização
das equações e propriedades físicas do �uido. Outro passo desta etapa, após a modelagem
da região de interesse, é a produção de uma malha, oriunda da discretização do domínio
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em uma quantidade �nita de subdomínios, os quais serão chamados de volumes de controle
ou de células (ou ainda, também são chamados de elementos).

Juntamente com o pacote do OpenFOAM R©, são disponibilizados alguns utilitários
para gerar e manipular malhas. Um desses utilitários é o blockMesh, que utiliza as
informações contidas no arquivo system/blockMeshDict para estruturar os dados da
malha e armazená-los em arquivos no diretório constant/PolyMesh.

Caso o usuário opte por não utilizar as ferramentas para geração de malha do
OpenFOAM R©, é possível importar malhas geradas por software de CAD, bem como
importar malhas utilizadas por outros software de CFD, como por exemplo o Fluent,
STAR-CD ou I-DEAS.

3.3 Simulação

Após preparar o caso para ser executado, partimos para o passo de resolução numérica
das equações discretizadas. Para esta etapa são utilizados solvers, arquivos executáveis
que cumprem com a função de executar a simulação, resolvendo os sistemas lineares
gerados e salvando os resultados obtidos para posterior uso.

O OpenFOAM R© incorpora vários solvers prontos para serem utilizados em uma ampla
variedade de problemas, como escoamentos incompressíveis ou compressíveis, transientes
ou estacionários, turbulentos ou laminares, dentre outros. Caso o usuário precise utilizar
uma modelagem que não se encontra em nenhum solver padrão, é possível que ele crie o
próprio solver atendendo seus propósitos.

3.4 Pós-Processamento

O pós-processamento é a etapa responsável pela apresentação dos resultados da simu-
lação. São utilizadas ferramentas para manipulação dos resultados e representação visual
dos dados. O OpenFOAM R© possui alguns utilitários para manipulação e extração de
dados, e também, por padrão, faz uso de uma versão adaptada do ParaView, denominada
paraFoam. Também é possível exportar os dados para que sejam lidos por outros software,
ou até mesmo exportar para o formato VTK, o qual é amplamente aceito pelos software
de visualização.

3.5 RheoTool

O primeiro solver para �uidos viscoelásticos para o OpenFOAM R© foi desenvolvido por
[24], com o nome de viscoelasticFluidFoam, possuindo uma biblioteca com uma ampla
variedade de modelos viscoelásticos.

Posteriormente, a �m de melhorar a estabilidade deste solver e de ampliar as possibili-
dades de simulações com diferentes tipos de �uidos, foi criado o rheoTool [63]. Algumas das
vantagens do rheoTool incluem a possibilidade de utilizar a metodologia log-conformation
para �uidos viscoelásticos, esquemas de discretização de alta ordem para o termo convec-
tivo, solucionar as equações de forma acoplada ou desacoplada e utilizar métodos para
solucionar matrizes esparsas do Petsc, Hypre e Eigen. Mais detalhes da implementação e
da utilização desta ferramenta podem ser encontrados em [63] e [64].
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4
Método dos Volumes Finitos

O método dos volumes �nitos é bastante empregado na Dinâmica dos Fluidos Com-
putacional (ver por exemplo, [2], [29], [49], [56], [83]). A referência [2] traz, também, a
evolução histórica da busca por metodologias numéricas robustas baseadas no método dos
volumes �nitos para resolver especi�camente escoamentos viscoelásticos. Em [2], os auto-
res relatam a indiscutível aceitação deste método para solução de problemas de Reologia
Computacional, pois as novas metodologias garantem boa estabilidade, convergência e
acurácia, inclusive para problemas envolvendo maiores números de Weissenberg ([1], [4],
[21]).

O método dos volumes �nitos utiliza a forma integral das equações de Navier-Stokes
e equações constitutivas, aplicada a cada volume de controle (Figura 4.1) [29]. Este
capítulo estará voltado para uma breve apresentação de como aproximar cada operador
destas equações pelo método dos volumes �nitos.

Figura 4.1: Volume de controle. Fonte: [41].
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4.1 Discretização do Termo Gradiente

O operador gradiente está presente nas equações da quantidade de movimento e cons-
titutiva, aplicado diretamente na variável pressão e no campo de velocidade. O gradi-
ente também aparece no termo difusivo, onde escreve-se o Laplaciano como o Divergente
do Gradiente, como será visto na próxima seção 4.2. Devido as vastas possibilidades
de formas que o volume de controle pode assumir com as malhas estruturadas e não-
estruturadas, esta seção descreverá a aproximação do gradiente no caso de malhas carte-
sianas ortogonais e o procedimento de integração de Green-Gauss para um caso particular
de malha não-estruturada. Outro procedimento para malhas não-estruturadas é por meio
do método dos mínimos quadrados. Este método gera melhores aproximações para o
gradiente, porém exige um custo computacional mais elevado ([56]).

Para generalizar a notação, o operador gradiente será aplicado na variável genérica φ.
Assim, as aproximações serão descritas para ∇φ.

4.1.1 Malhas Cartesianas

Por simplicidade, o exemplo de aproximação será apresentado para o caso bidimen-
sional. Para �xar os índices de posição no volume de controle, considere a Figura 4.2
(extraída do livro [56]).

Figura 4.2: Malha Cartesiana bidimensional. Fonte: [56].

No caso de malha Cartesiana, a aproximação do gradiente no centro (C) do volume
utiliza diferença central: (

∂φ

∂x

)
C

=
φE − φW
xE − xW

,

componente do ∇φ na direção-x, e(
∂φ

∂y

)
C

=
φN − φS
xN − xS

,

componente do ∇φ na direção-y.
Estas fórmulas de aproximações não são válidas para o caso de malhas não-estruturadas.

Portanto, as próximas seções trarão exemplos para casos particulares de malhas não-
estruturadas.
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4.1.2 Integração de Green-Gauss

O procedimento de Green-Gauss é mais abrangente, pode ser aplicado as malhas não-
estruturadas em geral. Nesta seção, tal procedimento será descrito para um caso particular
de malha não-estruturada.

Primeiramente, considere o gradiente médio sobre um volume de controle de centro
(ou centróide) C e volume VC ,

∇φC =
1

VC

∫
VC

∇φ dV .

Em decorrência do Teorema da Divergência, a integral sobre o volume é transformada
em uma integral sobre a superfície ∂VC ,

∇φC =
1

VC

∫
∂VC

φ dS , (4.1)

onde dS = ndS é o vetor normal exterior a superfície ∂VC do volume, lembrando que o
vetor n é unitário.

Lembrando que no contexto discreto, a superfície ∂VC do volume é composta pela
reunião de polígonos, nomeadamente faces f , e portanto, a equação (4.1) pode ser reescrita
como,

∇φC VC =
∑

f∼nb(C)

∫
f

φ dS , (4.2)

onde a notação f ∼ nb(C) representa todas as faces f que constituem a fronteira ∂VC do
volume de controle de centro C; nb sugere todas as faces f na �vizinhança� do centro C
do volume, pois nb representa a abreviação de neighborhood, vizinhança em inglês.

Aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais, obtém-se

∇φC VC =
∑

f∼nb(C)

φfSf , (4.3)

onde φf é o valor médio de φ na face f , ou seja, é o valor de φ em algum ponto P da face
f , e Sf representa a área da face f .

Desta forma, o gradiente de φ no centróide C (∇φC) é aproximado por ∇φC , ou seja,

∇φC ≈
1

VC

∑
f∼nb(C)

φfSf . (4.4)

Uma última aproximação a fazer é para o valor médio de φ na face f (φf ), já que o
ponto P é desconhecido na prática. O valor φf será aproximado pelo valor de φ no centro
da face f , o qual será denotado simplesmente por φf . Portanto, a equação 4.5 será a
aproximação para o gradiente,

∇φC ≈
1

VC

∑
f∼nb(C)

φfSf . (4.5)

Note que para aproximar o gradiente de φ no centróide C é necessário estimar o valor
de φ no centro de cada face f que compõe a superfície ∂VC do volume de centróide C.
Para isto, pode-se utilizar diferentes abordagens envolvendo faces ou vértices vizinhos. A
abordagem baseada em faces envolve um estêncil computacional mais compacto, o que
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leva a sistemas lineares menores, porém, a abordagem baseada em vértices pode ser mais
precisa pelo fato de trazer mais informações da vizinhança.

Para exempli�car o cálculo de φf na integração de Gree-Gauss, esta seção desenvolverá
o caso da abordagem que envolve faces vizinhas.

Considere dois volumes de controle de centróides C e F , respectivamente, com uma
face f em comum.

Caso a interseção do segmento de extremidades nos centróides C e F , denotado por
[CF ], ocorra exatamente no centro da face f (ver Figura 4.3 extraída de [56]), o valor de
φf é obtido simplesmente pela média ponderada dos valores de φC e φF , como a equação
(4.6).

Figura 4.3: Esboço de um tipo de malha não-estruturada tridimensional. Fonte: [56].

φf = gCφC + (1− gC)φF , (4.6)

onde gC =
dFf
dCF

é o fator de ponderação dado pela razão entre a distância de F até a face

f e o comprimento de [CF ]. Note que, quando a interseção da face f com o segmento
[CF ] é o ponto médio de [CF ], esta média ponderada (4.6) é a média aritmética.

Para efeito de informação, no caso mais geral, em que o segmento [CF ] não passa
pelo centro da face f , considera-se um ponto f ′ no segmento [CF ] de uma das seguintes
maneiras: (i) f ′ é a interseção de [CF ] com a face f ou; (ii) f ′ é o ponto médio de [CF ]
ou; (iii) f ′ é tal que o segmento [ff ′] é perpendicular ao segmento [CF ]. A escolha por
(ii) simpli�ca os cálculos e por (iii) melhora a precisão no cálculo do gradiente. A dedução
de todos estes casos tem um forte apelo geométrico seguido de muitos cálculos analíticos,
maiores detalhes ver, por exemplo, [56].

4.1.3 Gradiente no OpenFOAM R©

O esquema de discretização do termo gradiente é especi�cado no sub-dicionário gradSchemes,
no arquivo fvSchemes, usando a sintaxe geral:

gradSchemes
{

d e f au l t none ;
grad ( phi ) <opt i ona l l im i t e r >

<grad i en t scheme>
<in t e r p o l a t i o n scheme>;

}
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<optional limiter>: parâmetro opcional, tenta manter a condição de monotonici-
dade, limitando o gradiente e garantindo que o valor interpolado para a face está entre os
valores nodais das células que compartilham a face.

<gradient scheme>: esquema para a discretização do gradiente, podendo ser Gauss
(Green-Gauss) ou lastSquare (mínimos quadrados).

<interpolation scheme>: esquema para o cálculo de φf . Algumas esquemas dispo-
níveis são: linear, cubic, Minmod, QUICK, downwind e upwind.

4.2 Semi-Discretização do Termo Divergente e Lapaci-

ano

O termo viscoso da equação de conservação da quantidade de movimento é modelado
pelo Laplaciano, que está representado pelo termo divergente ∇ · (ν∇v). A viscoelastici-
dade também está representada pelo termo divergente ∇ · τ P .

Como já dito, o método dos volumes �nitos utiliza a forma integral das equações de
conservação aplicada a cada volume de controle. Para exempli�car a aproximação do
operador divergente pelo método dos volumes �nitos, será utilizada a equação do calor
(4.7), sem a interferência de um termo fonte,

∇ ·
(
Γφ∇φ

)
= 0 , (4.7)

onde Γφ é o coe�ciente de difusão e φ uma função escalar.
Integrando a equação (4.7) sobre o volume VC , tem-se∫

VC

∇ ·
(
Γφ∇φ

)
dV = 0 , (4.8)

que, pelo Teorema da Divergência (4.8) pode ser reescrita sobre a fronteira ∂VC do volume
como ∫

VC

∇ ·
(
Γφ∇φ

)
dV =

∫
∂VC

Γφ∇φ · n dS =

∫
∂VC

Γφ∇φ · dS = 0 , (4.9)

onde n é o vetor normal unitário exterior a superfície ∂VC do volume.
A última integral de (4.9) será reescrita sobre cada face f do volume:∫

VC

∇ ·
(
Γφ∇φ

)
dV =

∑
f∼nb(C)

∫
f

Γφ∇φ · dS = 0 , (4.10)

onde a notação f ∼ nb(C) representa todas as faces f que constituem a fronteira ∂VC do
volume de controle de centro C.

Portanto, aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais e avaliando, de forma
aproximada, os valores de Γφ ∇φ no centro de cada face f , obtemos a seguinte aproximação
para a forma integral do operador divergente sobre VC ,∫

VC

∇ ·
(
Γφ∇φ

)
dV ≈

∑
f∼nb(C)

(Γφ∇φ)f Sf , (4.11)

onde Sf é a área da face f .
Note que nesta aproximação do Laplaciano, a fórmula de aproximação também requer

a aproximação do gradiente (∇φ)f . A seção anterior 4.1 traz uma ideia para a aproximação
do operador gradiente.
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4.2.1 Termo Difusivo no OpenFOAM R©

O esquema de discretização do termo difusivo é especi�cado no sub-dicionário laplacianSchemes,
no arquivo fvSchemes, usando a sintaxe geral:

lap lac ianSchemes
{

d e f au l t none ;
l a p l a c i a n (gamma, phi ) Gauss

<i n t e r p o l a t i o n scheme>
<snGrad scheme>;

}

<interpolation scheme>: esquema de interpolação para o cálculo do Termo I.
Alguns esquemas disponíveis são: linear, cubic, Minmod, QUICK, downwind e upwind.

<snGrad scheme>: esquema para cálculo de Ef e Tf .
Algumas opcões disponíveis no OpenFOAM R©são: corrected, uncorrected e orthogonal.

4.3 Discretização do Termo Convectivo em uma Malha

Estruturada (retangular)

Com base na equação (4.11) temos, para o termo convectivo∫
VC

∇ · (ρφv) dV ≈
∑

f∼nb(C)

(ρφv)f · Sf =
∑

f∼nb(C)

(ρv · S)f φf =
∑

f∼nb(C)

ṁfφf , (4.12)

onde ṁf = (ρv · S)f é o �uxo de massa que atravessa a face f .
Após este passo, é preciso escolher um esquema de interpolação para o cálculo de φf .

Alguns deles são presentados a seguir.

4.3.1 Diferenças Centrais (Linear)

O valor de φf na face é aproximado linearmente por

φf = φC +
(φF − φC)

dCF
dCf , (4.13)

onde dCF é a distância entre os centroides dos elementos F e C, e dCf é a distância entre
a face f e o centroide do elemento C. A equação (4.13) pode ser reescrita como

φf =

(
1− dCf

dCF

)
φC +

dCf
dCF

φF . (4.14)

Substituindo (4.14) em (4.12) temos∑
f∼nb(C)

ṁfφf =
∑

f∼nb(C)

{
ṁf

[(
1− dCf

dCF

)
φC +

dCf
dCF

φF

]}
. (4.15)

4.3.2 Esquema Upwind

No esquema upwind, φf é calculado de acordo com o �uxo de massa na respectiva face
f , tal que

φf =

{
φC se ṁf > 0

φF se ṁf < 0
(4.16)
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Assim a discretização do termo convectivo por meio do esquema upwind dada por

∑
f∼nb(C)

ṁfφf =

 ∑
f∼nb(C)

max (ṁf , 0)

φC +
∑

f∼nb(C)

(−max (−ṁf , 0)φF ) . (4.17)

4.3.3 Esquemas de Alta Ordem

Consideremos a equação (4.12), onde ṁf é obtido por meio da interpolação de Rhie-
Chow, apresentada na seção 5.1, e φf precisa ser calculado a partir dos valores conhecidos
nos centros das células vizinhas.

Algumas opções de esquemas são o upwind, um esquema incondicionalmente estável,
mas apenas de primeira ordem de acurácia; e diferenças centrais, um esquema condicio-
nalmente estável, mas de segunda ordem de acurácia; apresentados na seção 4.3 para uma
malha estruturada retangular. Porém, uma alternativa para equilibrar a estabilidade e a
acurácia são os esquemas de alta ordem HRS (High-Resolution Scheme - em inglês).

Concentraremos a análise dos HRSs na abordagem de variável normalizada (Nor-
malized Variable Approach (NVA) - em inglês). São introduzidas as seguintes variáveis
normalizadas, 

φ̃f =
φf − φU
φD − φU

variável normalizada de φf ,

φ̃C =
φC − φU
φD − φU

variável normalizada de φC .
(4.18)

Consideremos a malha uniforme apresentada na Figura 4.4

Figura 4.4: Malha uniforme para esquematização do HRS. Fonte: [64].

Seja f = e e o �uxo atravessando a face de P para E (ṁe > 0), então temos C = P ,
D = E e U = W . Agora considerando que o �uxo atravessa a face de E para P (ṁe < 0),
então temos C = E, D = P e U = EE. Quando representados em um diagrama de
variáveis normalizadas muitos dos HRSs são funções lineares na forma da equação (4.19)
[55]

φ̃f = α̂φ̃C + β̂ , (4.19)

onde α̂ e β̂ podem tomar diferentes valores, em diferentes intervalos de φ̃C .
Substituindo (4.18) em (4.19) obtemos

φf = α̂φC + β̂φD +
(

1− α̂− β̂
)
φU . (4.20)

Alguns exemplos de HRS são listados abaixo:

CUBISTA [α̂, β̂] =


[

7
4
, 0
]

0 < φ̃C <
3
8
,[

3
4
, 3

8

]
3
8
≤ φ̃C ≤ 3

4
,[

1
4
, 3

4

]
3
4
< φ̃C < 1 ,

[1, 0] caso contrário .

(4.21)
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MINMOD [α̂, β̂] =


[

3
2
, 0
]

0 ≤ φ̃C ≤ 1
2
,[

1
2
, 1

2

]
1
2
≤ φ̃C ≤ 1 ,

[1, 0] caso contrário .
(4.22)

STOIC [α̂, β̂] =


[

1
2
, 1

2

]
0 ≤ φ̃C ≤ 1

2
,[

3
4
, 3

8

]
1
2
≤ φ̃C ≤ 5

6
,

[0, 1] 5
6
≤ φ̃C ≤ 1 ,

[1, 0] caso contrário .

(4.23)

SUPERBEE [α̂, β̂] =


[

1
2
, 1

2

]
0 ≤ φ̃C ≤ 1

2
,[

3
2
, 0
]

1
2
≤ φ̃C ≤ 2

3
,

[0, 1] 2
3
≤ φ̃C ≤ 1 ,

[1, 0] caso contrário .

(4.24)

Embora a equação (4.19) seja utilizada para malhas uniformes, ela também é frequen-
temente adaptada para utilização em malhas não-uniformes, sem perda signi�cante de
generalidade [16].

Na maioria dos casos, quando aplicada em malhas não-estruturadas, o centro da célula
U não está alinhado com os centros das células C e D, e portanto a obtenção do valor de
φU não é trivial. Para contornar este problema [42] sugere o uso da seguinte extrapolação,

φU ≈ φD − 2 (∇φ)C · dCD , (4.25)

onde dCD é o vetor conectando as células C e D, para avaliar φ̃C na equação (4.18) e φf
na equação (4.20).

Outro fator a ser considerado é a contribuição da equação (4.20) para a matriz de
coe�cientes e para o vetor de termo fonte. Se todos os termos são resolvidos implicita-
mente, há a possibilidade de ocorrer instabilidades, afetando diretamente convergência do
método numérico [64].

Uma abordagem para contornar este problema, é implementar o HRS como uma com-
binação entre os esquemas de diferenças centrais e o upwind, com o fator de combinação,
normalmente baseado em φ̃C , calculado localmente para cada célula. A parte relacionada
ao esquema upwind é solucionada implicitamente permanecendo na matriz de coe�cien-
tes, enquanto a diferença entre o HRS e o upwind é calculada explicitamente. Porém,
devemos notar que essa parte explícita, enviada para o termo fonte, pode afetar a taxa
de convergência do método [55]. Este procedimento é conhecido como de�ered correction
e pode ser escrito usando as equações (4.20) e (4.25) como

φf = [φC ]imp +
[
(α̂− 1)φC + β̂φB +

(
1− α̂− β̂

)
(φD − 2 (∇φ)C · dCD)

]
exp

. (4.26)

Um último tópico a ser discutido é a respeito de como as equações (4.19) e (4.20) são
aplicadas quando propriedade transportada φ é um vetor ou tensor (como por exemplo v
ou τ P ).

A primeira abordagem é calcular e utilizar o mesmo valor das variáveis α̂ e β̂ para as
múltiplas componentes. Esse cálculo é baseado na norma do vetor ou no traço do tensor.
Esta é a abordagem empregada no OpenFOAM R©e tem a vantagem exigir um menor custo
computacional. Entretanto, os valores das variáveis tendem a ser fortemente in�uenciados
pela componente dominante e, em algumas situações, esse tratamento simpli�cado pode
introduzir instabilidades numéricas.

A segunda abordagem é obter um valor de α̂ e β̂ para cada componente, aumentando
a estabilidade numérica. A ausência desta abordagem no OpenFOAM R©é a principal
motivação para a reimplementação dos esquemas convectivos, feita no rheoTool [64].
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4.3.4 Termo Convectivo no OpenFOAM R©

O esquema de discretização do termo convectivo é especi�cado no sub-dicionário
divSchemes, no arquivo fvSchemes, usando a sintaxe geral:

divSchemes
{

d e f au l t none ;
div (Q) <in t e g r a t i o n scheme> <in t e r p o l a t i o n scheme>;
div ( phi ,Q) <i n t e g r a t i o n scheme> <in t e r p o l a t i o n scheme>;

}

<integration scheme>: esquema utilizado para integração, por padrão o OpenFOAM R©tem
uma única opção disponível, Gauss.
O rheoTool implementa um outro método, chamado GaussDefCmpw, descrito brevemente
na seção 4.3.3.

<interpolation scheme>: esquema para o cálculo de φf .
Alguns esquemas disponíveis são: linear, cubic, Minmod, QUICK, downwind e upwind.

4.4 Termo Transiente

Consideremos a equação 2.2 reescrita da forma

∂

∂t
(v) + L (v) = 0 , (4.27)

onde L é um operador espacial contendo os termos não-transientes e
∂

∂t
é o operador

transiente.
Integrando a equação (4.27) sobre um volume de controle C temos,∫

VC

∂ (v)

∂t
dV +

∫
VC

L (v) dV = 0 , (4.28)

a qual, depois de discretizada sobre o centroide do volume pelo teorema do valor médio,
torna-se

∂ (vC)

∂t
VC + L

(
vtC
)

= 0 , (4.29)

onde VC é o volume da célula C e L (vtC) é o operador de discretização espacial em algum
tempo t.

Integrando a equação (4.29) sobre o intervalo de tempo [t−∆t/2, t+ ∆t/2] obtemos,∫ t+∆t/2

t−∆t/2

∂ (vC)

∂t
VC dt︸ ︷︷ ︸

Termo I

+

∫ t+∆t/2

t−∆t/2

L
(
vtC
)
dt︸ ︷︷ ︸

Termo II

= 0 . (4.30)

Considerando VC constante, o Termo I torna-se a diferença de �uxo das faces temporais
(Figura 4.5), e com o Termo II avaliado como uma integral de volume usando a regra
do ponto médio, a equação (4.30) transforma-se na equação transiente semi-discretizada
(4.31)

VC (vC)t+∆t/2 − VC (vC)t−∆t/2 + L
(
vtC
)

∆t = 0 (4.31)

ou, escrita de forma mais padrão, com todos os termos divididos por ∆t, como

(vC)t+∆t/2 − (vC)t−∆t/2

∆t
VC + L

(
vtC
)

= 0 . (4.32)
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Figura 4.5: Elemento de domínio temporal. Adaptado de [56].

Para obter a equação discretizada completa, é necessário escolher um per�l de inter-
polação que expresse os valores das faces, v

t+∆t/2
C e v

t−∆t/2
C , em termos dos valores dos

elementos em vtC , vt−∆t
C , vt+∆t

C , etc.

4.4.1 Termo Transiente no OpenFOAM R©

O esquema de discretização temporal é especi�cado no sub-dicionário ddtSchemes, no
arquivo fvSchemes, usando a sintaxe geral:

ddtSchemes
{

d e f au l t none ;
ddt (U) <time scheme>;

}

<time scheme>: esquema para interpolação em (t−∆t/2) e (t+ ∆t/2).
Algumas opções disponíveis no OpenFOAM R©são: steadyState, Euler e backward.

O campo de velocidade no OpenFOAM R©normalmente são denominados por U.

4.5 Arranjo das Variáveis na Malha

A malha computacional e o arranjo de variáveis utilizados tem um papel fundamental
na qualidade das soluções numéricas. Talvez a maneira mais intuitiva de arranjar as va-
riáveis na malha seja armazenar todas em um único local, o centro da célula. Entretanto,
esta abordagem mais simplista pode trazer consigo um problema, denominado desaco-
plamento par-ímpar do campo de pressão por [35], ou também denominado de campo de
pressão do tipo tabuleiro de xadrez por [60]. Quando este arranjo é utilizado, é necessário
interpolar a velocidade para a face da célula e, caso não haja um devido tratamento, isso
causará um desacoplamento entre o valor da pressão da célula com os valores das células
vizinhas. Mais detalhes deste problema podem ser encontrados em [60], [18] e [75].

O arranjo deslocado é uma maneira e�ciente para evitar a necessidade de interpolar
as velocidades para as faces, eliminando o problema do desacoplamento par-ímpar. Esta
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abordagem é amplamente utilizado em problemas em que o domínio é formado por ele-
mentos retangulares, onde, para o caso bi-dimensional, a velocidade u (velocidade normal
ao eixo x) e v (velocidade normal ao eixo y) são armazenadas nas faces e a pressão é ar-
mazenada no centro das células, como ilustrado na Figura 4.6. Talvez a maior vantagem

Figura 4.6: Malha deslocada bi-dimensional. Adaptado de [56].

do arranjo deslocado é o forte acoplamento entre a pressão e a velocidade evitando alguns
tipos de problemas de convergência e oscilações nos campos de pressão e velocidade [29].
Entretanto, para malhas não uniformes ou curvilíneas, o arranjo deslocado não é capaz
de representar adequadamente a velocidade nas faces, uma vez que a face deixa de ser
ortogonal a componente da velocidade (Figura 4.7), além disso, pode fazer com que al-
gumas variáveis sejam armazenadas em pontos de singularidade da malha, podendo levar
a singularidades nas equações discretizadas. Portanto, é mais conveniente armazenar as

Figura 4.7: Exemplo da utilização de uma malha deslocada em uma malha deslocada.
Fonte: [83].

componentes da velocidade no centro das células, juntamente com os valores da pressão



4. Método dos Volumes Finitos 46

[83]. A esse arranjo dá-se o nome de co-localizado. Este arranjo é consideravelmente
mais simples de ser implementado, não exige um espaço de memória adicional e facilita a
implementação de procedimentos multigrid [29]. Entretanto, para suprimir as oscilações
ligadas ao problema do desacoplamento par-ímpar, o �uxo de massa é calculado e arma-
zenado em cada face por meio da interpolação de Rhie-Chow [71], a qual será detalhada
na seção 5.1.



Capítulo

5
Algoritmos para Solução dos

Acoplamentos Pressão-Velocidade e

Tensor-Velocidade

As equações governantes para escoamentos de �uidos podem ser resolvidas tanto aco-
pladas, quanto desacopladas. Em um sistema acoplado, todas as equações são resolvidas
simultaneamente, tornando-o mais estável, o que permite a escolha de passos de tempo
maiores e garante maior acurácia em escoamentos transientes. Mas, apesar destas vanta-
gens, o sistema gerado é muito grande, exigindo um alto consumo de memória e um alto
custo computacional durante o processo de solução.

Para o método de solução desacoplado as variáveis são separadas e solucionadas em
sistemas separados, desta forma, para cada passo da solução, são resolvidos vários siste-
mas, relativamente menores que o sistema acoplado, exigindo menos memória e menor
custo computacional. Este processo de desacoplamento das variáveis reduz a estabilidade,
fazendo necessária a utilização de passos de tempo menores. A principal di�culdade para
obter a solução para o sistema desacoplado, é encontrar um campo de pressões tal que,
quando aplicado na equação do momento, gere um campo de velocidades que respeite a
equação da continuidade [49].

Um passo importante para aumentar a taxa de convergência do método numérico é o
uso de fatores de relaxação para atualizar as variáveis. O OpenFOAM R©pode utilizar tanto
a relaxação explícita, quanto a relaxação implícita de Patankar [59], [60]. Na abordagem
de relaxação explícita, após obtido o novo valor para uma propriedade (φC), por meio
da solução do sistema algébrico, o valor de φC é atualizado de modo a manter uma
contribuição do valor da iteração anterior φ∗C , matematicamente

φC = φ∗C + λφ (φC − φ∗C) . (5.1)

onde λφ é o fator de relaxação. Agora, para o cálculo da relaxação implícita de Patankar,
consideremos equação algébrica para uma propriedade φ

aCφC +
∑
F

aFφF = bC . (5.2)

O cálculo da relaxação implícita de Patankar é feito substituindo φC no membro direito
da equação (5.1) pelo equivalente da equação (5.2), obtendo

φC = φ∗C + λφ

[(
−
∑

F aFφF + bC
aC

)
− φ∗C

]
(5.3)

47
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e por �m, obtemos a equação (5.3) reescrita em termos do fator de relaxação.

aC
λφ
φC +

∑
F

aFφF = bC +
(1− λφ)

λφ
aCφ

∗
C , (5.4)

onde o fator de relaxação λφ modi�ca os coe�cientes da diagonal principal e o lado direito
sem modi�car matematicamente a equação [56].

Agora, para a utilização dos métodos de desacoplamento pressão-velocidade SIMPLE
e seus derivados, a equação algébrica do momento linear é reescrita.

Consideremos a equação algébrica do momento linear

aCvC +
∑
F

aFvF = bC . (5.5)

Para a construção da equação de correção da pressão colocalizada, o gradiente de
pressão é retirado do termo bC

bC = −VC (∇p)C + b̂C . (5.6)

Substituindo (5.6) em (5.5) e dividindo tudo por aC , obtemos

vC + HC [v] = −DC (∇p)C + BC , (5.7)

onde os seguintes operadores vetoriais são de�nidos como

HC [v] =
∑
F

aF
aC

vF

DC =
VC
aC

BC =
b̂C
aC

.

(5.8)

Esta forma será útil nas etapas seguintes.

5.1 Interpolação de Rhie-Chow

Consideremos a equação do momento discretizada nas células C e F , assim temos

vC + HC [v] = −DC (∇p)C + BC

vF + HF [v] = −DF (∇p)F + BF

(5.9)

e de forma similar a (5.9), a equação da velocidade vf na face compartilhada pelas células
C e F dada por

vf + Hf [v] = −Df (∇p)f + Bf . (5.10)

Em uma malha colocalizada, as velocidades estão armazenadas no centroide das célu-
las, implicando que os coe�cientes desta equação não podem ser diretamente calculados,
logo, serão aproximados por um per�l de interpolação linear utilizando os coe�cientes dos
nós vizinhos

Hf [v] = Hf [v]

Bf = Bf

Df = Df ,

(5.11)
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onde a notação da barra em cima será utilizada para denotar a interpolação linear entre
os valores nos pontos C e F .

Substituindo (5.11) em (5.10), temos

vf + Hf [v] = Bf −Df∇pf (5.12)

e, usando (5.9), Hf é reescrito como

Hf [v] = −vf −Df∇pf + Bf , (5.13)

tal que a aproximação do coe�ciente é de segunda ordem de acurácia [56].
Substituindo (5.13) em (5.12) a velocidade na face do elemento usando o método de

interpolação de Rhie-Chow é obtido como

vf = vf −Df

(
∇pf −∇pf

)
. (5.14)

5.2 Acoplamento Tensor-Velocidade

De forma semelhante ao acoplamento pressão-velocidade, ao discretizar o termo envol-
vendo o tensor extra-tensão polimérico τ P devemos tomar um cuidado especial a �m de
garantir que não haja um desacoplamento entre os valores das tensões em células vizinhas,
ou seja, células que compartilham a mesma face.

Em [64] é descrito um método para garantir o acoplamento tensor-velocidade, onde a
tensão polimérica nas faces é dada por

τ f = τ f + ηP

[(
∇v|f + (∇v)T |f

)
−
(
∇v|f + (∇v)T |f

)]
, (5.15)

onde os termos com a barra sobrescrita são interpolados linearmente a partir dos valores
do centro das células.

5.3 Método SIMPLE para uma Malha Colocalizada

O método SIMPLE foi apresentado por [59], sendo baseado em um dos métodos de
Chorin [15], e tendo por princípio a resolução da equação do momento utilizando o campo
de pressão do passo anterior, seguido do cálculo do campo de correção para a pressão e,
por �m, a atualização dos campos de velocidade e pressão com os valores corrigidos.

Para a construção do método SIMPLE, as componentes de velocidade (v), pressão
(p) e �uxo de massa (ṁ) são decompostas em dois termos, sendo um deles um termo de
correção

v = v∗ + v′

p = p(n) + p′

ṁ = ṁ∗ + ṁ′ ,

(5.16)

onde o sobrescrito (n) representa o valor obtido na iteração anterior, o sobrescrito ∗ os
valores obtidos satisfazendo a equação (5.17) e o sobrescrito ′ os termos de correção.

v∗C + HC [v∗] = −DC

(
∇p(n)

)
C

+ BC . (5.17)

Inicialmente a equação do momento (5.17) é resolvida para obter v∗ utilizando o campo
de pressão obtido na iteração anterior, desta forma obtemos uma velocidade que satisfaz
a equação do momento linear (5.17), mas não a equação da continuidade.
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Da equação da continuidade (2.1), temos sua forma discreta dada por∑
f

ṁf = 0 , (5.18)

então, substituindo o termo do �uxo de massa de (5.16) em (5.18) obtemos∑
f

ṁ′f = −
∑
f

ṁ∗f , (5.19)

onde

ṁ′f = v′f · Sf (5.20)

ṁ∗f = v∗f · Sf (5.21)

e v∗f calculado por meio da interpolação de Rhie-Chow.
Subtraindo (5.17) de (5.7) obtemos

v′C + HC [v′] = −DC (∇p′)C (5.22)

e de forma semelhante, para o volume de controle F , vizinho a C, temos

v′F + HF [v′] = −DF (∇p′)F (5.23)

assim, interpolando as equações (5.22) e (5.23), temos

v′f + Hf [v′] = −Df∇p′f ⇒ v′f + Df∇p′f = −Hf [v′] . (5.24)

Utilizando a interpolação de Rhie-Chow para calcular a correção da velocidade na face
temos

v′f = v′f −Df

(
∇p′f −∇p′f

)
(5.25)

e substituindo (5.20) e (5.25) em (5.19) temos∑
f

(
v′f · Sf

)
+
∑
f

(
Df∇p′f · Sf

)
−
∑
f

(
Df∇p′f · Sf

)
=
∑
f

ṁ∗f , (5.26)

onde os termos sublinhados referem-se a efeitos das correções de velocidades vizinhas ao
elemento.

Substituindo (5.24) em (5.26) temos a equação de correção para a pressão dada por∑
f

(
−Df∇p′f · Sf

)
= −

∑
f

ṁ∗f +
∑
f

(
Hf [v′] · Sf

)
, (5.27)

na qual diferentes aproximações para o termo sublinhado geram diferentes variações do
método SIMPLE.

No método SIMPLE original o termo sublinhado é omitido. Desta forma, a equação
de correção da pressão é dada por∑

f

(
Df∇p′f · Sf

)
=
∑
f

ṁ∗f (5.28)

ou, utilizando a equação (4.11), temos∫
VC

∇ ·
(
D∇p′

)
dV =

∫
VC

∇ ·
(
ṁ∗f
)
dV (5.29)
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e portanto
∇ ·
(
D∇p′

)
= ∇ ·

(
ṁ∗f
)
. (5.30)

Esta equação será utilizada na implementação do método SIMPLE no OpenFOAM R©.
Com a correção da pressão calculada, o próximo passo é aplicar a correção à velocidade,

ao �uxo de massa, e atualizar o campo de pressão com auxílio de um fator de relaxação
λp

vC = v∗c + v′C v′C = −DC∇p′C
ṁf = ṁ∗f + ṁ′f ṁ′f = −Df∇p′f · Sf
pC = p

(n)
C + λpp

′
C .

(5.31)

Com as variáveis atualizadas, resolve-se as outras equações de transporte discretizadas
e, no caso dos escoamentos viscoelásticos resolve-se, também, a equação constitutiva para
obter os novos valores para as tensões, e então, veri�ca-se se o algoritmo convergiu, em caso
positivo encerra a execução, ou caso contrário, trata os valores obtidos como valores iniciais
e executa novamente os passos do algoritmo. A Figura 5.1 apresenta um �uxograma do
algoritmo SIMPLE.

O algoritmo SIMPLE pode ser modi�cado para obtenção de um método transiente,
adicionando um laço de passo de tempo, como ilustrado na Figura 5.2. Assim, os sistemas
lineares são resolvidos até que atenda o critério de convergência para cada passo de tempo.

5.4 Método SIMPLEC (SIMPLE-Consistent)

O método SIMPLEC foi proposto por [82] com o objetivo de minimizar o termo omi-
tido pelo SIMPLE, reduzindo assim o erro e aumentando a ordem de convergência. O
SIMPLEC assume que a correção da velocidade no ponto C é a média ponderada das
correções nos nós vizinhos

v′C ≈
∑

F aFv′F∑
F aF

⇒
∑
F

aFv′F ≈ v′C
∑
F

aF (5.32)

e usando o operador H, como de�nido em (5.8), (5.32) pode ser reescrita como∑
F

aFv′F
aC

≈ v′C
∑
F

aF
aC
⇒ HC [v′] ≈ v′CHC [1] . (5.33)

Substituindo (5.33) em (5.22) obtemos

(1 + HC [1]) v′C ⇒ v′C = −D̃C∇p′C . (5.34)

Agora, combinando (5.5) e (5.6), e somando e subtraindo
∑

F aFvC no membro es-
querdo da equação obtemos(

aC +
∑
F

aF

)
vC +

∑
F

aF (vF − vC) = −∇pC + b̂C . (5.35)

Reescrevendo (5.35) temos a equação do momento dada por

vC + H̃C [v − vC ] = −D̃C∇pC + B̃C , (5.36)
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Início

resolve a equação do
momento (5.17) para v∗

calcula ṁ∗ usando inter-
polação de Rhie-Chow

resolve a equação de
correção da pres-
são (5.28) para p′

calcula v, p e ṁ cor-
rigidos usando (5.31)

resolve todas as outras
equações de trans-
porte discretizadas

Convergiu trata os valores obtidos
como novos valores iniciais

Fim

valores iniciais p(n), v(n) e φ(n)

sim

não

Figura 5.1: Fluxograma do algoritmo SIMPLE

onde

H̃C =

∑
F aF

aC +
∑

F aF

D̃C =
1

aC +
∑

F aF

B̃C =
b̂C

aC +
∑

F aF

(5.37)

e a equação de correção da velocidade (usando (5.36))

v′C = −H̃C [v′ − v′C ]− D̃C∇p′C , (5.38)

onde termo H̃C [v′ − v′C ] é removido de (5.38), o que é equivalente a aproximação (5.33),
e então utilizada para obter a equação de correção da pressão.
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Início

t = t0

trata os valores no tempo
t como valores iniciais

p(n), v(n) e φ(n)

t = t + ∆t

SIMPLE ou SIMPLEC

t > tmax

Fim

sim

não

Figura 5.2: Fluxograma do algoritmo SIMPLE-Transient

Seguindo os passos para o desenvolvimento do método SIMPLE, obtemos a seguinte
equação de correção da pressão∑

f

(
D̃f∇p′f · Sf

)
=
∑
f

ṁ∗f , (5.39)

o que equivale a ∫
VC

∇ ·
(
D̃f∇p′

)
dV =

∫
VC

∇ ·
(
ṁ∗f
)
dV (5.40)

ou ainda
∇ ·
(
D̃f∇p′

)
= ∇ ·

(
ṁ∗f
)
. (5.41)

5.5 Métodos para Solução do Sistema Algébrico

Os métodos numéricos para a solução de cada sistema algébrico gerado pelo processo
de discretização são especi�cados no arquivo fvSchemes. Alguns métodos disponíveis
por padrão no OpenFOAM R©são: Gradiente Conjugado Pré-condicionado (PCG), Gradi-
ente Biconjugado Pré-condicionado (PBiCG) e Generalized Geometric Algebraic Multigrid
(GAMG).

Com a adição do rheoTool [63], passam a estar disponíveis ao usuário os métodos
iterativos para solucionar matrizes esparsas dos software Petsc, Hypre e Eigen. São espe-
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ci�cados critérios de convergência como a tolerância (tolerance) ou o número máximo
de iterações a serem executadas (maxIter) e fatores de relaxação explicito para o campo
de pressão (λp) e implícitos para as para as demais variáveis (λv, λτ P , etc).



Capítulo

6
Resultados Numéricos

O objetivo deste capítulo é desenvolver um estudo paramétrico para a nova modela-
gem, para os escoamentos viscoelásticos em que a viscosidade e, também, o tempo de
relaxação podem sofrer alterações de acordo com o comportamento da pressão. Este es-
tudo paramétrico será desenvolvido para dois tipos de escoamentos con�nados clássicos:
escoamentos entre placas paralelas e escoamentos em uma contração 4:1, nos quais os
valores das componentes da velocidade e do tensor polimérico serão observados com res-
peito aos parâmetros adotados e comparados aos valores da modelagem padrão. Antes
de apresentar estes estudos, serão expostos os resultados de veri�cação da implementa-
ção da nova metodologia na plataforma OpenFOAM R© e rheoTool através da análise de
convergência da solução numérica do escoamento totalmente desenvolvido em um canal
bidimensional. Para garantir a acurácia dos resultados do problema da contração 4:1 na
nova modelagem, primeiramente serão simulados problemas da contração 4:1 existentes na
literatura, e para isso foram escolhidos alguns ensaios numéricos do trabalho de Pimenta
e Alves [64] como referência.

Neste capítulo, tando o estudo de escoamento em um canal bidimensional quanto em
uma contração 4:1, foram utilizados os métodos de discretização de Euler para os termos
temporais, CUBISTA para os termos convectivos, e linear para os demais termos.

6.1 O Escoamento em um Canal Bidimensional

O escoamento em um canal bidimensional é um dos problemas mais amplamente
estudados pois, além de possuir uma geometria simples, é um dos poucos problemas
de escoamento envolvendo as equações de Navier-Stokes do qual é possível, em muitos
casos, obter uma solução analítica. No caso de �uidos Newtonianos, as simpli�cações das
equações de Navier-Stokes para representar escoamentos em um canal bidimensional são
as equações de Hagen-Poiseuille.

Este problema considera o escoamento de um �uido entre duas placas paralelas, como
esboçado na Figura 6.1, no qual é aplicado um gradiente de pressão ou uma velocidade
na entrada do canal.

55
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Figura 6.1: Esboço do domínio para o escoamento em um canal bidimensional.

As condições de contorno para as variáveis velocidade (v), pressão (p), tensor extra-
tensão, polimérico, (τ P ) e tensor logaritmo natural do tensor conformação (Θ) foram
adotadas como a seguir, de acordo com o tipo de contorno:

Entrada:

vx = 1

vy = 0

∂p

∂x
= 0

τ P = 0

Θ = 0

Parede:

v = 0

∂p

∂y
= 0

τ P : extrapolação linear
∂Θ

∂y
= 0

Saída:

∂v

∂x
= 0

p = 0

∂τ P
∂x

= 0

∂Θ

∂x
= 0

onde a extrapolação linear, da tensão polimérica, para uma face f da fronteira de uma
célula C é obtida por

τij,f = τij,C +∇τij,C · dCf , (6.1)

e τij,f e τij,C são as componentes ij do tensor polimérico τ P na face f e no centro sa célula
C, respectivamente, e dCf é o vetor ligando o centro da célula C ao centro da face f .

Inicialmente, em t = 0, o �uido compreendido entre as placas paralelas está em re-
pouso, e portanto, todas as variáveis são consideradas nulas. E no caso da utilização
da metodologia Log-Conformation, o tensor conformação é tomado como identidade, en-
quanto que o tensor logaritmo natural do tensor conformação é tomado como nulo.

Por simplicidade, as unidades de medida foram omitidas, lembrando que o OpenFOAM R©é
uma plataforma escrita na forma dimensional, sendo m, m/s, Kg/ms2 e Nm−2 as uni-
dades de medida para o comprimento ou a largura (L, H, δx ou δx) , a velocidade (v), a
pressão (p) e o tensor polimérico (τ P ), respectivamente.

6.1.1 Veri�cação da Nova Metodologia Numérica no rheoTool

Primeiramente, será apresentada uma análise de convergência espacial da solução nu-
mérica do escoamento totalmente desenvolvido em um canal bidimensional obtida pela
plataforma OpenFOAM R©e rheoTool. Desta forma, sete tipos de malhas, M1, M2, M3,
M4, M5, M6 e M7, são consideradas com espaçamentos apresentados na Tabela 6.1.

Para estimar o erro e a ordem de convergência espacial da metodologia numérica
implementada, os valores das componentes vx, τxx e τxy foram extraídos de um corte
transversal ao canal em x = 16m.

Denota-se este erro pelo valor escalar EΦ(h), para uma propriedade Φ sendo vx, τxx
ou τxy, em uma malha de espaçamento h = δy.
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Tabela 6.1: Malhas computacionais para o escoamento em um canal bidimensional.

Células
Espaçamento
δminx δy

M1 400 0.5 0.1
M2 1600 0.25 0.05
M3 2820 0.16666 0.03333
M4 5000 0.125 0.025
M5 11280 0.08333 0.01666
M6 20000 0.0625 0.0125
M7 80000 0.03125 0.00625

Suponha que seja q a ordem de convergência espacial do método, então, teoricamente
tem-se que,

EΦ (h) = Chq +O
(
hq+1

)
, (6.2)

em que C é uma constante que independe de h. Sendo assim, para h su�cientemente
pequeno, pode-se estimar o erro pela aproximação

EΦ (h) ≈ Chq. (6.3)

Desta forma, ao re�nar a malha por um fator λ, como exposto na Tabela 6.1, tem-se
a seguinte aproximação para o erro

EΦ

(
h

λ

)
≈ C

(
h

λ

)q
. (6.4)

De�ne-se a taxa de erro por

R (h) =
EΦ (h)

EΦ (h/λ)
. (6.5)

Logo, para o re�namento de malha escolhido neste trabalho, a taxa de erro R (h) para
um método de ordem q deve comportar-se como

R (h) ≈ λq , (6.6)

e consequentemente, a ordem de convergência pode ser calculada por

q ≈ logλ (R (h)) . (6.7)

Em termos práticos, EΦ (h) será adotado como sendo o erro relativo calculado na
norma-l2 (‖ · ‖2), ou seja,

EΦ (h) =
‖Φ (h)− Φ̂ (h) ‖2

‖Φ̂ (h) ‖2

, (6.8)

onde Φ (h) é a solução numérica e Φ̂ (h) é a solução de referência, ambas nos mesmos nós
da malha de espaçamento h.

Neste trabalho, a solução de referência é a solução da malha mais �na M7. Desta
forma, precisou-se de uma atenção especial para avaliar todas estas soluções nos mesmos
pontos. Quando necessário, utilizou-se interpolação linear para estimar os valores de
referência nos nós da malha Mk (k = 1, 2, 3, 4, 5 e 6), a partir dos valores da malha M7.

Os parâmetros para as simulações da veri�cação numérica são: ρ = 0.01Kg/m3,
U = vx = 1m/s, H = 1m, ηS = 0Kg/(ms), ηP = 1Kg/(ms), λ = 0.5 e 1.0s, e γ = 0,
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10−2 e 10−3ms2/Kg, levando a Re = 0.01 e De = 0.5 no modelo UCM (Oldroyd-B com
β = 0.0).

A veri�cação da nova metodologia numérica é apresentada para quatro abordagens de
modelagem:
• Abordagem 1: modelo UCM (Oldroyd-B com β = 0.0) padrão.
• Abordagem 2: modelo UCM (Oldroyd-B com β = 0.0) em que ηP varia linearmente
com a pressão, ou seja, a viscosidade polimérica ηP é modelada pela equação (2.22),
considerando a equação (2.24) com γ = 10−2ms2/Kg.
• Abordagem 3: modelo UCM (Oldroyd-B com β = 0.0) em que ηP e λ variam linearmente
com a pressão, ou seja, a viscosidade polimérica ηP é modelada pela equação (2.22) e o
tempo de relaxação λ é modelado pela equação (2.23), ambos considerando a equação
(2.24) com γ = 10−3ms2/Kg.
• Abordagem 4: foi aplicada a metodologia Log-Conformation para o modelo UCM
(Oldroyd-B com β = 0.0) em que ηP e λ variam linearmente com a pressão (ver equações
(2.22) e (2.23)), considerando a equação (2.24) com γ = 10−3ms2/Kg. Por utilizar a me-
todologia Log-Conformation, nesta abordagem utilizou-se λ = 1s, resultando De = 1.0.

Os erros relativos na norma-l2 da componente da velocidade vx e componentes do ten-
sor extra-tensão τP xx e τP xy são apresentados nas Tabelas 6.2, 6.3 e 6.4, respectivamente;
e se preferir o leitor pode visualizá-los nas Figuras 6.2a, 6.2b, 6.2c e 6.2d, que mostram a
variação dos erros relativos na norma-l2 com respeito aos valores h = δy na escala log�log.

Tabela 6.2: Erro relativo da componente vx nas malhas M1, M2, M3, M4, M5 e M6.
Malha Abordagem 1 Abordagem 2 Abordagem 3 Abordagem 4
M1 8.97803613 · 10−3 9.67733504 · 10−3 8.84423450 · 10−3 8.80998031 · 10−3

M2 2.25652729 · 10−3 2.56804124 · 10−3 2.24140788 · 10−3 2.22764697 · 10−3

M3 9.81090722 · 10−4 1.12412223 · 10−3 9.76759191 · 10−4 9.70451634 · 10−4

M4 5.22851669 · 10−4 6.01739303 · 10−4 5.20728709 · 10−4 5.16572112 · 10−4

M5 2.07600708 · 10−4 2.39440697 · 10−4 2.06810028 · 10−4 2.05019983 · 10−4

M6 9.56159399 · 10−5 1.11085095 · 10−4 9.48632464 · 10−5 9.33341624 · 10−5

Tabela 6.3: Erro relativo da componente τP xx nas malhas M1, M2, M3, M4, M5 e M6.
Malha Abordagem 1 Abordagem 2 Abordagem 3 Abordagem 4
M1 5.52092531 · 10−2 7.86966790 · 10−2 5.60418223 · 10−2 5.34129565 · 10−2

M2 1.27322713 · 10−2 2.58597818 · 10−2 1.39774184 · 10−2 1.35148852 · 10−2

M3 5.29115663 · 10−3 1.40044229 · 10−2 6.31749450 · 10−3 6.18477414 · 10−3

M4 2.82526766 · 10−3 9.10168777 · 10−3 3.64517424 · 10−3 3.60516747 · 10−3

M5 1.12117960 · 10−3 4.74213201 · 10−3 1.64416160 · 10−3 1.64073733 · 10−3

M6 5.75205414 · 10−4 2.75651303 · 10−3 9.06614727 · 10−4 9.06371138 · 10−4

Nas Tabelas 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 são apresentadas a ordem de convergência, calculada
pela equação (6.7), para as abordagens 1, 2, 3 e 4, respectivamente.

Considerando que foram utilizadas predominantemente discretizações de ordem 2, es-
tes resultados apresentados nas Tabelas 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8 eram esperados.

Com o apoio destes resultados, que apontam para uma convergência espacial de ordem
pelo menos 2 da nova metodologia numérica implementada no OpenFOAM R©e rheoTool,
pode-se concluir que esta metodologia numérica é e�caz para solucionar escoamentos de
�uidos viscoelásticos em que a viscosidade e, também, o tempo de relaxação variam de
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Tabela 6.4: Erro relativo da componente τP xy nas malhas M1, M2, M3, M4, M5 e M6.
Malha Abordagem 1 Abordagem 2 Abordagem 3 Abordagem 4
M1 1.95312502 · 10−2 6.11489998 · 10−2 2.22913785 · 10−2 2.26705885 · 10−2

M2 4.89738795 · 10−3 2.29205361 · 10−2 6.23352174 · 10−3 6.36483761 · 10−3

M3 2.13934306 · 10−3 1.28590808 · 10−2 2.97201248 · 10−3 3.04032017 · 10−3

M4 1.17041190 · 10−3 8.44748381 · 10−3 1.75103083 · 10−3 1.79677962 · 10−3

M5 4.77165398 · 10−4 4.43519787 · 10−3 8.02626869 · 10−4 8.24254711 · 10−4

M6 2.34301734 · 10−4 2.56306223 · 10−3 4.27616300 · 10−4 4.37206239 · 10−4

(a) Abordagem 1. (b) Abordagem 2.

(c) Abordagem 3. (d) Abordagem 4.

Figura 6.2: Erro relativo das variáveis vx, τxx e τxy (eixo-y) com relação ao espaçamento
δy (eixo-x) das malhasM1, M2, M3, M4, M5 eM6 (em escala log-log), para as abordagens
1 (a), 2 (b), 3 (c) e 4 (d).

acordo com as alterações dos valores da pressão nestes escoamentos. Portanto, os estudos
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Tabela 6.5: Ordem de convergência espacial para a abordagem 1.
Malhas avaliadas vx τxx τxy

M1/M2 1.99229567 2.11642027 1.99569990
M2/M3 2.05417635 2.16561493 2.04255002
M3/M4 2.18779362 2.18107288 2.09663402
M4/M5 2.27785353 2.27918647 2.21266718
M5/M6 2.69528381 2.32027744 2.47270305

Tabela 6.6: Ordem de convergência espacial para a abordagem 2.
Malhas avaliadas vx τxx τxy

M1/M2 1.91394143 1.60559265 1.41568811
M2/M3 2.03746403 1.51258541 1.42544642
M3/M4 2.17238146 1.49793246 1.46062706
M4/M5 2.27252013 1.60780474 1.58887367
M5/M6 2.67001708 1.88609522 1.90643009

Tabela 6.7: Ordem de convergência espacial para a abordagem 3.
Malhas avaliadas vx τxx τxy

M1/M2 1.98033206 2.00340593 1.83836646
M2/M3 2.04850879 1.95849351 1.82675118
M3/M4 2.18655548 1.91161595 1.83901990
M4/M5 2.27723039 1.96341195 1.92369957
M5/M6 2.70949338 2.06947572 2.18905264

Tabela 6.8: Ordem de convergência espacial para a abordagem 4.
Malhas avaliadas vx τxx τxy

M1/M2 1.98361817 1.98264048 1.83262623
M2/M3 2.04929860 1.92786482 1.82212391
M3/M4 2.19189392 1.87617191 1.82835566
M4/M5 2.27890455 1.94133802 1.92173077
M5/M6 2.73576551 2.06316184 2.20438743

paramétricos que serão apresentados na próxima seção 6.1.2 possuem robustez, acurácia
e precisão, como visto nesta etapa de veri�cação.

6.1.2 Estudos Paramétricos do Modelo Viscoelástico com a Vis-
cosidade Variando com a Pressão

Nesta seção são apresentados diversos resultados a �m de analisar a in�uência da
modelagem da viscosidade dependendo da pressão no modelo Oldroyd-B para solução
numérica de escoamentos viscoelásticos.

A viscosidade polimérica, ηP , presente no modelo Oldroyd-B (ver Tabela 2.1) será
expressa pelas equações (2.22) e (2.24). Desta forma, os estudos numéricos apresenta-
dos nesta seção considera a variação linear dos valores da viscosidade de acordo com as
alterações da pressão no escoamento.

Como pode-se observar nas equações (2.22) e (2.24), γ = 0 ms2/Kg corresponde ao
modelo Oldroyd-B padrão, ou seja, sem a variação da viscosidade com a pressão.
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Para as simulações, será considerado um canal de dimensões 20m×1m, ou seja, se-
guindo a nomenclatura da Figura 6.1 serão adotados um comprimento L = 20m e uma
altura H = 1m. A malha M5 é utilizada para todos os resultados obtidos nas seções
seguintes.

Para efeito de comparação, os resultados serão apresentados na forma adimensional.

Sendo assim, as variáveis v, p, τ P e γ são normalizadas por U ,
η0U

H
,
η0U

H
e
H

η0U
, respec-

tivamente.
Os estudos paramétricos estão dispostos a seguir em seções independentes, onde cada

seção apresenta diversos resultados numéricos que apontam para o tipo de in�uência que
um parâmetro, γ, De ou β, exerce sobre o escoamento.

6.1.2.1 A In�uência do Parâmetro γ

A modelagem da variação linear da viscosidade com relação a pressão é dada pelas
equações (2.22) e (2.24). Sendo assim, o parâmetro γ está relacionado com a razão entre
os valores da viscosidade polimérica e os valores da pressão, ou seja, γ é o coe�ciente
angular desta modelagem. Quanto mais rápido a viscosidade crescer com o aumento da
pressão nos escoamentos, maior deve ser os valores de γ para esta representação.

As simulações desta seção foram realizadas adotando os parâmetros Re = 0.01, De =
0.5 e γ = 0, 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3, 1 · 10−2, para β = 0, ou seja, para o modelo
UCM. Lembrando que o caso γ = 0 corresponde ao modelo viscoelástico padrão.

Os comportamentos e os valores das componentes da velocidade vx e do tensor polimé-
rico τxx e τxy ao longo de um corte transversal ao canal em x = 16 com relação aos vários
valores de γ considerados estão dispostos nas Figuras 6.3, 6.4 e 6.5, respectivamente.

De acordo com a Figura 6.3a não é possível observar comportamentos muito distintos
das componentes vx da velocidade no modelo viscoelástico padrão (γ = 0) e no modelo
viscoelástico com a viscosidade variando linearmente com a pressão para os diversos va-
lores de γ. Por causa da magnitude dos valores desta componente, a Figura 6.3b expõe
melhor estas comparações, apresentando a diferença entre os dois per�s de velocidade:
vx|γ − vx|γ=0, sendo vx|γ=0 o per�l da velocidade no modelo padrão e vx|γ o per�l da
velocidade para um valor de γ (γ = 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3 ou 1 · 10−2).

O resultado de comparação apresentado na 6.3b mostra que na área central do canal,
em torno do eixo de simetria, os valores de vx são maiores na nova modelagem do que na
modelagem padrão e quanto maior for o valor de γ, maior é o valor de vx, com o pico desse
aumento sendo atingido no eixo de simetria do canal. Inversamente, na região próxima a
parede do canal, os valores de vx na modelagem padrão superam os da nova modelagem e
quanto maior for o valor de γ, menor é o valor de vx. Este comportamento já foi registrado
em um estudo teórico por [36]. Nesse trabalho o autor interpreta a diferença vx|γ− vx|γ=0

como o desvio de vx do per�l parabólico padrão.
No caso das componentes τxx e τxy do tensor polimérico, ao longo de todo corte trans-

versal, em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1, estas componentes coincidem apenas no eixo de simetria
do canal, onde todas as componentes do tensor polimérico são nulas (ver Figuras 6.4a e
6.5a). Na Figura 6.4a pode-se observar que quanto maior o valor de γ, mais alto é o valor
da componente τxx. De forma semelhante, a Figura 6.5a mostra que quanto maior o valor
de γ, mais alto é o valor absoluto da componente τxy. As Figuras 6.4b e 6.5b mostram
as diferenças entre os respectivos valores das componentes do tensor polimérico na nova
modelagem e na modelagem padrão. Para ambas as componentes, as diferenças �cam
mais evidentes próximo as paredes do canal e vai diminuindo, em valor absoluto no caso
da componente τxy, na direção do eixo de simetria, local onde são iguais, identicamente
nulas.
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(a) (b)

Figura 6.3: Comparação do per�l da velocidade vx (a) e o desvio do per�l parabólico da
velocidade (vx|γ − vx|γ=0) (b), ao longo de um corte transversal ao canal em x = 16 para
diferentes valores de γ.

(a) (b)

Figura 6.4: Comparação do per�l do tensor τxx (a) e a variação da componente do tensor:
τxx|γ − τxx|γ=0 (b), ao longo de um corte transversal ao canal em x = 16 para diferentes
valores de γ.

Um comportamento interessante que vale a pena destacar é a queda da pressão ao
longo do canal. Na nova modelagem a pressão decai exponencialmente, como pode ser
visto na Figura 6.6, então ∂p/∂x não é constante. Além disso, a Figura 6.6 aponta para
uma in�uência muito signi�cante do parâmetro γ sobre a pressão, quanto maior o valor
de γ, maior é a pressão ao longo do escoamento, principalmente mais próximo a entrada
do canal.
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(a) (b)

Figura 6.5: Comparação do per�l do tensor τxy (a) e a variação da componente do tensor:
τxy|γ − τxy|γ=0 (b), ao longo de um corte transversal ao canal em x = 16 para diferentes
valores de γ.

Figura 6.6: Valores da pressão ao longo do centro do canal, y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20, para
diferentes valores de γ.

6.1.2.2 A In�uência do Número de Deborah (De)

Para observar a in�uência do número de Deborah (De) na nova modelagem, foram
realizadas simulações com Re = 0.01 e γ = 10−2 �xos e diversos valores para o número
de Deborah, De = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5, considerando β = 0, ou seja, considerando
a modelagem da viscosidade variando com a pressão (ver equações (2.22) e (2.24)) no
modelo UCM.

As comparações entre a nova modelagem e a modelagem padrão estão dispostas nas
Figuras 6.7, 6.8 e 6.10, onde os valores das componentes da velocidade vx e do tensor
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polimérico τxx e τxy são considerados ao longo de um corte transversal ao canal em x = 16
e 0 ≤ y ≤ 1 e, os valores da pressão p são analisados no eixo de simetria do canal, em
y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20.

A Figura 6.7a mostra a diferença vx|γ=10−2 − vx|γ=0 do per�l da velocidade entre a
nova modelagem (γ = 10−2) e a modelagem padrão (γ = 0) para os diversos valores de
De. Nesta Figura 6.7a pode-se notar que, para Re = 0.01, γ = 10−2 e β = 0, quanto
maior o número de Deborah De, mais o per�l vx na nova modelagem se distancia do per�l
vx na modelagem padrão. Esta tendencia de comportamento também foi observada para
outros valores de γ, como pode ser visto na Figura 6.7b, que mostra os valores máximo
de vx para De = 0.1, 0.3 e 0.5 e γ = 0, 2 ·10−3, 4 ·10−3, 6 ·10−3, 8 ·10−3 e 1 ·10−2. Assim,
os per�s de vx nas duas modelagens (nova e padrão) são mais semelhantes não somente
para valores baixos de γ, mas também para valores mais baixos de De.

O comportamento observado na Figura 6.7a é análogo ao visto na seção anterior (ver
6.3b). De acordo com a Figura 6.7a, para cada valor de De os per�s coincidem em dois
pontos no interior do canal pela simetria do per�l, em y1 e y2, onde 0.2 ≤ y1 ≤ 0.4 e
0.6 ≤ y2 ≤ 0.8. Em torno do eixo de simetria, para todo y tal que y1 ≤ y ≤ y2, os
valores de vx são maiores na nova modelagem do que na modelagem padrão, havendo
uma inversão deste comportamento para os valores y tal que 0 ≤ y ≤ y1 e y2 ≤ y ≤ 1, o
que indica um per�l mais triangular de vx na nova modelagem, o que está de acordo com
a literatura (ver por exemplo, [36]).

(a) (b)

Figura 6.7: Comparação dos per�s vx da velocidade: vx|γ=10−2 − vx|γ=0 (a) ao longo de
x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1 para diferentes valores de De; e valores máximos de vx da velocidade,
que ocorre em y = 0.5, para γ = 0, 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3 e 1 · 10−2 e para
diferentes valores de De (b).

A Figura 6.8 aponta para uma maior in�uência do número de De sobre a componente
normal τxx do tensor polimérico. As Figuras 6.8a e 6.8b medem, respectivamente, a
diferença entre os valores de τxx e τxy na nova modelagem (γ = 10−2) e na modelagem
padrão (γ = 0). A diferença absoluta máxima entre as duas modelagens salta de próximo
de 5 para aproximadamente 25 na componente τxx, quando De varia de 0.1 para 0.5,
enquanto que na componente τxy o aumento dessa diferença, nas proximidades das paredes
do canal, não supera 15%. O que mantém-se para as duas componentes é o fato de que as
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tensões tornam-se cada vez maiores, em valor absoluto no caso da componente cisalhante,
com o aumento do número de De.

(a) (b)

Figura 6.8: Comparação do tensor entre as modelagens: τxx|γ=10−2 − τxx|γ=0 (a) e
τxy|γ=10−2 − τxy|γ=0 (b), ao longo de x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1 para diferentes valores de
De.

Um comportamento interessante de se destacar é que, a variação do número de Debo-
rah para valores baixos de γ faz com que as linhas do grá�co se cruzem em dois pontos y1

e y2 nas proximidades das paredes. Ou seja, há dois pontos y1 e y2 tais que, para a tensão
avaliada em y1 < y < y2 ha um aumento no valor absoluto da tensão τxy, e quando ava-
liada em 0 ≤ y < y1 e y2 < y ≤ 1 o aumento no número de Deborah leva a uma redução
da tensão τxy. Esse comportamento é destacado nas Figuras 6.9a e 6.9b para γ = 10−3

(onde 0.013 < y1 < 0.015 e 0.985 < y2 < 0.987) e γ = 10−4 (onde 0.024 < y1 < 0.026 e
0.974 < y2 < 0.976), respectivamente.

A Figura 6.10 mostra a queda da pressão ao longo do eixo central de simetria do canal,
das proximidades do contorno de entrada até o de saída. Assim como visto na Figura 6.6,
o decaimento da pressão é exponencial. O número de De exerce um papel importante nos
valores da pressão ao longo deste corte escolhido. Nestas simulações, a pressão assume
valores cada vez maiores sempre que o valor de De aumenta.

6.1.2.3 A In�uência do Parâmetro β

O parâmetro β é uma razão entre viscosidades, mais especi�camente β =
ηS
η0

, onde

η0 = ηS + ηP0 é a viscosidade total de referência, sendo ηS a viscosidade do solvente
Newtoniano e ηP0 a viscosidade polimérica de referência; logo, 0 ≤ β < 1. Para β = 0 tem-
se a ausência da viscosidade Newtoniana, e então, o modelo Oldroyd-B reduz-se ao modelo
UCM. Quando β assume um valor próximo de 1 signi�ca que a viscosidade polimérica
de referência ηP0 é um valor muito próximo de zero, assim a viscosidade do solvente é
dominante no �uido e então, o escoamento tem um comportamento mais semelhante ao
do Newtoniano.

Nas simulações para os estudos da in�uência do parâmetro β foram utilizados Re =
0.01, De = 0.5, γ = 10−2 e β = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 e 0.8.
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(a) (b)

Figura 6.9: Comparação do tensor entre as modelagens: τxy|γ=10−3 − τxy|γ=0 (a) e
τxy|γ=10−4 − τxy|γ=0 (b), ao longo de x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1 para diferentes valores de
De.

Figura 6.10: Valores da pressão ao longo do eixo central de simetria do canal em y = 0.5
e 5 ≤ x ≤ 20, para diferentes valores de De.

A Figura 6.11 mostra a diferença vx|γ=10−2 − vx|γ=0 do per�l da velocidade entre a
nova modelagem (γ = 10−2) e a modelagem padrão (γ = 0) para os diversos valores
de β, ao longo do corte transversal ao canal em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1. Novamente,
o mesmo comportamento mais triangular do per�l da velocidade é visto para a nova
modelagem. O que nota-se da in�uência do parâmetro β é que o per�l da velocidade na
nova modelagem tende ao per�l mais parabólico quando β aumenta, ou equivalentemente,
para valores baixos de β, pouca in�uência de ηS, as diferenças entre os per�s da velocidade
nas modelagens nova e padrão aumentam, então o desvio do per�l parabólico na nova
modelagem �ca maior.
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Figura 6.11: Comparação dos per�s da velocidade entre as modelagens: vx|γ=10−2−vx|γ=0,
ao longo de x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1 para diferentes valores de β.

As Figuras 6.12a e 6.12b apresentam as diferenças entre os valores das componentes do
tensor polimérico τxx e τxy, respectivamente, na nova modelagem e na modelagem padrão.
Para ambas as componentes, o parâmetro β exerce forte in�uência quanto menor for.
Pode-se ver nas Figuras 6.12a e 6.12b que quanto menor o valor de β, maior é a diferença
entre os valores da tensão na nova modelagem e na modelagem padrão, atingindo valores
mais altos da tensão, em valor absoluto no caso da componente τxy, quando β é pequeno.

(a) (b)

Figura 6.12: Comparação do tensor entre as modelagens: τxx|γ=10−2 − τxx|γ=0 (a) e
τxy|γ=10−2 − τxy|γ=0 (b), ao longo de x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1 para diferentes valores de
β.

No caso do estudo da pressão com respeito ao parâmetro β, a Figura 6.13 mostra que
quanto menor o valor de β, ou seja, menor a in�uência da viscosidade Newtoniana, maior
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torna-se a pressão ao longo do eixo central de simetria do canal. Como visto nos estudos
anteriores, a nova modelagem exibe um decaimento da pressão semelhante ao exponencial
nesta região.

Figura 6.13: Valores da pressão ao longo do eixo central de simetria do canal em y = 0.5
e 5 ≤ x ≤ 20, para diferentes valores de β.

6.1.3 Estudos Paramétricos do Modelo Viscoelástico com a Vis-
cosidade e o Tempo de Relaxação Variando com a Pressão

Nesta seção é analisado o comportamento do escoamento quando tanto a viscosidade
quanto o tempo de relaxação dependem linearmente com a pressão, para a solução numé-
rica de escoamentos viscoelásticos utilizando o modelo Oldroyd-B. A geometria, malha,
normalizações e condições de contorno utilizadas são as mesmas apresentadas nas seções
anteriores.

Para esta nova modelagem, a viscosidade polimérica (ηP ) e o tempo de relaxação (λ)
presentes no modelo Oldroyd-B (ver Tabela 2.1) serão expressos, respectivamente, pelas
equações (2.22) e (2.23), com fηP (p) e fλ (p) modelados igualmente pela equação (2.24),
ou seja, variando linearmente com a pressão.

6.1.3.1 A In�uência do Parâmetro γ

Para analisar a in�uência do do parâmetro γ foram realizadas simulações para o modelo
UCM (Oldroyd-B com β = 0) com Re = 0.01, De = 0.5 e γ = 0, 2 ·10−3, 4 ·10−3, 6 ·10−3,
8 · 10−3 e 1 · 10−2, onde γ = 0 equivale ao modelo viscoelástico padrão.

As Figuras 6.14, 6.15a, 6.15b dispõem, respectivamente, os grá�cos com o per�l da
diferença, entre o novo modelo e o modelo padrão, das componentes de velocidade vx, e do
tensor polimérico τxx e τxy, ao longo de um corte transversal em x = 16, e a Figura 6.16
dispõe os valores da pressão, retirados do eixo central de simetria (y = 0.5) e 5 ≤ x ≤ 20.

A Figura 6.14 detalha o comportamento distinto entre a velocidade vx no novo modelo,
em que a viscosidade e o tempo de relaxação variam linearmente com a pressão, e no
modelo viscoelástico padrão, ou seja, o grá�co apresenta a diferença vx |γ −vx |γ=0 para
γ = 0, 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3 e 1 · 10−2. Podemos observar a presença de dois
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pontos, y1 e y2 com 0.2 ≤ y1 ≤ 0.4 e 0.6 ≤ y2 ≤ 0.8, nos quais a velocidade vx é idêntica
em ambas as modelagens. Além disso, nota-se que há um aumento na velocidade vx em
y1 < y < y2, com o pico máximo sendo alcançado no eixo de simetria do canal. E em
0 < y < y1 e y2 < y < 1 há uma redução na velocidade vx, se comparado ao modelo
padrão. Desta forma, com o aumento do parâmetro γ, há uma maior diferença entre o
per�l de velocidade vx da nova modelagem com relação a modelagem padrão, deixando
de ter um per�l parabólico e assumindo um per�l mais triangular, de forma semelhante
ao apresentado nas seções anteriores, onde apenas a viscosidade polimérica ηP varia com
a pressão.

Figura 6.14: Variação da velocidade (vx|γ−vx|γ=0), retirados de um corte em x = 16 para
diferentes valores de γ.

As Figuras 6.15a e 6.15b exibe diferença entre o valor do novo modelo e do modelo
padrão, das componentes τxx e τxy do tensor polimérico, retiradas de um corte transversal
em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1. Podemos notar que não há variação das tensões no eixo
de simetria do canal (y = 0.5), onde todas as componentes do tensor assumem valor
nulo. Observamos também que, quanto maior o valor do parâmetro γ, maior é o valor da
componente τxx, e, de forma similar, o aumento de γ leva a um aumento do valor absoluto
da componente τxy.

A Figura 6.16 exibe o grá�co da pressão, retirada no eixo de simetria em y = 0.5 e
5 ≤ x ≤ 20, para γ = 0, 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3 e 1 · 10−2. Nota-se que com
o aumento do parâmetro γ há um aumento nos valores da pressão ao longo do canal, e a
queda de pressão deixa de ser linear, ou seja, ∂p/∂x deixa de ser constante.

6.1.3.2 A In�uência do Número de Deborah (De)

A análise da in�uência do número de Deborah (De) é realizada a partir de simulações
com De = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5, e considerando Re = 0.01 e β = 0.0 (modelo UCM)
�xos. São consideradas as equações (2.22), (2.23) e (2.24), onde a viscosidade polimérica
e o tempo de relaxação variam linearmente com a pressão para γ = 10−3.

As Figuras 6.17a, 6.18a e 6.18b apresentam, respectivamente, as comparações entre os
valores da componente da velocidade vx, tensor polimérico τxx e τxy, retirados de um corte
transversal em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1. Podemos observar na Figura 6.17, a variação do per�l
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(a) (b)

Figura 6.15: Variação do tensor τxx (τxx|γ − τxx|γ=0) (a) e Variação do tensor τxy (τxy|γ −
τxy|γ=0) (b), retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de γ.

Figura 6.16: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de γ.

de velocidade vx entre γ = 10−3 (novo modelo) e γ = 0 (modelo padrão) para De = 0.1,
0.2, 0.3, 0.4 e 0.5, que o aumento do número de Deborah leva a uma maior variação no
per�l de velocidade vx entre as modelagens, deixando de ter o comportamento do clássico
per�l parabólico do modelo padrão. Este comportamento também é observado para outros
valores de γ, como pode ser observado na Figura 6.17b, onde são apresentados os valores
máximos da velocidade vx para De = 0.1, 0.3 e 0.5, e γ = 0, 2 · 10−4, 4 · 10−4, 6 · 10−4,
8 · 10−4 e 1 · 10−3. Assim, os per�s de velocidade vx na nova modelagem distanciam-se
da modelagem padrão tanto com o aumento de γ quanto com o aumento do número de
Deborah De.
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(a) (b)

Figura 6.17: Variação da velocidade (vx |γ=10−3 −vx |γ=0) (a) e valores máximos da
velocidade (obtidos no centro do canal) para γ = 0, 2 · 10−4, 4 · 10−4, 6 · 10−4, 8 · 10−4 e
1 · 10−3, retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de De.

A Figura 6.18a exibe a diferença entre as tenções τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) para
De = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5. Podemos notar que o aumento do número de Deborah
(De) induz a um aumento no valor de τxx entre as parede e o eixo de simetria do canal.
Também observa-se que no eixo de simetria não ha diferença entre as tensões, todas
são nulas. Já para o tensor τxy (ver Figura 6.18b) observamos que as linhas da tensão
para diferentes valores de De cruzam-se em três pontos, sendo um no eixo de simetria
(y = 0.5), onde a componente τxy é nula para todos os valores de De, e em mais dois
pontos y1 (0.055 ≤ y1 ≤ 0.006) y1 (0.94 ≤ y2 ≤ 0.945), próximos a parede do canal.
Ressalta-se que o aumento do valor De leva a uma aumento no valor absoluto da tensão
τxy em y ∈ (y1, y2). E, em contrapartida, em y ∈ (0, y1) e y ∈ (y2, 1), o aumento do valor
De leva a uma redução no valor absoluto da tensão τxy.

A Figura 6.19 exibe a queda da pressão ao longo do eixo de simetria do canal, em
y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20. São apresentados os valores da pressão para Re = 0.01, γ = 10−3,
β = 0.0 e De = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5. Podemos notar que a variação no valor do número
de Deborah (De) exerce um pequena in�uência nos valores da pressão, que aumentam a
medida que o valor de De também aumenta.

6.1.3.3 A In�uência do Parâmetro β

Para observar a in�uência do parâmetro β, foram realizadas simulações com Re = 0.01,
De = 0.5 e γ = 10−3, para β = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 e 0.8. Os valores da velocidade vx e
tensões τxx e τxy foram retirados de um corte transversal em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1. A
Figura 6.20 mostra a variação do per�l de velocidade entre a nova modelagem (γ = 10−3)
e a modelagem padrão (γ = 0) para os diversos valores de β. Com o aumento no valor
do parâmetro β, ou seja, com o aumento da contribuição newtonianado �uido, há uma
redução na diferença entre os per�s da velocidade vx da nova modelagem e da modelagem
padrão. Em outras palavras, o aumento do parâmetro β faz com que o per�l da velocidade
torne-se mais parecido com o clássico per�l parabólico da modelagem padrão.
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(a) (b)

Figura 6.18: Variação do tensor τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) (a) e Variação do tensor τxy
(τxy |γ=10−3 −τxy |γ=0) (b), retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de
De.

Figura 6.19: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de De.

As Figuras 6.21a e 6.21b apresentam, respectivamente, as diferenças dos valores das
tensões τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) e τxy (τxy |γ=10−3 −τxy |γ=0) entre a nova modelagem e
a modelagem padrão. Ao aumentarmos β, assim diminuindo a contribuição polimérica e
aumentando a contribuição polimérica do �uido, tensão τxx diminui, aproximando-se do
per�l do modelo padrão. E, de maneira análoga, a tensão τxy diminui, em valor absoluto,
a medida que o valor do parâmetro β aumenta, diminuindo assim as diferenças entre o
novo modelo e o modelo padrão.

Para o estudo da pressão, avaliando os efeitos da variação do parâmetro β, os valores
foram retirados de um corte do eixo central de simetria y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20. Com o au-
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Figura 6.20: Variação da velocidade (vx |γ=10−3 −vx |γ=0), retirados de um corte em
x = 16 para diferentes valores de De.

(a) (b)

Figura 6.21: Variação do tensor τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) (a) e Variação do tensor τxy
(τxy |γ=10−3 −τxy |γ=0) (b), retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de
De.

mento do valor de β, ou seja, com a maior in�uência da contribuição newtoniana, há uma
redução no valor da pressão, e deixa de ter comportamento exponencial e aproximando
se de um comportamento linear.
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Figura 6.22: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de β.

6.1.4 Estudos Paramétricos do Modelo Viscoelástico com a Vis-
cosidade e o Tempo de Relaxação Variando com a Pressão
Utilizando Log-Conformation

Nesta seção são exibidos os resultados a �m de observarmos a in�uência da modelagem
da viscosidade e do tempo de relaxação dependendo da pressão, para a solução numérica
de escoamentos viscoelásticos utilizando o modelo Oldroyd-B. Foi utilizada geometria,
malhas, normalizações e condições de contorno iguais as apresentadas na seção anterior.

A viscosidade polimérica, ηP , e o tempo de relaxação, λ, presentes no modelo Oldroyd-
B serão expressos, respectivamente, pelas equações (2.22) e (2.23), com fηP (p) e fλ (p)
modelados igualmente pela equação (2.24), ou seja, variando linearmente com a pres-
são. Lembramos que, pelas limitações da implementação das equações constitutivas utili-
zando a metodologia Log-Conformation no rheoTool, devemos, obrigatoriamente, utilizar
fηP (p) = fλ (p).

Para efeito de comparação com a seção anterior, são comparados resultados obtidos
entre os modelos UCM (Oldroyd-B com β = 0) padrão e o mesmo modelo utilizando a
metodologia Log-Conformation, com Re = 0.01 e De = 0.5 para γ = 10−3 e 2 · 10−4.
Estão dispostos nas Figuras 6.23a, 6.23b e 6.23c a diferença das velocidades, a diferença
das tensões τxx e a diferença das tensões τxy, avaliadas em um corte transversal em x = 16
e 0 ≤ y ≤ 1. E na Figura 6.23d é apresentada a pressão p, avaliada no eixo de simetria do
canal, y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20. Assim podemos observar em todos os quatro grá�cos que,
como esperado, há equivalência entre os resultados obtidos pode meio das abordagens 3
(Oldroyd-B) e 4 (Oldroyd-B com Log-Conformation).

A partir deste ponto, as seções seguintes farão uso da metodologia Log-Conformation
para obtenção de maior estabilidade e possibilitar a execução de simulações com valores
de Deborah (De) mais elevados.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.23: Comparação dos resultados obtidos entre as abordagens 3 e 4 (sem e com
utilização da metodologia Log-Conformation), com Re = 0.01 e De = 0.5 para γ = 10−3

e 2 · 10−4. São apresentadas a diferença das velocidades (a), a diferença das tensões τxx
(b), a diferença das tensões τxy (c) e a pressão p (d)

6.1.4.1 A In�uência do Parâmetro γ

Foram realizadas simulações para o modelo UCM (β = 0) com os parâmetros Re =
0.01, De = 1.0 e γ = 0, 2 · 10−3, 4 · 10−3, 6 · 10−3, 8 · 10−3 e 1 · 10−2. No qual o caso γ = 0
equivale ao modelo viscoelástico padrão.

Os grá�cos com o per�l das componentes de velocidade vx e do tensor polimérico τxx
e τxy, ao longo de um corte transversal em x = 16, para os diferentes valores de γ são
dispostos nas Figuras 6.24a, 6.25 e 6.26, respectivamente.

Na Figura 6.24a não é possível observar a diferença de comportamento da componente
de velocidade vx para os diferentes valores de γ, devido a pequena magnitude das diferen-
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ças. Para detalhar o comportamento distinto, a Figura 6.24b apresenta a diferença entre
os per�s da velocidade vx do modelo com a viscosidade e o tempo de relaxação variando
linearmente com a pressão e do modelo viscoelástico padrão, com γ = 0, vx |γ −vx |γ=0,
sendo vx |γ o per�l da velocidade para um valor de γ (γ = 2 · 10−4, 4 · 10−4, 6 · 10−4,
8 · 10−4 ou 1 · 10−3).

O resultado da comparação, apresentado na Figura 6.24b, exibe um aumento da ve-
locidade na área central do canal, em torno do eixo de simetria, para a nova modelagem,
quando comparado ao modelo padrão (γ = 0). Além disso, podemos observar que quanto
maior for o parâmetro γ, maior é o valor de vx, com o pico sendo atingido no eixo de
simetria do canal. Em contrapartida, nas proximidades da parede do canal, os valores da
componente de velocidade vx da nova modelagem são inferiores aos obtidos na modelagem
padrão, destacando-se que, quanto maior o valor de γ, menor é o valor de vx.

(a) (b)

Figura 6.24: Velocidade vx (a) e variação da velocidade (vx |γ −vx |γ=0) (b), retirados de
um corte em x = 16 para diferentes valores de γ.

Agora no caso das componentes τxx e τxy do tensor polimérico, analisado em um corte
transversal, em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1, as componentes coincidem apenas no eixo de simetria
do canal (y = 0.5), onde todas as componentes do tensor apresentam valor nulo (ver
Figuras 6.25 e 6.26). A Figura 6.25a mostra que quanto maior o valor de γ, maior é o
valor da componente τxx. O detalhamento da diferença entre as tensões τxx no modelo
padrão e no novo modelo é exibido na Figura 6.25b, na qual podemos observar a formação
de dois pontos de máxima diferença entre as tensões, indicados com ∗.

A Figura 6.26a representa a tensão τxy, mostrando que o aumento no valor de γ leva
a um aumento do valor absoluto da componente τxy do tensor polimérico. Este aumento
é detalhado na Figura 6.26b (exibindo a diferença entre as tensões do modelo padrão
(γ = 0) e da nova modelagem (γ = 10−3)), onde, de forma semelhante a tensão τxx, há a
formação de dois pontos de máximo no valor absoluto da diferença das tensões, indicados
com ∗.

Na Figura 6.27 é apresentada a queda da pressão, para γ = 0, 2 ·10−4, 4 ·10−4, 6 ·10−4,
8 · 10−4 e 1 · 10−3, ao longo do eixo central de simetria do canal y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20. Um
comportamento que pode ser observado é que a queda pressão ao longo do canal deixa
de ser linear, passando a decair exponencialmente, ou seja, ∂p/∂x deixa de ser constante.
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(a) (b)

Figura 6.25: Variação do tensor τxx (a) e Variação do tensor τxx (τxx |γ −τxx |γ=0) (b),
retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de γ.

(a) (b)

Figura 6.26: Valores do tensor τxy (a) e Variação do tensor τxy (τxy |γ −τxy |γ=0) (b),
retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de γ.

Além disso, o valor da pressão aumenta a medida que o parâmetro de dependência da
pressão γ é elevado.

6.1.4.2 A In�uência do Número de Deborah (De)

Para analisar a in�uência do número de Deborah (De) na nova modelagem, foram
realizadas simulações para De iguais a 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 e 1.0, com Re = 0.01 e
γ = 10−3 �xos. Além disso, foi considerado β = 0, ou seja, a modelagem da viscosidade e
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Figura 6.27: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de γ.

o tempo de relaxação variando com a pressão (equações (2.22), (2.23) e (2.24)) no modelo
UCM.

As comparações entre os valores da componente da velocidade vx, tensor polimérico τxx
e τxy são apresentadas, respectivamente nas Figuras 6.28a, 6.29a e 6.29b. Os resultados
foram retirados de um corte transversal em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1, e os valores da pressão
do centro do canal, ou seja, no eixo de simetria, em y = 0.5 e 5 ≤ x ≤ 20.

Na Figura 6.28a podemos observar a diferença vx |γ=10−3 −vx |γ=0 do per�l de velo-
cidade entre a nova modelagem e a modelagem padrão, para De = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9
e 1.0. Podemos notar que, para Re = 0.01, γ = 10−3 e β = 0, o aumento do número
de Deborah induz a uma maior diferença entre o per�l vx da nova modelagem e o per�l
da modelagem padrão. Este comportamento também é observado para outros valores de
γ, como pode ser visto na Figura 6.28b, onde são apresentados os valores máximos da
velocidade vx para De = 0.6, 0.8 e 1.0, e γ = 0, 2 · 10−4, 4 · 10−4, 6 · 10−4, 8 · 10−4 e
1 · 10−3. Deste modo, os per�s da velocidade vx nas duas modelagens (nova e padrão) se
diferenciam mais não apenas com o aumento de γ, mas também com o aumento de De.

Na Figura 6.29a, onde é exibida a diferença entre as tensões τxx, podemos observar que
com o aumento do número de Deborah (De), há a formação de dois pontos de máximo,
nas proximidades das paredes. Pontos destacados com ∗. Este comportamento não é
observado para valores baixos de De (ver Figura 6.18a), aparecendo apenas a partir de
De = 0.8. Outro comportamento observado é que, ao aumentar o numero de Deborah,
estes pontos de máximos distanciam-se das paredes do canal, deslocando-se em direção
ao eixo de simetria, onde a variação da tensão é nula.

A Figura 6.29b apresenta o grá�co da diferença entre as tensões τxy no novo modelo e no
modelo padão. Neste grá�co podemos observar que as linhas indicado as diferenças entre
as tensões cruzam-se em três pontos, sendo um no eixo de simetria, onde a componente
τxy é nula para todos os valores de De, e em mais dois pontos y1 (0.055 ≤ y1 ≤ 0.06) e
y2 (0.94 ≤ y2 ≤ 0.945), próximos as paredes do canal. Além dos pontos onde as linhas do
grá�co cruzam-se, podemos também notar a formação de dois pontos de máximo absolutos
próximos as paredes do canal e que, com o aumento do número de De, distanciam-se da
parede, em direção ao eixo de simetria do canal.
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(a) (b)

Figura 6.28: Variação da velocidade (vx |γ=10−3 −vx |γ=0) (a) e valores máximos da
velocidade (obtidos no centro do canal) para γ = 0, 2 · 10−4, 4 · 10−4, 6 · 10−4, 8 · 10−4 e
1 · 10−3, retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de De.

Semelhante ao observado na seção anterior para o comportamento da tensão τxy, ocorre
a formação de dois pontos máximos da diferença absoluta entre as tensões do novo modelo
(γ = 10−3) e do modelo padrão (γ = 0), próximos as paredes do canal. Tais pontos são
destacados no grá�co com ∗. E, como observado anteriormente, não há diferença entre as
tensões no eixo de simetria do canal.

(a) (b)

Figura 6.29: Variação do tensor τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) (a) e Variação do tensor τxy
(τxy |γ=10−3 −τxy |γ=0) (b), retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de
De.
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A Figura 6.30 exibe a queda de pressão ao longo do eixo central de simetria do canal,
das proximidades do contorno de entrada (x = 5) até o de saída (x = 20). Observando a
�gura podemos notar que, para os parâmetros utilizados (Re = 0.01, β = 0 e γ = 10−3),
o número de Deborah (De) não exerce grande in�uência sobre a pressão, ou seja, todas as
linhas do grá�co estão praticamente sobrepostas. Entretanto, destaca-se que ao aumentar
o número de Deborah, há um pequeno aumento nos valores da pressão ao longo do canal.

Figura 6.30: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de De.

6.1.4.3 A In�uência do Parâmetro β

Para observar a in�uência do parâmetro β, foram realizadas simulações com Re = 0.01,
De = 1.0, γ = 10−3 e β = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 e 0.8. A Figura 6.31 mostra a variação do per�l
de velocidade, vx |γ=10−3 −vx |γ=0, entre a nova modelagem (γ = 10−3) e a modelagem
padrão (γ = 0) para os diversos valores de β, ao longo de um corte transversal ao canal
em x = 16 e 0 ≤ y ≤ 1. Podemos notar que, com o aumento do parâmetro β, o per�l da
nova modelagem tende ao per�l mais parabólico, ou de forma equivalente, com a redução
no valor do parâmetro β, as diferenças entre os per�s da velocidade vx da nova modelagem
e padrão diminuem.

As Figuras 6.32a e 6.32b apresentam as variações (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0 e τxy |γ=10−3

−τxy |γ=0) entre os valores dos tensores τxx e τxy, respectivamente. De forma semelhante
ao apresentado na seção anterior para altos valores deDe, para valores de β inferiores a 0.4
(inclusive), ocorre a formação de dois pontos (y1 e y2) de máximo no per�l da diferença da
tensão τxx, próximo a parede do canal. Tais pontos são destacados no grá�co com ∗. Além
disto, as tensões coincidem no eixo de simetria do canal, onde são identicamente nulas.
Semelhante ao observado na seção anterior para o comportamento da tensão τxy, ocorre a
formação de dois pontos máximos da diferença absoluta entre as tensões do novo modelo
(γ = 10−3) e do modelo padrão (γ = 0), próximos as paredes do canal. Tais pontos são
destacados no grá�co com ∗. E, como observado anteriormente, não há diferença entre as
tensões no eixo de simetria do canal.
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Figura 6.31: Variação da velocidade (vx |γ=10−3 −vx |γ=0), retirados de um corte em
x = 16 para diferentes valores de β.

(a) (b)

Figura 6.32: Variação dos tensores τxx (τxx |γ=10−3 −τxx |γ=0) (a) e τxy (τxy |γ=10−3

−τxy |γ=0) (b), retirados de um corte em x = 16 para diferentes valores de β.

No estudo da pressão, com respeito a variação do parâmetro β, observamos na Figura
6.33 que com a redução de β, ou seja, maior in�uência da viscosidade polimérica, há um
aumento da pressão ao longo do eixo central de simetria do canal.

6.2 O Escoamento em uma Contração 4:1

Um problema bastante explorado na literatura, tanto numericamente quanto experi-
mentalmente, é o escoamento em uma contração abrupta (Figura 6.34). Vários autores, de
diferentes grupos de pesquisa, vêm trabalhando com soluções de problemas nesta geome-
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Figura 6.33: Valores da pressão retirados do centro do canal a partir de x = 5, para
diferentes valores de β.

tria ( [3], [48], [54], [57], [62], [64], [65], [66], [85] ). A motivação para estudar escoamentos
viscoelásticos neste tipo de geometria é que muitos problemas industriais que envolvem o
processo de extrusão apresentam um aparato com esse tipo de formato.

Figura 6.34: Domínio do escoamento em uma contração abrupta.

6.2.1 Veri�cação das Simulações na Contração 4:1 com a Litera-
tura

Nesta seção, apresentaremos alguns ensaios numéricos seguindo como referência o
trabalho de Pimenta e Alves [64]. As malhas escolhidas foram mais re�nadas locais em
locais próximos onde há a formação de vórtices, e as menores dimensões das células,
utilizadas em cada malha, estão dispostas na Tabela 6.9.

Foi utilizada uma geometria com h = 1m, H = 4h, L = l = 100h e uma velocidade
média na saída do �uido de Uout = 1m/s. A velocidade de entrada do �uido é dada em
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Tabela 6.9: Malhas computacionais para o escoamento na contração 4:1
Malha ∆xmin/(h/2) = ∆ymin/(h/2)
M1 0.0036
M2 0.0027
M3 0.0018
M4 0.0014

função da velocidade Uout e do tempo t, expressa na equação (6.9)

Uin(t) =


1− cos (πt)

8
Uout 0 ≤ t ≤ 1

0.25Uout t > 1
(6.9)

Além deste per�l de velocidade aplicado na entrada, as demais condições de contorno
são: v = 0, τ P calculado por extrapolação linear e condições de Neumann homogêneas
na direção normal ao contorno para p e Θ nas paredes; vy = 0, τ P = 0, Θ = 0 e
∂p/∂x = 0 (Neumann homogênea) na entrada; e condicões de Neumann homogêneas na
direção normal ao contorno para todas as variáveis v, p, τ P e Θ na saída.

Para a realização da simulação numérica, são considerados os seguintes valores para
os parâmetros: ηp = 0.88889m2s−1, ηs = 0.11111m2s−1, ρ = 0.01kgm−3, U = vxmax =
1ms−1, λ = [1− 5]s, levando a β = 1

9
, Re = 0.01 e De = [1− 5].

Nas Tabelas 6.10 e 6.11 são apresentadas, respectivamente, as medidas, admensionais,
dos vórtices XR e XL (X̃R = XR

h
e X̃L = XL

h
).

Tabela 6.10: Evolução do comprimento do vórtice X̃R em função de De. De variando de
0 a 5.

De M1 M2 M3 M4

0 1.4851 1.4912 1.4939 1.4954
1 1.3594 1.3622 1.3635 1.3643
2 1.1725 1.1709 1.1706 1.1709
3 0.9774 0.9690 0.9684 0.9693
4 0.8072 0.7876 0.7854 0.7866
5 0.6747 0.6411 0.6364 0.6385

Tabela 6.11: Evolução do comprimento do lip-vórtice X̃L em função de De. De variando
de 0 a 5.

De M1 M2 M3 M4

0 0 0 0 0
1 0.0556 0.0440 0.0382 0.0338
2 0.1309 0.1119 0.0985 0.0854
3 0.2399 0.1893 0.1612 0.1429
4 0.3837 0.2850 0.2453 0.2142
5 0.5932 0.4356 0.3705 0.3131

A Figura 6.35 apresenta uma comparação entre os resultados do presente trabalho,
considerando a malha M3, e os resultados apresentados por Pimenta e Alves [64], em que
as Figuras 6.35 (a) e (b) apresentam as evoluções dos comprimentos dos vórtices X̃R e
X̃L, respectivamente, com o aumento do número de Deborah De.
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(a) Vórtices X̃R. (b) Lip-vórtices X̃L.

Figura 6.35: Comprimentos dos vórtices X̃R e X̃L em função de De: comparações dos
resultados numéricos obtidos no presente trabalho pelaM4 com os resultados apresentados
por [64].

6.2.2 Estudos Paramétricos do Modelo Oldroyd-B com a Visco-
sidade e o Tempo de Relaxação Variando com a Pressão

Nesta seção são apresentados resultados a �m de observar a in�uência da modelagem
da viscosidade e do tempo de relaxação dependendo da pressão na formação dos vórtices,
em uma contração 4:1.

Os parâmetros viscosidade polimérica (ηP ) e tempo de relaxação (λ) são expressos pe-
las equações (2.22) e (2.23), respectivamente, com fηP (p) e fλ (p) modelados igualmente
pela equação (2.24), variando linearmente com a pressão. Para as simulações desta se-
ção foi utilizada a metodologia Log-Conformation, portanto, por restrições das equações
implementadas no rheoTool, devemos, obrigatoriamente, utilizar fηP (p) = fλ (p).

A Tabela 6.12 apresenta as dimensões dos vórtices X̃R e X̃L, para os coe�cientes
de dependência da pressão γ = 10−4 e γ = 10−3. A comparação entre os valores do

Tabela 6.12: Evolução do comprimento dos vórtices X̃R e X̃L na malha M4, em função
de De. De variando de 1 a 5, para γ = 10−4.

De
X̃R X̃L

γ = 10−4 γ = 10−3 γ = 10−4 γ = 10−3

1 1.3581 1.2885 0.0358 0.0549
2 1.1565 1.0072 0.0878 0.1306
3 0.9488 0.7592 0.1489 0.2305
4 0.7646 0.5767 0.2243 0.3824
5 0.6176 0.4624 0.3305 0.5965

comprimento dos vórtices apresentados na Tabela 6.12 são ilustrados nas Figuras 6.36a e
6.36b para os vórtices X̃R e X̃L, respectivamente, com γ = 0, 10−4 e 10−3, e De = 1, 2, 3,
4 e 5. Nota-se na Figura 6.36a que com o aumento do número de Deborah (De) há uma
redução no tamanho do vórtice X̃R, assim como ocorre com o modelo padrão (γ = 0).
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Além disso, o aumento do parâmetro γ faz com que haja uma maior redução no tamanho
do vórtice X̃R. Agora, observando a Figura 6.36b, podemos notar que com o aumento de
De há um aumento do tamanho do vórtice X̃L na nova modelagem, assim como também
ocorre na modelagem padrão (γ = 0), e para valores de γ mais elevados o aumento no
tamanho do vórtice X̃L é maior.

(a) Vórtices X̃R. (b) Lip-vórtices X̃L.

Figura 6.36: Comprimentos dos vórtices X̃R e X̃L em função deDe, para diferentes valores
de γ.

Nas Figuras 6.37a e 6.37b são apresentados os tamanhos dos vórtices X̃R e X̃L, res-
pectivamente, para De = 2, β = 1/9 e Re = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 e 0.05, para γ = 0
e γ = 10−3. Podemos observar que para γ = 10−3 há a formação de um vórtice menor
do que o obtido pelo modelo padrão, e, além disso, o aumento do número de Reynolds
(Re) leva a uma redução no tamanho do vórtice em ambas as abordagens. Agora para o
vórtice X̃L, exposto na Figura 6.37b, o vórtice formado na nova modelagem é maior do
que o obtido por meio da abordagem padrão. porém, diferentemente do vórtice X̃R, não
há mudança signi�cativa no tamanho do vórtice ao aumentar o número de Reynolds.

As Figuras 6.38a e 6.38b ilustram o tamanho dos vórtices X̃R e X̃L, respectivamente,
para De = 2, Re = 0.01 e β = 0, 1/9, 2/9, 3/9, 4/9 e 5/9, para γ = 0 e γ = 10−3.
Considerando a Figura 6.38a, o aumento do parâmetro β, ou seja, a medida que a contri-
buição newtoniana da viscosidade do �uido aumenta, o tamanho do vórtice X̃R também
aumenta. Podemos destacar que, a medida que valores de β aumentam, a diferença do
tamanho dos vórtices X̃R entre o novo modelo e o modelo padrão diminuem. No caso do
vórtice X̃L (Figura 6.38b), o aumento do parâmetro β leva a uma redução no tamanho dos
vórtices em ambas as modelagens. E, de forma semelhante para o vórtice X̃R, a diferença
de tamanho entre os vórtices X̃L da nova modelagem e da modelagem padrão diminuem
ao incrementar o parâmetro β.

Na Figura 6.39 são apresentas as linhas de corrente, próximo a contração, para De = 2
e 5, com γ = 10−3, β = 1/9 e Re = 0.01. Podemos observar que, com o aumento do
número de Deborah (De), há um aumento no tamanho dos vórtices que se formam na
entrada da contração, e, em contrapartida, os demais vórtices formados tem seus tamanhos
reduzidos.
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(a) Vórtices X̃R. (b) Lip-vórtices X̃L.

Figura 6.37: Comprimentos dos vórtices X̃R e X̃L em função de Re, para diferentes valores
de γ.

(a) Vórtices X̃R. (b) Lip-vórtices X̃L.

Figura 6.38: Comprimentos dos vórtices X̃R e X̃L em função de β, para diferentes valores
de γ.
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(a) De = 2.

(b) De = 5.

Figura 6.39: Linhas de corrente para De = 2 e 5, na malha M4.





Capítulo

7
Considerações Finais

Neste trabalho foram apresentadas as equações que modelam, matematicamente, os
escoamentos incompressíveis, isotérmicos e laminares, de �uidos Newtonianos e viscoelás-
ticos. A nova modelagem que acrescenta a viscosidade polimérica e o tempo de relaxação
variando com a pressão nos modelos Oldroyd-B e UCM é o destaque principal deste
trabalho.

Uma introdução aos ambientes de simulação de escoamentos OpenFOAM R© e rheoTool
foi apresentada, a qual incluiu as referências aos tutoriais detalhados. O método dos volu-
mes �nitos foi apresentado na abordagem utilizada pelo OpenFOAM R©, descrevendo-se os
passos para a discretização de cada termo das equações envolvidas e sua sintaxe geral no
OpenFOAM R©. Em seguida, o algoritmo SIMPLE e algumas de suas variações utilizadas
pelo rheoTool e por diversos solvers do OpenFOAM R©, para solucionar as equações de
velocidade e pressão, foram descritos passo-a-passo.

Foram escolhidos problemas clássicos e com resultados numéricos já consolidados e
publicados na literatura para serem utilizados como referência e para veri�cação dos
resultados numéricos. Tais problemas simulados foram o problema de Hagen-Poiseuille
(canal) e o problema da contração 4:1, ambos no caso planar.

O maior foco deste trabalho foi realizar um estudo paramétrico para a nova mode-
lagem a�m de analisar a in�uência da pressão na viscosidade e tempo de relaxação e,
consequentemente, no comportamento dos escoamentos.

No problema do canal foram executadas simulações com diferentes valores de Re, De,
β e γ, para uma abordagem com a viscosidade polimérica (ηP ) dependendo da pressão
(abordagem 2) e duas abordagens com a viscosidade polimérica (ηP ) e o tempo de relaxa-
ção (λ) dependendo da pressão (abordagem 3 e 4), sendo uma delas com a utilização da
metodologia Log-Conformarion para que fosse possível realizar os estudos paramétricos
para valores mais altos do número de Deborah. Em todos estes casos, na variação de Re
não foram obtidas mudanças nas variáveis de velocidade, tensão e pressão. As mudanças
no per�l de velocidade, tensão e pressão são mais signi�cativas com o aumento de De,
γ e redução de β. Foi possível observar que o per�l da velocidade deixa de ter compor-
tamento parabólico e passa a ter um comportamento mais triangular, com um aumento
da velocidade vx em torno do eixo de simetria do canal e uma redução da velocidade
nas proximidades das paredes. No caso da abordagem 2, esse comportamento também é
reportado por Housiadas [36]. Em todos os casos a variação máxima da velocidade entre o
modelo padrão (γ = 0) e as modelagens com dependência da pressão não foram superiores
a 6 · 10−3.

Destaca-se que o per�l da pressão, avaliado no eixo de simetria do canal em y = 0.5
e 5 ≤ x ≤ 20, deixa de ter uma queda linear, ou seja, ∂p/∂x deixa de ser uma constante
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negativa, e a queda da pressão passa a ter um comportamento exponencial. Os valores
das componentes do tensor τxx e τxy obtidos nas novas modelagens implementadas foram
maiores, em valor absoluto no caso do τxy, do que os valores obtidos no modelo padrão.

Para valores baixos de γ (γ = 10−3 e γ = 10−4) foi observado uma redução na ten-
são τxy próximo a parede do canal a medida que o número de Deborah aumenta. Este
comportamento não ocorre na abordagem 2 com γ = 10−2.

É importante observar que para a abordagem 2 foi possível utilizar valores mais altos
de γ do que nas abordagens 3 e 4.

Antes de iniciar os estudos paramétricos da nova modelagem em uma contração planar
4:1, foram realizadas inicialmente simulações com a modelagem padrão para veri�cação
dos resultados com os resultados da literatura de Pimenta e Alves [64]. Em seguida, foram
realizados os estudos numéricos com a nova modelagem, em que a viscosidade polimérica
ηP e o tempo de relaxação λ variam linearmente com a pressão, na contração planar 4:1.

As simulações do problema da contração foram executadas para valores de γ = 0, 10−4

e 10−3, De = 1, 2, 3, 4 e 5, Re = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 e 0.05, e β = 0, 1/9, 2/9, 3/9, 4/9 e
5/9. Foi observado a redução no tamanho do vórtice XR com o aumento dos parâmetros
γ, De e Re, e redução do parâmetro β. Já para o vórtice XL, seu tamanho aumenta
juntamente com o incremento dos parâmetros γ e De, e decremento do parâmetro β.
Entretanto, com a variação do número de Reynolds (Re) não houve alteração em seu
tamanho.

Portanto, com base nos resultados obtidos pode-se concluir que este trabalho contri-
bui com a Reologia Computacional pois apresenta estudos numéricos para problemas de
escoamentos viscoelásticos importantes em que a viscosidade polimérica e o tempo de re-
laxação dependem da pressão. Esses estudos mostram uma forte in�uência dessa variação
da viscosidade e tempo de relaxação com a pressão no comportamento dos escamentos
viscoelásticos em canal e contração 4:1.
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