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RESUMO

Na presente tese abordaremos quatro topicos importantes: espinores, covariantes
bilineares, classificacao de Lounesto e o teorema da inversao. Apresentamos a construcao
de covariantes bilineares para o espinor Elko e mostraremos a necessidade da deformacao
dos elementos da base da algebra de Clifford com a finalidade de que as identidades de
Fierz-Pauli-Kofink sejam satisfeitas. Estudamos também os ingredientes principais da
classificacao de espinores elaborada por Lounesto. Por tltimo, construiremos trés novas
classes de espinores via o teorema da inversao a partir da premissa que o covariante
bilinear J,, seja nulo. Como consequéncia desta consideracao esses novos espinores nao
possuem a dinamica de Dirac, haja visto que J, na teoria de Dirac representa a corrente
conservada. O surgimento de apenas trés novas classes de espinores é uma consequéncia

direta da imposicao de que as identidades de Fierz-Pauli-Kofink sejam satisfeitas.

PALAVRAS-CHAVE: Espinores, Covariantes bilineares, identidades de Fierz-Pauli-

Kofink, Classificacao de Lounesto, Teorema da inversao.
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ABSTRACT

The present thesis covers four important topics: spinors, bilinear covariants, Lou-
nesto’s classification and the inversion theorem. We show and explicit the construction
of bilinear covariants for the Elko spinors and the necessity of deformation of the Clifford
algebra basis elements in order to satisfy the Fierz-Pauli-Kofink identities. We also study
the main ingredients of the classification of spinors elaborated by Lounesto. Finally, we
construct three new classes of spinors via the inversion theorem from the premise that the
bilinear covariant J, is null. As a consequence, these new spinors do not have usual dyna-
mics of Dirac, have seen that J, in Dirac’s theory represents the conserved current. The
emergence of only three new classes of spinors is a direct consequence of the requeriment
that Fierz-Pauli-Kofink’s identities must hold.

KEYWORDS: Spinors, Bilinear covariants, Fierz-Pauli-Kofink identities, Lounesto clas-

sification, Inversion Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1878, William K. Clifford publicou um artigo no American Journal of Mathematics
intitulado “Applications of Grassmann extensive algebra” [1|. Naquele trabalho Clifford
apresentou uma nova estrutura matematica, a qual ¢ por ele denominada “algebra geo-
métrica”, conhecida na atualidade como algebra de Clifford. As algebras de Clifford tém
como origem esforgos em representar geometricamente um ntimero complexo. Cabe men-
cionar que a ideia de relacionar operagoes geométricas e algébricas nao era uma novidade,
ja que em 1679 Leibniz em uma carta dirigida a Huygens menciona esse fato. Tal carta foi
posteriormente publicada em 1833. A grande contribuicao de Clifford foi a introdugao do
andlogo do produto de quatérnions na estrutura da algebra de extensao de Grassmann,
obtendo assim um sistema naturalmente adaptado para a geometria ortogonal de um es-
paco arbitrario. Nesse cendrio, os quatérnions se apresentam como um caso particular de
uma algebra de Clifford (algebra de Clifford par).

Devido a repentina morte de Clifford, muitos cientistas deram continuidade para
com o desenvolvimento da teoria das algebras de Clifford. Um dois mais importantes foi
certamente Elie Cartan. Foi justamente Cartan quem introduziu em 1913 o conceito de
espinor [2].

Foi através do conceito de espinor que as algebras de Clifford marcaram presenca
decisiva na Ciéncia. Dirac mostrou em 1928 [3| que a equagao fundamental da mecanica
quantica relativistica é escrita em termos de uma algebra de Clifford, sendo a particula
elementar, o elétron, descrito por um espinor.

E pertinente, mesmo hoje, se perguntar o que é um espinor? Definir com exatidao
o conceito de espinor é uma tarefa extremamente complexa. Isto é devido ao fato que
tanto fisicos como matematicos tém tratado de maneira independente os espinores, o que
tem gerado diversas defini¢oes e aplicacoes destes objetos. A definigao feita por Cartan é
a mais relevante, e esta diz que o espinor é o objeto matemaético que carrega a mais rica
informacao sobre o espacgo-tempo que conhecemos. Mencionaremos trés definicoes dos

espinores as quais sao de muita importancia, a definicao classica ou definicao covariante

13



que foi proposta por Cartan em 1966, seguindo a linha estabelecida por Brauer e Weyl
[4] que definiram os espinores como um conjunto de variaveis complexas definido por sua
transformacao dentro de um grupo de spin particular. A segunda definicao é chamada
de algébrica ou ideal, proposta por Chevalley em 1954 [5] e estudada posteriormente por
Riesz em 1958 [6] e Graf em 1978 [7], onde um tipo de espinor algébrico é um elemento
de um minimal ideal (definido também como idempotente primitivo) em uma algebra de
Clifford. Por ultimo temos a definicao operatorial para espinores, proposta por Hestenes e
Sobezyk em 1984 [8]; nessa definigao usa-se como espago de representagao a subalgebra par
de uma algebra de Clifford. Essa tultima definicao, embora aparentemente bem distinta
das outras, é equivalente as anteriores.

Devemos enfatizar que os espinores, independentemente da definicao, possuem as
mesmas aplicagoes fisicas. Justamente essas aplicagoes surgem quando Cartan percebeu
que os espinores nao eram invariantes por rotacoes de 2w, jA que o espinor original apos
a rotacao citada ganha um sinal. Por tal motivo era necessario construir um objeto a
partir dos espinores de tal maneira que por rotacoes de 27 se mantivesse invariante. Tais
objetos sao conhecidos como observaveis fisicos ou covariantes bilineares.

Na presente tese apresentamos a abordagem desenvolvida por Crawford [9, 10| para
construir os covariantes bilineares associados ao espinor de Dirac, definida em um espaco-
tempo de dimensao par. Do ponto de vista fisico os covariantes bilineares tem muita
relevancia ji que fazem o link entre os espinores e as aplicacoes fisicas, como veremos
mais adiante. Um grupo de cientistas encabecado por Fierz encontrou certas relagoes
que sdo satisfeitas pelos covariantes bilineares [11, 12, 13]. Tais rela¢oes sao conhecidas
como identidades de Fierz-Pauli-Kofink (FPK) e sao de muita importancia, uma vez que
a partir das mesmas é possivel classificar os espinores e também recuperar propriamente
um espinor em termos de seus covariantes bilineares.

Com respeito a classificacao de espinores devemos mencionar que muitos cientistas
tentaram classificar os espinores ja conhecidos na literatura (espinores de Dirac, Majorana
e Weyl) mas sem muito éxito. Por exemplo, Been e Tucker em 1987 [14] e posteriormente
Crymeyrolle [15] em 1990, introduziram propriedades matriciais com o objetivo de es-
tabelecer uma classificacao para espinores, mas infelizmente nao tiveram muito sucesso.
Até que Pertti Lounesto conseguiu realizar uma classificacao para espinores [16]|. Tal clas-
sificacao possui um cardter geométrico, isto é consequéncia de considerar os covariantes
bilineares e um novo objeto chamado de estrutura multivetorial, os ingredientes principais
desta classificagao. Portanto, podemos afirmar que a classificacao de Lounesto é a mais
completa, pois além de conter os espinores ja conhecidos na literatura fornece um novo
tipo de espinor chamado de flag-dipole, o qual ainda nao possui um tratamento fisico
completo, apenas se tem evidéncia desse espinor na solucao da equacao de Dirac em uma
teoria f(R) com torsdo [17].

Se inicialmente pensavamos existirem apenas seis classes de espinores definidos na
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classificacao de Lounesto, recentemente foi proposto por Ahluwalia e Grumiller um novo
espinor de dimensdo de massa um [18|, chamado Elko, que é um acréonimo alemao para
Eigenspinoren des Ladungskojugationsoperator, cuja traducao é Autoespinor do Operador
Conjugacao de Carga. Podemos dizer que tal espinor possui algumas caracteristicas dos
espinores de Majorana, mas na realidade sao bem diferentes, uma vez que os espinores
Elko possuem helicidade dual, enquanto os espinores de Majorana tem helicidade tnica.
Outra caracteristica marcante é a estrutura dual do Elko, que é extremamente diferente
das estruturas duais dos espinores conhecidos.

Uma caracteristica importante a salientar sobre o Elko é que ele nao satisfaz a
equacao de Dirac. Isso é devido ao fato que as componentes espinoriais do Elko nao
estao relacionadas entre si pela simetria de paridade mas sim através das matrizes de
Pauli. Assim, o espinor Elko apenas satisfaz a equacao de Klein-Gordon, assim como
esperado para todo campo relativistico. Outra particularidade do Elko est& nas somas de
spin, ela nao ¢ invariante por transformacoes de Lorentz. De fato, para o estudo do Elko
é necessario se considerar a chamada de Very Special Relativity ou simplesmente VSR,
proposta por Cohen e Glashow em 2006 [19].

O espinor Elko apesar de descrever um férmion, possui dimensao de massa um. Isso
implica que o campo associado ao Elko nao interage com o campo eletromagnético apenas
interage com o tensor eletromagnético, Lint = ge A () [v", 7 ]\(z) F, (), por ser eletrica-
mente neutro via atuacao do operador conjugacao de carga, e as interagoes com todas as
particulas do modelo padrao, exceto com o béson de Higgs, Lin: = ¢! (z)d() A (x)A(z),
nao sao renormalizaveis perturbativamente [20]|. Elko tem sido estudado em diferentes ce-
narios, em 2006 Bohmer mostrou que o Elko é um candidato natural a descrever matéria
escura [21].

E importante mencionar que no escopo da presente tese definiremos os espinores
do ponto de visto algébrico, mas isto nao sera feito para o caso do espinor Elko, devido
ao fato dele pertence ao grupo de simetria HOM(2) ou SIM(2) que embasam a VSR.
Porém, visando definir algumas caracterisitcas algébricas do Elko, construiremos as es-
truturas bilineares associadas, para as quais usaremos a prescricao usada por Crawford
na construcao dos covariantes bilineares do espinor de Dirac.

Por tltimo, abordaremos o teorema da inversao proposto por Crawford em 1985 [22].
Devemos salientar que o precursor do teorema da inversao foi Takahashi, quando em 1982
[23] propos a construgao de espinores via as identidades de FPK. A proposta de Takahashi
¢ conhecida como algoritmo de Takahashi e foi a primeira a mencionar a possibilidade
de escrever os espinores em termos de seus covariantes bilineares. Entretanto Crawford
simplificou o algoritmo de Takahashi, de tal maneira que conseguiu recuperar o espinor
original em termos de seus covariantes bilineares de um modo mais simples e elegante.

A presente tese estd divida da seguinte maneira:

No segundo capitulo apresentamos as ferramentas matematicas que usaremos ao
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longo da tese. Definiremos as algebras de Clifford e alguns isomorfismos importantes que
serao usados nos capitulos posteriores.

Definiremos no terceiro capitulo os espinores do ponto de vista algébrico, excecao
feita ao Elko, o qual definiremos com o enfoque fisico, tal como j4 mencionado.

No quarto capitulo, construiremos as estruturas bilineares do espinor Elko, conside-
rando sua estrutura dual correspondente. Para isso, serd necessario entender o mecanismo
usado por Crawford quando construiu as estruturas bilineares para o espinor de Dirac a
partir da algebra de Clifford Real. Nesse capitulo analisamos a covariancia das estruturas
bilineares, tanto por transformacoes de Lorentz quanto por transformacoes da VSR.

Por fim, no quinto capitulo apresentamos a classificacao de Lounesto e o teorema da
inversao. Cabe mencionar que neste capitulo apresentamos trés novas classes de espinores
os quais surgem da premissa que o bilinear .J, seja nulo, o que traz como consequéncia
que esses novos espinores nao satisfacam a equacao de Dirac. Portanto, apenas satisfazem
a equacao de Klein-Gordon.

O quarto e quinto capitulo trazem nossas contribuicoes para a area. O tultimo

capitulo é reservado as consideragoes finais.

16



Capitulo 2

Algebra de Clifford

O formalismo da algebra de Clifford permite diversas aplica¢oes, em particular a proemi-
nente construcao de espinores e operadores de Dirac. Porém, nesse capitulo apresentare-
mos os conceitos gerais sobre a algebra de Clifford e multivetores, os quais serao usados

nos proximos capitulos.

2.1 Algebra de Clifford no espaco Euclidiano

Seja um vetor v pertencente a R®. Considerando que a base do espaco R? seja {e;, ez, e},

podemos expressar v em termos dos vetores da base
V = vie1 + 12eq + v3es, onde, vy, vy e vz pertencem a R. (2.1)

A dltima expressao nao é nada mais que a definicdo de um vetor no espaco Euclidiano.
Uma pergunta que surge de maneira natural é: como podemos medir um vetor? A resposta
tem a ver com a geometria ortogonal dos elementos da base do espaco Euclidiano. Para
medir um vetor precisamos definir a norma do vetor e para isso é necessario que os vetores
da base sejam unitarios e ortogonais. Com essas consideragoes podemos definir a norma,

de um vetor como segue
[v[* = v] + v3 + 13 (2.2)

E necessario definir o produto entre os vetores do espaco R3, tal produto vamos chamar
de P

P(v,v) = |v]*. (2.3)
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Vamos exigir que o produto P seja bilinear, ou seja, sendo « e 3 escalares

P(avy + pva,u) = aP(vy,u)+ fP(va,u),
(2.4)
P(v,au; + fuy) = aP(v,u)+ SP(v,uy).

Das definigdes anteriores é possivel encontrar a relacao entre os vetores da base {e;}.

Para tanto usamos a definicao do produto entre dos vetores e aplicamos a defini¢ao de
bilinearidade (2.4)

P(v,v) = viP(ej,e;)+viP(ey,e) + v3P(es, e3) + viva[Per, ex) + Pley, ey)]
+ vvs[P(er, e3) + P(es, e1)] + vavs[P(es, €3) + Ples, es)]. (2.5)

Comparando as equagoes (2.5) e (2.4), obtemos as seguintes relagoes

P(el,el) = 1, P(eg,QQ) = 1, P(eg,eg) =1 (26)

P(el, eg) + P(EQ, el) = 0,
P(el, 63> + P(e3, el) = U, (27)
P(62763) + P(eg, 62) =0.

Desta maneira, podemos induzir uma possivel solugao para as equagoes (2.7)
P(ei,ej) = P(ej,ei) = 0, (’L 7£ j) (28)

Vamos impor que o resultado do produto P(e;,e;)(i # j) seja um escalar. Desta
maneira a equacao (2.8) seria a tnica solu¢ao. Denota-se o produto P, por um ponto,
ou seja, P(v,u) = v-u. O produto ponto é chamado de "escolha de Gibbs". Das
relacoes anteriores e da imposicao que o resultado do produto ponto forneca um escalar,

encontramos as seguintes relagoes

ere; = 1, (i=1,2,3), (2.9)
€ € = ej-eizo (Z?éj) (210)

Assim, garantimos que a norma |v|> = v - v se preserve quando introduzimos o produto
P. Esse produto é o usual "produto escalar". Por outro lado, da equagao (2.9), podemos
afirmar que os vetores da base {e;} sdo unitarios, e da equacao (2.10) é facil ver que

sao também ortogonais para i # j. E importante ressaltar que a escolha de Gibbs s6 se
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justifica se o resultado do produto P(e;,e;), (i # j) for escalar [24]. Mas como podemos
ver, a escolha de Gibbs é um caso particular, ji& que existe uma outra possibilidade de
denotar as equagoes (2.6) e (2.8), para a qual vamos definir o produto simplesmente por

justaposigao, ou seja, P(v,u) = vu, assim

ee;=e = 1 (i=1,2,3), (2.11)
eiej+ejez~ = 0 (Z?é]) (212)

Das relacoes anteriores, definimos a norma |v|?> = vv = v2. Esta tltima defini¢do
¢ chamada de escolha de Clifford. Na escolha de Clifford o produto entre dois vetores é
chamado de produto de Clifford ou produto geométrico. Da mesma maneira que na escolha
de Gibbs, os vetores da base {e;} sdo unitérios e ortogonais (i # j). Uma caracteristica
particular da escolha de Clifford é a interpretacao que temos que dar a e;e; = 0. Do fato
de nao considerar mais a escolha de Gibbs, sabemos que e;e; nao pode ser um escalar.
Para mostrar essa afirmacgao, usamos um exemplo. Consideremos que e;e; seja um escalar

a, (tal que va = av), e fazendo a seguinte escolha v = ey, por exemplo, temos
ei(ele;) = ey, (ejey)e; = —ele; = —ey, (2.13)

0 que nos mostra que e;e, nao é um escalar. Por outro lado, também é facil ver que e es

nao ¢ um vetor de R3, ja que para v € R? a norma é nao negativa, enquanto que

(e1€2)? = (e1er)(erey), (2.14)
= —eje; =1 (2.15)

Desta maneira podemos descartar que o produto ejes seja um escalar e um vetor. Essa
quantidade é chamada de bivetor. Um bivetor em R3 é um fragmento de plano com certa
orientacao. Assim, no espaco tridimensional nao existem apenas segmentos de reta, mas

também existem fragmentos de plano, superficies, etc.

Figura 2.1: O bivetor expressa um fragmento de area dado pelo produto ejes.

e1eq

k4

€1

Daqui em diante vamos nos referir ao vetor que representa os segmentos de planos
como um 2-vetor (bivetor). O bivetor pertence ao espaco vetorial A\*(R?). Desta ultima
definicao, podemos escrever um vetor, de modo anélogo, como /\1(R3) = R?. Do mesmo

modo, quando nos referirmos a um escalar (0-vetor) vamos denotar por A’(R?) = R.
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O fato de que eje; = —eseq, quer dizer que eje; e ese; sao segmentos de plano com

orientagdes opostas, ver Figura 2.2. A area ou norma de um bivetor A é denotado por
Figura 2.2: Orientagao do bivetor.

| Al

O bivetor é unitario, de modo que A = afe e, representa um fragmento de plano

Ty
e

de area dado por | af |. Um bivetor arbitrario em A*(R?) é da forma

2
/\(Rg) > A = Apep + Ajzers + Axseos, (2.16)

onde vamos denotar o produto de vetores da base como e;e; = e;; e Az, A3 e Asz sdo
escalares, tais que A;; = —Aj;, (i # j). Olhando a equacgao (2.16), podemos ver que
a dimensao de /\Z(R3) é trés. Sabendo que é possivel representar um bivetor como um
paralelogramo orientado, isto sugere pensar que o bivetor é um produto geométrico de
vetores ao longo de seus lados. Com isso em mente vamos introduzir o produto exterior

s ' s — '
@ A b de dois vetores @ e b, como a varredura de @ ao longo de b. Os bivetores

Figura 2.3: Produto exterior do ponto de vista geométrico.
y7d
— -
£ b
/ TAb / / e /
b
@

— — . -
dAb e b Ad tem a mesma area, mas tem sentidos opostos de rotagao. Podemos

expressar esta tltima afirmacao da seguinte maneira

— —
.

AND =—b A (2.17)

No espaco Euclidiano R3, podemos também definir um elemento de volume de uma

maneira geométrica, se tomarmos os seguintes segmentos de reta OA, OB e OC, os quais
sao representados pelos vetores eq, s e eg e estao orientados como mostra a Figura 2.4.
Um tal vetor serd dito um 3 — vetor e o espago vetorial serd denotado por /\S(R3). Note
que existem duas possiveis orientagoes para um 3 — vetor, de acordo com a regra da mao
direita, orientacao positiva no sentido anti-horario e negativa no sentido horéario. Daqui

em diante interpretaremos o objeto e;eses como um 3 — vetor. Notemos que a dimensao
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Figura 2.4: O elemento de volume expresso geometricamente.

(8

€]

de /\3(R3) é 1, de modo que qualquer 3 — vetor, Z, pode ser escrito como

3
/\(R3) > 7 = aejeqes, (2.18)

onde o é um escalar. Notar que se a > 0, entao Z representa um elemento de volume
na orientacao ejeses. Para a < 0, Z representa um elemento de volume com orientacao
oposta. Podemos também expressar um elemento de volume fazendo uso do produto
exterior de trés vetores, a A ? A ?, onde @ = a1e1 + asey +ases, 7 = bie; + byes + bses
e @ =ciel + coen+ czes3, o qual representa a orientacao do volume de um paralelepipedo

_)
com arestas ?, b ,?

ay asg as
ﬁ
7 ANDb A ? = bl bQ bg e; AN eg A es, (219)
C1 C2 C3

e a norma ou volume |7| de um 3 — vetor é dada por
7 = V61 N ey A es, (220)

onde |7\ =V, o qual é definido por |[Ve; Aex Aeg| =V.

Como vimos até agora, em um espaco tridimensional encontramos, escalares, 1-vetor
ou vetores, 2-vetor ou bivetor e por tltimo o elemento de volume 3-vetor, os quais podemos
expressar como secoes do proprio espaco R3, como segue; A’(R3), A'(R?), A*(R?) e
/\3(R3). E importante definir um nova estrutura, chamada multivetor, a qual contém
todas essas se¢oes do espaco A(R?). Desta afirmacao, podemos dizer entdo que uma
estrutura multivetorial ou multivetor é a soma direta de cada uma das secoes anteriores,

3
ou seja A\(R?) = & A"(R3). Assim, um multivetor arbitrario 4 é da forma

3
/\(R ) > A = a + a1€1 + ases + ases + a12e1€2 + a13e1e3 + aos3€ses
v N ~ ~ N ~
Escalar vetor bivetor
+ ajo3€e;eses. (221)
—_———
volume
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O espago vetorial A (R?®) dotado do produto definido nas equagoes (2.11) e (2.12),
¢ o que se denomina algebra geométrica, no caso do espago Fuclidiano tridimensional.
Denotaremos a éalgebra associada com o espaco Euclidiano tridimensional por Cl3. O
produto geométrico é justamente uma generalizacao do produto quaternionico, o qual
vamos definir mais adiante, enquanto a estrutura multivetorial de Cf3 é justamente a

estrutura da algebra de extensao de Grassmann.

2.2 Algebra exterior e algebra de Clifford

Como vimos o objeto matematico A\ (R?) é usado para abarcar se¢oes do espago Euclidiano
R3. Esse objeto engendra a algebra exterior do espaco linear R? e representa uma soma
direta de

Subespacos de ‘ com base
escalares R 1
vetores R3 e, ey, €e;3
bivetores /\2(R3) e; Ney, e Aes, ex A e;s
elemento de volume A\*(R?) e; A\esy A es.

Assim, podemos expressar a algebra exterior como
0 1 2 3
AR = A®) & AR o AR & A\R?),
ou simplesmente
3

AR)=RaRa AR o /\[RY).

As dimensdes de R, R3, A*(R?), A*(R?) e A(R?) sdo 1, 3, 3, 1 e 23, respectivamente.
A algebra exterior A\ (R?) é uma élgebra associativa com o elemento unidade, satis-

fazendo

ei/\ej = —ej/\ei, v Z#],

e Ne = 0,

sendo {e;, ey, e3} a base do espaco linear R®. Por outro lado, definimos o produto exterior
de dois elementos homogéneos como
i+j i

arbe \(R®) V ac A\, be /J\(]R%f”). (2.22)

O produto de dois elementos u e v na algebra de Clifford C¢3 do espaco Euclidiano R?

é dotado por justaposicao, uv, para diferenciar do produto exterior v A v. Uma base
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ortonormal {ej, es, ez} no espago Euclidiano R? C C/3 satisfaz

€ee; = —€;¢, v Z%j,

ee; = e =1, (2.23)

a qual gera a base de Cf3, que também corresponde com a base de /\ R3:

3
Cly AR
1 1
€1,€92,€3 €1,€2,€3

€€y, e1€3,e0e3 | €1 A€y, e; ANeg, e Aes

[SFLSHISE € A €9 A €3.

Esta correspondencia entre estas duas algebras nos induz a representar o espaco linear

Cl5 como

Cs=RoR’a AR o /\(R?. (2.24)

Tal como definimos a estrutura multivetorial dentro do produto exterior, dada pela equa-
¢ao (2.21), podemos dizer que a algebra de Clifford pode ser definida como uma estrutura
multivetorial.

Produto de Clifford de dois vetores: O produto de Clifford entre dois vetores a e b

é obtido pela adicao do produto escalar a.b com o bivetor a A b, ou seja

ab=ab+aAb. (2.25)

Lembrando que no produto escalar a regra de comutacao, a.b = b.a, é satisfeita, enquanto
a regra de anti-comutagao para o produto exterior, a Ab = —b A a, também tem que ser

considerada, temos a seguinte relacao entre ab e ba

ba = b.a+bAa, (2.26)
= ba—-aAb. (2.27)

Como podemos ver o produto de Clifford nao é comutativo. Por outro lado, o produto
de Clifford é composto de uma parte simétrica, expressa pelo produto escalar, e parte
antissimétrica, expressa pelo produto exterior.

Definicao da Algebra de Clifford versus dlgebra exterior: Ambas as algebras, a alge-

bra de Clifford Cl3 e a &lgebra exterior /A R*! contém uma copia de R?, que permite
aplicacoes para fazer calculos geométricos em R®. A diferenca entre as duas algebras
consiste basicamente na multiplicacao, ja que a multiplicagao de Clifford de dois vetores

preserva a norma, |ab| = |a||b|, para todo a, b € R?, enquanto a multiplicagio no produto
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exterior nao preserva a norma, |a A b| < |al|b].

Consideracgoes Gerais

Seja B = {ey,....., e, } uma base ortogonal do espago vetorial V', tal que
eiej =e;Nej, (i #]), (2.28)

com a qual podemos generalizar a seguinte relacao

CuiCuy ~ " " "€y = €y /\e,uz/\""/\eup? (:ul 7&#2 7é "":up)' (2'29)

A dimensao de C{(V, g) é obviamente dada por ) (Z), ou seja,
p=0

dim CO(V, g) = 24im V| (2.30)

E importante mencionar a existéncia do isomorfismo entre a algebra de Clifford C/(V, g) e a
algebra exterior A (V) ou a algebra de Grassmann ¢4(V). E evidente que este isomorfismo
nao é um isomorfismo algébrico (do fato que tinhamos mencionado anteriormente, sobre

a preservagao da norma) mas sim um isomorfismo de espagos vetoriais,

cuv.g) = \V). (2.31)

Por isso é normal que encontremos em muitos livros-texto o uso da mesma notacao tanto
para a algebra de Clifford C¢(V,g), como para as operagdes de espago vetorial que é
definida para a algebra exterior. Deste modo o subespaco dos p-vetores continuara sendo
denotado por A (V'), de modo, que como espago vetorial, podemos representar C{(V, g)

como

ClV,g) =

3
1o

AV). (2.32)
p
Definiremos os operadores de projecao em termos da algebras de Clifford

()p:CUV,g9) = \V). (2.33)

p

Cabe mencionar que o operador projecao na parte escalar ( )¢ possui uma utilidade
muito grande dentro do formalismo das algebras de Clifford. Facamos uma observagao
sobre as algebras de Clifford. A estrutura multivetorial por detras da algebra de Clifford
Cl(V,g), a qual é dada pela equagdo (2.29), tem uma base ortogonal. Tentar ver esta

estrutura multivetorial utilizando uma base que nao seja ortogonal, leva a usar uma
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algebra de Clifford Zs-graduada [24|, enquanto as élgebras exterior e de Grassmann sao
Zn-graduadas, que é o que permite identificar a estrutura multivetorial. Entretanto, a
estrutura multivetorial é independente de bases. O fato de se trabalhar com algebras de
Clifford com uma base ortogonal é devido a que todos os calculos ficam mais simplificados
[25].

2.2.1 Representagao matricial de C/;3

Denotamos o conjunto de matrizes 2 X 2, com ntmeros complexos como entrada, por

Mat(2,C). Esse é o conjunto das matrizes de Pauli

0 1 0 —i 1 0 .30
o1 = , 0y = , 03 = , )
! 10 2 i 0 ’ 0 —1

que satisfazem as seguintes regras de multiplicacao

ol =05 =03 =1, (2.35)
0109 = 103 = —0907, (2.36)
0301 = 109y = —0103, (2.37)
0905 = 101 = —0309. (2.38)

E importante salientar que as matrizes de Pauli sdo geradores da algebra Mat(2,C).
Assim, podemos identificar a seguinte correspondéncia entre os geradores da algebra
Mat(2,C) com os geradores ou base da algebra de Clifford, e; ~ o1, €3 >~ 09, €3 ~ 03.
Tal identificagdo estabelece um isomorfismo entre as algebras reais Cl3 ~ Mat(2,C), com

a seguinte correspondéncia dos elementos da base:

Mat(2,C) Cls
I I
01, 02, 03 €1, €2, €3

0102, 0103, 0203 | €1€2, €1€3, €2€3

010203 €1€2€3

lembrando que e;e; = —eje;, para i # j. Em funcdo do isomorfismo, podemos representar
os vetores {ei,eq, €3} pelas matrizes {01, 09,03} e trabalhar com a édlgebra Mat(2,C)
ao invés de Cl3. Por um lado, é certo que muitas vezes é mais util trabalhar com a
algebra Mat(2,C) ao invés de Cl3, mas devemos evitar esse abuso sempre que possivel,
ja que usando s6 a algebra Mat(2,C) perdemos a estrutura multivetorial de C/3, a qual
é de extrema importancia e utilidade. Exemplificaremos melhor o isomorfismo quando
definirmos, na seguinte secao, os quatérnions dentro de C/3.

Sub-dlgebra par C@ - Os elementos I e eqeq, e1e3 e ese3, sao chamados pares, porque

eles sao produto de nimero par de vetores. Desta maneira podemos representar um
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elemento de C/5 como
w + xeges + yege + zeqes. (2.39)

Os elementos pares formam um subespaco real

2
R & /\(R3) = {w+ zeges + yeszer + zejes/w, x,y, z € R}, (2.40)

{w + wioy + yios + zios/w, x,y, z € R}, (2.41)

12

o qual é fechado sob a multiplicagao. Com isso, podemos afirmar que o subespaco R &
/\Z(RS) é uma sub-algebra, chamada sub-algebra par de Clifford. Daqui em adiante
denotaremos a sub-algebra par por C/;. E importante mencionar que C/; ¢é isomorfa a

algebra dos quatérnions H, que abordaremos na seguinte secao.

2.3 Quatérnions

Como é sabido, empregamos os nimeros complexos para representar rotagoes no plano
R2. Para estudar rotacoes em R3, definiremos uma nova estrutura matematica chamada
de quatérnions H. A composicao espacial de rotacoes nao é comutativa, porém precisamos
definir uma multiplicacao que seja nao comutativa para representar o grupo de rotagoes
SO(3). Para fazer essa abordagem podemos empregar a algebra real de matrizes 3 x 3
(Mat(3,R)), ou a algebra real dos quatérnions H. Os quatérnions sdo uma generalizac¢ao

dos nimeros complexos, e tem a seguinte estrutura
qg=w+ir+jy+kz, (2.42)

onde w, x,y e z sao numeros reais, e as unidades imaginéarias i, j, k, satisfazem as seguintes

regras de multiplicacao

2'2:]'2:]{2:_1’
ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik. (2.43)

Notemos que a multiplicacao é por definicao nao comutativa. Entretanto pode-se mostrar

que a multiplicacao entre quatérnions é associativa
2 2 32 g Iy T
i =j"=k*=1ijk=—-1=(ij)k =i(jk). (2.44)

Parte pura e o produto cruzado entre quatérnions: Dado um quatérnion ¢, podemos

ver que o mesmo ¢ formado pela soma de um escalar e um vetor. Chamaremos a parte real

do quatérnion por Re(q) = w € R, e a parte pura do quatérnion por Pu(q) = ix+jy+kz €
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R3. Os quatérnions formam um espaco linear real de 4-dimensoes H, o qual contém um
eixo real R e um espaco linear de 3 dimensoes R?, assim podemos representar o espaco dos
quatérnions como H = R & R3. O produto de dois quatérnions a = ag+ @ e b=1by+ b ,

pode ser escrito como

ab = aobo — 7? + CLOE> + ﬁbo + 7 X ? (245)

Conjugacgao de quatérnions, norma e inversa: Dado um quatérnion ¢ = w + ix +

Jjy + kz, o conjugado g, nada mais é do que ¢ com parte pura conjugada, ou seja
7q=w—1ix—jy — kz. (2.46)

A multiplicacdo de um quatérnion ¢ e seu conjugado ¢, resulta em um ntmero escalar

qq = w? + 2% + y* + 22, chamado de norma ao quadrado de q. Assim a norma |q| é dada

por |q| = V/qq

|w + iz + jy + kz| = Vw? + 22 + 2 + 22. (2.47)

A norma do produto de dois quatérnions a e b é o produto de suas normas, |ab| = |a||b|,
paraa e b € H. A inversa ¢!, de um quatérnion nao nulo ¢, é obtida de maneira simples,

a partir de uma manipulacdo algébrica de ¢g = |q|?, assim, temos

de forma explicita, podemos representar a equacao anterior como

1 _w—%x—jy—l%z
Wiz 4+ jy+ ke wrta?+y?+z?

(2.49)

Vejamos agora as rotagoes em 3 dimensoes, usando os quatérnions.

Rotagoes em 3 dimensoes: Consideremos um quatérnion puro ou em outras palavras

um vetor

T =iz +jy+kz €R? (2.50)

de comprimento | 7| = y/22 + 42 + 22. Para um quatérnion a nao nulo, a expressio a 7 a ™"

é também um quatérnion puro com o mesmo comprimento |7>|

aTateR e |aTa =7 (2.51)
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Em outras palavras, existe o seguinte mapeamento

R® — R (2.52)
T o= arTa (2.53)

o qual representa uma rotaciao no espaco quadratico R?® de quatérnions puros. Como
¢ sabido, cada rotacao em SO(3) = {U € Mat(3,R)/UTU = 1,det(U) = 1}, pode

ser representado por dois quatérnions, a e —a, 0s quais representam a mesma rotacao,

a7a ' = (—a)7 (—a)"!. Em outras palavras, uma esfera unitéria

§* = {q € H/lg = 1}, (2.54)

¢ um recobrimento duplo do grupo SO(3), ou seja, SO(3) ~ S3/{+1}.

2.4 TIsomorfismo entre C/; e quatérnions

Como tinhamos definido anteriormente, um elemento da sub-algebra C¢; é representado

por
A = w + zeses + yese + zejes. (2.55)

Vamos introduzir a seguinte notacao

~ ~

% = €9€s3, ) = €3€1, k= €1€9, (256)
de maneira que
A=w—iz—Jy—kz. (2.57)

Notemos que, usando as relagoes (2.11) e (5.32)

=7

2.58
2.59
2.60

)
)
)
2.61)

(
(
A (
(

observando as relagdes (2.43) e (2.60)-(2.61) ambas sdo idénticas. E possivel entdo afirmar

que C¢§ é uma 4lgebra isomorfa a dos quatérnions, C/4 ~ H, desde que identifiquemos
{i,j,k} < {1,7,k}.

E importante mencionar que os quatérnions sao de muita importancia para caracte-
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rizar espinores, uma vez que os espinores poderao ser definidos como matrizes 2 X 2 com
entradas quaternionicas representadas pela algebra Mat(2, H), como veremos na aplica¢ao

no teorema da inversao.
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Capitulo 3
Espinores

Definir espinores nao é uma tarefa simples, e de fato existem diferentes defini¢oes na li-
teratura. Um fator determinante para tal é a nao unicidade na definicao sob a teoria de
espinores, devido ao desenvolvimento independente de fisicos e matematicos. Menciona-
remos trés definicoes de espinores, que sao as que consideramos mais importantes e as
quais foram usadas no escopo desta tese. Cada uma destas definicoes tem um enfoque
diferente. Cabe mencionar, que duas destas estao bem definidas, enquanto a outra vem
tomando bastante importancia, devido a sua aplicacao. As trés definicoes de espinores
sao 1) Classica, 7i) Algébrica e 7i7) Operatorial [14]-[28]. Tanto a definigao Classica quanto
a Algébrica sao as bem estabelecidas. O termo “classico” de espinores classicos nao esta
relacionado ao aparecimento desses objetos dentro da mecanica classica.

Espinores Cldssicos: Do ponto de vista matematico, um espinor Classico é um ele-

mento de C2. Tais espinores foram utilizados por Pauli na descricao do comportamento de
um elétron segundo a mecanica quantica nao relativista, considerando o spin do elétron.
A grande diferenca entre a teoria de Pauli e Schrodinger é basicamente a consideragao
do spin. Dentro da mecanica quantica esses objetos sao conhecidos como espinores de
Pauli. Mais adiante falaremos com mais detalhe sobre tais espinores. Do ponto de vista
relativistico, as rotagoes no espago-tempo sao descritas por elementos do grupo SO, (1, 3),
chamado grupo de Lorentz ortdécrono proprio ou simplesmente grupo de Lorentz. Existe
um grupo de simetria que tem um papel analogo ao anterior, esse grupo é SL(2,C), grupo
de matrizes complexas de ordem dois e determinante igual a um. O grupo SL(2,C) é o
recobrimento duplo de SO, (1,3). Porém existe um isomorfismo SL(2,C) ~ Spin, (1, 3),
e como ¢ sabido C? ¢ o espaco de representacao do grupo Spin. Assim fica 6bvio que
C? é também o espaco de representacio de SL(2,C). Existem duas representagoes nao
equivalentes de SL(2,C), essas representagoes sao denotadas por D(1/2,0) e D(0,1/2).
Elementos de um espago que carregam s6 uma dessas representagoes sao chamados espino-
res de Weyl. Assim os espinores de Weyl sao elementos do espaco de representacao de um
grupo de Spin, ou seja, Spin, (1,3) ~ SL(2,C), e eles estao dentro da definigdo dos chama-

dos espinores classicos. Por outro lado, os espinores de Dirac, segundo a definicao cléssica
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sao elementos de C* e carregam uma representagao irredutivel de Spin (1,3) ~ SL(2,C),
formada por dois espinores de Weyl, um para cada uma das representacoes irredutiveis
D(1/2,0) e D(0,1/2). Assim, podemos dizer que do ponto de vista classico, os espinores
sdo objetos que carregam uma representagao irredutivel do grupo Spin, (1,3) [2].

Espinores Algébricos: Um espinor algébrico é um elemento de um ideal minimal &

esquerda de uma algebra de Clifford. A representacao da algebra de Clifford obtida do
argumento anterior é chamada representacao espinorial.

Espinor Operatorial: O espinor operatorial, o qual tem uma abordagem diferente

de outra representacao da algebra de Clifford. Essa representacao utiliza como espaco de
representagao a sub-algebra par de uma algebra de Clifford [8] .
Como podemos ver existem diversas defini¢oes, porém devemos tomar muito cuidado

e deixar bem claro que definicdo ou com que tipo de espinor estamos trabalhando.

3.1 Espinor de Pauli

Na teoria nao relativistica ja era considerada a existéncia do spin do elétron, cuja descricao
requeria a fung¢ao de onda como uma matriz coluna. Esse objeto matemético é chamado

de espinor de Pauli o qual é dado por

w = ( zl ) € (CQ, onde wl,wg e C. (31)
2

Um isomorfismo de um espaco linear complexo é obtido substituindo o espinor de Pauli

por um espinor representado por uma matriz quadratica, assim como segue

R
(1) »

Cabe mencionar que desse modo a representacao matricial do espinor de Pauli tem a

caracteristica que so a primeira coluna é nao nula. Desse fato podemos definir o seguinte

W € Mat(2,C)f (3.3)

10

lembrando que Mat(2, C) é a dlgebra das matrizes complexas 2x2 gerada por {1, o1, 09, 03}.

onde

Vimos a existéncia da correspondéncia entre e; >~ 0y, e5 =~ 09, €3 >~ 03, explicitando o iso-

morfismo entre Cl3 e Mat(2,C). Agora, se multiplicamos ¢ € C pela esquerda por um
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elemento arbitrario u € Cl; ~ Mat(2,C), o resultado dessa multiplicagao nos fornece uma

matriz com as mesmas caracteristicas
Ujp Ugo Yvr\ [ o1 O (3.5)
Ug1  Ugo (15 w2 0 ’

©1 = Ui+ Ui, (3.6)
P2 = U1 + Uxts. (3.7)

onde

Tal conjunto de matrizes, das quais s6 a primeira coluna é nao nula, é o ideal pela esquerda
S de Cl3, tal que

uyp €S, paratodo ueCly e eSS CCls. (3.8)

Agora, vamos procurar uma definicao equivalente do espinor de Pauli em termos
de Cl3, o qual deve fornecer uma interpretagao geométrica. Consideremos o multivetor f

dado por

1 10
f= 5(1+63)2 ( 00 > (3.9)

O multivetor f tem a caracteristica de ser um idempotente, uma vez que f*> = f Assim

podemos concluir que C? ¢ isomorfo ao ideal minimal pela esquerda de forma Cl3(1/2)(1+

C?> (Zl > — (Zl 8) eczgé(weg). (3.10)
2 2

Notemos que os elementos da sub-algebra par C/; sdo representados por matrizes da

( Y ¥ ) : (3.11)
(RN

Como podemos ver, as estruturas matriciais dadas por (3.10) e (3.11) tem os mesmos
graus de liberdade, e pode-se estabelecer o isomorfimo Cf4 ~ Cl3(1/2)(1 + e3) ~ C2.

es), ou seja

seguinte forma

Devido ao isomorfismo podemos representar os espinores de Pauli como matrizes, o que
¢ de muito auxilio na manipulacao do espinor, ji que h& casos nos quais a manipulacao
algebrica do espinor é muito trabalhosa. Ao final, caso trabalhemos com a representacao

matricial e queiramos recuperar a representacao algebrica, devemos simplesmente lembrar
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que

SNERIO RS
(5 (RN 0

Portanto, devido ao isomorfismo, podemos observar que Spin(3) ~ SU(2) e é dado por

Spin(3) = {A € ClF JAA = AA = 1}. (3.13)

3.2 Espinor de Dirac

Como é sabido a equacao de Schrodinger nao descreve fen6menos quanticos e relativisticos.
Para levar em conta fenémenos relativisticos devemos considerar a equacao de dispersao
E? = p? + m?, na qual as grandezas energia e momento sao tratados como operadores.

Dessa consideracao é que surge a equacao de Klein-Gordon
("0, +m*)y = 0. (3.14)

A equagao de Klein-Gordon trata o espago e tempo em mesmo pé de igualdade, mas
apresenta um problema: a densidade de probabilidade nao positiva definida. Esse fato,
motivou Dirac em 1928, a linearizar a equacao de Klein-Gordon. O resultado da lineari-

zacao é a bem conhecida equacgao de Dirac
(iv" 0, —m)y = 0. (3.15)

Cabe mencionar que a equacao de Dirac é obtida dado que as matrizes 7 satisfacam a

condicao das algebras de Clifford

Ve Wt = 29,01, onde pu,v=0,1,2,3 e (3.16)
w=L A=s=r=-L
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Das relagoes anteriores, Dirac encontrou o conjunto de matrizes quadradas e de dimensao

4 que as satisfazem, as matrizes de Dirac, dadas por

1 0 0 0 00 0 -1
01 0 00 —1 0
= 5 == 3 317
Yo 00 —1 2! 01 0 ( )
00 0 -1 10 0
0O 0 0 1 0 -1 0
oo —io o 1 .18)
Y2 = 0 —i 0 ) Y3 = 1 0 ’ .
1 0 0 O 0 —1 0

na representacido de Weyl (chiral). E possivel expressar as matrizes de Dirac de uma

maneira mais elegante e reduzida, em termos das matrizes de Pauli o, assim

B I O ok O -0 (3.19)
Yo = o -1 )’ T = =7 = 5. O . -

Com essas consideracoes, devemos definir a “funcao de onda” v, como um espinor coluna

dado por

(0
) = ¥2 eCt onde Y € C. (3.20)
V3

Vs

A grande diferenga entre a equagao de Schrodinger-Pauli e a equagao de Dirac (5.27), é que
a equacao de Dirac leva em conta o fendmeno relativistico e também o spin para o caso de
particulas de spin-1/2; tipo o elétron. Por outro lado, a fungao de onda 1, além de poder
ser representada por um espinor coluna ) € C*, pode também ser representada em termos
de uma matriz quadrada de dimensao quatro de entradas complexas. Para que a afirmacao
anterior seja valida, serd necessario que a primeira coluna de tal matriz seja nao nula.
Sendo assim, o espinor 1 ficaria definido em uma outra algebra, a algebra definida por
Mat(4,C). Apos desta definigdo, surge uma pergunta intuitiva: como podemos conectar
elementos de C* com os elementos definidos como matrizes quadradas de dimensao quatro?
A resposta é simples, precisamos definir um elemento f, chamado idempotente primitivo,
tal que, f> = f Cabe mencionar que caso os espinores estejam definidos no espago-tempo
de Minkowski (R"?), o idempotente primitivo estara associado aos operadores de projecao
de energia 1/2(1 4 79) e com o operador projegao associado com o spin 1/2(T 4 iy172).

Em outras palavras, o spin é quantizado na direcao dada por 3 ou mais precisamente no
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plano formado pelos vetores 7; e 72. Desta maneira um elemento definido em C*, ou seja

o espinor ¥, pode também ser representado como ¥ € Mat(4,C)f, onde fé definido por

f= 30+20)5(0 + i) = (321)

o O O =
o O O O
o O o O
o O o O

Assim, podemos afirmar que o espinor de Dirac pode ser representado como um espinor

coluna, ou de maneira analoga como um espinor representado por uma matriz quadrada

¢1 ¢1 000
000
W = Vo | e Ct  ou Y= V2 € Mat(4,C)f  (3.22)
¢3 wg 000
¢4 w4 0 00
Vamos definir o espinor 1) € C*, da seguinte maneira
¥ = Pufy + hafy + Usfs + afy, (3.23)

onde 1) expressa uma base do espaco linear complexo do espinor, o qual denotaremos por
S = (C®Cl 3)f. Definamos os f; como

L= ;1(]1 + %0 + im2 + 1Y012) = f, (3.24)
L = i(—%s + Y23 — Y013 + 1023) = — 13/ (3.25)
fs = ;1(73 — Y03 + 17123 — 1Y0123) = —Y03/, (3.26)
fr = %1(’71 — 72 — Yo1 + 1Y02) = —ouf; (3.27)

onde 12 = 7172 € Vo123 = Y07V17273-
Como vimos o espinor ¥ pode ser representado como diferentes estruturas algébricas

sem perda de generalidade. Isto ¢ de muita importancia desde que nos fornece uma
diversidade de opcoes para abordar os espinores. E claro que devemos fazer a escolha
correta, de tal maneira que os calculos a realizar com os espinores sejam mais simples
e mais familiares. Tal diversidade de opcoes de abordar os espinores do ponto de vista
matematico sao garantidas pelos isomorfismos relacionados com a estrutura algébrica do

espinor

C' ~ Mat(4,C)f~ (C ® Cly 3)f. (3.28)

35



Da ultima equagao observamos que
MCLt(4, C) ~ C X Cgl’g. (329)

Devemos enfatizar o seguinte, embora sejam algebras isomorfas, ambas algebras possuem

diferentes definicoes. Mostraremos essas diferencas na seguinte Tabela 3.1. Portanto, se

Tabela 3.1: Diferencas entre as algebras C ® Cl; 53 e Mat(4,C)

C®Cls | Mat(4,C)
complexo conjugado u” 7013U*70_1§
Y0138 Y013 u* complexo conjugado
conjugacao de Clifford u Yozt on
V13U 5 ul Transposta
Yoll* vyt u' = w7 Conjugado Hermitiano
u* Youlyp? Adjunto de Dirac

consideramos um elemento u que pertence a algebra das matrizes Mat(4,C), o complexo
conjugado associado é definido por u* = (u;1,)* = uy;, enquanto um elemento u € C®C/, 3
tem seu complexo conjugado definido por u* = (a+ib)* = a—ib para a,b € Cl; 5. Por outro
lado, uT na algebra Mat(4,C) é definido como a transposta conjugada de u, enquanto
seu analogo nas algebras C ® C¢; 3 é dado pelo elemento @ o qual é chamado de reverso.

Finalmente podemos afirmar que o espinor de Dirac pode ser representado como um
espinor columa 1) € C* ou como uma matriz quadrada ¢ € Mat(4,C)fou também dentro
das algebras de Clifford ele aparece como ¢ € (C ® Cly 3)f.

Uma outra forma de se representar os espinores de Dirac é através das matrizes de
dimensao 2 ® 2 com entradas quaternionicas definida por Mat(2, H), essa abordagem sera
utilizada no capitulo final da tese, quando abordaremos a construcao de novos espinores

via o teorema da inversao [25].

3.3 O espinor Elko

E bem conhecido que todos os espinores no espaco-tempo de Minkowski sido dados,
do ponto de vista classico, como elementos que carregam as representagoes do espago,
(DU/20) @ DO1/2)) ou D1/20) ou (D©/2), do grupo SL(2,C). No entanto, o espinor
Elko pode ser entendido como um objeto que carrega a representacao linear do subgrupo
do grupo de Lorentz SIM(2) ou HOM (2) |29, 30]. Sendo assim, usaremos outros ingre-
dientes para definir e construir o espinor Elko.

Como é sabido, Ettore Majorana em 1937 propos autoespinores do operador con-
jugagao de carga [31], com autovalor positivo, os quais descrevem particulas sem carga
elétrica. A primeira modificacao, no que concerne ao Elko, é a consideracao dos auto-

valores negativos da atuacao do operador conjugacao de carga. Desta maneira, pode-se
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definir inicialmente os espinores Elko como satisfazendo
CA(p) = £A(p), (3.30)

onde C é o operador conjugacao de carga

C = ( _(l g ) . (3.31)

Portanto, o espinor Elko possui autovalores £1, sob atuagao do operador conjugacgao
de carga, formando um conjunto completo espinores autoconjugados (autovalor +1) e anti-
autoconjugados (com autovalor -1). Os espinores Elko tem intrinsecamente helicidade
dual. Ao se definir a helicidade de uma das componentes espinoriais como positiva ou
negativa a outra componente automaticamente adota helicidade oposta. Esse fenomeno
esta relacionado a algumas propriedades do operador de Wigner, ©, que mostraremos a

seguir.

3.3.1 Estrutura dos espinores Elko

Para definir a estrutura dos espinores Elko é necessario rever algumas propriedades dos
operadores de boost e do operador de Wigner. Na representacao do espago (1/2,0) &
(0,1/2) com a estrutura do grupo de Lorentz, podemos afirmar que existe uma rela¢ao
entre os operadores de boost k(1720 ¢ x01/2) dada pelo operador de paridade, pois é
possivel construir £(1/20 a partir de x(*1/2) apenas pela aplicacdo de P [29]. Vamos

definir os operadores de boost como

5(1/270) _ e%? _ E +m ]I_|_ ??
2m E+m)’
(3.32)
K(l/zp) _ 6%? _ E+m ]I_ ??
V. 2m E+m)
Tais operadores satisfazem as seguintes relagoes
(5(0,1/2))—1 = (K2 ((1/20)=1 — (50121 (3.33)

O operador de Wigner ou também chamado de operador reversao temporal, ©, é dado

0 -1
o (1) n
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Combinando o operador de Wigner com as matrizes de Pauli, encontrarmos a seguinte

propriedade (neste caso para a representagiao de spin 1/2)
Q007! = —0o}. (3.35)

Tal relacao nos permite a construcao das componentes do espinor Elko em termos de
componentes de mao direita, ¢r(p), e componente de mao esquerda, ¢r,(p). Assim ¢r(p)
se transforma como objeto de (1/2,0) no espago de representagoes e a componente ¢r,(p)
como um objeto de (0,1/2) :

6r(p) — T F¢R(0),
(3.36)

oL(p) — 6_%$¢L(0)~

O raciocinio para construir os espinores Elko é usar a relagao (3.35) para expressar a trans-
formagao das componentes de mao direita em mao esquerda e vice-versa. Para conseguir
atingir nosso objetivo precisamos conjugar a equagao (3.36) e em seguida multiplicamos

pela esquerda por O, o que nos leva a

Odn(p) = ¢ 5 70g}(0),
(3.37)
Od;(p) = e 7040,

Quando comparamos as transformagoes (3.36) e (3.37), podemos concluir o seguinte:

e Se ¢r(p) se transforma como componente de mao esquerda, entdo (Z(p),©)¢; (p)
se transforma como componente de mao direita, onde Z(p), ¢ um fator de fase, o

qual ainda nao esta especificado.

e Se ¢r(p) se transforma como componente de mao direita, entao ((,0)*¢5(p) se

transforma como mao esquerda, com o fator de fase ¢, a ser definido mais adiante.

Na constru¢ao do espinor Elko a expressao (3.35) representa o unico relacado entre os
espacos de representacao. Ja no caso do espinor de Dirac quem esté encarregado de fazer
o elo entre os espacos de representacao é o operador paridade. Por outro lado, é nosso
dever deixar claro que no caso do espinor Elko, devido ao fato da nao consideracao do
operador paridade na sua construcao, pode nao obedecer a dinamica de Dirac, uma vez
que o operador paridade e o operador de Dirac estdo relacionados [32, 33].
Limitando-nos apenas a autovalores reais pela atuagao do operador conjugacao de
carga temos que as fases devem tomar os valores £:. Por simplicidade e com o intuito de

obter a forma explicita os espinores A¥/4(p), vamos escrevé-los no referencial de repouso e
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uma vez tenhamos encontrado sua forma explicita aplicamos um boost para obter A3/4 (p)

[18]. Assim, definimos o conjunto dos A4(p), no referéncial em repouso, como segue

_ [ 1©¢1(0) Ay _ [ —1991(0)
/\S(O)_< 52(0) ) )\(0)_( 52(0) ) (3.38)

A forma explicita é implementada via atua¢ao do operador helicidade [34]. Para repre-

sentar tal operador, usaremos as matrizes de Pauli. Usaremos também o vetor unitario

p

do momento, p = L

assim a equacao de autovalor para o operador helicidade fica dada

por
o.plor/L) = E|or/L), (3.39)
onde o vetor unitario p na forma parametrizada em coordenadas esféricas é
p = (sin cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ). (3.40)

Para resolver a equacao (3.39), definiremos ¢, como um espinor de duas componentes

ooy [ 971(0)
¢ (0) = ( 5%(0) ) : (3.41)

de modo que

.COS (9' sin fe % ¢7,(0) . ¢1,(0) | (3.42)
sinfe’®  —cos@ $71,(0) ?7,(0)
e finalmente, apds algumas manipulagoes, obtemos

cos 0 /2e1/2
¢>2(0)=\/ﬁ< /2 ) (3.43)

sin ) /2¢7*/

Procedendo de maneira analoga para a componente com helicidade negativa, chegamos a

sin 0 /2e /2
¢>Z(0)=\/ﬁ< o/2e " ) (3.44)

— cos 0/26"/?

E importante mencionar que o fator de massa m é escolhido de forma que no limite
de particulas sem massa (m — 0), os espinores em repouso no espaco de representagao
desaparegam, pois nao podem existir particulas sem massa em repouso [35].

De maneira anéloga, podemos calcular os autoestados de helicidade para a com-

ponente que se transforma como mao direita @gzﬁf*. Para tanto, conjugamos a equagao
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a.f)gzﬁf(ﬁ) = iqﬁf(ﬁ), obtendo
o ple7 (0)]" = £[¢7(0)]". (3.45)

Substituindo * dado na equagao (3.35), a expressdo anterior fica

006" j[6£(0)]" = 6} (O] (3.46)
e usando a propriedade do operador de Wigner ©~! = —O, temos
—~00.0p6% (0] = F[oF(0)]" (3.47)

Finalmente multiplicamos © pela esquerda em ambos os lados da equagao (3.47), obtendo
o.p0[¢7(0)]" = FO¢r (0)]". (3.48)

Como podemos observar da equacao anterior, a componente @[(bf(ﬂ)]* pela acao do ope-
rador helicidade troca de helicidade com relacao a ¢7(0). Esse resultado contrasta com
os espinores de Dirac e Majorana, pois ambos possuem helicidade tnica [29]. Com todas

essas consideracoes, podemos definir os espinores autoconjugados como

A (0) = ( RO ) 0= ( RO ) (3.49)

e de maneira anédloga escrevemos os espinores anti-autoconjugados como

Neste ponto é importante fazermos uma pausa para entender a estrutura dos espinores
que escrevemos (3.49) e (3.50). As quantidades entre chaves {+£, F}, estao relacionadas
com a helicidade: a primeira entrada corresponde a helicidade da componente superior,
enquanto a segunda entrada refere-se a helicidade da componente inferior. Uma vez
definidos os espinores Elko no referencial em repouso, é facil obté-los em um referencial

arbitrario, aplicando o boost de Lorentz completo

L1200 Q
A{h*h} (p) = @ [{(071/2) )\{hfh}(o) (351)
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A expressao anterior pode ser escrita de uma forma mais explicita, usando a expressao

estendida do operador de boost dado na equagao (3.32) e trocando o.p por po.p:

o) () e

Da equagao (3.39), sabemos como age o operador o.p sobre as componentes do espinor.
Com essa consideracao é possivel escrever de uma maneira mais completa os espinores em

termos das helicidades e para um momento arbitrario

E+m P
Agﬂ<>————(

1l — .
2m TE + m) A{jFi}( ) (3.53)

Cabe mencionar que a expressao anterior nao possui mais o operador helicidade, ja que ele
atuou sobre as componentes do espinor )\f{qqci}(O). Da mesma maneira podemos proceder

com os calculos para encontrar os )\ij i}(p),

E+m P
ey ) =

1F— A 3.54
(1% 5 N O) (3.51)

Uma vez definida a forma explicita dos espinores Elko em um referencial arbitrario,
precisamos definir a estrutura dual. Diferentemente dos espinores de Dirac, a estrutura
dual do Elko é bem complexa. Baseados no critério que a norma dos espinores seja real
e invariante por transformacoes de Lorentz, é necessario considerar que o dual do Elko

troque de helicidade [36]. Assim, vamos definir inicialmente a estrutura dual como segue

o (P) Z [E(@)Aa(@)], (3.55)

onde o operador Z(p) esta encarregado de trocar a helicidade de A, (p) para algum espinor

As(p) que pertenga ao conjunto dos autoespinores de C. Requeremos apenas que =(p)? =

[, para garantir um mapa invertivel. Para o caso do espinor Elko o operador =(p) é dado
por |37]

=p Y L { X )R ()N ()R, (P)

MBI 0)-N I 0] (3.56)

. . . . ~S/A .
Devemos dizer que na equacao anterior os espinores \ ( é} (p) representam o dual a la Dirac.

Justificamos a necessidade de que o dual tenha helicidade trocada, apreciando as relacoes
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de ortogonalidade usuais

A{i¥}(p)A?i$}(p) = 0,
Xfi:p}(p))‘fﬁ:q:}(p) = 0,
Nen @Aty () = 0,
X?ﬂ:ﬂ (P))‘?ix} (p) = 0,
X?i:p}(?ﬂfi;}(?) = 0,

(p) (p) 0

Ainda, outras duas relacoes de ortogonalidade estao associadas com as “normas” imagi-

narias
—9 )
Misy (PG (P) = TF2im, (3.57)
Mgy (PG () = £2im. (3.58)

Essa situacao indesejavel é evitada com a nova estrutura do dual. Antes de calcularmos

as novas relagoes, vejamos um exemplo de como age o operador Z(p) sobre o espinor
=5
Xy (p):

— 1 S
E(p)AYsy(p) = %/\{S#}(P) \)\{7+}(P)>\5{9+7}(P)j
2im
2Py () = N, (D). (3.59)

Essa simples mudanca atuard de maneira importante. Para expressar de maneira formal

a estrutura dual do espinor A?Jr_}(p), substituimos (3.59) em (3.55) e obtemos

-8
Aoy () = —iN_ o', (3.60)

Como haviamos mencionado, a fungao do operador Z(p) é trocar a helicidade do espinor.
O proximo passo serd encontrar a matriz 7, lembrando que a norma [A,(p)]'nA, (p) do
espinor deve ser real e invariante por transformagoes de Lorentz [18, 38|. Para determinar
71, notemos que tal matriz deve comutar com os operadores de rotacao e anticomutar com

os operadores de boots [36]

Tm=0, {E.n}=o. (3.61)

42



Considerando as duas relagoes anteriores, e levando em conta que os espagos de represen-

tagao (1/2,0) e (0,1/2) devem ser tratados da mesma maneira, é possivel ver que

,7:70:<? é) (3.62)

a menos de uma constante irrelevante. Sendo assim, estrutura completa do dual de Elko

é definida da seguinte maneira

-5
Ao (P) = [E(P)Aa(P)]70 = i€l (D)0, (3.63)
onde o fator € estd associado com os valores de helicidade, egi = —1= —eﬁﬁ Tal

fator deve ser entendido apenas como um compensador de sinal entre as quantidades
indicadas pelos indices superiores e inferiores, sem fazer referéncia alguma a qualquer
tipo de métrica para subir ou descer indices. Finalmente, podemos escrever a estrutura
dual dada em (3.63) como

~S/A o siA
Ay (P) =i ().

~S/A < 5/A ;

Miy (P) = =N ()]0, (3.64)

e estabelecer as novas relagoes de ortogonalidade

-S
Ao (D)X (P) = 2mbua,
_A
Ao (P)AL (D) = —2mbura.
Destas duas relacoes, podemos obter a relacao de completeza para o Elko, dada por
1 s

L {AEX B) =X (p)] =1 (3.65)

2ma

3.3.2 Somas de spin

Nesta subsecao falaremos de uma caracteristica importante do espinor Elko, a relacao

entre a soma de spin e o operador de onda associado. Para tanto, vamos escrever a forma

-5
estendida de " A5 ), (p):

> Ap) Xi (p) = A4 (P) Xiﬂ (p) + A7y (p) X{SH (p), (3.66)
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pois

Ny (P) Asy (p) =0, (367
s
Ny (p) Ap_y (p) = 0. (3.69)

Utilizando a forma explicita dos espinores pode se mostrar que

1 0 0 —ie™

0 1 e 0

0 —ie ™ 1 0
e 0 0 1

S A) A () = m (3.69)

De maneira analoga, calculamos a somatorio para os espinores anti autoconjugados

-1 0 0 —je @

- 0 -1 ¢ 0
A —
%:Aa(p) @) =m| o (3.70)
e 0 0 -1

e com a finalidade de simplificar a expressao final da soma de spin definiremos uma matriz,

G(¢), como

0 0 0 —ie i
0 0 ie® 0
G(¢) = . . 3.71
(@) 0 —ie @ 0 0 (3.71)

iet? 0 0 0

Considerando a matriz G(¢), podemos escrever as expressoes (3.69) e (3.70) de uma forma

compacta

S AS() A (p) = m(I+ G(6)
) (3.72)
S M) A (p) = —m(I - G(9)).

Como podemos ver, a soma de spin para o conjunto de espinores Elko estd associada ao
operador (I £ G(¢)). Cabe mencionar que a atuagdo do operador soma de spin aniquila
os espinores Elko. Entretanto esse operador nao representa um operador de onda, di-
ferentemente do caso usual de Dirac, pois nao tem dependéncia temporal. Portanto, a
soma de spin para o Elko s6 tem dependéncia espacial, mas essa dependéncia tem uma

peculiaridade, ja que apresenta explicita e nao covariantemente uma direcao de parame-
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trizagdo do momento contida em G(¢): ha uma violacao explicita da simetria de Lorentz.
Uma vez que entendemos que soma de spin estd no centro da estrutura do propagador
associado ao campo, e esta relacionada com a interpretacao de particula e localidade, o
fato da soma de spin do espinor Elko violar a simetria de Lorentz afetara a localidade do

campo quantico [30]. Na seguinte subsecdo, vamos analisar a dinamica do espinor Elko.

3.3.3 DinAmica

Mostraremos que o espinor Elko nao é aniquilado pela atuacao do operador de Dirac no
espaco dos momentos. Para explicitar esse fato vamos escolher o espinor )\ff +}(p) do

conjunto de espinores Elko, e veremos que acontece se o operador de Dirac atua sobre ele:

WP A4y (P) = bim (1 P ) {E% +p ( oo ) ]Af+}(0)- (3.73)

2m E+4m —op 0

Atentando para as equagoes (3.45) e (3.48), e apos alguma manipulagao algébrica, pode-

maos escrever

0 o.p S S
A 0) = YA 0). 3.74
( _0.']3 0 > {—+}( ) o {—+}( ) ( )

Como consequéncia da equagao anterior, podemos escrever (3.73) como

E+m D
WA 0) = o (1= g B+ p), (3.75)

E facil mostrar a seguinte relacao

WAL (0) = —iA, 4 (0), (3.76)

e evocando a relacao de dispersao temos

(1—Eim)(E+p)=(1+Eim). (3.77)

Finalmente podemos escrever

JE+m p
VP Ny (P) = —im 5 <1 5T m) (E +m)yALs—y(p), (3.78)
e recorrendo a equacao (3.53) chegamos a
WA () = —imf,_(p). (3.7
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De maneira similar podemos atuar com 7,p" nos outros espinores Elko, cujo resultado é

Vﬂp#)‘{—ﬂ(p) = —@'m/\f{i,}(p), (3.80)
WAy (B) = imA{,(p), (3.81)
WAy (P) = —imAL L, (p), (3.82)
WAL (P) = imAf_y(p). (3.83)

As relagoes contidas de (3.80) a (3.83) podem ser escritas sob a forma matricial como se
segue [29, 38|

Y 0 0 0 M1y (P) A?+ 1(P)
0 S 0 AP
TP f—}(p V| i { Ca®) (3.84)
0 0 yp* 0 ANon(P) Moy ()
0 0 0 A M, (p) -2, (p)

E ainda possivel escrever de uma maneira mais compacta a tltima expressao

(V05 +imle2)A3(p) = 0, (3.85)
(!0l — imleL) A5 (p) = 0. (3.86)

Na equacao (3.85) o simbolo 6”7 é responsével por fazer a troca da helicidade do espinor
que aparece a sua direita e €2 é definido como anteriormente. E importante enfatizar que
a presenca de 07 e € nestas equacoes mostra que o Elko nio satisfaz a equacio de Dirac.
O passo a seguir sera analisar a relacao de covariancia das equagoes (3.85) e (3.86). Para

tanto vamos considerar uma transformacao linear sobre os campos dada por
N(x') = S(A)A(x), (3.87)

onde a transformagao S(A) é representada por uma matriz 4 X 4 ndo nula e nao singular,
porque deve admitir inversa. Desta maneira, substituindo a transformacao dos campos

(3.87) em (3.85) vamos definir a equagao transformada por

(i7" 8,,07 + imIe;) As(x),
0,00 STHA)N(X') + imlel STHA)N(x') = 0. (3.88)

Lembremos que estamos abordando o caso geral do espinor Elko, por conseguinte os calcu-
los valem para os casos de espinores autoconjugados e anti-autoconjugados. Introduzindo

S7H(A)S(A) = 1 na equacdo (3.88) e sabendo que 0] = AYJ,, multiplicamos pela esquerda
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da equacao (3.88) por S(A) temos
iS(MY*STHA)S(N)D, ST (A)S(A)SY ST (AN (x') + imIS(A)ell STH(A)N(x') = 0.
Sabendo que as quantidades ¢’ e ¢/’ se mantém invariantes, a expressao anterior fica

pCr¥a

(i S(A)Y*S™HA)AY, 8,65 + imlel ) Xy (x) = 0. (3.89)

N
Portanto, a equagao na forma covariante fica escrita como
(i85 + imIel )Ny (x') = 0. (3.90)
Como consequéncia, temos que para qualquer /\g/ A(x)
S(A)Y*STHA) = A~ (3.91)

Desta maneira, se A for uma rotagao, entao a transformacao aplicada em A(x) é unitaria,
mas no caso em que A represente um boost de Lorentz a transformacao nao sera unitaria.
Sendo assim, os espinores Elko nao podem representar um estado quantico, mas servirao
como coeficientes de expansao do campo quantico, o qual, transformar-se-4 de maneira
unitaria |39].

A atuagao (novamente) de ¥#p, nas equagoes (3.85) e (3.86) mostra que o Elko

satisfaz a equacao de KG. De fato, novamente utilizando )\ffH(p) para ilustracao

WP PNy (p) = imy " AL, (p). (3.92)
Escrevendo o momento como p* = —i9" e usando a identidade 7,7, = 3[4, Y]+ 3 {7 W}
a equacao (3.92) fica
| ) .
—5 {0 WAy (p) = imyp Ny (P) - (3.93)
mIE (p)

Finalmente usando a identidade das élgebras de Clifford (3.16), obtemos
(O+m*)A{_,(p) =0. (3.94)

A equacao anterior representa a equacao de Klein-Gordon. Assim, conseguimos provar
que os espinores Elko s6 satisfazem a equacao de Klein-Gordon. Uma vez que a equacao de
Klein-Gordon é uma relagao que expressa conservacao de energia, ela deve ser satisfeita

por qualquer campo independentemente do spin. Como no caso do campo escalar, a
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densidade de probabilidade nao é positivo definida. Portanto isso deve ser resolvido se
deixarmos de lado a intepretacao de uma tnica particula descrita por uma funcao de onda

e passarmos a pensar em um campo quantico.
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Capitulo 4

Construcao dos covariantes bilineares e

estrutura multivetorial

Neste capitulo apresentamos as estruturas bilineares, chamadas também de densidades
bispinoriais. Como mencionamos anteriormente, os espinores sao estruturas matemaéti-
cas que fornecem uma rica informagao sobre o espaco de representacao, mas quando eles
sao inseridos na fisica é necessario definir estruturas bilineares, uma vez que os espino-
res sozinhos nao sao invariantes mediante rotacoes de 27, haja visto que mediante tal
transformacao o espinor ganha um sinal [40]. Diante disso a conjugacao de dois espinores
pela mesma transformacao faz com que esse sinal seja compensado, ou seja, os bilineares
nao sao alterados por uma rotacao completa. A forma explicita das estruturas bilineares
podem ser encontradas em qualquer livro texto como [41, 42|. Entretanto neste capitulo
mostraremos a construgao deles a partir das algebras de Clifford. Tal construcao, fornece
um melhor entendimento sobre o espaco de representagao associado com as estruturas
bilineares |9, 10].

4.1 Estruturas bilineares para os espinores de Dirac

E sabido que as propriedades geométricas do campo espinorial de Dirac sobre o espaco-
tempo de dimensao par sao explorados com o objetivo de formular uma associacao com
o modelo sigma [|9]. Um campo espinorial 1 pode ser construido apenas em termos de
suas densidades bilineares p; = 1I';1), mais um fator de fase; onde p; constitui uma re-
presentacao das informagoes fisicas contidas nos espinores 1. Essa afirmagao é conhecida
como “Teorema da Inversao” que abordaremos no ultimo capitulo. Considerando o espaco-
tempo de dimensao N = 2n, o espinor de Dirac correspondente tem D = 2" componentes
complexas e as densidades bispinoriais satisfazem um sistema algébrico de (D — 1)? equa-
¢oes quadraticas homogéneas, conhecidas como identidades de Fierz-Pauli-Kofink. Para a

construcao dos bilineares, usaremos a definicao das algebras de Clifford reais. Um ponto
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importante serd a condicao fisica de realidade destas estruturas e a normalizacao de Di-
rac, que vai nos permitir deformar os elementos da algebra, de modo que nos possibilite

encontrar uma regra para construir novos elementos de vetores da base.

4.1.1 Algebra de Clifford real

Como vimos anteriormente, a definicao da algebra de Clifford esté associada com a con-

di¢ao de que os vetores da base devam satisfazer a relagao

{V, ) =291, v =0,1,.... N —1, (4.1)

onde g, representa a métrica do espago-tempo de dimensao par, N = 2n, que em coorde-
nadas Cartesianas tem a forma diag(1, —1,—1,...., —1). Entretanto, os elementos v, e I,
sao os principais blocos constituintes da dlgebra de Clifford. Denotaremos a dlgebra real
de Clifford como %1 n_1, cuja base pode ser construida a partir das diferentes combina-
coes entre as matrizes v, e a identidade. Os elementos que derivam de tais combinagoes
sao definidos como

1

~ —_ UN—M+1~MN—-M+2- A N
VYot,p2,un—n = M|6H1M2~~MN7 Y A (4.2)

onde, M = 2,3,..., N. Assim, o conjunto de elementos que forma a base da algebra real
de Clifford sera dado por

{Fl} = {H? 7#’?#1#2.-#1\7_27 ""7&/#7:?}7 (43)

onde utilizamos 7 = Y, .. O proximo passo serd usar a condicao de normalizagao

SHN—N*

para calcular os elementos que advém da deformacao. A partir dos elementos principais

da base, I e v, construiremos as duas primeiras estruturas bilineares:

g

PNy = Py, (4.4)
J, = E%ﬁb- (4.5)

As quantidades (4.4) e (4.5) podem ser intepretadas como comprimento invariante
o e densidade de corrente J, para o caso especifico de espinores de Dirac. Da condicao
de realidade das quantidades (4.4) e (4.5), mostraremos quais relagoes devem satisfazer

as matrizes de Dirac, . Para o primeiro caso teremos

*

c = o,
v = (YY),
Wiy = ity (4.6)
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e da equacdo (4.6) obtemos a seguinte condicao v = 7. Entretanto, a tinica matriz que
satisfaz essa condicao é a matriz 7. De modo analogo, imporemos que a quantidade J,

seja real

Jo o= T,
Py = @),
Yy = ¢y,
Yy = Pyiyiye. (4.7)

E facil ver que para garantir a realidade do bilinear J,, deve existir a seguinte relacao

Yy =Y, (4.8)

mas como ja haviamos visto na equagao (4.6), v = 7, e podemos reescrever a equagao

4.8). Usando entao a seguinte propriedade vo = I = ~~1 segue-se que
( g prop Yo=Y =" - 5€g q

Y = Y0V 0- (4.9)

Desta maneira encontramos duas relacoes para as matrizes de Dirac que nos garan-
tem duas quantidades reais o e J,. O proximo passo serd construir novos bilineares a
partir da “deformagao” dos vetores da base {I';}. Para isso, precisaremos da normalizagao
de Dirac com o intuito de encontra-los. Esses novos vetores da base fornecerao novas
estruturas bilineares, as quais também devem ser reais, uma vez que estao associadas
a observaveis fisicos. Sendo assim, definirmos a normalizacao de Dirac para o caso das

densidades biespinoriais construidas a partir dos elementos da base dadas em (4.2):

E:\Y/Hlyl—Qw-’#Nwa = (@;?ul,#zwuNwa)*' (4.10)
Usando a condigao (4.1) para as matrizes de Dirac obtemos
(E?#l,#zw,#NfMd})* = (_1)M(Mil)ﬂa;?m,u27~-,#N7Mw7 (4.11)

onde o termo (—1)MM=1/2 g ym regulador de sinal proveniente das relacoes de comutacao
entre as matrizes de Dirac. Para evidenciar esse fato, faremos um exemplo para o caso

onde M =2 e N =4, obtendo a seguinte relacao

(VTpa®)* = V3], 100 (4.12)
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Vamos usar a equagao (4.2) para definir 7, ,,

- 1
Yprpe = 2,6u3uou47 Soypfoyia, (4.13)

Agora, calculando o adjunto de (4.13) obtemos

1
ry/iluz = 2|€M3M0u47w47 “O'YJW?’ (4.14)

Usando a relagio (4.9) e (7°)? = I, encontrarmos que Aﬁ“m é dado por

|
T = ~ oy Cuanons 1170717, (4.15)

Finalmente, substituindo a equagio (4.15) em (4.12), obtemos

@%m"lﬁ)* = _E;?Ml,uzw' (416)

Como podemos ver ha um fator (—1) compativel com o termo (—1)M=1/2 da equacio
(4.11), ja que para o caso de nosso exemplo M = 2. Assim, temos justificado a presenca
do fator (—1)MM-1)/2,

Contudo, isso ainda nao é garantia de que os novos bilineares que surgirao da norma-
lizacdo de Dirac serdo reais, uma vez que o termo (—1)MM=1/2 n3o assegura a realidade

para certos valores de M. Portanto, vamos impor a seguinte relacao
~ _ (M(M-1)/2 _ M4z
Vitsizroopinyas = (T T2 M)y YN A AN A2yl (4.17)

Da normalizagao (4.10), podemos dizer que o conjunto de vetores da base devem satisfazer
a equacao (4.9) e que os bilineares construidos da consideragao da equacao (4.17) deverao

ser reais. Com essas consideragoes podemos afirmar que

fi = ’YOFZT’YOIFi, (4-18)
pi = YT =p* (4.19)

Desta maneira, definimos o caminho para encontrar todos os elementos (combinagoes)
possiveis da base {I';}, a partir das relagoes encontradas para as matrizes de Dirac e da
consideracao que as estruturas bilineares devem ser reais.

Consideraremos um caso familiar como exemplo, o espaco de Minkowski N = 4.
Usaremos a normalizacao de Dirac nos elementos da base e finalmente o leitor podera
comparar os resultados que vamos obter com as estruturas bilineares fornecidas em di-
versos livros textos, como o Bjorken e Drell [41] por exemplo. Para o caso de N = 4,

os valores de M vao de 2 até 4, ou seja, M = 2,3,4. Obviamente estamos partindo do
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pressuposto que as quantidades o e J, sao reais, desde que satisfacam as equagoes (4.6) e
(4.9). Assim, devemos analisar os casos nos quais M = 4, M = 3 e finalmente para com-
pletar o conjunto de elementos da base, calcularemos as quantidades relevantes quando
M = 2.

Para M = 4, temos

Vs = (i6/4!)5u1u2u3u4’7m”Y“LYM’VM- (4-20)

Como sabemos as matrizes ¥* podem tomar os valores 7°, v, 4% e 72, mas devido
ao simbolo de Levi-Civita podemos ver que o denominador, 4!, na expressao anterior
deve se cancelar quando consideramos todas as possiveis combinacoes das matrizes v*

(n=0,1,2,3), de modo que a expressao anterior fica simplesmente
Y = —MNV273; (4.21)
onde, 4, , = 7. Definindo 75 = i79717273, a equagao (4.21) leva ao resultado usual
5= —iys. (4.22)
Para M = 3, temos
Vs = (/3D € papus v VY. (4.23)

Da mesma maneira que no caso anterior, o simbolo de Levi-Civita e o denominador, 3!,

vao se cancelar, e a equacao (4.23) fica

Ay = V5V (4.24)

Por tultimo, para M = 2, obtemos

~ 1 K K - K
Y = §€/LV>\NU)\ ) onde oM = (2/2)[7/\a7 J- (4.25)

Desta maneira o conjunto completo de vetores da base I'; é dado por

{Fl} = {Havwﬁ/a:yua:yuu}- (426)

Definiremos entdio as densidades bilineares p; = ¢ I';¢) = pf, associadas a cada valor de
M:

Para M = 4, vamos chamar o bilinear associado por w. Assim

w=—ys1. (4.27)
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Para M = 3,

K, = =070, (4.28)

e por ultimo, para M = 2, temos

—1
Sy = zﬁiew,\ﬁa“w, ou

S,ul/ = EZ/VM’YV@/} (429)

4.1.2 Identidades de Fierz-Pauli-Kofink

As identidades de Fierz-Pauli-Kofink sao relacoes quadraticas entre os covariantes bili-
neares [12, 11, 13]. Uma vez que os covariantes bilineares de um determinado espinor
satisfacam as identidades de FPK, podemos dizer que serd possivel recuperar um espinor
a partir de seus covariantes bilineares mais um fator de fase. Com respeito as identidades
de FPK devemos acrescentar a seguinte afirmacao: as identidades podem se dividir em
dois blocos, o primeiro para o caso de espinores regulares e o segundo para espinores
singulares. Para os espinores singulares sera necessario reescrever as identidades de FPK
em termos de uma nova estrutura, chamada de multivetor que serd definida em breve.
Chamamos de espinores regulares aqueles cujos covariantes bilineares o ou w sao simulta-
neamente nao nulos ou quando apenas um deles é nao nulo. Para esse caso as identidades
de FPK sao as seguintes [12, 11, 13]

L' = o +w? I = —K, K",
o

J,uKu = 07 JMKV - KMJV = _WSIW - 56/“’0555(XB‘ (430)

Vamos verificar as identidades de FPK para um caso abstrato e ilustrativo onde definire-

mos um espinor algébrico geral, o qual serda dado por

a
b
Y = ; (4.31)
c
d
onde as compontes a,b,c e d € C. O espinor adjunto é
¥ = ( & odoat b ) (4.32)
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Diante disso, podemos calcular os covariantes bilineares em termos das componentes do

espinor (4.31) e (4.32); comecemos com &

o= Py,
= a*c+b'd+ c'a+ d', (4.33)
= A+p,

onde, A =c*a+d*be p=a*c+ b*d. De forma similar para w temos

w = =P8,
= {cfa+db—a"c—b'd}, (4.34)

= i{A —p},

onde Yp123 = Y0Y17273- O quadri-vetor J, tem componentes dadas por

Jo = E’W/& Jy = E’Yzw

= la* + |b|* + |¢|* + |d|?, =i{—c*d + d*c+ a*b — b*a}
=i{v — 7}

Jl = w71w7 ‘]3 = 1/1’731%

= c*d + d*c — a*b — b*a, = lc|* = |d|* — |a|* + |b]?

=7+ vV, =RKR—=T,

onde
T o= |dP+1af’, k=] + b

T = c'd—a’b, v =d'c—b'a,

enquanto as componentes de K, sao

Ko = Yinorzs10, Ky = Yiroras721),

= |c]* + |d|* — |a|* — |b]?, = i{—c*d + d*c — a*b + b*a},
_ T4, _i— =),

Ky = $ivorasn ), K3 = $ivo12373¢,

= c*d + d*c + a*b + b*a, = |c|* —|d|* + |a|* — |b]?,
=4, ~T oA

com as seguintes definigoes

L= e =1d?  A=]d—]af, (4.35)
= d'c+ba, ==c"d+a’b. (4.36)

Finalmente, calculamos as componentes para o bivetor S, levando em conta que tal

covariante bilinear ¢ antissimétrico pelo troca u — v:
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So1 = JWOND,

=i{—c"b — d*a+ a*d + b*c},
=i{g+n},

Soz = Yivo2t),

= —{c*b—d*a — a*d + b*c},
=—{g—n},

Soz = Yivo3t,

=i{—c*a+ d*b+ a*c — b*d},
= i{f +m},

Sy = Ei%ﬂ/%

= —{—c*a+d*b— a*c+ b*d},
= _{f - m}7

S13 = Yimzt,

= i{c*b — d*a + a*d — b*c},

= i{n+ g},

Saz = Vi3,

={c*b+ d*a + a*d + b*c},

com o0s parametros das equacoes anteriores escritos da seguinte maneira

g = —d'a+bc, n=—cb+a'd,
f = —ca+d, m = a*c—b*d, (4.37)
n = cb+a'd, g=—d'a—Db"c.

Uma vez definidos todos os bilineares covariantes em termos das componentes do espi-
nor ¢ e seu respectivo adjunto, 1, procedemos com a verificacao das identidades FPK,

comecando com a identidade
JJ' = of + W (4.38)
que de acordo com as defini¢oes anteriores fica
Mtk — vy} = 4Ap. (4.39)
Apos algumas manipulacées simples encontrarmos

JJ" = 4{|al|c|® + |d]*|b]* + d*ca*b + b*ac*d}, (4.40)
o2 +w? = 4{|aP|c]? + |d'|b]> + d*ca*b + b*ac*d}. (4.41)

Como podemos notar, as equagdes (4.40) e (4.41) sdo equivalentes. Consequente-
mente, podemos afirmar que a identidade J,J* = 0 + w? & de fato valida para esse caso.
A préxima identidade a ser verificada serd —K,K* = J,J#, calcularemos apenas K, K",

pois a quantidade J,J* pode ser encontrada em (4.40). Assim

K

I

K* =4{TA—-Z2)\} (4.42)
e é facil mostrar que
LA — ZX = —{|c[}|a|® + c¢*db*a + |b|*|d|* + a*bd*c}, (4.43)
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de modo que verifica-se J,J# = —K,K". Para verificar as identidades restantes basta
seguir com 0 mesmo procedimento.

A fim de estudarmos melhor a estrutura algébrica em questao, devemos definir
uma nova quantidade chamada de multivetor 7. Como veremos no préoximo capitulo a
estrutura multivetorial tem um papel importante na classificacao de espinores, pois traz
informacao geométrica sobre os covariantes bilineares. A estrutura multivetorial é dada

por
Z =0 + J + ZS —I— ’iK’70123 + w. (444)

Vejamos agora algumas propriedades e caracteristicas relevantes de Z

Definicao 1: Se os bilineares o,w,J, K e S, satisfazem as identidades de FPK, entao
nesse caso o multivetor Z serd dito ser um agregado de Fierz.

Definiciio 2: Um multivetor Z sera adjunto de Dirac se e somente se Z* = Z (onde ~
e * sao definidas na Tabela 3.1), nesse caso diremos que é um boomerang se as estruturas
bilineares o,w,J, K, S sao covariantes por transformacoes de Lorentz.

Aqui temos um lugar para fazermos um preambulo ao teorema da inversao. Vamos
abordar o algoritimo de Takahashi [23], o qual diz o seguinte: seja n € C®C/; 5 um espinor
tal que 77" # 0, ou, equivalentemente, n € Mat(4,C) um espinor tal que 7% # 0. O
espinor ¢ difere apenas por uma fase de Zn. Desta maneira, o espinor original, ¥, pode
ser recuperado a partir de seus covariantes bilineares. E importante se observar que no
caso de espinores regulares, Z serd um boomerang, se somente se Z é um agregado de
Fierz. No caso de espinores singulares, desde o principio poderiamos dizer que Z é um
agregado de Fierz mas nao ¢ um boomerang. Por exemplo, se Z = J e J* = 0 e claro
J # 0. Neste exemplo podemos ver que Z é um agregado de Fierz. Entretanto isso nao
é suficiente para garantir que o agregado seja um boomerang [44|. Esses tipos de casos
serao abordados quando definirmos as identidades de FPK em termos do multivetor Z.
Antes disso, analisaremos o multivetor associado com espinores singulares, onde J, K e S

satisfazem as identidades de FPK. Nesse caso o espinor pode ser construido como

1
Zn, Z =J +1S + K123, (4.45)

Y=

e para o caso de espinores singulares tais que Z # 41/11&* as identidades de FPK se reduzem

a
J=K’=0, J-K=JAK=0. (4.46)

Podemos definir condi¢oes mais restritivas das identidades de FPK, as quais estao asso-

ciadas direitamente com a estrutura multivetorial Z e sao validas tanto para espinores
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regulares como para espinores singulares:

Z*=40Z, Iy Z =407,  ZivwZ =45.,7,
Zi/yOlgg’yuZ = 4KMZ, Z’}/Olggz = —4wZ. (447)

Checar as identidades anteriores ¢ um trabalho extremamente arduo. Caso o leitor tenha
interesse em verificar as identidades anteriores, damos como sugestao utilizar os espinores
operatoriais, reduzindo assim os célculos.

Agora, partimos do pressuposto que Z = J +iS + iK~g123 seja um boomerang, de

modo que Z2 = 0. Desta afirmacao encontrarmos as seguintes relacoes

(Z%y = J*-S-S-K? (4.48)
(Z%) = 270123(S NK), (4.49)
(7% = 2ivm2(I AK), (4.50)
(Z%)5 = 2uJAS, (4.51)
(Z*)y = —SAS. (4.52)

Vamos analisar a informacao que estd contida em cada uma das relagoes anteriores. Da
equagao (4.49), podemos ver que o vetor axial K é definido dentro do plano formado
pelo bivetor S. De (4.50) afirmamos que J e K, sdo paralelos. Porém, podemos inferir
que J é um vetor que estd também definido no plano de S, essa afirmacao é confirmada
pela equagao (4.51). Com todas essas consideracoes, podemos reescrever o agregado da

seguinte maneira
Z = J(]_ + 18 + Z'h/}/()lgg), (453)

onde h é um numero real, o qual pode ser interpretado como a helicidade associada a um
tipo de espinor particular [45], como veremos no capitulo relacionado com a classificagio de
Lounesto. O vetor s é um vetor tipo-espago ortogonal a J, isto é, J-s = 0, tal que S = JAs.
Para garantir que Z seja um boomerang Z% = J*(1 4 (s + hyo123)?) = 0, lembrando que o
produto ZZ é dada pelo produto de Clifford (ver equacao (2.25)), concluimos que temos

dois casos
1. J*=0, ou
2. (S + h’}/0123)2 =—1.

Para que Z seja um agregado de Fierz e seja um boomerang, ambas as condi¢oes devem

ser satisfeitas simultaneamente [44].
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4.2 Deformacao da algebra de Clifford para o espinor
Elko

A motivagao de deformar os elementos da base da algebra de Clifford para o caso de
espinores de dimensao de massa 1 surge do fato que a estrutura dual desses espinores é
totalmente diferente da estrutura dual do espinor de Dirac. Desse fato surgem imediata-
mente as seguintes questoes: os espinores de dimensao de massa 1 possuem as mesmas
estruturas bilineares que os espinores de Dirac? Seriam as estruturas bilineares associadas
ao espinor Elko reais? As estruturas bilineares do espinor Elko satisfazem as identidades
de FPK?

1. Para responder a primeira questao, consideremos que as estruturas bilineares
associadas ao espinor Elko tenham a mesma estrutura que os bilineares associados ao

espinor de Dirac, assim

pi =N ()TN (p), (4.54)

com I'; dado em (4.3), que representa o conjunto de elementos da base da &lgebra de
Clifford real. Da equagdo (4.54) nos deparamos com um grande problema, alguns p; ndo
serao reais nem covariantes.

2. Para responder a segunda questao basta analisar as estruras construidas a partir
dos elementos “primitivos” da algebra de Clifford {I,~,}. Para a estrutura o que é cons-
truida a partir do elemento I, temos que dada quantidade estd associada com a norma
do espinor, 0 = £+2m, que necessariamente € um nimero real e ademais ¢ um invariante
de Lorentz. Assim, devemos agora analisar o proximo bilinear, J,,, construido a partir do
elemento da base 7,, o qual é definido por

~S/A
Te =X @)1 (D). (4.55)

Substituindo os espinores dados nas equagoes (3.53) e (3.54) na equagao anterior, encon-

traremos as seguintes componentes

Jo = 0,

Ji = 2imcosfcos o,

Jo = 2imcosfsin g,

J3 = —2imsiné. (4.56)

Como podemos ver, por construgao, o bilinear J, nao é real, mas é covariante por
transformacoes de Lorentz. Portanto, a segunda questao foi resolvida parcialmente, ja

que devemos analisar se as outras quantidades bilineares, porventura, também sao reais.
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Para isto, usaremos o mesmo critério para definir os bilineares do espinor de Dirac, com a
diferenca que consideraremos ao invés do dual de Dirac o dual do Elko. Assim, definimos

as seguintes quantidades

S/A

w = _;\h (P)’Woms)\g/A(P)a (4-57)
-5/4 S/A
Ku = — N (p)757u)\h (p)a (4'58)
1 -5/4
Sw = ix A (PN (P). (4.59)

2

Substituindo os espinores (3.53) e (3.54) nas quantidades anteriores, encontrarmos as

seguintes relacoes

w = 0, (4.60)
Ky = 0,
K, = —2msin¢,
Ky = 2mcos ¢,
K; = 0, (4.61)
Sor = —2imsin6 cos ¢,
Sz = —2imsinfsin ¢,
Sos = —2imcosé,
S1a = Siz=953=0. (4.62)

Assim, deparamo-nos com o fato de outra quantidade nao real.

O préoximo passo importante serd verificar se as formas bilineares satisfazem as
identidades de FPK (4.30). Mostraremos que, de fato, a primeira identidade J? = o + w?
é satisfeita. Como podemos ver para o caso em que w = 0 a primeira identidade se reduz

a
J? = o2 (4.63)

Para tanto vamos considerar os valores dos calculos anteriores para o e J,. Sendo assim,
encontramos de maneira simples o valor para ¢ = 4m?. Apos algumas manipulacoes

simples verifica-se
J? = 4m?, (4.64)

Portanto a identidade (4.63) é satisfeita.

A préoxima identidade a ser mostrada serda J,K* = 0, a qual pode ser escrita de
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maneira estendida como:
JK" = JK°+ L K'+ LK?+ LK. (4.65)
Das expressoes (4.56) e (4.61) temos que
J K" = —2im?cos 0 sin 2¢ + 2im? cos 0 sin 2¢, (4.66)

desta maneira temos verificado que

JuK" = 0. (4.67)
A proxima identidade a ser examinada é J,J! = —K, K*. K,K" fornece
K, K" = KoK+ KiK'+ Ko K? + K3K°, (4.68)

substituindo as componentes de K, verifica-se
K,K" = —4m?*sin® ¢ — 4m® cos® ¢, (4.69)
que se reduz a
K, K" = —4m? (4.70)
Por outro lado, as equagoes (4.64) e (4.70) fornecem
JJ'h = —K,K". (4.71)

Portanto, e identidade anterior é satisfeita.

Finalmente calcularemos a identidade J, K, — K,J, = —%euMHS’)‘“, considerando
que w = 0. Veremos apenas dois casos para mostrar que esta identidade nao é totalmente
satisfeita:

Primeiro caso: Para =0 e v =1, teremos

JOK1 - KOJ1 = —%EOI)\,{SAH. (472)

A fim de verificar se a identidade anterior é satisfeita, recorremos aos valores calculados
anteriormente para (4.56), (4.61) e (4.62). Uma consideracdo importante que devemos
levar em conta sao as propriedes do simbolo de Levi-Civita [43]. Com tudo isto, a equagao
(4.72) fica dada por

(0)(—2m sin ¢) — (0)(2im cos 0 cos ¢) = —2mS?, (4.73)
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como sabemos S? = Sy3 = 0, assim verifica-se que a identidade anterior é satisfeita.

Segundo caso: Quando g =1 e v = 2, temos

JlKQ—Kljg = —%612)%5)\'{. (474)

De maneira andloga ao primeiro caso, substituindo os valores dados em (4.56), (4.61) e

(4.62) na expressao anterior e ap6s de algumas manipulagdes simples encontramos
4im? cos # —4im?cos¥. (4.75)

Como podemos observar, a tltima identidade nao é satisfeita. Por outro lado, sa-
bemos que as identidades de FPK sao muito importantes, ja que a partir delas é possivel
recuperar o espinor original em termos de seus bilineares via o algoritmo de Takahashi,
por exemplo. Assim, precisamos reformular as estruturas bilineares associadas ao Elko
de tal maneira que seus bilineares satisfacam as identidades de FPK. Para alcancar esse
objetivo, usaremos a deformacao dos elementos da base. Nesta etapa nao teremos como
foco que as formas bilineares associados a Elko sejam todas reais, isto por que a principio
j& nos deparamos com o bilinear J, nao real, por construgao.

A partir dos elementos “primitivos”, I e +,, podemos encontrar novos elementos da
base, desde que consideremos todas as combinacoes possiveis entre eles. Essas possiveis
combinagoes sdo representadas pela equagdo (4.2). Como vimos, M representa o nimero
de combinagoes possiveis dos elementos “primitivos” da base. Por tal motivo, o valor
minimo de M deve ser dois, j4 que é o minimo de combinagoes possiveis das matrizes 7,
e o limite superior é N, a dimensao do espaco-tempo, ou seja, M = 2,....,N. Com tais
consideragoes os elementos da base sao dados por (4.3). Como haviamos mencionado,
a deformacao dos elementos da base da algebra de Clifford é feita com a finalidade de
encontrar novas estruturas bilineares, com forte consideracao que essas quantidades sejam
reais, ja que fornecem informacao fisica associada aos espinores. Mas como vimos, no caso
dos espinores Elko a deformacao dos elementos da base visara obter estruturas bilineares
que satisfacam as identidades de FPK.

Vamos comecar mostrando a impossibilidade da quantidade J, ser real. De fato,

impondo a condicao de realidade para o, temos

o = " = ([E)(@)]"0M(P))", (4.76)
= A (@)1= (D) (p), (4.77)

com = definido em (3.56). Valendo-nos do fato que =(p)'Z(p) = I, temos

o = [E@M@)]'EP)1E(P) (D). (4.78)
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Portanto, do requerimento que o = ¢* obtemos automaticamente

[1]

Yo = E(p)10=(p). (4.79)

Para verificar se a relacao anterior é satisfeita, é necessario se utilizar o operador =Z(p) na
forma matricial. Usando a equagdo (3.56), apos alguns célculos simples, pode-se ver que

=(p) é dado por

z’ps:;m(e) —z‘(E+chons(0>)e—"¢ 0 0
i(E—ch(:Ls(G))ew —ipf:Ln(G) 0 0
:(p) - 0 0 —ipsin(6) —i(E—pcos(f))e™ " ' (480)
i(B+ (0))e*® ipsin(0)
O O pC'r(:ZS e pSm

Considerando a expressao matricial (4.80) e 7y podemos mostrar que a equacao (4.79) é
satisfeita, logo podemos afirmar que o é real.
Faremos a mesma abordagem para o bilinear J,. Assim, vamos impor a seguinte

condigao de realidade J, = J;:

0% = E(P)V (D). (4.81)

A qltima relacao nao é satisfeita por nenhuma das matrizes de Dirac. Por tal motivo,
confirmamos o que tinhamos encontrado em (4.56). Esse resultado é importante. Se
comparamos com a relagdo obtida para o caso do espinor de Dirac (v, = ’yo_lﬂylfyo),
existe uma grande diferenca devido ao fato que o espinor Elko possui uma estrutura dual
bastante mais complexa. Tal resultado nao deve, entretanto, causar espécie, pois J, nao
esta associado a corrente conservada para o caso do espinor Elko. Exploraremos esse fato
mais adiante na tese.

Por completeza, mencionamos que qualquer alteracao em +*, de modo a se tentar
obter v* real, leva a uma mudanca na relacao constitutiva da algebra de Clifford. Em
geral, tal mudanca leva a inconsisténcias.

Vamos agora deformar a base usual para redefinir os covariantes bilineares que sa-
tisfazem as identidades FPK. Fazendo uso da equacao (4.2) e considerando que a norma

para o espinor de Elko é real, obtemos

-

An (p>;5/,u1l¢2-~#N—]bI)\h<p)]T = (_1)M(M_1)/2 ;\h (p)E(p)ﬁ/leIJQH-IJ‘NfME(p))\h(p)'

Pode ser facilmente verificado que a seguinte redefini¢ao de ¥, 1,..uy_,, € apropriada para

que possamos garantir que a quantidade K, seja real, assim

Voot —ns = (Z'M(Mil)ﬂ/M!)E(p)Gm~~-mv’YMN7M+1“"V#NE(p>- (4.82)
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Com a redefinicao anterior, é possivel definir um conjunto completo de elementos da
base da algebra de Clifford como em (4.3). Com tal conjunto encontramos os bilineares
associados. Como exemplo, consideremos o espaco-tempo de quatro dimensoes. Neste

caso, a base é dada, consequentemente, por

M = 4 = 75=—iZ(p)Z(p) = —ivs onde [Z(p),y5] =0, (4.83)
M =3 = .=-E®)rnED), (4.84)
- (. -
M =2 = . §:(p>7u'7ui(p)a (4.85)
onde v5 = —ivY17Y27Y3. Agora, com esse conjunto de elementos da base da algebra de

Clifford em mente, é possivel construir os bilineares, os quais sao definidos por

I = op=x (p)Du(p),
Yo = s = (P)7M(P),

7= wp=—i (P)BMP), (4.86)
T = K== (D)E0)157E(R)M(p).
Fw = Sup =i A (D)D) WE®) (D).

A partir da construcao acima, garantimos que as ligeiras modificacoes dos bilineares sao
suficientes para satisfazer as identidades FPK (4.30). Finalmente, concluimos que o e K*

sao as unicas quantidades reais nao nulas.

4.3 Covariancia das estruturas bilineares para o Elko

Até agora trabalhamos as quantidades definidas em (4.86) alegando que elas devem ser
encaradas como covariantes bilineares. Embora sejam quantidades bilineares, sua estru-
tura covariante deve ser evidenciada. Toda a questao estd relacionada com a presenca
(necessaria) do operador Z(p).

Suponhamos que o espinor Elko pertenca a uma representacao linear do grupo de
simetria em questao, que ¢ o grupo de Lorentz ortdécrono préprio (Ll), de tal maneira

que o campo espinorial sofre uma transformacao do tipo
5/A 5/A
NTAP) = SN (). (4.87)

Analisaremos a covariancia da equacdo que “aniquila” os espinores Elko [46], dada

por

(vup"Z(p) + m) N (p) = 0. (4.88)
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E da equagao anterior que vamos extrair a condi¢ao de covariancia. Substituindo a trans-

formacao (4.87) na equagao (4.88), temos
(v =(p) £m) SN A (p) = 0. (4.89)

Como sabemos, o momento pode ser escrito como p* <> i0* e a derivada parcial se
transforma como 0" = A“ﬁf)ﬁ. Destas consideracoes, reescrevemos a equagao (4.89)

como segue
(i, A%0=(p) £ m) ST (&) = 0. (4.90)
Agora, multiplicamos por S pela esquerda na equagao anterior ficamos com
(iS(A) 7, S~ HA) A, IS (M)Z(p)STHA) £ m) A (') = 0. (4.91)

Visando obter a equacao (4.88), sera necessario definir as seguintes relagoes para as

matrizes de Dirac e para o operador Z(p)

Vs = S(A)STHA)AM,, (4.92)
=Z(p) = S(AZE(p)STH(A). (4.93)

Como podemos ver a equagao (4.92) é a mesma transformagao encontrada para
o caso da covariancia da equacdo de Dirac. O requerimento dado por (4.93) é o novo
ingrediente na teoria do Elko. Curiosamente, a partir da expressao (3.56) vemos que a

transformagao para o operador Z(p) se da por

=) = 2m<>\{+ }( ))‘{+ }( ")+ )‘{ +}( ))‘{ +}( ,>_/\/{ﬁ (p ))‘H }< )

N (PN ().

Considerando a transformagao (4.87) e a identidade S~ = 75T, [42] na equagio anterior

encontrarmos a seguinte expressao |32, 46|

=(p) = %S(A) (X (AT () + Xy (P (P) = Ay (P ()

A 1A i
>\{—+}(P))\{_+}(P)> 705" (M)
g-1

Por conseguinte, ficamos com

='(p') = S(M)Z(p)SH(A), (4.94)
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exatamente como apontado anteriormente. Uma vez definida a transformacao correta para
o operador Z(p), estamos aptos a estudar a covariancia por transformacoes de Lorentz

dos bilineares associados. Comegamos por o

, ISIA L siA,
o = X (PN (P)
= A7 (p)ST(M)STH (M) (p)1070S (M) S (M)A (p)
= A*S/A<p>z< )70S~H (M) SN (),
" o),

= Opg,

e portanto o é um escalar. Repetindo o mesmo procedimento para calcular a covariancia

das restantes formas bilineares. Assim, para J, temos

~S/A A
Too= e @) (),

e para analisar como se transforma o bilinear J, utilizarmos (4.92). Desta maneira a

relagao anterior fica

/ ~5/4 -1 8 -1 S/A
Jig = o (P)ST(MALS(A)yeS ™ (A)S(A)A, (p),

~S/A
= A x ()N (p),

= A@JﬁE.

O fator Aﬁ“ revela que J,p é um vetor. Para wg, temos

, _—\S/A/ ,
Wy o= —ix, ()N @),
oA 1 /A
= —i), (P)S T (A)yS(A) Ah (p),
————

det(A)vs

= —idet(A) ;\i/ @)1 (),
= det(Awg

Assim, wp se transforma como um (pseudo) escalar. Para Kz, temos

/ i ~5/41 / 1= /)\S/A/ ’
K,, = XN @)= @)snE®N (), (4.95)
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substituindo as transformagoes (4.92) e (4.93) na expressao anterio temos

S/A

K, = —X (@S (N)SA)E(p) STHA)1S(A) A%~ (A)S(ME(P) ST (A)S(A)N

det(A)vs

5 54 _ s/a
= —det(MAL X, (P)E@)IB1E@IN, (P),
= det(A)A"iK“E,
o que implica que K, se transforma como um (pseudo) vetor. Finalmente, para S,,z,

teremos

3 —S/A1 _ _ S/A
Swe = 50 PVE@AEEN ),

utilizando as transformagoes (4.92) e (4.93), a equacao anterior fica
i LS e
Swe = ZMAY N PEEREEN D),
= A AYSL,.

Portanto S,,,, se transforma como um bivetor. Como podemos ver, a nomenclatura que
adotamos para definir a transformacao dos bilineares é adequada. Para analisar a covari-
ancia das estruturas bilineares com respeito aos subgrupos de Lorentz que acomodam o
Elko, sera necessario realizar uma abordagem a respeito ao subgrupos de Lorentz, STM(2)
e HOM(2), como mostraremos a seguir. A analise é bastante aniloga e as afirmagoes

fisicas sao essencialmente as mesmas.

4.4 Espinores Elko na VSR

Como é amplamente mostrado nas referéncias [29, 30|, o espinor Elko pode ser entendido
como um objeto que carrega a representacao linear do subgrupo do grupo de Lorentz
SIM(2) ou HOM (2). Neste sentido, seria importante explorar uma possivel deformagao
da base de algebra de Clifford nesse cenario.

Para ilustrar esta situacdo, faremos uso dos espinores Elko encontrados em [47]. Por
outro lado, devemos notar que, em geral, o operador helicidade nao comuta com os boost
da VSR. Diante deste fato, nao podemos escolher os espinores em repouso como base de
tal operador. Essa é a diferenca principal entre o Elko de Lorentz e o Elko da VSR.

Considerando um momento arbitrario, é possivel definir como prototipo do espinor
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Elko (considerando os boosts da VSR) o espinor

j—Pz —ipy €i¢>/2
m(pO _pz)

i pO*Pzeiqb/Z
Vam =vm| (4.96)

. ?
/ PO—P=z e—Z¢/2
m

_ pztipy 67i¢>/2

m(Po—pz)
e também seu respectivo dual
-8 0 —i e—10/2 ei®/2 0
X{_7+} (p) = \/m t Po—Pz PQ—Pz 9 (497)

cuja construcao obedece a mesma prescricao anterior, i. e., Xf/A (p) = [E(p)VSin/A (P)]"0.

Cabe mencionar que todos os aspectos antes investigados no caso do Elko considerando o
grupo de Lorentz tém um paralelo aqui. A tnica e grande diferenca esta na consideragao
do boost da VSR, o qual é dado por [30]

m D1—1ip2 0 0
Po=Pz  \/m(po—ps)

0 |/ Bk 0 0

Vysk = ” . (4.98)
0 0 / PO—Pz 0
_ _ pitips m
0 0 \/m(po_pg) \/ po—p-

O enfoque dos espinores Elko na VSR, leva a redefinir o operador =Z(p)ysg. Para

escrevermos esse operador, serd necessario usar o equivalente da equacao (3.56), conside-

rando os espinores definidos em (4.96). O resultado fica

i(Px—iPy)eid) —i(P:c—iPy)Zeid) o ime % O 0
m m(po—p=) PO—DPz
i(po—pz)e’® _i(pa—ipy)et?
=(p)vsn = " " ’ ’
=(P)VSR = . . ; . :
i(pztipy)e”'? —i(po—pz)e
0 0 — po» P
i(putipy)2e™i® ol i(pu+ipy)e™®
O O Pz TPy e'Pm Pz TPy
m(po—p=) Po—P= m

Este operador atua nos espinores definidos na VSR de maneira analoga ao que
acontece para o caso de Lorentz, ou seja, muda o tipo de espinor e também obedece
as mesmas identidades, Z*(p)ysg = 1 e possui determinante igual a um garantindo a
existéncia da matriz inversa. Com tais ingredientes, é possivel ver que todos os passos
anteriores sao repetidos aqui, a saber: as identidades FPK nao sao respeitadas, exceto se
a base de Clifford sofrer a mesma deformagao (considerando Z(p)ysgr ao invés de =(p));

ovsr e K{ gp sdo as unicas quantidades ndo nulas e reais; wysgr € nulo, e os demais
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bilineares sao iméaginarios.
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Capitulo 5

Classificacao de Lounesto e Teorema da

1nversao

No presente capitulo abordaremos dois grandes protagonistas dessa tese: a classificacao
de Lounesto e o teorema da inversao. A classificacao de Lounesto foi proposta em 1993.
Mostra-se completa porque consegue classificar todos os espinores conhecidos na litera-
tura. Ela possui uma grande vantagem sobre suas antecessoras devido ao fato que tal
classificagdo providencia um carater geométrico [16]. O teorema da inversao foi proposto
por J. Crawford em 1985 e é uma consequéncia direita do algoritmo desenvolvido por
Takahashi [23]. Crawford teve a intuicao de sintetizar a idéia principal do algoritmo de
Takahashi e conseguiu mostrar que existe uma outra maneira de construir os espinores a
partir dos covariantes bilineares. Tal método é conhecido como teorema da inversao |22].
Neste capitulo apresentaremos uma maneira detalhada dos principais ingredientes que
compoem o teorema da inversao. Finalmente, ilustraremos uma aplicacao deste teorema

e construiremos trés novas classes de espinores.

5.1 Classificacao de Lounesto

Usualmente os espinores sao classificados de acordo a representagao irredutivel do grupo
Spin(1,3). Dentro desse contexto é possivel encontrar os espinores classicamente conheci-
dos como: Dirac, Majorana e Weyl [14, 15]. Em contraste, a classificagdo de Lounesto traz
em seu amago uma rica informacao geométrica, afirmacao que esta relacionada ao fato
de que Lounesto considerou como requisitos indispensaveis e primordiais os covariantes
bilineares e também a estrutura multivetorial Z.

Sendo assim, dado um espinor 1 o qual pertenca a uma representacao linear do
grupo de Lorentz SU(2,C), cujos covariantes bilineares necessariamente deverao satisfa-
zer as identidades de FPK (4.30) e a estrutura multivetorial, Z, satisfazendo a condigao

de boomerang (vista nas definicoes 1 e 2 da se¢ao 4.1.3). Podemos ver que das dife-
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rentes combinacoes dos covariantes bilineares é possivel encontrar apenas seis classes de

espinores, as quais sao:

1. 0 #0, w#0;

2. 0#0, w=0;

4. 0 =0=w, K=#0, S#O0
5. 0 =0=uw, K=0, S#0;
6. o=0=w, K#0, S=0.

Cabe mencionar que na classificacao de Lounesto é crucial que J seja nao nulo, uma
vez que permite definir o chamado boomerang (4.53), o que garante a possibilidade de
apenas seis classes diferentes de espinores. A classificacao de Lounesto abarca dois tipos
de espinores, regulares e singulares. Espinores regulares caracterizam-se por ter o #
0 ou w # 0 ou ambas essas condigdes simultaneamente enquanto espinores singulares
sao aqueles onde 0 = 0 = w. Desta classificacao os espinores regulares sao dados por:
espinores tipo-(1), (2) e (3), os quais sao chamados espinores de Dirac. Os espinores
singulares sao dados por: espinor tipo-4, o qual é chamado de flag-dipole [17], e o espinor
tipo-5, chamado de flag-pole [14]. O espinor de Majorana deve ser considerado como um
elemento dos espinores flag-pole. Finalmente, os espinores tipo-6 sao exemplificados por

espinores de Weyl.

5.1.1 Caracterizagao algébrica dos espinores

Como podemos ver, a classificacao de Lounesto apresenta um conjunto de equacoes restri-
tivas em relacao aos covariantes bilineares, as quais definem cada classe de espinor. Com
ajuda de tais equagoes vamos calcular as relagoes que devem satisfazer as componentes de
cada classe de espinor com o intuito de distinguir os espinores a partir de suas componen-
tes. Por questoes de didatica vamos escrever novamente as componentes dos covariantes

bilineares calculadas quando verificamos as identidades de FPK. Assim, dado

_QL O o 2
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temos

o = 2Re(ac” + bd"), w = —2Im(ac* + bd"),

[lall® + [[6[1* + [le]|* + [|2]]* el + 11dl[* = [lal[* = [1b][?
J = 2Re(ab* — cd*) K= —2Re(ab* + cd*) (52)
2Im(ab* — ed*) 2Im(ab* — cd*)
112+ el = [lal[* — [1d] | 1112+ lell* = flal* — [d]|*
So1 = —2Im(ad* + bc*), So2 = 2Re(ad* — bc*)
S = Sos = 2Im(ac* — bd*), Sia = —2Re(ac* —bd*) . (5.3)

Sag = 2Re(ad* + bc*), Si3 = —2Im(ad* — bc*)

Como haviamos mencionado, os espinores singulares sao caracterizados por

c=0=uw, (5.4)
o que leva a
ac* = —bd", (5.5)
e finalmente
bed*
a=——. (5.6)
Il I?

Espinores tipo-6: Como sabemos esses espinores pertencem ao que se denomina

espinores singulares e possuem a caracteristica S, = 0. Sendo assim, analisaremos todas
as combinacoes possiveis das componentes do espinor 1 de tal maneira que as condicoes

para o espinor tipo-6 sejam satisfeitas:

e Se a = 0 = ¢, esta consideragao leva a K, = ||d||*> — ||b]|?, K1 = —|[b]|*> — ||d||* e
K5 = 0 = Kj3; por conseguinte K # 0, enquanto S # 0. Note, entretanto, que esta

escolha nao é adequada, pois nao caracteriza um espinor do tipo-6, ja que S # 0.

e Sea=0=">bentao K # 0 e S = 0, consequentemente essa escolha representa um

espinor tipo-6.

e Sec=0=dentao K # 0 e S = 0, assim, esta escolha também representa um

espinor tipo-6.

Ademais, podemos concluir que apenas nos casos em que a = 0 = bouc =0 =d

poderemos descrever espinores do tipo-6. Com estas consideracoes os espinores tipo-6 sao
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dados por

a 0
b 0
1) _ 2 _
Vi) = 0 ou P = .| (5.7)
0

Espinores tipo-5: Como vimos, os espinores do tipo-5 sao espinores singulares, por-

tanto satisfazem as relacoes (4.33) e (4.34), além de possuir a condigdo K = 0. Como no
caso de espinores do tipo-6 analisaremos aqui todas as diferentes condicoes que deverao
satisfazer as componentes do espinor ¢ para que este retrate um espinor tipo-5. Desta

maneira, apresentamos os seguintes casos:

e Se a = 0 = d, sera necessario que a relacao ||b||* = ||c||* seja satisfeita para garantir
que K =0 e S # 0. Desta forma, o espinor associado com essa escolha representa

um espinor tipo-b.

e Se b = 0 = ¢, teremos a necessidade que a relagao ||a||> = [|d||* seja satisfeita de
modo a garantir K = 0 e S # 0. Portanto, o espinor associado a esta escolha

representa também um espinor tipo-5.

e Por ultimo, se todas as componentes do espinor sao nao nulas, teremos apenas uma

. . ~ * , L7
maneira de representar o espinor usando a relagao a = —% a qual é valida para

todo espinor singular.
Sendo assim, encontramos trés representacoes para espinores do tipo-5 e sao dadas por

bed*

o

a el
0 b b
1 ’ 2 _ 7 e 3 = ) 5.8
Yo =, Ues) ) V) ) (58)
d 0 d

Espinores tipo-4: Esses espinores possuem as mesmas equagoes restritivas que os

espinores singulares anteriores, mas isto nao impossibilita que possamos ter um novo
conjunto de espinores, uma vez que as condi¢goes K, # 0 e S, # 0 sao satisfeitas se
consideramos que apenas uma de suas componentes seja nao nula. Por conseguinte,
mostraremos as diferentes configuragdes que podem tomar as componentes do espinor

de modo que ele represente um espinor tipo-4:

e Se ¢ = 0 = b teremos que K; = 0 = K,. Para garantir que K # 0 sera necessério
impor ||a||* # ||d||* de modo que Ky = K3 # 0. Ademais é facil mostrar que S # 0.

e Se a =0 = d, este caso é similar ao caso anterior, apenas com a sutil diferenca que

aqui para garantir K # 0 sera necessario impor ||b]|? # ||c[|* e S # 0.
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e No caso em que todas as componentes de 1 sejam nao nulas teremos a relacao geral

para todo espinor singular a = —%.

A vista disso, teremos o conjunto de espinores tipo-4 representados por

bed*
a 0 ~ TP
0 b b
1 2 3
— s = y == . 59
() 0 Vi . Vi . (5.9)
d 0 d

E importante mencionar que até o presente momento nao foi possivel associar o espinor
tipo-4 com alguma particula fisica. No entanto, foram encontrados casos particulares de
tais espinores, ¢(14) e ¢(24), em cenarios de geometria de Riemann-Cartan como base nas
equagoes de Einstein-Sciama-Kibble acopladas com campos espinoriais [17].

Espinores Regulares: Os espinores regulares estao associados com apenas a restri¢cao

ac* 4+ bd*, que ja serve como ponto de partida para construir um conjunto de espinores
regulares do tipo-1. Sendo assim, apresentamos as condicOes nas quais surgem esses

espinores

e Seb=0=dtemos que o # 0 # w e ||c||* # ||a||* devem ser satisfeitas para garantir
K #0.

e Sea=0=ctemos que o # 0 # w e ||b]|* # ||d||* devem ser satisfeitas para garantir
K #0.

e Por ultimo, destacamos que no caso em que todas as componentes de ¢ sejam nao
nulas, a condicao a = —% nao sera satisfeita, ja que apenas é satisfeita para

espinores singulares.

Desse modo, podemos apresentar os espinores regulares como:

SO o O 2
QO ov O
QU o o 9

Apresentamos assim a caracterizacao dos espinores de maneira pictorica na Tabela 5.1
48]
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Tabela 5.1: Forma geral de espinores Singulares e Regulares.

n° de coeficientes nulos: 1 2 3 4
(Classes
bed*
‘; 2 ‘|{\;H
Tipo-(4) . . .
d 0 d
ol # (|l
e 2 1 2 2 1
bed®
[ b
Tipo-(5) - 0 . .
d 0 d
a2 =1/
e =
a 0
Tipo-(6) Arbitrario v !
’ 01 | ¢
0 d
a 0 a
Regular 2 . 8 Arbitrario IZ
0 d d
bed®
a # _W

5.2 Teorema da inversao

E bem sabido no contexto da mecanica quantica que os observaveis fisicos (os covarian-
tes bilineares) sao apresentados como quantidades quadraticas da fungao de onda. No
caso especifico de espinores de Dirac representados como uma funcao de onda de quatro
componentes, como foi visto em (3.20), podem ser construidas dezesseis formas quadra-
ticas reais como vimos nas equagoes (4.4)-(4.29). Tais covariantes bilineares satisfazem
um conjunto de equagoes dadas em (4.30). Por outro lado, os covariantes bilineares nao
sao quantidades independentes. Crawford usou o argumento anterior e as identidades de
FPK para definir o teorema da inversao, que afirma de maneira geral que um dado espinor

arbitrario v pode ser expresso em termos de seus covariantes bilineares, assim

. 1
w = e ¥ (Z — ZH’}/5 -+ JM’Y‘M — KH’Y5’Y'M + §Sm,0'w/> 5,

= e R, (5.11)
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onde o conjunto {¢, R’} contém dezessete fungoes reais ou graus de liberdade, sendo ¢
uma fase arbitraria e R’ representando os covariantes bilineares. I'; denota a base de
Clifford em questao e £ é um espinor constante arbitrario. Sabemos que o espinor
possui apenas oito fungoes reais. Entao, a principio, parece incoerente representar uma
estrutura que possui menos graus de liberdade em termos de outras que possuem o dobro
e além disso devemos adicionar um grau de liberdade associado a . Crawford conseguiu
resolver essa “incoeréncia” impondo que os covariantes bilineares satisfacam as identidades
de FPK (4.30), pois tais identidades criam vinculos que reduzem o nimero de fungoes
reais associadas aos covariantes bilineares, de tal forma que o argumento sustentado em
(5.11) seja valido.

E importante mencionar que a inversiao nao é tnica, pois podemos escolher uma fase
arbitraria ¢ e o espinor constante £ arbitrario. Assim, podemos afirmar que o teorema da

inversao é muito util dentro de um contexto algébrico formal.

Figura 5.1: Diagrama esquematico do teorema da inversao

Y = Qg + 104G
i = 1,2,3,4

8 fungoes reais

R, =T

16 funcoes reais

Mostraremos na seguinte secao a aplicacao do teorema da inversao para construir
novos espinores. Tais espinores surgirao da assercao que o covariante bilinear J, seja
sempre nulo. Como consequéncia de tal consideracao, os novos espinores nao poderao ser
classificados na classificagao usual de Lounesto, devido a estrutura multivetorial Z nao

representar mais um boomerang.

5.3 Construcao algébrica de novos espinores

Nesta se¢ao faremos uso do teorema da inversao para construir novos espinores. Para tal
construcao serd necessario definir a algebra de Clifford C/; 3 a qual possui os vetores da

base {e,} no espaco-tempo de Minkowski, que estao sujeitos as seguintes relagoes

e = 1, ef =—1 (i=1,2,3),
euey = —eye, (u#v). (5.12)
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E importante salientar que a algebra de Clifford C¢; 3 é isomorfa & algebra das matrizes
2 x 2 com entradas quaternionicas Mat(2, H). Na representagao Mat(2,H) os vetores da

base sao definidos como

1 0 0 i
60:<0 _1>, 61:<i 0), (513)

(0 [0
(M) () o

onde, i? = =8 = —1eij =& jt =i, &i = j, ou seja, sdo quatérnions. Vale ressaltar
que o espaco representado pelos quatérnions H? é isomorfo ao minimal pela esquerda da
forma Cl13(1/2)(1 + o) e este Gltimo ¢ isomorfo a sub-dlgebra par C{{5. Para mostrar
tais isomorfismos vamos considerar um multivetor arbitrario I' de C¢; 3 o qual é definido

por
I'=a+ale, +a"e,, + o€ e + a"eg103, (5.15)
que na forma estendida é dado por

0 1 2 3 01 02 03 12 13
I' = a+a’egt+ae+aes+a’es+a ey +a “€epg+ o egs + a “en +aers

23 012 013 023 123 0123
+ aTex+ o Tegia +a Cegis +a Ceges +ar Cera3 +ar Cegras. (5.16)

O passo seguinte serd mostrar o isomorfismo Cl; 3 ~ Mat(2,H). Para tanto faremos
uso dos elementos da base (5.14), assim é possivel escrever I' como uma matriz 2 x 2.
Apos célculos simples (mas tediosos) encontramos a forma matricial de I', a qual possui

componentes quaternionicas que chamaremos ¢; para ¢« = 1,2, 3,4 dada por

r=| % 2, (5.17)
q3 Q4

onde

@ = a+a’+(a® +a")i— (a4 a"?)j+ (o' + "), (5.18)
@ = o — a4 (o' +a"™)i+ (0 +a”)j+ (o + a®)E, (5.19)
G = —(a' = a"B) 4 (ol — o™i — (a2 — a?)j — (a® — o), (5.20)
@ = a—a’+ (@ —a")i4 (P — o)+ (a'? — "L (5.21)

Como podemos ver a matriz (5.17) pertence a Mat(2,H). Desta maneira temos estabele-
cido o isomorfismo Cl; 3 >~ Mat(2,H). Resta agora demostrar o isomorfismo das algebras

anteriores com a sub-algebra par de Clifford (Cfi?,. Para tal demostracao serd necessario
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lembrar que um elemento ¥ é chamado de espinor operatorial se ele pertence a (Cﬁf3 eé
dado por (2.40)

U =q-+ Oé'uyewj —+ 06012360123. (522)

Considerando os elementos da base (5.14) é facil encontrar a forma matricial de W
desde que desconsideremos o produto impar dos vetores da base na equagao (5.18), sendo

assim, obtemos

v= | " 7" ) e Mar(2,H). (5.23)
Q2 Q1

A expressdao anterior evidencia Cff; ~ Mat(2,H) e é claro que neste caso q; e ga sao

definidos como

g = a+a®+aBi—a?+ al?t, (5.24)
g = a” + i+ a% + a%e, (5.25)

onde C€173%<1 +ep) Cfig, ~ H? ~ C* [49], revelam uma correspondéncia entre espinores
algébricos, operatoriais e classicos definidos no espaco-tempo de Minkowski. De fato, um
espinor no espaco H? carrega a representacao irredutivel do grupo de Lorentz e ¢ isomorfo
a ambas definicoes dos espinores. O espinor definido como minimal ideal pela esquerda
C€1,3%(1 + ep) € equivalente ao espinor advindo da defini¢do de espinores algébricos e
também ao espinor pertencente a sub-algebra par C€f3 que corresponde a definicao dos
espinores operatoriais. Assim, o espinor de Dirac pode ser expresso de cada uma das

formas ja mencionadas, as quais como vimos sao equivalentes

_ 0 0 23:  13: 12p
(o)) = ()= (o) e
2 1 2

Agora escreveremos os vetores 1, i, j e £ na representagao usual

10 ) i 0 ) 0 1 0 1
1— , i— . j— , tE— , ,
01 0 —1 -1 0 —7 0

substituindo essas matrizes na equacao (5.23) conseguimos expressar o espinor operatorial

I

¥ como uma matriz 4 X 4, como segue

1000 0 0 4 O 0 0 1

0100 0 00 — 0 -1 0
UV = « + ! , ! + a2

0010 —i 0 0 0 0 -1 0 0

0001 0 ¢« 0 0 1 0 0 0



03 0 0 i 12

_l’_
Q
|
~
oS O O =
_I._
o
O =
o O O =
. O O O
() o O
o O O N~
|
Q
-
w
=
—_
o O O =
| o
—_
O =R O O

t 0 0 O 0 0
0 — 0 0 0 1
Lo v . _ o012 (5.26)
0 0 2 0 -1 0
0 0 0 —2 0 -1 0
Apo6s manipulacoes simples a expressao anterior fica

a4 a2 —alB il 023 4 01 02 4 08 R e
al® + o2 c— o3 —a%2 4% —a®B o0 | [y Y —y —
Q0123 _ 001, 02 _ 08, a+ a3 S I T —
Q02 — 03 Q0123 | (01, (13 4 (12 a— a3 PR S e

Como haviamos visto no Capitulo 3, um espinor ¢ pode ser definido como um minimal
ideal pela esquerda (C ® Ct; 3)f com f definido em (3.21) o qual é um idempotente igual
a diag(1,0,0,0) na representacao de Dirac, dado que e, — 7, € Mat(4,C). Entao

Y1 0 0 0 ¥y
w000 Y
e S IR i e (5.27)
Yi 00 0 Vs

ilustrando a prescricao habitual entre 1) e os espinores classicos de Dirac. Portanto, é

possivel definir um mapeamento entre os elementos de C* e Cffg dado por

Yy~ =3 Yy
Yo Y7 =g —3
Yy —Yi 1 —Y3
Yo Y5 2 Y

(5.28)

o O O =

Nesse contexto aplicamos o teorema da inversao nos espinores operatoriais ¥ e devido
ao mapeamento (5.28) encontramos também o espinor classico 1. O motivo de aplicarmos
o teorema da inversao nos espinores operatoriais é devido ao fato de que manipular os
elementos de Cﬁ{fg ¢ bem menos trabalhoso. Portanto, nosso trabalho agora sera escrever

U em termos de seus covariantes bilineares fazendo uso do teorema da inversao dado em
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(5.11). Vamos definir tais covariantes bilineares da seguinte maneira [44]

g = <\II{\I}>07 W = —<\Ij€5{\1}>07 J = 11160@,
= \Ileleg{f/, K= \1163@7 (529)

onde e5 = epereses e { )o sao os operadores de projecao os quais foram dadas em (2.33).
Segundo o algoritmo de Takahashi, é possivel expressar um espinor em termos de

seus covariantes bilineares mais uma fase arbitraria. Definimos a seguinte relacao
1
aexp(epl) = 1 V+tegWeg+ea1Wera+eanWeora |, (5.30)
para se reduzir os graus de liberdade do espinor ¥, o € uma constante real e 6 ¢ uma fase

arbitraria. Para calcular o valor de o devemos definir o complexo conjugado da expressao

anterior, que é dado por
1/~ ~ ~ ~
(0% exp(eglé’) = 4_1 (\I/—i‘eo\lleo + 612\11621 + 6012\116210> . (531)
O passo seguinte sera multiplicar as equagoes (5.30) e (5.31), tendo como resultado

1
o’ = 1_6 <(7 +esw + Jeg + Sear — epiasKeag + Jeg + 0 + esw — epeprasKea

+egSearg — €21(0 + esw)ear + €a1S — eareprasKeg — ea1Jearg — earpenizs K

+e910S€eg — ea19dear — earp(o + 6560)6210) .

Usando a relacao da algebra de Clifford e as relagoes dos vetores da base (3.16) e (5.12),

encontramos o seguinte valor para «
1 1/2
a = 5 (O' + esw + J€0 — K€3 — 8612) . (532)

Com o valor de a em maos procederemos ao calculo de ¥. Usaremos a relagao (5.31)

e multiplicamos ¥ pela esquerda, de tal forma que temos
1/ ~ ~ ~ ~
Vaexp(eg ) = ) (\II\IJ + WegWey + WeuWey; + \116012\116210). (5.33)

De (5.29), multiplicamos €123 pela direita de K = Ues ¥ de modo que obtemos
Kegizs = Vesegras W, (5.34)

ap6s usar as relagoes (5.12) é facil mostrar que Kegios = \Ifeomﬁ/. Substituindo essa
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relacao em (5.33) e usando a definicdo dos covariante bilineares (5.29) encontramos a
expressao para W:
1
v = 4_ o+ esw + Jeo — K€3 — 8612 exp(6129).
o
Uma vez obtido o espinor operatorial em termos de seus covariantes bilineares é
possivel também se escrever o espinor classico usando o mapeamento (5.28). Assim o

espinor ¢ é dado por

1
w:_(a + 65W+J€0—K€3—S€12) eXp(€129> (535)

4o

o O O =

A expressao anterior mostra que é possivel recuperar o espinor algébrico em funcao de
seus covariantes bilineares via o teorema da inversao. Tendo completado o programa
acima mostrado para um caso geral, faremos uma aplicacao deste para o caso de novos
espinores de dimensao de massa 1. Tais espinores surgem da premissa que o covariante
bilinear J,, seja nulo. Como consequéncia desta asser¢ao esses novos espinores nao po-
derao ser classificados dentro da classificagao de Lounesto, ja que em tal classificacao J,
¢ nao nulo para garantir que a estrutura multivetorial seja um boomerang, como tinha-
mos mencionado na primeira parte deste capitulo. Por outro lado, os novos espinores de
dimensao de massa 1 que surgem desta consideracao deverao ser classificados como espi-
nores singulares de tal maneira a garantir que as identidades de FPK sejam satisfeitas.
As consideracoes anteriores revelam trés novas classes de espinores. Mostraremos a seguir
esses Novos espinores:

Caso 1: 0 =0=w,J=0, K#0e S # 0. Podemos ver que as identidades (4.30)

sao satisfeitas. Além disso, o agregado Z é dado por
7 = Z(S + K€0123). (536)

Finalmente, para calcular o espinor operatorial associado a este caso devemos substituir

os valores dos covariantes bilineares na equacao (5.35), levando a

1
2\/ _K3 - 521

I

v (—Keg - 5621) exp(em@),
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para determinar o espinor classico ¢ devemos fazer uso do mapeamento (5.28):

1

Y= 9v/—Ks — Sy,

(—K€3 - 5621) exp(elgﬁ)

o O O =

O procedimento para encontrar os proximos espinores é anidlogo ao caso anterior.
Caso0 2: 0 =0=w,J =0, K=0eS #0. Aqui, as identidades de FPK também

sao satisfeitas e o agregado ¢ dado por
Z =S. (5.37)

Substituindo os valores dos bilineares desse caso na equagao (5.35), encontramos o espinor

operatorial

1
— (-5 0
2\/T21( 621)6Xp(€12 ),

12

Y

e o espinor classico ¢ dado por

b= N%Tm(_sem) exp(e126)

o O O =

Caso 3: Finalmente para ¢ = 0 = w, J = 0, K # 0 e S = 0, neste caso as

identidades de FPK também sao satisfeitas, e o espinor operatorial tem a seguinte forma:

1
v 2—_[(3(—K63) exp(eu@),

usando o mapeamento (5.28) encontramos o espinor classico

1

V=R

(—Kes) exp(erf)

w
o O O =

Esses casos exibem a possibilidade de trés novas classes de espinores nao catalogadas
anteriormente, os quais apresentam dimensao de massa 1 no espaco-tempo de Minkowski,
uma vez que esses espinores nao poderao representar um estado quantico, mas servirao

como coeficientes de expansao do campo quantico. Esses espinores surgem devido ao fato
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de se considerar o covariante bilinear J igual a zero. Desta maneira, tais espinores nao
possuem a dinamica de Dirac, pois J nao representa a corrente conservada, e 0os novos
espinores apenas satisfazem a equacao de Klein-Gordon. Notemos que o fato anterior
é uma consequéncia natural, pois dado um espinor nesse contexto ele representa uma
secdo do fibrado constituido pelo grupo de Lorentz SL(2,C) e C*. Desta maneira, esses
espinores devem respeitar dinamica relativista. Do ponto de vista matematico, o fato de
J ser nulo leva a condicao de que o agregado de Fierz nao seja um boomerang. Portanto,
a classificacao de tais espinores nao possui um carater geométrico, isto é essencial para
reduzir o numero de diferentes classes de espinores na classificacao de Lounesto. Com a

consideracao que J = 0 a propria classificagao é reconstruida e novos espinores surgem.

83



Capitulo 6
Conclusoes e Comentarios

Na presente tese mostramos a importancia dos covariantes bilineares, tanto na classifica-
cao de espinores quanto no teorema da inversao. Como vimos, os covariantes bilineares
tem um papel preponderante na classificacao de Lounesto, desde que eles satisfacam as
identidades de FPK. Cabe mencionar que dentro da classificacao de Lounesto o covari-
ante bilinear J,, é nao nulo e representa a corrente conservada para o caso especifico dos
espinores de Dirac associados ao elétron. Tal classificacao possui um carater geométrico
devido ao fato que foi considerada uma nova estrutura chamada de multivetor. Esta nova
estrutura deveré satisfazer a condicao de ser um boomerang para garantir que os cova-
riantes bilineares associados aos espinores singulares dentro da classificagao de Lounesto
satisfacam as identidades de FPK.

Exploramos o fato que a estrutura multivetorial nao seja um boomerang, quando
consideramos que o bilinear J, seja nulo, mas mantemos a necessidade que as identidades
de FPK sejam satisfeitas. Com isto em maos e usando o teorema da inversao foi possivel
a construcao de trés novos espinores. Uma caracteristica destes novos espinores é que
nao possuem a dinamica de Dirac, ji4 que na teoria de Dirac J, representa a corrente
conservada, portanto, os novos espinores apenas deverao satisfazer a equacao de Klein-
Gordon. Outro aspecto importante a salientar sobre os novos espinores, é que devido ao
fato do termo de massa (o) ser nulo, leva-nos a concluir que tais espinores nao sao dotados
de massa e auto-interacdo. E importante enfatizar que a construcio dos novos espinores
é eminentemente algébrica, por conseguinte as possiveis interpretagoes fisicas ficam ainda
em aberto.

Outro ponto importante que apresentamos é a construcao das estruturas bilineares
associadas ao espinor Elko. Vimos a necessidade de deformar os elementos primordiais
da base da algebra de Clifford real com a finalidade que as identidades de FPK sejam
satisfeitas por tais estruturas. Com todas estas consideragoes conseguimos encontrar
que apenas um subconjunto de bilineares sao reais. Também foi possivel mostrar que
os novos elementos que completam a base da algebra de Clifford dependem do operador

encarregado de trocar a helicidade do espinor Elko. Estudamos também a covariancia
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tanto por transformacoes de Lorentz como por transformagées pelos grupos HOM (2) e
SIM(2) dentro da teoria da VSR.

Como podemos ver, as estruturas bilineares do espinor Elko sao totalmente diferentes
das ja conhecidas na literatura, isto é devido a nova estrutura dual que apresenta. Por
conseguinte, devemos enfatizar que o espinor Elko nao pertence a classificacao usual de
Lounesto, embora tenha algumas caracteristicas similares com o espinor de Majorana.
Este ¢ um ponto importante, jA que anteriormente acreditava-se que o Elko poderia ser
classificado como um espinor do tipo-5 dentro da classificacaio de Lounesto, mas isso
implicava que o termo de massa (o) a ele associado fosse nulo, o que apresenta uma forte
contradicao. Desta maneira, acreditamos na relevancia de nosso trabalho uma vez que
estabelece os critérios para uma futura classificacao para espinores de dimensao de massa
um que possuem estrutura dual idéntica a do Elko. Com isso em mente, esperamos fazer
uma construcao similar a classificacao de Lounesto com a grande diferenca que agora o
objetivo seria classificar espinores com dimensao de massa um. Outro ponto fundamental
para um proximo trabalho é construir o espinor Elko do ponto de vista algébrico, ou
seja, definir o espinor algébrico dentro do grupo de simetria HOM (2) e STM (2) na teoria
da VSR. Sendo isto possivel, implementariamos o método da inversao para recuperar os
espinores Elko em termos das estruturas bilineares associadas. Por ultimo, pensamos em
implementar um paralelo ao modelo sigma aplicado para espinores de Dirac no caso do
espinor Elko de tal maneira que seja possivel analisar a estrutura geométrica envolvida

com o espaco de representacao dos covariantes bilineares.

85



Referéncias Bibliograficas

1]

2|

3]

4]

15]

6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

W. Clifford, Aplications of Grassman’s extensive algebra, Am. Journal Math.,
v. 1, 1878.

E. Cartan, The Theory of Spinors, Dover Publications, Primeira Edi¢ao, Nova
York, 1981.

P. A. M. Dirac, The Quantum Theory of the Electron, Proc. R. Soc. Lond. A,
v. 117, p. 610, 1928.

R. Brauer and H. Weyl, Spinors in n dimensions, Am. Journal Math., v. 57, p.
425, 1935.

C. Chevalley, The Algebraic Theory of Spinors, Columbia University Press,
Primeira Edi¢ao, Nova York, 1954.

M. Riesz, Clifford Numbers and Spinors, Lecture Notes No. 38, Institute for
Fluid Mechanics and Applied Mathematics, University of Maryland, 1958.

W. Graf, Differential forms as spinors, Annales de I nstitut Henry Poincare, v.
85, 1978.

D. Hestenes and G. Sobezyk, Clifford Algebra to Geometrical Calculus, Edi-
torial D. Reidel, Primeira Edicao, Dordrecht, 1984.

J. P. Crawford, Bispinor geometry for even-dimensional space-time, J. Math.
Phys., v. 31, p. 1991, 1990.

J. P. Crawford, Clifford algebra: Notes on the spinor metric and Lorentz,

Poincaré, and conformal groups, J. Math. Phys., v. 32, p. 576, 1991.
M. Fierz, Zur Fermischen theorie des J—zerfalls, Z. Phys., v. 104, p. 553, 1937.

W. Pauli, Contributions mathématiques a la théorie des matrices de Dirac,
Ann. Inst. H. Poincaré, v. 6, p. 109, 1936.

V. B. Berestetskii, E. M. Lifshitz, L. P. Pitaevskii, Relativistic Qquantum Theory,
Editorial Addison-Wesley, Reading, 1971.

86



[14] I. M. Benn and Tucker, An Introduction to Spinors and Geometry with Ap-
plications in Physics, Editorial Bristol, 1987.

[15] A. Crumeyrolle, Orthogonal and Symplectic Clifford Algebras, Spinor Struc-
tures, Editorial Kluwer, Dordrecht, 1990.

[16] P. Lounesto, Clifford Algebras an Hestenes Spinors, Foundations of Phys., v.
93, p. 9, 1993.

[17] R. da Rocha, L. Fabbri, J. M. Hoff da Silva, R. T. Cavalcanti and J. A. Silva-Neto,
Flag-dipole spinor fields in ESK gravities, J. Math. Phys., v. 54, p. 102505,
2013.

[18] D. V. Ahluwalia-Khalilova e D. Grumiller, Dark matter: A spin one half fermion
field with mass dimenssion one?, Phys. Rev. D, v. 72, p. 067701, 2005.

[19] Andrew G. Cohen and Sheldon L. Glashow, Very Special Relativity, Phys. Rev.
Lett., v. 97, p. 021601, 2006.

[20] A. B. Gillard e B. M. S. Martin, Quantum Fields, Dark Matter and non-
standard Wigner classes, Astrophysics and Particle Physics, v. 451, 2009.

[21] C. G. Boehmer, The Eistein-ELKO system-can Dark Matter Drive Infla-
tion?, Annalem Der Physik, v. 16, p. 325, 2007.

[22] J. P. Crawford, On the algrebra of Dirac bispinor densities: Factorization
and inversion theorems, J. Math. Phys., v. 26, p. 1439, 1985.

[23] Y. Takahashi, Reconstruction of a spinor via Fierz identities, Phys. Rev. D,
v. 26, p. 2169, 1982.

[24] J. Vaz Jr., A Algebra Geométrica do Espaco Euclideano e a Teoria de Pauli,
Rev. Brasileira de Ensino de Fisica, v. 19, p. 234, 1997.

[25] J. Vaz e R. da Rocha, Algebras de Clifford & Espinores, Editora Livraria da

Fisica, Primeira edi¢ao, Sao Paulo, 2012.

[26] R. A. Mosna e W. A. Rodrigues, Jr., The bundles of algebraic and Dirac-
Hestenes spinors fields, J. Math. Phys., v. 45, p. 2945, 2004.

[27] W. A. Rodrigues, Jr., Algebraic and Dirac Hestenes Spinors and Spinors
Fields, J. Math. Phys., v. 45, p. 2908, 2004.

|28] V. Figueiredo, E. Capela de Oliveira e W. A. Rodrigues, Jr., Covariant, algebraic,
and operator spinors, Int. J. Theor. Phys., v. 29, p. 371, 1990.

87



[29]

[30]

31]

32|

[33]

[34]

[35]

[36]

37]

38

[39]

[40]

[41]

42]

D. V. Ahluwalia-Khalilova e D. Grumiller, Spin-half fermions with mass dimen-
sion one: Theory, phenomenology, and dark matter, JACP, v. 12, p. 0507,
2005.

S. P. Horvath, On the Relativity of Elko dark matter, Dissertagcao de Mes-
trado, University of Canterbury, New Zealand, 2011.

E. Majorana, Theory of the symmetry of electrons and positrons, Nuovo
Cim., v.14, p. 171, 1937.

L. D. Speranca, An identification of the Dirac operator with the parity
operator, Int. J. Mod. Phys. D, v. 2, p. 1444003, 2014.

C. H. Coronado Villalobos and R. J. Bueno Rogerio, The connection between

Dirac dynamic and parity symmetry, EPL, v. 116, p. 60007, 2017.

C. G. Bohmer and L. Corpe, Helicity-from Clifford to Graphene, J. of Phys. A,
v. 45, p. 205206, 2012.

D. V. Ahluwalia, M. B. Johnson and T. Goldman, Majorana-Like Representation
Spaces: Construction and Physical Intepretation, Mod. Phys. Lett. A, v. 9,
p. 439, 1994.

D. V. Ahluwalia, On a local mass dimension one Fermi field of spin one-half
and the theoretical crevice that allows it, hep-th/arXiv:1305.7509v2, p. 1, 2013.

J. M. Hoff da Silva, C. H. Coronado Villalobos, R. J. Bueno Rogerio and E. Scatena,
On the bilinear covariants associated to mass dimension one spinors, Eur.
Phys. J. C, v. 76, p. 563, 2016.

D. V. Ahluwalia-Khalilova, Cheng-Yang Lee e D. Schritt, Elko as self-interacting
fermionic dark matter with axis of locality, Phys. Lett. B, v. 687, p. 248, 2010.

R. J. Bueno Rogerio, Dissertacao de Mestrado: Campos Espinoriais Elko,
2014.

S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, Editorial Cambridge University,
New York, 1995.

J. D. Bjorken and S. Drell, Relativistic Quantum Mechanics, Editorial McGraw,
New York, 1964.

A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton Univerty Press, Pri-
meira Edi¢ao, New Jersey, 2003.

88



[43] L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Editorial Cambridge University Press, Se-
gunda Edicao, Cambridge, 1996.

[44] P. Lounesto, Clifford Algebras and Spinors, Cambridge University Press, Se-
gunda Edicao ,Cambridge, 2001.

[45] C. G. Bohmer e L. Corpe, Helicity from Clifford to graphene, J. Phys. A: Math.
Theor., v. 45, p. 205206, 2012.

[46] D. V. Ahluwalia, The theory of local mass dimension one fermions of spin
one half, hep-th/arXiv:1601.03188, v. 2, p. 1, 2016.

[47] D.V. Ahluwalia, S.P. Horvath, Very special relativity as relativity of dark
matter: the Elko connection, JHEP, v. 11, p. 78, 2010.

[48] R. T. Cavalcanti, Classification of Singular Spinor Field and Other Mass
Dimension One Fermions, Int. J. Mod. Phys. D, v. 23, p. 1444002, 2014.

[49] C. H. Coronado Villalobos, J. M. Hoff da Silva and Roldao da Rocha, Questing
mass dimension 1 spinor fields, Eur. Phys. J. C, v. 75, p. 266, 2015.

[50] J. Vaz Jr, Construction of monopoles and instantons by using spinors and
the inversion theorem, in Clifford Algebras and Their Application in
Mathematical Physsics, Fundamental Theories of Physics, Vol. 94, Edito-
rial Kluwer Academic Publisher, Amsterdam, 1998.

89



