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�� ��	��� ��� ������ �� ��	
���
� 	� �� ����� a ∈ N � 
���

�� �����	� �	 	��
���!��
�� �	 ���
����	� ��	 ��
��
�	� 	� ��"��� �
#
� ���� �	 a� ��

������ a ∈ N 	 f(a) ∈ P ��� � ������� �	��	��
���	��	� ����� 	 ���� �� "	��	�

$������% f : (N, a) → (P, f(a))� &	� �	��� �	 "	�	���
���	� ����� �����
� a = 0 	

��� �	���
"
�	��� �� ���� N = R
n 	 P = R

p.

'��
�� ��
�
#���� ����	�
	��	� �
��	��� �	 �����	������ ����
�	���	��� �
���	��	��	

f : (Rn, 0)→ (Rp, 0),

���	 f � ��� ���
����� �
�	�	��
��	� �	 �����	 C∞�

' ��
��
��� �	�	�!��
� �	��	 ���(���� � � �
��� �� )

��� *+,-�

��� ������	�
 ��
���


�������� 	
	
 ������� �� ��	
���
�� �
������
���
��

����
���� �� ������ U �� R
n �������� � ��
��� �

F = {f : U → R
p | f � �� �	���� C∞}.

������� ����
� ��� ��	��
� �� ���
��	���
� ∼ �� F �� ����
��� ������ ����� f1 �

f2 ∈ F � ��� f1 : U1 → R
p � f2 : U2 → R

p !
"���� ��� f1 ∼ f2 �� �#
��
� �� ������



��� ������	�
 ��
���
 ��

W ⊂ U1 ∩ U2 �������� � ��	
�� ��� 
�� f1|W = f2|W �

�������	������� 	��� �	
�	��� 
��� �� f1 � f2 ��������� � ����� ������ �� �
�	���

����	�� ����� ���� 
������ ��	��	��� �� ��� ����� �	�	������ �� ��	
���

����	���

εn,p =
F
∼ = {[f ] | f ∈ F}.

�������� � ������ �� �
�	������	� [f ] �� ����� �� ���	
���
 �	�����
	���� �� 
�	����

���������

εn,p = {f : (Rn, 0)→ R
p | f ∈ C∞}.

 ����� p = 1 ��������� εn,1 ������ ��� εn� 	��� !�

εn = {f : (Rn, 0)→ R | f ∈ C∞}.

� 

�����
 εn 

� �� 
�������� �� ��	��
� ����	��	
���
 � ����	��	
���
 �
� ��
����

� �� �����
 ���
�	�� �
��� R 

� ��������� �� ���� 

�����	�
 

� ��	����� 
� ����� εn

� ��� R�������� 

�����	��� �� 
 

�����
 εn,p ��� ��������� �� εn������
�

�� ���
� ���� f = (f1, . . . , fp) ∈ εn,p 

� 
��� fi ∈ εn� �
���
� 	����	 
�� εn,p 

�

εn × . . .× εn !p ��"��#�

���������� 	
�
 "#$%&' (� 
���� f ∈ εn ! 	�����)��� ��� � ������� ��� f(0) �= 0�

�
������ 	
�
 ����	��� Mn = {f ∈ εn | f(0) = 0}�

���������� 	
�
 "#$%&'Mn ! � *�	�� 	���� ��+	��� �� εn�

���������� 	
�
 "#$%&'Mn = 〈x1, ..., xn〉� ���� ���� 
���� xi : (R
n, 0)→ (R, 0) ! ����

��� xi(x) = xi, i = 1, ..., n� �� ��,�� ��� �� 
����� ������������� ����� ���,��-�� �� R
n

�� R�

�
������ 	
�
 ���� �� 
���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) ����	���� � ���	����� f ∗ : εp → εn

���� ��� λ 
→ λ ◦ f � .��	�� f ∗ ! �� ����������� ����� ��
�/���� 	����	�� ��� f �

0�� ���	��� �� ��
�	���� �����	������1

	' (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗2

		' (id)∗ = id2

			' 0� f ! 	�����)���� ����� f ∗ ! 	�����)��� � (f ∗)−1 = (f−1)∗�



��� ������	�
 ��
���
 ��

������� ��� f ∗(xi) = xi ◦ f = xi(f1, . . . , fp)	 
��� xi 
 � �������� �� i�
����

���������� ����� ��� f ∗(xi) = fi� �� ����� f ∗(Mp) = 〈f1, . . . , fp〉	 ��� ������������

����� ������� f ∗(Mp) = If � ���� 
� � ����� �� εn ������ ����� ����������� f1, f2, ..., fp

�� f 	

�������� 	
�
 ���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)� ����	
�� � R
������� ����� �� f ���

Q(f) = εn/If = εn/〈f1, . . . , fp〉.

�������� 	
�
 Mk
n =Mn...Mn �k ������� k ∈ N

∗�

�� ����� Mk
n ����	��� �����
���� ��� ���
�� ����� �������������� �� �����
 �
 ��

�����
���� ��
 ���� ���	����� �� � ����
 k − 1�

�������� 	


 ���� k ≥ 1� k ∈ Z� � k
���� �� f �
 0  � ���	�!
	�

jkf(0) = xf ′(0) +
x2

2!
f ′′(0) + ...+

1

k!
xkf (k)(0),

"��  ���	�� ����� � �� ������
���� � � �	� �� #�$��� �� ���� k �� f �
 � �
	�	���
��

� ���
� ����������

�	��
�� "�� ��	� k
����� �%� 	���	� "����� ���� �%� 	����	��
���� � 
��
� ���	�!
	��

� �������� �� ����� �� k
�����  �������� ��� Jk(n, p)�

�������� 	
	�
 ���� (G, ∗) �
 ����� � M �
 ��������� &
� ���� �� G ����� M  

�
� ���	��'%� Φ : G×M −→M � ���� ��� Φ(g, x) = g.x� ���	�(������)

�	� Φ(1, x) = x*

�		� Φ(g ∗ h, x) = Φ(g,Φ(h, x))� ���� x ∈ M � g, h ∈ G � 1 ������ � 	����	���� ��

����� G�

���� �
� ��� �'%� ����
�� ����	� �
� ����'%� �� �"�	���+��	� ∼ ����� , �� ����	���

(��
�) �	��
�� "�� x ���� �����	����� ��
 y� x ∼ y� "����� ��	��� g ∈ G ��� "��

y = Φ(g, x)� -� ������� �� �"�	���+��	� ����� ����'%� �%� �.�
���� ������� ��� � �'%� �

�%� ��������� ���

G · x = {g · x | g ∈ G}.

����

ε0n,p = {f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) | f ∈ C∞}.

������ ���� ��������� f, g ∈ ε0n,p ����� �� ��� ����� ������ ������� � ���� �� ��

����� G� �� ���� ��� f � g ��� G������������� � ��������� ��� f ∼
G
g	



��� ������	�
 ��
���
 ��

�� �������� 	� �
��
������� 	� ����� ��������� ��� �
����� 	����	�� ����� ����� 	��

��������� ������ �	� ��������

�������� 	
		
 ���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)� ����	
��


R = ����� ��� ���
�� �� �	���
����
�� h : (Rn, 0) → (Rn, 0)� ���� ���� �
 f � �

��
���	��� � �	��	��� 	��� �� f ◦ h−1�

L = ����� ��� ���
�� �� �	���
����
�� k : (Rp, 0) → (Rp, 0)� ���� ���� �
 f � �

��
���	��� � ��������� 	��� �� k ◦ f �

A = R×L ����� ��� 
������� �� ����������� �� ����� � �� 
���� � ���� �
 f �

���� ��� k ◦ f ◦ h−1�

C = ����� ��� ���
�� �� �	���
����
�� H : (Rn × R
p, 0) → (Rn × R

p, 0)� ��	� ���

H(x, y) = (x, θ(x, y))� ��
 θ(x, 0) = 0� �� θx � �
 �	���
����
� �� R
p� ���������� ��

x ∈ R
n� ��� ���� ��������
� f �� ���	�����

x 
→ θx(f(x)).

���	�������
���� H ��� �� �� ��� �� f �
 R
n × R

p�

K = R · C !������� ��
	"�	����#� $ � ����� ���
��� ����� ���
�� �� �	���
����
��

H : (Rn ×R
p, 0)→ (Rn ×R

p, 0) ��� ��� ����	��� �� ���
� H(x, y) = (h(x), θ(x, y))� ��


h ∈ R � θ(x, 0) = 0�

��
������� 	
	�
 % ����� C � �
 ��&����� ���
�� �� K � �� ������ R� L � A ����


��� 	����	������ ��
 ��&������ �� K�

������ � ������ 	� �������� � ��� 	�	�� f � g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) 	�!���� 
��

�� "� ������ f � g ���R"���	�������� �� �#���� �� 	�$��������� h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)

��� 
�� g = f ◦ h−1 

�� "� ������ f � g ��� L"���	�������� �� �#���� �� 	�$��������� k : (Rp, 0)→ (Rp, 0)

��� 
�� g = k ◦ f  

�� "� ������ f � g ��� A"���	�������� �� �#����� 	�$���������� h � k ���� 
�� �

�������� 	������� ������

(Rn, 0)
f−→ (Rp, 0)

h ↓ ↓ k
(Rn, 0)

g−→ (Rp, 0)



��� ������	�
 ��
���
 ��

���� �� g = k ◦ f ◦ h−1�

�� �� 	
��
� f 
 g �
� C���������	
�� �
 
����
 �� 	
��
 �
 ���
�������� H ��� ��


H(x, y) = (x, θ(x, y))� ��� H(x, f(x)) = (x, g(x)) 
 θ(x, 0) = 0�

� �
	��� 
������
��� ���� �
��� ���������
� ��
 �
�
� ������ �� �
����
� �
��
 �
����

���� ����� �
��� �� �������� ����� ���� U ��� ����	��	�� ��	���� �� � �� R
n �

���� f ��� !�	�"� �� ������ Cr ��#	��� ��$�� U × R
q ��� �� �	��� �� 0 × R

q% &	
"�

����
�� !�	�'�� �� ������ Cr−1 f1, ..., fn ��#	���� �� U × R
q 
��� ���

f = x1f1 + ...+ xnfn,

�	�� x1, ..., xn �"� �� !�	�'�� ������	���� �� R
n%

���� ����� �
��� �� (�)�*��� ����� ����� ε �� �	�� ��� �	����� M �� ����� �� ε


�� ��� 1+x + �	����,��� �� ε -��� 
��� x ∈M% ���� M �� ε��.���� � / 0 ε���$�.�����

�� M ��� / #	�
���	
� 1�����% �� A ⊆ B +MA �	
"� A ⊆ B%



��

�������� 	


���
������� �� �������

� �������	
��� �� �

���
� 
� K��������	
���� �
� �
��
������ �
� �� ������ ���� ����

������� 
 ��
����� �� ������ ��!"
 �� #����� C∞����$���� ���� 
 ��
����� �� ������ ��!"


�� R���#%���� ��
�
����� &� ���
� �� ������ ��
�
� ��� ���� ������!'�� C∞������%�� �
K��������	
��� ����%� ������� 
� A��������	
����

(��
� ��� �$��
� #���
� �#�� �
��� εn,p � �� ������ #���
� % )������
�� 
 #���


K �� 
��
 

 *��+���
 �� &� 
�!"
 �����

�������� 	
�
 ������� �	� 
��� ������ f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) �
� K���	��������� ��

������� ������ 
� 
������������ h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) � H : (Rn×R
p, 0)→ (Rn×R

p, 0)

����������
� � �������
�
� H(Rn × {0}) = R
n × {0} � ���� �	� �� ���	����� 
��������

���	���

(Rn, 0)
(id, f)−→ (Rn × R

p, 0)
πn−→ (Rn, 0)

h ↓ H ↓ ↓ h
(Rn, 0)

(id, g)−→ (Rn × R
p, 0)

πn−→ (Rn, 0)

��
� id : (Rn, 0) → (Rn, 0) � � �������
� �
����
�
� 
� R
n � πn : (Rn × R

p, 0) → (Rn, 0)

� ������
� ���������

,
��!"
- f ∼
K
g�

.�#�� �� �
������������ �
 ���#���� ���-

�� H ���� 
 #�$ �
 �� f 

 #�$ �
 �� g� ���
 %� H ◦ (id, f) = (id, g) ◦ h� �
���
�
 h

���� 

 R
n.



� �������	
��� �
 ��
���� ��

H

h

R
n

gráfico de f
gráfico de g

R
n

R
p

R
p

�� � ��������	
�� H � ���� 
�� H(x, y) = (h(x), θ(x, y)), ��� θ(x, 0) = 0� ������

� �������� H(Rn × {0}) = R
n × {0}�

������� �	�	 �� ������ f � g : (R2, 0) → (R2, 0) �	�
� �
� f(x, y) = (x2, y2) �

g(x, y) = (x2 + y2, xy) ��
 K
�����	������ ��	 
� ����
�
����
� h(x, y) = (x + y, x − y)

� H(x, y, z, w) = (x+ y, x− y, 2z + 2w, z − w)�

�� �	�
� ���
� ��� ���������� �!������θ����������� "
� θ(x, y, 0, 0) = (0, 0)� #�
�	

����	 �����"	� �� H ◦ (id, f) = (id, g) ◦ h�

$
�� ��� id % 
 ����� �� ���
 �	 	���"	&�
 �������	�� �� R
2� �	'

H ◦ (id, f)(x, y) = H(x, y, x2, y2) = (x+ y, x− y, 2x2 + 2y2, x2 − y2)� (
� 
���
 �	�
�

(id, g)◦h(x, y) = (id, g)(x+y, x−y) = (x+y, x−y, (x+y)2+(x−y)2, (x+y)(x−y)) =

(x+ y, x− y, 2x2 + 2y2, x2 − y2).

(
��	��
 
 �	� �!��� �	����	� H ◦ (id, f) = (id, g)◦h � 	���� � � � ��
 K
�����	�������


���
����� �	�	 )� 
� ������ � � � ��
 R
�����	������� ����
 ���� ��
 K
�����	�������

�� �	�
� ��*	� f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) ������ R
�����	������� ����
 ������ �� ����



�
����
 h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) �	� ��� f = g ◦ h−1�

+
������� H(x, y) = (h−1(x), θ(x, y))� "
� θ(x, y) = π(x, y) = y� $
�� ��� � %

������'���� �
�� h % ����
�
����
� � θ(x, 0) = 0 �	�	 �
�
 x ∈ R
n�

#�%� ����
�

H ◦ (id, f)(x) = H(x, f(x)) = (h−1(x), f(x)) = (h−1(x), g ◦ h−1(x)) = (id, g) ◦ h−1(x).

#����� 
 �	� (h−1, H) �	����	� 	 "
���&�
 �	�	 ��� � � � ��*	� K
�����	�������


���
����� �	�	 )� �
�� ������ f � g ��
 A
�����	������� ����
 ���� ��
 K
�����	�������



� �������	
��� �
 ��
���� ��

�� ����� ��	�
 f � g : (Rn, 0) −→ (Rp, 0) ���
�� K
������������� ����� ������


�����
����
�� h � k ���� ��� � ������
� ������ ��
���

(Rn, 0)
f−→ (Rp, 0)

h ↓ ↓ k
(Rn, 0)

g−→ (Rp, 0)

�� ��	�� g = k ◦ f ◦ h−1.

��
� H(x, y) = (h(x), θ(x, y))� ���� θ(x, y) = k(y)� ����
 H � �
 �����
����
� �

���� x ∈ R
n� ��
�� ���

(H ◦ (id, f))(x) = H(x, f(x)) = (h(x), k(f(x)) = (h(x), (k ◦ f)(x)) =

(h(x), (g ◦ h)(x)) = ((id, g) ◦ h)(x)�

 �������� H ◦ (id, f) = (id, g) ◦ h� !��� (h,H) ���������� �
� K
�������"���� ����� f

� g�

���� ������� 	�
���� 
�� �� ���� ��
��� ��� K��
��	������� ��� �������
������� ����

��� A��
��	��������

����� �� 
�� 	���� �� �������� � � �� �������� �� K��
��	�������� 
�� �� � ������

��
���� h �� ��������  �� ! "��������� � ����������� ����� ��� C��
��	�������� #�

��"��

�������� 	
�
 ���� ���
�� f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) ��� C��
��	������� ������ ��� K

������������ ��� K
�������"���� #���$%� �
 ������ &�������� � �������� ������
� ��
���'

(Rn × R
p, 0)

(id,f)↗ ↘ H

(Rn, 0)
(id,g)−→ (Rn × R

p, 0)

(��� �� H ◦ (id, f) = (id, g)�

$������% f ∼
C
g�

$���� ����� H ��	� � �
&��� �� f �� �
&��� �� g �� �������� ��
��%



� �������	
��� �
 ��
���� ��

Rp

Rn

(x,g(x))

(x,f(x))

x

��������	
 ��
� ��� �����	
����� 
� 
������� ����� � 	
�� 
��� ������ � � � ���

K��	
��������� ��� ������� ��� ������ 
� ����� ���������� h : (Rn, 0) −→ (Rn, 0) ���� �

	
�� f ◦ h � � ��� C��	
����������

�� ����� �
��� ���� 	
� � � � ��� K��	
���������� ����� ������ 
� ��� 
� ������ 
�


������������ (k,H) ��� H = (k, θ) � θ(x, 0) = 0� ��� 	
� H ◦ (id, f) = (id, g) ◦ k� ���

���
� 	
�� (k, θ) ◦ (id, f) ◦ k−1 = (id, g)� �
 ��!�� (k ◦ k−1, θ ◦ f ◦ k−1) = (id, g)�

"���� (id, θ ◦ f ◦ k−1) = (id, g) � 	
� ������� (id, θ) ◦ (id, f ◦ k−1) = (id, g)� #���

����� ������ 
� ����� ���������� h = k−1 : (Rn, 0) → (Rn, 0) � 
� ��� (id,H∗)� ��
�

H∗ = (id, θ) ��� θ(x, 0) = 0 ��� 	
�

H∗ ◦ (id, f ◦ h) = (id, g).

$
 ��!�� f ◦ h � � ��� C��	
����������

%�������������� �
��� ���� 	
� f ◦h � � ��� C��	
���������� &���� ������ 
� ��� 
�

������ 
� 
������������ (id,H) ���� 	
� H ◦ (id, f ◦ h) = (id, g)� H(x, y) = (x, θ(x, y))

��� θ(x, 0) = 0�

'��� H∗ = (h−1, θ)�

"��� (h−1, H∗) � 
� ��� 
� 
������������ 	
� ������(

H∗ ◦ (id, f) ◦ h = (h−1, θ) ◦ (id, f) ◦ h = (id, θ ◦ f ◦ h) = (id, g), ���� �,

H∗(x, f(x)) = (h−1(x), g ◦ h−1(x)) ��� H∗(x, 0) = (h−1(x), θ(x, 0)) = (h−1(x), 0).

#������� � � � ��� K��	
����������

���� ���� ��	�
����	 
� ���
������
� 
� ������� ��� ���
�	� � ������	�	 �	
��	
��

�����	
��� ��	� 
�����	
	 �� 
�
� ��	��� ��� K����
���������



� �������	
��� �
 ��
���� ��

���������� 	
�
 ������ ��	
� f � g : (Rn, 0) → (Rp, 0)� �� �
�����
� �
�	���
� ��
 
����

���
��
��

��� � 
 � ��
 C�
������
��
��

���� �� �	
��� If 
 Ig ��
 �������

����� � ���
 �!� !��"�# ���
"�$�
� (uij)p×p �
! 
��"�	�� 
! εn %�"� � ���� fi =

p∑
j=1

uijgj

%�"� 1 ≤ i ≤ p.

�
!
���"���
� (i) ⇒ (ii) ���������	 
�� f � g 	�� C
�
���������	� �������� ��	�����	

�� If ⊂ Ig� ���� �		� ����	 ��	���� 
�� ���� ���������� fi ���� 	�� �	����� �� �����

fi =

p∑
j=1

aijgj

��� aij ∈ εn.

�� ����� ���� ��� ������	� f � g 	�� C
�
���������	� ����� ���	�� �� ���������	��

H ���� � 
��� H(x, g(x)) = (x, f(x)) ��� H(x, y) = (x, θ(x, y))� ���� θ(x, 0) = 0.

���� θ(x, 0) = 0� 	���� 
�� ���� ���������� θ1, θ2, ... , θp �� θ 	���	��� θi(x, 0) = 0�

����  ��� �� !������� ������	 �	������

θi(x, y) =

p∑
j=1

yjθij(x, y),

��� θij ���"#�	 �� ���		� C∞�

$		��� ���� y = g(x)�

fi(x) = θi(x, g(x)) =

p∑
j=1

gj(x)θij(x, g(x)), i = 1, . . . , p.

��������� fi =

p∑
j=1

aijgj� i = 1, . . . , p� � If ⊂ Ig.

���� ��	���� 
�� Ig ⊂ If � ������������ % ��&����� $		�� If = Ig �

(ii) ⇒ (iii) ���������	 If = Ig� ����� ������	 �	������

gi =

p∑
j=1

aijfj



� �������	
��� �
 ��
���� ��

fi =

p∑
j=1

bijgj

��� aij � bij ∈ εn� i = 1, . . . , p �

��	� ��
� x ∈ R
n� ����� Ax � Bx ��
	���� 	���� p × p ��� ��
	�
�� aij(x) � bij(x)�

	�����
������
��

����� 
� �����	� �����	 ���	 ��� �� ��� !�� ��
���� �����
	�	 ��� ��
	�� 	���

p× p� C0� 
�� !�� U0 = C0(I −A0B0) +B0 " ����	�#���� $�"� 
����� ��	� x �	%&��� 
� '�

� ��
	�� Ux = C0(I − AxBx) + Bx 
���"� " ����	�#����

���� uij(x) �� ��
	�
�� 
� Ux� (�# fi =
p∑

j=1

uijgj� i = 1, . . . , p� ���� !��	#�����

(iii) ⇒ (i) �����)���� !�� �&��
� ��� ��
	�� p × p ����	�#���� (uij)� ��� �

�	��	��
�
� ��
�
� �� (iii)�

*���� 
�+��	 θ : (Rn × R
p, 0)→ (Rp, 0) ��� ��������
�� 
�
�� ��	

θi(x, y) =

p∑
j=1

yjuij(x) ; ��	� 
�
� i = 1, . . . , p.

,���	�� !�� θ(x, 0) = 0�

$��	� 
�+�� � ��	�� H : (Rn × R
p, 0) → (Rn × R

p, 0) ��	 H(x, y) = (x, θ(x, y))� $

��
	�� ��������� 
� H " 
�
� ��	

Jac (H) =

⎛⎜⎜⎝
In×n 0n×p

∗p×n (uij)p×p

⎞⎟⎟⎠
��
� In×n " � ��
	�� �
��
�
�
�� $����� ���� det(Jac(H(0, 0))) �= 0� H " �� 
�-����	.

+����

��	 ����
	�/0�� θi(x, g(x)) = fi(x)� θ(x, g(x)) = f(x) � H(x, g(x)) = (x, f(x)) � !��

������� !�� f � g �0� C.�!�������
���

������� �	
	 �� ������ f(x) = (x2, 0) � g(x) = (x2, x3) ��� C	�
��
��������

�� ����� �����
� 
�� If = 〈x2〉 = 〈x2, x3〉 = Ig�

�������� ���� ���������� ���� � � � ��� C	�
��
������� �� �����
����������

K	�
��
���������



� �������	
��� �
 ��
���� ��

��������	
 ��
� ���� ��� � � � 	
	�� �� �
����� 
������� ��� ��� A������
�������

������
��� ��� f, g : (R, 0) → (R2, 0) ���
� A������
������� ����� �
����� 	�����

�������� h : (R, 0)→ (R, 0) � k : (R2, 0)→ (R2, 0) �
�
 �� ��
�� g◦h = k◦f � ���� �����

��� k(Imf − {0}) = Img − {0}� ���� 	���� � �  ���!��
 � Imf − {0} � ��  �������

 ���
�� "��� k(Imf − {0}) �
�#�� � ��  �������  ���
�� � ��� � �� 
#���	�� ����

Img − {0} � 	�� ���
�� $��
%

Im(f)-{0} Im(g)-{0}

k

"��� K������
�&� �
 ��� ����� 
 �� A������
�&� �
�

������
 ����� '����	������ �� ����� f : (R, 0) → (R, 0) �
�
 � ��
� 
� ���������

 ��	�()�� ��� �
�������
�%

f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (k)(0) = 0 e f (k+1)(0) �= 0,

��	� 
 ���
(�� f (i)(0) ������ 
 
 	����
	
 	� f 	� ��	�� i �� *�

+��� "��
 	� ,
	
�
�	� f(x) = xk+1g(x)� �
�
 
����
 g : (R, 0) → (R, 0)  ��

g(0) �= 0� '��� � � ������!��� �
 -���#�
 ε1� ����� ��� 〈f〉 = 〈xk+1〉 �  �� ��!��� ��� �

� xk+1 ��� C������
�������

������
 ����� .� ������ f(x, y) = (x2, y2) � g(x, y) = (x2+y2, xy) ��� A������
�������

�
� ��� ��� C������
�������

/� �
��� ���� h(x, y) = (x + y, x − y) � k(x, y) = (2x + 2y, x − y) ������ 	� 	�����

���������

������

g ◦ h(x, y) = g(h(x, y)) = g(x+ y, x− y) = (2x2 + 2y2, x2 − y2)

�

k ◦ f(x, y) = k(f(x, y)) = k(x2, y2) = (2x2 + 2y2, x2 − y2).



� �������	
��� �
 ��
���� ��

�������� g ◦ h = k ◦ f � �		
� � 
 � 	�� A�
��
���
��
	 
 ���	
��
��
�
��


K�
��
���
��
	�

����� �
�� ��
 xy /∈ 〈x2, y2〉 = If � ��� If �= Ig� �� 	
��� � 
 � ��� 	�� C�
��
���
��
	�

��� ���� ������� ��	���� 
�� �
� A���
�
������� ��� ������� �� C���
�
��������

�������� 	
�	
 �
��� � 
 � ��
	 
�
�
	 
� εn� �
�
��	 ��
 � 
 � 	�� 
	������	 ������


�
	�
 �� 
	���� 	�� ϕ : εn → εn� ��� ��
 ϕ(I) = J.

�������� 	
��
 �
��� � 
 � ��
	 
�
�
	 
� εn� �
�
��	 ��
 � 
 � 	�� 
	���� ���

�
��
 
����
��	 ������ 
�
	�
 �� 
	���� 	�� h∗ : εn → εn� !��� ����� �
��
 
��
�	��
�

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)� ��� ��
 h∗(I) = J �

������� 	� �������� ���� � 	�� ����������� ���������� � ���
���� �����������


��������� 	
��
 "#$%&' ��
	 �
��
	 � 
 � 	�� K�
��
���
��
	 	
� 
 	��
��
 	
� If 
 Ig

	�� 
	���� ���
��
	 
����
��	�

�
���	���(��� �
��� ���� �
� f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) ��!�� K���
�
�������� "����

���� #$���
���� ��% ������ 
� ����� ��
���&
�� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) ���� � �
�� f ◦ h �

� ��� C���
�
�������� '��� '��������� ��( If◦h = Ig� ��& ��	� ���������� fi ◦ h 	� f ◦ h
�� �����
� 	� ���
���� )����

fi ◦ h =

p∑
j=1

aijgj (∗)

��� aij ∈ εn* i = 1, . . . , p.

+���� ������� �
� h∗(If ) = Ig�

'������� ��������� �
� h∗(If ) ⊂ Ig� '��� ����* $���� ������� �
� h∗(fi) ∈ Ig* ����

��	� fi ∈ If � '�� 	������� 	� h∗* h∗(fi) = fi ◦ h�

"����*

h∗(fi) = fi ◦ h (∗)
=

p∑
j=1

aijgj ∈ Ig,

���� �
��&�����

,���� ��������� �
� Ig ⊂ h∗(If )�

��!� k ∈ Ig� ���� If◦h = Ig* ���
� �
� k ∈ If◦h� -���*



� �������	
��� �
 ��
���� ��

k =

p∑
i=1

ai(fi ◦ h)

= a1(f1 ◦ h) + ...+ ap(fp ◦ h)
= h∗(a1f1) + ...+ h∗(apfp)

= h∗(a1f1 + ...+ apfp)

= h∗(
p∑

i=1

aifi)

����

p∑
i=1

aifi ∈ If � ����� �	� k ∈ h∗(If )


����
��� h∗(If ) = Ig


��������
������ �	����
��� �	� If � Ig ��� ��������
����� ���	������ �	 ���
 ������

	� ���������� ���	���� h∗ : εn → εn �
�
 
��	� ����� ���������� h : (Rn, 0)→ (Rn, 0)�

� �	
� h∗(If ) = Ig
 ���� If◦h = Ig� � 
���� �� ������ f ◦ h � � ��� C���	��
������
 ���

 !����
"�� #
$ f � g ��� K���	��
������


%�!��
 �� ��	��� �� &
���� ��� ���
� ��	��� �� ��� � εn,p ��� ���
 �
����
��� '

�������� ���	�� � ������ ����� �� ��	��� �� ��� 
����� �� �
����
��� � ������ �!�����

�	� ��� ��
�
��� ���
"�� �
������� ( )�!��
 �� 	� ����� f � ��� �������� 
 	� ������

��	���
 *���� ����� ���
��� ��������
��� �� ������ � ���
"� �
������ ( K�)�!��
 ��
	� ����� f 
 ���� K ' � ����	�� ����������� �� R � C �
��� 
�
���
� �	
� ���	
"+��
���
�
�
������ 
���� �� ������ � K����
"� �
������


��������� �����
������ 
 
����
"��,

φf : R → ε0n,p

h 
→ f ◦ h−1.

������� ����
� �� ���
"� �
������ ( )�!��
 R·f ���� ����� 
 ��
��� �
 ��-������
�
�� φf �
 �������
��


 !����� �	� φf (id) = f � ���� id ' � ����� �� ���� �
 
����
"�� �������
�� �� R
n


���� 
 ��-������
� �� φf �
 �������
�� ' 
 
����
"�� ����
�

Did(φf ) : TidR → Tfε
0
n,p.



� �������	
��� �
 ��
���� ��

����R � ����	� �� ε0n,n � ε
0
n,p 	�� �
	��	��� �� �

��� ��	����� 	���
 ��� TidR = ε0n,n

� Tfε
0
n,p = ε0n,p�

�

��

Did(φf ) : ε
0
n,n → ε0n,p.

����� �������
 ������� ��� ������� 
��� Did(φf )�

���
����� h = (h1, h2, ..., hn) ∈ ε0n,n�

������
 
��
�� �� h ���� � ��	�� 	�����	� � ����� γ(t) = id + th ��� t 
������

�� ����� �

�� γ′(0) = h�

����� ���
�������
 � ����� �	����
 �� f ��� ���� t �� φf (γ(t))� ��	��

(φf ◦ γ(t))(x) = φf (γ(t))(x) = (f ◦ (id+ th)−1)(x) = f(x1 + th1(x), ..., xn + thn(x)) �

φf ◦ γ(0) = f(x).

 ���

Did(φf )(h) = Did(φf )(γ
′(0)) = (φf ◦ γ)′(0) = h1

∂f

∂x1

+ ...+ hn
∂f

∂xn

.

���
�����	����	� � ����������� 
�������� � ���� 
��

Did(φf ) : ε0n,n → ε0n,p

(h1, ..., hn) 
→ h1
∂f
∂x1

+ ...+ hn
∂f
∂xn

.

� ������ ��

� �
������� ������ 
��! � 
�������� εn{ ∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xn
} �� εn"������

ε0n,p� �
	� 
�������� � �#����� �� ������ $�������� �� f % � � ����	�����
 
��

Jf = 〈 ∂f1
∂x1

, ..., ∂fn
∂xn
〉�

� 
������ �
������� � 
�� ���
������� ���� �&

Ff : C → ε0n,p

(id,H) 
→ H ◦ (id, f).

���� 
��
��'��� ��

� ��	����% ����	�'������
 ���� C"�������(���� (id,H)% ����

H(x, y) = (x, θ(x, y))% ��� � ����� �� �
������� θ�

)�
������
 ��� ψf : ε0n+p,n+p → ε0n,p% ���� 
�� ψf (θ) = θ ◦ (id, f) � ��� �
�������
������% ���� ψf |C = Ff 	����� � ��� �
������� ������ � �

�� � DidFf = Ff �



� �������	
��� �
 ��
���� ��

�������� ���	
�	� ���
����� ��
� � 
 ��
��� �� Ff ��
��� 
���

�
 
 ������ θ(x, y)

	
�� ��� θ(x, 0) = 0 �
�
 	��� x �� R
n�

���
� θ1, ..., θp 
� 
�������	�� �� θ� ��� 
�
�
���	� �
	���
��� θi(x, 0) = 0� 1 ≤ i ≤ p�

�
�
 	��� x �� R
n�

���� ���
 �� �
�
�
�� θi(x, y) =

p∑
j=1

yjαj� 
�� αj ������� �� 
�
��� C∞� � ���	
�	��

θi(x, f(x)) =

p∑
j=1

fjαj.

�� ���
� θi ∈ If �

��� 
����� 
���
 ��� DidFf (TidC) = Ff (C) = If · εn,p�

�������
���	� ��	� ���

θ ∈ TidC ⇒ Ff (θ) = θ ◦ (id, f) = (θ1 ◦ (id, f), ..., θp ◦ (id, f)) ∈ If · εn,p.

! ���	
�	� DidFf (TidC) ⊂ If · εn,p�

"�
����

���	� 
�������� v = (0, 0, ..., fj0 , ..., 0, 0) ∈ If ·εn,p� ���� fj0 �
��
 
 i0#����


�����$� �
 p#���
�

%��� Ht : (R
n × R

p, 0) → (Rn × R
p, 0) ��&���
 ���
 �
	��� (n + p) × (n + p) �
�


��� I +M � ���� M = (aij)(n+p)×(n+p)� 
�� an+i0,n+j0 = 1+ t 
�� � ���	
�	� �
� ��	�
�
�

���
� � I 
 �
	��� ����	��
�� �� R
n × R

p�

'�
�
���	� 	���� ��� Ht(x, 0) = (x, 0)� � ���	
�	� �
�
 t �= −1� Ht ∈ C�

(���
 
�������� 
 
�� 
 �
�
 ��� γ(t) = Ht� )�	� ��� γ′(0) � �
�
 ���
 �
	���

(bij)(n+p)×(n+p)� ���� bn+i0,n+j0 = 1 � � ���	
�	� �
� ��	�
�
� �$� ���
��

*��	� ����� ��� γ′(0) · (x, f(x)) = (0, ..., 0, fj0 , 0, ..., 0)�

+���	�&

��� θ 
�� γ′(0) 	���� ��� Ff (θ) = θ ◦ (id, f) = (0, ..., 0, fj0 , 0, ..., 0) = v�

���	
�	�� 

�
 �� ��� ���
����� �� If · εn,p ���	��
� , DidFf (TidC)� ��� � �� ���
��

 �	���
�� ���� If · εn,p ⊂ DidFf (TidC)� 
��� ����-
����

*���
 ����
 
.��
��� , ������	� ��&���$� ����
�/

�������� 	
��
 ���� �� ��	�� f : (Rn, 0) → (Rp, 0)
 ����
��� � K#���
�� 	
����	�

�� � ���� ����� � εn���������� Tf = Jf + If · εn,p�



��� K�����	���
�� ��

�������� 	 K��������	
� 
� � ���� ���
� 	 ��
�����
� 
� Tf � �� ���	�

K�cod f = dimR

εn,p
Tf

.

���� �
 ����	 �� �������� �� � �������� εn,p ���� 	�� ����������� ��� p������	 ��

εn ��� 	���� εn× . . .×εn p�����	)� �		��� If ·εn,p � ������ ��� ����	 �	 ������	 ��  ����

(0, 0, . . . , fi, 0, . . . , 0),

��� fi ����������� �	 p ��	�!"�	 �� p������ i = 1, . . . , p�

#�� ����� ���� Jf = 〈 ∂f
∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

〉�

������� �	
�	 ���	 f : (R2, 0)→ (R, 0) 
	
	 ��� f(x, y) = x2 + y2�

����� �	��� Jf = 〈x, y〉 � If = 〈x2+ y2〉� ������ � K����	�� �	������ 
� f � 
	
� ���

Tf = Jf + If · ε2 = 〈x, y〉+ 〈x2 + y2〉 = 〈x, y〉 = Jf �

������� �	
�	 ���	 f : (R2, 0)→ (R2, 0) 
	
	 ��� f(x, y) = (x2 + y2, xy)�

���� ����� Jf = 〈(2x, y), (2y, x)〉 � If ·ε2,2 = 〈(x2+y2, 0), (0, x2+y2), (0, xy), (xy, 0)〉�
������ � K����	�� �	������ 
� f � 
	
� ���

Tf = 〈(2x, y), (2y, x), (x2 + y2, 0), (0, x2 + y2), (0, xy), (xy, 0)〉
= 〈(2x, y), (2y, x), (0, xy), (xy, 0)〉.

��� K�����	���
��

$�	�� 	�!
� ����	��������	 �����	 ����������	 ���� � ����� K� %�����	 &�� ��� #���

�������� # � ���������� ��� ��	����� ' K��&�����(����� 	� f ∼
K
g � f ��		�� � �����������

# ���
� g ���)�� ��		�� � ����������� #�

����� K�����	
��
�


��������� �	
�	 ��� !" ���	 # �� εn��$
�%� %�&�� ��� ��	 '	�� ����	� � ���	 I ⊆M

�� εn���'�$
�%��

I ��� ��
�����
� ����	 �� # ��� � ������� ��� �(���� �� ������� k ≥ 1 �	% ���

Mk
n ·M ⊆ I�



��� K�����	���
�� ��

��������	
��� ������� cod I = j − 1 � 	��
���
� � 
�����	�� �� ��	��
��


I ⊂ I +Mj
n ·M ⊂ I +Mj−1

n ·M ⊂ ... ⊂ I +M2
n ·M ⊂ I +Mn ·M ⊂ εn.

������

0 = cod εn ≤ cod(I +Mn ·M) ≤ cod(I +M2
n ·M) ≤ ... ≤ cod(I +Mj

n ·M) ≤ cod I = j−1.

���� �� ���
�

�� �	��� ���
��� j + 1 ��
���������
 � j ����
�
 �����
�
� �����

���� �	�

�
 ���� ����
 ��� ���������� �

��� ���
�� k ≥ 1 ��� ���

cod(I +Mk
n ·M) = cod(I +Mk+1

n ·M).

��


I +Mk+1
n ·M ⊂ I +Mk

n ·M ⇒ I +Mk+1
n ·M = I +Mk

n ·M.

�

���

Mk
n ·M ⊂ I +Mk

n ·M = I +Mk+1
n ·M = I +MnMk

n ·M.

��
������ ����  ��� �� !�"�#��� ����
 Mk
n ·M ⊂ I� 	��� ���
$���
�

%�	��
�	������� 
������ Mk
n ·M ⊂ I ��
� ����� k ∈ N� ������ 	��	��$��
 ���

cod I ≤ cod(Mk
n ·M) <∞�

��������	
 ��
�� �	 
������
�� ���� ����� ��� ��	 �����
�� ���������	 � ���������

�	�	 ��� � ����	 K����������� ����	 � ��� �����	 �� ������� k ≥ 1 �	� ���Mk
n ·εn,p ⊆ Tf �

!��� ��� Mk
n · εn,p = 〈(0, 0, . . . ,m, . . . , 0)〉� ���� m & �� ���'��� �� �
�� k� ��


��
�(���
 x1, ..., xn� ��
	�

���� �
 p ��
�)��
 ��

$���
 �� p*�����

������
 �����  ����� �!�"#$%!x2, y2$" !&���
� ��'�	�� �� ()$" ��� K�����������
����	�

�� �	��" ���� ��� Jf � ���	�� ���
∂f

∂x
= (2x, 0) �

∂f

∂y
= (0, 2y)" ����	��� If · ε2,2 �

���	�� ��� (x2, 0)" (0, x2)" (y2, 0) � (0, y2)� 
���	���"

Tf = 〈(x, 0), (0, y), (0, x2), (y2, 0)〉.

*���������� �� 	  '���+	
�� ���, � �������	 �	�	 	���� k�



��� K�����	���
�� ��

��������� k = 1	 
���� �
��

M2 · ε2,2 = 〈(x, 0), (y, 0), (0, x), (0, y)〉.

�
� ��
�
����� (y, 0) �∈ Tf � ���� M2 · ε2,2 �⊂ Tf 	

������������ 
���
 k = 2	 ������ ���� M2
2 � ���
�� ����� �������� x2� xy � y2�

����� ���

M2
2 · ε2,2 = 〈(x2, 0), (xy, 0), (y2, 0), (0, x2), (0, xy), (0, y2)〉.

����

(xy, 0) = y(x, 0) � (0, xy) = x(0, y)� ����� ��� M2
2 · ε2,2 ⊂ Tf 	

���� � ��� K����������� ����
	

���������� 	
	�
 � !"#$ %�&
� ' �� εn��(���� ��)�� ��� ��
 *
�� ����
 � I ⊆M ��

εn���*�(����	

I ��� ���������� ����
 ��� � ������� ��� codkI = 0 �+���� �
�
 �� �,���� ����� ��

������� ����

codk I = dim
I +Mk

n ·M
I +Mk+1

n ·M .


���� �
��

cod I = cod0I + cod1I + ... .

��������
-��	 ������� cod I ��	
�� ��

� ��	�
� k ∈ N 
�� ��� Mk
n ·M ⊂ I�

���	�� �� j ≥ k 
����

Mj
n ·M ⊂Mk

n ·M ⊂ I.

�����

codjI = dim
I

I
= 0, ∀j ≥ k.

���	��������
� ������� k0 ∈ N 
�� ��� codk0I = 0� ��

�

I +Mk0
n ·M = I +Mk0+1

n ·M

� ���
��
�

Mk0
n ·M ⊂ I +Mk0+1

n ·M.

���� ���� �� �������� ����� ��� Mk0
n ·M ⊂ I� �� ����� I 
�� ���	����
� ��	
��



��� K�����	���
�� ��

����� ����� 	������ � ���
��� 
���� �� 
��
������� �

���� �
� I ��	 ����	�����

������ ����� codkI = 0 ������ 
��� 
	 ��	��� ����� �� ���	��� ���� �
��

cod0I + cod1I + ... = dim
M

I +Mn ·M + dim
I +Mn ·M
I +M2

n ·M
+ ...+ dim

I +Mk0−1
n ·M

I +Mk0
n ·M

.

��	� I ��	 ����	����� ����� ���
� �
�

dim
I +Mk

n ·M
I +Mk+1

n ·M = cod(I +Mk+1
n ·M)− cod(I +Mk

n ·M),

�����

cod0I + cod1I + . . . =

= (cod(I +Mn ·M)− codM) + . . .+ (cod(I +Mk0
n ·M)− cod(I +Mk0−1

n ·M))

= cod(I +Mk0
n ·M)− codM

= cod(I +Mk0
n ·M).

��	� Mk0
n ·M ⊂ I ��	�� cod(I +Mk0

n ·M) = cod I�

��������	
 ����� ���� f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0)� �����	
 M = εn,p � I = Tf ��

��


����
 ���� ���
� ���� �� � ��� K��
	������
 ������ ����


K�cod f = cod0f + cod1f + ...


�	�

codk f = dim
Tf +Mk

n · εn,p
Tf +Mk+1

n · εn,p .

��������	
 ���
� �
�� ��� �� ������� 	�� �
�

������ f1, ..., fp 	� � ���
 �� ����
�

 ������� ����
 Tf ⊆Mn · εn,p � 

�����
 cod0f = p�

������
 ����� !��
� �� �� �� � K��
	������
 	
 "���� f : (R2, 0) −→ (R2, 0) 	�	




� f(x, y) = (x2, y2)�

#
�
 ���
� �
 $%��
 
 ���& Tf ' "���	
 

� (x, 0)� (y2, 0)� (0, y) � (0, x2)� �� �

()�������
 ���* cod0f = 2� ���� �� �� ���
� cod1f ���
� 
������
 ��� 	���������

����� "���	
��� 	� M2 · ε2,2 ����
 �� Tf +M2
2 · ε2,2� ()����� ���+

M2 · ε2,2 = 〈(x, 0), (y, 0), (0, x), (0, y)〉,



��� K�����	���
�� ��

M2
2 · ε2,2 = 〈(x2, 0), (y2, 0), (0, x2), (0, y2), (xy, 0), (0, xy)〉.

�����

Tf +M2
2 · ε2,2 = 〈(x, 0), (y2, 0), (0, x2), (0, y), (xy, 0), (0, xy)〉.

���� �	�
	 �
	 �
��� 	 ����� ��� �	��	��	� � Tf +M2
2 · ε2,2� � �������� �� �	���	�

{(y, 0), (0, x)} ������ 
�� ���	 ���� � �
��	�	��� �	 Tf +M2
2 · ε2,2 	� Tf +M2 · ε2,2�

����� cod1f = 2�

���	��� ����� ��� ��
 � �� � ���� !" � ��� �� ��	���� #�#�� M2
2 · ε2,2 ⊂ Tf � �


�	!�� f �	� K$��� �	���� %� ��� 	 ��� � codkf = 0 ���� ���� k ≥ 2�

���������

K$cod f = cod0f + cod1f = 2 + 2 = 4�

������� �	�
	 &��� �	�	 � �	��	 f : (R, 0)→ (Rp, 0) �	%� �� ��� f(x) = (0, ..., 0, xt+1)

��� t ≥ 1� ��� t ∈ Z� ' K$cod f = pt+ p− 1.

'�
 � �(�
�� )���� ��� Jf * �	���� ��� (0, ..., 0, xt) 	 �  �	�� If * �	���� �	��� �	���	�

�� ����� (0, ..., 0, xt+1, 0, ..., 0)� ���	 xt+1 �	�����	 �� � ��� +,	� �� �$
����

-	�
	$�	 �
	 � K$	���+� ����	��	 Tf * �	���� �	��� �	���	� (0, ..., 0, xt+1, 0, ..., 0) ����

xt+1 �	�����	��� �� p− 1 �� �	 ��� ��� +,	� �� �$
���� �� � � �	��� (0, ..., 0, xt)�

&���
�	��� � codkf �

.  �	�� Mk
1 * �	���� ��� xk� ���� � �
��(�
�� Mk

1 · ε1,p * �	���� �	��� �	���	� ��

����� (0, ..., 0, xk, 0, ..., 0)� ��� xk �	�����	��� �� p ��� +,	� �� p$
����

��	� ����� �	� %��� �
� � �	��	� �	�����	� �	��	��	� �� �
��(�
�� Tf +Mk+1
1 · ε1,p�

&��� �	�	��� �� ��/� ����� � �	�
 �0

• k < t : �	�1
� ��� �	�����	� �	 Mk
1 · ε1,p �	��	��	 � Tf +Mk+1

1 · ε1,p� 	 ���� 1" �

�	�����	� �	��� �
	 codkf = p�

• k = t : �	��	 ���� � 2� �� �	����� �	 Mk
1 · ε1,p �
	 �	��	��	 � Tf +Mk+1

1 · ε1,p *

(0, ..., 0, xt)� �������� codkf = p− 1�

• k > t : ����� �� �	�����	� �	 Mk
1 ·ε1,p �	��	��	� � Tf+Mk+1

1 ·ε1,p 	 �������� codkf = 0�

'�� � �	��� �
	 K$cod f = pt+ p− 1�



��� K�����	���
�� ��

������� �	�
	 ����� �������	 � K
�����
���� �
 f(x, y) = (xy, x3 + y3)�

���� �
��� Jf = 〈(x, 3y2), (y, 3x2)〉 
 If ·ε2,2 = 〈(xy, 0), (0, xy), (x3+y3, 0), (0, x3+y3)〉�

���	� �
�� ��
�

(0, x3) = 1
3
x(y, 3x2)− 1

3
(xy, 0);

(0, y3) = 1
3
y(x, 3y2)− 1

3
(xy, 0);

(y3, 0) = y2(y, 3x2)− 3xy(0, xy);

(x3, 0) = x2(x, 3y2)− 3xy(0, xy).

����� (x3, 0), (0, x3), (y3, 0), (0, y3) ∈ Tf = Jf + If · ε2,2� ���� ����� ���
��� ��


M3
2 · ε2,2 = 〈(x3, 0), (0, x3), (xy2), (0, xy2), (x2y, 0), (0, x2y), (y3, 0), (0, y3)〉,


 ���� (xy2, 0), (0, xy2), (x2y, 0), (0, x2y) ������ �
	�
��
� � Tf � �
��
 ��


M3
2 · ε2,2 ⊂ Tf +M4

2 · ε2,2 = Tf +M2M3
2 · ε2,2.

��	����� �
�� �
�� �
 ���� ���� �
��� ��
 M3
2 · ε2,2 ⊂ Tf � �� �
��� ! �
�

K
�����
���� "����� #��
��� �
��
 !���� ����� �� �$����� �� K
�����
���� �
 !�

cod0f = dim
Tf +M0

2 · ε2,2
Tf +M2 · ε2,2 =

ε2,2
M2 · ε2,2 = 2;

cod1f = dim
Tf +M2 · ε2,2
Tf +M2

2 · ε2,2
=

M2 · ε2,2
Tf +M2

2 · ε2,2
= 2;

cod2f = dim
Tf +M2

2 · ε2,2
Tf +M3

2 · ε2,2
=
M2

2 · ε2,2
Tf

= 2.

��	� k ≥ 3 �
��� ��
 Mk
2 ⊆ Tf 
 ��	����� � codkf = 0�

%�� ���� � K
cod f = cod0f + cod1f + cod2f = 2 + 2 + 2 = 6.

�����
���� �	��	 &'()*+ #
 ���� �
	�
� ��� K

������
��
� 
���� 
�
� �
� � �
���

K
�����
�����

,
�����	�-��� ����� ������	�
��
 ������� � �

����
 ������
���
 � �



��� K�����	���
�� ��

����� u = (uij) ��� ���	
� 
�
�	��
�� p×p� ��� ���	���� �� εn� ���� U : εn,p → εn,p

�� 
����	���� ���	� ������� 
���	
�
�� ���� ��	 f 
→ u · f � ���� �������� �� f ����

�� 
���	 ������� �������� g = u · f � ����� U(Tf ) = Tg��

� ��	
� !��

Ig · εn,p ⊆ If · εn,p ⊂ U(If · εn,p) ⊆ U(Tf ) (∗)

"� #���� �	
��
	������ ���� !�� g = u.f � ��$� Ig ⊆ If � ���
� Ig · εn,p ⊆ If · εn,p�

%$�	� ���� !�� U(If · εn,p) ⊆ U(Tf )� &���� ����	�	 !�� If · εn,p ⊂ U(If · εn,p)� �����
���� (0, . . . , 0, fi, 0 . . . , 0) ∈ If · εn,p� '���� ����	�	 !�� �(
��� �� h ∈ If · εn,p ��� !��

U(h) = (0, . . . , 0, fi, 0 . . . , 0)� )��� !��

U(h) = (0, . . . , 0, fi, 0 . . . , 0)⇔ u.h = (0, . . . , 0, fi, 0 . . . , 0)⇔

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u11h1 + u12h2 + ...+ u1php = 0
���

ui1h1 + ui2h2 + ...+ uiphp = fi
���

up1h1 + up2h2 + ...+ upphp = 0

���� (uij) * �� ���	
� 
�
�	��
��� ����� !�� det(uij) �= 0� +��� 	�$	� �� �	���	�

hj =
detD

det(uij)

����

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u11 . . . u1j−1 0 u1j+1 . . . u1p

���
���

� � �
��� fi

���
� � �

���
���

up1 . . . upj−1 0 upj+1 . . . upp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

���� detD * ��� ��� 
����� �
���	 �� fi� ����� !�� ���� ���������� �� h * ���

��� 
����� �
���	 �� fi� � ��	����� h * ��� ��� 
����� �
���	 �� (0, . . . , 0, fi, 0 . . . , 0) ∈
If · εn,p ��� fi ��	��		���� �� p ���
�,�� �� p-����� .�$� h ∈ If · εn,p ���� !��	������



��� K�����	���
�� ��

��� ����� ����	

Jg ⊆ U(Jf ) + If · εn,p ⊂ U(Jf ) + U(If · εn,p) = U(Jf + If · εn,p) = U(Tf ) (∗∗).


 ���
���� �������� ����� �� ����� �� ������������� �� ������� �� ���� �������	 ����

g = u · f � 
 ����� �������� � �
�������


���
 ��� (∗) � (∗∗) Tg = Jg + Ig · εn,p ⊂ U(Tf )�

��� �
 ���������� ������� 
�������� ��� Tf ⊆ U−1(Tg)� ���� U(Tf ) = Tg � � ����

�������� � ���� ��������

�� � h : (Rn, 0) → (Rn, 0) �
 ���
� �� �����
��!�
� � ��������� ψ : εn,p → εn,p �

���
��!�
� ���� ��� f 
→ f ◦ h�

"����� ���������	 �� g = f ◦ h ����
�� �!�
��#

�������� 	
 ψ(Tf ) = Tg.

$� ����	 ����
 ��
� ����� � ��!������ ������ ��� Tg ⊂ ψ(Tf )	 � ��� �� ����% � ������

��� Ig · εn,p ⊂ ψ(Tf ) � Jg ⊂ ψ(Tf )�


 ���
���� �������� ����� �� ���� ���

Ig · εn,p = Iψ(f) · εn,p = ψ(If · εn,p) ⊂ ψ(Tf ).


 ����� �������� ������� & ��������� �� ����� �� ������ ���� g = f ◦ h#

∂g

∂xi

=
n∑

j=1

∂hj

∂xi

(
∂f

∂xj

◦ h
)
, 1 ≤ i ≤ n.

��������
∂g

∂xi

∈ ψ(Jf ) ⊂ ψ(Tf )� ���� Jg ⊆ ψ(Tf )�

'����%���� � 
!�
���� ( ��
�� ����� ������ ��� � K�����
����� � �
 ����������

���� � K��������)�����

�� �
 f1	 f2 : (Rn, 0) → (Rp, 0) ���
�� K�������������� *����	 �+���� �
 ���
�

���������� h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) ��� ��� f1 ∼C f2 ◦h� ���� ���������� ,�-	 �+���� �
� 
����%

���������� p× p	 u = (uij)	 ��
 �������� �
 εn ��� ��� f1 = u · (f2 ◦ h)�

���� ����������� �	 ����� ��� Tf1 � ���
���� � Tf2◦h � ���� 
!�
���� (	 Tf2◦h �

���
���� � Tf2 � 
���
	 �+���� �
 ���
��!�
� U ◦ ψ ��� ������ Tf1 ��.�� Tf2 �

����
εn,p
Tf1

� ���
���� �
εn,p
Tf2

	 � ��������	 f1 � f2 �)
 � 
��
� K�����
������



��� K�����	���
�� ��

������� �	�
	 ���� �� �����	 �� 
����� f(x) = (x2, 0) � g(x) = (x2, x3) �
� K�
������������	 ��
� ���� ��������
� ���� ������� � ����� K���������
�	 ��� ����� ����
� ��

������� �	��	 ����� ������ ��� �� 
����� ����� ��� f(x, y) = (x2, y2) � g(x, y) =

(x2 + y2, xy) �
� K��������������  ��� ����� ! ������ K���������
� �
��� � "� #� ������
��� � ��������
� ���� � K���������
� �� 
 � "�

����� �����	� 
� ��
�
�
�

��
����� �	��	 $���� % �� ����� �� εn	 x1, . . . , xn �� ������� �� ����������� �� R
n

� s ≥ 1 �� �������� #�&����� ΔsI = I + I ′ ���� %' � � ����� 
����� ����� �������������

��� ��������(�� s× s �� �����(

JI =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂f1
∂x1

. . .
∂f1
∂xn

���
� � �

���
∂fp
∂x1

. . .
∂fp
∂xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
��� f1, . . . , fp �� 
�������� �� ����� %�

���������� �	��	 )*+,-. / ����� ΔsI ������ �� ��&���
� ����� �
� ������� �� ���0���

������� �� 
�������� � ���0��� ������� �� �����������	 ���� �	 �� g1, . . . , gq �
� ������


�������� ���� � ����� % � y1, . . . , yn �� ����� ������� �� �����������	 ���
� ΔsI ��������

��� � ����� 
����� ��� % � ����� ������������� ��� ��������(�� s× s �� �����( ���������

JI =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂g1
∂y1

. . .
∂g1
∂yn

���
� � �

���
∂gq
∂y1

. . .
∂gq
∂yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (�)

#���������
�� � �������	� 
��
�� ��� �������� ��	�������	� ��� �����	����� s × s ��

(�) ��	� �� ΔsI� ���� gi 
��� ��� �����	� ���� ���������� ������ �� fk� ��� ��������	��

�� εn� ��	�� ���� ∂gi
∂yj


��� ��� �����	� ���� ���������� ������ �� ∂fk
∂yj

���� �� ������	�

�� I� ������ � ���	������������ ��� ��	�������	�� 
���� ��� �������� ��	�������	� ���

�����	����� s × s �� (�) ��	� �� ����� ������ 
�� I � 
���� ������� �����	�������	��



��� K�����	���
�� ��

s× s �� ������ ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂f1
∂y1

. . .
∂f1
∂yn

���
� � �

���

∂fp
∂y1

. . .
∂fp
∂yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (��)

	
��� 
��� 
�����
�� ��
���� ��� �������� �������
�
�� ��
 
���������
 s × s ��

(��) �
�� �� ΔsI� ���� �

� ��
���� ��� ���� ����� �� ������ �
�������
 ∂
∂yj

���� ���

�����
���� ��
��� �� ∂
∂xk

� ��� �������
��
 �� εn� � ��
������ 
���� ������
�� 
�����
��

� �������
�������� �� �������
�
���

��������	
 ��
�� ���� ��� ΔsI = I ��	� ��
� s > n � ��� I ⊆ ΔnI ⊆ Δn−1I ⊆ . . . ⊆
Δ1I�

������	
 ��

� ��
����� ΔsI = Δn−s+1I� ��� I ⊆ εn�

��������	
 ��
�� ���� ����	����� ���� � ���� ��
����� ����

I = Δ0I ⊆ Δ1I ⊆ . . . ⊆ ΔnI.

������	
 ��
�� � �������� ��������� �	 ���� 
� �� �
��� !� " � #����� �
��� Δi1I 
�

I = Δ0I ⊆ Δ1I ⊆ . . . ⊆ ΔnI� ��� " �	$�	��� %��� �
��� ��� ��� �������� ���������

�	 ���� Δi2Δi1I� � ����� ��	 
������

&�'� ������� ��� ����(���� Δi1I,Δi2Δi1I, . . . � 
�)���� ��� ! ��� * ����� 
� +��	
,

��� (i1, i2, . . .).

������	
 ��
�� � * ����� 
� +��	
��� 
� �� '�	�� - " 
�
� ���� * ����� 
� +��	
���


� ��� �
��� If �

������
 ��
�� .����
�	� � '�	�� - 
�
� ��	 f(x, y) = (xy, x2 + y2)� /���� �������	 �

* ����� 
� +��	
��� 
� -�

����� ���� ����� ��� �������	 � * ����� 
� +��	
��� 
� �
��� '�	�
� ����� �����,

������ 
� -� �� ����� If = 〈xy, x2 + y2〉�

���� ���

JIf =

(
y x

2x 2y

)

%����



��� K�����	���
�� ��

Δ0If = Δ2−0+1If = Δ3If = If ;

Δ1If = Δ2−1+1If = Δ2If = 〈xy, x2, y2〉;

Δ2If = Δ2−2+1If = Δ1If = 〈x, y〉.

������� �	� Δ0If ⊂ Δ1If ⊂ Δ2If 
 �	 ����
 If ⊂ 〈xy, x2, y2〉 ⊂ 〈x, y〉 �= ε2� 
�������

� �������� ��������� ������� �� If � � ����� Δ
2If = 〈x, y〉
 � ����� � �������� ����������

�� ������� �� �������� �� � � ��

����� ��������� M = Δ2If = 〈x, y〉
 �����

JM =

(
1 0

0 1

)

����


Δ0M = Δ2−0+1M = Δ3M = M ;

Δ1M = Δ2−1+1M = Δ2M = ε2;

Δ2M = Δ2−2+1M = Δ1M = ε2.


������� � �������� ��������� ������� ��  � � ����� Δ0M = M � !�� ����
 � ���	���

���������� �� ������� �� �������� �� � � "� #����$� �	� � ������ ���	� � ����� �������%

���� �� ��&����� ������'�� ���������� ���������


������� � ������� �� �������� �� � � (2, 0, 0, . . .)�

���������� 	
��
 ()*+,- # ������� �� �������� � 	� ��$������� ���� � K.��	�$��/�����

0��������1��� ����� f � f ′ : (Rn, 0) → (Rp, 0)� ��� f1, . . . , fp �	 ���
������	 
� f �

f ′1, . . . , f
′
p �	 ���
������	 
� f ′�

���� K � � 
��
��� 	����
����� 
�	 ���
�	 R � C� ����	 
���
�� � 
���� 
� 
��
�	����

�� 
��	 ���
�	�


���� �� �������� 	�
������	 ��� f � f ′ 	�� C������������	� ���� ���
�	���� ���

If = If ′ � �		�� �	 ��� ���	 
� !���
��� 
� f � f ′ ������
�� 
��� ���
�	���� ��"#�


���� 	� $���� 	�
������	 ��� f � f ′ 	�� R������������	� ����� �%�	�� �� �����


� 
�&�����'	�� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) 
��� � ���� f ′ = f ◦ h� $	 ���
������	

h1, . . . , hn 
� h 
��
�(�� �� 	�	���� 
� ����
���
�	� ��������
� � �����( ���� ���� 
�



��� K�����	���
�� ��

f ′1, . . . , f
′
p �������� �� 	�	��
� �� ������
���	 ��
�
��� x1, . . . , xn ����
�	 � 
�	
� ����� 	�

�������		�
�	 � 
����� �������
� �� f1, . . . , fp �������� �� 	�	��
� �� ������
���	 h1, . . . , hn�

����� 
���
�
�� �� �����	���� ���� ��� f � f ′ ��
 � 
�	
� � 
���� �� !����
�
�

�� f � f ′ 	�� K"��������
��	# ��
��
�
�� �	 ��$��	 ��	 %����	 � � �# 	���� ��� f � f ′

��
 � 
�	
� � 
���� �� !����
�
�

���������� 	
��
 ������ ��	
��
�
 � �
��
 f : (Rn, 0) → (Rp, 0)� �
 ����
���
 k

�	�
���
 �������
 �
 �������	 �
 f �
�
	�
� ��
	�
 �� 

� k������

�
��	
���� �� ���� (i1, i2, . . .) � � 
���� �� !����
�
 �� f � ��� ��&
����# $ �����
��

'��� �
����� 	���� k( ��� � ����� ΔikΔik−1 . . .Δi1I $ ������ ���� ��������	 �������	 ��

����
 ≤ k �� f1, . . . , fp�

)���� � *��� ��	�� ����� 	�� ��+���� �� 
��# ����
�� ���
�	 ��	 ������	 �� ����	 �		�	

��������	 �
 ����� )		�
 ik ����
�� ���
�	 �� k"���� �� f �
 �����


������� 	
��
 ����
 k �	�
���
 i1, i2, . . . , ik, . . .! ��"
��
 #�
 f : (Rn, 0) → (Rp, 0) $

�� ���� Σi1,i2,...,ik 

 

� ������� �
 �������	 $ (i1, i2, . . . , ik, . . .)�

�
%	���
 Σi1,i2,...,ik &��� 

	�� �� 
��&�	��	�� �� 

���� ��
 ����
! Jk(n, p)! #�


&����

	�
 ����
 �
 ����
 �
 �
��

 �� ���� Σi1,i2,...,ik �

,
� ���	��� 
������ $ �����
�
�� ���
�� � ��
��
�� �� 	�
���������� �� k"$	�
�

����
 Σi1,i2,...,ik ⊆ Jk(n, p) $ ��*���
�� �� ������ ���� �		� ��
�	 � 	����
�� �����	�����

���������� 	
��
 ������ Σi1,i2,...,ik ⊆ Jk(n, p) $ ��'
�
	�
 �� (�"�� 

! 
 
��
	�
 

! �




���	�

 &�	���)

 
 � 
�
��'
���


i) n ≥ i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ ik ≥ 0

ii) i1 ≥ n− p

iii) �
 i1 = n− p 
	� � i1 = i2 = . . . = ik�

������� 	
�	
 *� J2(2, 2) �
 +	�&�
 &�	��	��
 �
 
�	���������
 ��'
�
	�
 �� (�"�� 
 �,

Σ2,2,Σ2,1,Σ2,0,Σ1,1 
 Σ0,0�



��� K�����	���
�� ��

����� �����	 K
��
������� ������
����	

�������� 	
��
 ���� k ∈ N� ����	
� �
� 
 ���	� f : (Rn, 0) −→ (Rp, 0) �

k�K������	���� �����	����
 ��� ���� �
�
 g : (Rn, 0) → (Rp, 0) �
	 jkg(0) = jkf(0)�

����
 g � K���
�������� � f �


��������� 	
��
 �	 ������
���� �� f � k�K������	���� �����	����
� ����


f ∼
K
jkf(0)�

�� ���
� �
	���
 g = jkf(0)� ��	
� �
� jkf(0) = jkg(0)� �
	
 f � k�K������	����

�����	����
� ��	
� �
� f ∼
K
jkf(0)�

�������� 	
��
 ����	
� �
� f � K������	���� �����	����
 �� ������ 
	 k ∈ N ��� �
�

f � k�K������	���� �����	����
�

���������� 	
��
 �� f � k0�K������	���� �����	����
� ����
 f � k�K������	���� ���

���	����
 ���� �
�
 k ≥ k0�

��	
����� �
� ����� g ��� �	� jkg(0) = jkf(0), k ≥ k0
 ��
�� jk0g(0) = jk0f(0)


���� f � k0�K����������� ����������� ��
	� �	� f ∼
K

g� � �	� �����	� �

������������


������� 	
��
 !"��� #$%&' ���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) � �
������� k ∈ N�

�' �� f � k�K������	���� �����	����
� ����
 Mk+1
n · εn,p ⊂ Tf .

(' �� Mk+1
n · εn,p ⊂ Tf � ����
 f � (k + 1)�K������	���� �����	����
�

�' �� � K��
��	����
 �� f � d� ����
 Md+1
n · εn,p ⊂ Tf .

������� 	
��
 !"��� #$%&' ���� f : (Rn, 0) → (Rp, 0)� )� ���
����� �
��� *�� ��


��
���������+

�' f � K������	���� �����	�	��
,

��' Mk
n · εn,p ⊆ Tf ���� ���
	 k,

���' � K��
��	����
 �� f � ������

��������� 	
��
 �� �
�� ���	�� f � g ��
 K���
��������� � f � K������	���� �����	��

���
� ����
 g ��	(�	 � K������	���� �����	����
�



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

��������	
��� �� ������� �	
� ����
 ��� f ��� K��������
�� �����	

�� ����
 ��� � K��������
�� � �� ����������	 �������� g ������ ��� K��������
��

�����	 �

��� ��������� �� � ������� �	
�� g � K����������� �����������	

����� ����	
� ��
��

�������� 	
��
 ���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0)� ����	
�� � R
������� ����� �� f ���

Q(f) = εn/If = εn/〈f1, . . . , fp〉.

�� ������ 	
���
� 
�� ���� ���	�� K������	���� �����	����
�� � ������� �
���

���
����� �
 ���	� � �	 ���������� �
	����
 ���� � K��
����������� ���� � 
 �
�����


�
 �������� ��
��	� �����
 � �������

������� ��	
� ������� ����� ����
 f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) ���
�� K
��	��
���� ��


���
	������ ��� �! f " K
�#$	%������ � g ��! � ��
���� ��! �� R
�������� ����	� Q(f) �

Q(g) � � 	��
��&���

����
�� ��	�� '���	���� f(x, y) = (x, y3 + xy) � g(x, y) = (x, y3)� (��� #$� If =

〈x, y3 + xy〉 = 〈x, y3〉 = Ig� ��� �!

Q(f) ≈ R · {1, y, y2} e Q(g) ≈ R · {1, y, y2}.

)������� Q(f) ≈ Q(g)! ���	
 ���� *����
� +�,� f � g � � K
�#$	%��������

����
�� ��	�� '���	���� �� ���
�� f(x) = x3 � g(x) = x� (��� #$� �� R
�������� ����	�

Q(f) � Q(g) � � � � 	��
��&��! ��	� ���������
 �	
���-�� �	&������� ��
�

R
����.�� %����	�	�� /��� f � g � � � � K �#$	%��������

��� ������	
��� � 
��
���	������

�������� ��	�� 0
� ��&��
�. � � �
���1
����� �� f0 : (R
n, 0)→ (Rp, 0) " $
 ���
�

f : (Rr × R
n, 0) → (Rp, 0) ��
 f(0, x) = f0(x) � � ��������
���� � �
���1
�����

�������������� " � ���
� F : (Rr×R
n, 0)→ (Rr×R

p, 0) ���� ��� F (u, x) = (u, f(u, x))�

����
�� ��		� '���	���� ‖f‖2 � &$�. � �	��1��	� �� #$������ ���� � �����	��� ��



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

����� f : (R, 0)→ (R2, 0)� � ����� g : (R2 × R, 0)→ (R, 0) ���	 
	�

g(u, x) = ‖f(x)− u‖2

� ��� ��
	�����	 � 2�
�������	� �� f �

�������� 	
��
 �	�� ����	�������	� � r�
�������	� �� �� ����	 ����� f0� F1 �

F2� ��	 ��	�	�
	� �� F2 = ψ ◦ F1 ◦ φ� 	��� φ : (Rr × R
n, 0) → (Rr × R

n, 0) ����
�

ψ : (Rr×R
p, 0)→ (Rr×R

p, 0)� � �� ��
�	�	����	 �	���� ����	�������	 � r�
�������	�

�� ���������� �� R
n ����
� R

p��

�������� 	
�

 �� ����	�������	 � �� f0 � �	������� �� F (u, x) = (u, f0(x))� ��

����	�������	 F �� f0 � � ����	 ���!��� �� F 
	� ��	�	�
	 �	 ����	�������	 �	��������

�������� 	
��
 �� ����� f0 � ���"!�� �� �	�	� 	� ���� ����	�������	� ��	 ���!�����

���������� 	
��
 #��� ��������� $�� �%����� ��&����� �	����'�� �
����������� ��
��

������ �� ������������� (	 ������	 ���	� !"���� �$��!��)����� ����� ����� #�*� +,-.

�������� 	
��
 ��/��	� $�� 
 � ��� ��
	�����	 K������!����� �� f0 $����	

R · {ḟ1 , ... , ḟr}+ Tf0 = εn,p

	��� ḟi =
∂f
∂ui
|u=0 � u1�����ur ��	 �� �		�������� ���0����� �� R

r�

���������� 	
��
 � ����� f0 ������ ��� ��
	�����	 K������!����� ��� � �	����� ���

f0 ��� K��	�������	 ����� �

������� �� �	��
���
� ����� ������� �����
��
 �������������� ����
������ K��
�����
����

�� �� ��
�� f0�

�� � f0 : (Rn, 0) → (Rp, 0) �� ��
�� �� �������
� �� K���������
� r� !����"����

f1, . . . , fr ∈ εn,p ���� #��

R · {f1, . . . , fr}+ Tf0 = εn,p.

$����� � ����
���
� g : (Rr × R
n, 0)→ (Rp, 0) ���� ��


g(u, x) = f0(x) +
r∑

i=1

uifi(x),

% ��� ����
���
� K��
�����
��� �� f0� ���� �����#�&���� �� '�(���
� ���)�

������� 	
�	
 � ����� f : (R2, 0) −→ (R2, 0) ���	 
	� f(x, y) = (x2, y2) ���

K��	�������	 1� � �����	� $�� Tf = 〈(x, 0), (y2, 0), (0, y), (0, x2)〉� 2	�	 	 ��
������	



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

�� Tf �� ε2,2 � ���� ��� R · {(1, 0), (0, 1), (y, 0), (0, x)}	 
���� g : (R4 ×R
2, 0)→ (R2, 0)


�� 
���������� ���� ���

g1 = x2 + u1y + u3

g2 = y2 + u2x+ u4

� ��� ���������� K������������ �� �	

�������� 	
��
 ���������	
�� �� 
����������� ���� f0 : (Rn, 0) → (Rp, 0)	 ����

����������� � � � � ������������ �� f0 ��� K������������� �� � ����� �� ����� �� ������

���!��� Φ : (Rr ×R
n, 0)→ (Rr ×R

n) �� ����� Φ(u, x) = (u, φ(u, x))" 
�� φ(0, x) = x"

��� ��� Φ∗(Ig) = If 	

�������� 	
�

 �
���������� �	�������� ����� f : (Rr × R
n, 0) → (Rp, 0) ���

���������� � ������������ �� �� ����� f0 : (Rn, 0) → (Rp, 0) � h : (Rs, 0) → (Rr, 0)	

#������ �$��� ��� ���������� � ������������ g : (Rs ×R
n, 0)→ (Rp, 0) �� f0 ���� ���

g(v, x) = f(h(v), x)" 
%����� ���������� ����&��� ��� %	

'�
������� g = h∗f � ����� �������� h � ��� ������� �� ����������	

�������� 	
��
 �
���������� �������� (�� ���������� f �� f0 � ���� K������� ��

���� ���������� g �� f0 ��� K������������ � h∗f " ���� % � ��� ����
���� 
����������

����� �� ������� ��� ���������� �� � � �	

���������� 	
��
 ���� f : (Rr × R
n, 0) −→ (Rp, 0) ��� ���������� K������� �

r����������� �� f0	 )������ g ����� ���������� K������� � r����������� �� f0	 '����

� ���� �� ����� �� ����
���� Ψ : (Rr × R
n, 0)→ (Rr × R

n, 0) ��� ��� If◦Ψ = Ig	

�� ����" 
��� f � K�������" � ���� �� ����� �� ����
���� h : (Rr, 0) → (Rr, 0) ���

��� g � K������������ � h∗f 	 
����" ��� ��!�����" � ����

Φ : (Rr × R
n, 0)→ (Rr × R

n, 0)

(v, x) 
→ (v, φ(v, x)),

�� ����� �� ��������!��� ������$������� � r����������� �� ���������� �� R
n� ��� ���

Φ∗(Ih∗f ) = I(h∗f)◦Φ = Ig.

*�������� ϕ : (Rr × R
n, 0)→ (Rr × R

n, 0) ���� ��� ϕ(v, x) = (h(v), x)	

#������� � ���� �� ����� �� ����
����

Ψ = ϕ ◦ Φ : (Rr × R
n, 0)→ (Rr × R

n, 0)



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

(v, x) 
→ (h(v), φ(v, x))

��� ��� (h∗f) ◦ Φ = f ◦Ψ� �� 	�
�� If◦Ψ = Ig�

������ f0 ��	K
����	��
�� ������ ����	�
 c� �	� �����	���� K
���
�� � c
����	����

�� f0 � ���	��� �� K
������
���

������� ��	
� �
������ �� K����	������� ����� ��
� f : (Rr × R
n, 0) → (Rp, 0) ���

���������� � �����������	 �� ����� f0 : (Rn, 0) → (Rp, 0)�  !���� f " K����	�� 	�� �
	���!�� 	�� � " K����!	���	���

#���!	������� �������	�
 ��� f 
���K
���
��� ��	�
 ��� 	�
���� ��� f �K
����
���
���
�
�� �� ���

R · {ḟ1, . . . , ḟr}+ Tf0 = εn,p.

 �	� R·{ḟ1, . . . , ḟr}+Tf0 ⊂ εn,p 
�	���� !�
�� 	�
���� ��� εn,p ⊂ R·{ḟ1, . . . , ḟr}+Tf0 �

 ��
�����	�
 �	 ���	� g0 �	 εn,p � �	� �����	���� � "
����	���� g �� f0 ���� ���

g(v, x) = f0(x)+vg0(x)� #�� ���$��
� g � K
����������� %��	� �����	����& ' �����	����
����(��� H = h∗f � ��	 h : (R, 0)→ (Rr, 0)� h = (h1, . . . , hr)� )

�	

H(v, x) = f(h(v), x) e Ḣ =
∂h1

∂v
(0)ḟ1 + . . .+

∂hr

∂v
(0)ḟr.

*��� Ḣ �
�+ �	 R · {ḟ1, . . . , ḟr}�

)���� �
���� � ���� ��� g � H 
�� �����	��,�
 K
�����������
� ��	�
 ��� ġ − Ḣ

�
�+ �	 Tf0 � � �������� ġ �
�+ �	 R · {ḟ1, . . . , ḟr} + Tf0 � -�
 ġ = g0� ���� g0 �
�+ �	

R · {ḟ1, . . . , ḟr}�

) ���.������ ��� 
��+ ����� ����� #���	�
 �������+
�� �	 /"01 �� 23�

�����
���� ��	�� ������ ��
� f : (Rn, 0) → (Rp, 0) �� ����� �� ��	�� � �  !��� �$�	��

�� ����� �!���	%��� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) ���� � ���� F = f ◦ h " �� ��	��&����!�� �

�����������	 �� �� ����� �� ��	�� '����

#���!	������� 4�(���� 	������
 �� ����������
 �� ����� � �� 	���� ����	�
 
����

��� � 	����( ����!���� �� f �������� �	 3� �(
Ir 0

0 0

)



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

���� Ir � � ���	
� 
����
����� r × r


����
��	� � ��	�� g : (Rn, 0)→ (Rr, 0) ����� ����������� ��� �� �	
��
	�� r ������

������ f1, . . . , fr �� f 
 ���	������ g ��� ����� r� ���
� ���� ��	�� ����� ��� �����	�

���� ��
��� �� ��	�� 
���	����� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) ��	� �  ��� g ◦ h � ��� �	���!��

(x1, . . . , xn) 
→ (x1, . . . , xr)
 " ����� F = f ◦ h � � ��	�� �	���	���


�������� 	
��
 ���������	 �

	����� � �
� ���	�
���	 K����
��� �����

f0 : (R
n, 0)→ (Rp, 0) � � 	�� 
������
�� � ������������ 
� f0� �������� πf : (Vf , 0)→

(Rs, 0) � ������
�� 
� �����
�� �������� π : (Rs × R
n, 0) → (Rs, 0)� ��
� Vf = f−1(0)�

���� ���
� � ��	�� �� ���
��!�� �����
��� # f �


��������� 	
��
 ��������� ��� � ����� f, g : (Rs × R
n, 0) → (Rp, 0) ��
������
!��

K�"������ 
�� #����� f0, g0 : (Rn, 0) → (Rp, 0)� ��������"������� �� f0 � g0 ��� K�

�$	�"�%����� ����� πf � πg ��� A��$	�"�%������

���������
��� $���� �
�
�
	 � �	��� �� ��
� �����


���� �
 %	
��
	� ����
��	� � ���� ��  �� f0 = g0
 &��
� �����  �� f � g ��� ��'�	�

��!��� K���	��
� �� f0� ���� ���� (���	��!�� )
**� ��
��� �� ��	��

Ψ : (Rs × R
n, 0) → (Rs × R

n, 0) ���� ��	 Ψ(v, x) = (h(v), φ(v, x)) ���  �� If◦Ψ = Ig


+�� �����  �� � �
��	��� ���
�� � �������
��

(Rs × R
n, 0)

Ψ−→ (Rs × R
n, 0)

π ↓ ↓ π
(Rs, 0)

h−→ (Rs, 0)

+� '����

(π ◦Ψ)(v, x) = π(Ψ(v, x)) = π(h(v), φ(v, x)) = h(v) = h(π(v, x)) = (h ◦ π)(v, x).

&��� �
��� �����  �� If◦Ψ = Ig� ���
� ��
��� ��� ���	
� 
���	����� M(v, x) ���

���	���� �� εs+n ���  �� (f ◦Ψ)(v, x) = M(v, x) · g(v, x)


&��	�� ���� (v, x) ∈ Vg = g−1(0)� ���� g(v, x) = 0
 +���

f(Ψ(v, x)) = (f ◦Ψ)(v, x) = M(v, x) · g(v, x) = 0.

%�	����� Ψ(v, x) ∈ f−1(0) = Vf 
 +� ���� �����  �� � �
��	��� ���
�� ������



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

������

(Vg, 0)
πg−→ (Rs, 0)

Ψ ↓ ↓ h
(Vf , 0)

πf−→ (Rs, 0)

�� �	
�� πf 	 πg ��� A
	������	��	��

���� �� ����� ������	�	 � ���� �	���� ������ f0 	 g0 ��� K
	������	��	��

���� f0 	 g0 ��� K
	������	��	� 	����	 �� �	��	 ���	����	� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) ���

��	 f0 ◦ h 	 g0 ��� C
	������	��	�� ���� �	�� ���������� ��� 	����	 ��� ����� ���	����	�

M(x)� ��� 	������� 	� εn ���� �� ����� g0(x) = M(x) · f0(h(x))� !���	��	�	��	 �

�	"������� � s
���#�	���� g′(u, x) = M(x) · f(u, h(x)) �	 g0� ���	 f $ ��� �	"�������

K
�	���� �	 f0� ���%$� $ K
�	����� ����� �	��	 �� ���� & ��	 πg 	 πg′ ��� A
	������	��	��

'����	��� ����� ��	 πf 	 πg′ ��� A
	������	��	��

� ��"	����(��� ����� �� ����	�

(id× h) : (Rs × R
n, 0) → (Rs × R

n, 0)

(u, x) 
→ (u, h(x)).

�	�� Vg′ ��%�	 Vf �

)	 "���� �	
� (u, x) ∈ Vg′ 	���� g′(u, x) = 0� ���� (id× h)(u, x) = (u, h(x)) ∈ Vf � ����

g′(u, x) = M(x) · f(u, h(x)) = 0 � ��	 ������� ��	 f(u, h(x)) = 0� �� �	
�� (u, h(x)) ∈ Vf �

���	��� ������ Ψ ��� (id × h) �� �������� ���	����� �	 ���� ��	 πf 	 πg′ �����

��������� A
	������	��	��

�������� �	�� �������������	 �� A
	������*����� �	��� ��	 πf 	 πg ��� A
	������	��	��

���	
��� �
��
 ���� f : (Rs × R
n, 0)→ (Rp, 0) ��� ���	
����	 � 
���
����
	
 �� ��

��
�� f0 : (Rn, 0) → (Rp, 0)� �����	
 ��� � � 
�����
 
� 	 �	
�	 �� � �� 0 � �� ��

�

��
	 
���� ��� (s+ n) ≥ p�

���	
��� �
��
 ���� f : (Rs × R
n, 0)→ (Rp, 0) ��� ���	
����	 � 
���
����
	
 �� ��

��
�� f0 : (R
n, 0)→ (Rp, 0)� �����	
 ��� f̄ : (Rt×R

s×R
n, 0)→ (Rp, 0) � ��� �����
�	

�� � 
� f̄(0, u, x) = f(u, x)�

������
��� �
��
 ���
�����  !"#$ ����� f : (Rs × R
n, 0) −→ (Rp, 0) ��� ���	
����	


�����
 �� f0 : (Rn, 0) −→ (Rp, 0) � f̄ : (Rt × R
s × R

n, 0) −→ (Rp, 0) ��� �����
�	

�
�����
$ �� ��



��� ������	
��� � 
��
���	������ ��

� ����� πf̄ � �� ��	�
�����
�
 ������� �� πf 	�� � 	
��
�� 	�� f̄ � K���������
�� �

h∗f � 

�� h : (Rt × R
s, 0)→ (Rs, 0) � �� ����� �� 	�����	�
�

���������� 	
��
 ������
�� ����� �
�� ���
��� �
 g K����	�� � q�!��"����
	 �� ��

����� f0 �� K�#
����
	�
 r� (q > r)� � K���������
�� � h∗f � 

�� h : (Rq, 0) → (Rr, 0)

� �� ����� �� 	�����	�
�


������ 	
��
 ������
�� ����� $�%� f : (Rs ×R
n, 0)→ (Rp, 0) ��� ���
��� �
 �������

�� f0� � ����� πf � �	�&��� 	�� � 	
��
�� 	�� f � K����	���

'��

	��� �
� ���� ḡ ��� ���	� 
���	���
� 
� f0 
�
� ��	 ḡ(v, x) = f0(x) + g(v, x)

��	� ������ g ��� ��� g(0, x) = 0�

� ���� f̄(v, u, x) = f(u, x) + g(v, x) � ��� ������
� 
� f � πf̄ � �� 
��
��	������


� πf �

�� ���� 
� πf ��	 �������� ����� ��� πf̄ � K��	����� � ���� �	������
�  �!" f̄ �

K������������ � h∗f � ��
� h : (Rt × R
s, 0)→ (Rs, 0) � �� ��	�� 
� �����	�
��

#��
��

f̄(v, u, x) = M(v, u, x) · (f ◦ Φ)(v, u, x) = M(v, u, x) · f(h(v, u), φ(v, u, x)),

��
� Φ � 
�
� $��� �� ��%���
�  �&"�

'�(��
���� u = 0� ����� ���)

f̄(v, 0, x) = M(v, 0, x) · f(h(v, 0), φ(v, 0, x))� ��� f̄(v, u, x) = f(u, x) + g(v, x)� ����

f(0, x) + g(v, x) = M(v, 0, x) · f(h(v, 0), φ(v, 0, x)).

�����

ḡ(v, x) = M0(v, x) · f(h0(v), φ0(v, x)),

��
� h0 = h|u=0� φ0 = φ|u=0 � M0 = M|u=0� *��� ḡ � K������������ � h∗0f � ���� �� f

K���	����

+�$��	�$������ 
�
� �� 
��
��	������ 
� πf � ��
���� $����	��	 ��� ������
� f̄


� f � ��� ��� ���� 
��
��	������ �� �
����%$� $�� πf̄ �

,��� f � K���	��� -��	 .��/����0� ����� ���� �	������
�  �!1 ��� f̄ � K������������
� h∗f � ��
� h � �� ��	�� 
� �����	�
�� ���� � � f̄ � ��� ������
� K��	����� 
� f �

��	 �	������
�  �!" πf̄ � �	����� � ��	����� πf � ��������



��� ������	
���
 �� ������ ��

������� ��	
� ��������� 	
��
 ����� f0, g0 : (Rn, 0) → (Rp, 0) ������ ��������� �����

f0 � g0 ��� A������������� ��� � ������� ��� f0 � g0 ��� K��������������

������������� �� ����� �	 
���
�	��� ��� ��� �� ���� ��
��� ��� A������	������ �����
���� ��� K������	�������

���
	 ������	��� ��� f0 � g0 ��� K������	�������

�������
���� f, g : (Rs × R
n, 0) → (Rp, 0) ����
�	���� 
����	
�� 	 s��	
 ���
�� ��

f0 � g0 
����!���	�����" �	�	� ��


f(y, x) = −y + f0(x) e g(y, x) = −y + g0(x).

#��� ���

Vf = f−1(0) = {(y, x) | f(y, x) = 0} = {(y, x) | f0(x) = y}

�

Vg = g−1(0) = {(y, x) | g(y, x) = 0} = {(y, x) | g0(x) = y}.

$	% πf (y, x) = y = f0(x) � πg(y, x) = y = g0(x)�

&��� !���	��� ��� πf = f0 � πg = g0� ���� f0 � g0 ��� ��
��� �������� ����� ���

πf � πg ��� �������� � ��
�	��� ���� '��
��	 ��() ����� ��� f � g ��� K���
�	���

��� ���� ����� ��� f � g ��� ����
�	���� K���
�	�� �� f0 � g0" 
����!���	�����" �	�

f0 � g0 ��� K������	������" ���� ���	 *
�������� ��(+" πf � πg ��� A������	������" �� ��,	"

f0 � g0 ��� A������	�������
�����
���� ��		� �	
 �
 ���� F : (Rr × R

n, 0) → (Rr × R
p, 0) �� !��!�"������� �

��#��$������ !� �� ����� f0 : (R
n, 0)→ (Rp, 0)� ����� f0 � F �%� � ����� �&�"��� !�

'��!����

��� ������	
���
 �� ������


 ��,����� ����	 ����� - 	�
�����	
 	����	� !�	���.!	���� !�� 
������� / K������	�0�!�	�
�������� ��	�� ���� f : (Rn, 0)→ (Rp, 0) �� ����� !� �#��(���� !�)����(������ ��*���

��� coposto f = n− posto f �

�����
���� ��	�� ��#������� +��� 	
 �
 ���� f : (Rn, 0) → (R, 0)� f ∈ M2
n� �� �����

!� (�#���� ( � K�(�!������� *����� ����� ) , K������������ � �� ����� !� )���� � ��



��� ������	
���
 �� ������ ��

�����

g(x1, . . . , xc)± x2
c+1 ± . . .± x2

n

��� g ∈M3
c �

���������� 	
��
 �	
��
 ���� f : (Rn, 0) → (Rp, 0) �� ����� �� K����������� ������

����� ��� ������� �� �������� ���� ��� �  ���� (i1, . . . , ik, 0, 0 . . .) !��� ����� k ≥ 1�

���������	
� � ���������
�
 �� ���	�� ���� ������ ���
� ����������


��� �� f : (Rn, 0)→ (R, 0)�

����� ���
 ������	 ���� �
������������ ���� 
 ��	�
�
 �� �
���	�� �� ���	����


���	 ��  � Σn−1 � Σn�

• ��  � �
 ���
 Σn−1� ����
  � ��
 �������� � ���
 ��
��	� �� �
�	�  
��� ���

���	���!��  � �"��#������ �
 ���	� �� ��
$�
�
�

• ��  � �
 ���
 Σn� ����
 f ��	 �
�
��
 % � ��	
� � �������� ��
�
��
�
�

���������� 	
��
 �	
��
 ���� f ∈ M2
n �� ����� �� ��!���� 
 � K����������� �����

k ≥ 1� �����  " K��#��������� � �� ����� ��  ����

xk+1
1 ± x2

2 ± . . .± x2
n


��� 	� f : (R, 0)→ (Rp, 0)� �
	 p ≥ 2�

����� ���
 ��	��	 ������	 ���� �
������������ ���� 
 ��	�
�
 �� �
���	�� ��

���	���� 
���	 ��  � Σ0 � Σ1�

• �� f � �
 ���
 Σ0� ����
 f � ��
 �������� � ���� �
�	�  
��� ��� &	���!�� ��	
�

"�� �	� '
�	� �
�	�� ���� f � ���� ���� �������
�

• �� f � �
 ���
 Σ1� ��	
� � �������� ��
�
��
�
�

���������� 	
�	
 �	
��
 ���� f : (R, 0)→ (Rp, 0) �� ����� �� ��!� Σ1 � K�����������

������ $����  " ��������������� �� ��!� Σ1,1,...,1,0� ��� � �%���� 
 ��!����� & ��'�� !���

����� k ≥ 1� $ ����� ����  " K��#��������� � (0, . . . , 0, xk+1)�

(��������)��� (�� f � �
 ���
 Σ1,1,...,1,0 � �	� �
���"�)���� �	������ ��� *�
�
��
!��

+�,% � +�-.�

���	�	
� "�� f � �
 ���
 Σ1,1,...,1,0 ��� � �
	���� ��� �� ��������� �
���
!�� ��


�����'������



��� ������	
���
 �� ������ ��

i)
∂jf1
∂xj

(0), . . . ,
∂jfp
∂xj

(0) j ≤ k�

ii) ������
∂jfi
∂xj

(0) �= 0 j = k + 1;

��	
 f1, . . . , fp ��� 
�����
��
� 	
 f �

�
 ����� ��� ��	���� ����
 k� ��	
��
 �
���
�� ��
 Δ1 . . .Δ1If � �
��	� ��� If 
 �
���

	
����	�� ∂jfi
∂xj � 
�� 1 ≤ i ≤ p� 1 ≤ j ≤ k� ���� � �������� �
��
 ��
	�����
��
�

���� Mk
n � �
��	� �
��� ���������� 	
 ���� ����� � k� �
��� ��
 �� 
��	�� 
� i) 


ii) ��� 
������
��
� � 	�!
� ��
 If = 〈xk+1〉� 
���� �
�� "��������� #�$ f � C�
������
��

� (0, . . . , 0, xk+1)� 
 �������� K�
������
��
�

���� �% f : (R2, 0)→ (R2, 0)�

&
��
 
��� � '������ 	
 (���	��� 	
 ����
��� ��	
� 	
 � ��	
 �
�% Σ0 �� Σ1�

• '
 f � 	� ���� Σ0� 
���� f � ��� �������� 
 �
�� )
��
�� 	� *���
���� +��
��� f �


������
��
 �� �
��
 	� �	
���	�	
�

• '
 f � 	� ���� Σ1� �
��� � �
�����
 ����������%

������	
�� �
��
 ������ �	
� f : (R2, 0)→ (R2, 0) �
 �	�
	 �� ���� Σ1 	 K�����
	����

������ ������ � � �	�	������
	��	 �� ���� Σ1,1,...,1,0� ��
 � ��
	�� � �	�	����  !	"	� ����

�#��
 k ≥ 1� $	��	 ���� � � K�	%��!�#	��	 � (x, yk+1)�

&	
������'��� ���� �� ����� 	� ���������� ���
����� � ���� 	
 f �
� 	� ���� Σ1,1,...,1,0 �

��� 
���
��,�
�� ��
	���� 	�� "������� 
� #�-. 
 #�/0�

���� f �
� ����� .� ���
��� �
�� "��������� #�1/ ��
 
2���
 �� �
��
 ���
����
�

h : (R2, 0) → (R2, 0) ���� � ���� F = f ◦ h � � 	
�	�����
��� � .����3�
��� 	
 ��

�
��
 f0 : (R, 0) → (R, 0) 	
 ����� 0� �� �
4�� f � R�
������
��
 � 
��
 	
�	�����
���


� ��������� K�
������
��
� *���� F 
 f �����
� � �
��� '������ 	
 (���	���� *���

	���� �
�� "��������� #�$$ f0 
 F �
� � �
��� '������ 	
 (���	���� ���� f0 � ����

Σ1,1,...,1,0 5
�� � �6�
�� . �
�
��	� k �
!
�7�

������
��
 f � K�
������
��
 � (x, f0(y))� 8�� �
�� "��������� #�/#� f0(y) �

K�
������
��
 � yk+1 
 ��������� f � K�
������
��
 � (x, yk+1)�

• '
 f � 	� ���� Σ2� �
�
��� ��,� ���������	�	
� ���� �� '������� 	
 (���	��� 	




��� ������	
���
 �� ������ ��

������� �	��
� Σ2,0� Σ2,1 � Σ2,2
 ��	�
 ��	�
�� ������ � ���� Σ2,0� ��� ��	� ���� ����

�������� �	���������

���������� 	
��
 ������ ��	
 f : (R2, 0)→ (R2, 0) �� 
���� �� ���� Σ2,0 � K�����������

����
� ������ � � K����� 
!���� 
 �� ��� ��
������ 
����� !���
��� 
"
�#�$

Ia,b : (xy, x
a + yb)% b ≥ a ≥ 2

IIa,b : (xy, x
a − yb)% b ≥ a ≥ 2 � 
� " �
���

IVa,b : (x
2 + y2, xa)% a ≥ 3

� ������������ ��� K������������� � �
� �	���� ��		�
���� �� ������������ �� ��	
��

��
 	�������  A�������������� ���� ������ �� �	��� �� ��	
�� �������� ��
�� �� !��	�
�

"
#$ ��� ����� ���%�� �� ������������ ��� ������������




��

�������� 	


���
������� �� �������

����������

� �������	
��� �� �

���
 �
�
������ 
� C0�K��������	
��� � ��� �����
 �
�
������

�� K��������	
��� �� ������ ���� 
� ���
���
 ����  ��
 ���� ��!�� ��� "���� ��"������� �

������� #��$�
�
����
�% �
� #�
��
�
����
�% 
� ���
���
 ���� &�
����
�
 �� �����

��
����' �
���
� 
"��� ���
��(�� �
�
������� �� 
����� �����(�� �� �������	
��� �������


���� ��)�
' ����� � ������ �
� ����
� R' L' A' C � K ���
��
� 
� ���
���
 �����

��

�����
� ���� �������	
���� �
�* C0�R' C0�L � C0�A �������	
����� +
�
 
 $
�
 �����

���"���
 � � �������	
��� �� �

���
' ���
����
� ���������
�� � �������	
��� �� �

���


�
�
�������

�������� 	
�
 ������� �	� 
��� ������ f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) �
� ��������������� K�

��	��������� ��	 C0�K���	���������� �� ������� ������ 
� �������������

h : (Rn, 0) → (Rn, 0) � H : (Rn × R
p, 0) → (Rn × R

p, 0) ����������
� � �������
�
�

H(Rn × {0}) = R
n × {0} � ���� �	� �� ���	����� 
�������� ���	���

(Rn, 0)
(id, f)−→ (Rn × R

p, 0)
πn−→ (Rn, 0)

h ↓ H ↓ ↓ h
(Rn, 0)

(id, g)−→ (Rn × R
p, 0)

πn−→ (Rn, 0)

��
� id : (Rn, 0) → (Rn, 0) � � �������
� �
����
�
� 
� R
n � πn : (Rn × R

p, 0) → (Rn, 0)

� ������
� �������� 

,
����
* f ∼
C0−K

g�

- �
��
�
����
 H ������ 
 ��.��
 �� f 

 ��.��
 �� g' �
���
�
 h ���� �� R
n�

/ ����� �
�
 

 +��0���
 �' H � ���
 �
� H(x, y) = (h(x), θ(x, y))' �
� θ(x, 0) = 0�



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

�� ������	
�� ��
����� � C0�C���	���
����� �	���� h ���� �� ��
����� ��� � �

�����������

������� �	
	 �	 
����	 �� 
�����	 �� ��� �������� ���� f(x) = x3 � g(x) = x 	��

C0�K������������	�

�� 
���� ��	�� ���	������ �	 ���������	��	 h = id : (R, 0) −→ (R, 0) �

H : (R × R, 0) −→ (R × R, 0) ���� ��� H(x, y) = (x, y3)� �		�� �	��	 
����	 	��

C0�C������������	 � �������� C0�K������������	�

��
������� �	�	  �	�� ��� ���� ��
������	�� ! ����!� �� ���������	��� ����	 ���

	� ���	 
����	 	�� K������������	 ����� ���	 	�� C0�K������������	� ��	 � ���"����� ��	��

��� ��� ! ����������� #�� �$����� �	 
����	 �� %$����� &�' 	�� C0�K������������	 �
��� 	�� K������������	� ��� ��( ��� 2 = K�cod f �= K�cod g = 0 �

)������ ��� ����	 �� *��"���� '� ��� � K��������	�� ! �� ���������� ���� �

K��������+�����

�������� �	�	 ,� 
���� f : (Rn, 0)→ (Rp) ! C0�K����������� ������������ 	� �$�	��
�� �-���� ��	����� k ��� ��� ���� 
���� g : (Rn, 0) → (Rp, 0) ��� jkg(0) = jkf(0)� g !

C0�K������������ � f �

�����
���� �	�	 ./��� 0'12� �� 3456 7�8� f �� 
���� �� ��������� ����"����� %����� f

! C0�K����������� ����������� 	�� � 	������ 	�� (f−1(0) ∩ Σf)− {0} = ∅ ���� 
�����

��
������� �	�	 � ����������

C0�K����������� ����������� ⇒ (f−1(0) ∩ Σf)− {0} = ∅

! 	����� ����������� ��	�� � 
���� 	���� �� ���		� C∞�

�
�	�� ����������� ���������� ���� � K���	���
������ ���� � K����������� � ��  !��

"�
�� �� #������� ��� ��� ����������� ���� � C0�K���	���
������ �
�� ������ � R�$
��"��


���
 � � C0�K������������� 
���� ���"�� ��� ��� ����������� ���� � C0�K���	���
������
%�&���� �
�	�� �'���
��(

������� �	�	 *��	����� �	 
����	 f(x) = x3 � g(x) = x�

 ���	 �� %$����� &�' ��� f � g 	�� C0�K������������	� 9� ���� ��	������� &�& ����	
��� � K��������	�� ��	 
����	 	�� ��
������	� ��!� ��		� ���������� �	 R���
����	 �����	

Q(f) � Q(g) ��� 	�� �	����
�	� ���	 ����	����� �����	��	 ��
������	 ����

R��	����	 ��������	� :�
� �	��	 ��8���	 ��� 	�� ����������	 ���� � C0�K��������+�����



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

������� �	
	 ��������� f(x, y) = xy � g(x, y) = xy3	


��� �
� ����� ������ ��� C0�A���
���������� ���� ����� ����� �� ������ �� ������
�������� h(x, y) = (x3, y) � k(x) = x3	 ��������� f � g ��� C0�K���
���������	 ����
������ f � C0�K����������� ������������ ��� � ����� ��� ������ ��� g	 ���������

����� �
� � C0�K������������� ����� ��� � 
� ���������� ���� � C0�K���
���������	

������� �	�	 
�������� ��������� �� ������ f(x) = x3 � g(x) = x	

 ���� ������ ��� !"����� �� #������� ���������� � ����� (1, 1, 0, . . .) � (0, 0, 0, . . .)�

���������������	 ������ � �"����� �� #������� ������ ��� � 
� ���������� �� C0�K�
��
���������	

������ �� ���	
��
��
� 
�����
�� 	
��
������� � 
��������
�� �
 
������ ��� ��� ���

��	����
� ��	� � C0�K�
��������
��� ����� � ����	�� ���
�	 ����� ����	����
 ��	� �

C0�K�
��������
�� ��
 �
�� ���
��� 
� �	��	�
���
� ��������
��� ��� ����� ����� ���	�

�	���
�� ��
 �� 
���� � 
����� �
��� 	
��!�� �
 
��������
�� � � "���� �
 �� 
	���	�� ���

���	�
�� 
��� �#�$���� �� 
��� �� C∞�K�
��������
�� %�
	 &	�����!�� '�()� � �	��
#����

��� � ����#�
� ���
	 ��� �
	��� ��������
� �� &	�����!�� '�(� *
 "���� �����$���� ��



�������
��� ���
	
������ 
� ��� �
	��� ��������
� ��	� � &	�����!�� '�(� ��� ⇔ ������

������ �
 
�����
	�	��� ��	 
+
���� �
	�
� C0�K�
������
��
� f(x) = x3 
 g(x) = x�

�	

���	#���� ��	 
����!,
� � �� �
	�
 �� ���	�- M � 1× 1� �����"�-
��� ���� �� ����

f = M · g.

������ �
 �
 "�	�� ���� ����	��� ������	��� M ���
	�#�
� 
�� 
��	���� 
���#�����

�
�
	#���� �
	 M(0) �= 0 
 ���
	#���� 
�
	
�
	 M(x) = a(x) + c� ���
 a � ��� "��!��


���#��� 
�� a(0) = 0 
 c ��� 
�������
 	
�� ��� ����� .�
�	#���� 
���� 
��

x3 = (a(x) + c)x⇔ x(x2 − c) = a(x)x. (∗)

.�-
��� x �
��
	 � /� �
��
 �
 (∗) ��


0 �= −c = lim
x→0

x(x2 − c)

x
= lim

x→0
a(x) = 0,

� ��
 � �� ����	���

&�	����� ������� M ���
	�#�
� 
�� 
��	���� 
���#����� ��� ���
��� ��� �
	���

��������
� �� &	�����!�� '�(�

0��� ���
��� ����	� �� 	
�������� 
�� �� �	��	�
���
� 
 ����	����
� ��	� �



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

C0�K��������	
��� �
� �
���������� �� ������� 

� ������� ��������������� ����������

�� ������������ ���
�� �� ��� ! "� ���#����� $%%& ��������� �� �
�����
�� '��������(

���� � C0�K��������	
���) � ����� �������� �� ����! 
� ���� n = p. *���
����
�� ������

������#�� ��������� 
���� ���������� �������
��� ���� $%&! $+& � $,&� -���� ������
���


���� ����� � �
�����
�� �
��������� ��� ���#������

. ���� � ������ /��
��� ��� ��
���
� ��0���
�� ���� � C0�K��������	
��� � � ����

/�
����
��� 
� ����
�����
� �� "������ 1�%��

���� ����� ���������	 
���
 ���	� f, g : U → R
p 	����	���� �������	� ���� U � ��	

������	��	 �	 ������ �� R
n� ������	  �� �!���	 ��	 "	����	 �� 	����	���� �������	�

Ft : U → R
p# t ∈ [0, 1]# �	�  �� 	� ��������� ��������� �$� �	���"���	�

�� F0 = f � F1 = g �� g = (g1, . . . , gp−1,−gp)%

��� F−1t (0) = f−1(0) �	�	 ���� t ∈ [0, 1]%

���� �	�	  �	� ��� t ∈ [0, 1]# � ����� Ft(x) �$� �������� 	� �������� {αF0(x) | α < 0}#
�	�	  �	� ��� x ∈ U − f−1(0).

&��$�# Ft � C0'K'� ���	����� 	 Ft′#  �	�� ���  �� ���	� t, t′ ∈ [0, 1]� &� �	������	�# f �

C0'K'� ���	����� 	 ��

(�������	�$�� 2��� t ∈ [0, 1] ��������� -���� ������� ��� Ft � C0�K���������
�� �

f = F0� 3� /���! ��
������ ��� /��4��� �� #�������0���� h̃x : Rp → R
p ��0
��� ���

h̃x(y) = αx(‖y‖) · y

����
��
�� ���
�� �� ����5��� x �� U ! �
�� αx : R+ → R � ��� /�
�
� ��
�4
��

����
��
�� �� ‖y‖ ( �= 0) ��
/���� ������
������� � �������

���� ��� �� ����������� ‖F0(x)‖ ��� ‖Ft(x)‖ ���� x ∈ U ����� ��	� ��������������)

6�( ‖F0(x)‖ = ‖Ft(x)‖.

����� ���� ���� αx(‖y‖) = 1 ���� ���� y ∈ R
p − {0}�

.������ ��� � ���� x ∈ F−10 (0) = F−1t (0) ���5 �
���4�� �����

66�( 0 < ‖Ft(x)‖ < ‖F0(x)‖.

����� ���� ���� αx ��0
��� ���)



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

αx(‖y‖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖Ft(x)‖
‖F0(x)‖ �� 0 < ‖y‖ ≤ ‖F0(x)‖;

2(‖Ft(x)‖−‖F0(x)‖)
‖y‖ + 2‖F0(x)‖−‖Ft(x)‖

‖F0(x)‖ �� ‖F0(x)‖ ≤ ‖y‖ ≤ 2‖F0(x)‖;

1 �� 2‖F0(x)‖ ≤ ‖y‖.

����� 0 < ‖F0(x)‖ < ‖Ft(x)‖.

����� �	�
 �
�� αx ��
���	 �
��

αx(‖y‖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖Ft(x)‖
‖F0(x)‖ �� 0 < ‖y‖ ≤ ‖F0(x)‖;

2‖Ft(x)‖(‖Ft(x)‖−‖F0(x)‖)
2‖Ft(x)‖−‖F0(x)‖

1
‖y‖ +

‖Ft(x)‖
2‖Ft(x)‖−‖F0(x)‖ �� ‖F0(x)‖ ≤ ‖y‖ ≤ 2‖Ft(x)‖;

1 �� 2‖Ft(x)‖ ≤ ‖y‖.
�� ��
���
� 	 �����
 αx �
�
 	���	� ����
 h̃x � �� �
��
�
�
��
 �	�	 ��	�����

x ∈ U � ���� ����
� h̃x ������� �
�����	����� �� x ∈ R
n�

�
�����	 
���	 �	����	 �� �
��
�
�
��
� h̄x : Rp → R
p ���������
 �
�����	�����

�	  	��! �� x ∈ U � "� 	�
��
 �
� 	 ���	��
 ����� h̃x(F0(x)) � Ft(x) �	�	 x ∈ U � ���
�

�
�� �	�
��

��� h̃x(F0(x)) = Ft(x).

����� �	�
 ��
�	 h̄x �
�
 	 	����	��
 �������	���

���� h̃x(F0(x)) �= Ft(x).

����� �	�
� 
#��� � ��� ‖h̃x(F0(x))‖ = ‖Ft(x)‖ > 0� ���	 �
�������
 �	 h̃x�

$��	 �
�����
 ���� �	 ���%���� �
#�� 	 �	����	 Ft � ���	 �
�������
 �� h̃x� ��&�� ���


� �
��  ��
��� h̃x(F0(x)) � Ft(x) �� R
p ��
 ����	������ ������������� �
#�� R� �
�������


 ���	�
  ��
��	�

Vx = R · {h̃x(F0(x))} ⊕ R · {Ft(x)}.

��'	 θx 
 (�&��
 ����� h̃x(F0(x)) � Ft(x)� 
 ��	� � ����	����� ��������	�
 �
 ����� 	�


	#���
 (0, π)� )�	��
 ���� (�&��
 θx� �
�������
� ��	 �����
 (�&��
 Θx : R+ ∪{0} → R

�	 ��&����� �
��	�



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

Θx(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

θx �� 0 ≤ s ≤ ‖Ft(x)‖;

− θx
‖Ft(x)‖s+ 2θx �� ‖Ft(x)‖ ≤ s ≤ 2‖Ft(x)‖;

0 �� 2‖Ft(x)‖ ≤ s.

��������	
 � R
p �
 ���
 ��
��


R
p = Vx ⊕ Ṽx,

���� Vx � � ���
�� ����
�
� ������������
� Vx ��� �
����
��� �
�
�� �������
 ���� R
2


�

��� �� �����
���� ����

 L : R2 → Vx �
� ��� L(−→e1 ) = h̃x(F0(x)) � L(−→e2 ) = Ft(x)�

���� −→e1 � −→e2 ��� �� ����
�� �
 �
�� �
�����
 �� R
2� ��
��� 
 ������ �� ��� Θx �����
�!�

��� 
 
����
��� h̄x : Vx ⊕ Ṽx → Vx ⊕ Ṽx ���� �� ��"

h̄x(y1, y2) = (φΘx(‖y1‖)(y1), y2),

���� φΘx(‖y1‖) � 
 
����
��� 
��
��� �� �� ��� Θx(‖y1‖)�

φΘx(‖y1‖) =

(
cos(Θx(‖y1‖)) − sin(Θx(‖y1‖))
sin(Θx(‖y1‖)) cos(Θx(‖y1‖))

)
.

#����� h̄x � �� 	������
���� �


 ��
����
 x ∈ U � ������� �������
����� �� x�

$�
�
���� h̄x ◦ h̃x(F0(x)) = Ft(x) �


 ��
����
 x ∈ U � ����
 ����� 
 
����
���

H : U × R
p → U × R

p ��
 H(x, y) = (x, h̄x ◦ h̃x(y))�

$�
 �����
����� H � ��%����
 � ����!��
� $��� &��
��
 �
 '��

�����
 �� ���!���

(��
 )*+,- ������� �������


 ����
 
����
��� H �� 	������
����� #����� � �

 (id,H)

�
����
� 
� ������.�� �
 �������� /�+ ��
������� ��
 C0�K������
�0���
 ���
� F0 = f �

Ft� �


 t �1� ����� � ��!���� $�
�
���� Ft � Ft′ ��� C0�K������
������� ��
�����
 ���

��%
� t, t′ ∈ [0, 1]�

2��� g � ḡ = (g1, . . . , gp−1,−gp) ��� �
���
������ L������
������� ����� �������

�������
 ��� f � g ��� C0�K������
�������

�������� 	
��
 ������� �	� 
��� ������ f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) �
� ��������������� V�
��	��������� ��	 C0�V���	���������� �� ������� 	� ����� 
� ������������

h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) ��� �	� h(f−1(0)) = g−1(0)�



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

������� �	
�	 ����� f, g : (R2, 0) → (R, 0) ����� �	
 f(x, y) = x2 − y3 � g(x, y) =

x2 − y� �
��	 f � g ��	 C0�V���������
����

�� ���	� ���� ��� f−1(0) = {(x, y) ∈ R
2 | x2 = y3} � g−1(0) = {(x, y) ∈ R

2 | x2 = y}�

�	�� h : (R2, 0)→ (R2, 0) ���� �	
 h(x, y) = (x, y3)�

�	�� ��� h � �� �	��	�	
���	 � ���� ����	 h(f−1(0)) = g−1(0)� �	
��
�	 f � g

��	 C0�V���������
����

� ����� ��	 
�� �� 
��� ��	��� f � g ��� C0�K��
���������� ����� ���� ��� C0�V�
�
����������� ����� ����	 � 
������	���� h 
�� ���� �� R

n 
� 
������� 
� C0�K�
�
���������� ��	� ���������	 � ���
���� 
� C0�V��
���������� ���	� f � g�

������ ��� ��	����� ����	�� � �� � �
���������� ����� ���� 
� ���!���� 
� ��	�� �

�� ����	����� �������� ��	� � C0�K��
�����������

" ��	���	�� � �����	 
� ��� 	������� ��	������ � ���� ��	����� �� ���� 
� ����#��

C0�K����������� 
���	����
��� ��� n ≥ 2�

��
���
�� �	
�	 ��������
�  !!"# ����� f, g : (Rn, 0) → (R, 0) (n ≥ 2) $�
��� ��

��
%&�� C0�K��
�����
�� ����
��
��	�� �
��	� f � g ��	 C0�K���������
��� ��� � �	��
��

��� f � g ��	 C0�V���������
����

���	
��
�%�	� $����%���� f, g : (Rn, 0) → (R, 0) C0�V��
����������� &���� �'���� ��

��	�� 
� %������	���� h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) ��� 
�� h(f−1(0)) = g−1(0)�

(��� f � C0�K����������� 
���	����
� )	���� g*� ��	� ��
� 	��	��������� f̃ 
� f

)	���� g̃ 
� g* �'���� ��� �����%���� U 
� + �� R
n ��� 
�� ��
� ����� 
� f̃−1(0)∩U−{0}

)	���� g̃−1(0) ∩ U − {0}* � 	�����	� ,�-� ���� ��	��� �� �	����� ����� 
�� ��� 
��

��������� ���
��#�� ��� �����������.

�* sinal(f(x)) = sinal(g ◦ h(x)) ��	� ��
� x ∈ U − f−1(0)� ��

/* sinal(f(x)) = sinal(−g ◦ h(x)) ��	� ��
� x ∈ U − f−1(0)�

$����%� 
�� �* ���		�� ,���� ��� %�������� �����	 Ft : (R
n, 0)→ (R, 0) (t ∈ [0, 1])

����

Ft(x) = (1− t)f(x) + tg ◦ h(x).

&����� ���� �����	���� 
� Ft �����

0* F0 = f � F1 = g ◦ h1



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

�� F−1t (0) = f−1(0) ���� ���� t ∈ [0, 1]� �	
��� � ��
����� ���

�� ���� ���� �	��	�	
��
�	 �	 f � g 	 h� 	����	 ��� 
���
��
�� U �	 � 	� R
n ��� ��	

���� ���� t ∈ [0, 1]� � 
	��� Ft(x) 
�� �	��	
�	 �� ��
��
�� {αF0(x) | α < 0} ���� ����
x ∈ U − f−1(0)� ��
��	
�	 ������ ����	�	
�	 � ��
����� ���

�����
�� �	��  	�� ��!�� f 	 g ��� C0"K"	���
��	
�	��

#	 �����	� $�� 	
��� ���	 � ��������� Ft(x) = (1− t)f(x)− tg ◦ h(x)�

��������� ��	
� ���������	 
���
 ���	� f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) ������ �� 	����	����

�������	� � ���	� F,G : (Rn × R
r, 0) → (Rp × R

r, 0) �������	������ �� f � g� ���������

�	����� �� f � g �!� C0�K��"���	������ ���!� F � G �!� C0�K��"���	������ 

#�������	�!� #	��� F̃ , G̃ : (Rn × R
r, 0)→ (Rp × R

r, 0) �	���$���	
��� ���
���� �	 f 	

g� �	��	���
��	
�	� ����� ���

F̃ (x, u) = (f(x), u) e G̃(x, u) = (g(x), u).

%��� f 	 g ��� C0"K"	���
��	
�	�� F̃ 	 G̃ ���$&� ��� C0"K"	���
��	
�	�� �$
���	
�	�
%��� ��� ���'�	�	 F 	 G ��� �	���$���	
��� �	 f 	 g� �	��	���
��	
�	� ���	��� ��
"

���	���

F (x, u) = (f̃(x, u), u), ��� f̃(x, 0) = f(x) e

G(x, u) = (g̃(x, u), u), ��� g̃(x, 0) = g(x).

()��� �	*
� �� ����������

Ft, Gt : (R
n × R

r, 0)→ (Rp × R
r, 0) t ∈ [0, 1],

���

Ft(x, u) = (f(x) + t[f̃(x, u)− f(x)], u) e Gt(x, u) = (g(x) + t[g̃(x, u)− g(x)], u).

+
��� �	���� F0 = F̃ � F1 = F � G0 = G̃ 	 G1 = G�

%��� f̃(x, 0) = f(x) 	 g̃(x, 0) = g(x)� �	��� F−1t (0) = F̃−1(0) 	 G−1t (0) = G̃−1(0)

���� ���� t ∈ [0, 1]�

#	 u �= 0� 	
��� ���
����	
�	 ���� ����� �� �	��	�	
��
�	� �	 f � g� F 	 G� 	����	 ���


���
��
�� U �	 � 	� R
n ��� ��	 ���� ���� t ∈ [0, 1]� � 
	��� Ft(x, u) ,�	��� Gt(x, u)� 
��



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

�������� �� ���	
���

{αF0(x, u) = (αf(x), αu) | α < 0} ���� ���� x ∈ U − F̃−1(0)

���
�� {αG0(x, u) = (αg(x), αu) | α < 0} ���� ���� U − G̃−1(0)��

����� 
� u = 0� ����� Ft(x, 0) = F̃ (x, 0) = F0(x, 0) � Gt(x, 0) = G0(x, 0)� �������� ��

�

��
� � �������� ���� �� ���� ���� ������ �������

���� ���� ���� ����� ������
 �����
�� �
� F � F̃ 
�� C0 K ��
�!������
 � G � G̃ 
��

C0 K ��
�!������
� "
 
�	��

F ∼
C0 K

F̃ ∼
C0 K

G̃ ∼
C0 K

G.

�������� F � G 
�� C0 K ��
�!������
�

" ������� � 
��
�� � 
�� #��������� 

��� �� �����
������ �� $������ ��%�� ����


�� ��
���& ��� �����
���
 ��'��� 
�� ��������

(��� ε > 0� 
�	� Sn−1
ε = {(y1, . . . , yn) ∈ R

n | y21 + . . .+ y2n = ε} � Dn
ε = {(y1, . . . , yn) ∈

R
n | y21 + . . .+ y2n ≤ ε}�

������� ��	
� �������� �� 	�
� �� ��
��� ����� ���� n �= 4� �
���� ���� �� �����
�

��
�� ������ !����� W �� Jr(n, n)� �"���� �� �
����� s� ��#�
��
�� �#�
�� �� n � r� � ��

�����
��
�� ������ !����� $��%���
∑

W �� (πs
r)
−1(W ) ��� ������
��� ≥ 1 ���� &�� #���

&���&��� �#����'�� C∞ f : Rn → R
n ��� jsf(0) ∈ (πs

r)
−1(W ) −∑

W � �"���� �� 
(����

#�����)� ε0 ��� &�� #��� &���&��� 
(���� ε ��� 0 < ε ≤ ε0 �����

�� * ��
��
�� f−1(Sn−1
ε ) ! ��� ���)�������� C∞ ��� $��
������ &�� ! %�������$� �

��$��� �
��+��� #����� Sn−1
1 ,

��� - ������'�� f : f−1(Dn
ε )→ Dn

ε ! C0�A��&��)���
�� �� ��
�

c(f) : f−1(Sn−1
ε )× [0, ε]

/
f−1(Sn−1

ε )× {0} → Sn−1
ε × [0, ε]

/
Sn−1
ε × {0},

�� ������'�� f : f−1(Sn−1
ε )→ Sn−1

ε � ��.
��� #�� c(f)(x, t) = (f(x), t)�

/�  ���� $ #��� � &��� �"���� �� ε0 �����$�0�
�� �� � ��� ! �%����� ��#� ��
��

��
������� ��	�� 1��� #��)�� � ������� 2��� 3��%����� ��� � ��������� ����� ��

��
���� - ������'�� n �= 4 &�� �#����� 
� ������� ���+ �������
��� 4 ��
������� ��

1��
���! &�� 
�� ����)� #��)��� 
���� !#���� -������
��� ��� � #��)� �� ��
������� ��

1��
���! #������ �����
�� ���� ������'��� 5���� ������ ��
��)���� � ��������� ���



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

� ��������	 
	�� � �	
	 �
����� �	 �����	 �� �����
��� ���� �	 ���� ���� ������	 ����

��
����	�

���� �����	�� 
�� � �����
� �� ���� �� ������ 	��� �
 ����� �� n ≤ p� 
�� ��
�

����
�� ������������ �� ���� n = p ��� ���������
�� � ���� ����� ���
 ������ �� n = p�

� �������� �� C0�K������
������ ����� �� �
 ���
� f : (Rn, 0) → (Rp, 0) �
����� 
��

f−1(0) = {0}� ��
� ���
��  ���� ����
� � ����� �� ���� ���! ��
 ������� ���� f �

 �"� f : Rn → R
n �
� ��������� ����#��� ������� ��
� 	�$��%���� �� �����
 ���


�� & � �
 ����� ������� �
 f−1(0)� '���� �(���� �
 r > 0 ��� 
�� Br ∩ f−1(0) = {0}�
���� Br = {x ∈ R

n | ‖x‖ ≤ r}�  �"� ����� Sr � )�������� �� Br� Sr = ∂Br�

*����
�� � ���� �����+���� ����� �� f �
 &� �������� ��� grau (f)� ��
� ����� �

���� �����+���� �� ���������

f

‖f‖ : Sr → Sn−1
1

x 
→ f(x)

‖f(x)‖ .

�������� 	
��
 �	�� �
������	 f : Sn
1 → Sn

1 ����� �
 �	
	
	���
	 �� ���
	

f∗ : Hn(S
n
1 ) → Hn(S

n
1 ) ���	 
	� f∗(z) = d.z 	��� Hn(S

n
1 ) = Z� ! ������	 d � ������	

�	
	 ����	 	 ���� �� �
������	 "�


��������� 	
��
 #�$�
 f, g : Sn
1 → Sn

1 �
�����%�� �	��������

&' #� f � g ��	 �	
	�(
���� ����	 grau (f) = grau (g))

�' grau (f ◦ g) = grau (f) · grau (g)�

��
� ����
�� ������%���� ��
 ���
�� �� �������,�� C∞� ����
�� �������� � ����

�� �
� ��������� �� �������� )��
�-

�������� 	
��
 *��� �
� �
������	 f : Rn → R
n � �
 +��	� ������� y �� f  �����
	�

	 ���� �� �
������	 �� f �
 y 
	�

grau (f, y) =
∑

x∈f−1(y)

sinal(det jacf(x)),

	��� sinal(t) =

{
1 se t > 0;

−1 se t < 0.

. ����#	�� ���	�� 
�� ����� ���� � ���� ��� ������� �� 	���� ������� �����%���� ����


����
�� ������� grau (f, y) ������ ��� grau (f)�



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

������� �	
�	 ��������� 	 	
���	
�� f : R2 → R
2 �	�	 
�� f(x, y) = (x2− y2, 2xy)� �

��	� �	 	
���	
�� f � ��

�� �	��� � det jacf(x, y) = 4x2 + 4y2� �	� ����� ��� � 
���� (0, 0) � � ����� 
����

������	� �� f � ����� 
	�	 �� ������ ε > 0� � 
���� (0, ε) � �� 
���� �����	� �� f �

f(0, ε) = (−ε2, 0) � �� �	��� �����	� �� f �

����	���� f−1(−ε2, 0) = {(0, ε), (0,−ε)}� ��� ����

grau (f) =
∑

(x,y)∈f−1(−ε2,0)
sinal(det jacf(x, y)) = 1 + 1 = 2.

�������� ������	 
 	���
�� � �
��� 
�	����� �� ��
� � �� 
��
�

��� �������� �
�



 C0�K����
�
����

�

���
��� �	
�	  !�����	 �� "��#����	 $��%& '�(	� f, g : (Rn, 0) → (Rn, 0) ������

C0)K)*���	����� ��������	��� � n �= 4� +�����

f � g ��� C0)K)�����	������ ��� � ������� ��� |grau (f)| = |grau (g)|�

��������	
��� ������
��	 ��� f, g : (Rn, 0) → (Rn, 0) 	�� C0�K����
�
�����	� �����

��
	�� �� ���������	�� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) � ��
 �
���

 �� ���������	��	

Hx : (Rn, 0)→ (Rn, 0) (x ∈ R
n) �
� ��� Hx(f(x)) = g(h(x))�

�� 
 Ft : (R
n, 0)→ (Rn, 0) (t ∈ [0, 1]) ��
 �������

 �
 ����


Ft(x) = H(1−t)x(f(x)).

!���� ����	 ��� F0(x) = Hx(f(x)) � F1(x) = H0(f(x))� "��� �
		�� � ����� f �

C0�K���
�
����� ������
�
��� ����� f−1(0) = {0}� "���
 H(1−t)x : (Rn, 0) → (Rn, 0) �

�� ����� �� ���������	�� �
�
 ���� t ∈ [0, 1] � x ∈ R
n� 
		
� F−1t (0) = {0}� ����

F0(x) � F1(x) 	�� �����#�
�
	� ����	

grau (F0) = grau (F1).



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

������

|grau (f)| = | ± 1||grau (f)|
= |grau (H0)||grau (f)|
= |grau (H0 ◦ f)|
= |grau (F1)|
= |grau (F0)|
= |grau (g ◦ h)|
= |grau (g)||grau (h)|
= |grau (g)|.

����	 �
���
	��� |grau (f)| = |grau (g)|� ����� ��� 
������� �
� � ����� f � C0�K�

����	����� ��������	��� ����� ������ r ∈ N �	� �
� f � r�C0�K�����	����� ��������	���

���	 W = {h ∈ Jr(n, n) | h − jrf(0) = 0}� ���� ��� 
������� f ������ g� � C0�K�

����	����� ��������	�	� 	��� 	��� � ������	 �� ���� �� !
"
�	� ����� �
� ������ 
�	

	��� 	#�� f̃ : Rn → R
n �� ����  ��� �	� �
� f � f̃ ��� C0�K���
�$	������� %	 ����	 &���	

������� �� ����	� 
�	 	��� 	#�� �� ����  ��� g̃ �	� �
� g � g̃ ��� C0�K���
�$	�������

����� ���	 �������	 �	��� �	 ��������	#�� �� ������	 |grau (f̃)| = |grau (f)| �

|grau (g̃)| = |grau (g)|�

'���	��� |grau (g̃)| = |grau (f̃)|�

(	���  �������	� 	��
� ���������	��� �� f̃ ������ g̃� �	�  �����
	����� 
�	��� 	

����	 ���	#�� f̃ ������ g̃� �	�	 ���� ���������	����

���
� �� ������	 )�*+ �� �
� ������ 
� 
�����������

φf : Sn−1
ε0

→ f̃−1(Sn−1
ε0

) (resp. φg : S
n−1
ε0

→ g̃−1(Sn−1
ε0

)).

����	 ����	 	 	��� 	#�� F : Sn−1
ε0

→ Sn−1
ε0

���

F (x) = f̃ ◦ φf (x) (����� G(x) = g̃ ◦ φg(x)).

���� φf ������ φg� � 
� 
������������ �����

|grau (F )| = |grau (f̃ |f̃−1(Sn−1
ε0

))|

(resp. |grau (G)| = |grau (g̃|g̃−1(Sn−1
ε0

))|)

���	 c(f̃) �  ��� �� f̃ : f̃−1(Sn−1
ε0

) → Sn−1
ε0

� c(g̃) �  ��� �� g̃ : g̃−1(Sn−1
ε0

) → Sn−1
ε0

�



� �������	
��� �
 ��
���� ���������� ��

�����

|grau (f̃ |f̃−1(Sn−1
ε0

))| = |grau (c(f̃))| e

|grau (g̃|g̃−1(Sn−1
ε0

))| = |grau (c(g̃))|

���� 	��
��� 
��� ��� � ���� �
����
� ��
�� ��� ����
���� �� ���
����

|grau (c(f̃))| = |grau (f̃)| e

|grau (c(g̃))| = |grau (g̃)|.

�������� ����� �� ���������� ������� ����� ��� |grau (F )| = |grau (G)|� ���� 	���


��� �� �
�� �� �
����
  !�
 "#�$�� ����� ��� �%���� ��� &�������� Ht : S
n−1
ε0

→ Sn−1
ε0

 t ∈ [0, 1]� ��� ��� H0 = F � H1 = G �� G�

'������
� c(Ht) : S
n−1
ε0

× [0, 1]/Sn−1
ε0

× {0} → Sn−1
ε0

× [0, 1]/Sn−1
ε0

× {0} � (��� �����

&��������� �� ��)�� c(Ht)(x, s) = (Ht(x), s)� ������

c(H0) = c(F ) e c(H1) = c(G) ou c(G);

c(Ht)
−1(0) = {0} ��
� ���� t ∈ [0, 1];

*��
� ������+��� Sn−1
ε0

× [0, 1]/Sn−1
ε0

×{0} (�� Dn
ε0

(�����(������� *�,� ������ (���

c(Ht) , � (��� �� Ht� ��
 (����(����� �� [0, 1] �%���� �� ���(��)���� +���� {t0, t1, . . . , tk}
�� [0, 1] ��� ��� 0 = t0 < · · · < tk = 1 � ��
� �������
 �����
� i (�� 0 ≤ i ≤ k − 1 �

�������
 t ∈ [ti, ti+1] � !���


c(Ht)(x) �∈ {αc(Hti)(x) | α < 0}

��
� ���� x ∈ Sn−1
ε0

× [0, 1]/Sn−1
ε0

× {0} ≈ Dn
ε0
�

-��� ���� -��� 
��.� c(F ) � c(G) ��� C0�K�����!��������

/���� ��� � (��� c(φf )  
���� c(φg)� , �� &������
+���� c(F ) � c(f̃)  
���� c(G) �

c(g̃)� ��� C0�R�����!��������

��
������

f ∼
C0�K

f̃ ∼
C0�A

c(f̃) ∼
C0�R

c(F ) ∼
C0�K

c(G) ∼
C0�R

c(g̃) ∼
C0�A

g̃ ∼
C0�K

g

����� f � g ��� C0�K�����!��������



��� ����� �	
����

�� �� ������� ���� ��

������� �	

	 ��������� f, g : (R2, 0)→ (R2, 0) �	�	� 
�� f(x, y) = (x2, y2) � g(x, y) =

(x2 − y2, 2xy)� �� 
����� ��� ��� C0�K������	�������

�� �	��� 	��� ����� ��� f � g ��� C0�K�����	����� ��������	�	�� 	��� ����� grau (f) =

0 � � grau (g) = 2�

� ���� ����	
���� ����
� �� ������� ���� ��
� ��� ��	��	�
� ��	� �������� �
���	�


� �������
��������

|grau (f)| = dimRQ(f)− 2dimRI,

��
� I � � �
��	 ������	 
� Q(f) ��� �������� � �������
�
� I2 = 0�

���� �
���	� �	������� ���� � ���� 
� �� ����� 
� ��	��� !� C∞ ��
� ��� ��������
�

�� "�#$� %���� ��
���� ���������� � ������� ���� 
� �������� ������

�����
��� �	
�	 ���	� f, g : (Rn, 0)→ (Rn, 0) 
����� C0�K�����	����� ��������	��� �

n �= 4� ������ f � g ��� C0�K������	������ ��� � ������� ���

dimRQ(f)− 2dimRI(f) = dimRQ(g)− 2dimRI(g),

���� I(f) � � ���	� �	���	� �	 R���
� �	 ��!	� Q(f) !�� ���
���� 	 
��
����	�� I2 = 0�

"�	��
	����� I(g)�

��� ����� �	
����

�� �� ������� ����

� ����� ��&����� ����� �� !� � 
�� ��� ����� �	��������� ���� � ������� ����' �����
�

�� ������ "�($� )��� ���� ���������� 
� �	���� ��������� ���	���������

*�&� F : Rn× [0, 1]→ R
p ��� 
������ !� ����� F0 � F1' +�� � ��
� (x, t) ∈ R

n× [0, 1]

������� Ft(x) ∈ R
p� ,���� ��
���� ��� Ot � �����t�

�������� �	
�	 ��#���� ��� ��	 ������	$�� F � C0�K������	� �� ������� 	
��!	$%��

H : Rn × R
p × [0, 1]→ R

n × R
p � h : Rn × [0, 1]→ R

n �	�� ��� 
	�	 ���� t ∈ [0, 1]� � 
	�

(ht, Ht) � ��	 C0�K������	�&�!�	 ����� F0 � Ft�

-�.���� +�� ��� 
������ !� � �����	������������ C0�K�������	 �� �� /�������0����

����	/�
�� ����� �����	��������� 1��� �����0�� +�� ���� ����������� ��20��� �!� ���&�����

�����	���������



��� ����� �	
����

�� �� ������� ���� ��

� ���� � ����	
 � ��� ���
����� �� ���� ���� �� �	��	��
��

���� ����� ����� f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) ���	 
����	 �� ��
������	 ��������	� �������

���

�� f−1(0) = g−1(0)�

���
g(x)

‖g(x)‖ �= −
f(x)

‖f(x)‖ � ���� ���� x ������� �� ���
�� �� ��� ‖f(x)‖ �= 0�

������ f � C0 K ����!�
���� � g�

���� ���	� "#��	 $�
���� %&'(� ���� F : U× [0, 1]→ R
p ��� ��)������� �������� �����

F0 � F1 ��
 ��� F−1t (0) � ���	����� ��� ��
���� � t� ����

Gt(x) :=
‖F0(x)‖
‖Ft(x)‖ · Ft(x),

��� Gt(x) = 0 	� Ft(x) = 0�

������ Gt � C0 K ����!�
���� � Ft�

*����	������� � 

��� ����� �� ������ 
����� �� ���� �����

�
	��	
� ����	��� ��� ������ α ���
� �  ��
������� �� F−1(0)! 
�
� �	��
�����

 �����

������ 

	��	
� 0 < ‖F0(x)‖ ≤ ‖Ft(x)‖�

"�#�

α(x, t, r) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖F0(x)‖
‖Ft(x)‖ �� 0 < r ≤ ‖Ft(x)‖;

2(‖F0(x)‖−‖Ft(x)‖)
r

+ 2‖Ft(x)‖−‖F0(x)‖
‖Ft(x)‖ �� ‖Ft(x)‖ ≤ r ≤ 2‖Ft(x)‖;

1 �� 2‖Ft(x)‖ ≤ r.

���
� ������ 0 < ‖Ft(x)‖ < ‖F0(x)‖� �����  ��� ����	��� α  ��� �����!

α(x, t, r) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

‖F0(x)‖
‖Ft(x)‖ �� 0 < r ≤ ‖Ft(x)‖;

2‖F0(x)‖(‖F0(x)‖−‖Ft(x)‖)
r(2‖F0(x)‖−‖Ft(x)‖) + ‖F0(x)‖

2‖F0(x)‖−‖Ft(x)‖ �� ‖Ft(x)‖ ≤ r ≤ 2‖F0(x)‖;

1 �� 2‖F0(x)‖ ≤ r.



��� ����� �	
����

�� �� ������� ���� ��

������� ��� 	� 
�����
��� ��
���� �
�����
	� 
	 
��
���� 
� α �� ���	� 
� ��
� 	

����� ��	 ��
��� ��
��
�	 ����� ��� 
���
���

� ��
��� α � �����	
	� � ��� ���
���	 ��� 	����	���

H(x, t, y) = (x, t, α(x, t, ‖y‖) · y)

����

���� ��
��
�	��
�� ��	

� ‖y‖ ��

� 	 �����

 �!	 ��� H � �� "������������ ���� 	 	����	��� r 
→ rα(x, t, r) � �� "��������

���� �	�	 ��
� (x, t) �#��

���� 
�����

H(x, t, 0) = (x, t, 0) e

H(x, t, Ft(x)) = (x, t, α(x, t, ‖Ft(x)‖) · Ft(x)) = (x, t,
‖F0(x)‖
‖Ft(x)‖ · Ft(x)) = (x, t, Gt(x)),

�� ��!	� Ht 	����	 � ��$��� 
� Ft ����� � ��$��� 
� Gt�

%���	
�� 	 	����	��� H � ��	 C0�K������	�&
��	 �
��� F � G�

������� ��	
� ���������	

	 ��
�� �	�� F : U × [0, 1] → R
p �� �	�������� ���
����

	�
�	 F0 	 F1� �	 F−1t (0) � ������	�
	 
������ ���	�
	 
� ! �� �� �� �	�" 	�
�� F �

C0�K�
� ! ���

#	����
������ � "��'���� 
� ��� F−1t (0) � ���	���
�� ���������	��
�� �����	� 
	 �������

���
���	 ��� �� ��
!�
��� 
� ����� F−1t (0) ��� "����������� (�� ���
	 
� ��
��	��
	
��

�	��� 	������ ��� F−1t (0) � ��
��	
�� ��� ���	��� 	 t� ���� 
����� ��
���� �
��
��	�

��	 	���#��	��� G 
� F � �

� G � C∞ ���	 F−1t (0) � �	����	�

‖Gt(x)− Ft(x)‖ ≤ ‖Ft(x)‖
2

.

)��� ������	 ��� � ��
� 
� *
���� �
��� Gt(x) � Ft(x) � ��
�� ���
1
2
� +	� �	�	 ��
�

x ��'#��� 
	 ������ ��� ‖Ft(x)‖ �= 0 ������ ‖Gt(x)‖ �= 0� ������ ����� ���

F−1(0) = G−1(0) e

Gt(x)

‖Gt(x)‖ �= −
Ft(x)

‖Ft(x)‖ .

%���	
�� ���� ,��	 -�./ G � C0�K������	��
�� 	 F � %�
���� �
��� ���������� F ���

G �� 
�����$���� � 	������ ��� F � C∞ ���	 
� ��� ��
!�
�� 
� ����� 0� ��
��
�	 �� ��
��

�� ���	���1� %��� ,��	 -�.2 ��
���� 	������ �	���� ��� 	 
���	 
� Ft � ��
��	
��



��� ����� �	
����

�� �� ������� ���� ��

��� �����	� � t


���
�� � ����� �� ������� ���� ��� �����
�� �� ���� �� ��� F � C∞ �� �����������
�� F−1(0) � Ft ��� ����� ���������
 �����
����� ���� ���� ��� ������� �� ��������


���� (x, y, t) ∈ U × R
p × [0, 1]� ����� ����
� � ����� �� �������

v(x, y, t) :=
(
0,

∂F

∂t
(x, t), 1

)
.

� ����� v � �������� �� ������ �� Ft ���� ���� ����� �� ������
 ���� � ����� �� Ft �

��������� ��� �����	� � t� � ����� v(x, Ft(x), t) � �������� � ���
����� U×Sp−1
(‖Ft(x)‖)2×[0, 1]

���� ���� (x, t) ∈ U × [0, 1]


 ��� �� ����� q = (x, y, t) ∈ U ×R
p× [0, 1]� ����� ������� ��� Pq � ���!��	� ��"��

� ������ �������� �� q �� U × Sp−1
(‖y‖)2 × [0, 1]
 #��	� ������� ����
�

w(q) := Pq(v(q)).

$���� ���
� �� ����� �� ������� ��� � �������� �� ���!���� {(x, y, t) | ‖y‖ = ‖Ft(x)‖}
� ��� ��
��
�� ��� v ��"�� � ������ �� Ft


����� ����
����

η(x, y, t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂t, �� Ft(x) = 0 �� y = 0;

α( ‖y‖
‖Ft(x)‖)w(x,

‖Ft(x)‖
‖y‖ y, t) + (1− α( ‖y‖

‖Ft(x)‖))∂t, �� y �= 0 � Ft(x) �= 0;

���� α : R → R � ��� ����	� C∞ ��� ��� α(1) = 1 � 
����
������� ���� ��"�� �

����������� �� [1
2
, 2]� � ∂t = (0, 0, 1)


#��� ����� �� ������� ���
���� �� ����
���� �����
������%

&' π(η(q)) = η(π(q)) = (0, 0, 1) (���� π � � ���!��	� ��������� ��"�� � R
p')

*' η(x, y, t) � �������� � ���
����� U × Sp−1
(‖y‖)2 × [0, 1])

+' η � �������� �� ������ �� F 


���� �����
��� ����� ����� �� ���� �� ��� F � C∞ ���� �� F−1(0)� �"����� ���	�

�� ����� �� ������� ��� � C∞ ���� �� F−1(0) × R
p
 �� ����
���� &' � *' ���������

� �,
��-��
� �� ������ 
������
�
 #�"��� ���� ����� �� ������� �	� ��!� ����.��� ��

����� �� �������� �������� ��� � ��� � 
��������� � ���� ��
��� � �� /�,� ����.���

H ��� ����
���� � C00K0��
�
��
���� ����!���
 ���� ��� 
���� �"����� ��� � /�,� �,
���
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�� �� ������� ���� ��

���������� �� 	
��	
�� ����� ���� � 	
�� Ft(x) 
 ��� �
��� ����� 	
� � ����� �� �������


 C∞� ����� F−1(0) � ����� η 
 ��
�� � (0, 0, 1) � ����
� ���� �
���� ����������

� 
�������� ��� �
���� ��������� ���
� �� �������� ��� ���� �������� ������� 	
� �

�
�� �������� ��������� �� R
n × {0}� � 	
� ����� �� 	
� �� �
���� ��������� ��� �����

����� �� F−1(0)� ������ � ������
����� �� �
�� ������� ��� ���� ���� ������ �� �����

�� F−1(0)� � �������� !� ������� 	
� � �������� ���������� 
 ����"�
� � � �������� ��

������� 	
� � ���������� ������ ����� � #��� 	
���� ����������� �� F−1(0)�

������ ��������� 
�� $��"��� �� %������� ���� � 
� ��������� 	
� �����#� �

��������#���� ����&���� '�� ������(�� )� � !� ����� 	
� � %������� ��� H �������� �

��* �� �� F � ����
� � R
n × {0}� �� �� �� ����� h = idRn � �������� !� ������� 	
�

����� �� ������(�� �� '� ����� )�! ����� �����$������

���������� 	
��
 ���������	

	 ��
�� �	��� f, g : (Rn, 0) → (Rn, 0) ���� ��������	�

����������� �	 ����� ���
�� ��� |grau (f)| = |grau (g)|� ��
 �! 	"��
	 ��� �	#����� �

���
$��� F : U × [0, 1]→ R
n 	�
�	 f 	 g �� −g ��
��#�%	��� F−1(0) = Ot�

+��� ������ � ���
����� ������ �� �
����� �� ,�-. 
����#�� ���� $��������� ��������� �

���
��� /��� �� 0������� �� 1%�� 2��� ,!-.�� 3��� ��� 
 �� ����� ��������� ������ �����

����� � ������ �� ������� ����� �� 1%��45%����6� ������ ������ � ����� �� +���������

)��7�

� ���
�� ������� 
�� ����� ����������� ���� � 1������ )��! �� 8��%��
�� ��������

��� 9
�� � :������ �� ,�-.� � ��������� ��$������ ����� �� ������ 
 	
� �� ,�-. �� �
�����


����#��4�� �� ���
��� /��� �� 0������� �� 1%�� 2������ ; +��������� )��7� �� ���
�

�� 1������ �� ����
�
�� 3<���� �� =
>
���

���
� ���������
� �� ������� 	
��� � ���������� 	
� ������� �������� 
 � 	
�

��# 	
� �� �� ���
� ��� �������(�� �� ����� �����
�� ��� ��
��� ����� �� �������(�� ���

C04K4�	
���������� '� $���� ���� f � g ��� C04K4 ��������� ������������ ��� %��?�����

������� ���
��� 	
� ���� ��� �������(�� ����������� ��  ����  ������ +��� +���������

)��7 2������� �� ���
��� /��� �� 0������� �� 1%���� ������ 
�� ��$������� ����"�
�

F : U × [0, 1]→ R
n ����� f � g �
 −g �����$�#���� F−1(0) = Ot� @�� ���� 1������ )��A

������� �����
�� 	
� � ��$������� F 
 C04K4�������� 3��� −g 
 C04K4�	
�������� � g�

���
� 	
� f � g ��� C04K4�	
��������� ���� 	
��"����� �



��� ���� n �= p ��

��� ���� n �= p

����� ��� ��	
�� ���������� 
� ���������� �������� ���� � C0�K���
��������� �� ����

n = p� ����� ������� ���� ����������� �� ���� ���� �
� �� n ≥ 2 � p = 1� � ����

�
��� ��� ����� � 
� C0�K����������� ����  ����� C0�K�!��������� ������������� "����

�������� �� ���� �� #
�	
��� ������������ �� $�������� %�&�'� &����� "� '�������� � (�

"������ ������
����� 
� ���������� �������� ����  ����� �� #
�	
�� ��!�)���� �� ����
�

�
���� ���������� *��� +,-.� /���� ������ �
����� ���������� �� 
��� #����� �������

��� �������� 0 C0�K�������!��	1� ��  ����� �� #
�	
�� ����)����� ����� �� �
�� ����2�����

3
���� �������� ���
������ ��������� � C0�K���
��������� �� ������	
�� ��� n > p ������

��� ��� ������4�� +5-� +6- � +,6-� 7���� ��	1�� ����� ��
����� �� ���������� ���
������ ��

���� n < p �������� �� +5-� /��� ���� � ��� ���
���� ���� ���#���� ������� �� 8������

����� �
���� n < p � C0�K���
��������� �1� ������ 
�  ����� C0�K�!��������� ��������

������ 3� �9������ � �� 
�� ��
����� � ������� ���� #����

������� �	
�	 �� ������ f(x) = (x2, 0) � g(x) = (x, 0) ��� C0	K	�
��
��������

�� ����� �����
� ������������ 
�� f(x) = (x2, 0) � ψ1(x) = (x2, x3) ��� K	�
��
�������

����������� ����� � ����� ������ ��� g(x) = (x, 0) � ψ2(x) = (x2, x)�

�� � !����� ψ2(x) = (x2, x) � ψ1(x) = (x2, x3) ��� C0	K	�
��
�������� ���� � ��� !�

"�������#���� h(x) = x � H(x, y1, y2) = (x, y1, y
3
2) �������$ �� "��%����� !� ��#�����

&�'�

������

f ∼
K
ψ1 ∼

C0−K
ψ2 ∼K g,

�� �������� f � g ��� C0	K	�
��
��������

������� �	��	 �� ������ f(x, y) = (x, y, 0) � g(x, y) = (x, y2, xy) ��� C0	K	�
��
��������

�� ����� �����
� ������������� 
�� f ∼
K

(x, y2, y) � f ∼
K

(x, y2, y3)� (���� �����

������� 
�� (x, y2, xy) ∼
C0−K

(x, y2, y3)�

���� ����� �����!��� �� "�������#����

h(x, y) = (x3, y3) e H(x, y, z1, z2, z3) = (x3, y3, z31 , z
3
2 , z

9
3).

)��� ����������� � C0	K	�
��
��*���� ����� �� ������ (x, y2, y) � (x, y2, y3)� ������

f ∼
K
(x, y2, y) ∼

C0−K
(x, y2, y3) ∼

K
g,



��� ���� n �= p ��

� ��������� f � g 	
� C0�K���
��������	�

�� �� ���� ���	
� �� 
	�� n < p� � �������
 �����	� ��� ��	������ ���� ������

C0�K�����	����� ��������	��� ��� C0�K������	
������ � 
�����	��� ����� � �	�� ��
�

������	 �	�� 	 �������

������� ���	� ���	�� ���� ����� f, g : (Rn, 0) → (Rp, 0) �����	 �� ���������	 C0�K�
 ��������� �����������	 � n < p� n �= 4, 5� !��
�� f � g 	
� C0�K���
��������	�

� ����	 ����� ������	 ����� �� ������ �	���� �	 ����	 �� ������	 ����� ��  ���

�	����	� ��	�	� �	�	 ����!�
� ��� � ������	 ���" � � #��	 ���$� �
�� ������ ��  	��


��
�	
 ��� �
���� �� 
	�� n < p � ��� ��	������ ��	� 	�
�
	�%�� �	 �� ��	 Sn
1 �� Sp

1 ���

&����'��
	��
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�������� ������ � ������!� �
 ���������	
� ���� ����"�
��

#� $%%&�  � '�(��� ������ �� �
��
�� �
 ������
 ��� �
��
��� ) A*
�����������
����������� ���� �
��
� �
 +��	,
� ����������� �
 ���� �������� ��� ��� �
��� ��������


k� -��� ����
������� �� �
������� �
 '�(���� �
��� ��
 � ������
���
 �� ������
 ���

������� ������ �����
 ���� � C0*K*
������������ ��� �
� ��
 C0*A*
����������� �������

� C0*K*
������������ .
�������� �
 ������
 ���� ������	,
� �
�� 
� �
���� ��+��
�� �


�
�
� �
�������� �� ��������� #� $/&� �� �����
� ������ � ������
���
 �
 ������
 ���� �

C0*K*
����������� �
 �
��
� �
 ������	,
� ����������� �
 Rn 
� R
2� ���+���
 � �
��
��

� �
����0

�������� 1
2� P k(n, 2) � ���2���� �
 ����� �� �
��
� �
 ������	,
� ����������

f : (Rn, 0) → (R2, 0)� f = (f1, f2)� ��� ���� f1, f2 ≤ k� #��
� � ���2���� ��� �����
� �
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