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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a equivaléncia de contato topologica dos germes de
aplicacoes diferenciaveis tendo como plano de fundo o estudo da equivaléncia de contato
classica (ou C'*-K-equivaléncia). Neste sentido, apresentamos inicialmente uma anéalise
detalhada sobre alguns invariantes e propriedades classicas da equivaléncia de contato e,
em seguida, introduzimos o estudo da versao topolégica desta relagao de equivaléncia.

7

A equivaléncia de contato topolégica (ou C°-K-equivaléncia) é um tema que recen-
temente ganhou o interesse de varios pesquisadores por se tratar de uma relagao de
equivaléncia cujos invariantes, propriedades e classificacoes sao pouco conhecidos ou
inexistentes. Sob esta 6tica, investigamos se alguns invariantes encontrados no caso clas-
sico poderiam ser reproduzidos ou adaptados para o caso topologico.

Como parte principal do trabalho, apresentaremos um invariante completo para a
equivaléncia de contato topologica introduzido por T. Nishimura [22]. Este invariante é
dado para germes de aplicacoes finitamente determinadas cujas dimensoes da fonte e da
meta coincidem.

Palavras-chave: Equivaléncia de contato, equivaléncia de contato topoldgica, inva-
riantes reais.



Abstract

The goal of this work is to study the topological contact equivalence of smooth map
germs having as background the study of the classical contact equivalence (or C*°-KC-
equivalence). In this sense, we firstly present a detailed analysis of some invariants and
classical properties of the contact equivalence, and then we introduce the study of the
topological version of this equivalence relation.

Recently several researchers have been interested in this subject because it is an
equivalence relation whose invariants, properties and classifications are unknown or
nonexistent. In this work we investigate if some invariants of contact equivalence could
be reproduced or adapted for the topological case.

In chapter 3 we present a complete invariant for the topological contact equivalence
introduced by T. Nishimura [22]. This invariant is given to finitely determined map germs
whose dimensions of the source and target are equal.

Keywords: Contact equivalence, topological contact equivalence, real invariants.
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Introducao

Toda area da Matematica tem sua maneira propria de classificar seus objetos. Em
Teoria de Singularidades, os objetos a serem classificados sao os germes de aplicagoes
diferenciaveis definidos em variedades diferencidaveis. Existem véarias relacoes de equi-
valéncia que nos permitem fazer classificacbes de tais germes. A principal nogao de equi-
valéncia utilizada é a A-equivaléncia, ou seja, a equivaléncia dada por meio de mudancas
de coordenadas diferencidveis na fonte e na meta do germe. Entretanto, decidir se dois
germes sao A-equivalentes nao é uma tarefa facil. Neste cenario, com o intuito de facilitar
o problema da A-classificacdo dos germes de aplicagbes, quem desempenha papel funda-
mental é a equivaléncia de contato (ou K-equivaléncia). De fato, a equivaléncia de contato
foi introduzida por J. Mather para reduzir o problema da A-classificacao dos germes de
aplicages estaveis para o problema da classificagdo de R-algebras (ver [18],[19]). Isso é

possivel gracas a um critério algébrico que caracteriza a equivaléncia de contato.

Além desta caracterizacao algébrica, encontramos também uma importante caracte-
rizagdo geométrica descrita por J. Montaldi [20]. Geometricamente, a K-equivaléncia
entre dois germes f, g : (R",0) — (R”,0) pode ser determinada através do tipo de contato

dos gréficos de f e g com o R™ x {0} na origem, respectivamente.

O estudo das propriedades, invariantes e caracterizacoes da K-equivaléncia é classico
dentro da Teoria de Singularidades e bem conhecido. Embora a equivaléncia de contato
desempenhe papel fundamental para descrever a A-classificagao dos germes estaveis, temos
que em geral as K-Orbitas apresentam moduli. Entao, parece natural introduzir versoes
mais fracas da K-equivaléncia e verificar a existéncia de invariantes, caracterizacoes e
outras propriedades importantes. Esta é uma das motivacoes deste trabalho, que tem
por objetivo introduzir o estudo da equivaléncia de contato na sua versao topologica, a

chamada equivaléncia de contato topologica (ou C%-K-equivaléncia).

Para a C’-K-equivaléncia, nao existem critérios ou caracterizacoes anilogos aos da K-
equivaléncia. O artigo de T. Nishimura [22| pode ser visto como o primeiro a considerar
o problema de determinar critérios algébricos para a C°-K-equivaléncia. Para o caso de

aplicagoes finitamente determinadas cujas dimensoes da fonte e da meta coincidem, o



Introducao 10

valor absoluto do grau das aplicacdes é um invariante completo para a C°-K-equivaléncia

(ver [22]).

Recentemente, o estudo da C%-K-equivaléncia ganhou interesse por parte de varios
pesquisadores (ver [2], [4], [8], [24]). Alguns destes trabalhos mostram que para aplicagoes
polinomiais reais de grau limitado, a C°-K-equivaléncia possui um niimero finito de érbitas.
Com isso, o problema da C°-K-classificacdo torna-se mais tratavel, uma vez que podemos

tentar descrever todas as orbitas.

O foco de nosso trabalho é estudar com detalhes a equivaléncia de contato para depois
comparar este estudo com o caso topologico. Este trabalho esta distribuido em trés

capitulos como seguem.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos bésicos da Teoria de Singularidades,

que serao utilizados no decorrer do nosso texto.

No Capitulo 2, definimos a equivaléncia de contato, estudamos suas propriedades,
invariantes e algumas classificacoes particulares. Além disso, dedicamos uma atencao
especial a teoria de deformacoes e desdobramentos que serao utilizados na demonstracao
do Teorema 2.76. Este teorema devido a J. Mather, mostra que para germes estaveis as

nocoes de A e K-equivaléncias sao equivalentes.

No Capitulo 3, introduzimos a C%-K-equivaléncia. Investigamos se algumas pro-
priedades e invariantes estudados no Capitulo 2 podem ser reproduzidos ou adaptados
de maneira andloga para o caso topologico. Nosso objetivo é detalhar os resultados de
T. Nishimura contidos no artigo |22|, sobretudo o Teorema 3.21. Na Secao 3.1 apresen-
tamos uma prova alternativa para o Teorema 3.21 dado por M. Ruas e G. Valette [24].
Esta prova é baseada num surpreendente resultado, o Teorema 3.27. Este teorema afirma
que a trivialidade local do conjunto de zeros de uma deformacao continua garante a tri-
vialidade topologica da deformacao, com respeito a equivaléncia de contato. Na Secao 3.2,
discutimos brevemente o que ocorre com a C°-K-equivaléncia de germes C°-K-finitamente
determinados f : (R™",0) — (RP,0) com n < p. Neste caso, quaisquer dois germes sao

CO-K-equivalentes.

Finalizamos este trabalho com alguns comentarios sobre a pesquisa atual envolvendo

o tema discorrido neste texto.
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Capitulo 1

Preliminares

O assunto que iremos abordar nesse texto, aplica-se ao conjunto de aplicacoes
diferenciaveis definidas em variedades diferenciaveis, ou seja, f : N* — PP, f de classe
C*>, onde N e P sao variedades diferenciaveis de dimensao n e p, respectivamente. Como
nosso estudo é local trabalharemos com germes de aplicacao em um ponto a € N, isto
é, classes de equivaléncias de aplicagoes que coincidem em alguma vizinhanca de a. Os

pontos a € N e f(a) € P sao chamados, respectivamente, fonte e meta do germe.

Notacao: f: (N,a) — (P, f(a)). Sem perda de generalidade, vamos assumir a = 0 e

nos restrigiremos ao caso N =R" e P = RP.

Assim, utilizando convenientes sistemas de coordenadas, consideraremos simplesmente
[ (R",0) = (R”,0),

onde f é uma aplicacao diferenciavel de classe C*°.

A principal referéncia deste capitulo é o livro do Gibson [13].

1.1 Conceitos basicos

Defini¢ao 1.1. (Germes de aplicagdes diferencidveis)

Considere um aberto U do R™ contendo a origem e

F={f:U—TRP| f éde classe C*}.

Podemos definir uma relagao de equivaléncia ~ em F da sequinte forma: sejam fi e

foeF, com f, : U — RP e fo : Uy — RP. Dizemos que f, ~ fo se existir um aberto
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W C Uy NUsy contendo a origem tal que filw = fa|lw-

Geometricamente isso significa que, se fi e fo pertencem a mesma classe de equiva-

léncia, entao seus grdficos coincidem em uma mesma vizinhanca da origem.

Definimos

N

cun =2 ={[f11f € F}.

Chamamos a classe de equivaléncia [f] de germe de aplicacao diferenciavel na origem .

Denotamos

enp=1{f:(R",0) = RP | f € C™}.
Quando p =1 denotamos €, 1 apenas por ,, isto €,

en={f:(R"0) =R |feC}

O conjunto €, com as operacoes de adicao, multiplicacao e multiplicacao por escalar
¢ um espago vetorial sobre R com estrutura de anel comutativo com unidade, ou seja, ¢,

¢ uma R-algebra comutativa. J4 o conjunto ¢, , tem estrutura de e,-modulo.

De fato, dada f = (f1,..., fp) € €np com cada f; € &,, podemos identificar ¢, com

En X ... X & (p vezes).

Proposicao 1.2. ([13]) Um germe f € €, € inversivel se, e somente se, f(0) # 0.
Defini¢ao 1.3. Definimos M,, = {f € e, | f(0) = 0}.

Proposigao 1.4. ([13]) M,, é o tunico ideal mazimal de ,,.

Proposicao 1.5. ([13]) M,, = (x1,...,x,), onde cada germe x; : (R",0) — (R,0) ¢ dado
por z;(x) = x4, 1 = 1,...,m, ou seja, sGo 0s germes representados pelas projecoes de R™

em R.

Definicao 1.6. Dado um germe f: (R",0) — (RP,0) considere a aplica¢io f* : e, — €,

dada por X\ Ao f. Assim, f* é um homomorfismo entre dlgebras, induzido por f.

Sao vdlidas as sequintes propriedades:
i) (fog) =g of
i) (id)* = id;

iii) Se f € inversivel, entdo [* ¢ inversivel e (f*)~1 = (f~')*.
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Observe que f*(x;) = x;0 f = xi(f1,...,f,). Como z; é a projecdo na i-ésima
coordenada temos que f*(x;) = fi, ou seja, f*(M,) = (fi,..., fp). Por simplicidade
vamos denotar f*(M,) = Iy, isto é, o ideal de &, gerado pelas componentes fi, fo,..., f;

de f.

Definigao 1.7. Seja f: (R",0) — (R?,0). Definimos a R-dlgebra local de f por

Q(f) :sn/If :En/<f1,---7fp>'

Definigio 1.8. M* = M,,..M,, (k vezes), k € N*.

Ou seja, /\/lfl consiste exatamente dos germes cujos representantes se anulam em 0,

juntamente com suas derivadas até a ordem k — 1.

Definicao 1.9. Seja k> 1, k€ Z. O k-jato de f em 0 € o polindmio

FEF0) = 2 f'(0) + 2—?#(0) + o+ %xkf(k)(O),

que € obtido através do truncamento a série de Taylor de grau k de f em 0 omitindo-se

o termo constante.

Dizemos que dois k-jatos sao iguais quando eles sao identicamente o mesmo polindmio.

O conjunto de todos os k-jatos é denotado por J*(n,p).

Defini¢ao 1.10. Seja (G,*) um grupo e M um conjunto. Uma agdo de G sobre M é
uma aplicagio ® : G x M — M, dada por ®(g,z) = g.x, satisfazendo:

(i) ®(1,z) = x;

(i1)) ®(g * h,x) = ®(g,P(h,x)), onde x € M, g,h € G e 1 denota a identidade do
grupo G.

Dado uma tal agcao podemos definir uma relagao de equivaléncia ~ sobre M da sequinte
forma: dizemos que x estd relacionado com y, x ~ y, quando existe g € G tal que
y=®(g,x). As classes de equivaléncia desta relagao sao chamadas Orbitas sob a ag¢ao e

sao denotadas por
G-z={g-2|geG}.

Seja
Enp = 1+ (R",0) = (R?,0) | f € C*}.

0

np €810 em uma mesma Orbita segundo a agao de um

Quando dois elementos f,g € ¢

grupo G, dizemos que f e g sao G-equivalentes e denotamos por f %9



1.1 Conceitos bdsicos 14

As relacoes de equivaléncia de nosso interesse sao aquelas definidas pelas acoes dos

seguintes grupos (de Mather):
Definigao 1.11. Seja f: (R",0) — (RP,0). Definimos:

R = grupo dos germes de difeomorfismos h : (R™ 0) — (R™,0), cuja agao em f é a
composicao ¢ direita, isto €, foh™ L.

L = grupo dos germes de difeomorfismos k : (RP,0) — (RP,0), cuja acio em f € a
composi¢ao & esquerda, isto €, ko f.

A =R x L grupo das mudancas de coordenadas na fonte e na meta. A acao em f €
dada por ko foh L

C = grupo dos germes de difeomorfismos H : (R" x RP 0) — (R™ x RP,0), tais que

H(z,y) = (z,0(z,y)), com 0(x,0) = 0. Se 8, é um difeomorfismo de RP, dependendo de

x € R™, sua acao transforma f na aplicacao
x = 0,(f(x)).

Equivalentemente H age no grdfico de f em R™ x RP.

K =R-C (produto semi-direto). E o grupo formado pelos germes de difeomorfismos
H: (R"xRP,0) = (R" x RP,0) que sao escritos na forma H(z,y) = (h(x),0(z,y)), com
heR eb(x,0)=0.

Observacao 1.12. O grupo C é um subgrupo normal de K e 0os grupos R, L e A podem

ser identificados com subgrupos de K.

Assim, a partir da Defini¢ao 1.11, dados f, g : (R",0) — (R?,0) dizemos que

1) Os germes f e g sao R-equivalentes se existe um difeomorfismo h : (R™,0) — (R™,0)

tal que g = foh™ L.

2) Os germes f e g sao L-equivalentes se existe um difeomorfismo & : (R?,0) — (R?,0)

tal que g =ko f.

3) Os germes f e g sdo A-equivalentes se existem difeomorfismos h e k tais que o

seguinte diagrama comuta

R*0) -5 (Re,0)

h| Lk
(R*,0) -5  (Rr,0)
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Istoé,g=ko foh™l

4) Os germes f e g sdo C-equivalentes se existe um germe de difeomorfismo H tal que
H(z,y) = (z,0(z,y)), com H(z, f(z)) = (z,g(z)) e 6(x,0) = 0.

A seguir enuciaremos dois lemas importantes que serao usados no decorrer deste texto.

Lema 1.13. (Lema de Hadamard [13]) Seja U uma vizinhan¢a convexa de 0 em R", e
seja f uma funcao de classe C" definida sobre U x R? que se anula em 0 x RY. Entao

existem funcoes de classe C™1 fi, ..., fn definidas em U x RY tais que

f = xlfl + ...+ xnfna
onde x1,...,T, sao as func¢oes coordenadas em R™.

Lema 1.14. (Lema de Nakayama [13]) Sejam € um anel com unidade, M um ideal de €
tal que 14x € inversivel em € para todo x € M. Seja M um e-mddulo e A, B e-submddulos

de M com A finitamente gerado. Se A C B+ MA entao A C B.
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Capitulo 2

Equivaléncia de contato

A equivaléncia de contato, ou K-equivaléncia, foi introduzida por J. Mather [19] para
reduzir o problema da classificacao de germes C*-estéveis para o problema da classificagao
de R-algébras isomorfas. De fato, J. Mather provou que para aplicacoes C*°-estavéis a

K-equivaléncia também implica na A-equivaléncia.
Vimos que varios grupos agem sobre &, , e um desses grupos ¢ justamente o grupo

IC definido no Capitulo 1, Definicao 1.11.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que dois germes f,g : (R™,0) — (RP,0) sao K-equivalentes se
existem germes de difeomorfismos h: (R",0) — (R",0) e H : (R* xRP,0) — (R" x R?,0)
satisfazendo a propriedade H(R™ x {0}) = R™ x {0} e tais que os sequintes diagramas

comutam

(id, f)

(R*,0) — (R*xRr,0) ™ (R",0)
hl H Lh
®",0) “9  (RxR0) T (RY,0)

onde id : (R™",0) — (R",0) € a aplicagao identidade do R™ e 7, : (R™ x RP,0) — (R",0)
a projecao canidnica.

Notacao: f 9

Segue da comutatividade do diagrama que:

1) H leva o gréfico de f no grafico de g, isto é, H o (id, f) = (id, g) o h, enquanto h

atua no R".
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RP RP
grafico de f gréfico de g
H
m
h
R" R"

2) O difeomorfismo H é dado por H(x,y) = (h(x),0(z,y)), com 0(x,0) = 0, devido
a condigao H(R" x {0}) = R™ x {0}.

Exemplo 2.2. Os germes f, g : (R*0) — (R?,0) dados por f(xz,y) = (2%,4°) e
g(z,y) = (2% + y?, wy) sio K-equivalentes via os difeomorfismos h(x,y) = (v +y,x — y)
e Hz,y,z,w) = (z+y,x —y,22 + 2w,z — w).

De fato, temos que H(z,y,z,w)=(h(z,y),0(x,y,2,w)), com 6(z,y,0,0) = (0,0). Agora
resta verificar se H o (id, f) = (id, g) o h.

Note que id é o germe em zero da aplicacdo identidade em R?. Dai
Ho (id, f)(x,y) = H(z,y,2%,9%) = (v + y,z — y, 22 + 2y*, 22 — y?). Por outro lado,

(id, g)oh(x,y) = (id, g)(z+y, x—y) = (x+y,z—y, (z4+y)°+(z—y)* (z+y)(z—y)) =
(r+y,x—y,22% + 292, 2% — 9?).

Portanto o par (h,H) satisfaz Ho (id, f) = (id,g)oh e assim f e g sao K-equivalentes.
Observacao 2.3. Se os germes f e g sao R-equivalentes, entao eles sao K-equivalentes.

De fato, sejam f, g: (R™, 0) — (RP,0) germes R-equivalentes, entao existe um difeo-
morfismo h : (R",0) — (R™,0) tal que f = goh™!.

Considere H(x,y) = (h='(z),0(z,y)), com 0(z,y) = m(x,y) = y. Note que H é

inversivel, pois h é difeomorfismo, e 6(x,0) = 0 para todo x € R™.

Além disso,
Ho(id, f)(x) = H(z, f(x)) = (b (z), f(z)) = (b (x),g o b~ (z)) = (id, g) o h™"(x).

Assim, o par (h™', H) satisfaz a condi¢io para que f e g sejam K-equivalentes.

Observacgao 2.4. Se dois germes f e g sao A-equivalentes, entao eles sao K-equivalentes.
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De fato, sejam f, g : (R",0) — (RP,0) germes K-equivalentes. Entao existem

difeomorfismos h e k tais que o diagrama abaizo comuta

R,0) -5 (R0
hl 1k
(R",0) -4 (R»,0)

Ou seja, g =ko foh™'

Tome H(z,y) = (h(zx),0(x,y)), onde 0(x,y) = k(y). Assim H é um difeomorfismo e

dado x € R", temos que

(H o (id, /))(x) = H(z f(z)) = (Wx),k(f(x) = (Ax), (ko f)(z)) =
(h(x), (g 0 h)(x)) = ((id, g) o h)(x).

Portanto, H o (id, f) = (id, g) o h. Logo (h, H) estabelece uma K-equivaléncia entre f
eg.

Mais adiante veremos que se dois germes sao K-equivalentes nao necessariamente eles

sao A-equivalentes.

Segue do que vimos no Capitulo 1 e da definicao de K-equivaléncia, que se o difeo-
morfismo h da Definicao 2.1 é justamente a identidade, temos uma C-equivaléncia. Ou

seja,

Defini¢ao 2.5. Dois germes f,g : (R",0) — (RP,0) sao C-equivalentes quando sao K-

equivalentes via KC-equivaléncia (id,H). Em outras palavras, o sequinte diagrama comuta:

(R" x R?,0)
(id.) 7 \ H
R",0) “9 (Re xR, 0)

Isto é, H o (id, f) = (id, g).

Notacao: f 39

Neste caso, H leva o grafico de f no grafico de g da seguinte forma:
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(x,9(x))

RN

Observacao 2.6. Uma consequéncia da definicao acima € que: dois germes f e g sao
K-equivalentes se, somente se, existe um germe inversivel h : (R™",0) — (R™,0) para o

qual f o h e g sao C-equivalentes.

De fato, suponhamos que f e g sao K-equivalentes, entao existe um par de germes de
difeomorfismos (k, H) com H = (k,0) e 0(x,0) = 0, tal que H o (id, f) = (id, g) o k. Dai
seque que, (k,0) o (id, f) o k= = (id, g), ou seja, (kok™ 0o fok™) = (id,g).

Logo, (id,0 o f o k™) = (id,g) o que implica (id,0) o (id, f o k) = (id,g). Por-
tanto existe um germe inversivel h = k=' : (R™,0) — (R™,0) e um par (id, H*), onde
H* = (id,0) com 0(x,0) =0 tal que

H*o (id, f o h) = (id, g).

Ou seja, foh e g sio C-equivalentes.

Reciprocamente, suponhamos que foh e g sao C-equivalentes. Entao existe um par de
germes de difeomorfismos (id, H) tais que H o (id, f o h) = (id, g), H(z,y) = (x,0(x,y))
com 6(z,0) = 0.

Tome H* = (h™1,0).

Logo (h=Y, H*) é um par de difeomorfismos que satifaz
H*o (id, f)oh = (h7%,0) 0 (id, f) o h = (id,0 o f o h) = (id, g), isto ¢,
H (2, f(2)) = (0™ (@), g0 h™ (@) com H*(x,0) = (h"(x),0(x,0)) = (h"'(2),0).
Portanto f e g sao K-equivalentes.

Este caso particular da equivaléncia de contato nos ajudara a encontrar critérios

algébricos para descobrir se dois germes sao K-equivalentes.
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Proposicao 2.7. ([13/) Dados f, g : (R*,0) — (RP,0), as sequintes condigdes sao equi-

valentes:

(i) f e g sao C-equivalentes.
12) Os ideais Ir e I, sao iquais.
f €1y g
p
(ii1) Eziste uma matriz inversivel (u;;)pxp com entradas em €, para a qual f; = Z Ui G
7j=1

para 1 <1 < p.

Demonstra¢ao. (t) = (¢¢) Suponhamos que f e g sdo C-equivalentes. Primeiro mostremos

que [y C I,. Para isso vamos mostrar que cada componente f; pode ser escrita da forma

p
fi= E ;545
J=1
com a;; € €p.

De fato, como por hipotese f e g sao C-equivalentes, entao existe um difeomorfismo
H para o qual H(z,g(x)) = (z, f(z)) com H(z,y) = (z,0(x,y)), onde §(z,0) = 0.

Como 6(z,0) = 0, segue que cada componente 6y, 05, ..., 8, de 0 satisfaz 6;(x,0) = 0.

Pelo Lema de Hadamard podemos escrever
P
j=1

com 0;; funcoes de classe C*.

Assim, para y = g(z),

filz) = 0;(z, g(x)) = Zgj(x)gij(x,g(:v)), i=1,...,p.

p
Portanto, f; = Zaijgj, v=1,...,p,el; Cl,.
j=1

Para mostrar que I, C Iy o procedimento é analogo. Assim Iy = I, .

(i) = (44¢) Suponhamos I; = I, entdo podemos escrever

p
9i = Z ij
j=1
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P
fi= Z bijg;
j=1

coma;jebj€e,,t=1,...,p.

Para cada € R”, sejam A, e B, matrizes reais p x p com entradas a;;(x) e b;;(x),

respectivamente.

Segue da Algebra Linear (ver [1] p. 146) que podemos encontrar uma matriz real
p X p, Cy, tal que Uy = Co(I — AgBy) + By é inversivel. Além disso, para z proximo de 0,

a matriz U, = Cy(I — A.B,) + B, também é inversivel.
P
Seja u;j(x) as entradas de U,. Dai f; = Zuijgj, 1 =1,...,p, como queriamos.
7j=1
(32) = (¢) Suponhamos que exista uma matriz p X p inversivel, (u;;), com a
propriedade citada em (%%¢).

Vamos definir 6 : (R” x R? 0) — (R?,0) com componentes dadas por

P
Oi(x,y) = Zy]uw(x) ; paratodo i=1,...,p.
j=1

Observe que 0(x,0) = 0.
Agora defina o germe H : (R" x R?,0) — (R™ x R?.0) por H(x,y) = (z,0(x,y)). A

matriz jacobiana de H é dada por

In><n On><p
Jac(H) =

*pxn  (Uij)pxp

onde I, x, é a matriz identidade. Assim, como det(Jac(H(0,0))) # 0, H é um difeomor-

fismo.

Por construgao, 6;(x, g(z)) = fi(z), 6(z,9(x)) = f(x) e H(z,g9(x)) = (z, f(x)) o que

implica que f e g sao C-equivalentes.

Exemplo 2.8. Os germes f(z) = (22,0) e g(x) = (22, 2%) sdo C-equivalentes.
De fato, observe que I = (x*) = (a?,2°%) = I,.

Portanto pela Proposicao 2.7, f e g sao C-equivalentes (e consequentemente

K-equivalentes).
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Observacgao 2.9. Note que f e g dados no exemplo anterior nao sao A-equivalentes.

Suponhamos que f,g : (R,0) — (R? 0) sejam A-equivalentes. Entio existem difeo-
morfismos h : (R,0) = (R,0) ek : (R, 0) — (R?,0) para 0s quais goh = ko f, logo temos
que k(Imf — {0}) = Img — {0}. Além disso k € continua e Imf — {0} é um conjunto
conexo. Logo k(Imf — {0}) também é um conjunto conexo, o que é um absurdo, pois

Img — {0} € desconexo. Veja:

Im(f)-{0} Im(g)-{0}

Logo K-equivaléncia nao implica em A-equivaléncia.

Exemplo 2.10. Consideremos um germe f : (R,0) — (R,0) para o qual as sequintes

condicoes sao satisfeitas:

F1(0)=f"(0)=--- = fP0) =0 e f**(0) #0,
onde a notac¢ao f(i)(()) significa a derivada de f de ordem 1 em 0.

Pelo Lema de Hadamard, f(z) = 2**1g(x), para alguma g : (R,0) — (R,0) com

g(0) # 0. Como g € inversivel na dlgebra &1, temos que (f) = (") e concluimos que f

k+1

ex sao C-equivalentes.

Exemplo 2.11. Os germes f(z,y) = (22, y?) e g(z,y) = (2®+y*, xy) sdo A-equivalentes,

mas nao sio C-equivalentes.

De fato, tome h(z,y) = (x +y,x —y) e k(z,y) = (2x + 2y,x — y) germes de difeo-

morfismos.
Entao,

goh(z,y) =g(h(z,y)) =gz +y,x —y) = (22° + 2y°, 2> — y*)

ko f(z,y) = k(f(z,y) = k(z*,y%) = (22° + 2¢*, 2% — ¢°).
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Portanto g o h = ko f. Assim f e g sao A-equivalentes e consequentemente

K-equivalentes.

Agora veja que xy ¢ (2, y*) = Iy, dai I; # 1, ou seja, f e g nio sio C-equivalentes.

Com esse exemplo podemos ver que A-equivaléncia nao implica em C-equivaléncia.

Definicao 2.12. Sejam I e J dois ideais em £,. Dizemos que I e J sao isomorfos quando

existe um isomorfismo ¢ : €, — &,, tal que p(I) = J.

Definicao 2.13. Sejam I e J dois ideais em €,. Dizemos que [ e J sao isomorfica-

mente induzidos quando existe um isomorfismo h* : €, — €,, para algum germe inversivel

h: (R™,0) — (R™,0), tal que h*(I) = J.

Decorre da Definicao 2.13 e das proposigoes anteriores a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.14. (/13]) Dois germes f e g sao K-equivalentes se, e somente se, Iy e I,

sao isomorficamentes induzidos.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f, g : (R",0) — (RP,0) sejam K-equivalentes. Entao
pela Observagao 2.6 existe um germe inversivel h : (R",0) — (R",0) para o qual foh e
g sao C-equivalentes. Pela Proposi¢ao 2.7 I;o, = I,. Dai cada componente f;oh de foh

se escreve da seguinte forma
p
fi oh = Z aijgj (*)
j=1
com a;; €€y, 1 =1,...,p.
Vamos mostrar que h*(I;) = 1.

Primeiro mostremos que h*(I;) C I,. Para isto, basta mostrar que h*(f;) € I,, para

toda f; € I;. Por definigao de h*, h*(f;) = fio h.
Entao,
) %
W (fi) = fioh = Zaijgj € I,
j=1
como queriamos.
Agora mostremos que I, C h*(Iy).

Seja k € I,. Como I, = 1, segue que k € If.,. Logo,
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iS]

k = a;(fioh)

1(f10 h)+ ...+ ap(fpoh)
= h*(arfi) + ... + h*(apfp)
(
(

~.

I
)

I
>

* alfl —l— +apfp)

= I Zazfz

P
Como Zaifi € Iy, temos que k € h*(Iy).

i=1
Portanto h*(Iy) = I,.

Reciprocamente, suponhamos que /¢ e I, sao isomorficamente induzidos, ou seja existe
um isomorfismo induzido h* : €, — &, para algum germe inversivel h : (R™, 0) — (R™,0),
o qual h*(Iy) = I,. Logo Ifon, = I, e assim os germes f o h e g sao C-equivalentes. Pela

Observacao 2.6 f e g sao K-equivalentes.

]

Embora os grupos de Mather nao sejam grupos de Lie e ¢,, nao seja variedade, é
possivel seguir o modelo finito de grupos de Lie agindo em variedades e definir objetos
que sao chamados espacos tangentes a orbita de um germe f, com respeito a um destes
grupos. Neste texto estamos interessados em definir o espago tangente a KC-6rbita de
um germe f. Como K é o produto semi-direto de R e C vamos analisar duas situacoes

separadamente, antes de definir o K-espaco tangente.

Considere inicialmente a aplicagao:

gbeR—) g9

n7p

h — foh L.

Podemos pensar no espaco tangente a 6rbita R - f como sendo a imagem da diferencial

de ¢ na identidade.

Observe que ¢¢(id) = f, onde id é o germe em zero da aplicacdo identidade em R™.

Logo a diferencial de ¢; na identidade é a aplicacao linear

Dia(¢5) : TiaR — Tyey,
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; 0 0 : _ 0
Como R é aberto em ¢, ,, e £, , tem estrutura de espago vetorial temos que TR = ¢, ,

0

0 —
e Tren, = Enyp

Assim

Dld(¢f) : 691,71 — 691,;0
Agora queremos deduzir uma férmula para D;q(¢y).
Considere h = (hy, hy, ..., hy,) € € ..

Podemos pensar em h como o vetor tangente a curva y(t) = id + th com t proximo

de zero. Assim ~/(0) = h.
Agora consideremos a curva através de f que leva ¢ em ¢¢(v(¢)). Entao
(65 0v(0)(x) = ¢r(v(1))(x) = (f o (id + th) ™) (x) = f(x1 + tha(z), .. xn + thn(x)) €
¢ro7(0) = f(x).

Logo

8f+ -+ hy, of

Dia(¢7)(h) = Dia(¢5)(7'(0)) = (¢ 07)'(0) = 3 T "Or,

Consequentemente a diferencial procurada é dada por

Dzd(¢f) gg,n — gg,p

(hl,...,hn) — hl + +h”81

A imagem dessa aplicagao linear serd o submodulo En{aax ,&E L1 do e,-modulo

59171, Este submoddulo é chamado de modulo Jacobiano de f, e o denotaremos por
_ /9f Ofn

A segunda aplicacao a ser considerada aqui é:

Ffi C — 891717
(id, H) — Hol(id,f).

Para simplificar nossa notagao, identificaremos cada C-equivaléncia (id, H), onde

H(z,y) = (z,0(x,y)), com o germe de aplicac¢ao 6.

Observemos que ¢y : ), . — €5 . dada por ¥¢(0) = 6 o (id, f) é uma aplicagio

linear, logo ¢ f|c = Fy também é uma aplicagao linear e assim e D;qFy = Fy.
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Queremos portanto descobrir qual é a imagem de Fy quando aplicada a germes 0(x,y)

tais que 6(z,0) = 0 para todo  em R".

Sejam 01, ..., 6, as componentes de 6, que claramente satisfazem 60;(z,0) = 0,1 <i <p,

para todo x em R".

p
Pelo Lema de Hadamard 60;(x,y) = Z y;a;, com o funcoes de classe C*°, e portanto,
j=1

0;(z, f(z)) = ijaj.

Ou seja, 0; € I;.
Provaremos agora que D;iF¢(T;aC) = F¢(C) = If - pp.

Primeiramente note que

0 € T;aC = Fr(0) =00 (id, f) = (010 (id, f),...,0, 0 (id, f)) € If - £pnp.

E portanto D;qF(T;aC) C Iy - €5 p.

Reciprocamente considere v = (0,0, ..., fjy,...,0,0) € Is-g, ,, onde fj, ocupa a ip-ésima

posicao na p-upla.

Tome H; : (R™ x RP,0) — (R™ x RP,0) definida pela matriz (n + p) x (n + p) dada
por I 4+ M, onde M = (aij)(nﬂ,)x(nﬂ,), COM Aptigntjo = 1+ com o restante das entradas

nulas e I a matriz identidade em R™ x RP.
Claramente temos que Hy(x,0) = (x,0), e portanto para t # —1, H, € C.

Agora considere a curva dada por (t) = H;. Note que 7/(0) é dada pela matriz

(bi5) (n+p) x (n+p)» Onde by pio nyjo = 1 e o restante das entradas sao nulas.
Disto segue que 7/(0) - (z, f(z)) = (0, ..., 0, f},, 0, ..., 0).
Identificando 6 com +/(0) temos que F¢(8) = 6o (id, f) = (0, ..., 0, f},, 0, ...,0) = v.

Portanto, cada um dos geradores de Iy - ¢, , pertence a D;4F¢(T;4C), que é um espago

vetorial, logo Iy - €, C DiaFp(T;4C), como queriamos.

Dessa forma chegamos a seguinte definicao formal:

Defini¢do 2.15. Dado um germe [ : (R™ 0) — (RP,0), definimos o K-espago tangente
de f como sendo o ep-submodulo Ty = J¢ + If - €y, .
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Definimos a K-codimensao de f como sendo a codimensao de Ty, ou seja,

. En
K-cod f = dszT;'

Como ja vimos no Capitulo 1, o conjunto ¢, , pode ser identificado com p-copias de

en (Ou seja, €, X ... x¢g, p-vezes). Assim, I;-¢,, ¢ gerado por todos os vetores da forma

(0,0,...,£,0,...,0),

com f; percorrendo as p posi¢oes da p-upla, i =1,...,p.

or 9,
oxy’ 7 O,

Exemplo 2.16. Seja f: (R%0) — (R,0) dada por f(x,y) = 2? + y°.

Por outro lado Jy = (

Neste caso, Jp = (x,y) e I; = (x* +y*). Assim, o K-espago tangente de f é dado por
Ty =Jp+1p-e0 = (v,y) + (2 + y°) = (v,9) = J;.

Exemplo 2.17. Seja f: (R?0) — (R?,0) dada por f(x,y) = (2* + y?, zy).

Aqui temos J; = ((2z,y), (2y,2)) e I;-e25 = (22 +y?,0), (0,22 +y?), (0, 2y), (zy,0)).
Assim, o K-espaco tangente de f € dado por

Ty

((2z,9), (2y,2), (z* +42,0), (0, 2% + ¢*), (0, 7y), (zy,0))
((22,9), (2y, ), (0, 2y), (zy,0)).

2.1 K-invariantes

Nesta secao investigaremos alguns invariantes para o grupo K. Dizemos que uma Pro-
priedade P é invariante com respeito a K-equivaléncia, se f ~ge f possui a propriedade

P entao g também possui a propriedade P.

2.1.1 K-codimensao
Proposigao 2.18. (/13]) Seja M um e,-mddulo livre com uma base finita, e seja I C M
um &,-submodulo.

I tem codimensao finita em M se, e somente se, existe um inteiro k > 1 tal que
ME-MCT.
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Demonstrag¢ao. Suponha cod I = j — 1 e considere a sequéncia de inclusoes
ICI+ M, -McI+M™7 - Mc..cI+M> - MCI+M,-MCe,.
Entao,
0=code, < cod(I + M, - M) < cod(l +M?-M)<..<cod(I+ M) -M)<codl =j—1.

Como na expressao acima existem j + 1 desigualdades e 7 nimeros inteiros, entao

deve ocorrer pelo menos uma igualdade. Assim, existe k£ > 1 tal que

cod(I + MF - M) = cod(I + M. M).

Mas
T+ MY M cT+ MM =T+ MY M =T+ ME ML

Assim,

ME-McCT+ME-M=T+MSYY M =1+ M, ME M.

Portanto, pelo Lema de Nakayama temos MY - M C I, como queriamos.

Reciprocamente, suponha MP¥ - M C I para algum k& € N. Entdo, concluimos que
cod I < cod(ME - M) < . O

Observacao 2.19. Da Proposicao 2.18 seque que uma condi¢cao necessdria e suficiente

para que f tenha K-codimensao finita é que exista um inteiro k > 1 tal que M ¢, , C TY.

Note que M¥% - ¢, , = ((0,0,...,m,...,0)), onde m é um mondémio de grau k, nas

variaveis xq, ..., T,, percorrendo as p posicoes possiveis da p-upla.

Exemplo 2.20. O germe f(z,y)=(2*,v*), (“lenco dobrado em 4”), tem K-codimensdo
finita.

0 0
De fato, note que Jy é gerado por 8_f = (22,0) e 8_f = (0,2y), enquanto Iy -e99 €
L Yy

gerado por (z%,0), (0,22), (y*,0) e (0,4%). Portanto,

Ty = {(2,0),(0,), (0,2%), (*,0)).

Verifiquemos se a Observacao 2.19 é cumprida para algum k.
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Considere k = 1. Neste caso

M? ) 52,2 = <(ZL‘, 0)7 (ya 0)7 (0,1’), (O7y)>'

Dai claramente (y,0) & T, logo My - 22 ¢ T5.

Consideremos agora k = 2. Entio, como M3 é gerado pelos mondmios x2, xy e y?,

temos que
M - e32 = ((2,0), (2y,0), (4%, 0), (0,2%), (0, zy), (0, %))
Como
(zy,0) = y(x,0) e (0,zy) = 2(0,y), seque que M3 - 95 C T}.
Logo f tem KC-codimensao finita.

Proposicao 2.21. ([13]) Sejam M um e,-mddulo livre com uma base finita e I C M um

En-submaodulo.

I tem codimensao finita se, e somente se, codil = 0 exceto para um nimero finito de

termos, onde
I+ Mt M
I+ Mk M

cody I = dim
Neste caso
cod I = codyl + codyI + ...
Demonstracdo. Suponha cod I finita, entio existe k € N tal que M* . M C I.
Assim, se j > k temos

M -McME-MCT

Logo,

1
cod;l = dimf =0,V) > k.

Reciprocamente suponha kg € N tal que cody,I = 0, entao
I+ Mroo M =T 4 Mbotto

e portanto
MECM C T+ Mt

Pelo Lema de Nakayama segue que MK . M C I, ou seja, I tem codimensio finita.
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Agora resta mostrar a segunda parte da proposi¢cao. Suponha que / tem codimensao

finita, entao codil = 0 exceto para um numero finito de termos. Note que:

AT+ codi T+ di M i I+Mn~M+ i I+ Mbko=1. M
CO CO . =Aadim———m™m™™ MMM ——0 m .
0 ! I+ M, M I+ M2 M I+ Mk M

Como [ tem codimensao finita segue que

I+ Mk M

dim[—i—./\/l,’i“']\/[

= cod(I + MF - M) — cod(I + MF - M),

logo,
codol + cod I + ... =

= (cod(I + M,, - M) — cod M) + ...+ (cod(I + MPFo . M) — cod(I + MFo=1. M))
= cod(I + MFo - M) — cod M

= cod(I + MF . M).

Como M* . M C I temos cod(I + M¥ - M) = cod I.

]

Observagao 2.22. Seja f : (R",0) — (R?,0). Fazendo M = ¢,, ¢ I = Ty na

Proposicao 2.21 temos que, se f tem K-codimensao finita, entao
IC-cod f = codyf + cody f + ...
onde

Tf + MZ . €n,p
Tf -+ Mfﬁl . €n7p‘

cody f = dim

Observagao 2.23. Note que se nenhuma das componentes f1, ..., f, de f envolve termos

lineares entao Ty C M,, - €., € portanto codyf = p.
Exemplo 2.24. Vamos calcular a K-codimensao do germe f : (R?,0) — (R%0) dado
por f(z,y) = (2%, ¢%).

Como vimos no Ezemplo 2.20 Ty é gerado por (z,0), (y*,0), (0,y) e (0,2?). Pela
Observacao 2.23 codyf = 2. Para calcularmos codyf temos primeiro que determinar

quais geradores de My - €99 estao em Ty + M. €22. Observe que:

MQ "€22 = <(33, 0)7 (y’ 0)7 (va)’ (O7y)>’



2.1 K-invariantes 31

Mg “E292 = <($2, 0)7 (va O)a (07 132), (Ov y2)7 (iL‘y, 0)7 (07 $y)>

Logo,
Tf + M% t€22 = <(.1‘, 0)7 <y2> 0)7 (Oa x2)7 (0: y)a (:L‘y, O)a (07 xy)>

Dai, seque que (y,0) e (0,z) nao pertencem a Ty + M3 - e25. E portanto os vetores
{(y,0),(0,2)} formam uma base para o suplemento de Ty + M3 - 99 em Tf 4+ My - £95.
Entao cody f = 2.

Podemos parar por aqui, pois como jd vimos no Ezemplo 2.20, M3 - e35 C T}, ou

seja, f tem K-codimensao finita, e assim codyf = 0 para todo k > 2.
Portanto,
K-cod f = codyf +codyf =2+ 2=4.

Exemplo 2.25. Considere o germe [ : (R,0) — (RP,0) definido por f(z) = (0, ...,0, z"*1)
comt>1, comteZ. AK-codf= pt+p—1.

Aqui 0 médulo Jacobiano Jy € gerado por (0, ...,0,2%) e o ideal Iy € gerado pelos vetores

da forma (0, ...,0,2'71,0,....0), onde x'™! percorre as p posigoes da p-upla.

Seque-se que o K-espago tangente Ty € gerado pelos vetores (0, ..., 0,z%1,0,...,0) (com

' percorrendo as p — 1 primeiras posigoes da p-upla) mais o vetor (0, ...,0,z").
Calculemos a codyf.

O ideal MY ¢é gerado por z*, logo o submddulo MY - &1, é gerado pelos vetores da

forma (0, ...,0,2%,0,...,0), com x* percorrendo as p posi¢oes da p-upla.
Precisamos verificar quais desses geradores pertencem ao submddulo Ty + M5 gy,

Consideremos os trés casos a sequir:

e k < t: nenhum dos geradores de M¥ - ¢y, pertence a Ty + Mg, e como hd p

geradores temos que codyf = p.

ek =t : neste caso o tnico gerador de M¥ - 1, que pertence a Ty + M - g, é

(0,...,0,2"), portanto codyf =p — 1.

o k>t : todos os geradores de M¥-e1,, pertencem a Tf—l—./\/llfﬂ-elm e portanto cody f = 0.

Assim temos que K-cod f = pt +p — 1.
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Exemplo 2.26. Vamos calcular a K-codimensao de f(z,y) = (zy, 2* + ).
Aqui temos Jp = ((x,3y?), (y,32%)) € It-ca2 = ((zy,0), (0, zy), (z*+y*,0), (0, 2°+y?)).

Agora veja que:
(07:)33) = %l’(ya 3[E2) - %(xyv 0)7
(0,4°) = ty(z, 3y?) — L(wy,0);

(°,0) = y*(y, 32*) — 3xy(0, zy);

(z%,0) = 2*(x, 3y*) — 3xy(0, zy).

Assim (2°,0), (0,2°), (v2,0),(0,y) € Ty = Jp + If - £29. Além disso sabemos que

M% cE€29 = <(I3, 0)7 (O? $3)7 ($y2>? (07 $y2>7 ($2y, 0>7 (07 'sz)v (y37 0)7 (07 y3)>7

e como (zy?,0), (0, 2y?), (x%y,0), (0, 2%y) também pertencem a Ty, seque que

Mg “€99 C Tf + M% ©E22 = Tf + MQM; - E€99.

Portanto pelo Lema de Nakayama, temos que M3 - €22 C T%, ou seja, [ tem

K-codimensao finita. Sabendo desse fato, vamos ao cdlculo da KC-codimensao de f.

Tp+M3j-e20 €39
T+ Msy-e90 My s

Ty + My e _ Ms €99
T+ M3 -e00 Tp+Mi 95

Tf + M% * €22 N M% © €22
Tf + M% . 6272 Tf

codof = dim =2;

cody f = dim = 2;

Y

cods f = dim =2

Para k > 3 temos que M% C T} e portanto a cody.f = 0.

Com isso a K-cod f = codyf + codi f + codyf =2+2+2=6.

Proposicao 2.27. (/13]) Se dois germes sao K-equivalentes entdo eles tem a mesma

K-codimensao.

Demonstragao. Vamos inicialmente mostrar a seguinte propriedade P:
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“Seja u = (u;;) uma matriz inversivel p X p, com entradas em ¢,,. Tome U : ,,,, = €,
um isomorfismo entre espacos vetoriais, dado por f +— u - f, onde pensamos em f como

um vetor coluna. Chamemos g = u - f. Entao U(Ty) =T,
Observe que
Iy enp C Iy enp CUyenp) CUMTy) (%)
De fato, primeiramente note que g = u.f, logo I, C Iy e assim I -€,, C If - €, p.

Agora note que U(I;-¢,,) € U(Ty). Resta mostrar que If-¢,, C U(If-€,,). Entao
seja (0,...,0, f;,0...,0) € Iy - €,,. Vamos mostrar que existe um h € Iy - ¢,, tal que
U(h)=(0,...,0, f;,0...,0). Note que

U(h)=(0,...,0,f,0...,0) < uwh=(0,...,0,f,0...,0) <

(

ullhl + Ulghg + ...+ ulphp =0

g uilhl + Uighg + ...+ uiphp — fz

L uplhl —+ Upzhg —+ ...+ 'prphp =0

Como (u;;) € um matriz inversivel, temos que det(u;;) # 0. Pela regra de Cramer,

det D
J det(uw)
onde
U1 ... Urj—1 0 Urj41 -+ Ulp
D=| ¢ . i
Upr -+ Upj—1 0 Upj+1 -+ Upp

Como det D é uma combinacao linear de f;, temos que cada componente de h é uma
combinagao linear de f;, e portanto h é uma combinagao linear de (0,...,0, f;,0...,0) €

It - e,, com f; percorrendo as p posicoes da p-upla. Logo h € Iy - €, ,, como queriamos.
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Por outro lado,

Jg CUf) + 1y eny CUJf) + Uy €np) =U(Jp + 1 - €np) = U(Ty) (¥%).

A primeira inclusao segue da regra de diferenciacao de produto de duas fungoes, pois

g=u- f. A outra inclusao é imediata.
Assim por (x) e (xx) T, = J, + I, - €,, C U(T}).

Por um raciocinio analogo mostra-se que Ty C U~*(T}). Logo U(Ty) = T, e a pro-

priedade P esta provada.

Seja h : (R™",0) — (R"™,0) um germe de difeomorfismo e considere ¢ : £,, — €, 0

isomorfismo dado por f+ foh.
Nessas condicoes, se g = f o h podemos afirmar:
Afirmacao 1: ¢¥(Ty) =T,

De fato, assim como antes ¢ suficiente provar que 7, C ¥(1y), o que se reduz a provar
que Iy -e,, CY(Ty) e J, CY(Ty).

A primeira inclusao segue do fato que
Iy enp =Ty - enp = s - Enp) C Y(T7).

A outra inclusao deve-se a aplicacao da regra da cadeia para g = f o h:

dg <~ 0h; [ Of .
:E 2 2L <i<n.
8.%1- 8.(51 (81'] ° ) ’ 1 =t=n

Jj=1

Jg
8:17i

Utilizando a Afirmacao 1 vamos agora provar que a K-codimensiao é um invariante

Portanto € Y(Jy) C ¢Y(Ty). Logo J, C (Ty).

para a K-equivaléncia.

Sejam fi, fo : (R",0) — (RP,0) germes K-equivalentes. Entdo, existe um germe
inversivel h : (R",0) — (R™,0) tal que f; Y faoh. Pela Proposicao 2.7, existe uma matriz

inversivel p X p, u = (u;;), com entradas em ¢, tal que f; =u- (fa0h).

Pela propriedade P, segue que T}, é isomorfo a T¥,., e pela Afirmacao 1, T,op €
isomorfo a T%,. Assim, existe um isomorfismo U o9 que aplica T}, sobre T7,.

Enp , . En, N . .
Logo — & isomorfo a —2 e portanto, f; e f> tém a mesma K-codimensao.
T ) )

N f2
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O

Exemplo 2.28. Como jd vimos, os germes f(z) = (2%,0) e g(x) = (22, 2°%) sao K-

equivalentes, logo pela Proposicao 2.27 possuem a mesma K-codimensao, que neste caso

é 2.

Exemplo 2.29. Vimos também que os germes dados por f(x,y) = (22,4 e g(z,y) =
(22 + 9%, xy) sdo K-equivalentes. Além disso f possui K-codimensao igual a 4. De acordo

com a Proposicao 2.27 a K-codimensao de g € /.

2.1.2 Simbolo de Boardman

Definigao 2.30. Sejam I um ideal em €,, x1,...,x, um sistema de coordenadas em R"
e s > 1 um inteiro. Definimos Al =1+ 1" onde I’ € o ideal gerado pelos determinantes

das submatrizes s X s da matriz

oh ok
(9961 o 8%
JI = e
oy Ofy
8[)31 o 0xn
com fi,..., fp 0s geradores do ideal I.

Proposicao 2.31. (/13/) O ideal AsI obtido na defini¢ao acima nao depende de nenhuma
mudanga de geradores e nenhuna mudanga de coordenadas, isto €, se gy, ..., gq 560 outros
geradores para o ideal I e yy, ..., Yy, um outro sistema de coordenadas, entao Al coincide

com o ideal gerado por I e pelos determinantes das submatrizes s X s da matriz jacobiana

00 0
Oy Oa

JI = LTl (%)
on,  u,
Oy Oyn

Demonstracio. E suficiente provar que qualquer determinante das submatrizes s x s de

(%) estd em A I. Cada g; pode ser escrito como combinagao linear de fi, com coeficientes

em €,. Entao cada 32 pode ser escrito como combinacao linear de g—i@ mais um elemento
J

9g;
Oy,
de I. Usando a multilinearidade dos determinantes vemos que qualquer determinante das

submatrizes s x s de (x) esta no ideal gerado por I e pelos menores subdeterminantes
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s X s da matriz

oh  oh
Oy Oyn

P ()
9, o
oy Ovn

Entao sera suficiente mostrar que qualquer determinante das submatrizes s x s de

(xx) estd em A . Para isso observe que pela regra da cadeia escrevemos % como uma
combinagao linear de %, com coeficientes em ¢,,. O resultado segue aplicando novamente

a multilinearidade do determinante.

]

Observacao 2.32. Note que Ayl = I para todo s >n e que I C A, I CA, I C...C
JANY

Definicao 2.33. Definimos A°1 = A,,_s.11, com I C g,.
Observacao 2.34. Pela Observacao 2.32 e pela Defini¢cao 2.33
I=ATCA'TC...CA"L

Definicao 2.35. A extensdo jacobiana critica de um ideal I, é o dltimo ideal A" de
I = AT C AT C ... C A", que é préprio. Este ideal tem uma extensao jacobiana

critica A A", e assim por diante.

Logo obtemos uma sequéncia AT, A2A] ... e dizemos que I tem Simbolo de Board-

man (iy,1g,...).

Definicao 2.36. O Simbolo de Boardman de um germe f é dado pelo Simbolo de Boardman
de seu ideal Iy.

Exemplo 2.37. Considere o germe f dado por f(x,y) = (xy,x* +y*). Vamos calcular o
Simbolo de Boardman de f.

Neste caso temos que calcular o Simbolo de Boardman do ideal gerado pelas compo-

nentes da f, ou seja, I; = (zy,x* + y?).

g= Y "
20 2y

Note que

Entao
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AOIf = A2_0+1]f = Ag]f = ]f;
AlIf = A271+1[f = AQIf = (xy,x2,y2>;
AQIf = A2_2+1If = Alff = <$,y>
Sabemos que AOIf C Alff - AQIf, ou seja, Iy C (ry,x% y?) C (x,y) # &3. Portanto

a extensao jacobiana critica de Iy é o ideal Azlf = (z,y), e assim a primeira coordenada

do Stmbolo de Bordaman de f € 2.

Agora considere M = A*I; = (z,y), entdo

10
JM =
01

Logo,

AOM = A2_0+1M = AgM = M,
A'M = DNy 1M = MM = e;

A2M = A2,2+1M == AlM = &9.

Portanto a extensao jacobiana critica de M € o ideal A°M = M. Com isso, a sequnda
coordenada do Sitmbolo de Boardman de f é (. Observe que a partir dagqui o mesmo ocorrerd

para as proximas extensoes jacobianas criticas.

Portanto o Simbolo de Boardman de f € (2,0,0,...).

Proposicao 2.38. ([13]) O Simbolo de Boardman é um invariante para a K-equivaléncia.

Demonstrag¢ao. Sejam f, f': (R",0) — (RP,0), com fi,..., f, as componentes de f e

fi,--+, [, as componentes de f’.

Como K é o produto semi-direto dos grupos R e C, vamos dividir a prova da proposi¢ao

em duas etapas.

Etapa 1: Primeiro suponhamos que f e f’ sao C-equivalentes. Pela Proposicao 2.7

Iy = Iy, assim os Simbolos de Boardman de f e f’ coincidem pela Proposigao 2.31.

Etapa 2: Agora suponhamos que f e f’ sdo R-equivalentes, entdao existe um germe
de difeomorfismo h : (R™,0) — (R",0) para o qual f/ = f o h. As componentes

hi,...,h, de h produzem um sistema de coordenadas. Calculando a matriz jacobiana de
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fiy, f; relativa ao sistema de coordenadas canonica x4, ..., x, teremos o mesmo ideal se
calculdssemos a matriz jacobiana de f,. .., f, relativa ao sistema de coordenadas hy, ..., hy,.

Segue novamente da Proposi¢ao 2.31 que f e f’ tém o mesmo Simbolo de Boardman.

Se f e f’' sao K-equivalentes, combinando as idéias das Etapas 1 e 2, segue que f e f’

tém o mesmo Simbolo de Boardman. O

Proposicao 2.39. ([13]) Considere o germe f : (R",0) — (RP,0). Os primeiros k

inteiros Sitmbolos de Boardman de f dependem apenas do seu k-jato.

Demonstragao. Seja (iy,1z,...) o Simbolo de Boardman de f. Por definigio, é evidente

(por indugao sobre k) que o ideal A* A1 A% ¢ gerado pela derivadas parciais de
ordem < k de fi,..., fp.

Agora o fato deste ideal ser proprio ou nao, depende apenas dos valores de todas essas

derivadas em zero. Assim 7, depende apenas do k-jato de f em zero. m

Definigao 2.40. Dados k inteiros iy,is, ..., 0, ..., dizemos que f : (R",0) — (RP,0) ¢

do tipo X2tk ge seu Simbolo de Boardman € (iy,is, ... i, - ..).
Definimos Y2 como sendo um subconjunto do espago dos jatos, J¥(n,p), que

compreende todos o0s jatos de germes do tipo N2k,

Uma questao natural é determinar quando o conjunto de singularidade de k-ésima

ordem Y-zt C J*(p p) ¢é diferente do vazio. Para isso temos a seguinte proposicio.

Proposicao 2.41. ([138]) Stizix C Jk(n,p) é diferente do vazio se, e somente se, as

sequintes condicoes sao sastifeitas

i) i1 >n—p

iii) Se iy =n —p entdo iy =iy = ... = iy.

Exemplo 2.42. Em J%(2,2) os tinicos conjuntos de singularidade diferente do vazio sdo:
22,2 22,1 22,0 21,1 e ZO’O.
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2.1.3 Germes IC-finitamente determinados

Defini¢ao 2.43. Seja k € N. Dizemos que o germe f : (R",0) — (RP0) ¢
k-K-finitamente determinado se, para todo g : (R™ 0) — (RP,0) com j%g(0) = j*f(0),

entao g € KC-equivalente a f.

Observacao 2.44. Em particular, se f é k-K-finitamente determinado, entao
~ j%£(0).
f~ 3 (0)

De fato, tomando g = j* f(0), temos que j*f(0) = j%g(0). Como f é k-K-finitamente

determinado, temos que f ~ 7% £(0).

Definicao 2.45. Dizemos que f € K-finitamente determinado se existe um k € N tal que

f € k-K-finitamente determinado.

Proposicao 2.46. Se f € ko-K-finitamente determinado, entao f € k-K-finitamente de-

terminado para todo k > ky.

Demonstracdo. Sejam g tal que j*¥g(0) = 5¥£(0), k > ko. Logo, j*g(0) = j*0 £(0).

Como f é ko-K-finitamente determinado segue que f ~ g, 0 que conclui a

demonstragao.

Teorema 2.47. (Wall [27]) Seja f: (R™,0) — (RP,0) e considere k € N.

a) Se [ é k-K-finitamente determinado, entao M+t . ¢, , C T}.
b) Se METY . g, C Ty, entio f é (k + 1)-K-finitamente determinado.
¢) Se a K-codimensao de f é d, entdio M3t . ¢, , C T}.

Teorema 2.48. (Wall [27]) Seja f : (R",0) — (RP,0). As seguintes condigées sao

equivalentes:

i) [ é K-finitamente determimado;
i) ME e, , C Ty para algum k;
iii) a KC-codimensao de f é finita.

Corolario 2.49. Se dois germes [ e g sao K-equivalentes e [ é K-finitamente determi-

nado, entao g também € KC-finitamente determinado.
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Demonstragao. Do Teorema 2.48 temos que f tem K-codimensao finita.

J& vimos que a K-codimensao é um invariante. Portanto g também tem KC-codimensao

finita. Assim, novamente pelo Teorema 2.48, g é KC-finitamente determinado.

2.1.4 Algebra local

Definig¢do 2.50. Seja f: (R™,0) — (R?,0). Definimos a R-dlgebra local de f por

Q(f) = en/ls = en/{f1s- - fp)-

J. Mather mostrou que para germes K-finitamente determinados, a algebra local
associada ao germe é um invariante completo para a K-equivaléncia. Este é o conteudo

do seguinte teorema devido a Mather.

Teorema 2.51. (Mather [19]) Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes K-finitamente de-
terminados. Entao, f é K-equivalente a g se, e somente se, as R-dlgebras locais Q(f) e

Q(g) sao isomorfas.

Exemplo 2.52. Considere f(x,y) = (z,y* + zy) e g(z,y) = (z,y*). Note que I; =
(2,9 + zy) = (x,y°) = I,. Entao,

QU =R-{1,y,4’} e Q(g9) = R-{1,y,4°}.

Portanto Q(f) =~ Q(g), assim pelo Teorema 2.51 f e g sao K-equivalentes.

Exemplo 2.53. Considere os germes f(x) = 2° e g(x) = z. Note que as R-dlgebras locais
Q(f) e Q(g) ndo sao isomorfas, pois apresentam dimensoes diferentes como

R-espacos vetoriais. Logo f e g nao sao K equivalentes.

2.2 Deformacoes e desdobramentos

Defini¢ao 2.54. Uma deformagao a r-parémetros de fo : (R",0) — (RP,0) € um germe
f o (R"x R*0) — (RP,0) com f(0,2) = fo(xz) e o desdobramento a r-parametros
correspondente € o germe F: (R" xR™, 0) — (R" xRP,0) dada por F(u,x) = (u, f(u, x)).

Exemplo 2.55. Considere ||f||*> a funcdao distincia ao quadrado padrio associada ao
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germe [ : (R,0) — (R2%,0). O germe g: (R* x R,0) — (R,0) dado por

€ uma deformacao a 2-pardmetros de f.

Definicao 2.56. Dois desdobramentos a r-pardmetros de um mesmo germe fo, F| e
Fy, sao isomorfos se Fy = 1 o Fy o ¢, onde ¢ : (R” x R",0) — (R" x R™,0) (resp.
Y (R"xRP,0) — (R" x RP,0)) é um difeomorfismo local, desdobramento a r-parémetros
da identidade de R™ (resp. RP).

Definicao 2.57. Um desdobramento F de fo é constante se F(u,x) = (u, fo(z)). Um

desdobramento F' de fo é chamado trivial se F' for isomorfo ao desdobramento constante.
Definicao 2.58. Um germe fy € estavel se todos os seus desdobramentos sao triviais.

Observacao 2.59. Vale ressaltar que existem iniumeras condicoes aparentemente dife-

rentes de estabilidade. No entanto temos vdrias equivaléncias entre elas. Veja [15]

Definicao 2.60. Dizemos que f é uma deformacao K-transversal de fy quando

R-{fi,., fr}+ T = €np

onde f; = g—ﬂuzo € Ut,...,U, a0 as coordenadas candnicas de R".
Observacao 2.61. O germe fo admite uma deformacao K-transversal se, e somente se,
fo tem K-codimensao finita .
Baseado na Observacao 2.61, podemos construir explicitamente deformagoes K-transversais
de um germe f.

Seja fo : (R™,0) — (RP,0) um germe de aplicacao de K-codimensao r. Escolhemos
fi,..., fr € enyp tais que
R' {fl?' . .,fr} +Tf0 = En,p-

Assim, a deformacao g : (R” x R",0) — (R?,0) dada por
g(u, ) = fo(x) + Zuifi<x)>
i=1

¢ uma deformacgao K-transversal de fjy, como consequéncia da Defini¢ao 2.60.

Exemplo 2.62. O germe f : (R?,0) — (R?,0) dado por f(z,y) = (2%, 4?) tem
K-codimensio 4, e sabemos que Ty = ((z,0), (y*0),(0,y),(0,22)). Logo o suplemento
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de Ty em ea,5 € dado por R-{(1,0),(0,1),(y,0),(0,z)}. Assim g: (R* x R? 0) — (R?,0)
com componentes dada por

g1 :x2—|—u1y+u3
g2 = Y% + usT + uy
€ uma deformacao KC-transversal de f.

Definicao 2.63. (Equivaléncia de Deformacgées) Seja fo : (R*,0) — (RP,0). Duas
deformacoes f e g a r-pardmetros de fo sao K-equivalentes se existir um germe de difeo-
morfismo ® : (R” x R",0) — (R" x R") da forma ®(u,x) = (u, p(u,z)), com ¢(0,2) = x,
tal que ®*(1,) = Iy.

Definicdo 2.64. (Deformagées Induzidas) Sejam f : (R” x R",0) — (RP,0) uma
deformacao a r-parametros de um germe fo @ (R™,0) — (RP,0) e h : (R%,0) — (R",0).
Podemos obter uma deformagao a s-pardmetros g : (R* x R™,0) — (RP,0) de fo dada por

g(v,x) = f(h(v),z), chamada deformagao induzida por h.
Escrevemos g = h* f e nesta situacao h é uma mudancga de pardametros.

Definicao 2.65. (Deformacgées Versais) Uma deformagao f de fo é dita K-versal se
toda deformacgao g de fy for K-equivalente a h*f, onde h é uma aplicagciao conveniente

entre 0s espacos dos parametros de g e f.

Observagao 2.66. Seja f : (R x R",0) — (RP,0) uma deformagao K-versal a
r-pardmetros de fy. Tomemos g outra deformagaio K-versal a r-parametros de fy. Entao

existe um germe de aplicagio ¥ : (R” x R" 0) — (R" x R™,0) tal que Ifop = I,.

De fato, como f é K-versal, existe um germe de aplica¢ao h : (R",0) — (R",0) tal

que g € K-equivalente a h* f. Assim, por definicao, existe
d: (R" xR"0)— (R" x R",0)

(v,2) = (v,0(v,7)),

um germe de difeomorfismo (desdobramento a r-parametros da identidade em R") tal que
" (Iney) = Lin prow = Iy-

Considere ¢ : (R" x R",0) — (R" x R™,0) dado por ¢(v,z) = (h(v),x).

Portanto existe um germe de aplicacao

U=pod: (R xR"0) — (R xR",0)
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(v,2) = (h(v), d(v, z))
tal que (K*f)o® = fo W, ou seja, Lrou = 1.

Quando fy tem K-codimensao finita, digamos ¢, uma deformacao K-versal a c-parametros

de fy é chamada de K-universal.

Teorema 2.67. (Teorema da K-versalidade [13]) Seja f : (R” x R",0) — (RP,0) uma
deformacao a r-parametros do germe fo : (R™,0) — (RP,0). Entao, f é K-versal se, e

somente se, f é K-transversal.

Demonstracao. Suponhamos que f seja KC-versal. Temos que mostrar que f é KC-transversal,

isto é, que

R-{fi,.... fr} +Tp = np-

Como ]R-{fl, o f}}—t—Tfo C &n,p sempre, basta mostrar que €, , C R-{fl, ce f}}—l—Tfo.

Consideremos um germe gy em ¢, , e uma deformacao a 1-parametro g de f, dada por
g(v,z) = fo(x)+vgo(z). Por hipotese g é K-equivalente (como deformagao) a deformagao
induzida H = h*f, com h: (R,0) — (R",0), h = (hy,...,h,). Assim

oh, oh,

H(v,z) = f(h(v),z) e H= W(o)fl+...+ o (0)f,.

Logo H estd em R-{f1,..., f,}.

Agora usando o fato que g e H sao deformacoes K-equivalentes, temos que g — H

estd em T, e portanto g estd em R - {fl, . .,fr} +Ty,. Mas g = go, logo go esta em
R'{flv"'7f7“}'

A reciproca, nao sera feita aqui. Podemos encontréa-la em |17] p. 20. O
Proposicao 2.68. ([13]) Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de posto r . Entao existe

um germe inversivel h : (R",0) — (R™,0) para o qual F = f o h é um desdobramento a

r-pardmetros de um germe de posto zero.

Demonstragao. Fazendo mudancas de coordenadas na fonte e na meta, podemos supor

que a matriz jacobiana de f avaliada em 0, é

(50
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onde [, é a matriz identidade, r X 7.

Considere o germe g : (R™,0) — (R",0) cujas componentes sao as primeiras r compo-
nentes fi,..., f, de f. Claramente g tem posto r, assim pela Forma Local das Submer-
soes existe um germe inversivel A : (R" 0) — (R",0) para o qual g o h é uma proje¢ao
(x1,...,2p) = (21,...,2,). Eentdo F = foh é o germe procurado.

]
Definicdo 2.69. (Aplicagdo associada a uma deformacdo K-versal) Sejam
fo: (R™,0) = (RP,0) e fuma deformagao a s-parémetros de fo. Definimos 7y : (Vy,0) —
(R*,0) a restrigio da projecio canénica m : (R* x R",0) — (R*%,0), onde V; = f~1(0),
como sendo o germe de aplicacao associada a f.
Proposicao 2.70. (Martinet [16]) Sejam f,g : (R® x R" 0) — (RP,0) s-deformagoes
K-versais dos germes fo,g0 @ (R™,0) — (RP,0), respectivamente. Se fyo e go sao K-

equivalentes entio Ty e Ty sao A-equivalentes.

Demonstragao. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso 1. Primeiro considere o caso em que fo = go. Assim temos que f e g sao defor-
macgoes [K-versais de fp, logo pela Observacao 2.66, existe um germe
U (R* x R”,0) = (R* x R",0) dado por ¥(v,z) = (h(v),¢(v,x)) tal que Ifop = I,.

Dai temos que o diagrama abaixo é comutativo

(R® x R™,0) —  (R®* xR™,0)
m o
R,0) (R*,0)

De fato,

(moW)(v,z) = 7(V(v,2)) = w(h(v),d(v,z)) = h(v) = h(r(v,z)) = (hom)(v, x).

Além disso temos que Ifoy = I,, assim existe uma matriz inversivel M (v, x) com

entradas em e, tal que (f o U)(v,z) = M(v,z) - g(v, z).

Agora, seja (v,z) € V, = g7(0), logo g(v,z) = 0. Dai,

f¥(v,2)) = (fo¥)(v,2) = M(v,z) - g(v,2) = 0.

Portanto ¥(v,z) € f~1(0) = V;. De onde segue que o diagrama abaixo também
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comuta
(V4,0) 2 (R®,0)
v | I h
(V4. 0) — (R*,0)

Ou seja, 7y e m, sao A-equivalentes.
Caso 2. Agora considere o caso geral, quando fy e gg sao K-equivalentes.

Como fy e go sdo K-equivalentes existe um germe inversivel h : (R, 0) — (R",0) tal
que fpo h e gy sao C-equivalentes, logo pela Proposicao 2.7 existe uma matriz inversivel
M (z), com entradas em ¢, para os quais go(z) = M(x) - fo(h(z)). Evidentemente a
deformagao a s-parametros ¢'(u,z) = M(x) - f(u, h(z)) de go, onde f é uma deformagao

K-versal de fj, também é K-versal. Assim segue do Caso 1 que 7, e m, sdo A-equivalentes.
Mostremos agora que 7y e m, sao A-equivalentes.

O difeomorfismo local na origem

(idx h): (R®*xR™"0) — (R*xR"0)
(u, ) = (u, h(x)).

leva V,/ sobre Vy .

De fato, seja (u,x) € Vy entao ¢'(u,z) = 0, logo (id x h)(u,z) = (u, h(x)) € V}, pois
g (u,x) = M(z) - f(u, h(z)) = 0 o que implica que f(u,h(x)) =0, ou seja, (u, h(z)) € V}.

Podemos trocar ¥ por (id x h) no diagrama anterior, de modo que 7y e 7, ainda

continuam A4-equivalentes.
Portanto pela transitividade da .A-equivaléncia, temos que 7y e m, sdo A-equivalentes.

]

Definicao 2.71. Seja f : (R®* x R",0) — (RP,0) uma deformagao a s-pardmetros de um
germe fo : (R™",0) — (RP,0). Dizemos que f é regqular se o posto de f em 0 é p. Nesse

caso seque que (s+n) > p.

Definig¢ao 2.72. Seja f: (R®* x R",0) — (RP,0) uma deformacgao a s-parémetros de um
germe fy : (R™,0) — (R?,0). Dizemos que f: (R! x R* xR",0) — (R?,0) € uma extensio
de f se f(0,u,z) = f(u,z).

Proposicao 2.73. (Martinet [16]) Sejam f : (R®* x R",0) — (RP,0) uma deformagao

reqular de fo : (R™,0) — (R?,0) e f : (R" x R® x R*,0) — (R?,0) uma extensdo
(reqular) de f.
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O germe 77 € um desdobramento trivial de wy se, e somente se, f é K-equivalente a

h*f, onde h : (R x R%,0) — (R*,0) é um germe de submersao.

Proposicao 2.74. (Martinet [16]) Toda deformagao g K-versal a q-parametros de um
germe fo de K-codimensao r, (¢ > 1), € K-equivalente a h*f, onde h : (R?,0) — (R",0)

€ um germe de submersao.

Teorema 2.75. (Martinet [16]) Seja f: (R® x R™",0) — (RP,0) uma deformag¢ao regular

de fo. O germe 7y € estdvel se, e somente se, f € K-versal.

Demonstrag¢ao. Seja g uma outra deformacao de fy dada por g(v,z) = fo(z) + g(v,x)

para alguma ¢ tal que ¢(0,z) = 0.

A soma f(v,u,z) = f(u,x) + g(v,x) € uma extensio de f e 77 é um desdobramento

de 7Tf.

Do fato de m; ser estével, segue que 7y é K-trivial e pela Proposi¢ao 2.73 feé

K-equivalente a h* f, onde h : (R* x R 0) — (R%,0) ¢ um germe de submersao.

Entao,

fo,u,z) = M(v,u,z)- (f o ®)(v,u,z) = M(v,u,z) - f(h(v,u), d(v,u,x)),

onde ¢ é dado como na Definicao 2.63.

Fazendo-se u = 0, temos que:
F(0,0,2) = M(v,0,2) - F(h(v,0),6(v,0,)), mas F(v,u,z) = f(u, z) + g(v,), logo

f(O,Z’) + g(v,x) = M<U707$) ) f(h(v,O),<b(v,O,x)).

Assim
g(v,z) = Mo(v,z) - f(ho(v), do(v,2)),

onde hy = hjy—o, ¢o = =0 € My = Mj,—o. Logo g & K-equivalente a hgf, isto é, f

K-versal.

Reciprocamente dado um desdobramento de 7¢, podemos construir uma extensao f

de f, tal que esse desdobramento se identifica com 7.

Como f é K-versal (por hipotese), segue pela Proposicio 2.74 que f é K-equivalente

a h*f, onde h é um germe de submersao, isto é , f é uma extensao KC-trivial de f.

Por Proposigao 2.73 75 é trivial e portanto 7y ¢ estavel. ]
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Teorema 2.76. (Martinet [16]) Sejam fo, g0 : (R",0) — (RP,0) germes estdveis. Entao

fo e go sao A-equivalentes se, e somente se, fo e gy sao K-equivalentes.

Demonstragao. Ja vimos na Observagao 2.4 que se dois germes sao A-equivalentes entao

eles sao K-equivalentes.

Agora suponhamos que fy e go sao K-equivalentes.

Consideremos f, g : (R®* x R" 0) — (RP,0) deformacoes regulares a s-parametros de
fo e go respectivamente, dadas por

fly,2) = -y + fo(z) e gy, ) =—y+ go(x).

Note que

Vi=f10)={(y,2) | fly,z) =0} = {(y, 2) | fo(x) =y}

Vo =9"0)={(y,2) | g(y,2) =0} = {(y.2) | go(x) = y}.

Dai 7p(y,x) =y = fo(z) e m4(y, ) = y = go(x).
Logo chegamos que 7y = fo e 1y = go. Como fy e go sdo germes estaveis segue que

T e Ty sao estaveis e portanto pelo Teorema 2.75 temos que f e g sao K-versais.

Com isso temos que f e g sao deformacgoes KC-versais de fy e gg, respectivamente, mas
fo e go sao K-equivalentes, logo pela Proposicao 2.70, 7y e 7, sdo A-equivalentes, ou seja,

fo e go sao A-equivalentes. H

Proposi¢ao 2.77. ([13]) Seja F : (R” x R™,0) — (R" x R?,0) um desdobramento a
r-pardmetros de um germe fo : (R™,0) — (RP,0). Entao fo e F tém o mesmo Simbolo de

Bordman.

2.3 Classificacao de germes

O objetivo desta se¢ao é apresentar algumas classificagbes com respeito a K-equivaléncia.
Defini¢ao 2.78. Seja f: (R",0) — (RP,0) um germe de aplicac¢ao diferencidvel. Defini-
mos coposto f = n — posto f.

Proposigao 2.79. (Splitting Lema [13]) Seja f : (R™,0) — (R,0), f € M2, um germe

de coposto ¢ e K-codimensao finita, entao f é K-equivalente a um germe da forma a um
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germe

g(z1, .. xe) £l + .t
com g € M3.
Proposi¢ao 2.80. ([13]) Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de K-codimensao finita,

entao seu Simbolo de Boardman deve ter a forma (iy,..., i, 0,0...) para algum k > 1.

Analisaremos a classificacao de germes para alguns casos especiais:
Caso 1: f: (R",0) — (R,0).

Neste caso existem duas possibilidades para o Simbolo de Boardman de primeira
ordem de f: ¥ te X",

e Se f & do tipo X" 7!, entdo f é ndo singular e pelo Teorema da Forma Local das

Submersoes f é equivalente ao germe da projecao.

e Se f é do tipo X", entao f tem coposto 1 e temos a seguinte proposicao:

Proposic¢ao 2.81. ([13]) Seja f € M? um germe de coposto 1 e K-codimensao finita

k > 1, entao f é K-equivalente a um germe da forma

= = =

Caso 2: f: (R,0) — (R?,0), com p > 2.

Neste caso também existem duas possibilidades para o Simbolo de Boardman de

primeira ordem de f: X% e X1

e Se f é do tipo X°, entdo f é ndo singular e pela Forma Local das Imersoes temos

que uma forma normal para f é dada pela inclusao.

e Se f é do tipo X!, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.82. (/13]) Seja f : (R,0) — (RP,0) um germe do tipo X' e K-codimensao
finita. Entao f € necessariamente do tipo Y1519 com o nimero 1 repetido k vezes para
algum k > 1. E nesse caso f é K-equivalente a (0,...,0,2%1).

Demonstracio. Que f é do tipo Lht-10

2.41 e 2.80.

¢ uma consequéncia imediata das Proposicoes

Afirmamos que f é do tipo L5110 se; e somente se, as seguintes condicdes sdo

satisfeitas:
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N & fp .
-(0), ... —(0 < k;
Dol Py <k
df;
i1) alguma a—;;(()) #0 j=k+1;
onde fi,..., f, sdo componentes de f.

De fato, por indugdo sobre k, pode-se verificar que A'... AI; é gerado por I e pelas

& fi

derivadas 3.7,

com 1 <1 <p, 1 <5<k Dai, a afirmacao segue imediatamente.

Como MF & gerado pelos polinomios de grau igual a k, temos que as condicdes i) e
ii) sao equivalentes a dizer que I; = (z"™!), entdo pela Proposi¢io 2.7 f é C-equivalente

a (0,...,0,2%1), e portanto K-equivalente.

Caso 3: f: (R?0) — (R?0).
Neste caso o Simbolo de Boardman de primeira ordem de f pode ser: X° ou X!

e Se f & do tipo XY, entdo f é nao singular e pelo Teorema da Aplicacao Inversa f é

equivalente ao germe da identidade.
e Se f é do tipo X!, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.83. (/13]) Seja f : (R?,0) — (R?,0) um germe do tipo ' e K-codimensdo

finita. Entao, f € necessariamente do tipo Y1150 com o nimero 1 repetido k vezes para

algum k > 1. Nesse caso f é K-equivalente a (x,y*1).

Demonstracido. Como na prova da proposicao anterior, o fato de f ser do tipo X110 ¢

uma consequéncia imediata das Proposicoes 2.41 e 2.80.

Como f tem posto 1, sabemos pela Proposicao 2.68 que existe um germe inversivel
h: (R%0) — (R?,0) para o qual F = foh é o desdobramento a 1-parametro de um
germe fo : (R,0) — (R,0) de posto 0, ou seja, f é R-equivalente a esse desdobramento
e, portanto, KC-equivalente. Assim F' e f possuem o mesmo Simbolo de Boardman. Além
disso pela Proposicao 2.77 fy e F' tem o mesmo Simbolo de Boardman, logo f; é tipo

$LL-L0 (com o ntimero 1 repetido k vezes).

Claramente f é K-equivalente a (z, fo(y)). Mas pela Proposicao 2.82, fo(y) é

K-equivalente a y**! e portanto, f ¢ K-equivalente a (z, y**"). o

e Se f é do tipo X2, teremos trés possibilidades para os Simbolos de Boardman de
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segunda ordem: Y29, 21 e ¥22 Porém veremos apenas o caso L2, que sera dado pela

seguinte proposi¢ao:
Proposicao 2.84. ([13]) Seja f : (R%,0) — (R?,0) um germe do tipo 3*° e K-codimensao
finita. Entao, f é K-equivalente a um dos sequintes germes listados abaizo:
Ly (wy, 2+ y°); b>a > 2
Iy : (zy,z" —y°); b>a>2 e a, b pares
IVop: (22 + 9% 2%);a >3
A classificacao sob K-equivaléncia é uma grande ferramenta na classificacao de germes

com respeito a A-equivaléncia, pois quando se trata de germes estaveis vimos no Teorema

2.76 que essas nocoes de equivaléncia sao equivalentes.



o1

Capitulo 3

Equivaléncia de contato
topologica

A equivaléncia de contato topolégica ou C’-K-equivaléncia é uma versdo topologica
da K-equivaléncia de Mather dada na Defini¢ao 2.1. Isso quer dizer que basta substituir a
palavra “difeomorfismos” por “homeomorfismos” na Definicao 2.1. Procedendo da mesma
maneira, podemos obter definicoes topologicas de outras relacoes de equivaléncia citadas
neste texto, dadas a partir dos grupos R, L, A, C e K definidos na Definicao 1.11.
Denotaremos tais equivaléncias por: C%-R, C°-L e C°-A equivaléncias. Como o foco deste
trabalho é a equivaléncia de contato, definiremos precisamente a equivaléncia de contato

topologica.

Definic¢ao 3.1. Dizemos que dois germes f,g: (R",0) — (RP,0) sao topologicamente K-
equivalentes  (ou  C°-K-equivalentes) se emistem germes de homeomorfismos
h : (R*,0) — (R",0) e H : (R" x R”,0) — (R" x RP,0) satisfazendo a propriedade

H(R™ x {0}) =R"™ x {0} e tais que os sequintes diagramas comutam

®",0) “D (R xRr0) T (R?,0)
hl H Lh

7

R"0) Y (RxRP,0) T (R,0)

~

onde id : (R™,0) — (R™,0) € a aplicagao identidade do R™ e 7, : (R™ x RP 0) — (R™,0)
a projecao candnica.
Notacao: ~ g.
otagao: f 9

O homeomorfismo H aplica o grafico de f no grafico de g, enquanto h atua em R”™.

E assim como no Capitulo 2, H é dado por H(z,y) = (h(x),0(z,y)), com 6(z,0) = 0.
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Em particular definimos a C°-C-equivaléncia quando h dado na Definicio 3.1 é a

identidade.

Exemplo 3.2. Os germes de fungoes em uma varidvel real f(z) = x° e g(x) = x sdio

C°-K-equivalentes.

De fato, basta considerar os homeomorfismos h = id : (R,0) — (R,0) e
H: (R xR0 — (RxR,0) dado por H(z,y) = (z,y?). Assim estes germes sdo

CY-C-equivalentes e portanto C°-K -equivalentes.

Observacao 3.3. Visto que todo difeomorfismo € também um homeomorfismo, temos que
se dois germes siao K-equivalentes entao eles sao C°-K-equivalentes, mas a reciproca deste
fato nao € verdadeira. Por ezemplo 0s germes do Ezemplo 3.2 sio C°-K-equivalentes e

nao sao K-equivalentes, uma vez que 2 = K-cod f # K-codg =0 .

Recorde que vimos no Capitulo 2, que a K-codimensao é um invariante para a

K-equivaléncia.

Definigao 3.4. Um germe f: (R™,0) — (RP) é C°-K-finitamente determinado, se existe
um naimero positivo k tal que todo germe g : (R™,0) — (RP,0) com j*g(0) = j*f(0), g é
CY-K-equivalente a f.

Proposicao 3.5. (Wall [27], p. 518) Seja f um germe de aplicagao analitica. Entdo, f

¢ C°-K-finitamente determinada se, e somente se, (f~1(0)NIf) — {0} =0 como germe.

Observacgao 3.6. A implica¢ao
CO-K-finitamente determinado = (f~1(0)NXf) — {0} =10
¢ sempre verdadeira, mesmo o germe sendo de classe C*™.

Alguns invariantes conhecidos para a KC-equivaléncia, como a K-codimensao e os Sim-
bolos de Boardman nao sio invariantes para a C’-K-equivaléncia. Além disso, a R-algebra
local e a C%-K-determinacdo finita também nao sdo invariantes para a C’-K-equivaléncia.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 3.7. Considere os germes f(z) = 23 e g(x) = x.

Vimos no Exzemplo 3.2 que f e g sao C°-K-equivalentes. Jd pela Observacio 3.3 vimos
que a KC-codimensao dos germes sao diferentes, além disso claramente as R-dlgebras locais
Q(f) e Q(g) nao sao isomorfas, pois apresentam dimensoes diferentes como

R-espacos vetoriais. Logo estes objetos nao sao invariantes para a C°-K-equivaléncia.
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Exemplo 3.8. Considere f(x,y) = xy e g(x,y) = xy°.

Note que estes germes sao CO-A-equivalentes, pois basta tomar os germes de homeo-
morfismos h(z,y) = (23,y) e k(x) = x3. Portanto, f e g sio C°-K-equivalentes. Além
disso, f € CV-K-finitamente determinado, mas o mesmo nao ocorre com ¢. Portanto,

temos que a C°-K-determinacdo finita nao é um invariante para a C°-K-equivaléncia.
Exemplo 3.9. Novamente considere os germes f(x) = 23 e g(z) = .

FEstes germes tém Simbolo de Boardman distintos, a saber (1,1,0,...) e (0,0,0,...),
respectivamente. Assim, o simbolo de Boardman também nao é um invariante da C°-K-

equivaléncia.

Assim, os ingredientes cléssicos relacionados a equivaléncia de contato nao sao in-
variantes para a C’-K-equivaléncia. Entdo é natural buscar algum invariante para a
CO-K-equivaléncia que seja baseado em propriedades topologicas. Mas ainda assim outro
problema que dificulta o estudo desta relacao de equivaléncia é a falta de um critério al-
gébrico, como tinhamos no caso da C*-K-equivaléncia (ver Proposigao 2.7). A principio,
nao é possivel obter uma versao topologica da Proposicao 2.7. De fato, suponhamos que
estivéssemos interessados em uma versao topologica para a Proposicao 2.7, (1) < ().
Entdo, se considerarmos por exemplo germes C’-K-equivalentes f(z) = 2% e g(z) = z,

precisariamos dar condicoes a um germe da matriz M, 1 x 1, satisfazendo algo do tipo

f=M-g.

Assim, se de forma mais natural, assumirmos M inversivel com entradas continuas,
deveriamos ter M (0) # 0 e poderiamos escrever M (z) = a(z) + ¢, onde a é uma fun¢ao

continua com a(0) = 0 e ¢ uma constante real ndo nula. Ficarfamos entdo com

7 = (a(z) + c)x & 2(2? —¢) = a(x)r. (%)

Fazendo z tender a 0, segue de (%) que

2 _
i Calld} = lima(z) =0,
x z—0

0# —c=lim
z—0
0 que é um absurdo.

Portanto supondo M inversivel com entradas continuas, nao obtemos uma versao

topologica da Proposicao 2.7.

Como podemos notar, os resultados com as propriedades e invariantes para a
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CO-K-equivaléncia sdo incompletos. Na verdade nao existem caracterizacoes algébricas
ou geométricas. Apenas em 1997, T. Nishimura [22] descobriu um invariante (completo)
para a C’-K-equivaléncia: o valor absoluto do grau, no caso n = p. Recentemente outros
trabalhos obtiveram novos resultados importantes como [2]|, [4] e [8]. Vamos apresentar

neste texto o invariante introduzido por Nishimura.

O lema a seguir fornece uma condicio suficiente para a C%-K-equivaléncia e é peca

fundamental na demonstracao do Teorema 3.21.

Lema 3.10. (Nishimura [22]) Sejam f,g : U — RP aplicagées continuas onde U é uma
vizinhanca da origem em R™. Suponha que exista uma familia de aplicacoes continuas

F,:U — RP, t €]0,1], tal que as sequintes condigdes sao satisfeitas

) Fo=feFi=goug= (91, -\ 0p-1,—9p);
ii) F,1(0) = £71(0) para todo t € [0,1];
151) para qualquer t € [0,1], o vetor Fy(x) nao pertence ao conjunto {aFy(x) | a < 0},

para qualquer v € U — f~1(0).

Entao, Fy é C°-K-equivalente a Fy, quaisquer que sejam t,t' € [0,1]. Em particular, [ é

CY-K-equivalente a g.

Demonstragao. Fixe t € [0,1] qualquer. Vamos mostrar que F; é C°-K-equivalente a

f = Fy. De fato, considere uma familia de homeomorfismos h, : R? — RP definida por

ha(y) = au(llyl) -y

dependendo apenas da variavel x de U, onde a, : Ry — R é uma funcao continua

dependendo de |ly|| (# 0) conforme apresentaremos a seguir.
Note que ao compararmos || Fy(x)|| com || Fy(z)|| para € U temos trés possibilidades:
L) [1Fo(@)l| = [[Fi(2)]-
Neste caso tome a,(||y||) = 1 para todo y € RP — {0}.
Observe que o caso x € Fy *(0) = F;*(0) esté incluido aqui.
IL) 0 < [|[Fi(z)l| < [[Fo(2)]-

Neste caso tome «, definida por:
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( Fi(x
||||F;(($))|||| se 0 < |yl <[ Fo(z)ll;
20| Fe(z)||—|| Fo(x 21| Fo(x)||—|| Ft(x
Oéa:(||y||) — (1Fe( )||||yH|| o(@)|) + Il 0(||})7(|)|(a:|§H (=)l se ”Fo(m)“ < ||y|| < 2||F0(x)||;
(1 se 2| Fo(z)| < |lyll-

IL) 0 < [[Fo(2)|| < [[Fu(2)]]-

Neste caso tome a, definida por:

(|| Ft(x
Rl se 0< [lyll < [ Fo(@)]l;
— ¢ 2E@F@)=]Fo()]) 1 [ Fe ()] :
ax([lyll) =< 2 (@)= Fo (@) Twll + ME (@) —|[Fo@)] S€ [ Fo(x)[| < [lyll < 2[|Fi(z)ll;
(1 se 2[[Fy(z)|| < [lyll.

Se definimos a funcao a, como acima, entao h, é um homeomorfismo para qualquer

x € U. Além disso, Ry depende continuamente de = € R".

Construa outra familia de homeomorfismos h, : R? — R? dependendo continuamente
da varidvel z € U. De acordo com a relacio entre hy(Fy(z)) e Fy(z) para z € U, temos

dois casos.
I.) ﬁx(Fo(x)) = Fy(x).
Neste caso defina h, como a aplicacdo identidade.

IL) ho(Fo(x)) # Fi(x).
Neste caso, observe que ||h, (Fo(z))|| = | Fy(z)|| > 0, pela construcio da h,.

Pela condigao #i2) da hipotese sobre a familia F; e pela construgao de iLI, segue que
os dois vetores hy(Fy(z)) e Fy(z) de RP sao linearmente independentes sobre R. Considere

0 espaco vetorial

Ve =R {h(Fo(z)} @R - {F,(x)}.

Seja 6, o angulo entre h,(Fy(z)) e Fy(z), o qual é unicamente determinado no intervalo
aberto (0, 7). Usando este angulo 6, construimos uma fun¢ao angulo 0, : R, U{0} - R

da seguinte forma.
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(

0. se 0<s<|F(2);
O.(s) =1 — e 420 [Fi(z)|| < s < 2| Fy()]];
+(s) = HFt(l")HS . se o) < s < )|l
| 0 se 2||Fi(x)] < s.

Decomponha o R? na soma direta

RP =V, @V,
onde V,, é o espaco vetorial bi-dimensional V, com orientacdo padrao induzida pelo R?
através do isomorfismo linear L : R2 — V, tal que L(e) = hy(Fo(z)) e L(e3) = Fi(x),
onde e_f e e_g sao os vetores da base canonica do R?. Usando a funcio angulo ©, construi-

mos a aplicacao hy : V., ® f/x -V, ® f/x como segue:

ha (Y1, 42) = (Do, () (W1), Y2),

onde ¢e, |y ) ¢ a aplicagdo rotacao de angulo ©,(||y1l]),

b6, (Inl) = ( cos(Oz([[y1l]))  —sin(O([ly1ll)) ) |
#(llsn sin(O,(ly1]]))  cos(O(|lml)))

Assim, h, é um homeomorfismo para qualquer x € U e depende continuamente de x.

Portanto, hy o hy(Fy(z)) = Fy(x) para qualquer z € U. Defina entdo a aplicacio
H:UxRP = U xR por H(x,y) = (&, hy © he(y)).

Por construcao, H é injetiva e continua. Pelo Teorema da Invariancia do Dominio
(ver [21]) podemos considerar nossa aplicagdo H um homeomorfismo. Assim, o par (id, H)
satisfaz as condicoes da Definicao 3.1 fornecendo uma C°-K-equivaléncia entre Fy = f e
F,, para t fixo desde o inicio. Portanto, F; e Fy sao C%-K-equivalentes, quaisquer que

sejam t,t' € [0,1].

Como g e g = (g1,---,9p-1,—9gp) sdo trivialmente L-equivalentes, entdo podemos

concluir que f e g sdo C°-K-equivalentes. [

Definigao 3.11. Dizemos que dois germes f,g: (R",0) — (RP,0) sao topologicamente V-
equivalentes  (ou  C°-V-equivalentes) se existir um germe de homeomorfismo

h:(R™ 0) — (R™,0) tal que h(f~1(0)) = ¢g~1(0).
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Exemplo 3.12. Sejam f,g : (R%0) — (R,0) dadas por f(z,y) = 2*> —y* e g(z,y) =
22 —y. Entdao f e g sao C°-V-equivalentes.
De fato, veja que f~H(0) = {(z,y) € R? | 2* = y°} e ¢7(0) = {(z,y) € R? [ 2 = y}.
Tome h : (R?,0) — (R?,0) dada por h(z,y) = (z,y?).

Note que h é um homeomorfismo e além disso h(f~(0)) = g~*(0). Portanto f e g

sio C°-V-equivalentes.

E facil ver que se dois germes f e ¢ sdo CY-K-equivalentes entdo eles sao CO-V-
equivalentes. Basta tomar o difeomorfismo h que atua no R"™ da definicio de C°-K-

equivaléncia para satisfazer a condicdo da C%-V-equivaléncia entre f e g.

Assim, uma pergunta natural é se a equivaléncia topolégica do conjunto de zeros é

um invariante completo para a C°-K-equivaléncia.

O corolario a seguir d4 uma resposta afirmativa a essa pergunta no caso de fungoes

CY-K-finitamente determinadas, com n > 2.

Corolario 3.13. (Nishimura [22]) Sejam f,g : (R",0) — (R,0) (n > 2) germes de
funcoes C°-K-finitamente determinados. Entao, f e g sao C'-K-equivalentes se, e somente

se, f e g sao C°-V-equivalentes.

Demonstragdo. Suponhamos f,g : (R",0) — (R,0) C%V-equivalentes. Entao existe um
germe de homeomorfismo & : (R",0) — (R™,0) tal que h(f~1(0)) = g~*(0).

Como f é C’-K-finitamente determinado (resp. g), para todo representante fdef
(resp. § de g) existe uma vizinhanca U de 0 em R™ tal que todo ponto de f~1(0)NU —{0}
(resp. g7 *(0) N U — {0}) & regular. Dai, como germes na origem, segue que uma das

seguintes condigoes sao satisfeitas:
a) sinal(f(z)) = sinal(g o h(x)) para todo x € U — f~1(0), ou
b) sinal(f(x)) = sinal(—g o h(z)) para todo z € U — f~1(0).

Suponha que a) ocorra. Defina uma homotopia linear F; : (R",0) — (R,0) (¢ € [0, 1])

como

Fi(x) = (1 = )f(z) + tg o h(x).

Entao, pela construcao de F; temos

1) Fo=feF,=goh
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2) F1(0) = f71(0) pata todo t € [0, 1], devido a condicdo a).

3) Para todo representante de f, g e h, existe uma vizinhanga U de 0 em R" tal que
para todo t € [0, 1], o vetor Fi(x) nao pertence ao conjunto {aFy(x) | @ < 0} para todo

x € U — f(0). Novamente usamos fortemente a condigao a).
Portanto pelo Lema 3.10, f e g sdo C’-K-equivalentes.
Se ocorrer b), entdo tome a homotopia Fy(z) = (1 —t)f(z) — tg o h(z).

]

Corolario 3.14. (Nishimura [22]) Sejam f,g : (R™,0) — (RP,0) germes de aplicagoes
continuas e sejam F,G : (R™ x R",0) — (R x R",0) desdobramentos de f e g, respecti-

vamente. Se f e g sao C°-K-equivalentes entio F e G sao C°-K-equivalentes.

Demonstrac¢ao. Sejam F.G: (R™ x R",0) — (R? x R",0) desdobramentos triviais de f e

g, respectivamente, dados por
F(a,u) = (f(z),u) e Glw,u) = (9(x),u).

Como f e g sdo C°-K-equivalentes, F e G também sdo CO-K-equivalentes, obviamente.
Como por hipotese F' e G sao desdobramentos de f e g, respectivamente, podemos con-

siderar

F(I7u) = (f(x,u),u), com f(l’,O) :f(:L’) €

Gz, u) = (g(z,u),u), com g(z,0) = g(z).
Agora defina as homotopias
F,,Gy: (R" xR",0) — (RP x R",0) te€]0,1],
por

Fy(w,u) = (f(2) + t[f(x,u) = f(@)lu) e Gilz,u) = (g(z) + t]g(a,u) — g(x)],u).

Entao temos, Fozﬁ, F=F, Go=Ge G =0G.

Como f(x,0) = f(z) e §(2,0) = g(x), temos F'(0) = F-1(0) e Gy (0) = G~'(0)
para todo t € [0, 1].

Se u # 0, entao trivialmente para todos os representantes de f, g, F' e G, existe uma

vizinhanga U de 0 em R™ tal que para todo ¢ € [0, 1], o vetor Fi(z,u) (resp. Gi(z,u)) nao
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pertence ao conjunto

{aFy(z,u) = (af(x),au) | « < 0} para todo z € U — }7:1(0)
(resp. {aGo(x,u) = (ag(z),au) | a < 0} para todo U — G~1(0)).

Agora se u = 0, entao Fy(x,0) = F(x,0) = Fy(z,0) e G¢(x,0) = Go(x,0). Portanto nesse

caso a condi¢do #22) do Lema 3.10 também ocorre.

Logo pelo Lema 3.10, podemos concluir que F'e F sdo CO-K-equivalentes e G e G sdo

CY-K-equivalentes. Ou seja,

Portanto F' e G sao C%-K-equivalentes. O

O teorema a seguir é uma ferramenta usada na demonstracao do Teorema 3.21. Antes

de enuncia-lo, precisamos definir uma notacao.

Dado € > 0, seja S = {(y1,...,yn) ER"|[yi+...+ys =cte Dl ={(y1,....yn) €
R"[y2+ ... 442 <e}.

Teorema 3.15. (Teorema do Cone de Fukuda [12]) Seja n # 4. Entao, dado um subcon-
junto semialgébrico W de J"(n,n), existe um inteiro s, dependendo apenas de n er, e um
subconjunto semialgébrico fechado Y, de (m5)~1 (W) com codimensio > 1 tais que para
qualquer aplicagio C* f : R™ — R™ com j*f(0) € (7f)~'(W) — Y.y, existe um nimero

positivo €y tal que para qualquer nimero € com 0 < ¢ < gy temos

i) O congunto f~1(S" 1) € uma subvariedade C* sem fronteira, que é homeomorfa a

esfera unitdria padrao ST *;
ii) A restricio f: f~H(D?) — D" é C°-A-equivalente ao cone
c(f) + fHSETT) x [0,e] /fHSET) x {0} = ST x [0,e] /ST x {0},
da restrigio f: f71(S?Y) — S™71 definido por c(f)(x,t) = (f(x),t).
Um germe f para o qual existe um gy satisfazendo i) e ii) é chamado tipo cone.

Observacao 3.16. Para provar o Teorema 3.21 Nishimura usa o resultado acima de
Fukuda. A restricao n # 4 que aparece no teorema estd relacionada & conjectura de
Poincaré que nao estava provada nesta época. Atualmente, com a prova da conjectura de

Poincaré podemos eliminar essa restricio. Mesmo assim, mantivemos o resultado com
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a restri¢ao pois € como aparece no artigo de Nishimura [22] no qual estd baseado este

capitulo.

Vale observar que o Teorema do Cone de Fukuda vale em geral se n < p, mas como
estamos interessados no caso n = p nos restringimos a este caso. Além disso, se n = p,
a condi¢ao de C°-K-determinagao finita de um germe f : (R™,0) — (RP,0) implica que

f710) = {0}, como germe. Sendo assim, a no¢ao de grau estd bem definida para f.

Seja f : R® — R"™ uma aplicacao continua definida numa vizinhanca da origem tal
que 0 ¢ um ponto isolado em f~'(0). Entdo existe um r > 0 tal que B, N f~1(0) = {0},
onde B, = {x € R"|||z|| < r}. Seja ainda S, a fronteira da B,., S, = 0B,.

Definimos o grau topologico local de f em 0, denotado por grau(f), como sendo o

grau topolégico da aplicagao

f n—1
- S, S
I ~ f(l)
€T

MR FTeSTT)

Definicao 3.17. Toda aplicacao f : ST — ST induz um homomorfismo de grupo
fo : Ho(ST) — H,u(ST) dado por f.(z) = d.z, onde H,(S}) = Z. O inteiro d é definido

como sendo o grau da aplicacao f.
Observacgao 3.18. Sejam f,g: ST — ST aplicagoes continuas.

1) Se f e g sao homotdpicas entio grau (f) = grau(g);

2) grau(fog) = grau(f)- grau(g).

Como estamos trabalhando com germes de aplicagoes C*, podemos calcular o grau
de uma aplicagao da seguinte forma:

Definicao 3.19. Dada uma aplicagao f : R™ — R"™ e um valor reqular y de f, definimos

o grau da aplicagcdo de f em y por

grau (f,y) = Z sinal(det jacf(x)),

zef~(y)

1 se t>0;
-1 se t<0.

onde sinal(t) = {

E possivel provar que nesse caso o grau nao depende do valor regular escolhido, assim

podemos denotar grau (f,y) apenas por grau (f).
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Exemplo 3.20. Considere a aplicacdo f: R* — R? dada por f(z,y) = (2> —y?,2zy). O
grau da aplicacao f é 2.

De fato, o det jacf(z,y) = 4x* + 4y*. Dai seque que o ponto (0,0) € o tinico ponto
singular de f. Assim para um nimero € > 0, o ponto (0,€) é um ponto reqular de f e

f(0,¢) = (—€2,0) ¢ um valor regular de f.

Portanto, f~*(—¢2,0) = {(0,¢), (0,—¢)}. Com isso

grau(f) = Z sinal(det jacf(x,y)) =1+ 1= 2.

(zy)ef~1(—€2,0)

Conforme veremos a seguir, o valor absoluto do grau é um invariante completo para

a C’-K-equivaléncia.

Teorema 3.21. (Teorema de Nishimura [22]) Sejam f,g : (R",0) — (R",0) germes

CO-K-finitamente determinados e n # 4. Entao,
f e g sio C°-K-equivalentes se, e somente se, |grau (f)| = |grau (g)].

Demonstracdo. Suponhamos que f,g : (R, 0) — (R™,0) sao C-K-equivalentes, entao
existe um homeomorfismo h : (R",0) — (R",0) e uma familia de homeomorfismos

H,: (R",0) = (R",0) (x € R") tal que H,(f(z)) = g(h(z)).

Seja Fi : (R",0) — (R",0) (¢ € [0,1]) uma homotopia da forma
Fy(z) = Ha—p.(f(2)).

Entao temos que Fy(x) = H,(f(x)) e Fi(z) = Ho(f(x)). Além disso, o germe f é
CY-K-finitamente determinado, entao f~'(0) = {0}. Agora H(_s, : (R",0) — (R",0) &
um germe de homeomorfismo para todo t € [0,1] e z € R™, assim F, '(0) = {0}. Como

Fy(z) e Fi(z) sdo homotopicas, temos

grau (Fy) = grau (F).
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Assim,
lgrau (f)] = [+ 1|[grau (f)|
= |grau (Ho)l|grau (f)|
= |grau (Hy o [)|
= |grau (F})]

= |grau (g o h)|
= |grau (g)||grau (h)|

(

(

= |grau (Fy)|
(

(

= [grau(g)|.

Agora suponhamos |grau (f)| = |grau (g)|. Temos por hipotese que o germe f é CO-K-

finitamente determinado, entdo existe » € N tal que f é r-C°-K-finitamente determinado.

Seja W = {h € J"(n,n) | h — j7f(0) = 0}. Como por hipétese f (resp. g) é C°-K-

finitamente determinada, aplicando o Teorema do Cone de Fukuda, temos que existe uma

aplicacao f : R™ — R" do tipo cone tal que f e f sao C%-K-equivalentes. Da mesma forma

podemos encontrar uma aplicacao do tipo cone § tal que g e § sao C°-K-equivalentes.

Assim pela primeira parte da demonstracio do teorema |grau (f)| = |grau (f)| e

lgrau (g)] = |grau ()|

Portanto |grau (§)| = |grau (f)].

Vamos considerar algum representante de f (resp. ¢) mas continuaremos usando a

mesma notagao f (resp. §) para este representante.

Segue do Teorema 3.15 i) que existe um homeomorfismo

¢f Sn 1 f—l(Sg)—l) (TGSp ¢g Sn 1 —1(5;10—1)).

Agora defina a aplicacdo F : S' — S=! por
F(z)=fo or(x) (resp. G(z) = go ¢g4(x)).
Como ¢y (resp. ¢g4) ¢ um homeomorfismo, temos
lgrau (F)| = |grau (f] - sn1)]

(resp. |grau (G)| = |grau (glz-1(sz-))])

Seja ¢(f) o cone de f : f‘l(SQO_I) — Sl e c(g) o cone de g : g H(SET) —

n—1
gn-,
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Entao

lgrau (fl7-sz)| = lgrau ()] e

970 (313 55| = lgrau (c(3))
Pelo Teorema 3.15 ii) e pela primeira parte que mostramos do teorema,
lgrau (e(f)] = lgrau (f)] e
|grau (c(9))] = |grau(g)|-

Juntando todas as igualdades obtidas segue que |grau (F')| = |grau (G)|. Pelo Teo-
rema do Grau de Brouwer (ver [25]), temos que existe uma homotopia H, : SI=! — S»-!
(t €[0,1]) tal que Hy = F e H; = G ou G.

Considere ¢(H,) : S x [0,1]/S271 x {0} — S271 x [0,1]/S27" x {0} o cone desta
homotopia, ou seja, c(Hy)(x,s) = (H(z),s). Entao,

c¢(Hp) =c(F) e c(Hy) =¢(G) ou ¢(G);
c(H,)"1(0) = {0} para todo t € [0,1];

Agora identifique SZ~" x [0, 1]/S2~" x {0} com DZ canonicamente. Além disso, como
c(H;) é o cone de Hy, por compacidade de [0, 1] existe um subconjunto finito {t,?1,...,tx}
de [0,1] tal que 0 =ty < --- < t;, = 1 e para qualquer inteiro i com 0 < ¢ < k—1e
qualquer t € [t;,t;41] o vetor

c(Hy)(x) & {ac(Hy,)(z) [ o <0}
para todo x € S x [0,1]/S271 x {0} = DZ..

Logo pelo Lema 3.10, ¢(F) e ¢(GQ) sdo C°-K-equivalentes.

Visto que o cone ¢(¢;) (resp. ¢(¢,)) é um homeomorfismo, ¢(F) e c(f) (resp. ¢(G) e
c(g)) sao C°-R-equivalentes.

Portanto,

oo | o~ of) o o(F) ~ o(G) o~ c(g) ~ g~ g

CO-K =~ CY-A CO-R CoO-K CO-R CO-A ~ CO-K

Entdo f e g sao C-K-equivalentes.
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O

Exemplo 3.22. Considere f, g : (R?,0) — (R% 0) dadas por f(z,y) = (22, y?) e g(z,y) =

(22 — 2, 22y). Os germes nao sao C°-K-equivalentes.

De fato, aqui temos que f e g sao C°-K-finitamente determinadas, além disso grau (f) =

0eograu(g) =2.

O grau topologico citado no Teorema 3.21 pode ser calculado pela seguinte formula

de Eisenbud-Levine:
\grau (f)| = dimgQ(f) — 2dimg!,

onde I é o ideal maximal de Q(f) com respeito a propriedade I* = 0.

Esta formula algébrica para o grau de um germe de aplicacao C* pode ser encontrada

em [10]. Assim podemos reescrever o Teorema 3.21 da seguinte forma:

Corolério 3.23. Sejam f,g: (R",0) — (R",0) germes C°-K-finitamente determinados e

n # 4. Entdo, f e g sao C°-K-equivalentes se, e somente se,
dimrQ(f) — 2dimgI(f) = dimrQ(g) — 2dimgI(g),

onde I(f) é o ideal maximal da R-dlgebra local Q(f) com respeito a propriedade I* = 0.
Analogamente 1(g).

3.1 Prova alternativa do Teorema 3.21

O nosso objetivo nesta secao é dar uma prova alternativa para o Teorema 3.21, baseado

no artigo [24]. Para isso precisamos de alguns conceitos preliminares.

Seja F': R" x [0, 1] — R? uma deformagao entre Fy e Fy, que a cada (z,t) € R" x [0, 1]

associa Fy(x) € RP. Vamos indicar por O, o eixo-t.

Definicao 3.24. Dizemos que uma deformacio F é C°-K-trivial se existem aplicacoes
H:R"xRP x[0,1] 2 R*"xRP e h:R"x[0,1] = R" tais que para todo t € [0,1], o par

(he, Hy) € uma C°-K-equivaléncia entre Fy e Fy.

Dizemos que uma deformacao é semialgebricamente C°-K-trivial se os homeomorfismos
escolhidos forem semialgébricos. Isto significa que seus respectivos graficos sao conjuntos

semialgébricos.
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O lema a seguir ¢ uma adaptacao do Lema 3.10 de Nishimura.

Lema 3.25. Sejam f,g: (R™,0) — (R?,0) dois germes de aplica¢oes continuas. Suponha

que

1) f7H(0) = g7'(0);

I A C))
Y 1@l 7 T

Entao, f é C°-K-equivalente a g.

, para todo x proxzimo da origem em que ||f(z)]] # 0.

Lema 3.26. (Ruas-Valette [2]) Seja F : U x [0, 1] — R? uma deformagao continua entre

Fy e Iy tal que F7(0) € constante com relacio a t. Seja

_IR@I
O R

com Gi(z) =0 se Fy(x) = 0.

Entao, Gy é C°-K-equivalente a Fy.

Demonstragcao. A prova segue os mesmos passos do Lema 3.10.

Primeiro definimos uma fun¢iao a sobre o complemento de F~1(0), para diferentes

Casos.

Assuma primeiro 0 < ||Fy(z)]| < ||Fi(x)]|.

Seja
( Folx
Izal se 0<r< | F@);
afw,t,r) ={ MBGEIAED | ARGIRGL o |7 @) < r < 2| F()];
L1 se 2||E(z)]| < 7.

Agora assuma 0 < || Fi(z)|] < ||Fo(x)||. Neste caso definimos a como segue,

(|| Fo(z
ey s 0<r < [F()];
_] An@iin@i-1nwi Lo .
oo tr) =) ameicE@h T amweEen s 1@< < 20F@));
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Observe que as diferentes funcoes envolvidas na definicao de « se colam de modo a

obter uma func¢ao continua sobre seu dominio.

A funcao « é limitada, o que significa que aplicagao

H(‘Ta t y) = (ZE, t Oé(flf, l ||yH) ’ y)
estende-se continuamente quando ||y|| tende a zero.

Veja que H é um homeomorfismo, pois a aplicacao r — ra(z,t,r) é um homeomor-

fismo para todo (z,t) fixo.

Além disso,
H(z,t,0) = (z,t,0) e

Fo(x
Ha . Fila) = (o toala B - i) = (o0t 0 - ) = (0, Gila),
ou seja, H; aplica o grafico de F} sobre o grafico de Gj.
Portanto a aplicacao H é uma C%-K-equivaléncia entre F e G. O

Teorema 3.27. (Ruas-Valette [24]) Seja F : U x [0,1] — RP um deformag¢ao continua
entre Fy e Fi. Se F7*(0) ¢ localmente topologicamente trivial na origem, entio F é
CO-K-trivial.

Demonstracdo. A hipotese de que F, '(0) é localmente topologicamente trivial na origem,
significa que os conjuntos de zeros F, '(0) sdo homeomorfos. Sem perda de generalidade,
vamos assumir que F, '(0) é constante com relacio a t. Além disso, podemos encontrar

uma aproximacio G de F, onde G & C* fora F; *(0) e satisfaz
[ (@)
|Gulw) = Fi()]| < ——

1

5- Daf para todo

Isso implica que o seno do angulo entre Gy(x) e Fy(z) é menor que
x proximo da origem com || Fi(x)|| # 0 tem-se |G¢(x)|| # 0. Assim, temos que
F7H0)=GH0) e

Gi(z)
|Gi()]]

Fy(x)
| Fi(2)]]

7£_

Portanto pelo Lema 3.25 G é C°-K-equivalente a F'. Podemos entdo substituir F' por
G se necessario, e assumir que F' é C* fora de seu conjunto de zeros (e continua em todos

os lugares). Pelo Lema 3.26 podemos assumir também que a norma de F; é constante
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com relacao a t.

Assim, a prova do teorema pode ser reduzida ao caso em que F' é C*> no complemento

de F71(0) e F; tem norma constante. Assumiremos esse fato sem mudanga de notagoes.

Para (z,y,t) € U x RP x [0, 1], vamos definir o campo de vetores

oF
v(z,y,t) = (0, E(m,t), 1).

O vetor v é tangente ao grafico de F} para todo ponto do grafico. Como a norma de F; é
constante com relacao a t, o vetor v(z, Fy(x),t) é tangente a variedade U x SﬁfFlt(x)”)Q x [0, 1]

para todo (x,t) € U x [0, 1].

Dado um ponto ¢ = (z,y,t) € U x RP x [0, 1], vamos denotar por P, a proje¢ao sobre

o espaco tangente em ¢ de U X Sf’”;h)g x [0, 1]. Entao podemos definir

w(q) = Fy(v(q)).

Temos assim um campo de vetores que é tangente ao conjunto {(z,y,t) |||yl = ||[Fi(z)|}

e que coincide com v sobre o grafico de F}.

Agora definimos,

ot, se Fy(x) =0 ou y=0;
n(z,y,t) =
Fi(x
o qta)w(e Sy, ) + (L= (et se y#0e F(w) £0;
onde  : R — R é uma funcao C™ tal que a(l) = 1 e identicamente zero sobre o

complemento de [1,2], e 9t = (0,0, 1).

Esse campo de vetores satisfaz as seguintes propriedades:

1) m(n(q)) =n(r(q)) = (0,0,1) (onde 7 é a projegao ortogonal sobre o RP);
2) n(x,y,t) é tangente a variedade U X Sﬁfyh)Q x [0, 1];

3) n é tangente ao grafico de F.

Como reduzimos nossa prova ao caso em que F' é C* fora de F~'(0), obtemos entio
um campo de vetores que ¢ C*™ fora de F'~1(0) x RP. As condigdes 1) e 2) acarretam
a existéncia de curvas integrais. Embora esse campo de vetores nao seja continuo em
todos os lugares, afirmamos que é ele é integravel e dara origem a um fluxo continuo

H que realizard a O°-K-trivialidade desejada. Para ver isso, observe que o fluxo existe
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localmente em qualquer ponto para o qual F;(z) é nao nulo, visto que o campo de vetores

¢ C>. Sobre F~1(0) o campo 7 é igual a (0,0,1) e também gera curvas integrais.

A unicidade das curvas integrais segue da condigao 2). Esta condi¢ao implica que o
fluxo preserva distancia em R™ x {0}, o que significa que as curvas integrais nao podem
estar em F~1(0). Assim, a continuidade do fluxo precisa ser verificada apenas ao longo
de F71(0). A condicao 1) implica que a primeira componente é continua e a condicao 2)

implica que a componente normal tende a zero quando aproximamos de F~1(0).

Assim, obtivemos uma familia de homeomorfismos a um parametro que realiza a
trivializacao desejada. Das condigoes 3) e 1) temos que o homeomorfismo H preserva o
grafico da F' e também o R" x {0}. E, se definimos h = idg~ a condi¢ao 1) implica que

todas as condicoes da Definicao 3.1 estao satisfeitas.

]

Proposicao 3.28. (Ruas-Valette [24]) Sejam f,g : (R",0) — (R™,0) duas aplicagies
polinomiais de fibras finitas com |grau (f)| = |grau(g)|. Entao, existe uma deformagao

continua F : U x [0,1] = R" entre f e g ou —g satisfazendo F~1(0) = O;.

Para provar o resultado acima, os autores em [24] utilizam como ferramenta principal o
Segundo Lema de Tsotopia de Thom (ver [14]). Como nao é de nosso interesse tratar neste

texto a teoria de estratificacao de Thom-Whitney, iremos omitir a prova da Proposi¢ao

3.28.

A seguir daremos uma prova alternativa para o Teorema 3.21 de Nishimura proposta
por Ruas e Valette em [24|. A principal diferenga entre as provas é que em [24| os autores
utilizam-se do Segundo Lema de Isotopia de Thom (devido a Proposigao 3.28) ao invés

do Teorema da Estrutura Conica de Fukuda.

Prova alternativa do Teorema 3.21: A implicacao que devemos analisar é a que
diz que se os graus das aplicacoes em valor absoluto sao iguais entao as aplicacoes sao
CY-K-equivalentes. De fato, como f e g sao C°-K-finitamente determinadas por hipotese,
podemos assumir que elas sao aplicagoes polinomiais de fibras finitas. Pela Proposicao
3.28 (baseada no Segundo Lema de Isotopia de Thom), existe uma deformagao continua
F:U x[0,1] = R" entre f e g ou —g satisfazendo F'~*(0) = O;. Mas pelo Teorema 3.27
podemos concluir que a deformacao F é C%-K-trivial. Como —g é C°-K-equivalente a g,

segue que f e g sao C°-K-equivalentes como queriamos. 0



3.2 Cason #p 69

3.2 Cason #p

Vimos nas secoes anteriores um invariante completo para a C’-K-equivaléncia no caso
n = p. Vimos também, como decorréncia do Lema 3.10 que se n > 2 e p = 1, o con-
junto dos zeros é um C%-K-invariante para germes C°-K-finitamente determinados. Ainda
tratando do caso de funcoes, recentemente L. Birbrair, J.C.F. Costa, A. Fernandes e S.
Alvarez introduziram um invariante completo para germes de fun¢oes definiveis em estru-
tutras o-minimais (ver [2]). Estes mesmos autores apresentam algumas formas normais
com respeito a C%-K-classificacio de germes de funcoes analiticas reais em duas variaveis.
Outros recentes resultados abordando a C%-K-equivaléncia de aplicacoes com n > p apare-
cem nos trabalhos [8], [4] e [24]. Nesta se¢ao, vamos elucidar os principais resultados do
caso n < p descrito em |8|. Este caso é bem peculiar pois conforme veremos no Teorema
3.31, quando n < p a C%-K-equivaléncia nao distingue germes CY-K-finitamente determi-

nados. Os exemplos a seguir ilustram e motivam este fato.

Exemplo 3.29. Os germes f(z) = (22,0) e g(z) = (x,0) sao C°-K-equivalentes.

De fato, observe inicialmente que f(z) = (22,0) e ¢y (x) = (22, 2%) sao K-equivalentes
(Proposicao 2.7). O mesmo ocorre com g(x) = (x,0) e qo(x) = (22, ).

Além disso, o(z) = (22, x) e 1 (x) = (22, 23) sao C°-K-equivalentes, pois o par de

homeomorfismos h(x) = x e H(x,y1,y2) = (z,y1,y5) satisfaz as hipdteses da Definicdo

3.1.
Assim,

f%% e () ~ 9,

e, portanto f e g sao C°-K-equivalentes.

Exemplo 3.30. Os germes f(z,y) = (z,9,0) e g(x,y) = (z,y?, xy) sdo C°-K-equivalentes.

De fato, observe primeiramente que f ~ (z,9%y) e f ~ (z,9%,9%). Logo, basta

mostrar que (x,y?, Ty) ~ (z, 9%, y°).
CcO—
Para isto, considere os homeomorfismos

h(z,y) = (x?’,yg) e H(x,y,z1,29,23) = (x3,y3,zf,zg,z§).

Eles estabelecem a C°-K-equivaléncia entre os germes (x,9%,y) e (z,y?,y>). Assim,

[ (2 y)

2 .3
~ e @YY g,



3.2 Cason #p 70

e portanto, f e g sao C°-K-equivalentes.

De um modo geral, no caso n < p, é possivel mostrar que quaisquer dois germes
CO-K-finitamente determinados siao C°-K-equivalentes. A confirmacao disto é dado pelo

teorema dado a seguir.

Teorema 3.31. (Costa [7]) Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes de aplicagoes CO-K-

finitamente determinados e n < p, n # 4,5. Entdo, f e g sio C'-K-equivalentes.

A prova desse teorema segue os mesmos passos da prova do Teorema 3.21. As fer-
ramentas usadas para prova-lo sao o Teorema 3.15 e o Lema 3.10. Além disso, um fato
crucial que ocorre no caso n < p é que quaisquer duas aplicagoes da esfera ST em S sdo

homotopicas.
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Comentdrios finais

Para classificacao de germes, um dos primeiros problemas que surgem é saber se o
numero de classes de equivaléncia em questao é finito ou nao. Quando é possivel mostrar
que o nimero de Orbitas com relacao a alguma relacao de equivaléncia é finito, dizemos
que esta classe de germes tem a propriedade da finitude das orbitas. Ter essa propriedade

significa tornar o trabalho de classificacao mais tratavel.

Em [11], T. Fukuda provou um teorema de finitude com respeito a A-equivaléncia
topologica, para germes de funcoes polinomiais de grau limitado por uma certa constante
k. Como consequéncia do resultado de Fukuda, temos que a propriedade da finitude das
orbitas também ocorre para a C%-K-equivaléncia, uma vez que C%-A-equivaléncia implica
em C°-K-equivaléncia. Resultados de finitude para aplicacoes sdo, em geral, dificeis de
serem verificados ou provados. Em [4], os autores provam a propriedade de finitude para a
CY-K-equivaléncia de germes de aplicacdes polinomiais de R” em R?, conforme o teorema

a seguir:

Teorema. Seja P¥(n,2) o conjunto de todos os germes de aplicagdes polinomias
f:(R™0) — (R2,0), f=(f1, f2), com grau fi, fo < k. Entdo o conjunto das classes de

equivaléncia, com relacdo a C-K-equivaléncia, é finita.

A prova do teorema de finitude acima utiliza um tipo de argumento parecido com o
de Nishimura no Teorema 3.21. Conforme vimos no Capitulo 3, no Teorema 3.21 rela-
cionamos a equivaléncia de contato topologica de germes finitamente determinados de R”
em R", com o tipo de homotopia da restricao de seus representantes no complemento da
origem. Em [4], os autores provam que se os conjuntos de zeros sao 0s mesmos, 0s germes
sao topologicamente K-equivalentes se as restricoes de seus representantes no comple-
mento do conjunto de zeros sao homotopicas. Como o conjunto dos tipos de homotopia
de aplicacoes semialgébricas definidas em conjuntos semialgébricos com complexidade

limitada é finito, isso garante a prova da finitude enunciada no teorema.

Recentemente, M. Ruas e G. Valette em [24] generalizaram este resultado para apli-

cacoes de R"™ em RP.

Em [5] os autores mostram um teorema de finitude para germes de fun¢ées polinomi-
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ais com respeito a bi-Lipschitz K-equivaléncia. A bi-Lipschitz C-equivaléncia é a versao
bi-Lipschitz da equivaléncia de contato. E definida de modo analogo a C°-K-equivaléncia,
substituindo as palavras “homeomorfismos” na Definicao 3.1 por “homeomorfismos
bi-Lipschitz”. A propriedade de finitude também foi mostrada para germes de aplicacoes

com respeito a bi-Lipschitz K-equivaléncia em [24].

Vale ressaltar que os resultados de finitude citados acima sao do tipo existéncia e nao
fornecem qualquer sugestao de quais sao as formas normais para uma possivel classificacao

destes germes.
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