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Resumo

Esta dissertacao tem por finalidade oferecer um método alternativo para o ensino de
Geometria Euclidiana para estudantes dos Ensinos Fundamental e Médio. Este método
proporciona: momentos de descontracao, melhora da concentracao, aprimoramento das
funcoes motoras e da performance dos estudantes, incorporando novos elementos a

linguagem formal da Matematica.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana, Origami, Dobraduras, Métodos Matematicos.



Abstract

This work aims to offer an alternative method for teaching Euclidean Geometry
for Middle and High School students. This method includes: relaxation techniques,
enhancement of concentration, improving motor function and academic performance

of students, incorporating new elements to the formal language of Mathematics.

Keywords: Euclidean Geometry, Origami, Folding, Mathematical Methods.
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Introducao

As origens da Geometria (do grego medir a terra) parecem coincidir com as ne-
cessidades do cotidiano. Partilhar terras férteis as margens dos rios, construir casas,
observar e prever os movimentos dos astros, sao algumas das muitas atividades hu-
manas que sempre dependeram de operagoes geométricas. Documentos existentes nas
antigas civilizagoes egipcia e babilonica comprovam conhecimentos sobre este assunto,
geralmente ligados a astrologia. Na Grécia, porém, é que um grande matemaético lhes
deu a forma definitiva.

Euclides de Alexandria, por volta do ano 300 a.C., apresentou a sua geometria numa
obra intitulada Os FElementos, a qual continha defini¢oes, postulados, teoremas, cons-
trugoes geométricas, teoria sobre proporcionalidade, introdugao & teoria dos niimeros
e um tipo de geometria algébrica.

Nesta obra que influenciou o pensamento cientifico por mais de 2000 anos e cujos
reflexos permanecem até os dias atuais, Euclides apresentou formalmente aquela que é
denominada hoje a Geometria Euclidiana.

Construir o Pensamento Geométrico Euclidiano, normalmente é considerado um
grande desafio, em termos de ensino, para os educadores, pois possui uma extensa
quantidade de conceitos envolvidos. Buscando maneiras diferentes de ensinar estes
contetdos matematicos, de tal forma que eles se tornem compreensiveis, acessiveis e
sejam agradéveis para a aprendizagem dos alunos, esta dissertacao tem como finalidade
incentivar os professores a produzir materiais que instiguem e aprimorem o processo
de ensino aprendizagem, nao abandonando a linguagem formal da Matematica.

Dentre as diferentes formas de ensinar matemaéatica, usaremos como matéria prima
o papel, estudando a Geometria Euclidiana existente na construgoes envolvendo dobra-
duras, portanto a base deste trabalho é a arte tradicional e secular japonesa de dobrar
papel, o Origami.

A palavra japonesa Origami significa dobrar papel , isto é, ori = dobrar e kami =
papel e se refere a uma arte hoje disseminada pelo mundo inteiro. Apesar de ser um
patriménio da cultura japonesa, é provavel que tenha comecado na China, a qual é
considerada o bergo do papel.

Quando mencionamos a palavra dobradura, a maioria das pessoas pensam em avioes
de papel, na verdade nao estao erradas, porém, permanece oculto que esta arte pos-

sui caracteristicas matematicas, portanto podemos estudar Geometria, Calculo e até

13
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Algebra Abstrata.

Esta dissertagao escolheu entre os topicos acima, a Geometria, pois:

Geometria é considerada importante por pesquisadores e curriculis-
tas porque, por meio dela, a crianca desenvolve um tipo especial de
pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar,
de forma organizada, o mundo em que vive, além de ser um campo
fértil para se trabalhar com situagoes-problemas. (PIRES, CURI,
CAMPOS, 2000, p.15).

Além disso, este trabalho pretende oferecer uma forma alternativa de ensinar geo-
metria utilizando construgoes realizadas com papel, possibilitando que os alunos vejam
esta arte japonesa como uma das chaves para o conhecimento da geometria, como
afirmam Reégo, Régo e Gaudéncio (2004, p.18):

O Origami pode representar para o processo de ensino aprendiza-
gem de Matematica um importante recurso metodologico, através
do qual os alunos ampliarao os seus conhecimentos geométricos for-
mais, adquiridos inicialmente de maneira informal por meio da ob-
servacao do mundo, de objetos e formas que o cercam. Com uma
atividade manual que integra, dentre outros campos do conheci-

mento, Geometria e Arte.

Esta dissertacao estd baseada nos trabalhos de CAVACAMI, E. e FURUYA, Y.
K. S., em seu livro, Ezplorando Geometria com Origam: de 2009; LEROY, L., em
sua monografia, Aprendendo Geometria com Origami, apresentada em 2010, em Belo
Horizonte; MOISE, E. E. e DOWNS, F. L. Jr., em seu livro Geometria Moderna Parte I,
com a tradugao técnica de Renate G. Watanabe e Dorival A. Mello de 1971 e finalmente,
REZENDE, E. Q. F. e QUEIROZ, M. L. B., em seu livro, Geometria Fuclidiana plana
e construgoes geométicas, 2*. edigao de 2008.

O trabalho inicia-se com as noc¢oes da Geometria Eucliana, isto é, definigoes, pos-
tulados e teoremas necessarios as construgoes realizadas com dobraduras. Em seguida,
sao apresentadas as etapas da montagem dos origamis com as respectivas ilustragoes
e justificativas matematicas e finalizando, uma proposta de plano de aula, contendo
sugestoes para o ensino da geometria através de dobraduras, o tempo necessario para

a realizacao e um breve relato sobre aplicacao deste em sala de aula.



1 Nocoes de Geometria Euclidiana

As ideias geométricas apareceram devido & necessidade do homem realizar medidas,
entre elas, comprimento e angulos.
Este capitulo é dedicado a toda teoria necessaria as construcgoes realizadas nesta

dissertacao.
Em nosso tratamento da geometria plana, iniciamos com os elementos fundamentais
da Geometria Eucliana, lembrando que ponto, reta e plano nao possuem definicao.
Iniciamos com alguns postulados relacionados aos termos indefinidos, obtendo re-

sultados como consequéncia dos mesmos.

Figura 1.1: Ponto, reta e plano

1.1 Retas

Os trés primeiros postulados recebem o nome de Postulados de Incidéncia.
Postulado 1. Dados dois pontos distintos existe uma tnica reta que os contém.
Neste contexto, podemos denotar por % a reta determinanda pelos pontos P e @),

a qual lemos reta PQ).
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Figura 1.2: Reta

Postulado 2. Em qualquer reta existem no minimo dois pontos distintos.

Definicao 1.1. Os pontos pertencentes a uma mesma reta sao denominados pontos

colineares.
Postulado 3. Existem pelo menos trés pontos distintos e nao colineares.

Definicao 1.2. Retas contidas em um mesmo plano sao denominadas retas copla-

nares.

Definicao 1.3. Retas coplanares que nao possuem ponto comum sao chamadas retas

paralelas distintas.

Definicao 1.4. Retas coincidentes sao retas que possuem todos os pontos em co-

muin.

Definicao 1.5. Duas retas distintas que se interseccionam sao chamadas retas con-

correntes
Observagao 1.6. Retas concorrentes sao sempre coplanares.

Definigao 1.7. Duas retas que nao possuem um plano que as contém recebem o nome
de retas reversas.

Teorema 1.8. Duas retas concorrentes interseccionam-se em um tinico ponto.

Demonstracgao: Consideramos r e s duas retas concorrentes num ponto P. Seja
( um ponto que, também, esteja em ambas as retas. Como por dois pontos distintos,
existe uma Unica reta que os contém, obtemos, a reta r como sendo a reta determinada
pelos pontos P e @, e a reta s, também, como sendo a reta determinada por P e Q).
Pela unicidade apresentada nos Postulados de Incidéncia, r e s seriam a mesma reta,

o que contradiz a hipotese de serem retas concorrentes. Logo, P é tinico. []

Corolario 1.9. 1) Dada uma reta, existe pelo menos um ponto nao pertencente a

ela.
2) Dado um ponto qualquer, existe pelo menos uma reta nao o contendo.
3) Dado um ponto qualquer, existem pelo menos duas retas que passam por ele.

Demonstragao:
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1) Seja r uma reta. Pelo Postulado 3, existem pelo menos trés pontos distintos nao

colineares, logo, pelo menos um destes pontos nao pertence a reta r.

2) Dado um ponto P, o Postulado 3 garante a existéncia de 3 pontos nao colineares
Py, P, e P;. Se P coincide com um destes pontos, basta tomar a reta que passa

pelos outros dois. Se P nao coincide com nenhum deles, temos que Igpl nao
contém P, ou P;. Entao ﬁPg ou EPg é a reta procurada.

3) Dado um ponto P, o Postulado 3 garante a existéncia de 3 pontos néo colineares
{31,132 e /Pg.\ Se/P Coingide com um destes pontos, basta tomar as retas ﬁ e
PPQ ou PP2 e PPg ou PPI e PP?,. Se P}néo coinc'{de com penlllum deles, temos
que ﬁ nao contém P, ou P;. Entao PP{ e PP3 ou PPl e PPQ sao as retas

procuradas. [

Postulado 4. (Postulado da Distancia) A cada par de pontos corresponde um
inico nimero maior ou igual a zero, sendo que este ntimero s6 é zero se os pontos

forem coincidentes.

O ntmero obtido através do postulado acima é denominado distancia entre dois

pontos. Denotamos por P() a distancia entre os pontos P e ().

Postulado 5. (Postulado da Régua) Podemos estabelecer uma correspondéncia
entre os pontos de uma reta e os niimeros reais de modo que:

(1) cada ponto da reta corresponde a exatamente um nimero real;

(2) cada namero real corresponde a exatamente um ponto da reta, e

(3) a distancia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenga entre os nimeros

correspondentes.

Uma correspondéncia do tipo descrito pelo postulado acima é chamada um sistema
de coordenadas para a reta. O niimero correspondente a qualquer ponto da reta é
chamado coordenada do ponto. Assim se temos dois pontos A e B cujas coordenadas

sdo a e b respectivamente, a distancia entre os pontos A e B é dada por AB = |a — b|.

Postulado 6. (Postulado da Colocagao da Régua) Dados dois pontos P e @
numa reta, pode ser escolhido um sistema de coordenadas de modo que a coordenada

de P seja zero e a coordenada de () seja positiva.

Definicao 1.10. Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos dois a dois. Se
AB + BC = AC, dizemos que o ponto B esta entre os pontos A e C' e denotamos
por A— B —C.

Obeserve que se temos A — B — C' entao também temos C' — B — A.
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Figura 1.3: O ponto B esta entre os pontos A e C

Na demonstragao de alguns teoremas necessitamos da relagao estar entre para os
numeros reais, a qual é definida da forma: se x, y e z sao nimeros reais, dizemos que
y estda entre x e zse x < y < zou z <y < x. Nas duas situacoes denotamos por

T—Y—z.

Teorema 1.11. Sejam dados uma reta r e trés pontos A, B e C pertencentes ela, com

coordenadas x,y e z, respectivamente. Se y esté entre x e z, entao B esta A e C.

Demonstragao: Pelo Postulado da Colocagao da Régua, se x < y < z, entao AB
=ly—z|=y—a;, BC=|z—y|l=2—y; e AC = |z — 2| = z — x. Logo, temos
AB+BC =(y—z)+ (2 —y)=2—x = AC. Portanto, A— B —C. Se z < y < x,

procedendo analogamente, obtemos C' — B — A. [

Teorema 1.12. Dados trés pontos distintos pertencentes em uma mesma reta, um e

apenas um deles esta entre os outros dois.

Demonstragao: Sejam A, B e C, trés pontos colineares distintos. Vamos mostrar
inicialmente que um deles esta entre os outros dois. Sejam z, y e z, as coordenadas
dos pontos A,B e (', respectivamente. Pela propriedade de ntimeros reais, apenas um,
entre os numeros x, y e z, estd entre os outros dois. Pelo teorema anterior obtemos
que o correspondente ponto A, B ou C esté entre os outros dois.

Provando a unicidade:

Considere que um dos pontos, por exemplo B, esta entre os pontos A e C', vamos
mostrar que nao podemos ter que A esta entre B e C' e nem que C esta entre A e B.

Supondo A entre os pontos B e (', temos que BA + AC = BC. Por hipétese o
ponto B esté entre A e C, logo AB + BC = AC, ou seja, AB + BA+ AC = AC.
Portanto, 2AB = 0, o que é impossivel, pois A e B sao pontos distintos. De forma

andloga, demonstramos que o ponto C' nao pode estar entre A e B. [
Teorema 1.13. Se A e B sao pontos distintos quaisquer, entao:
1) existe um ponto C tal que A — B —

2) existe um ponto C’ tal que C' — A — B;
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3) existe um ponto D tal que A — D — B.

Demonstragao: Sejam x e y as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente.

Suponha = < y. Tome o ponto C' com ﬁoordenada y+ 1, o ponto C’, com coordenada
rTy

x — 1 e o ponto D com coordenada
1) Por propriedade dos ntimeros reais, r <y < y + 1, entao A — B — C.

2) Usando a mesma propriedade do item acima z — 1 < z < y, logo ' — A — B.

x
3) Da mesma forma, r < rry <y, portanto A — D — B. Para o caso y < x, o

procedimento é analogo. [

Definigdo 1.14. Sejam A e B pontos distintos. O segmento de reta AB, ou sim-
plesmente segmento AB, o qual é denotado por AB, é definido como sendo o conjunto
dos pontos A e B, e dos pontos X, tais que A — X — B. Os pontos A e B sao de-
nominados extremidades do segmento AB. A medida ou comprimento de um

segmento AB ¢é definida como a distancia entre os pontos A e B e denotada por AB.

B

ﬁ/‘
Figura 1.4: Segmento de reta AB

Definicao 1.15. A semirreta de origem no ponto A contendo o ponto B, a qual é
denotada por 1@ , é definida como a unido do segmento AB com o conjunto de todos
os pontos X para os quais B esta entre A e X. O ponto A é denominado origem da

semirreta.

ﬁ
Figura 1.5: Semirreta AB

Definicao 1.16. Dois segmentos que possuem a mesma medida sao denominados seg-

mentos congruentes.

Teorema 1.17. (Teorema da Localizacao de Pontos) Sejam AB uma semirreta e

r um numero positivo. Entao, existe um tinico ponto P em 1@ tal que AP = x.
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Demonstracgao: Pelo Postulado da Colocacao da Régua, podemos escolher um
sistema de coordenadas para a reta @ de modo que a coordenada de A seja zero e
a coordenada de B seja um ntumero positivo r. Seja P o ponto cuja coordenada é o
namero positivo z. Entdo P € AB e AP = |z — 0] = |z| = . Como somente um
ponto da semirreta tem coordenada x, somente um ponto da semirreta estara a uma

distancia x de ponto A. [

Definicao 1.18. Um ponto B é um ponto médio de um segmento AC se B esta entre
AeC,e AB = BC.

Teorema 1.19. Todo segmento tem um tnico ponto médio.

Demonstragao: Em primeiro lugar devemos provar a existéncia do ponto médio.

Considere o segmento AC e seja & um nimero real positivo tal que z = EAC . Pelo

Teorema da Localizacao de Pontos , existe um tnico ponto B na semirreta z@ tal que
AB = z. Como B € 1@, temos que B ou pertence ao segmento AC ou A esté entre
BeC,sendo B# A, e B#C.

Se B esta em AC, AB 4+ BC = AC entdao BC = AC — %AC’ = %AC’ = AB.
Se C estd em AB, temos AC + CB = AB e CB = %AC’ — AC = —%AC’ < 0,

absurdo.

Portanto, AB + BC = AC e AB = BC, ou seja, B é o ponto médio de AC'.

Provando a unicidade do ponto médio:

Suponha que existe M, outro ponto médio de AC, logo, AM + MC = AC e
AM = MC.

Temos entao, 2AM = MC e, AM = %AC.

Portanto, pelo Teorema da Localizacao de Pontos M = B, ou seja, o ponto médio
de AC é tnico. O

Definicao 1.20. Um conjunto é convexo se, para todo par de pontos P e () desse

conjunto, o segmento P(@) esta inteiramente contido nele.

Postulado 7. (Postulado da Separacao do Plano) Dada uma reta, os pontos que
nao pertencem a ela formam dois conjuntos disjuntos tais que:

(1) cada um dos conjuntos é convexo,

(2) se P pertence a um dos conjuntos e () ao outro, entao o segmento PQ intersecciona

a reta .

Definicao 1.21. Dada uma reta r, os conjuntos determinados pelo postulado acima
sao denominados semiplanos, e r é chamada origem de cada um deles. Dizemos que

r separa o plano em dois semiplanos.
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1.2 Angulos

Definicao 1.22. Chamamos de angulo, a uniao de duas semirretas que possuem a
mesma origem, porém nao estao contidas numa mesma reta. Se o angulo é formado
pelas semirretas 1@ e 1@ entao estas semirretas sao ditas lados do angulo e o ponto A
¢é chamado vértice do angulo. Tal angulo é representado por BAC ou CAB. Algumas
vezes, € denominado angulo A e representado por 121\, desde que o texto ofereca esta

condigao.

Figura 1.6: Angulo BAC

Definicao 1.23. Dizemos que o ponto P pertence ao interior do angulo BAC ou é
ponto interior do angulo BAC se os pontos P e B estao no mesmo lado de j@ e 0s
pontos P e C estao no mesmo lado de j@

Postulado 8. (Postulado da Medida de Angulos) A cada angulo BAC corres-

ponde um niimero real entre 0 e 180.

Definicao 1.24. O numero correspondente no postulado acima recebe o nome de

medida do angulo e é denotado por m(BgC)

Definicao 1.25. Dois angulos que possuem a mesma medida sao chamados angulos

congruentes.

Postulado 9. (Postulado da Construgio do Angulo) Scja /@ uma semirreta
contida na origem de um semiplano «. Para cada ntimero r entre 0 e 180, existe

exatamente uma semirreta ﬁ com o ponto P em «, tal que m(PA\B) =r.

Postulado 10. (Postulado da Adigao de Angulos) Se o ponto D é um ponto
interior de BAC, entdo m(BAC) = m(BAD) + m(DAC).

Definicao 1.26. Se a soma das medidas de dois angulos é 180, dizemos que estes

angulos sao suplementares e que cada um ¢ um suplemento do outro.

Definicao 1.27. Se a soma das medidas de dois angulos é 90, dizemos que estes angulos

sao complementares e que cada um é um complemento do outro.
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Um angulo com medida entre 0 e 90 é denominado &ngulo agudo, um angulo com
medida igual a 90, recebe o nome de dngulo reto e um angulo com medida entre 90

e 180 recebe a nomenclatura de &ngulo obtuso.

Definicao 1.28. Se E e 1@ sao semirretas opostas e E ¢ uma outra semirreta

entao os angulos BAD e DAC formam um par linear.

Figura 1.7: Par Linear

Postulado 11. (Postulado do Suplemento) Se dois dngulos formam um par linear,

entao esses angulos sao suplementares.
Os angulos DAB e DAC sdo chamados angulos adjacentes.

Definicao 1.29. Se dois angulos de um par linear sao congruentes, entao cada um

deles é um angulo reto.

Definicao 1.30. Dois conjuntos, sendo cada um deles uma reta, uma semirreta, ou
um segmento, sao perpendiculares se as retas que os contém determinam um angulo

reto. Se uma reta r é perpendicular a uma reta s, denota-se por r L s.

Definicao 1.31. Dois dngulos sao opostos pelo vértice se os lados de um sao as

semirretas opostas aos lados do outro.

Figura 1.8: Angulos Opostos pelo Vértice

Teorema 1.32. Dois angulos opostos pelo vértice sao congruentes.

Demonstracgao: Consideremos os angulos opostos pelo vértice BAC e DAE tais
que 1@ e ﬁ, e 1@ e zﬁ, sejam dois pares de semirretas opostas. Entao BAC e
CA\D, e CAD e DAF sio pares de angulos suplementares. Como BAC e DAFE tém o
mesmo suplemento, entdo m(BAC) = m(DAE). O
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Figura 1.9: Angulos opostos pelo vértice

Teorema 1.33. Se duas retas que se interceptam formam um angulo reto, entao for-

mam quatro angulos retos.

Demonstracao: Considere duas retas que se interceptam formando dois pares de
angulos opostos pelo vértice, tal que um dos angulos seja reto. Pelo teorema 1.33. e

pelo Postulado do Suplemento, teremos quatro angulos retos. [J

Definicao 1.34. Sejam Ay, As, ..., A,,n > 3, uma seguéncia de n pontos distintos tais

que os segmentos Ay Ag, AsAs, ..., A, 1A, e A, Ay possuem as seguintes propriedades:

a) nenhum par de segmentos se intersecciona a nao ser possivemente nas suas ex-

tremidades;

b) nenhum par de segmentos com extremidades comum estd na mesma reta.

A unido dos segmentos A As, AsAs, ..., A, 1A, A, Ay é chamada poligono, o qual é
denotado por A1Ay...A,. Os pontos A, As, ..., A, sao chamados de vértices e os

segmentos sao seus lados.

Definicao 1.35. Um poligono ¢é dito convexo se nenhum par de seus pontos esta em

semiplanos opostos relativamente a cada reta que contém um de seus lados.

Cada poligono é denominado de acordo com o seu nimero de lados. Dessa forma,
um poligono de 3 lados ¢ chamado tridngulo; um de 4 lados, quadrilatero; um de 5
lados, pentagono e, assim, um de n lados é chamado n-agono.

Um poligono regular ¢ um poligono convexo que possui seus lados dois a dois
congruentes e seus angulos dois a dois congruentes.

Um triangulo ABC, denotado por AABC, tem por elementos os trés vértices, que

sao os pontos A, B e (; os trés lados, que sao os segmentos AB, BC e CA e os trés
angulos internos, AB\C’, BCA e CAB.

Definicao 1.36. Quanto & medida de de seus lados um tridngulo pode ser denominado:

1) triangulo equilatero, quando possui os trés lados dois a dois congruentes.

2) tridngulo isosceles, quando possui dois de seus lados congruentes entre si. O

terceiro lado é chamado de base do triangulo isésceles.

3) triangulo escaleno, aquele em que quaisquer dois de seus lados tém medidas

diferentes.
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1.3 Congruéncia de Triangulos

Dois triangulos sao chamados congruentes se existe uma correspondéncia entre seus
vértices de modo que sejam congruentes os pares de lados correspondentes e também
sejam congruentes os pares de angulos correspondentes, ou seja, dados os triangulos,
NABC e ADEF denotamos a congruéncia por AABC = ADEF, assim temos:
A%D EC’ FAB DE, BC= FEF e AC=FD.

Necessariamente temos que verificar essas seis congruéncias para identificarmos dois

triangulos congruentes pela definicao. Na ideia de facilitar o trabalho, temos alguns

resultados chamados casos de congruéncia de triadgulos.

1.3.1 Casos de Congruéncia de triangulos

Postulado 12. (Primeiro caso de congruéncia de Triangulos, ou Caso L.A.L.)
Dados dois triangulos, AABC e ADEF, se AB = DE, B~FEeBC = EF, entdo
ANABC = ADEF.

Teorema 1.37. (Teorema do Triangulo Isésceles)

Em um triangulo isosceles, os angulos da base sao congruentes.

Demonstracao: Seja o triangulo isésceles AABC de base BC. Considere a cor-
respondéncia que leva o AABC nele mesmo de modo que A+ A, B+ C e C < B.

Por hipétese temos AB = AC e AC' = AB e, como A ﬁ, segue pelo caso L.A.L.
de congruéncia de triangulos, que AABC = NACB.

Portanto, os angulos dos vértices B e (' sao congruentes. [J

Corolario 1.38. Todo triangulo equilatero possui os trés angulos de mesma medida.

Demonstragao: Seja o trlangulo equllatero AABC, ou seja, o AABC é isosceles
de base BC. Pelo teorema acima B 2 C.

Da mesma forma, o AABC é isésceles de base AC, logo pelo teorema anterior

Portanto, A2 B~(C. O

Definicao 1.39. Uma semirreta 07 ¢ uma bissetriz de um angulo AOB se o ponto
C est4 no interior de AOB ¢ AOC = BOC.

Neste caso, temos m(AOC) = m(BOC) = %m(A@B)
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Figura 1.10: Bissetriz de AOB

Teorema 1.40. Todo angulo tem exatamente uma bissetriz.

Demonstracgao: Consideremos o angulo A da figura:

Escolhemos os pontos B e C', um em cada lado de 21\, tais que AB = AC. Seja
M o ponto médio de BC, que esta no interior de A. Pelo Teorema do Triangulo
Isosceles aplicado ao triangulo AAC B, obtemos a congruéncia dos angulos ABM e
ACM. Pelo caso L.A.L. de congruéncia de triangulos, obtemos AABM = ANACM.
Como consequéncia temos BAM =~ CAM.

Portanto E\? ¢ a bissetriz de BAC.

Provando a unicidade da bissetriz:

Suponha que uma outra semirreta ﬁ, seja também a bissetriz de A. Entao,
m(BAD) = m(BAM) = 1m(B/TC).

2
Pelo Postulado da Construcio do Angulo B coincide com m .
Logo, m é a tinica bissetriz de A. O

Definicao 1.41. Uma bissetriz de um tridngulo é um segmento da bissetriz de um

angulo do triangulo compreendido entre o vértice correspondente e o lado oposto.
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BD é uma das bi

Figura 1.11: Bissetriz do triangulo

Teorema 1.42. (Segundo Caso de Congruen(:la de Trlangulos ou Caso A.L.A.)
Dados dois triangulos AABC' e ADEF, se A D AB >~ DFE ¢ B E entao
ANABC = ADEF.

Demonstracao: Sejam os triangulos AABC e ADEF, tais que A 13, AB = DE
=
Seja G um ponto pertencente a semirreta 51% de modo que DG = AC.

Figura 1.12: Segundo caso de congruéncia de triangulos

Observe os triangulos: AABC e ADEG. Sabemos que AB = DE, A~De por
construcao, AC = DG, logo, pelo caso L.A.L., NAABC = ADEQG.

Portanto DEF = DEG, ou seja, ﬁ e ﬁ sao coincidentes, entao, ' = G.

Assim, AABC = ADEF. []

Teorema 1.43. (Terceiro Caso de Congruéncia de Triangulos ou Caso L.L.L.)
Se dois triangulos possuem os trés pares de lados correspondentes congruentes,

entao sao triangulos congruentes.

Demonstracao: Considere AABC e ADEF tais que AB =2 DE, BC = EF ¢
CA~FD.

Considere o semiplano determinado por % e que nao contém o ponto A, conside-
remos uma semirreta de origem B formando com B? um angulo congruente ao DEF.
Marque sobre esta semirreta um ponto G tal que BG = DE. Pelo caso L.A.L., temos
AN GBC = A DEF.

Seja H o ponto de interseccdo entre AG e %

* H esta entre B e C.
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Figura 1.13: Terceiro caso de congruéncia de triangulos - H esta entre B e C'

Observe que ABGA e ACAG sao triangulos isosceles, logo BAG =~ BGA e
CAG =~ CGA, além disso: m(BAC) = m(BAG) + m(DAC) = m(BGA) +
m(AaC’) = m(B@C’). Entao pelo caso L.A.L., temos que ANABC = ANGBC.

* B estd entre H e C.

Figura 1.14: Terceiro caso de congruéncia de triangulos - B esta entre H e '

Demonstramos analogamente que AABC = AGBC. Logo, AABC = AGBC =
ADEF, ou seja, NABC =2 ADEF.

* Se H = B.
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Figura 1.15: Terceiro caso de congruéncia de triangulos - H = B

Sendo H = B temos que A, B e (G sao colineares. Neste caso, AABC e AGBC
sao isosceles, logo, A~ GxD. Portanto, pelo caso L.A.L., temos, AABC =
ADEF. Os outros dois casos, H = C' ou B—C'— H sao demonstrados de maneira

semelhante aos jé existentes. [

Teorema 1.44. Por um ponto de uma reta dada passa uma tnica reta perpendicular

a essa reta.

Demonstracao: Considere uma reta r e o ponto P pertencente a r.

Seja f um dos semiplanos que contém r com a origem, e seja X um ponto da reta
7 distinto do ponto P. Pelo Postulado da Construcio do Angulo, existe um ponto Y
em [ tal que XPY ¢ um angulo reto. Seja m a reta ﬁ/ Entao m L r, logo existe

pelo menos uma reta que satisfaz as condigoes do problema.
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Provando a unicidade:

Suponha que existam duas retas, m e n, passando pelo ponto P e perpendiculares
a reta r, contendo os pontos Y e W, ambos pertencentes a 3. As retas m e n contém

. . = S ~
respectivamente as semirretas PY e PW que estao no mesmo plano de 3 tendo a
reta r como origem. Pela definicao de retas perpendiculares, X PY = 90. Da mesma
forma X PW = 90. Isto contradiz o Postulado da Construcio do Angulo que diz que
H ~

a semirreta PY com Y € 3, tal que X PY = 90 é tnica.

Portanto existe uma tinica reta passando pelo ponto P e perpendicular a reta r. [

Definicao 1.45. A reta mediatriz ou mediatriz de um segmento é a reta perpen-

dicular ao segmento e que contém seu ponto médio.

t € a reta mediatriz

C é o ponto médio do segmen

Figura 1.16: Mediatriz de AB

Todo segmento tem exatamente um ponto médio, e pelo ponto médio passa exate-

mente uma reta perpendicular. Assim, a mediatriz é unica.

Teorema 1.46. A mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos equidistantes

das extremidades do segmento.

Demonstracao: Seja AB um segmento cujo ponto médio é o ponto M. Seja m a

reta mediatriz de AB e finalmente, um ponto P pertencente a reta m.

* Se o ponto P estda em AB, entdo P = M, pela definicdo de ponto médio.
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Se o ponto P nao pertence ao segmento AB, entdao PM lado comum aos triangulos
ANAPM e ABPM, MA = MBe PMA = P./\/ZB7 por hipotese. Pelo caso L.A.L.,
temos, APMA = APMB, logo, PA = PB, em outras palavras, o ponto P é
equidistante dos pontos A e B. Logo, o ponto P pertence a reta m.

* Sejan = m Temos que PM é lado comum aos triangulos AAPM e ABPM,
MA = MB e PA = PB, pelo caso L.L.L. temos APMA = APMB, ou seja,
m(P]\/I\A) = m(PZ\//TB) = 90, logo por defini¢do, n é perpendicular ao segmento
AB. Pela unicidade da mediatriz, temos n = m, e portanto P pertence a reta m.

O

Definicao 1.47. Mediana de um tridngulo é um segmento de reta que possui como

extremidades um vértice e o ponto médio do lado oposto a este vértice.

"AD € uma das medianas do tridngulo

¢
C

Figura 1.17: Mediana do triangulo

1.4 Desigualdades Geométricas
Nesta secio apresentamos o Teorema do Angulo Externo para tridngulos, pois,
auxiliard na demonstracao de resultados pertinentes a esta dissertacao.

Definicao 1.48. Se C esta entre B e D entao ACD éum angulo externo do triangulo
ANABC.

Neste caso, os angulos A e B sao angulos internos nao adjacentes ao angulo
externo ACD.
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Figura 1.18: Angulo Externo do triangulo

Teorema 1.49. (Teorema do Angulo Externo) Um angulo externo de um triangulo

¢ maior que qualquer um dos seus angulos internos nao adjacentes.

Demonstracgao: Seja AABC um triangulo qualquer.

Seja D um ponto tal que C' esta entre B e D.

A mostrar: ACD > Ae ACD > B.

Seja E o ponto médio de AC e seja F' o ponto da semirreta oposta a ﬁ tal que
EF = FEB.

Temos ABEA = AFEC pelo Postulado L.A.L., ja que AE =2 CFE e BE 2 FE

por construcao e BAE ~ FEC , pois sao angulos opostos pelo vértice.

Portanto, A~ ECF. Também o ponto F' é um ponto interior ao angulo ACD,
logo pelo Postulado da Adicdo de Angulos aplicado aos angulos ACD, ACF e FCD,
ou seja, ACD = ACF + F@D7 entao, ACD = ECF + F@D, logo, ACD > ECF.
Portanto, ACD > A. O

Corolario 1.50. Se um triangulo possui um angulo reto, entdao os seus outros dois

angulos sao agudos.

Demonstracao: Considere o triangulo AABC, retangulo em B, e o ponto D de
tal forma que B esteja entre C' e D. Note que DBA e ABC formam um par linear,

portanto ambos sao angulos retos.
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D

Pelo teorema anterior m(ABD) > m(BCA), e portanto, m(BCA) < 90. Usando o
mesmo raciocinio, temos que m(BA\C') < 90. O

Teorema 1.51. Por um ponto nao pertencente a uma reta, existe uma Unica reta

perpendicular a reta dada.

Demonstragao: Sejam r uma reta e P um ponto nao pertencente a ela.

Provando a existéncia:

Vamos construir pelo ponto P uma reta perpendicular a reta r. Sejam () e R dois
pontos distintos quaisquer de r. Se % ou ﬁ for perpendicular a r, situagao esté
demonstrada.

Caso contréario, consideremos, no semiplano determinado por r e que nao contém
o ponto P, uma semirreta com origem no ponto (), formando com Q? um angulo
congruente ao P@R.

Seja T' um ponto dessa semirreta tal que QP = QT. O AQT P assim determinado,
¢ isosceles de base PT, sendo Cﬁ a bissetriz do angulo T@P. Logo, por congruéncia
de triangulos, a reta ﬁ é perpendicular a reta r.

Provando a unicidade:



Desigualdades Geométricas 33

Suponha que pelo ponto P nao pertencente a reta r passem duas retas s e ¢, ambas

perpendiculares a reta r, as quais cortam r nos pontos S e T' respectivamente.

t

Dessa forma, os angulos PTS e PST sio ambos angulos retos do tridangulo APT'S,
absurdo, pois contradiz o corolario anterior.

Portanto, a reta perpendicular é tinica. [

Definicao 1.52. Uma altura de um tridngulo é o segmento perpendicular que une

um vértice do triangulo a reta que contém o lado oposto.

AD é aaltura do triangulo

Figura 1.19: Altura do triangulo relativa ao lado BC'
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1.5 Sobre o Postulado das Paralelas

Até o presente momento apresentamos resultados que sao verdadeiros para a Geo-
emtria Euclidiana como também para as Geometrias Nao-Euclidianas. Por Geometria
Nao-Euclidiana, entendemos um sistema geométrico construido sem a hipotese eucli-
diana das paralelas.

Nesta secao, apresentamos o Postulado das Paralelas ou Postulado de Euclides, pois

é o que norteia a Geometria Euclidiana.

1.5.1 Parametros para o Paralelismo de Retas

Duas retas podem estar situadas no espaco de trés modos diferentes:
1- Elas se interceptam em um ponto. Neste caso sao coplanares.
2- Nao sao coplanares. Neste caso, sao chamadas reversas.

3- Finalmente, as duas retas podem estar num mesmo plano, sem se interceptarem.

Neste caso, dizemos que as retas sao paralelas.

Observacao 1.53. Quando uma reta r for paralela a uma reta s, esse fato seré

denotado por 7||s.

Nesta dissertacao trabalhamos a Geometria Euclidiana Plana.
Teorema 1.54. Duas retas paralelas estao contidas em exatamente um plano.

Demonstragao: Sejam s; e s, retas paralelas e E um plano, tal que s; e s, estejam
contidas em F.

A mostrar: o plano E é tnico.

Seja P um ponto pertencente & reta so, logo, existe apenas um plano contendo o
ponto P e a reta s;.

Portanto existe um tinico plano contendo s; e so, pois, todo plano que contém s,

contém o ponto P. [J

Teorema 1.55. Duas retas coplanares sao paralelas se ambas forem perpendiculares

a uma mesma reta.

Demonstragao: Sejam: [; L [ no ponto P, I L [ no ponto @ e ly,ly retas

coplanares.
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5H

A mostrar: [; e [ ndo se interceptam.

Suponha por absurdo que [; intercepte Iy no ponto R. Entao existem duas retas
perpendiculares a reta [ pelo ponto R, o que é impossivel, pois, por um ponto nao
pertencente a uma reta existe somente uma reta perpendicular a ela.

Logo, Iy || I. O

Teorema 1.56. Por um ponto nao pertencente a uma reta passa, no minimo, uma

reta paralela a reta dada.

Demonstragao: Sejam a reta r e um ponto P nao pertencente a ela.

S

Seja s a reta passando pelo ponto P e perpendicular a r.
Seja t uma reta passando pelo ponto P e perpendicular & reta s. Pelo teorema

anterior, temos t || s. O

Definicao 1.57. Dadas duas retas r e s nao coincidentes, uma transversal a estas
retas é uma reta ¢ tal que tNs={P};tNr={Q} e P# Q.

Definicao 1.58. Seja r uma transversal as retas s e ¢, interseccionando as mesmas nos
pontos P e ), respectivamente. Seja A um ponto da reta s e B um ponto da reta ¢, tais
que A e B estejam em lados opostos de r. Os angulos AﬁQ e P@B sao denominados

angulos alternos internos formados por s, t e a transversal 7.
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Figura 1.21: Angulos Alternos Internos

Teorema 1.59. Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois dngulos al-

ternos internos congruentes, entao estas retas sao paralelas.

Demonstragao: Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal ¢, nos pontos
P e @) respectivamente. Sejam a e b angulos alternos internos congruentes, como mostra

a Figura 1, entao as retas r e s sao paralelas.

t

Figura 1.22: Figura 1
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Figura 1.23: Figura 2

Se as retas r e s se interseccionam em um ponto R, como na Figura 2, elas formam
um triangulo ARPQ do qual @ é um angulo externo, sendo b um angulo interno nao
adjacente a ele.

Pelo Teorema do Angulo Externo, temos que a > /b\, o que contradiz a hipotese.

Portanto, as retas r e s sao paralelas. []

Definicao 1.60. Sejam 7 e y angulos internos formados por duas retas cortadas por
uma transversal. Se Z é tal que 7 e Z sao angulos opostos pelo vértice, entdo T e Z sao

chamados dngulos correspondentes.

Figura 1.24: Angulos Correspondentes

Teorema 1.61. Se duas retas sao cortadas por uma transversal, e se dois angulos

correspondentes sao congruentes, entao as retas sao paralelas.

Demonstracgao: Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal ¢, nos pontos
P e @ respectivamente. Sejam a e b angulos correspondentes congruentes, e ¢ tal que
a e ¢ sao angulos opostos pelo vértice.

Os angulos b e C sdo alternos internos congruentes, logo pelo teorema anterior, as

retas r e s sao paralelas. [
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1.5.2 Postulado das Paralelas

Por aproximadamente dois mil anos, o livro texto padrao usado para o estudo
da geometria foi Os FElementos de Euclides. Este livro foi muito importante para o
desenvolvimento da Matematica.

O referido livro nao apresenta a geometria como um mero agrupamento de dados
desconexos, utiliza um sistema l6gico. As defini¢oes, os postulados e os teoremas nao
aparecem agrupados ao acaso, sao expostos numa ordem perfeita. Cada teorema resulta
das definigoes, dos postulados e dos teoremas anteriores, com demonstracao rigorosa.

Euclides, neste livro, apresenta um postulado afirmando a unicidade de uma reta
paralela, tragada por um ponto nao pertencente a ela.

De modo geral, os mateméaticos gostam de supor o minimo e demonstrar o maximo.
Desta forma, varios mateméticos tentaram fazer do Postulado das Paralelas de Euclides,
um teorema. Nao obteveram sucesso.

No século XTX, foi descoberto que nao era possivel demonstrar o Postulado das

Paralelas, usando os postulados existentes.

Postulado 13. (Postulado das Paralelas) Por um ponto ndo pertencente a uma

reta dada, passa uma tnica reta paralela a essa reta.

Teorema 1.62. Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, entao seus

angulos alternos internos sao congruentes.

Demonstragao: Sao dadas duas retas paralelas r e s e uma reta transversal .
Esta reta t intercepta as retas paralelas nos pontos P e () respectivamente.

Suponhamos que os angulos internos a e b nio sejam congruentes.

Seja s’ uma reta que passa pelo ponto () formando com as retas r e s os angulos
alternos internos congruentes a e l? .

Pelo Teorema 1.59., a reta s’ é paralela a reta r. Desta forma, passando pelo ponto
Q, as duas retas s e s’ sao paralelas a reta r, o que contradiz o Postulado das Paralelas.

Portanto, @ e b sao angulos alternos internos congruentes. [J

Teorema 1.63. A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180.
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Demonstracgao: Sejam o AABC e r a reta paralela ao lado BC passando pelo

vértice A. Considere os angulos @, b e ¢, como na figura abaixo:

Figura 1.25: Soma dos angulos internos de um triangulo

Usando os Postulados da Adicdo de Angulos e do Suplemento, temos que:

m(a) + m(/b\) + m(¢) = 180. Como 1B ¢ transversal a BC ¢ a reta r, temos pelo
Teorema 1.62., que b=~ ABC.

Da mesma forma, demonstramos que ¢ = ACB.

Logo, m(BAC) + m(BCA) +m(BCA) = 180. O



2 Dobraduras e Construcoes Basicas

2.1 A origem do Origami

Origami é uma palavra de origem japonesa que significa arte de dobrar papel.

Esse nome foi preservado porque além de manter sua origem, no idioma japonés essa
palavra é de facil prontncia. A arte do Origami foi desenvolvida no Japao em torno do
século VIII. No Brasil, utiliza-se também a palavra dobradura, porém, o termo Origami
¢ mundialmente reconhecido e utilizado.

Um erro comum ¢ acreditar que a arte de construir figuras com dobraduras, seja
exclusividade japonesa. Existem relatos que a Europa recebeu também, no século VIII
alguns conhecimentos parecidos com o Origami, vindos da Espanha, além disso, nao
podemos esquecer da China, onde a historia do papel é bem mais antiga.

No inicio acreditava-se que o Origami era uma simples arte de imitacao, mas o
tempo mostrou que nao é bem assim, porque nao conseguimos reproduzir um objeto,
usando a dobradura, sem antes entender como devemos proceder para efetivar sua
constucgao, ou seja, quais as técnicas que devemos usar na situagao em questao.

Na confec¢ao de um Origami, devemos conhecer o principio basico, evitar o uso
da cola e da tesoura, fazendo com que a dobradura obtenha o formato adequado, nao
utilizando outro material que nao seja o papel, sendo assim, estaremos estimulando a
nossa imaginacao e criatividade.

A confecgao de um Origami, exige o desenvolvimento de intimeras habilidades,
tais como, paciéncia, concentracao e coordenagao motora. Um exemplo simples é o
de uma crianca quando constréi seu primeiro aviao de papel. No momento inicial
alguém mostra como proceder, em seguida, ela nao consegue efetuar a dobradura com
perfeicao, porém, apds algumas tentativas, ela acaba adquirindo a intimidade com o
papel, conseguindo até, criar modelos mais sofisticados e com melhor performance.

Nosso objetivo educacional é o aluno. Portanto, nossa principal func¢ao, como edu-
cadores, é que exista uma aprendizagem efetiva e duradoura. Para isso, é necessario a
existéncia de propoésitos definidos e atividade reflexiva dos mesmos.

Desta forma, a auténtica aprendizagem ocorre quando o aluno esté interessado e se
mostra empenhado em aprender, isto é, quando estd motivado. E a motivacéo interior

deste que o impulsiona e vitaliza o ato de estudar e aprender.

40
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Como alternativa para que esta aprendizagem ocorra de maneira significativa, este
trabalho sugere as dobraduras.

O Origami facilita o entendimento dos conceitos mateméticos, e posteriormente, a
escrita matematica, devido, sobretudo, a diminuicao da resisténcia por parte dos alunos
que passam a ter um contato com a matemaética num ambiente em que sao estimulados
a apresentar suas proprias reflexoes e consideragoes.

Segundo Tomoko Fuse “Todo Origami comec¢a quando pomos a mao em movimento.
Ha uma grande diferenga entre compreender alguma coisa através da mente e conhecer
a mesma coisa através do tato”, portanto este trabalho, oferece as oficinas abaixo como

sugestao de melhoria no ensino aprendizagem da Geometria.

2.2 Reta passando por dois pontos

1. Dados dois pontos A e B distintos, existe uma tnica reta que os contém.

Tome uma folha de papel, marque na mesma dois pontos distintos quaisquer.

Figura 2.1: Reta por dois pontos - passo 1

2. Faca uma dobradura que contenha os dois pontos marcados.

~_ />

Figura 2.2: Reta por dois pontos - passo 2

3. Volte a folha a posicao inicial e a reta estard marcada.
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e

Figura 2.3: Reta por dois pontos - passo 3

2.3 Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta

1. Tome uma folha de papel, marque na mesma dois pontos distintos quaisquer.

Figura 2.4: Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta - passo 1

2. Em seguida, faga uma dobradura que contenha os dois pontos marcados.

~_ />

Figura 2.5: Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta - passo 2
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3. Dobre o papel fazendo com que o ponto A coincida com o ponto B.

A=B M
M é o ponto médio de AB
P N
MC' éamediatrizde AB
C

Figura 2.6: Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta - passo 3

4. Desdobre, como na figura abaixo, marcando o ponto médio M na interseccao das

retas ﬁ e W .

Figura 2.7: Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta - passo 4

5. Volte a folha a posi¢ao inicial.

As retas j@ e M ( 2 formam angulo reto e o ponto M é o ponto médio do segmento
AB.

Portanto, M(% ¢ a mediatriz do segmento AB, como mostra a figura abaixo.
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Figura 2.8: Mediatriz e ponto médio de um segmento de reta - passo 5

2.4 Bissetriz de um angulo

1. Desenhe em uma folha de papel duas retas concorrentes quaisquer. Marque o
ponto de interseccao das mesmas e um ponto em cada reta como mostra a figura

abaixo:

Figura 2.9: Bissetriz de um angulo - passo 1

2. Em seguida, faca uma dobradura sobre 1?[) e outra sobrepondo 1?[) e [@ , COMO O

esquema a seguir:

g

Figura 2.10: Bissetriz de um angulo - passo 2



Reta perpendicular a uma reta, passando por um ponto 45

3. Volte o papel a posicao incial, marcando um ponto M sobre a dobradura.

DN

Figura 2.11: Bissetriz de um angulo - passo 3

~ ~ — ~
Observe que AIM = BIM, portanto IM é a bissetriz de BIA.

2.5 Reta perpendicular a uma reta, passando por um

ponto

Dada uma reta e um ponto P, existe uma tunica reta perpendicular a reta r que

passa pelo ponto P.

2.5.1 O ponto P pertence a reta

1. Desenhe em uma folha de papel uma reta, marque nela o ponto P, como no

esquema abaixo:

\P\

Figura 2.12: Reta perpendicular, P € r - passo 1
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2. Dobre a folha sobre a reta r.

Figura 2.13: Reta perpendicular, P € r - passo 2

3. Em seguida, faca uma dobradura passando por P de modo que as duas semirretas

sobre a reta r com origem no ponto P sejam coincidentes.

Figura 2.14: Reta perpendicular, P € r - passo 3

4. Volte o papel a posicao inicial, ou seja, desdobre. Verifique que além da reta r,

existe uma outra reta que chamaremos de s. As retas r e s s@o perpendiculares.

Observe que na construcao, os angulos formados pelas retas r e s sao congruentes
) )
pois eles se sobrepoem, logo as retas r e s formaram angulos retos.

Portanto, r e s sao perpendiculares, como mostra a figura a seguir.

Figura 2.15: Reta perpendicular, P € r - passo 4
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2.5.2 O ponto P nao pertence a reta

1. Em uma folha faca uma reta r» e marque um ponto P fora da mesma.

P

/

Figura 2.16: Reta perpendicular, P ¢ r - passo 1

2. Sobre a reta r faca uma dobradura deixando o ponto P visivel, como mostra a

=

Figura 2.17: Reta perpendicular, P ¢ r - passo 2

figura abaixo:

3. Em seguida, faca uma dobradura passando por pelo ponto P, fazendo com que

as duas semirretas coincidam, como indica a figura a seguir.

=

Figura 2.18: Reta perpendicular, P ¢ r - passo 3
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4. Volte a folha a posigao inicial, temos o seguinte desenho:

Figura 2.19: Reta perpendicular, P ¢ r - passo 4

Observe que os angulos formados pelas retas r e s sao congruentes, pois, eles se
sobrepoem, logo as retas r e s formam angulos retos e portanto, r e s sao retas

perpendiculares.

2.6 Congruéncia dos angulos opostos pelo vértice

Sejam r e s retas concorrentes, com intersecao no ponto O, os pontos A e B,
pertencentes a reta r e tendo O entre eles.

Marque também, os pontos C' e D pertencentes & reta s e tendo o ponto O entre
0S Mesmos.

Os angulos AOC e BOD sdo denominados angulos opostos pelo vértice.

Figura 2.20: Angulos opostos pelo vértice

1. Faca uma reta r em uma folha de papel, usando dobradura.
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\

Figura 2.21: Congruéncia dos angulos opostos pelo vértice - passo 1

2. Faca uma reta s qualquer, usando dobradura, concorrente com a reta r. Marque

o ponto O na intersecao das retas r e s.

Figura 2.22: Congruéncia dos angulos opostos pelo vértice - passo 2

3. Marque os pontos A e B na reta r, de modo que o ponto O fique entre os mesmos,
em seguida, marque os pontos C' e D na reta s, da mesma forma, tal que o ponto

O fique entre eles.

Figura 2.23: Congruéncia dos angulos opostos pelo vértice - passo 3
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4. Dobre a folha sobre a reta r. Em seguida, faga uma dobradura fazendo com
54 o 0D

que as semirretas OA e OD sejam coincidentes e outra dobradura coincidindo

as semirretas O? e O? . Volte o papel a posicao inicial, ou seja, desdobre,

observando que existe a sobreposi¢cao dos angulos, logo sao congruentes.

Figura 2.24: Congruéncia dos angulos opostos pelo vértice - passo 4

2.7 Soma dos angulos internos de um triangulo

1. Em uma folha de papel desenhar um tridngulo nomeando seus vértices por A, B
e C'. Em seguida, recorte o AABC.

2. Construa a altura relativa a um dos vértices, como mostra a figura abaixo.

(@]

Figura 2.25: Soma dos angulos internos de um triangulo - passo 1

3. Facga dobraduras de modo que os pontos A e H coincidam. Faca com que B e H
também sejam coincidentes, assim como, com os pontos C' e H, como na figura

a seguir:
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H=A=B=C

Figura 2.26: Soma dos angulos internos de um triangulo - passo 2

Observe que soma dos angulos resulta em uma reta. Portanto a soma das medidas

dos angulos internos de um triangulo mede 180.

2.8 Pentagono regular

1. Desenhe em uma folha de papel um quadrado, por exemplo de 4cm de lado. Em
seguida recorte o mesmo. Dobre a folha de modo que o vértice A coincida com
o vértice B, faca o mesmo com o vértice D e o vértice C, ou seja, encontre os

pontos médios, E e F.

Observe a figura abaixo:

A D
E F
B C

Figura 2.27: Pentégono regular - passo 1

2. Obtemos um retangulo de dimensoes 4cm por 2cm, como mostra a figura a seguir:

E F
C

Figura 2.28: Pentagono regular - passo 2

3. Trace uma das diagonais, por exemplo a BF. Em seguida, desdobre.
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Faca estgd dobradura
C

Figura 2.29: Pentagono regular - passo 3

4. Construir a bissetriz do angulo ABF e marcar um ponto Y sobre AD

A Y D
b
’
’
’
’
’
’
,
’
’
E ’ F
P
’ B
7 _-7
’ -
/7 /’/
’ -
’ -7
’ -
’ -
/ P
{ -
B’// C

Figura 2.30: Pentégono regular - passo 4

5. Faca uma dobradura coincidindo os pontos D e Y, marque o ponto X na dobra-

dura, com o lado BC.

Figura 2.31: Pentégono regular - passo 5

6. Volte a folha a posicao inicial, observe a figura abaixo:
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A _Y D

E F
@-—-—--—- - - - ®

B -X C

Figura 2.32: Pentagono regular - passo 6

7. Dobre o papel fazendo C'D coincidir com AB, marque o ponto Z na intersecco

do ponto X com BC, veja ilustracio:

A=D

Figura 2.33: Pentagono regular - passo 7

8. Desdobre a folha:

Figura 2.34: Pentagono regular - passo 8

9. Dobre a folha levando o ponto X até o segmento AB de tal forma que esta

dobradura passe pelo ponto Z.

Marque o ponto W na intersecdo de X com AB.
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Figura 2.35: Pentégono regular - passo 9

10. Em seguida, desdobre a folha.

w

Figura 2.36: Pentégono regular - passo 10

11. Faca uma dobradura levando AB sobre C'D. Em seguida, marque o ponto L na
interseccao do ponto W com C'D. Marque os pontos P e () nas extremidades da

dobradura, como mostra a figura a seguir:

P D=A
L=wW
Q B=C

Figura 2.37: Pentégono regular - passo 11

12. Desdobre.
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P
T
|
I
|
|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
Q

Figura 2.38: Pentagono regular - passo 12

13. Faca uma dobradura levando o ponto Z sobre PQ de tal forma que a dobradura

passe pelo ponto W. Marque o ponto M na interseccio de Z com PQ.

B
/NP D

M=z

Figura 2.39: Pentagono regular - passo 13

14. Desdobre, obtendo a figura abaixo:.

A

<

Df——— = — o — = — — — — =}
/

Figura 2.40: Pentagono regular - passo 14
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15. Faca as dobraduras determinando MW, W Z, ZX, XL e LM, obtendo o penta-

gono regular.

Figura 2.41: Pentagono regular - passo 15



3 Segmentos Construtiveis

A busca pela solugao dos problemas considerados classicos da antiga Grécia, envol-
vendo construgoes realizadas apenas usando régua e compasso, acabaram por contribuir
de forma significativa, no desenvolvimento da Matematica. Essa contribuicao possi-
bilitou a criacao e o aperfeicoamento dos conceitos basicos referentes a estrutura da
Algebra aliada a Geometria.

Esses problemas cujas a construgdes envolvem somente régua e compasso, mostram
o interesse dos matematicos gregos por desafios intelectuais. Com o aparecimento dos
Elementos de Fuclides, a busca pela solu¢ao dos cinco problemas classicos, possibilitou
um avango consideravel no estudo da ciéncia Matematica.

Duplicagao do cubo, retificacao da circunferéncia, quadratura do circulo, trissecagao
do angulo e construcao de poligonos regulares, foram os cinco grandes desafios que
permaneceram, por cerca de dois mil anos, sem solugao.

Segundo Courante e Robbins (2000), a compreengao profunda dos problemas geo-
métricos consiste na tradugao dos mesmos para uma linguagem algébrica, porém isso
somente foi possivel no século XV III, a partir dos trabalhos de Paolo Ruffini, Niels
Henrik Abel e Evariste Galois.

Denominamos segmentos construtiveis aqueles que sao obtidos, a partir de segmen-
tos dados, por meio de construgao com régua e compasso.

Em particular, este trabalho apresenta algumas situacoes que a construcao possa

ser realizada usando dobraduras.

3.1 Divisao de um segmento de reta em partes iguais

1- Divisao de um segmento de reta em 2" partes iguais.

Dividir um segmento em 2" partes iguais, significa que para n = 1, divide-se
21 = 2 partes iguais, isto é, encontrar o ponto médio do segmento. Para n = 2,ou

seja, 22 = 4 partes iguais, procede-se da seguinte maneira:

a) Tome uma folha de papel quadrada, denote seus vértices por A, B, C' e D. Em

seguida, dobre a folha ao meio, tragando a mediatriz de um segmento. Dobradura

o7
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trabalhada anteriormente. Desdobre e marque os pontos M e N, como mostra a
figura abaixo:

@-----————-______9

o]
pd
(@]

Figura 3.1: Divisao de um segmento de reta em 2" partes iguais - passo 1

b) Dobre a folha fazendo com que os pontos A e M, B e N coincidam, faga o mesmo

com os pontos C'e N, D e M. Desdobre a folha, marcando os pontos X, Y, Z e

W. Observe a figura abaixo:

>
>
<
N
@)

@-———--—--—--"-—-—-—-—-—-—-9

@--——---"-"-"-"-""-"-—"--—"-9

@--—-—---"-"-"-"-"-"-"---—-9

vy)

<

P4
=

Figura 3.2: Divisao de um segmento de reta em 2" partes iguais - passo 2

Seguindo este modelo de divisao, é possivel dividir cada parte dos segmentos
AB e CD ao meio, obtendo oito partes iguais, o que corresponde a n = 3, se
cada parte for dividida novamente ao meio, obtém-se 16 partes iguais; e assim,

sucessivamente, para se obter todas as poténcias de 2, partes iguais.
Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais.

Tome uma folha de papel quadrada, denote seus vértices por A, B, C'e D. Em
seguida, dobre a folha ao meio, tragando a mediatriz de um segmento. Dobradura
trabalhada anteriormente. Desdobre e marque os pontos M e N, como mostra a
figura abaixo:
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>
<
O

®---—-————————~___9

o]
=z
(@]

Figura 3.3: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 1

b) Faga uma dobradura coincidindo o ponto B com o ponto M, marcando o ponto
G na intersecao de CD com BC.

A M D

\e
Figura 3.4: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 2

c) Desdobrando, obtemos:

A M D

4
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1 [ ]
1
1
1
1
1
1
!
N

Figura 3.5: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 3
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d) Faca o mesmo procedimento com o vétice C, ou seja, coincida o ponto C' com o

ponto M, marque o ponto H sobre AB, desdobrando obtemos a figura:

A M D
H G
° [}
B C

Figura 3.6: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 4

e) Faca uma dobradura fazendo coincidir AD com GH. Desdobre. Marque nas

extremidades desta dobradura os pontos X e Y.

A D
Yo — — — — — — — — — — — — — o X
He G
B

Figura 3.7: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 5
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f) Faca uma dobradura levando o segmento BC sobre o segmento XY . Desdo-

brando, obtemos a figura:

A D
Yo — — — — — — — — — — — — — o X
He- — — — — — — — — — — — — — ¢ G
B c

Figura 3.8: Divisao de um segmento de reta em 3 partes iguais - passo 6

Resultado: Observe que os pontos Y e H dividiram AB em 3 partes iguais,

ocorrendo o mesmo com os pontos X e G em CD.

Justificativa: Observe a figura.

A.

Os angulos AHE e BHF sio complementares, pois, EHF & reto, por ser o
refletido de EDC que também é reto.

Como, AEAH e AHBF sao retangulos. Como AHE ¢ complementar de BﬁIF,
entdo AHE ¢ congruente de BFH. Como os triangulos sao retangulos e possuem

um dos angulos congruentes, eles sao semelhantes.

Considere o lado do quadrado com medida de uma unidade, além disso, seja

xr=AFey= BF. Como E é um ponto entre Ae D, ED = FH = 1—x. Temos

1
também que AH = HB = 7

Usando o Teorema de Pitagoras no AEAH, temos:
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1
(1= =22+ (5
1
x2—2x+1:x2+1
1
2w =1—-
o 4
3
% ==
x T
entao:
L3
=3

1
2

Pela semelhanga de triangulos, temos:
oy 3y 1

=2 — 2 _
3fg 1f 8 4

= — (0]X0)

Y 3 £o,

2 1
FCO=1-2=_
3 3
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3- Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais.

a) Considere que a folha de papel seja um quadrado JABCD.

Divida os segmentos AD e BC em trés partes iguais, como realizado no item 2.
Observe a figura abaixo:

F H

Figura 3.9: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 1

b) Faca uma dobradura levando o ponto B até o ponto G. Marque o ponto P,
pertencente a C'D, na intersecao de BC com CD.

Figura 3.10: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 2

c) Desdobre.
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Figura 3.11: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 3

d) Faga uma dobradura levando o ponto C até o ponto E. Marque o ponto @,

pertencente a AB, na intersecdo de BC com AB.

A C=E G D

Figura 3.12: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 4

e) Desdobre.

Figura 3.13: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 5
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f) Faca uma dobradura passando pelos pontos P e Q).

A D

Figura 3.14: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 6

g) Marque o ponto X pertencente a AB na intersecao do ponto B com AQ. Marque

o ponto Y pertencente a C'D na interse¢ao do ponto C' com DP.

A D
B=X c=Y
Q P

Figura 3.15: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 7

h) Desdobre.

Figura 3.16: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 8

i) Faga uma dobradura sobre o segmento XY. Marque o ponto K pertencente
a DY, na interseccao do ponto P com o segmento DY. Marque o ponto L
pertencente ao segmento AX, na interseccao do ponto () com o segmento AX.

Marque o ponto M pertencente ao segmento DY na intersec¢ao do ponto C' com
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A D
N=B M=C
L=Q K=P
X Y

Figura 3.17: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 9

o segmento DY . Marque o ponto N pertencente ao segmento AX na intersecgao
do ponto B com o segmento AX.

j) Volte a folha a posicao inicial.

A

D
N M
L K
X Y
Q P
B c

Figura 3.18: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 10

k) Faca uma dobradura sobre o segmento KL e desdobre. Faca uma dobradura
sobre o segmento M N e desdobre.

A

D
N M
L K
X Y
Q P
B c

Figura 3.19: Divisao de um segmento de reta em 5 partes iguais - passo 11
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Resultados:

1) Observe que os pontos N, L, X e @ dividem o segmento AB em cinco partes
iguais, da mesma forma, os pontos M, K,Y e P dividem o segmento C'D

em cinco partes iguais.

2) Os segmentos M N, KL, XY e PQ dividem o quadrado JABCD em cinco

partes iguais.

Justificativa: Tome um quadrado JABCD de lado 1, para facilitar os calculos.
Encontre o ponto médio E do segmento AB. Agora, encontre o ponto médio

entre os pontos A e F. Observe a imagem a seguir:

A D

1
Temos: 4AQ) = 2AF = 2EB = AB, entao, AQ = ZAB.

1
Como AB =1, temos: AQ = 1

O vértice D do quadrado JABCD é levado ao ponto (), determinando o ponto
J no segmento BC.

Observe que ANAGQ ~ ABQJ, pois sao triangulos retangulos com um dos an-
AG  AQ  GQ

BQ BJ DJ’

gulos congruentes. Portanto,
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Q
G 3
4
X 1-X%x
A Q B J
1 y
4

Sejam r = AQ e y = BJ, como mostra a figura abaixo:

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(1-af = (3 +°

1
1—2x+22=—+2°

16
20 =1 1
T T 16
16 —1
gy 161
16
1
21::—5
16
15
T = —.
32

AG  AQ  GQ

Como BO " BJ _ DJ temos:
15/39 1)y . 1y 3
= = entdo, — = —.
5y 32 T 16

2
Assim, BJ =y = 5

— 1
Para finalizar, basta dividir por dois o valor do segmento B.J, obtendo gAB .



4 Planos de Aula

4.1 Construcao da bissetriz de um angulo

Objetivos Gerais

Realizar a construgao da bissetriz de um angulo, usando dobraduras. Mostrar que ao
construir a bissetriz é possivel desenvolver conceitos geométricos, compreender alguns
procedimentos algébricos, dar significado a escrita matematica e desta forma, chegar a
formalizacao dos fundamentos com clareza e objetividade. Além de proporcionar aos

alunos um aprendizado mais significativo e prazeroso.

4.1.1 Objetivos Especificos

e Identificar, nomear angulos e seus elementos.

Identificar, nomear e classificar triangulos.

Construir a bissetriz de um angulo.

Medir angulos com o transferidor.

Justificar matematicamente que a bissetriz divide um angulo em dois angulos

congruentes.

4.1.2 Conteudos

e Nomenclatura dos elementos de um angulo.

Bissetriz de um angulo.

Uso do transferidor.

(Classificacao de triangulos.

e Congruéncia de triangulos.

Demonstracao matematica.

69
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e Escrita formal de uma demonstracao matematica.

4.1.3 Publico Alvo

9%ano / 8“série.

4.1.4 Tempo Estimado

Cinco horas aulas.

4.1.5 Material

e Folha de papel sulfite.

Folha de papel sulfite impressa com a figura da Bandeira da Guiana.
e Lapis.

Borracha.

e Régua.

Transferidor.

Caderno.

4.1.6 Desenvolvimento

e 1% etapa: Dividir os alunos em duplas. Em seguida, retomar o conceito de angulo,
nomear seus elementos, definir bissetriz de um angulo. Rever o uso do transferidor

e os casos de congruéncia de triangulos.

e 2% etapa: Identificacao do angulo e determinacgao de seus elementos, como nas
defini¢oes 1.22.,1.24. e 1.25.

e 3% etapa: Construcao da bissetriz do angulo, usando dobraduras, como realizado

na segao 2.4.

e 4% etapa: Medir, usando o transferidor, o valor de cada angulo determinado pela

bissetriz.

e 5H? etapa: Realizar a demonstracao matematica da existéncia da bissetriz, como

feito no Teorema 1.40.
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e (% etapa: Aplicacao dos conceitos matemaéticos estudados em uma situacao pro-

blema. Como sugestao a problematica abaixo.
Dobrando Bandeiras
As bandeiras sao construidas usando formas geométricas, em especial, observe a
bandeira da Guiana, ela contém &angulos, triangulos e um contorno retangular.
Marque na bandeira o AABC, que estéa colorido de vermelho. Tarefas:

1) Classifique o AABC quanto aos lados.

2) Encontre a bissetriz do angulo ABC, usando dobraduras.

3) Use o transferidor para medir os angulos do tridngulo e os angulos formados

pela bissetriz.

Figura 4.1: Bandeira da Guiana

4.1.7 Avaliacao

O processo de avaliagao seré realizado durante toda a aplicacao da atividade pro-
posta, através da observacao do posicionamento do aluno, isto é, postura perante o
trabalho em grupo, questionamentos, organizacao de suas ideias na forma escrita e

socializagao dos resultados.
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4.2 Construcao da reta mediatriz de um segmento de

reta

4.2.1 Objetivos Gerais

Mostrar que ao construir uma reta mediatriz, usando dobraduras, é possivel desen-
volver conceitos geométricos, compreender alguns procedimentos algébricos, dar sig-
nificado & escrita matematica e desta forma, chegar a formalizacao dos fundamentos
com clareza e objetividade. Além de proporcionar aos alunos um aprendizado mais

significativo e prazeroso.

4.2.2 Objetivos Especificos

e Construir a reta mediatriz de um segmento AB.
e Encontrar o ponto médio do segmento AB.

e Justificar, matematicamente, que os pontos da reta mediatriz equidistam das

extremidades do segmento.

4.2.3 Contetdos

e Reta mediatriz.

Ponto médio de um segmento.

e Congruéncia de triangulos.

Demonstracao matemaética.

Escrita formal de uma demonstracao matematica.

4.2.4 Publico Alvo

9%ano / 8“série.

4.2.5 Tempo Estimado

Quatro horas aulas.

4.2.6 Material

e Folha de papel sulfite.

e Folha de papel sulfite impressa com a figura Vida no Campo.
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Lapis.
Borracha.
Régua.

Caderno.

4.2.7 Desenvolvimento

1% etapa: Dividir os alunos em duplas. Em seguida, retomar o conceito de reta
mediatriz como o Lugar Geométrico dos pontos que equidistam das extremidades
de um segmento de reta. Rever também, os conceitos de ponto médio de um

segmento de reta e os casos de congruéncia de triangulos.

2% etapa: Construgao da reta mediatriz e determinacao do ponto médio de um

segmento de reta, usando dobraduras como realizado na secao 2.3.

3% etapa: Verificagao da propriedade do Lugar Geométrico, ou seja, marcado um
ponto qualquer na mediatriz, medir a distancia do mesmo até as extremidades

do segmento de reta.

4% etapa: Realizar a demonstracao matematica da propriedade do Lugar Geomé-

trico, como feito no Teorema 1.46.

5% etapa: Aplicacao dos conceitos mateméticos estudados em uma situacao pro-
blema. Como sugestao a problematica abaixo.

Vida no Campo

Bartolomeu e Josefino sao dois amigos que se dedicam ao estudo da matema-
tica. Eles adoram conversar todas as tardes sobre os mais diversos assuntos, em

especial, hoje estao falando a respeito de conceitos geométricos.
Suas casas estao marcadas na figura abaixo pelas letras A e B.

Ja que o assunto de hoje é a geometria, decidiram se despedir num ponto que

esteja a igual distancia de suas casas.

Como sabemos, esse ponto nao é tinico. Vamos ajuda-los a encontrar todos esses

pontos?
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Figura 4.2: Vida no Campo

4.2.8 Avaliagao

O processo de avaliacao sera realizado durante toda a aplicacao da atividade pro-
posta, através da observacao do posicionamento do aluno, isto é, postura perante o
trabalho em grupo, questionamentos, organizacao de suas ideias na forma escrita e

socializagao dos resultados.

4.3 Relatoério

Atualmente é uma tarefa dificil encontrar meios facilitadores para o ensino aprendi-
zagem, devido a competicao desleal com o mundo digital, muito mais rapido e interes-
sante para os alunos. Ambas atividades foram aplicadas durante o segundo semestre
de 2013, para alunos do oitavo ano.

Para a realizagao das atividades a classe foi divida em duplas, proporcionando a
socializagao de ideias, além disso, desenvolveram atividades manuais que os obrigaram
a desacelerar e por algum tempo abandonar a tecnologia “touch screen”, trabalhando
com um instrumento milenar, as dobraduras, ou como é mais conhecido, com o Origami.

Além da dificuldade de socializacao da classe, também houve problemas com a
divagacao, pois enquanto alguns prestavam atencao nas instrugoes que eram passa-
das, outros construiam avioes, barcos, chapéus, leques, etc. Superados estes fatores,
as atividades transcorreram de forma satisfatéria. Deixando claro que atividades di-
ferenciadas, bem planejadas, proporcionam aos alunos uma melhor fixagdo, mesmo

que o tempo dedicado para elas seja limitado, pois existe a necessidade em cumprir o
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cronograma oficial da escola.

A manipulacao do papel é uma atividade que conduz & estimulagao das fungoes
psicomotoras, contribuindo por exceléncia para o desenvolvimento da coordenagao mo-
tora fina. Como educadora evitei sempre julgamentos sobre a beleza e apresentagao
das atividades, corrigindo os erros quando necessério e utilizando expressoes como: in-
teressante, original, diferente, porém completando ao final, vamos refazer para atingir
os resultados necessarios para completarmos os objetivos desta aula.

A maior dificuldade ocorreu na passagem do concreto para o abstrato, em outras
palavras, durante a formalizacao dos conceitos matematicos. Os alunos nao estavam
acostumados com a escrita formal, comum na matemética e nem com o formato de
como ¢é realizada uma demonstragao matematica.

Infelizmente, por questoes juridicas, nao possuo imagens da realizagao das ativida-
des e nem dos resultados obtidos.

Apesar das dificuldades encontradas e o tempo escasso para a realizagao das ativi-

dades, os resultados obtidos foram satisfatoérios.
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