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Resumo

Este trabalho dedica-se a classificacao de centros sobre variedades centrais de sistemas
diferenciais polinomiais em R? e a bifurcacao de ciclos limites a partir destes centros.
Restringimos nosso estudo a certas familias de centros rigidos em R3, cuja definicao intro-
duzimos e foi motivada pela definicao dos centros rigidos no plano. No caso planar este
tipo de centro é muito estudado e varios resultados interessantes foram obtidos. Apre-
sentamos formas normais que caracterizam os centros rigidos e resolvemos o problema
do centro—foco para vérias familias de centros rigidos em R3. Também obtemos cotas
inferiores para o nimero de ciclos limites que bifurcam a partir dos centros rigidos que

foram classificados.

Palavras-chave: Sistemas rigidos em R?, constantes focais, problema do centro—foco
) ) )

bifurcagoes, ciclos limites.



Abstract

This work is dedicated to the classification of centers on center manifolds for polinomial
differential systems in R? and to the bifurcation of limit cycles from these centers. We
restrict our study to certain families of rigid centers in R?, which we have define motivated
by the definition of rigid centers on the plane. On the plane, these centers are widely
studied and many interesting results are obtained. We present the normal forms that
characterize the rigid centers and solve the center—focus problem for several families of
rigid centers in R3. We also obtain lower bounds to the number of limit cycles bifurcating

from the classified rigid centers in this work.

Keywords: Rigid systems in R3, focal coefficients, center—focus problem, bifurcations,

limit cycles.
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Capitulo 1

Introducao

A matematica tem varias ramificacoes que surgem a medida que os problemas
tornam-se mais complexos e os estudos se aprofundam. Uma destas ramificagoes é inti-
tulada Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordindrias, que iniciou-se em 1881
com Poincaré [48] e logo ganhou muito destaque, por suas aplicagoes na modelagem de
problemas de ciéncias aplicadas tais como Fisica, Biologia, Astronomia, Engenharias, etc.
A Teoria Qualitativa se baseia no fato de nao ser preciso resolver explicitamente uma
equacao diferencial ordindria para obter resultados precisos sobre o comportamento de
suas solugoes, ou seja, nao ha a necessidade de se obter as solucgoes explicitas de uma
equacao diferencial. Isto motivou o desenvolvimento de varias técnicas no estudo da te-
oria das equagoes deferenciais e muitos problemas interessantes e intrigantes surgiram,
alguns dos quais continuam até hoje sem uma solugao definitiva. Podemos citar o pro-
blema de se estimar o numero de ciclos limites de uma equacao diferencial, o problema
de integrabilidade de campos de vetores, o problema do centro—foco, etc.

O problema do centro—foco no plano, isto é, para sistemas de equagoes diferenciais
analiticas & = f(u) em R? com um ponto de equilibrio isolado na origem, f(0) = 0,
tal que a parte linear D f(0) tenha dois autovalores imaginarios puros, consiste em se
obter condi¢oe necessarias e suficientes que determinem quando a origem é um foco ou
um centro (veja [22] e [40]). De modo geral pouco se pode dizer deste problema, sendo
que apenas alguns casos foram resolvidos, por exemplo quando f é um campo de vetores
polinomial de grau n = 2 feito por Kapteyn e Bautin (veja[7], [35] e [36] ). Este problema
pode ser formulado para sistemas diferenciais analiticos em R?, e também encontra-se

em aberto, exceto para alguns casos especificos. Mais precisamente, dado um sistema
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analitico de equagoes diferencias em R?, @ = f(u) em que u = (z,y,2) e f : U C R® — R3,
suponha, sem perda de generalidade, que a origem (0,0,0) seja um ponto de equilibrio
isolado. Além disso, suponha também que a parte linear D f(0) tenha um autovalor real
nao nulo e um par de autovalores complexos conjugados com partes reais nulas. Sob
estas hipoteses o Teorema da Variedade Central garante a existéncia de uma variedade
bidimensional W¢, chamada variedade central, em uma vizinhanca da origem do sistema,
a qual é uma superficie invariante do sistema e tangente ao autoespaco gerado pelos
autovetores generalizados, associados aos autovalores imaginarios puros, e contém todo
o comportamento recorrente do sistema nesta vizinhanca da origem em R3. Portanto, o
problema do centro—foco em R?, sob estas hipéteses, consiste em decidir se a origem sobre
a variedade central é um centro ou um foco. Este problema tém sido estudado em varios
artigos, ver por exemplo, [17], [25], [27], [44], [50] e [52].

O problema do centro—foco sobre variedades centrais de campos de vetores em R3
é tao ou mais dificil de ser estudado quanto o seu analogo no plano. Sendo assim, como
no caso planar, nossa estratégia é atacar familias particulares de centros sobre variedades
centrais. Motivados pelos bons resultados obtidos para este problema, quando restrito a
sistemas rigidos no plano (veja [4], [21], [23], [29] e [30]), nosso trabalho é dedicado ao
estudo do problema do centro—foco para sistemas rigidos em R? e ao nidmero de ciclos
limites que bifurcam dos centros destes sistemas. Chamaremos os centros de sistemas
rigidos de centros rigidos.

Semelhante ao caso planar, a forma natural de definir sistemas rigidos em R? ¢é
expressando o sistema restrito a uma variedade central em coordenadas polares (veja
Definigao , o que nao ¢ muito pratico para os calculos. Por exemplo, para estudar
centros rigidos em R? temos a dificuldade adicional de restringir o sistema a uma varie-
dade central. Para evitar essa tarefa caracterizamos os sistemas rigidos por coordenadas
cilindricas em R?. E mostramos que estes sistemas sao uma subclasse de sistemas rigidos
em R3.

Com a caracterizacao dos sistemas rigidos por coordenadas cilindricas em R3 passa-
mos ao estudo do problema centro—foco para familias especificas desta classe de sistemas.
Precisamente, motivados pelos resultados conhecidos no plano para sistemas rigidos ho-
mogéneos (veja [22]), dividimos a classe de sistemas rigidos por coordenadas cilindricas em

R3 em duas subclasses, os sistemas rigidos homogéneos e os nao-homogéneos. Resolvemos
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o problema do centro—foco para sete tipos de familias de sistemas rigidos homogéneos em
R3 e para trés tipos de sistemas rigidos nao-homogéneos em R3.

Gragas aos resultados de Bibikov [§] e outros autores [27], o problema do centro—
foco sobre variedades centrais se reduz ao problema de encontrar a variedade do ideal
gerado por uma colecao de polinomios, chamados de coeficientes focais gx ko do sistema.
Segue do Teorema da base de Hilbert, que este ideal é gerado por um nimero finito de coe-
ficientes focais, ou seja, o problema do centro—foco se reduz a encontrar um niimero K € N
tal que o ideal B =< gir0;k € N > satisfaz B = Bx =< 9220, 93,3,0, 94,40, " Gk, K0 >-
Na pratica encontrar K ¢é muito dificil.

Apés a classificacao das dez familias de centros rigidos em R3, mencionadas acima,
passamos ao estudo da ciclicidade destes centros. Em outras palavras, tratamos do pro-
blema de estimar o nimero de ciclos limites, isto é, de solucoes periddicas isoladas, que
podem bifurcar de um centro quando os coeficientes do sistema de equagoes diferenciais
variam por pequenas perturbagoes. Denotando por M(n) o nimero maximo de ciclos li-
mites de pequenas amplitudes que surgem de um centro ou um foco de sistema polinomial
de grau n, pouco se sabe sobre M (n), o nimero (veja [13], [18], [38], [50], [53] e [54]). Um
resultado cldssico devido a Bautin [7] mostra que M (2) = 3 para campos polinomiais de
grau 2 no plano. Entretanto, para n > 2, o nimero M (n) é desconhecido. Este problema
é uma versao fraca do ainda nao resolvido “16° problema de Hilbert” que foi proposto
pelo grande Matematico David Hilbert no Congresso Internacional de Matematica reali-
zado em Paris em 1900, e trata de ciclos limites de um sistema de equagoes diferenciais
polinomiais planares. Mais precisamente, o problema consiste em determinar o nimero
maximo de ciclos limites de um campo vetorial polinomial no plano de grau n e quais
suas posicoes relativas.

Utilizando as ideias de Christopher [16] (veja também [51]), encontramos cotas
inferiores para o nimero de ciclos limites que bifurcam dos centros sobre variedades cen-
trais das familias de campos de vetores polinomiais rigidos, classificadas neste trabalho,
por pequenas pertubacoes. A técnica para encontrar estas cotas esta relacionada a in-
dependeéncia linear das partes lineares dos coeficientes focais em pontos da variedade do
ideal gerado por estes coeficientes.

Para uma visao completa desta tese, os capitulos subsequentes encontram-se assim

organizados:
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v CAPITULO 1: Apresentaremos neste capitulo um breve resumo dos resultados e
ferramentas, conhecidos na literatura, que auxiliam na formulacao e resolugao do problema
centro—foco sobre variedades centrais em R3. Tais como: O Teorema da Variedade central;
O Teorema Centro de Lyapunov; coeficientes focais; curvas algebricas invariantes; e a
teoria de integrabilidade de Darboux (veja por exemplo [26]).

v CAPITULO 2: Iniciamos este capitulo buscando uma definicao de sistema
rigidos em R3, inspirada na definicio para o caso planar. A maneira natural de estender
tal definicao é considerar o sistema em R? restrito a variedade central. Precisamente,

sistemas da forma
T =y+ P(z,y,2)

y=—x+Q(x,y,2) (1.1)
Z=Xz+ R(z,y,2),
onde A # 0 e P, e R sao fungoes analiticas em z,y e z sem termos constantes e lineares,
sao ditos rigidos em R? se restringidos a uma variedade central na vizinhanca da origem,

em coordenadas polares, assume a seguinte forma:
(1.2)

onde os pontos indicam expressoes que envolvem as fungoes do lado direito do sistema
. Isto significa que as orbitas do sistema sobre a variedade central giram em torno
da origem com velocidade angular constante. Esta definicao nao é muito pratica para os
calculos, pois nem sempre podemos encontrar explicitamente a variedade central. Por-
tanto introduzimos uma outra definicao de sistemas rigidos em R? usando coordenadas
cilindricas, a qual é enunciado da seguinte forma:

O sistema é rigido por coordenadas cilindricas se, nas coordenadas cilindricas x =

pcos, y=psent e z = z, assume a seguinte forma:

0 =1, (1.3)

onde os pontos indicam expressoes que envolvem as fungoes do lado direito do sistema
(1.1). Observe que esta defini¢ao nao depende da variedade central.
Em seguida mostramos que tais definicoes de sistemas rigidos em R? nao sao equi-

valentes, pelo o fato de sistemas rigidos por coordenadas cilindricas ser uma subclasse de
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sistemas rigidos em R3. Contudo trabalhar com essas definicoes, as quais envolvem mu-

dancas de variaveis trigonométricas, nao ¢ nada trivial. E como no caso planar, buscamos

formas normais em coordenadas cartesianas que caracterizam as defini¢oes acima.
Provamos que um sistema da forma ¢ rigido em R? se, e somente se, sua

restricao a uma variedade central na origem tem a seguinte forma canonica

t=—-y+aF(z,y) (1.4)
y=z+yl(zy),
onde F é uma funcdo de classe C¥ com k € N arbitrario, se tomarmos um vizinhanca

suficientemente pequena da origem. Provamos também que um sistema da forma ([1.1]) é

rigido por coordenadas cilindricas se, e somente se, tem a seguinte forma canonica

T=-y+aF(z,y,2)
y=x+yF(x,y,z), (1.5)
Z=-X\z+ R(z,y, 2),
onde F' é uma aplicagao analitica.
v CAPITULO 3: Neste capitulo resolvemos o problema do centro—foco para algu-
mas classes de sistemas rigidos em R3. Isto é, consideramos os sistemas da forma ,
onde F' e R sao polinomios homogéneos. A motivacao para os estudo desta classe de sis-
temas rigidos vem do trabalho de Conti [22], no qual os centros rigidos sao introduzidos.
Conti resolve o problema centro—foco no plano para sistemas da forma , onde ' é
um polinomio homogéneo, tais sistemas sao chamados de sistemas rigidos homogéneos.
Considere o sistema (1.5) com F = F, R = R,,, onde F,, R,, € Rlz,y, 2] sao

polindmios homogéneos com grau n > 1, m > 2, respectivamente e A # 0, ou seja,

T=—-y+aF,(r,y,2)
y'::L'—i-yFn(x,y,Z), (16)
Z=—- 2+ Rn(z,y,2).

Mostramos que o sistema ([1.6) com R,,(x,y,0) = 0 tem um centro rigido na origem sobre

a variedade central se, e somente se,
2m
/ F,(cos(s),sin(s),0)ds = 0.
0

oF,
Agora, para o sistema (1.6) com a—n(x,y, z) = 0, isto é, F,(x,y,2z) = F,(x,y) é um
2z

polinémio homogéneo nas varidveis « e y, mostramos que (|1.6)) tem um centro rigido na
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origem sobre a variedade central se, e somente se,

/0 ’ F,(cos(s),sen(s))ds = 0.

Infelizmente nao foi possivel obter um resultado geral que classifica os centros de
sistemas rigidos homogéneos em R3, como o obtido por Conti no plano. Sendo assim
passamos a considerar familias particulares de sistemas rigidos homogéneos em R3. Os
centros rigidos das seguintes familias foram estudados:

OR,,

Tres familias de sistemas da forma ((1.6) comn =1 e (x,y,2) =0, isto é,

z

1. Fi(z,y,2) = a1 + ayy + azz, Ro(z,y) = b1a? + boay + bsy?> e A # 0

2. Fi(z,y,2) = a1z + asy + azz, R3(x,y) = bia® + bax®y + bszy® + byy® e X = 1.

3. Fi(z,y,2) = iz +asy+asz, Ry(z,y) = byt +box3y + b3y + baxy? + bsy* e A = 1.

Para as familias acima os centros na origem sobre a variedade central foram completamente
classificados.

R, o,
Duas familias de sistemas da forma (1.6) com n =2 e 5 (x,y,z) =0, isto é,
2

1. Fy(z,y,2) = a12? + asxy + azwz + agy® + asyz + a2, Ro(x,y) = bix? + byxy + bsy?
elA=1.

2. Fy(2,y,2) = a12% + asxy + azxz + agy® + asyz + agz?, Rs(x,y) = bia® + b’y +
bsxy? + bay® e A = 1.

Os centros na origem sobre a variedade central da primeira familia foram completamente
classificados, ja para a segunda familia nao podemos afirmar que nossa classificagao esta

completa, apesar de termos fortes evidéncias que sim.

Um sistema da forma (1.6) comn =1em =2

1. Fi(z,y,2) = a1 + agy + azz, Ro(w,y,2) = bix? + boxy + bsxz + byy® + bsyz + bg2?
eX=1.

Apesar de acreditarmos que as condi¢oes para se ter um centro na origem obtidas para a
familia acima serem necessarias, s6 fomos capazes de provar que sao suficientes.

Um sistema da forma ([1.6) com Fy(x,y, z) = Ra(z,y, 2)
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1. Fy(x,y,2) = biw? + bywy + b3xz + byy? + bsyz + bgz? e A = 1.

Os centros na origem sobre a variedade central desta familia foram completamente clas-
sificados.

Finalizamos o capitulo 3 com duas conjecturas, as quais lembram os resultados de
Conti.

v CAPITULO 4: Dando continuidade ao estudo do problema do centro—foco para
sistemas rigidos em R?, neste capitulo consideramos os sistemas da forma que nao
sao homogéneos e tais que a fungao F' é dada por F'(z,y, z) = Fopi1(2)+Foy(2), onde Fopiq
¢ um polinomio impar na varidvel z de grau 2p 4 1, F5, ¢ um polindomio par na variavel z
de grau 2¢, e R é um polinomio homogéneo. O estudo destas familias foi motivado pelo
artigo [25], no qual os autores classificam os centros rigidos no plano de familias da forma
(1.4) com F sendo um polinomio s6 da varidvel z, y ou a soma de um polinémio sé da
variavel x com outro polindmio s6 da variavel y.

A saber, classificamos os seguintes centros rigidos:

Caso Fyy(2) =0,p=1e R(z,y, z) = Ra(x,y, 2), isto é,

F(2) = a1z + a32®, Ro(,y, 2) = b12® + boxy + bgzz + byy® + bsyz +bgz2 e A =1
Caso Fy,11(2) =0, ¢ =4 e R(x,y,2) = Ry(x,y, 2), isto é,
F(2) = ay2® +as2* +ag2%4as2®, Ro(,y, 2) = b1 +-bywy+bswz+byy® +bsyz+bgz? e A = 1.
Casop=2,q=2e R(z,y,2) = Ry(x, z), isto é,

F(2) = a1z + a2 + a32® + agz* 4+ a52°, Ry(w, 2) = bya® + bowz + bzz? e A = 1.

v CAPITULO 5: Comegamos este capitulo introduzindo a teoria classica sobre
ciclos limites. A ideia é estudar perturbacoes a um parametro de sistemas em R? que pos-
suem um centro na origem sobre a variedade central. Em outras palavras consideraremos

familias da forma
&t =—y+ P.(x,y,2) + eG1(z,y, 2),

J =1+ Qc(x,y,2) + eGa(z,y, 2), (1.7)
2= 2+ R.(z,y,2) + eGs(x,y, 2),
onde P.(z,y,2), Qc(z,y,2), R(x,y,2) e Gj(x,y,2), j =1, 2, 3, sdo polinémios de grau

> 2 com coeficientes reais e € um parametro real suficientemente pequeno. Além disso,
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assumimos que para € = 0 (ou equivalentemente G; = G5 = G5 = 0) o sistema tem um
centro sobre a variedade central na origem. Denotando por (p1,pe,...,P1,Dist,-- -, Pk)
os parametros do sistema acima, onde (p1,pa,...,p;) sdo os parametros do sistema nao
perturbado (i. e. os parametros de com € =0) e (pjs1,--.,Pr) SA0 0s parametros da
perturbagao, e por v;;, j = 1,...,k os coeficientes de primeira ordem da expansao em e

dos k primeiros coeficientes focais, temos o seguinte resultado: suponha que

O(V11,V21, ...,V
Posto (V1.1, V2.1 k1) =k, (1.8)
a(p17p27"'7pk) P=pe
onde pe = (P1,P2,- -, DL Dis1s - -+ Pk) COM Pryy = Pryp = --- = p = 0, entdo podemos
escolher os parametros pq, po, . . ., pr de modo que o sistema tenha pelo menos k — 1 ciclos

limites bifurcando do centro. Apresentamos uma prova elementar deste resultado usando
argumentos classicos da teoria de bifurcagoes. Entretanto, nao se pode dizer que temos um
resultado novo, na verdade este resultado é uma versao do Teorema 2.1 de [16] enunciado
no plano, veja também o Lema 1.1 de [51].

Munidos do resultado acima, passamos a estimar cotas inferiores para o nimero
de ciclos limites que bifurcam a partir de centros em variedades centrais por pequenas
perturbagoes de todos sistemas classificados nos capitulos anteriores. Consideramos per-
turbacoes da forma com G; = Gy = G3 = G, onde G é um polindmio homogeéneo
de grau 2. As cotas obtidas variaram entre 1 a 5 ciclos limites, dependo da familia
perturbada.

v APENDICES: Optamos por adicionar a este trabalho trés apéndices, A, B e C.

No apéndice A apresentamos um algoritmo para o cédlculo dos coeficientes focais,
implementado no software Maple, um algoritmo para decompor o radical do ideal gerado
pelos coeficientes focais em uma intersecao finita de ideais primos, implementado no soft-
ware Singular, e por fim apresentamos as expressoes, algumas de forma parcial devido
suas extensoes, dos coeficientes focais utilizados no Capitulo {4 e Capitulo 4.4}

No apéndice B apresentamos o método da paralelizacao para uma classe de sistemas
diferenciais em R3. Até onde sabemos, ¢ a primeira vez que o método da paralelizacao
desenvolvido por Torregrosa e Liang [39] para o plano foi usado em sistemas diferenciais
no R3. Este método simplifica computacionalmente o calculo das partes lineares dos
coeficientes focais. Também apresentamos um algoritmo, implementado no Maple, para
o calculo dos coeficientes de focais de primeira ordem em € e que também foi usado no

método da paralelizacao.
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No apéndice C apresentamos as expressoes, algumas de forma parcial devido suas

extensoes, dos coeficientes focais de primeira ordem em e utilizados no Capitulo [5]
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Capitulo 2

Problema do centro-foco sobre

variedades centrais em R°

2.1 Preliminares

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e enunciaremos o Teorema da Va-
riedade Central para campos de vetores de classe C", r > 1, em R3. Para mais detalhes
veja o livro [37].

Consideremos a equacao diferencial

&= [z, ), (2.1)

onde x € R? e ;1 € R" sdo, respectivamente, as varidveis de fase e parametros. Assuma
que f é uma aplicacao de classe C* em R3 x R" e suponha que o sistema (2.1 tenha
um ponto de equilibrio x = ¢ quando g = pg. Além disso, assumiremos que a matriz

Jacobiana
A= Df(xo, o)
possui um par de autovalores imaginarios puros

/\273 = +iwy, wo > 0,

e o outro autovalor real A\; # 0. Seja E o auto espaco associado aos autovalores Ay 3 da

matriz A. Note que E° é um subespaco invariante por A.

Definicao 2.1. O ponto de equilibrio (o, po) do sistema (2.1) nas condigoes acima €
chamado ponto de Hopf.
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O préximo teorema nos permitird entender o Problema centro—foco em R3 restrito
a uma variedade central local, visto que, a equacao diferencial se comporta como no
plano. Mais precisamente, o teorema da variedade central local garante a existéncia de
uma variedade invariante bidimensional W€, numa vizinhanga do ponto de Hopf (zq, 1)
que é tangente ao autoespago central E¢ em (xg, fi9) e contém todo o comportamento
recorrente local do sistema para mais detalhes veja o Teorema 3.2.1 da pagina 127
de [32] e as referéncias [11], [37], [47] e [52].

Teorema 2.1. (Teorema da Variedade Central local) Considere o sistema com
f € C"(E) onde E é um subconjunto aberto de R™ contendo a origem e r > 1. Suponha
que f(0) =0 e que Df(0) tenha k autovalores com parte real negativa, j autovalores com
parte real positiva e m = n — k — j autovalores com parte real nula. Entao existe uma
variedade local W€ m-dimensional de classe C" tangente ao autoespago (generalizado) E°

em (zo, po) que € invariante sob o fluxo ¢, de (2.1)).
Definicao 2.2. W¢ é chamado de variedade central local.

Observacao 2.1.

i) W¢° pode nao ser unica. O sistema

&= —y—a(z* +y?),
y=a—y(@®+y?),

z=—2z,

possui o ponto de equilibrio (x,y, z) = (0,0,0), e a matriz Jacobiana do sistema na

origem possui um autovalor real negativo e um par de autovalores imaginarios puros
A= —1, Ao 3 = =i,

ou seja, o equilibrio é do tipo Hopf. Neste exemplo, existe uma familia de variedades

centrais locais bidimensionais do sistema dadas por

W5(0) ={(z,y,2); 2 = dp(x,y)},

onde
B exp (2(302_—;/20 cse 22 +y? >0,

0 ¢ =y =0.

bp(r,y) =
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ii) Uma variedade central local W° possui a mesma classe de diferenciabilidade (finita)
de f (se f € C* para algum k finito, W¢ é também uma variedade de classe C*)
em alguma vizinhanca U de (zg, o). Se f é C™ entdo podemos encontrar uma
variedade central C* para qualquer k < co. Porém, quando k — oo, a vizinhanca U
pode diminuir, podendo resultar na nao existéncia de uma variedade W€ de classe

C®, para algum sistema C*° (veja [37] na pagina 154).

2.2 Meétodo de Lyapunov e coeficientes focais

Apresentaremos a seguir um método de estudo do problema centro—foco em varie-
dades centrais de sistemas tridimensionais.

Consideremos agora o sistema diferencial real em R? dado por

.

= P(u,v,w),
= Q(u,v,w), (2.2)

W= R(u,v,w),

.

onde ﬁ(u,v,w),@(u,v,w) e R(u,v,w) sao funcoes analiticas. Suponha que a origem
(0,0, 0) seja um ponto singular isolado. Seja X (u, v, w) = (P(u,v,w), Q(u,v,w), R(u, v, w))
o campo de vetores associado ao sistema . Suponha também que a matriz Jacobiana
J(0,0,0) = DX(0,0,0) tenha um autovalor real ndo nulo e um par de autovalores com-
plexos conjugados. Qualquer sistema analitico (ou polinomial) como que tenha um

ponto de Hopf, pode ser transformado (por uma mudanga de coordenadas linear e uma

reparametrizagao da varidvel independente) no sistema

U= —v+ P(u,v,w),
b=+ Qu,v,w), 23)
W= —Aw + R(u,v,w),

onde A € R\{0}, FF = (P,Q,R) : U — R3 é real analitica com, Y C R® um aberto

contendo a origem, F'(0) = 0 e DF(0) = 0. Note que os autovalores da parte linear do

campo de vetores associado ao sistema na origem sao da forma +¢ e —\.
Denotaremos de agora em diante, por X', o campo vetorial associado do sistema

(2.3)
X =(—v+ P(u,v,w),u+ Q(u,v,w), \w + R(u,v,w)).
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Investigaremos a natureza do fluxo de X numa vizinhanca da origem restrito a uma
variedade central local, W¢, na origem. O problema centro—foco em R3, grosseiramente
falando, é distinguir sobre as condigoes acima se a origem ¢ um foco ou um centro sobre
a variedade central local. Neste sentido, o Problema Centro—Foco para o sistema
pode ser visto como um problema bidimensional.

Como os auto-valores do sistema na origem sao complexos conjugados ¢ mais
conveniente trabalharmos com o sistema complexificado, como é feito em [27]. Assumindo
que P, Q) e R sao polinomios homogénios de grau n > 2, consideremos a seguinte mudanca
de variavel:

r=u+tiv, ,y=T e z=w (2.4)

onde T denota o conjugado de x.

Diferenciando (2.4) e usando ({2.3]) obtemos

T = u+v
= (—’U —+ P(U,U,W)) + Z(U+ Q(U,,’U,QU))

= i(u+vi) + P(u,v,w) +iQ(u,v,w),

= (—v+ P(u,v,w)) —i(u+ Q(u,v,w))

= —i(u—vi)+ P(u,v,w) —iQ(u,v,w),

ou seja,
T = v+ 82,7, 2),
T = —it+ 52,7, 2), (2.5)
2 = Az+U(x,7,2),

onde S(z,7,z) = P(HZ, 2L 2) +iQ (&2, 2L 2), U(x,T,2) = R(ZE, 22, 2) e se

substituirmos T no sistema ([2.5)) pela varidvel y obtemos o seguinte sistema

=iz + S(z,y,2),
y=—iy+ S(z,y, 2), (2.6)
==X z+U(z,y,2).

Portanto o sistema em C? é a complexificacao do sistema real . Isso nos leva



2.2.  Método de Lyapunov e coeficientes focais 25

ao estudo de sistemas da forma:

n
T=1dx+ ), GpurPyls,

ptqt+r=2
y=—iy+ > bpurPyls, (2.7)
p+q+r=2
Z=-=Xz+ Y CpprPylz”
pt+q+r=2

n
— 7 = 3 p—q T ~ .
onde byy = Apgr € Cpgr SAO tals que Y CperaPTlw” s@o reais para todo z € C e todo
ptq+r=2
w e R.

Defini¢do 2.3. Um campo de vetores X = (P,Q,R) ¢ integrdvel em um aberto U
de R3 (resp. C3) se existe uma fungdo ndo constante H : U — R, (resp. C) cha-
mada tntegral primeira do campo em U, que é constante em todas as curvas solugoes
(x(t),y(t), z(t)) do sistema diferencial associado a X contidas em U, isto €, H(x(t),y(t),
2(t)) = constante para todos os valores de t para o0s quais a solugdo (x(t),y(t), z(t)) esta
definida e contida em U. Claramente H é uma integral primeira para o campo X em U
se, e somente se,

XH=PH, +QH,+RH.=0 em U.

Definicao 2.4. Duas integrais primeiras Hy e Hy sao ditas independentes, se seus gra-
dientes sao vetores linearmente independentes para todos os pontos (x,y,z) € U, exceto
num conjunto de medida nula. Se o campo X possui duas integrais primeiras independen-

tes, dizemos que ele é totalmente integrdvel.

Observagao 2.2. i) Se o campo X € totalmente integrdvel, entao as orbitas do sis-

tema estarao contidas nas curvas

{(z,y,2): Hi(z,y,2) = hl}ﬂ{(x,y,z) s Hy(z,y,2) = ho},

onde hy e hy variam nas imagens de Hy e Hy. Dai, a tmportancia de sabermos se

um sistema € totalmente integravel.

ii) Se eziste uma integral primeira para um sistema dado, qualquer fungao dela é

também uma integral primeira.

O seguinte teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [27], é a versao
em R3 do Teorema de Poincaré-Lyapunov para o problema do centro-foco no plano (veja

o Teorema [2.5 da proxima secao).



2.2.  Método de Lyapunov e coeficientes focais 26

Teorema 2.2. Um sistema analitico (2.3)), tem um centro sobre uma variedade central

se, e somente se, o sistema admite uma integral primeira analitica
H(z,y,2) =2 +y* +..., (2.8)

em uma vizinhanca da origem em R3, onde os pontos (...) indicam que a expansao em

Taylor da funcao H em x,y e z nao possui termos constantes e lineares.

O proximo teorema, também encontrado em [27], é um resultado anédlogo ao teo-

rema anterior porém enunciado para o sistema ([2.7]).

Teorema 2.3. (Centro de Lyapunov) A origem é um centro para o sistema (2.7)) se,
e somente se, o sistema (2.7)) admite um integral primeira local analitica da forma
H(z,y,2) =y + Z Vi Y2, (2.9)
j+k+1>3

em uma vizinhanca da origem em C®. Além disso, quando existir um centro, a variedade

central local € unica e analitica.

Com os resultados acima vamos investigar a existéncia de um integral primeira H

para o sistema |) Denotando por X = (]5,62, R) o campo de vetores associado ao
sistema (2.7, a funcdo H dada por (2.9) é um integral primeira para o sistema (2.7) se,

e somente se,

OH ~ OH ~ OH ~

ou seja,

N ) n
(y + > j'vj,k,lxj_lykzlﬂm"" > apqrxpyqzr)"i‘

J+k+1>3 ptg+r=2
N n
(x + k- vj’k’lxjykflzl)(—iy + D> bpgraPyl2")+ (2.11)
J+k+1>3 ptHqt+r=2
N n
+ (> Lvjrdytd (= 2+ YD cppaPy?z”) = 0.
J+k+i>3 p+q+r=2

Como queremos que H seja uma integral primeira, entao devemos escolhar os coeficientes
v de H de maneira que todos coeficientes do lado esquerdo da equagao (2.11]) se anulem.

Note que os coeficientes gg, x,1s de TF1yF2zks da expressao X' H sdo obtidos de forma
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explicita por:

gk’l,kg,k’g = (_>\k3 + (k;l - k2>i)vk1,k2,k’3 + akhk’zfl,kg + bk’lfl,kg,kg +

min(ks,N| | ki+ko+r—1

+ E E J k) — 1 ko —krVj ke g —r

r=0 Jj+k=3+r—k3
Jj>1,k>0

min(ks,N] | ki+ko+r—1

+ g E Kbk, —j ko—kt1,,Vj e hg—r | +

r=0 JAk=34r—k3
§>0,k>1

min[ks,N] | ki+ko+r—2

+ Z Z (k3 =7+ 1)Chy—jky—krVj ks —r+1

r=0 JHk=24r—k3
j>0,k>0

Utilizando a expressao acima podemos determinar de maneira dnica os v;;; de forma
que gk, koks = 0, para todo (ki, ko, k3), uma vez que ja temos determinado os v, g onde
a+pB+v<j+ k41, exceto para o caso em que k; = ko e k3 = 0. Neste tltimo caso,

vemos que a expressao de gk xo ¢ dada por:

2K—1 2K—2

IK K0 = § Jax—ji1,xko + Kbk—j x ki10] Viko + E CKjK—koVik1  (2.12)
k=2 k=2
j=>0,k>0 j=>0,k>0

Observe que g110 = 0 e para K € N, com K > 2, gk ko nao depende do coeficiente vg o,
pois este nao aparece em (2.12). Isto impede que H seja uma integral primeira apenas
por determinar condigoes sobre os seus coeficientes v;;;. Portanto a equacao ([2.11) se

reduz a forma

XH = 92,2,0(359)2 + 93,3,0(359)3 + 94,4,0(359)4 + 95,5,0(359)5 + e (2.13)

Assim a existéncia de uma integral primeira H ocorre se todos os coeficientes gx ko
sao nulos. Estes coeficientes gx xo, K > 2, sao chamado de Coeficientes Focais.
Concluimos, como no caso planar, que a soluc¢ao do problema do centro—foco em variedades
centrais de campos de vetores em R3 passa pelo calculo dos coeficientes focais. Temos

assim um método para estudar este problema, o qual estd resumido no seguinte teorema.

Teorema 2.4. O sistema (2.7) tem um centro sobre a variedade central se, e somente se,

9x. ko0 =0 para K =2,--- 00.

Para mais detalhes veja o Teorema 8, 9 ¢ 10 em [27].
Resolver o problema do centro—foco significa zerar todos os coeficientes focais.

Estes coeficientes focais geram o ideal B =< gj0;k € N >, chamado ideal de Bautin.
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Segue do teorema da base de Hilbert este ideal é finitamente gerado, ou seja, existe uma
constante m tal que
B =< 9220, 9330, 94,40, " s Gmm,0 > -

Desta forma é necessario calcular somente um niimero finito de coeficientes focais. Con-
tudo, dado um sistema qualquer, nao sabemos a priori quantos coeficientes temos que
calcular para gerarmos o ideal de Bautin B, com excecao de alguns casos especificos. Em
geral calcular os coeficientes focais nao é uma tarefa facil, pois os calculos crescem de
maneira exponencial, exceto em alguns casos mais simples. Assim varios métodos com-
putacionais tem sido desenvolvidos. A ideia é calcular um certo nimero de coeficientes
focais e depois encontrar as condi¢oes para anula-los. Estas condigoes sao necessarias
para que a origem seja um centro sobre a variedade central. Entretanto, para provar que
as condicoes sao também suficientes, utilizamos simétrias ou teorias de integrabilidade.
Discutiremos isto na préoxima secgao.

No exemplo a seguir ilustraremos o método apresentado nesta secao para o célculo

do primeiro coeficiente focal.
Exemplo 2.1. Considere o sistema polinomial dada por:
o= —v~+ u(aju + av + azw),
O =u+v(ayu + av + azw), (2.14)
W = —A\w + bju? + byuv + byv?,
onde seus coeficiente sao reais e X € R\{0}.
Através da mudanca de varidvel
r=u+iw ,y=I e z=w (2.15)
o sistema pode ser escrito na forma
T =ix+2U(z,y,2),
y=—yi+yU(z,y,2), (2.16)

Z=—lz+T(z,y),

onde
T ) .
Ulr,y,2) = §(a1 — asl) + %(Ch + asi) + zas,

z? _ x 2 )
T(l’,y, Z) = Z(bl - bQZ - bB) + 7y(b1 + bg) + yZ(bl + b2’l — bg)
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Como estamos interessados no calculo do primeiro coeficiente focal, utilizando o método

anterior, passemos entao a andlise do lado esquerdo da seguinte equacgao

XH = aa_f(m - U(z,y,2)) + %—j(—iy +U(@y,2) + %—f(—m +T(2,y.2) =0, (2.17)
onde
H(z,y,2) = xy + Z Vign Ty 2, (2.18)
J+k+1>3

com j, k,l € N. Agora colete os coeficientes de grau 3 da equagao (2.17)) e para anularmos

tais coeficientes devemos assumir

. . 2&3
U210 = a1l — Ay Vigp = —ait+az Vi1 =— U390=0 vg30=0

l
V201 =10 vg21 =0 vg12 =10 V003 =0 v1092=0
Substituindo as condigoes acima em ([2.17)), colecionando os coeficiente de grau 4 e igua-
lando a zero obtemos

Cbg(ibl + bQ - Zbg) - 3(&1 — iag)Zl
Al

V400=0 vo40=0 w3109=
P
2a3

Vo2,2 = 0 V0,04 = 0 V112 = 55

l
ag(al — ZCLQ)(Q + 3Zl)
l(—i+1)
ag(—ibl + b2 + Zb3) - 3(@1 + ’iCL2>2l

v301 =0 vo13=0 wa1

Vo,3,1 = 0 V2,02 = 0 V1,30 = 1
ag(al + ’Lag)(2 — 32[)
(@ +1))

Portanto a equagao (2.17)) se reduz na equagao (2.13)) com

by + b
92,270 = M (219)

01,03=0 v220=0 w121

Para o calculo dos demais coeficientes focais basta repetir o método. Voltaremos a estudar

este sistema no capitulo 3 na Proposicao [4.1]

2.3 Integrabilidade algébrica de sistemas diferenciais
polinomiais

Agora, apresentaremos algumas definigoes e resultados sobre a Teoria de integrabi-
lidade algébrica dos sistemas diferenciais polinomiais reais tomando como referéncia [20]

e [B0]. Estas ferramentas serao necessarias para determinar se um ponto singular é um
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centro ou foco. Observamos que a maioria das definicoes e teoremas abaixo podem ser
estendidos para sistemas complexos e sistemas nao polinomiais em dimensoes arbitrarias.
Denotaremos por C[z,y, z] ou Rz, y, z] o anel de polinémios nas varidveis x,y e z com
coeficientes em C ou R. Indicaremos por F o corpo dos reais R ou dos complexos C.
Como estamos interessados em analisar o problema centro—foco para sistemas em
IF3 sobre uma variedade central serd necessario conhecermos algumas ferramentas em [F?

relacionadas a este problema no plano. Sendo assim considere o sistema na forma normal

Tz =—-y+ Fi(z,y),
Y 1(z,y) (2.20)
y:$+F2(.T,y>,
onde Fi e F;, sao fungoes analiticas com desenvolvimentos de Taylor na origem comecando

com pelo menos termos de ordem 2.

O primeiro resultado é o classico Teorema de Poincaré-Lyapunov.

Teorema 2.5. (Teorema Poincaré-Lyapunov) O sistema (2.20) possui um centro

na origem se, e somente se, admite uma integral primeira analitica da forma
2 .2
H(r,y) =+ 42+,

em uma vizinhanca da origem em R?, onde os pontos (...) indicam que a expansao em

Taylor da fungcao H em x ey nao possui termos constantes nem lineares.

Definicao 2.5. Seja U um subconjunto aberto de F? e I : U — F uma funcdo analitica que
nao € identicamente nula em U. Uma funcao I € um fator integrante para o sistema

(2.20) em U se uma das sequintes trés condi¢oes equivalentes é verdadeira sobre U:

) Go(IF) =~ (IR

b) div(IFy, [Fy) = 0;
C) X1 = —IdiU(FbFQ).

Proposicao 2.1. A integral primeira H do sistema (2.20)) associada ao fator integrante
I € dada por

Hiz,) = [ 1e.9)Fi(a,)dy + o) (2.21)

em que h(x) € escolhido de tal forma que — = —IF, e o dominio de integragcao U é

ox

escolhido de forma apropriada. Entao

OH OH
I/:]Flz—, y,:IFQZ__.
dy
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Demonstracao. A demonstracao desta proposicao segue por verificacao direta. O

Definigao 2.6. Seja X' o campos de vetores associado ao sistema (2.20). Dizemos que

este sistema € reversivel se existe uma involucao R : F? — F? isto é Ro R = id, tal que
X(R(z,y)) = —DR(z,y)X(z,y).
Exemplo 2.2. Considere o sistema

T = —y+ 2y,
X(@,y)=4q ,
y=x—y
Tomando R(z,y) = (x,—y) temos que X(R(x,y)) = —DR(z,y)X(x,y) e portanto este

sistema € do tipo reversivel.

A demonstragao do teorema a seguir é analoga a encontrada no Teorema 3.5.5 na

pagina 133 em [50].
Teorema 2.6. Todo sistema da forma (2.20)) do tipo reversivel tem um centro na origem.

Daqui em diante, assumiremos que X = (P, (), R) é um campo de vetores polino-
mial de grau n, ou seja, P, Q, R € F[z,y, z] e n = max{grau P,grau @), grau R}. Veremos
a seguir como a existéncia de superficies algébricas invariantes de campos de vetores em

R? auxiliard na solucao do problema centro—foco.

Defini¢ao 2.7. Seja f € Fx,y, z| ndo identicamente nula. A superficie algébrica f =0
¢ uma supeficie algébrica invariante para X se existe um polinémio K € Fx,y, z]
tal que
50f | A0 | 20f
Xf=PL+0L+RL=KF¥ 2.22
f pe Q By P f (2:22)
O polinomio K ¢ chamado cofator da superficie algébrica invariante f = 0. Além disso

grau K <n —1.

Nos pontos da superficie algébrica f = 0, o gradiente V f é ortogonal ao campo
vetorial X', ou seja, X é tangente a f = 0. Em outras palavras f = 0 pode ser decomposta
como a uniao de trajetérias do campo vetorial X'. Isto justifica o nome “ superficie
algébrica invariante”.

O fator exponencial é uma outra ferramenta que desempenha um papel semelhante

aos das superficies algébricas invariantes na solugao do problema centro—foco.
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Definicao 2.8. Sejam h,g € Flz,y, z] e assuma que h e g sdo relativamente primos no
anel Flz,y, z] ou que h = 1. Entdo a fun¢ao exp(g/h) é chamada fator exponencial
para o sistema (2.3)) se existe pelo menos um polinomio K € Flx,y, z] de grau no mdzimo

(n — 1) que satisfaca a equagdo

X <exp (%)) — Kexp (%) . (2.23)

Dizemos entao que K € o cofator do fator exponencial exp(g/h).

O seguinte teorema relaciona a existéncia de uma integral primeira com a existéncia
de superficies algébricas invariantes (e/ou fatores exponenciais) e consequentemente com
a existéncia de um centro sobre variedades centrais de campos de vetores em R®. Opta-
mos aqui por apresentar uma versao simples deste teorema, a qual é suficiente para os
propésitos deste trabalho. Uma demonstragao deste teorema (em sua versao geral) pode

ser encontrada na pag. 221 de [20] e [42].

Teorema 2.7. (Integrabilidade de Darboux)

Suponha que o campo de vetores polinomial X admita p superficies algébricas invariantes

irredutiveis f; = 0 com cofatores K;, parat1=1,...,p e q fatores exponenciais exp <%)
J

com cofatores L;, para j =1,...,q. Entao

i) existem \i,p; € C nem todos nulos tais que Y7 | NK; + 377 il = 0, se e

) ) R

¢ uma integral primeira para o campo de vetores X .

somente se, a funcao

Outra ferramenta classica no estudo da integrabilidade de sistemas diferenciais
polinomiais é o fator integrante inverso, para mais informagoes recomendamos [10]. Para
sistemas dinamicos n-dimensionais, em particular tridimensionais, os fatores integrantes

inversos sao chamados de multiplos de Jacobi inverso.

Definicao 2.9. Uma funcio ndo nula V : U C R® — R, de classe C*, é dita ser o

maultiplo de Jacobi inverso de X, se ela satisfaz a EDP linear de primeira ordem

oV oV OV
X P— + —_— = X. 2.2
V= e Ty +R 5 = Vdiv (2.25)
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Observagao 2.3. Da equagao (2.25)), temos que o gradiente da fung¢ao V € ortogonal
ao campo vetorial X ao longo de V=1(0). Assim, X € tangente a V = 0. Entdo, esta

superficie pode ser decomposta em trajetorias do campo X .

A definicao acima é anéloga a definicao de fator integrante inverso no caso planar.
A seguir enunciamos o Critério de Reeb, o qual relaciona a existéncia de um centro com

a existéncia de um fator integrante inverso.

Teorema 2.8. (Critério de Reeb) O sistema (2.20) tem um centro na origem se, e
somente se, admite um fator integrante inverso real analitico da forma V(z,y) =14 ---

em uma vizinhanca da origem em F?.

O seguinte teorema foi apresentado em [I0] e pode ser considerado como um resul-

tado andlogo ao critério de Reeb em F3.

Teorema 2.9. O sistema (2.3) tem um centro na origem se, e somente se, admite um

maltiplo de Jacobi inverso da forma
V(z,y,2) =2z+---,

em uma vizinhanca da origem em F3. Além disso quando existir tal V', a variedade central

local analitica W*¢ C V=1(0).
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Capitulo 3

Sistemas Rigidos

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de sistemas rigidos em R3 a partir da
teoria desenvolvida para sistemas rigidos no plano. Nosso objetivo é estudar o problema do
centro—foco e a ciclicidade do ponto de Hopf para esta classe de sistemas. Estes problemas
serao abordados nos capitulos posteriores.

Considere o sistema planar

i = P(z,y),

y=Q(x,y),

(3.1)

onde P e () sdo funcoes analiticas. Suponha que o sistema tem um ponto de Hopf
(z0,70), ou seja, se X(x,y) = (P(z,y),Q(z,y)) denota o campo de vetores associado
ao sistema , temos que a matriz Jacobiana DX (xg,yp) tem um par de autovalores
complexos conjugados imagindrios puros. Podemos supor sem perda de generalidade que
o ponto singular (zg,yy) é a origem. Através de uma mudanca de varidveis linear e uma

reparametrizacao da varidvel independente (se necessario) o sistema (3.1]) pode ser escrito

Ccomo
T =1y+ P(z,y),

y = =T+ Q('Tay)7

onde P e @ sao fungoes analiticas cujos desenvolvimentos em série de Taylor, na origem,

(3.2)

comegam pelo menos com termos quadraticos. A questao de distinguir se a origem é um
centro ou um foco do sistema , como mencionado no capitulo anterior, é o chamado
problema do centro—foco (veja [17], [50], [52], [55], [61] e [62]).

O estudo da funcao periodo e da isocronicidade sao outros temas importantes de

pesquisa relacionadas ao sistema (3.2]). Precisamente, se a origem do sistema ([3.2)) é um
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centro, dizemos que ele é isdcromo se a funcdao de periodo definida numa vizinhanca da
origem (i.e. a fungdo que associa a cada drbita periddica na vizinhanga do centro o seu
periodo) é constante. O conceito de isocronicidade para centros de campos de vetores, em
particular campos de vetores polinomiais, tem sido extensivamente estudado na literatura,
veja por exemplo [14], [28] e [34].

Uma classe importante de centros isocronos sao aqueles cujas érbitas em sua vizi-
nhanca giram com a velocidade angular constante. Sistemas com esta ltima propriedade
sao chamados de sistemas rigidos. Portanto para sistemas rigidos o problema do centro—
foco é equivalente ao problema da isocronicidade. E é por esta razao que sistemas rigidos
tem sido estudados por varios autores. A melhor maneira de definir sistemas rigidos é
utilizando coordenadas polares. Assim o sistema ¢é dito rigido se em coordenadas

polares x = pcosf, y = psenf pode ser escrito na forma

onde os pontos (...) indicam uma expressoes que envolvem as fungoes do lado direito
do sistema , sendo na definicao o que importa é o fato da velocidade angular ser
constante. Note que a velocidade angular (6’ = 1) é consequéncia da expressao do sistema
. Outra motivacao para o estudo dos sistemas rigidos segue de sua expressao em
coordenadas polares acima. Devido a esta expressao, vemos que o sistemas rigidos planares
sao equivalentes a uma tinica equacao diferencial escrita na forma de uma equacao de Abel
generalizada.

Seguindo as ideias da prova do Teorema , podemos mostrar que o sistema

é rigido se, e somente se, pode ser escrito na forma

T = -y + JTF($7 y)7 (33)

y=z+yF(z,y),
(veja também, [23]). Em [23] o autor caracteriza os centros do sistema para o caso
em que F(x,y) = Hy(z,y), onde H,(z,y) é um polinémio homogéneo de grau p € N
(veja também [20]). Este resultado foi recentemente melhorado em [29], tomando-se
F(x,y) = a+ Hy(x,y) com a € R. Além de caracterizar os centros, os autores mostram
que neste caso o sistema pode ter no méximo um ciclo limite. Em [21] o caso F(z,y) =

Hi(x,y)+ Hs(x,y) é analizado e prova-se que todos os centros desta classe sdo reversiveis.
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Familias particulares de sistemas rigidos com F(x,y) = Ho(z,y) + Hy(z,y) + Hy(x,y)
foram estudadas em [30] e resultados sobre bifurcagao de ciclos limites e caracterizagao
de centros foram obtidos (veja também [3], [4], [5], [15] e [56]). Outro caso interessante
com F(z,y) = f(z)g(y), onde f(x) e g(y) sdo polindmios arbitrarios, foi estudado em [40]
(veja também [19] e [25]).

Um resultado bem conhecido na literatura mostra que o problema da isocronici-
dade de centros em campos de vetores analiticos é equivalente a existéncia de um comu-
tador analitico para tal campo. Dizemos que dois campos de vetores X e Y comutam
se o colchete de Lie destes campos é nulo, ou seja, se [X,Y] = DX.Y — DY.X = 0.
Neste caso, Y é dito o comutador de X. Estd provado para sistemas rigidos em [1] (veja
também [46]) que se tem um comutador Y, entdao Y(x,y) = (zK(z,y),yK(x,y))
com K(z,y) um polinémio de mesmo grau que F(z,y). Usando este resultado os au-
tores de [2] desenvolvem um algoritmo recursivo que lhes permite resolver o problema
do centro-foco para as familias de campos rigidos onde F(x,y) = Hi(x,y) + H,(x,y) ou
F(x,y) = Ho(z,y) + Hop(z,y) (para F(z,y) = Hay(x,y) + He(z,y) veja também [57]). No
caso de sistemas rigidos, este algoritmo é muito mais eficiente que os métodos classicos
utilizados no calculo dos coeficientes de Lyapunov ou coeficientes focais. Além disso,
no mesmo artigo, os autores estabelecem o niimero maximo de ciclos limites que podem
bifurcar de um foco multiplo na origem para tais familias.

O foco deste trabalho s@o os sistemas tridimensionais que possuem um centro sobre
uma variedade central. Em outras apalavras, seguindo a discussao iniciada no capitulo

anterior, consideraremos o sistema tridimensionais em sua forma normalizada

i’ = y+ P(x7 y? Z)?
y: —l’—i—@(%,y,Z), (34)
Z=-X\z+ R(z,y, 2),

onde A # 0 e P, e R sao fungoes analiticas em x,y e 2z sem termos constantes e lineares,
o que implica que a origem é um ponto singular do tipo Hopf. Pelo Teorema [2.1] para
todo k € R, o sistema possui uma variedade invariante local W¢ bidimensional
de classe C* tangente a z = 0 na origem. Em geral a variedade invariante W€ nao é
unicamente determinada e nem analitica. O conceito de centro para o sistema se
dé naturalmente devido a existéncia da variedade central na origem. Este problema é

bastante estudado, veja [10], [27], [43], [44] e [45].



3.1. Sistemas Rigidos em R? 37

De agora em diante direcionaremos nosso estudo para sistemas rigidos definidos
em R3. Semelhante ao caso planar, a forma natural de definir sistemas rigidos em R? é

expressando o sistema restrito a uma variedade central em coordenadas polares.

Definigao 3.1. (Sistemas Rigidos em R?)
Dizemos que o sistema (3.4) € rigido se sua restricao a uma variedade central na origem,

em coordenadas polares, assume a sequinte forma:
(3.5)

onde os pontos (...) indicam uma expressoes que envolvem as fungoes do lado direito do

sistema (3.4]).

A definicao acima nao é muito pratica para calculos, ja que para estudar centros
rigidos em R? temos a dificuldade adicional de restringir o sistema (3.4)) a uma variedade

central. Para evitar esta tarefa, vamos introduzir uma subclasse de sistemas rigidos.

Definigao 3.2. (Sitemas rigidos em R3 por coordenadas cilindricas). Dizemos que o
sistema (3.4]) € rigido por coordenadas cilindricas se, nas coordenadas cilindricas v =

pcos, y=psent e z =z, assume a sequinte forma:

0=1, (3.6)
f=...,

onde os pontos (...) indicam uma expressoes que envolvem as fungoes do lado direito do

sistema (3.4]).

Observe que a segunda equagao em (3.6) mostra que as solugoes do sistema gi-
ram em torno do eixo z com velocidade angular constante. Na préxima secao veremos
que as defini¢oes acima nao sao equivalentes. De fato, sistemas rigidos por coordenadas

cilindricas sdo uma subclasse de sistemas rigidos em R3.

3.1 Sistemas Rigidos em R’

As seguintes preposicoes caracterizam os sistemas da forma (3.4) que s@o rigidos e

rigidos por coordenadas cilindricas.
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Teorema 3.1. O sistema (3.4) € rigido se, e somente se, sua restri¢io a uma variedade

central na origem tem a sequinte forma canonica

y=x+yF(z,y),
onde F é uma funcdo de classe C* com k € N arbitrdrio, se tomarmos um vizinhanca

suficientemente pequena da origem.

Demonstra¢ao. Em coordenadas polares (z,y) — (pcosf, psend) o sistema (3.7) tem a
seguinte forma:

p=pF(pcos,psend),

6=1,
Assim, por definicao, (3.4) é um sistema rigido.
Agora mostramos a reciproca. Pelo Teorema para cada k£ € N em uma vizinhanca
suficientemente pequena existe uma variedade invariante bidimensional W¢ de classe C*+1
tangente a z = 0 na origem. Assim W¢ é localmente o grafico de uma aplicacao C¥*! dada

por z = h(z,y). Portanto o sistema (3.4) restrito a W€ tem a forma:
j=1z+Q(z,y),

onde P(z,y) = P(z,y, h(z,y)) e Q(z,y) = Q(x,y, h(x,y)). Em coordenadas polares (3.8)

torna-se

(3.8)

p=cosOP(pcosh, psend) + senfQ(pcos b, psend),

: 1 . . (3.9)
0=1+ p [COS 0Q(pcos b, psend) — senfP(p cos 9,psen9)} .

Assumindo que o sistema (3.4)) é rigido, por hipdtese, devemos ter 6 = 1, portanto obtemos
que

% [cos 0Q(pcos b, psen) — senfP(pcos Q,psenﬁ)] = 0. (3.10)

Em coordenadas (z,y) a equacao (3.10)) é dada por:

2Q(x,y) — yP(z,y) = 0. (3.11)

Tomando = = 0 na equacao temos que yP(0,y) = 0. Pelo Lema de Hadamard,
existe uma funcio F(x,y) de classe C*, tal que P(z,y) = xF(z,y). Analogamente obtemos
que Q(x,y) = yG(x,y) com G uma aplicagao de classe C¥. Assim por obtemos
zy(G(z,y) — F(x,y)) = 0, ou seja, G(x,y) = F(z,y). Portanto P(x,y) = xF(z,y) e

Q(z,y) = yF(z,y), o que prova a proposicao. O
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Teorema 3.2. O sistema ¢ rigido por coordenadas cilindricas se, e somente se, tem
a sequinte forma canonica
T =—-y+aF(z,y,2),
y=xz+yF(x,y,z), (3.12)
Z=—-Xz+ R(z,y, 2),

onde, F' € uma func¢ao analitica.
Demonstragao. O sistema (3.12) em coordenadas cilindricas pode ser escrita da forma:

p = pF(pcosh, psend, z),
0=1, (3.13)
Z=—=Xz+ R(pcosb,psend, z),

que por definicao é um sistema rigido.
Agora mostraremos a reciproca. Em coordenadas cilindricas o sistema (3.4)) tem a

seguinte forma

p=cosOP(pcos,psend, z) + senfQ(pcosb, psend, z),
=1+ % [cos 8Q(pcosb, psend, z) +senfP(pcosb, psend, z)], (3.14)

Z=—Mz+ R(pcosh, psend, z).

Por hipétese o sistema (3.4)) é rigido, isto é (¢ = 1). Entao obtemos imediatamente que
1
— [cos8Q(pcos B, psend, z) + senfP(pcosb, psend, z)| = 0. (3.15)
p

Em coordenadas (z,y, z) a equagao (3.15)) é escrito como

zQ(z,y,z) —yP(x,y,z) = 0. (3.16)

Tomando x = 0 na equacao (3.16) obtemos que yP(0,y,z) = 0, isto é, P(0,y,z) = 0.
Portanto existe uma fungao analitica F' tal que P(x,y,z) = xF(z,y,2). Analogamente,
segue que Q(z,y,2) = yG(z,y,z) onde G é uma aplicacao analitica. Assim, por
concluimos que zy(G(z,y,z) — F(x,y,2)) = 0, isto é, G(x,y,z2) = F(z,y,z). Portanto
P(z,y,z) =xF(x,y,2) e Q(x,y,2) = yF(x,y, 2), o que prova a proposi¢ao. O

O seguinte corolario ¢ uma consequéncia direta das provas das proposicoes anteri-

ores.

Corolario 3.1. Considere o sistema (3.4). Entao
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1. este sistema € rigido se, e somente se, xQ(x,y,z) —yP(x,y,z) =0 com z = h(z,y)

onde h é a expressao local da variedade central VW°.

2. este sistema € rigido por coordenadas cilindricas se, e somente se, xQ(x,y,z) —

yP(x,y,z) =0.

E obvio que se o sistema {D ¢ rigido em coordenadas cilindricas, entao ¢ rigido
em R3. No entanto a seguinte proposi¢gio mostra que as Definigoes e nao sao
equivalentes. Na verdade os sistemas rigidos por coordenadas cilindricas sao uma subclasse

de sistemas rigidos em R3.
Proposicao 3.1. O sistema

& =—y+a*+ay+az+yz+ 2%
g =x+zy+az+y+yz+ 22 (3.17)
i= Xz +az+yz+ 22

€ rigido, porém nao € rigido em coordenadas cilindricas. Além disso a origem € um centro

sobre a variedade central.

Demonstracao. Note que z é um fator comum do lado direito da ultima equagao do sistema
(3.17)). Portanto z = 0 é uma superficie algébrica invariante , com cofator K(z,y,z) =
—A+ 24y + 2z Assim o plano z = 0 é uma variedade central do sistema. Logo o sistema
(3.17)) restrito a z = 0 é dado por

i =—y+a*+ay, (3.18)

U =z+zy+ 9y

Este sistema ¢é rigido e tem uma integral primeira dada por

x2+y2

H(z,y) = m,

a qual estd definida na origem, pois H(0,0) = 0. Concluimos que a origem é um centro
sobre a variedade central.

Agora, o sistema (3.17)) nao é rigido por coordenadas cilindricas, pois
.CL’Q('T,y,Z) - yP(;C’y, Z) = xQZ + LL’Z2 - yZZ - y22 74é 07

onde P(x,y,2) =2 +ay+xz+yz+22e Q(z,y,2) = 2y +y* + 22 +yz + 22 O
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Observacao 3.1. Em alguns casos o problema do centro-foco sobre uma variedade central
para sistemas rigidos em R3 por coordenadas cilindricas é exatamente o mesmo problema
para sistemas rigidos em R?. Por exemplo, quando R em satisfaz R(x,y,0) = 0,
isto €, quando podemos escrever R(z,y,z) = zR(x,y,z) com R € Rz, y, z]. Neste caso

z =0 € uma variedade central e o sistema (3.12)) restrito a ela é dado por

t=—-y+axF(x,y,0),
y‘ - ;T —"_ yF(ZE7 y’ 0)7

onde F(x,y,0) € Rlz,y| € um polinomio sem termos constantes. Assim os resultados
sobre sistemas rigidos em R? sdo naturalmente estendidos para esta classe de sistemas
rigidos em R3.

Outra classe de sistemas rigidos em R® por coordenadas cilindricas, cujos os re-
sultados relacionados ao problema do centro—foco sao extensées naturais de resultados no
plano, sao os sistemas da forma com %—Z(:c,y, z) =0, isto é, quando podemos es-
crever F(x,y,z) = F(z,y) com F(x,y) € R[z,y| . Neste caso as duas primeiras equagoes
do sistema estao desacopladas com a terceira e portanto o sistema restrito

a qualquer variedade central € dado por

T =—y+aF(z,y),

y=x+yF(z,y).
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Capitulo 4

Sistemas Rigidos Homogéneos em R3

Neste secao vamos estudar o problema do centro-foco para algumas classes de
sistemas rigidos em R3. O processo de solucao deste problema pode ser divido em trés
etapas. Primeiramente, usando o algoritmo descrito na Secao faremos o célculo de
um certo niumero de coeficientes focais. Nesta etapa softwares de cédlculos simbdlicos,
tais como Maple [24] e Mathematica [58], serdo usados para corroborar os calculos (veja
o Apéndice para um algoritmo implementado no Maple). Na segunda etapa iremos
determinar o conjunto de zeros em comum do sistema formado pelos coeficientes focais
calculados. Algumas vezes o célculo da base de Groebner é suficiente para encontrar este
conjunto de zeros, em outros casos sera necessario decompor o radical do ideal gerado
pelas coeficientes focais em uma intersecao finita de ideais primos. Este procedimento
requer um software de calculos algébricos simbdlicos especializado, tal como Singular
[31]. Na ultima etapa devemos verificar se as condigoes necessarias encontradas, ao zerar
os coeficiente focais calculados, sao suficientes para se ter um centro sobre a variedade
central. Usualmente aplicamos a teoria de integrabilidade de Darboux ou reduzimos o
sistema a variedade central para realizar esta tarefa.

Considere o seguinte sistema

T = _y+$Fn(x7yaz)7
y'::L’—i-yFn(x,y,z), (41)
Z==Xz+ R,(z,y,2),

onde F),, R,, € R[z,y, z] sdo polindmios homogéneos com grau n > 1, m > 2, respectiva-
mente e A # 0.

As duas proposicoes a seguir sao extensoes de resultados conhecidos do plano para
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sistemas rigidos homogéneos, veja [22].

Proposigao 4.1. Considere o sistema (4.1)) com R,,(z,y,0) = 0. Entdo o sistema (4.1)

tem um centro rigido na origem sobre a variedade central se, e somente se,

/0 ’ F,(cos(s),sin(s),0)ds = 0.

Demonstracao. Pela Observacao, 3.1/ o plano z = 0 é uma variedade central na origem do
sistema (4.1)). Portanto, restrito ao plano z = 0, o sistema (4.1)) em coordenadas polares

x = pcosf,y = psenf torna-se

p=p"" F,(cos,send,0),
0= 1.

O sistema acima é equivalente a equacao diferencial

d
d_g = F,(cos®,send,0)p" .
Como F,, é nao constante, separando as variaveis p e 0 desta equagao e integrando de 0
até # obtemos a seguinte solugao
_ p(0)"

1 —np(0)" foa F,(cos(s),sen(s),0)ds

n
p(0)
Assim a origem é um centro sobre a variedade central do sistema (4.1]) se, e somente se,

/0 ’ F,(cos(s),sen(s),0)ds = 0.

Note que se n é impar a integral acima é sempre nula. n

~ : : oF, L
Proposicao 4.2. Considere o sistema (4.1) com a—(x,y,z) = 0, isto é, F,(x,y,z) =
z

F.(x,y) € um polindmio homogéneo nas varidveis x e y. Entao o sistema (4.1) tem um

centro rigido no origem sobre a variedade central se, e somente se,

/0 ' F,(cos(s), sen(s))ds = 0.

Demonstragao. Pela Observagao o sistema (|4.1) restrito a variedade central é dado

por

T = _y+an(x7y)7 (4 2)

y=z+yF,(z,y).
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Consequentemente o sistema (4.2)) em coordenadas polares z = pcosf, y = psenf, torna-

se:
p=p" F,(cosf,send),

6=1,

o qual é equivalente a equacao diferencial

d
d—g = F,(cos®,send)p™ . (4.3)

Como na prova da proposigao anterior a solugao dessa equagao com condigao inicial p(0) =

Po €

Po
p(0) = 1"
, il (4.4)
<1 —npy [, Fa(cos(s), sen(s))ds) n
Agora o sistema (4.1) tem uma Orbita peridédica passando pelo ponto (po,0,zp) se, e

somente se, p(27) = po. Portanto pela equagao (4.4)), obtemos que

/0 " F (cos(s), sen (5))ds = 0. (4.5)

Observe que zp = h(pg,0), onde z = h(z,y) é a expressao da variedade central. Além

disso, se n é impar a integral acima ¢ sempre nula. Isto conclui a prova da proposigao. [J

OR,,
0z

Nesta se¢ao estudaremos sistemas da forma (4.1) com n = 1 e R, (x,y,2) =

4.1 Caso: n=1c¢e (z,y,2) = 0.

R,.(z,y) para m = 2,3, 4.

Teorema 4.1. Considere o sistema

T =—-y+aF(z,y,2),
y':x—i—yFl(w,y,z), (46)
Z=—Az+ Rsy(z,y),

onde Fi(z,y,2) = a1z + asy + azz, Ro(x,y) = bix?® + byxy + bsy® e denote por S =
{(\,a1,a9,a3,b1,by,b3) € R; N # 0} o conjunto de seus parametros. Entdo o sistema
(4.6) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem se, e somente se, uma

das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) az = 0.
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(b) by = by = bs = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sao todos nu-
los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Secao passemos ao calculo destes
coeficientes.

O primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema (4.6) é dado por:

. ag(bl -+ bg)
9220 = f

Para facilitar os calculos vamos definir dois subconjuntos de S
81:{868’ a3:0}7

Sy ={s € S; a3 #0}.

Considere o sistema ([4.6)) sobre o conjunto de parametros S;, entao temos que ga29 = 0 e
) ,2,0
pela Proposicao a origem ¢é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

a3 = 0 em (|4.6]), obtemos o seguinte sistema

¥ =—y+ z(az + agy),
Y =+ y(aiz + agy), (4.7)
Z/ = —)\z + blﬂfz + bgilfy + b3?/2,

o qual possui as superficies algébricas invariantes f; = 0 e fo = 0 onde

fi(z,y,z) = =1 — a1y + aqx,

1 ai , 2 a3 2
f2($,y72)2—5—a1y+a2x—5y +y +a1a2xy—?x + z°,

com cofatores

Kl(xvya Z) = a1xr + a2y,
Ky(z,y, z) = 2a2y + 2aq.

Agora, como —2K; + K, = 0, entdo pelo Teorema [2.7], a fungao
H(l’,y,Z) = f1_2 ' f2

14 2a1y — 2a0x + a?y® — 2y* — 2a,a07y + aix® — 222
—2(1 4 a1y — agx)?

)

¢ uma integral primeira para o sistema (4.7)) definida na origem.
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Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.6)) sobre o

conjunto de parametros S, e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.
So1 = {s € Sy; a1 = 0,a, = 0},

Sy = {5 € So; a3 + a3 # 0}.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Ss;, entao fazendo as devidas subs-

tituigoes dos parametros no sistema (4.6)) obtemos:

T = —y+asrz,
y =+ asyz, (48)
z=—-Az+ 611'2 + bgl'y + b3y2.

Dai o primeiro e o segundo coeficiente focal é dado por
. ag(bl + bg)
9220 = T’
a3(AP(—b3 + 4b1bs) 4 (8 + A?)(by + b3)?)
9830 = 2N+ \%) ‘

Portanto g220 = ¢330 = 0 se, e somente se, by = by = b3 = 0. Sendo assim, pela
Proposicao [4.1}, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto S, neste caso podemos
assumir que a; = 0, ap = 1 e a3 = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanca

de variaveis
a2 a1

X —
a%+a§x+ a%Jra%y’
ai a2
Y = — T+ ) 4.9
a? + a’ a%%—a%y (4.9)
4 =—z

Entao sob estas condigoes o sistema (|4.6]) torna-se:

Tt=-y+z(y+2),
y=z+yly+2), (4.10)
3= =Xz + bia? + byxy + bsy?.

Calculando os 6 primeiros coeficientes focais nao nulos, g22.0, 93,30, 94,40, 955,05 96,60 €
g7.70, que podem ser visto no Apéndice podemos calcular a Base de Groebner do
ideal gerado por eles. Em resumo, temos que a Base de Groebner deste ideal é gerado

pelos seguintes polinomios, que chamaremos de Ly, Lo, L3, Ly, L5 ¢ Lg:
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o [y =0+ bs,
o Ly =0bsA\5(4+ 22)3(9+ A2)2(1 + 52 + 401,
o L3 =b3A 4+ A?)%(9 + 1022 + A1) (1404b3 + 34422 + 1307 + 11)9),

o Ly = —M(4422)2(—40959by A+ bs (1108894391952 + 37770 A% + 3356016 +- 635315 4
344)\10)),

o Ls = bs\*(4 + X2)2(1402596b, — A(—606528 + 342612)% + 1489489\* + 621678A +
85089A° + 376010 — 467532b3(7 + A2))),

o Lg = \?(1474524b3—491508bo A (12+7A%+A1)+b3(17694288+-5898096b3+ 13918068 A2+
5763528 \* 4 6798420\°% 4 407621208 4 1029559\ 10 + 11506212 4 4975\ 4 28A16)).

Logo concluimos que os coeficientes focais 220, 9330, 9440, 9550, 96,60 € g7,7,0 Sao nulos
se, e somente se, L; = 0, parai =1,...,6, ou seja, se by = by = b3 = 0. Sendo assim, pela
Proposicao [4.1}, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

]

Observagao 4.1. Nos teoremas a sequir estudaremos familias da forma (4.1]) com X\ = 1.
Note que isto nao € uma restricao, pois se A # 1 basta tomar a mudanca de coordenadas

(:U7 y7 Z) % (x7 y? )\w)'
Teorema 4.2. Considere o sistema

T = -y +$F1($ayaz>a
y':x—i—yFl(x,y,z), (411)
Z ==Xz + Rs3(z,vy),

onde Fy(x,y,z) = a1x + asy + azz, Rz(x,y) = bix® + b’y + bzxy® + byy® e denote por
S = {(\ a1, a2, a3,b1,by,b3,04) € REN = 1} 0 conjunto de seus pardmetros. Entdo o
sistema (4.11)) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem se, e somente

se, uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) az = 0.

(b) b1:b2:b3:b4:0.
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Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central

para o sistema se, e somente se, os coeficiente focais do sistema sao todos nu-
los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Segao passemos ao calculo destes
coeficientes.

O primeiro e segundo coeficiente focal associado a origem do sistema ¢ dado

por:

9220 = 0,

9330 = —%(al(iibl — 5b2 + b3 — 1564) + a2(15b1 + b2 + 5b3 + 3b4))

Para facilitar os célculos vamos definir dois subconjuntos de S:
S1={s € S5; a3 =0},

Sy ={s € S; a3 #0}.

Considere o sistema (4.11)) sobre o conjunto de parametros S, entao temos que
G220 = 9330 = 0 e pela Proposicao a origem é um centro sobre a variedade central.

Além disso, fazendo az = 0 em (4.11]), obtemos o seguinte sistema

T =—y+z(a1x + agy),
Y=z +yla1r + azy), (4.12)

3= —z+ b3 + b’y + baxy? + byyP.

o qual possui as superficies algébricas invariantes f; =0 e f, = 0 onde
filz,y,2) =1+ a1y — asx,

foz,y,2) = 14 2a1y — 2a0z + (a] + 1)y* — 2a1a0zy + (a3 + 1)2,

com cofatores

Kl(xvyv Z) =mr + a2y,
Ky(z,y, z) = 2a2y + 2aq .

Agora como —2K; + K5 = 0, entao pelo Teorema a funcao

H(l’,y, Z) = ff2 ’ f2
(1 + 2a1y — 2asx + a?y® + y* — 2a,a02y + a3x? + 2?)
(1+ a1y — asx)?

Y

¢ uma integral primeira para o sistema (4.12)) definida na origem.
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Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.11]) sobre o

conjunto de parametros S, e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.
So1 = {s € Sy; a1 =0,ay = 0},
Soy = {5 € So; a] + a3 # 0}.
Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Ss;, entao fazendo as devidas subs-
tituigoes dos parametros no sistema obtemos:

T = —y+asrz,
Y=+ asyz, (4.13)
z=—z+4+ 61.233 + beQy + ngy2 + b4y3.

Dai g220 = g330 = 0 e o terceiro coeficiente focal é dado por:

—3a2 {2002 7b Z 20p2 7hs \ 2
Gaa0 = s <—1 + (—1 + \/§b3) + T4 + (\/§b2 + —4> .

80 3 V3 V3
Portanto gs 40 = 0 se, e somente se, by = by = bs = by = 0. Sendo assim, pela Proposicao
4.1} a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.
Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Ss;. Deste modo, podemos
tomar a; = 0, as = 1 e az = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanga de

variaveis
a2 ai

—_ T+ Y
2 2 2 2
ay + aj ay + ajy

aq 4 (05}
- x Y,
a? + a2 a? + a3

Entao substituindo os devidos valores nos parametros do sistema (4.11]) temos:

t=—-y+a(y+2),
g=z+yly+2), (4.14)
3= —z+ by + byx®y + bsxy® + byyS.
Calculando os 6 primeiros coeficientes focais, obtemos g220 =0 e
9330 = %1(—151)1 — by — 5b3 — 3by)
G140 = —(—69b7 — 9b3 + by (1675 — 42b3) + 605b3 — 9b3 + 375by — 69b5 — 21by(—5+

80
+2by))

5,5,0 (2979807b3 + 230261b3 — 12574050b5 + 421375b3 — 7856550b,+

~ 108800
+1327122b3by + 254334962 + 2by(— 1049325 + 217311bs + 712355b,)+

+2b,(—17091375 4 663561by + 1071769b3 + 2025567b,))
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96,6,0

97,70

= — (4480803997 + 15583607b2 + 411362991003 — 1869137640b%+
16972800 ! 2 3

+20663877b3 + 257410413000, — 8147165208b3b, + 53474525b2b,—
—10732299948b2 + 149360133352 + 400774257b3 + 3b%(—4239782952+
+44530473by + 1566315013 + 123505863b4 + b2(—891331356 + 10925733bs+
+126867715b,) + 3b5(2271636900 + 631515362 — 1969353928b4 + 12464736702+
+26b3(—32633656 + 995261b,) + by (425153432 + 26b5(—287183388 + 3469325b3-+
+11204613b4) + 3(56278807b% + bs(—3167943424 + 83478746b,) + 39(952919700—
—204555328b, + 457883552))))

1
1281106944000
—88221679436241000b3 + 4743935408410380b2 — 90886976568323b3+

+189592323336b3 + b3(—1757238864840673 + 15584312430336b3—
—1507902907680b4) — 3b3(20258682998149 + 18616085280b3 — 6579435624320, ) —
—55195570635543000b4 + 23475792159677760b3b, — 342997362806385b3b4+
+111696511680b3b, + 26406467970791220b3 — 1160378808356807b3b3+
+27222483930720203 — 1891427545739733b3 + 11875528804776b3+
+13b2(165913021470420 + 216846606243 — 41560619045427b,+
+62595099451203 — b3(7772435933027 + 2577611808004))+
+3b%(10612844686528500 + 90741613102403 — 64502211292909903+
+271245430955202 — 872871756434843b, + 8792575730224b3+
+bo(—278871804754177 + 167544767520b3 + 5194770810112b4) )+
+b2(55848255840b5 — 3b3(—36669755808801 + 528231484352b4)+
+b3(7200488236325520 — 671253258170066b, — 502634302560b7 )+
+3(—4875861751839000 + 4845312485496600b, — 566350290527703b3+
+519477081011253)) + b1 (—239260407367059000 — 111696511680b3+
+197383068729603 + b3a(—327517111470061 + 1584694453056b3—
—5026343025600,) + 67856881088922960b, — 3705420449176621b%+
+150790290768003 + 9b3(—80153067310243 + 55848255840b4)+
+6b3(4015296490510500 — 298387706486341b4 + 2597385405056b3)+
+b2(20797486491665760 + 3350895350400% — 2164867468370374b,4+
+6b3(—95581438554591 + 1513186002848b,)))).

(11875528804776b1 + 1895923233365 —

Calculando a Base de Groebner do ideal gerado por g3 3.0, 94,40, 95,50, 96,60 € 97,70, Obte-

mos os seguintes polinomios:
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o Ly,=103,
o L3 =4bs + 3by,
o L, =4by — 3by,
o L5=0.

Logo concluimos que os coeficientes focais ¢330, 9440, 9550, 96,60 € 97,70 Sao nulos se, e

somente se, L; = 0, para ¢ = 2,...,5, ou seja, by = by = b3 = by = 0. Sendo assim, pela
Proposigao [£.1], a origem é um centro sobre a variedade central do sistema. O

Teorema 4.3. Considere o sistema

T=—-y+aF(z,y,2),
y'::z:—l—yFl(:E,y,z), (415)
2 ==Xz + Ry(z,y),

onde Fy(x,y,2) = a1x + apy + asz, Ry(w,y) = biw* + byady + bsx®y® + bywy® + bsy? e
denote por S = {(\, ay, as, az, by, ba, bs, by, bs) € R%; X\ = 1} 0 conjunto de seus parametros.
Entao o sistema (4.15) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem se, e

somente se, uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) az = 0.
(b) b1:b2:b3:b4:b5:0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.15)), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sao todos nulos.

Usando este fato e o algoritmo descrito na Segao passamos ao calculo dos coeficientes.

9220 = 0,

a3(3b1 + b3 + 365)
9330 = 1 .

Para facilitar os cdlculos vamos definir dois subconjuntos:
SIZ{SGS’ a3:0}7

SQZ{SGS; a37é0 e b3:—3b1—3b5}
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Considere o sistema (4.15) sobre o conjunto de parametros S, entdo temos que gs 39 = 0

e pela Proposicao 4.2 a origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

a3 = 0 em (4.15]) obtemos o seguinte sistema

¥ =—y+ z(az + agy),
Y =+ ylar + axy), (4.16)
2 = —z+ biat + byxPy? + bsxy? + by + bsyt,

o qual possui as superficies algébricas invariantes f; =0, fo =0 e f3 =0 onde
fi(z,y,2) =14 2ya; — 2zas + y*(a? + a3 + 1/2) — 2a1yasx + 22(2a3 + 1/2),
fa(x,y,2) =1+ 3ya; — 3zas + y*(3a? — a3 + 1/2) — 6ayyasx + 2%(2a3 + 1/2)+

43 (a1 (2043 + 1/2) — 3a3a; + a3) — xyax(3a? — ad + 1/2)+
+x2ya; (2a3 +1/2) + 23(—az(2a3 + 1/2) + 2a3),
fa(z,y,2) =14 ya; — xay,
com cofatores
Ki(z,y,2) =2ay+ 2a;z,
Ky(z,y,2) = 3agy + 3a;z,
Ks(z,y,2) = a1z + agy.
Agora como K7 + Ky — 5K3 = 0, entao pelo Teorema [2.7] a fungao

H(m,y,z) :fl'fQ'f3_5
1

1
_ 149 _9 2.2 22 20942 4+ =) —
“+ym_$%y« +2yar — 2zay +yay — yay +y (203 + 5)

1 1
—2a1yasx + x2(2a3 + 5))(@/2&% — 2a1yasw + 2yay + y*(2a3 + 5)_

1
—3y?a3 — 2zas + 1 + 2%(2a3 + 5) — 2a22?)),
¢ uma integral primeira para o sistema (4.16)) definida na origem.
Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (|4.15]) sobre o
conjunto de parametros Sy e para isto vamos definir dois subconjuntos.
521 = {S € SQ, a) = O,CLQ = 0},
Sy = {5 € So; al + a3 # 0}.
Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Ss;, deste modo, podemos

tomar az = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanca de coordenadas

X:I_yu

Y=2z+y,
1

Z=—z
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Entao substituindo os devidos valores nos parametros do sistema (4.15)) temos:

T=—y+zz
y=x+yz, (4.17)
2= —z+ bixt + by — (3by + 3bs)x?y? + baxy® + bsy?.

Dai 9220 = 9330 = ga40 = 0 e 0 quarto coeficiente focal ¢ dado por:

1
g5,50 = ﬁ(—192(175 — b1)? — 63(by + by)? — 16002 — 160b7 — 1063 — 1003).

Note que g550 = 0, se e somente se, by = by = by = b5 = 0 e consequentemente b3 = 0.
Sendo assim, pela Proposicao [4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do
sistema.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Spy, deste modo, podemos
tomar a; =0, as = 1 e az = 1, pois caso contrario efetuamos a mudanca de varidveis

( a2 ay

X = T+ Y
2 2 2 24>
ay —|—aa2 aj —|—aa2
1 2
V=—— 5T+ — 2Ys
ai + a; ay + ajy
J = —z.
\ as

Entao substituindo os devidos valores dos parametros no sistema (4.15)) temos:

' =—y+a(y+z),
Y =z +y(y+2), (4.18)
2 = —z 4 byt + byady — (3by + 3bs)x%y? + byxy® + bsy?.

Calculando os 7 primeiros coeficientes focais, obtemos g220 = g330 = 0 e:

1
ga40 = 1(861 + bg + b4 - 865),

95,5,0 (—92990b, — 704b? — 12155by — 146b3 — 13005b, — 252byb, — 1463+

= 2720
+101490b5 + 768b1bs — 704b2),

(523688b + 201529b2 + 73559850b4 -+ 544703b2 + 4b; (127533575-+

96,60 = 707200
+9607by + 28821by — 409632bs) — 570113700bs -+ 38428bybs + 326908062+

+2b9(33719075 + 305796b4 + 57642b5)),

97,70 (3878784b% + 562775 + 3b3(32511002 + 18759b, — 646464bs)-+

~ 39249600
+1852(94055589 -+ 37518by + 625300, — 215488bs) — by (795185857050+
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+1939392b2 + 1110y (— 12252517 + 17472b, — 4056b5) + 1576767652b5+
+387878402 + 111b,(—10931491 + 4056b5)) — by (56277b2 + 16b,(13676297+
+121212b5) + 111(949559650 + 14894569b5 + 10140b2)) — 3(168028776b2+
+18759b3 + 37b4(1040821600 + 13573543b5 + 6084b2) — 2b5 (148976558575 —

—519992345b; 4 64646402))),
1

= 53379456000
+16170962064455b2 — 51832747664b3 — 8b2(18344820756015+

+28964653982b, + 28235278162b, — 88150169034b5) — 4496344453867500005+
+134043803978260b4b5 + 56678655666b7b5 + 84031425959480h2 —
—249222251536b4b2 + 200541780464b% + b3(—13619376663495—
—140561988272b4 + 70183335986b5) — 2b,(—2649287822390625+
+33044818443200, + 7101036995657 — 69307671511030b5 — 63291576086b4b5+
+127528629048b2) — 2b (—19977443857312500 + 28339327833b3+
+57043813950730b4 + 21586987673b% + 2b,(29664791736315 + 24893447883b,—
—T73618616728b5) — 104647962761120b5 — 141402226896b,4b5 + 32559131549652)).

98,80 (—254560501744b7 — 50373996024b3 + 5813543520866250b,+

Calculando a Base de Groebner do ideal gerado por ¢4.4.0, 9550, 96,6,0, 97,7,0 € gs.8,0, Obtemos

os seguintes polinomios:

o L, =10,
o Ly— by —5bs,
o Ly—=by—3bs
o Ly=b.

Logo concluimos que os coeficientes focais do sistema (4.18) sao nulos se, e somente se,
L; = 0, para i = 2,...,5, ou seja, by = by = b3 = by = bs; = 0. Sendo assim, pela

Proposigao [£.1], a origem é um centro sobre a variedade central do sistema. O

4.2 Caso: n=2e a(,im(x,y,z) = 0.

Nesta se¢ao estudaremos sistemas da forma (4.1) com n = 2 e R, (x,y,2) =
R,.(x,y) para m = 2, 3.
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Teorema 4.4. Considere o sistema

T =—y+axFx,y,z),
y:$+yF2(l',y,Z), (419)
Z ==Xz + Ry(z,vy),

onde Fy(z,y,2) = a12* + aszy + azrz + agy® + asyz + agz?, Ro(z,y) = bix? + byxy + bzy?
e denote por S = {(\, a1, as,as,ay,as,a6,b1,bs,b3) € RGN = 1} o conjunto de seus
parametros. Entao o sistema (4.19) restrito a variedade central tem um centro rigido na

origem se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(a) a; = —ag,b; = by = b3 =0,
(b) a1 = —Aa4,03 = a5 = Qg = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema se, e somente se, os coeficiente focais do sistema sao todos nu-
los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Segao passemos ao calculo destes
coeficientes.

O primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema (4.19) é dado por:

G220 = a1 + ay.

Logo, g2,20 = 0 se, e somente se, a; = —ay. O segundo coeficiente focal do sistema (4.19))

é dado por
ag
20

Para facilitar os calculos vamos definir dois subconjuntos de S:

9330 = = (9(b1 + bs)> + b5 + 2(b5 + b)) .

Si={s€S;a1=—as e ag#0},

So={s€S;a1=—as e as=0}.

Considere o sistema sobre o conjunto de parametro S;, entao temos que gz 39 = 0
se e somente se by = by = b3 = 0. Sendo assim, pela Proposicao [4.1] a origem é um centro
sobre a variedade central do sistema.

Considere o sistema sobre o conjunto de parametro S5 entao temos que

9330 = 0 e para facilitar os calculos vamos definir dois subconjuntos de Ss:

So1 = {s € Sy; a3 =0, a5 = 0},
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Spg = {5 € Sy; a3 + ai # 0}.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto S5, entao pela Proposicao 4.2 a
origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo as substituicoes dos

parametros em (4.19)) obtemos o seguinte sistema

i = —y + x(a12? + asry + agy?),
J =1 +y(ar® + ary + asy?), (4.20)
i = —z+bix® + bawy + byy?,

o qual possui as superficies algébricas invariante f; =0 e f, = 0, onde

fl(xay7z) = 1+3/2(a2+1)+2a137y+$2,
f2(x7y)z) :?J2+172=
com cofatores
Ki(z,y,2) = —2a19* + 2a0zy + 20,22,
Ky(z,y,2) = —2a1y* + 2aszy + 2a,7°.
Agora como — K7 + Ky = 0, entao pelo Teorema a funcao
H(l’,y,Z) :ffl'f2
y? + 22
1+ y2as + 92 + 2010y + 2%

¢ uma integral primeira para o sistema (4.20]) definida na origem.
Suponha que os parametros estejam sobre o espaco Soo, neste caso podemos assumir

az = 0 e a5 = 1, pois caso contréario efetuamos a seguinte mudanga de variaveis

as a3
X=— 5T+ — 2 Y,
a3+aa5 a3+aa5
3 5
Y =—— 5T+ — 2Ys
as + as as + as

7 = z.

Entao sob estas condigoes o sistema (4.19)), torna-se:

i = —y + x(a12? + agry — ary® + x2 + asyz),
v =1z +yla12® + agry — a1y? + 2 + asyz), (4.21)

2= —2z+ b2 + byxy + bsy?,

e seu terceiro coeficiente focal é dado por:

1
9140 = _E((bQ + 3(by + b3))? + 4b7).
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Portanto g4 40 = 0, se e somente se, by = 0 e by = —3b3. Sendo assim defina

5221 = {8 S 522; by =0 e by = —3b3}.

Calculando o quarto, quinto e sexto coeficientes focais do sistema (4.21]) sobre o conjunto

de parametros Sss1, obtemos

—b?
—3 (36ay + 35a4)

g550 = 108 2
—b3 2055 1443104527 )
= — 82 _ 129
96,60 106080 (( “ % 5 a‘*) T o6s06 TR
b2
grro = —m(47143543a§ + 59069548a2a, + 443265892a5a% + 16998011243 —
—1365300002),

logo gs50 = G660 = 97,70 = 0 se, e somente se, b3 = 0 e consequentemente b; = by = 0.
Sendo assim, pela Proposicao [4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do

sistema. OJ

Teorema 4.5. Considere o sistema

T =—y+aFz,y,z),
y.:$+yF2($=y7Z>’ (422)
z= _>\Z+R3(x7y)a

onde Fy(x,y, 2) = a10* +aswy+azzz+agy* +asyz+aez?, R3(x,y) = bia+box’y+bzay* +
byy® e denote por S = {(\, ay,as,as, as,as, ag, by, ba, bz, by) € R\ = 1} o conjunto de

seus parametros. Se uma das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(CL) a; = —a4,61 :b2 :bg :b4 :O,
(b) a; = —Q4,03 = A5 = Qg = 0,
entao o sistema restrito a variedade central tem um centro rigido na origem.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.22)) se, e somente se, os coeficiente focais do sistema sao todos nulos.

Para facilitar os calculos dos coeficiente focais vamos definir dois subconjuntos de S
Sl :{SE S, a3:0,a5:0},

Sy ={s € S; a3 +a; #0}.
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Considere o sistema (4.22)) sobre o conjunto de parametro Si, entdao fazendo as devidas

substitui¢oes dos parametros em (4.22)), obtemos o seguinte sistema:

&= —y+ x(a2* + acry + agy® + agz?),
v =+ yla12?® + asry + agy® + agz?), (4.23)
z=—z+ bll’s + b2x2y + bg[EyQ + b4y3,

cujo os trés primeiros coeficientes focais sao dados por

9220 = @1+ ag,
9330 = 0,
7 7
9440 = g—g 352 ( \/_b1+\/_b3> ?bQ ( \/_54—1—\/_52)

Agora considere dois subconjuntos de S; dados por
Su = {S S Sl; a = —a4 € dag — O},

Sip={s€ S a1=—ay, ag#0 e by =by=bs=by=0}.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Si;, entao pela Proposicao a
origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, sobre este espaco de parametros,

o sistema (4.23|) possui as superficies algébricas invariante f; = 0 e fo = 0, onde

filz,y,2) =1+y*(ag + 1) 4+ 2a12y + 22,
f2(x7y72> :?JQ‘i‘an
com cofatores
Ki(z,y,2) = —2a19* + 2a0zy + 20,22,
Ky(z,y,2) = —2a1y* + 2a2zy + 2a,2°.
Como —K7 + K3 = 0, entao pelo Teorema [2.7] a funcao
H(Zlf,y,Z) :ffl'f2

o + 22
14 y2as + y? + 2012y + 22

¢ uma integral primeira para o sistema (4.23)) definida na origem.
Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Sys, neste caso ga20 = g3 30 =
ga40 = 0 se, e somente se, by = by = bs = by = 0. Sendo assim, pela Proposigao a

origem ¢ um centro sobre a variedade central do sistema.
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Finalmente se os parametros estiverem sobre o conjunto Sy, podemos assumir que

az = 0 e as = 1, pois caso contréario efetuamos a seguinte mudanga de variaveis

as a3

= x + Yy

2 2 2 2Ys
a?ﬂa‘as a3—ga5
—as —as

Y =— 5T+ — 2Ys
as + as as + as

7 = z.

Entao sob estas condigbes o sistema (4.22)) torna-se

i = —y+ x(a2? + agzy + agy? + yz + ag2?),
v =+ y(a12? + asry + agy® + yz + agz?), (4.24)
3= —z+ b2 + box®y + byay? + bayS.
Calculando os 8 primeiros coeficientes focais 220, 93.3.0, 94.4.0, 9550, 96.6,0, 97.7.0, 98,80 €
99,90, que podem ser visto no Apéndice , infelizmente nao foi possivel decompor o

radical do ideal

I = <92,2,0, 933,05 94,4,0, 95,505 96,6,0, 97,7,05 98,8,05 99,9,o>

em uma intersecao finita de ideais primos sobre um corpo de caracteristica zero usando o
Singular. No entanto tal decomposigao foi possivel sobre o corpo finito de caracteristica

32003, a qual consiste das seguintes componentes:

Il = <b4, b3, bQ, bl -+ 10668b2 + 10668()3 + b4, ay + CL4>,
]2 == <b§ + 9bi, 10667&4()3 + a2b4, agbg + 6CL4b4, (I% + 4@?1, bg + 3b4, b1 + 10668b2+
+10668b3 + b4, ay + CL4>.

Um vez que 10668 = % modulo 32003 e 10667 = —% modulo 32003 , entao obtemos

Iy = (bs, bs, by, by + 5by + 3bs + by, a1 + ay),
I = (b3 4 9b3, —2aabs + asbs, asbs + Gayby, a3 + 4aj, by + 3by, by + 3bo + $bsbs, a1+
+ay).
Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que a; = —ay
e by = by = b3 = by = 0 é uma condicao para anular os coeficiente focais calculados e
pela Proposicao [4.1], sob estd condigao, a origem é um centro sobre a variedade central do

sistema. O

Nao podemos afirmar que as condicoes obtidas na proposi¢ao acima resolvem com-

pletamente o problema do centro-foco para a familia (4.22), pois durante a prova da
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proposicao usamos aritmética modular para decompor o radical do ideal gerado pelos co-
eficiente focais calculados no tltimo caso estudado (veja [49]). Entretanto a probabilidade
de alguma condicao necesséria ter se perdido neste processo é muito pequena. Portanto
conjecturamos que as condicoes da Proposicao sao necessarias e suficientes para que

a origem do sistema (4.22)) seja um centro sobre a variedade central.

4.3 Caso:n=1e m=2.

Teorema 4.6. Considere o sistema
T=—-y+aF(z,y,z),
y=x+yFi(z,y,2), (4.25)
Z=—-Xz+ Ry(z,y, 2),

onde Fy(z,y,2) = a1z + asy + azz, Ro(x,y,2) = b1a® + bowy + bswz + byy? + bsyz + bg2>
e denote por S = {(\, by, by, b3, by, b5,b6,a1,0a9,a3) € RY; N = 1} o conjunto de seus

parametros. Se uma das sequintes condigoes sao satisfeitas:
(a) a3 =0,
(b) by =by=by,=0,
(c) by = —by, a1 =a3 =b3 =bs; =0,a3 =1 e bg = 2,
(d) by = —by, b3 =2,b5=—1,bs=2,a2=0ca; =a3 =1,
(e) by = —by, by = —by, b3 =2,a0=b5 =0,b6 =2 ea; =az =1,
(f) by =by =0,bpg = —bg+ 1, b3 =bg, bs = —bg + 1, a =0 e a1 = a3 =1,
entao o sistema (4.25)) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.25]) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sao todos nulos.

Passemos assim ao calculo do primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema

(4.25), que é dado por:
g2,2,0 = az(b1 + by).

Para facilitar os calculos vamos definir dois subconjuntos de S:

SIZ{SGS;G3:0}7
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Sy={s€S;a3#0, b = —bs}.
Considere o sistema (4.25) sobre o conjunto de parametros S, entdo temos que gz 20 = 0

e pela Proposicao a origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

az = 0 em (|4.25) obtemos o seguinte sistema

&= —y+ z(a1x + agy),
¥ =z +ylamrr + axy), (4.26)
2= —z+ b2? + boxy + byxz + bay? + bsyz + b2,

o qual possui as superficies algébricas invariante f; =0, fo =0 e f3 =0, onde

fi(z,y,2) = —2a3 — 2yaa3 + 2za3,
fo(x,y,2) = —2a3 — dyara3 + 4zal + y*(—2a3a] + 2a3 + a3) + dayaia3 + z%a3,
f3(z,y,2) = —2a3 — 6ya,a3 + 6za3 + y*(—6a3a? + 6a3 + a3) + 12zya a3 + v?a3+

+y?(ada; + 6aza; — 2a2a3) — xyay(—6a2a? + 6a;s + a2) + v ya,ai+
+a?(—aj — 4a3),
com cofatores
Kl('x7 Y, Z) = a1x + agy,
K2($7 Y, Z) = 2a2y + 2(111’,
Ks(z,y,2z) = 3agy + 3a;iz.
Agora como —K; — Ky + K3 = 0, entdo pelo Teorema [2.7 a fungao
H(I,y,Z) - fl_l ’ f2_1 ’ f3
N 2(y* +2?)
2+ 4dyay — 4way + 2y%a? — 2y2a3 — y? — dxyaiay — a2’

¢ uma integral primeira para o sistema (4.26)) definida na origem.
Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.25]) sobre o

conjunto de parametros S, e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.
521 = {S c SQ; a; = O,ag = 0},

Sy = {5 € So; a3 + a3 # 0}.

Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Ss;, deste modo, podemos

tomar az = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanga de coordenadas

X:I_yu

Y=z+y,
1

4 =—z
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Entao sob estas condigoes o sistema ([4.25)) torna-se:

T =—y+ 2,
y=z+yz, (4.27)
3= —z — bya® + boxy + bsxz + byy? + bsyz + bg 2.

Dai g220 = 0 e calculando os 5 seguintes coeficientes focais, ¢330, 94,40, 955,05 96,60 €

97,70, que podem ser visto no Apéndice , conseguimos decompor o radical do ideal

I= <93,3,0; 94,40, 95,50, 96,6,0, 97,7,0>7

em uma intersecao finita de ideais primos sobre um corpo de caracteristica zero, a qual

consiste das seguintes componentes:

-[1 - <b6 - 27 b57 b3>7
]2 — <b47 b2>7
I3 = (b2 + b2, —2b3by + bobs, bobs + 2b4bs, b3 + 4b7).

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que bg = —2
e bs = b3 = 0 ou by = by = 0 sao as condigoes que anulam os coeficientes focais

93.3.0, 94,40, 95,50, 96,60 € g7,7,0- Logo vamos analisar os seguintes subconjuntos de Sy;:
5211:{86521; b6:2 (§] 652173:()},

So19 = {s € Sa1; by = by = 0}.

Considere o sistema ({4.27]) sobre o conjunto de parametro Sp;;. Neste caso a divergéncia

do campo X associado a este sistema é dada por div(X) = 6z — 1 e para

141 644 24 104
V(U, v, U)) = z+ 55 x2y4b22b4 — E $2y4b42b2 + E $4y2b42b2 + 1—25 x4y2bz2b4 —
24 24 1 8
~ 12 $5yb4262 ~ o8 $5ybgzb4 — 4% - R by xy — To% x3y362264 —
8 56 4 2 28
~ 1o x3y3b42b2 + = ryz2by — R ryz2by — o5 xy3zb42 + o xy3zb22 —
32 8 72 316 1
- 5 23yzby® + % 23yzby? + % zy3by by + o5 2y by?by + : byx? —
1 14 36 4 4
. —b 2 - 3b2 i 3b2__22b__22b
5V T g MY T og T T g E e T g s
464 5 5 5 36 54 5 208 5 05 1T o5 4 g 8 5.3
— by — — by’ — — b — by’ — —— x°yby” —
T Y T Y T gy Y T g T 0 T s Y
8 52 28 72 5
= $5yb23 e ZL‘4y2b43 i — I4y2b 3 4+ I’y5b43 v ZL‘ySbQS +

125 125 125 2 125 125
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81 16 32 12 4
+ %y4zb22+2—5y4zb42—Ey22262—€y2z2b4—%a:3yb42—
4 18 8 18 8
T 953?ﬂ722 + 5 Y2 2by + 5 y?zby — 2% y'by by + 2% by by —
16 59,0 2 99,9, 4 89 4, o 4 4 9
- — b - b —ayby — — Y by by — —— y°by“b
5xy4+5:vy2+5xy4 125?/24 125y42+
24 316 72
—— 2% b,y + —— 2505%by + —— 2y°b,%by + — yi2by by —
+ 125I 4 2+125I 2 4+12593y 4 2+25y»2‘2 4
8 6 276 16
- %x3yb2b4+5x2y2bgb4+2—5x2y22b4z+%x2y2zb22—
36 4 4 14 4
— gxyzb4+g$yzb2+423—%y4b42—%y4b22+%x4b42+
4 50, 1, Ly 8 43 D3 4 3 8 6 3
— b —x°by — = yby — — y°by° — — y°b —2°b
gt T T Y T g T Tt T
8 45 284 2 8 4,
— by — — by by — — by by — — by b
+125£E2 25$Z/324 2533,9324 25339224,

temos a seguinte igualdade
XV =div(X) V.
Logo V' é um multiplo de Jacobi inverso. Entao pelo Teorema [2.9, a origem é um centro
para o sistema (4.27). Além disso, a variedade central analitica W°¢ C V~1(0).
Suponha que os parametros do sistema (4.27)) estejam sobre o conjunto Spje, ou

seja, considere o sistema

T =—y+xz,
y=uz+yz, (4.28)
3= —z+ bswz + bsyz + bgz?.
Note que z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema . Consequentemente
restrito ao plano z = 0 o sistema planar tem a origem como um centro trivial.
Assuma que os parametros do sistema estejam sobre o espaco Sgg. Deste
modo, podemos tomar a; = 0,a; = 1 e ag = 1, pois caso contrario efetuamos uma

mudanca de variaveis

a1 a2
= xr — Y,
aj + a3 ai + a3
a2 a1
V=~ 3T+ — 29
ay + aj ay + aj
1
J = —z
a3

Entao sob estas condigbes o sistema (4.25)) torna-se

T=—y+az(y+2),
y=x+yly+2), (4.29)

3= —z — byx?® + bozy + b3xz + byy? + bsyz + b2
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Calculando os 10 primeiros coeficientes focais vemos que go29 = 0 e as expressoes de

93,3,00 94,4,05 955,05 96,6,05 97,7,05 98,8,05 99,9,05 910,100 € g11,11,0, ENCONtTAIMN-SE NO Apéndice -

Infelizmente nao foi possivel decompor o radical do ideal

I = (9530, 94,40, 955,05 96,605 97,70, 98,805 99,9,0, 910,10,0, J11,11,0)5

em uma intersecao finita de ideais primos sobre um corpo de caracteristica zero usando o
Singular. No entanto tal decomposigao foi possivel sobre o corpo finito de caracteristica

32003, a qual consiste das seguintes componentes:

I = (by, by),

Iy = (b3 + b2 — 4b3 + 2b5 + 5, —2b3by + bobs + by + 4by, babs + 2b,b5 — 20 + 2by, b3 + 4b7%),
I3 = (b3 + b2 — 6b3 + 2bs + 10, babs — 2b3by + by + 6by, bobg + 2bsbs — 3by + 2by, b3 + 43),
Iy = (bg — 2, bs + 1, b — 2),

Is = (b — 2, b5, bg — 2, by + by),

Is = (bs + bg — 1, by, by — bg, by + bg — 1).

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que by = by = 0
oubsg =2, b5 =—-1leby=20ubs =2 by =0, b3 =2, by =—byoub; =—bg+1,
by = 0, b3 = bg e by = —bg + 1 sao as condicoes que anulam os coeficientes focais
933,05 94,4,0, 955,05 96,6,05 97,7,05 98,805 999,05 910,100 € g11,11,0- LOGO vamos analisar os se-

guintes subconjuntos de Sys:
Soo1 = {s € Sa2; by = by = 0},

5222 = {8 < 522; b6 = 2,b5 =—1 e b3 = 2},
Sas = {5 € Sa2; b6 =2,b5 =0,b3 =2 e by = —bs},
5224 = {8 S 322; b5 = —b6 + 1, b4 = O,b3 = b6, (§ bg = _bﬁ + 1}

Considere as condigoes dos parametro para o sistema (4.29)) sobre Sso1, fazendo as devidas

substituicoes obtemos

t=—y+a(x+z2),

y=z+y(r+ 2), (4.30)
2= —z+byxz + bsyz + bg 22,
que neste caso z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema . Conse-

quentemente restrito ao plano z = 0 o sistema planar tem a origem como um centro

trivial.
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Considere o sistema (4.29)) sobre o conjunto de parametros S99, fazendo as devidas

substituicoes obtemos

T =—y+a(r+2),
y=x+y(r+2), (4.31)

2= —z — bya? + bowy + 222 + byy® — yz + 222,

o qual possui as superficies algébricas invariantes f; = 0 e f5 = 0 onde

fa(z,y,2) =1—22+ 2+ 8wybyz — 8yz + y?2(—2 — 4by) + 2z22% — 222y + 22y (—bo+
+402 + 1) — dzyby — 8xy?by — 2xy3ba(1 + 2b) + 223yby + y3(4by + 2) — 42+
+4y + 427 + y2(2by 4+ 5) + y* (b3 + by + 1),

fs(z,y,2) =1—a2—2xyby — 22 + 2y + y?bo,

com cofatores
Ky(z,y,z) =4z + 4z,

Ks(x,y,z) =2z+4 2.
Agora, como K4 — 2K5 = 0, pelo Teorema a funcdo f; ' - fs? é um integral primeira
para o sistema (4.31)) definida na origem. Em particular,
H(l’,y,Z) :f4_1 f5_2_ 1

(@ + ) (—2ayby 4+ yPbo + 2y — 22 + 47 + 1)
N (1 — 22 — 2zyby — 22 + 2y + y%by)?

também ¢é uma integral primeira para o sistema definida na origem, cuja série de
Taylor neste ponto tem a forma H(z,y,z) = 2% + y* + ---. Dal, pelo Teorema [2.2] a
origem ¢ um centro sobre a variedade central do sistema.

Considere as condi¢oes dos parametro para o sistema sobre Sso3, fazendo as

devidas substituicoes obtemos

Tt =—y+a(r+z),
y=z+ylx+z), (4.32)

3= —z — byw?® — byzy + 222 + byy? + 222,

o qual possui uma superficie algébrica invariante fg = 0, onde
f6<x7yaz) - Z+$yb4; (433)

com cofator Kg(z,y,z) = —1 4 2z + 2z. Note que a superficie algébrica invariante fs = 0
contém a origem e é tangente ao auto espaco central E° neste ponto, pois E° é gerado
pelos vetores

v = (]_, 1,0), Vo = (—]_, 1,0)7
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e o gradiente V f5(0,0,0) = (0,0, 1) é ortogonal a estes vetores. Portanto fs =0 é a uma
variedade central W€ do sistema. Assim, resolvendo (4.33]) em funcao de z e substituindo

nas duas primeiras equagoes de (4.32]), obtemos o seguinte sistema no plano

T =—y+x(y+ —byxy), (4.34)
Y =2+ y(y + —bszy).

Sejam R(z,y) = (—z,y) e X(z,y) o campo associado ao sistema (4.34)), entao temos
(y — a(y + —bazy), x + y(y + —bszy))

= —(—y +a(y + —baxy), =z — y(y + —bszy))
= —X(R(z,y)).

Portanto temos que o sistema (4.34) é reversivel, logo pelo Teorema a origem do
sistema (4.34)) é um centro.

Suponha que os parametros do sistema (4.29)) estejam sobre o conjunto Soo4, fa-

zendo as devidas substituicoes obtemos

T =—y+x(y+2),
y=r+yly+2), (4.35)
Z=—2z—(1—bg)ry + bexz + (1 — bg)yz + bgz>.

Para a analise deste sistema vamos definir dois subconjuntos:
Saoa1 = {5 € Sau; b6 = 0},

Sooae = {8 € S9o4; b # 0}-

Com os parametros do sistema (4.35)) sobre o conjunto Ssa41, este possui um fator expo-

nencial e uma superficie algébrica invariante dadas por:

f7(I’, Y, Z) = 672y+227

fS(x7y7 Z) = 92 + ZEQ,

com os respectivos cofatores K7(x,y,2) = =2z — 2z e Kg(z,y,2) = 22+ 2x. Agora como

K;+ Kg = 0, entao pelo Teorema [2.7 a funcao

H(l’,y,2> :f7'f8

— €—2y+22(y2 + xZ)’



4.4. Caso: Fy(z,y,z) = Ro(x,vy, 2). 67

é uma integral primeira para sistema. Além disso, a sua expansao em série Taylor é dada
por H(x,y,z) = 2+ y?+- - - e, pelo Teorema a origem ¢é um centro sobre a variedade
central do sistema.

Finalmente considere os parametros do sistema sobre o conjunto Soo40. Neste

caso, o sistema possui as superficies algébricas invariantes fog = 0 e fi;o = 0 dadas por
2 2
f9<x7yaz)_y +x )

flO(‘T7y7Z> =1- ZbG + yb67

1

com cofatores Ko(x,y,z) = 2z 4+ 2z e Kyo(z,y,2) = bsgz + bgx. Como K¢ — b—Klo =0,
6

pelo Teorema a funcao

;2
H(JZ,y,Z) :fg' 1%6
y2 +l‘2
(1 — bgz + ybg)/20)’

é uma integral primeira para o sistema (4.35) e possui expansao em série de Taylor da
forma H(z,y,z) = 2*> + y* + - - -. Dai, como no caso anterior, a origem é um centro sobre

a variedade central. O

Nao podemos afirmar que as condicoes obtidas na proposi¢ao acima resolvem com-
pletamente o problema do centro-foco para a familia . A explicagao é a mesma feita
logo apds a demonstragao da Proposicao (4.5l Todavia, conjecturamos que as condigoes
da Proposicao sao necessarias e suficientes para que a origem do sistema seja

um centro sobre a variedade central.

4.4 Caso: Fy(z,y,z) = Ra(x,y, 2).

Teorema 4.7. Considere o sistema

T =—y+axFx,y,z),
?):$+Z/F2($ayyz)» (436)
Z=-Xz+ Fy(z,y,z2)
onde Fy(x,y, 2) = bix? +byxy+bszz +byy? +bsyz +bsz? e denote por S = {(\, by, by, b3, by,
bs,bs) € R": X = 1} o conjunto de seus pardmetros. Entdo o sistema (4.36) restrito a

variedade central tem um centro rigido na origem se, e somente se, uma das Sequintes

condigoes € satisfeita:
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(a) by = —by, by =bs = bs = 0,
(b) by = by = by =0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.36)), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sdo todos nu-
los. Para facilitar os célculos e a anélise dos coeficientes focais do sistema (4.36) vamos

considerar dois subconjuntos de S:
51:{865; bz =0, b5:0},

Sy ={s€S;b;+b: #0}.

Considere o sistema (4.36)) sobre o conjunto de parametro 57, entao fazendo as devidas

substitui¢oes dos parametros em (4.36]), obtemos o seguinte sistema

i = —y + x(bix® + bywy + byy? + be2?),
v =+ y(biw?® + bazy + byy? + bgz?), (4.37)
3= —2+ bz + byzy + byy? + be2?,

o qual tem o primeiro e segundo coeficientes focais dados por:
G220 = b1+ by,
9330 = Q(b% -+ 4bi)b6

Logo, ¢220 = 9330 = 0 se, e somente se, os parametros do sistema (4.37)) pertence a um

dos seguintes subconjuntos de S.
S = {S S Sl; by=—-by e bg= O},

Slgz{SGSl;b(;;éO e b1:b425220}.

Suponha que os parametros estejam sobre Si;, entao pela Proposicao [4.2 a origem é
um centro sobre a variedade central. Além disso, o sistema (4.37) possui as superficies

algébricas invariante f; =0 e f, = 0, onde

fl(x?yaz) =1 +y2<1 + b2) - 2[)4373/ —|—l‘2,
f2<x7yaz) :y2+$27

com cofatores
Ki(z,y,2) = 2byy? + 2bywy — 2byx?,

Ky(z,y,2) = 2bgy? + 2bowy — 2by®.
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Agora, como —K; + Ky = 0, pelo Teorema [2.7] a funcao

H(l’,y,Z) = fl_l ’ f2
y? + a2 (4.38)

- 1—|—y2+y2b2—2b4$y+(1}2’

é uma integral primeira para o sistema (4.37)) definida na origem.
Suponha que os parametros estejam sobre Sis, entao neste caso z = 0 é uma
superficie algébrica invariante do sistema (4.37)). Consequentemente, restrito ao plano

z = 0 obtemos o sistema

(4.39)

cuja a origem é um centro.
Finalmente considere os parametros sobre S, neste caso podemos assumir que
bs =1 e b; = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanca de variaveis
(bs + bg)x (bs — b5)y
b3 + b3 b3+ bz 7
:_f‘b3—b5)x+fb3+b5)y (4.40)
b3 + b3 b3 + b3

7 = z.

Entao sob estas condigbes o sistema (4.36)) torna-se:

i = —y+ (b2 + bozy + 22 + byy® + yz + bsz?),
U=+ y(bix?® + boxy + x2 + byy’yz + bs2?), (4.41)

2= —2z+ 012 + bowy + w2 + byy® + yz + b2,

Calculando os 5 primeiros coeficientes focais g2.2,0, 93.3.0, 94.4,0, 9550 € g6,6,0, Obtemos

9220 = by + by,

1
9330 = 2—0(1361 — by + Thy + (1165 + b3 + 18b1by + 1103)bg),
1
Gi40 = 2—()0(193(—150 + 223bg + 114b7%) — 2by(5 + by (39 + b)) + b3(10(—1 + bg) +
+ by(—150 — 27bg + 14b3)) + by (20 + 2b4(68 + 69bg) + b3 (—150 + 223bg + 11453))
+ b7(44 + 282bg + by(150 + T7Tbg + 286b3)) + by (40 — 2b5(39 + Th) + 20b4(11 +
+ 19bg) + b3(—150 — 27bg + 14b3) + b3 (150 + T77bs + 286b3))),
1
g550 = m(18b§b6(—7125 — 1046bg + 283b3) — 3b3(—54835 + 14424b +

+ 3396D2) + 6bbs (834609 + 13609420 + 297873b2) + b3 (—31709963 + 72(72958+
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551125b,4 )b + 12(536013 + 2828276b, )bz + 6099624b,b3) — 3b5(9900 +
4b4(73069 + 32943bg) + b3 (1125713 + 1052784bg + 87444b%)) + b3 (34182 +
34794bg + 36b3b6(— 136461 — 8866bg + 72873 ) + by(—4288625 — 1134216bg +
39531602)) + b4(42300 + 6b4(191123 + 167241bg) + 6b3be (834609 4 13609420 +
207873b2) + b2 (—5445917 + 8113104bs + 3041604b72)) + b?(6(18403 +

461001bg) + 36b3bs(—136461 — 8866bs + T287b3) — 3by(1125713 + 1052784bg +
87444b3) + 36b3bs (1869297 + 1423502b6 + 24184153 ) + by (—48780823 +
24265872bs + 13864140b2)) + b1 (80100 + 36b,(48719 4 91813bg) +

24b7b6 (1653375 + 1414138bg + 254151b%) + b3 (—25447297 4 26016048bs +

+ O+ o+ + o+ o+ o+ o+ A

1093410003) + b3 (—5021255 — 72(19607 + 122211b4)bs + (510444 —

ABTT28b,)b + 483912b4b%) — 6y (181622 + 85074bg + by (1235383 + 1023936bg +

80652b3)))),

1
o (1B(26627737500 + 61550205444bg + 935865614752
96.6,0 5410080000 "1¢ + 6+ 6t

44121625275b3 + 5668057044bg) — b3(102(—9197655 — 457249b + 774360b7) +

+

b4(339093365 + 527414670bs + 107889280202 + 70163496b7)) — by (8139600 +
30b4(27983437 + 17844444bg) + 202(93292513 + 5225744043bg + 1037138256b7) +
b3 (—45394071151 + 30551059386b + 15845525826b7 + 96931879263)) +
9b3(17(2483425 — 4562980bs — 133116607 + 25812067 + by(704437500 +

212735900bs — 157579869b; — 178445413 + 3897972bg)) + b3(2040(76894 +

+ o+ o+ 4+ + o+ o+

23349bg) + 6by(—1280299941 — 247397135bg + 95069178b2) + b3(576131515 —
—  52418159450bs — 601628029202 + 2074276512b7) + 6b] (5494612500 —

—  4187538576b — 400907539157 + 16035990157 + 161553132b3)) + b4 (10067400 +
3004(29989481 + 27180360bg) + 202 (—8440451587 + 8777282949bs +
3159508626b2) + 203 (—34278308461 + 325462681 1bs 4 29266808637b% +
5974107372b3) + b7(26627737500 + 61550205444b + 93586561475b7 +
44121625275b3 + 5668057044b3)) + b1 (—55120705108 — 2196895344620 +
542072624100z + 25557703416bg + by (1267987500 + 408251953044b¢ +

56415061675952 + 216759488751b2 + 2446301005252 )) + by (17778600 +

+ O+ o+ + o+ o+ o+

122400, (100653 + 2385795 ) + 2b2(—53391648703 + 2006833427 7bg+
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+ o+ 4+ o+

+ + + + + + + + o+ + A+ o+

13646537694b2) — b3 (339093365 + 527414670bs + 107889280202 +
7016349603 ) + b3 (—263095081934 + 9510864204b + 2538732354005 +
53105241600b3) + 9b5 (704437500 + 212735900bs — 157579869b; —
1784454153 + 389797204 + b3 (1267987500 + 408251953044bg +
564150616759b3 + 216759488751b3 + 24463010052b¢ ) — by (90(11667647 +
9727044bg) + 68b4(—2903335 + 375157887bs + 70713000b3) +

b3 (—137538586913 + 89543519478bs + 432210062700b¢ + 2627302392b3)) +
2b%(—5306437353 — 1335643419bg + 455257854b2 + 34b, (171497115 —
1754033900b¢ — 21031014662 + 7071300063) + 953 (2676862500 —
5038482176bs — 337875591502 + 23173806505 + 145961244b3))) +

b3 (—bo(—45394071151 + 30551059386b + 15845525826b7 + 969318792b3) +
602 (5494612500 — 4187538576bs — 400907539152 4+ 16035990155 +
161553132bg) + 2(—70952441717 + 3625387695bs + 102436411867 +
by(—145210135133 — 181397208342b + 1304060158922 + 3821036976007 ) +-
b7 (—13947862500 + 473819400756 + 600913770883b7 + 213550362987b; +
22805026452b3))) + b?(—bo(—4136655046 + 14872690638bs + 3050146368b7 +
bs(—137538586913 + 89543519478bs + 4322100627003 + 262730239263)) +
b2(14125384505 — 72441233270bs — 991415682002 + 305014636853 +-
18b4(2676862500 — 5038482176bs — 3378755915b% + 23173806553 +
145961244bg)) + 2(15(—15151745 + 88275888bg) + by(—110041488713 +
26290247079b + 20050468974b%) + 17b3(—12463488405 — 4449219020bg +
11726049798b3 + 272505708063 + b (—13947862500 + 473819400756bg +

600913770883b3 + 213550362987b3 + 228050264520¢)))).

A Base de Groebner do ideal gerado pelos coeficientes focais acima é dada pelos seguintes

polinomios
o Ll = b47
o Ly =10,
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Logo, concluimos que os coeficientes focais g220, 93,3,0, 94,40, 9550 € g6,6,0 Sa0 nulos se, e
somente se, by = by = by = 0. Assumindo estas condigoes sobre (4.41]) temos o sistema
= —y+x(rz +yz + bs2?),
=z +ylrz+yz+bez?), (4.42)
3= —z+x2+yz+ b2t
Neste caso z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar
(4.43)

Portanto a origem é um centro. 0

Analisando os resultados obtidos nos Teoremas 4.3 EAd e conjectura-

mos que ¢é possivel resumi-los em um resultado mais general.

R, L
Conjectura 4.1. Considere o sistema (4.1) com 5 (z,y,2) =0 (isto €, Ry(z,y,2) =
2

Ryn(x,y) ), n>1em > 2. Entio a origem € um centro rigido sobre a variedade central

do sistema se, e somente se, uma das sequintes condigoes € satisfeita:
(a) Rp(z,y)=0ce
2
/ F,(cos(s),sin(s),0)ds = 0;
0

(b) Fu(z,y,2) = Fu(z,y) e

/o ’ F,(cos(s),sin(s))ds = 0.

m

OR
Pelo Teorema , a condicao 8—(x, y,z) = 0 nao pode ser suprimida na conjec-
2

tura acima.

O Teorema [4.7] também nos leva a conjecturar o seguinte.

Conjectura 4.2. Considere o sistema (4.1) com R, (z,y,z) = F,(z,y,z). Entdo a
origem € um centro rigido sobre a variedade central do sistema se, e somente se, uma das

sequintes condigcoes € satisfeita:

(a) Fo(z,y,0)=0;

OF, B
(b) E(x,y,o) =0e

AwﬂmM$ﬂm¢mw:0
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Sistemas Rigidos Nao-Homogéneos

em R’

Neste capitulo estudaremos alguns sistemas da forma (3.12)) com R um polindémio
homogéneo de grau 2 em trés ou duas varidveis e F(z,y,2) = Fopi1(2) + Foy(2), onde
F5,11 ¢ um polinomio impar na varidvel z de grau 2p + 1 e Fy, ¢ um polinomio par na

variavel z de grau 2gq.

4.5 Caso: Fy(2)=0,p=1e R(z,y,2) = Rs(x,y, 2).

Teorema 4.8. Considere o sistema
T =—y+xF3(z2),
y=x+yk(z), (4.44)
Z ==Xz + Ro(z,y,2)
onde F3(2) = a1z +azz®, Ro(x,y,2) = b1 + bowy + b3z z + byy® + bsyz + b2 e denote por
S = {(\, by, by, b3, b4, bs, b6, a1,a3) € R\ = 1} o conjunto de seus parametros. Entdo o
sistema ([4.44)) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem se, e somente

se, uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) by = —by, a3 = b3 =bs =0 e bg = 2a4,
(b) by =by =by =0,
(b) ay = a3z =0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.44]) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sao todos nu-

los. Para facilitar os cdlculos e a andlise dos coeficientes focais do sistema (4.44) vamos



4.5. Caso: Fyy(2) =0, p=1e R(z,y,2) = Ra(x,y, 2). 74

considerar dois subconjuntos de S:
Slz{sES;b;g:O e 6520},

Sy ={s €85 b2+b2 +£0}.

Considere o sistema (4.44) sobre o conjunto de parametro S, entdo fazendo as devidas

substituicoes dos parametros em (4.44)), obtemos o seguinte sistema

T =—y+x(a;z + azz?),
y=x+y(a1z + azz?), (4.45)
z=—z+ 61172 + bgﬂfy + b4y2 + b622,

Calculando os 6 primeiros coeficientes focais, g22.0, 93,30, 94,40, 955,05 96,60 € g7,7,0, Obte-

mos

o0 = ai(by + bs),

1
%a1(2a1(9b§ — b5+ 22b1by + 9b3) + (1167 + b3 + 18byby + 1167)bg),

1
94,40 200
98b2) 4 a1?(431b? — 1902 + 938D, by + 431b2)bs + 2a1(57b? + Tba + 86b1by +

93,30

(by + by)(5a3(13b7 + 305 + 14b1by + 13b7) + 4a1?(98b7 — 27b5 + 304b,by +

57b1)b5),

+ 4

1
9550 = 10300 0(2a14(1677931b‘{ + 1029963 + 8254804b5b, — 385770b3b3 + 1677931b; —

3007 (128595 — 443951b3) + by (—853932b3b, + 8254804b73)) + 45a3(4387b] +

35b5 + 1346063 b, + 1022657 + 4387b; + 2b3 (5115 + 9353b7) + 4b, (441b3b4 +
336503))bg + 3al1?(1444519b7 — 2249b; + 6536996b5b, — 1897306202 +
1444519b] + b3(—189730b3 + 10148970b3) + by (—361468b3b, + 653699603 ) )bg -+
2a12(967535b — 1737b; + 3848948b3b, + 5298b3b3 + 967535b; + 67 (883b3 +
95583907 + 4by (6123b3by + 96223703))b2 + al(40a3(13585b7 — 117b; +
54868b°b,y — 132b3b7 + 13585b; + b7 (—132b3 + 80694b7) + by (672b3b, +

54868b3)) + 3(99291b] + 283by + 338868b5b, + 14574b5b; + 99291b] +

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+t

20% (7287b3 + 241841b3) + 4by (6721b5by + 84T17b3))b3)),
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96,6,0

97,70

+ 4+ o+ o+ 4+ o+ o+ - + o+ o+ 4+ + o+

+

m(bl + by)(4a1® (60774396835 + 1039527963b3 + 308198868148b3b,
1627532020236 + 607743968353 — 6b%(2712553367b3 — 852468983393 ) +

by (—40866864108b3b, + 308198868148b3)) + 78a1*(4801716413b] + 1226044505
22250198220b5b, — 760833142b2b3 + 4801716413b] 4 b3 (—76083314203 +
35093130734b3) — 4b, (404937461b3b, — 556254955507 ) )bs + 3510a3(1120337b7 +
1520165 + 3407196b3by + 268538b5b3 + 1120337b; + b7 (2685385 + 4816934b3) +
4b1(103867b3by + 851799b3))ba + a1?(213433561007b) — 787381497b; +
904453825988bb, — 12679895490b3b% + 213433561007b; — 30b3(422663183b3 —
4564808086707 + by (—19060739004b3b, + 904453825988b3))b2 +
al?(10a3(4236317945b7 — 398491926b2b3 — 73811871b; + 18539239484b%b, —
206488884b, bab, + 27424853142b7b7 — 398491926b3b7 + 18539239484b,b] +
4236317945b7) + 39(1418008525b] + 69517154b7b3 — 31963715 +
5393965484b°b, + 164605276b,b3bs + 7900771982037 + 69517154b5b5 +
5393965484b, b + 1418008525b3)b;) + 3albs(85a3(99594357b7 — T71603b; +
373482412b3by + 62237540207 4 99594357h3 + b2 (62237543 + 53543046203 +
4D (4655083b2b4 + 93370603b3)) + 156(12111233b7 + 74961b3 + 40160156b3b4 +
2071194b3b% + 12111233b3 + 6b%(345199b3 + 9549537b7) + 4b, (885675b3bs +

1004003963))53)),
1
1769528966400000
252959146793687570b5b, + 864503584399479b5b3 — 10965777183925712b3b; +

(16a1°(34849339676330787b% — 7220143589022b5 +

3484933967633078705 + b} (—10965777183925712b3 + 712024587438164861b3) +
b} (—50779137410898680b3b, + 988291649831313564b3) + b3 (864503584399479b;
79973287346218992b2b2 + 712024587438164861b;) + 2b; (907824445933611b3b,
25389568705449340b3b5 + 126479573396843785b5)) +
8a1°(1207175249051803516° + 406177689680105 + 820866945399451198b5b, +
9694063659241 77b3b; — 24140448992092273b3b; + 12071752490518035155 +

b1 (—24140448992092273b3 4 2212520559305968465b2) —
4b3(26079261723940627b3b, — 756120580975499993b3) + b? (969406365924 177b;

16015823051629402262b2 + 2212520559305968465b% )+
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+ o+ 4+ o+ o+

+ + + + + + + + o+ + A+ o+ +

+ o+ 4+

2b1(945035704543371b3b, — 52158523447881254b2b3 +

41043347269972559963))bs + 2a1*(327723367232993127b8 + 13896524267847h5
2096385366903957398b3b, — 528670027074939b5b3 — 32511290876499659b3b5 +
327723367232993127b5 + b1 (—32511290876499659b% 4 5427572442085692425h?)

b3 (—125815803289399124b2b, + 731693150727631410003) + b?(—528670027074939b
185941991660942274b2b2 + 5427572442085692425b7) — 20, (612049172682021b3b4 +
62907901644699562b5b; — 104819268345197869953) )bz + 20280a3(53465a3 (48861765
ATTDS + 276467465b, — 5337bybs + 41757b3by + 48861765 + 931 (44963 4 70707b7) +
403 (52431b2by 4 2157479b3) — 9b%(593b; — 34782b2b2 — T30639b]) — 6b1 (825b3bs —
34954b3b7 — 460779b3)) + 6(16645440841b8 4 360459505 + 82993820994b°b4 +
302539767byb] + 4219706013b3b) + 1664544084165 + 3b7 (140656867165 +
623356508932 + 12b3(1204875493b2b4 + 20090537581b3) + 3b (10084658903 +
6883540122b3b7 + 62335650893b7 ) + 6b1(93637399b5b4 + 2409750986630 +
13832303499b3))b3) + 6a1b3(5a3(738994554152193b5 — 114548625633b5 +
4089199123237730b3b, — 3045251052969b3b7 + 86192050418857b3b; +
738994554152193b8 4 b?(86192050418857b2 + 96571214887336790%) +
4b3(92282552524795b2b, + 3155291237834199b3) + b2 (—3045251052969b; +
560377985330262b3b7 + 9657121488733679b]) + by (—4715918598342b5b, +
369130210099180b3b5 + 40891991232377303)) + 2028(2346656451516° +
1844005365 4 1223473412302b5b, + 2352959553b3b7 4 46130114651b2b] +
2346656451515 + b} (4613011465163 + 2819550195697b3) + 2007 (8284839109b3b, +
183015234685b3) + b3 (2352959553b; + 240018457602b3b5 + 2819550195697b]) +
2b,(2242319235b5b, + 82848391090b35b3 + 61173670615163))b;) +
2a1%bs(10a3(4149440797831898b8 — 381317552811b5 + 248812865604361520°b, —
55636478340900b303 + 3839556638809b3b; + 4149440797831898b8 +
b1(3839556638809b3 + 61289995407803126b3) + b°(460450053282436b3b, +
81140703613777648b3) + b?(—55636478340900b3 + 894917750752326b2b +
61289995407803126b3) + b1 (—106697146048068b3bs + 460450053282436b2b° +

24881286560436152b3)) + 507(38077524479433b% — 165326042155+
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4+ 214891397172194b5b, — 43735143753b5b3 + 3393437426101b307 +

+  38077524479433b5 + b7(3393437426101b35 + 516168106073831b3) +

4+ 4b6%(3480907713607b3b, + 169703568857271b3) + b% (—43735143753b;5 +

4+ 20981030356446b2b2 + 516168106073831b1) + by (—67631162454b3b, +

4+ 13923630854428b2b3 + 214891397172194b3))b3) + al®(80as(13282263813068166° +
4+ 376683672105b5 + 8480735203531532b5b4 — 12575468282370b5b2 —

—  127844228922659b3b; + 1328226381306816b5 + b7 (—127844228922659b3 +

4+ 21767695889846864b2) + b3 (—410773169431676b2b, + 29206266380229576b7) —
—  20%(6287734141185b; + 273888532378497b2b2 — 10883847944923432b7) —

—  4b,(7417785157500b5b, + 102693292357919b32b% — 2120183800882883b7)) +

4+ 17(1306322697630695305 — 3014407652496 4 7869733924692677065b, —

—  61664224743465b3b2 — 79494347271263b2b1 + 13063226976306953b5 + b1 (—

—  79494347271263b3 + 196233686605049063b3) + 4b? (43834102215667b2b, +

4+ 65304610219458607b3) + b? (—61664224743465b; + 495192355535910b3b2 +

4+ 196233686605049063b]) + by (—119711160303942b3b, + 175336408862668b2b; +

+  7869733924692677003))b3)).

A decomposicao do radical do ideal

I= <92,2,07 393,3,05 94,4,0, 95,505 96,6,05 97,7,0>7

em uma intersecao finita de ideais primos sobre um corpo de caracteristica zero, consiste

das seguintes componentes:

Il = <b1 + b4, as, 2CL1 — bﬁ),

I = (by + by, b3 + 4b3),

Ig = <a1, a3>.
Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que by = —by, a3z =
0ebg = 2a, oub, =0by =05b =0o0ua = a3 = 0 sao as condigoes que anulam os
coeficientes focais ¢22.0, 93.3.0, 94,40, 9550, 96,6,0 € 97,7,0- Assim, vamos analisar os seguintes

subconjuntos de Si:

S = {S € Sl; by = —b4, a3 =0 e b6 = 2a1},
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512:{8651;b1:b2:b4:0}.
513 = {8 € Sl; a; = ag = 0}

Considere o sistema (4.45)) sobre o conjunto de parametro Sy, entao fazendo as devidas
substituigoes dos parametros em (4.45)), obtemos o seguinte sistema:

T=—-y+axrz,

J =+ ayz, (4.46)

3= —z — bya® + by + bay? + 20,22
Seja

1
V(u,v,w) = z+ —(
5
1 1 1

+ 5(4(11(72 - 36a1b4)xyz -+ 5(186L1b2 -+ 8a1b4)y22 + 2—5(—14a1b§ - 18a1b2b4 -

1 1
—by — by)y* + g(—bg + 4by)xy + 5(b2 + by)a? — da12® + 4a3’ +

1 1
— da b2yt + g<—32a%bg — 12a7by)y*2* + 25(

1 1
+ %(—4@6; — 8a1b2b4 - 4a1bi)x3y + g(2a1b2 + 60,1b2b4 - 16a1bi)x2y2 +

1 1
+ 5( 4a3by — 4a2by) 2?22 +25( 14a1b3 + 72a1byby + 36a1b3)xy® +

1
+ 5( 4a2by 4 56a3by)ryz® + 2tz + —

4a1b3 4 8a1byby + 4a b3)a?

1
o —(8a2b3 — 24a’byby — 32a2b3) Py +

1
+  ——(16a7b5 — 8aibyby + 276a7b] + 2)x’y*2z + 5(28a§b2 284a7byby —

25
272 272 272 1 8a%b3
— 112a203)zy’z + 5(81a1b + 72a3byby + 16a7b] + 1)y'z + 5( 5%
24a2b3by  24a3bybi  8aibi 1, 8a?bd 24a2b3by
b b 6 T 1¥2 1Y2 -
T T g Ththra g 25
24a2byb7  8aib} 1,28a2b3  104a2b3by  24a3byb?
— — —b 4b —
25 o5 b bty + (T 25 2%
52a%b3 1, 36ab3 8ajbsby  8aibybi  464a3b}
_ by L b _ _ _
x4 ba)atyt + g (- 5% % 2

25
213 2192 9 2 9.3
byt 8b4)x y n é<17§5lb n 141;155254 B 644(;%52(?4 B 2682621b4 B
_ b4):1:2y4 I 1(_53a%b§’ 316@%6364 316a%b2()i 72a%bi
) 25 25 25 o5
o L 5%a  89alby  Mdalbot? Sel
5 25 25 25 25

Como a divergéncia do campo X, associado ao sistema (4.46]), ¢ dado por div(X) = —1,

by —

— by + 4by)wy® +

temos
X-V:div(X)-V

Logo V' é um multiplo de Jacobi inverso. Entao pelo Teorema [2.9, a origem é um centro

para o sistema (4.46]). Além disso, a variedade central analitica W¢ C V~1(0).
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Suponha que os parametros estejam sobre o conjunto Sio, entao fazendo as devidas

substitui¢oes dos parametros em (4.45)), obtemos o seguinte sistema:

T =—y+ (a2 + azz?),
y=1x+y(a1z + azz?), (4.47)

3= —z+ be?.

Neste caso z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema (4.47)) e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar

(4.48)
y=ux
Portanto a origem é um centro.
Considere os parametros do sistema (4.45]) sobre Si3, entao este torna-se:
r = -y,
y=ux, (4.49)

= —2 4 bi2? + byxy + bay? + be22,

o qual tem uma integral primeira
H(z,y,2) = 2® +y* +2* + 2y%2% + o~

Portanto pelo Teorema a origem do sistema ¢ um centro sobre a variedade
central.

Agora, assuma que os parametros do sistema estejam sobre S5, deste modo,
podemos tomar b3 = 1 e b5 = 1, pois caso contrario efetuamos a seguinte mudanca de

varidveis
(bs —bs)  (bstbs)
b2 + b2 Rz
(bs +bs) . (bs = bs) (4.50)
b2 + b2 Ry

7 = z.

Entao sob estas condigoes o sistema (4.44]) torna-se

T =—y+x(a;z + azz?),
y=1z+ylmz+az2’), (4.51)

2= —2+ b2 + byzy + 12 + byy® + yz + be2>.
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Calculando os 7 primeiros coeficientes focais g22.0, 93,3,0, 94,40 955,05 966,05 97,7.0 € §8.8,0

cujas expressoes se encontram no Apéndice [5.2] podemos decompor o radical do ideal

I= <92,2,07 93,3,0, 94,4,0, 955,05 96,6,0, 97,7,0, 98,8,0>7

em uma intersecao finita de ideais primos sobre um corpo de caracteristica zero, a qual
consiste das seguintes componentes:

Il — <bl, b27 b47>,

IQ = <(11, (1,3>.
Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que by = by = by =0
ou a; = ag = 0 sao as condicoes que anulam os coeficientes focais g22.0, 9330, 94.4,0, 9550,

96,605 97,70 € gs,s0- Portanto, vamos analisar os seguintes subconjuntos de Ss:
521:{8682; b1:b2:b4:0},
Sog = {S € Sy a1 =0, a3 = 0}
Sobre o conjunto de parametros So;, o sistema (4.51)) torna-se:

= —y+ (a2 + azz?),
y=x+y(a1z + azz?), (4.52)
2= —z+ 2+ yz+ bg2?.

Neste caso z = 0 é uma superficie algébrica invariante do sistema e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar

(4.53)

Assim a origem é um centro.

Finalmente considere os parametros sobre Sy e fazendo as devidas substituicoes

em ([4.51]) obtemos o sistema:

y =z, (4.54)
3= —z+ bz + by + 1z + byy?® + yz + be2?,
o qual tem uma integral primeira dada por
H(z,y,2) = 2® +y* + 2* + 2y%2% + o~

Logo, pelo Teorema , a origem do sistema (4.54)) é um centro sobre a variedade central.
O
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4.6 Caso: Fy1(2)=0,qg=4e R(x,y,z) = Ry(z,y, 2).

Teorema 4.9. Considere o sistema
T=—y+aF(z),
y=1x+yF(z), (4.55)
Z=—=Xz+ Ry(z,y, 2),
onde F(2) = ag2? +ayz* +ag28 +ag2®, Ry(x,y, 2) = b1a® +boxy + bszz + byy? + bsyz + b 2>
e denote por S = {(\, by, by, bs, by, bs, bg, as, ay, ag,ag) € R\ = 1} o conjunto de seus
parametros. Entao o sistema (4.55)) restrito a variedade central tem um centro rigido na

origem se, e somente se, uma das sequintes condigoes sao satisfeitas:
(a) ag = a4 = ag = ag = 0,
(b) by =by =0, =0.

Demonstragao. Pelo Teorema a origem ¢ um centro rigido sobre a variedade central
para o sistema (4.55)) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema sao todos nulos.

Suponha que b; = by, caso contrario efetuamos a seguinte mudanca de variaveis

Y = —(=by + /b7 — 2b1by + b3 + b3)z + (by — by)y, (4.56)
Z = z.

Entao sob estas condigoes o sistema (4.55)) torna-se

&= —y+ x(a22® + asz* + a2® + agz®),
U=+ ylaz® + asz* + a2® + agz®), (4.57)
3= —2+ byx?® + boxy + byxz + bay? + bsyz + b2,

onde seu primeiro e segundo coeficientes focais sao dados por

9220 = 0,

1
9330 = 2—Oa2(b§+40bi).

Portanto g220 = g330 = 0 se, e somente se, os parametros estao sobre um dos dois

seguintes subconjuntos de S

Si={s€S;a,=0 e b;+40b] #0},
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So={s€S;0,=0,0,=0 e ay#0}.

Considere os parametros do sistema (4.57)) sobre S7, sendo assim passamos ao calculo do

terceiro e quarto coeficientes focais, os quais sao dados por:

gaao = 0,
Qg

9550 = 1600(3873+480b§bi+3200b3).

Daf sobre S; temos que gs40 = g550 = 0 se, e somente se, a, = 0. Logo defina o seguinte
subconjunto de Sy

812 = {8 S Sl, ay = 0}

Passemos agora ao cédlculo do quinto e sexto coeficiente focal do sistema (4.57)) sobre o

conjunto Siz, 0s quais sao dados por:

96,60 = 0,
Qg

9170 = 9300 (b5 + 360b3b7 + 9600b3b; + 2560005).

Assim temos que gg60 = gr,70 = 0 se, e somente se, ag = 0. Logo defina o seguinte
subconjunto de Sis

313 = {S € 512; ag = O}

Finalmente calculando o sétimo e oitavo coeficiente focal do sistema (4.57)) sobre o con-

junto Si3, obtemos

gsgo = 0,
as

5000 703 + 44806507 + 268800b;bi + 28672006365 + 409600005).

99,9,0

Portanto gsso = 9990 = 0 se, e somente se, ag = 0. Logo defina o seguinte subconjunto
de 513
514 = {8 S Slg; ag — 0}

Considere os parametros do sistema ({4.57)) sobre o conjunto Si4, entao fazendo as devidas

substitui¢coes obtemos o seguinte sistema:

P (4.58)
3= —z+ byw?® + byxy + bzxrz + byy? + bsyz + b2,
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o qual tem uma integral primeira dada por
H(z,y,2) = 2® + 9> +2* +y* + 29%2%

Portanto pelo Teorema [2.2| a origem do sistema (4.58]) é um centro.
Finalmente, considere os parametros sobre o conjunto S, e substituindo em (4.57)), obte-

mos o seguinte sistema

i = —y + x(a2? + asz* + ag2® + agz®),

U =1+ y(az® + asz* + ae2® + agz?®), (4.59)

3= —z+ bywz + bsyz + bg2?,

o qual tem z = 0 como uma superficie algébrica invariante. Consequentemente restrito

ao plano z = 0 obtemos o sistema

cuja a origem é um centro. O

4.7 Caso: p=2,q=2e R(x,y,z) = Ry(x, 2).

Teorema 4.10. Considere o sistema

Tt =—y+aF(z),
y=x+yF(z), (4.60)
Z ==Xz + Ry(z,2),

onde F(z) = a1z + agz? + azz® + a2t + as2°, Ro(x,2) = bja? + boxz + b32? e denote por
S = {(\, by, by, b3, a1, a0, a3, a4,a5) € R% X\ =1} o conjunto de seus parametros. Entdo o
sistema (4.60) restrito a variedade central tem um centro rigido na origem se, e somente

se, uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) a1 =ay =a3 =ay =as =0,
(b) by = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema [2.4] a origem é um centro rigido sobre a variedade central

para o sistema (4.60)), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema s@o todos nulos.
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Usando este fato passamos ao calculo dos 5 primeiros coeficientes focais, os quais sao

dados por:

g2.2.0

g3,3.0

94,40

d5,5,0

96,6,0

+

+

.
.
.
N
N
N
N
N
.
.
.
.

a‘lbla

b
ﬁ(%a%bl + 22a5b;y + 9a1 b2 + 22a1b1bs),

b
510(784@)3 + a2by (10562 4 8620, b3) + by (130asby + 161agbs 4 228asb1bs) +

2a1(5b3 + b1 (309agby + 2b3(49b5 + 57b1b3)))),
by

4896000

3a1(2173600a3b? + 2a,b? (755137b; + 3788696b,bs) + 3(87565 + 75033, bybs+

(40270344a1b? + a3b}(—3855041b3 + 52002684b,b3) +

497172630203 + 3971646%b3)) + 180, (148988a3b? + ay(30445b; + 264648b,b3bs +
1985820202 4 by (54910a4b; + 3as(45019b3 + 43870b1b3))) + 12a2by (13042b5 +

by (2758365a2b1 + 2b3(326727b3 + 967535b,b3)))),
by

21640320000

749067760428b1b3) + a3b;(169452717800a3b; — 720644402a5b3b5 +

(972390349360a°b] + 2a1b? (1129109278253 +

3848017505 + 838864785056a,b°bs + 10864878606b,b3bs +
131955915060b7b3b3 + 221209329900b5b3) + 6b, (85(52(689624aza3 +
105825a5)b? + 8892(1106a3 + 2519a4)bib3 + 10426644a3b,b; +
791811a9bs) + 201 (1768(2017384a3 + 397005a4)b3 + 2456383005a3b, b3 +
925534251 a5b3 )bs + 6b3(436931430a3b, + 1141295759a4b3)b3 +
3778704696a2b5b3) + 3a1(42885552044a3b] + axb? (192731820105 +
40066919064b, b33 + 8209905813262b3) + 2(4113569390a,b] +
6312827358a3bb3 + 24097505 + 16931040690a3b bs + 78185160, b5bs +
1658882178b2b3b2 + 5927880096b3b2b3 + 3778704696b1b3)) +
a3b?(—20157834977by + 4b1(234772312134a,b, + bs (3223915305563 +

213433561007bb3)))).

Logo podemos calcular a Base de Groebner do ideal gerado por eles. Em resumo, temos

que a Base de Groebner deste ideal é gerado pelos seguintes polinémios

o L =aby,
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® [y= a2b%,
® L3 = agb?,
[ ] L4 = a4b%,

® L5 = a5b?.

Portanto os coeficientes focais do sistema (4.60) sao nulos sobre o subconjunto S se, e
somente se, L; = 0 para ¢ = 1,...,5, ou seja, se os parametros pertencem a um dos

seguintes subconjuntos
Si={s€S;a;,=0 para i=1,...,5},

SQZ{SES;blz()}.

Se os parametros do sistema (4.60)) estao sobre S, obtemos o novo sistema

2= —2+ bz® + boxz + bg2?,
o qual uma integral primeira dada por

H(x,y,2) =2 +y* + 2" + y* + 2227
Portanto pelo Teorema a origem do sistema ¢ um centro.

Se os parametros do sistema (4.60) estao sobre Sz, obtemos o novo sistema

b= —y+ (a2 + az? + azz® + a2t + az2°),
U=+ y(a1z + asz® + azz® + asz* + a52°), (4.62)

2= —z+ bywz + by2?,

o qual tem z = 0 como uma superficie algébrica invariante. Consequentemente restrito

ao plano z = 0 obtemos o sistema

cuja a origem é um centro. 0
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Capitulo 5

Bifurcacao de ciclos limites a partir

de um centro rigido em R’

No ano de 1900 ocorreu o Congresso Internacional de Matematica realizado em Pa-
ris, nesta ocasiao o grande Matematico David Hilbert listou alguns problemas em aberto
da matemadtica, entre eles estda o problema conhecido como “O 16° problema de Hilbert”,
que trata de ciclos limites de um sistema de equacoes diferenciais polinomiais. Mais preci-
samente, a segunda parte desse problema consiste em determinar a posi¢ao e o niimero dos
ciclos limites de um sistema polinomial no plano em funcao do seu grau. Este problema
é considerado o maior desafio matematico dentro da Teoria Qualitativa das Equagoes
Diferenciais e estd em aberto mesmo para o caso mais simples, isto é, para campos poli-
nomiais de grau 2 (veja, [13] e [38]). Existem vérias versoes mais fracas deste problema,
por exemplo determinar o nimero M (n) de ciclos limites que bifurcam de um centro ou
foco (isto é, a sua ciclicidade) em campos de vetores polinomiais no plano de grau n (veja
[18], [50], [53] e [54]).

Um método eficiente para estimar ciclos limites a partir de um ponto singular
do tipo centro ou foco é calcular os coeficientes de Lyapunov (ou equivalentemente os
coeficientes focais) quando pequenas perturbagoes do sistema original sdo consideradas,
veja [7], [16], [18], [50] e suas referéncias. Christopher [16] desenvolveu uma abordagem
simples para se obter cotas inferiores para o nimero de ciclos limites que bifurcam por
pequenas perturbacoes de um centro ou foco. A ideia consiste em levar em conta a
parte linear dos coeficientes de Lyapunov. Mais precisamente, Christopher provou que se

calcularmos as partes lineares dos k primeiros coeficientes de Lyapunov e se estas forem
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linearmente independentes, entao por pequenas perturbagcoes é possivel obtermos £ ciclos
limites bifurcando do centro ou foco. Os resultados de Christopher sao enunciados para
o plano, mas podem ser estendidos para o caso de singularidades do tipo centro ou foco
em variedades centrais de campos de vetores no R3.

Em [33], [51] e [60] os autores estudam bifurcagoes de ciclos limites a partir de
singularidades do tipo centro e foco em variedades centrais de campos de vetores no
R3. Nestes trés artigos, a principal técnica utilizada para produzir bifurcacoes de ciclos
limites passa pelo calculo dos coeficientes focais e pela independéncia linear dos primeiros
coeficientes, o que lembra as ideias de Christopher para o plano.

Nosso objetivo nesse capitulo é encontrar cotas inferiores para o nimero de ciclos
limites que bifurcam dos centros das familias de campos de vetores polinomiais rigidos
classificadas nos capitulos anteriores. Usaremos as ideias apresentadas em [51] para atacar

este problema.

5.1 Estimando o nimero de ciclos limites a partir dos
coeficientes focais

Nesta secao apresentaremos alguns resultados conhecidos na literatura para estimar
o numero de ciclos limites que bifurcam a partir de centros em variedades centrais por
pequenas perturbagoes do sistema.
Considere o sistema
&t =—y+ P.(x,y,2) + eG1(z,y, 2),
y=u+Q.x,y,2)+ eGso(x,y, 2), (5.1)
== 2+ R.(z,y,2) + eGs(x,y, 2),
onde P.(x,y,2), Qc(z,y,2), R(x,y,2) e Gj(x,y,2), j =1, 2, 3, sdo polinémios de grau
> 2 com coeficientes reais e € um parametro real suficientemente pequeno. Denote por
(p1,Dp2,-..,m) os parametros do sistema quando € = 0 e por (P41, Prs2,---,Pk) OS
parametros da perturbagao. Assuma que para € = 0 (ou equivalentemente G; = Gy =

G3 = 0) o sistema ({5.1) tem um centro na origem sobre a variedade central.

Definicao 5.1. Uma orbita periodica v do sistema serd chamada de ciclo limite

se existir uma vizinhanca V' de ~v tal que v é a unica orbita periodica contida em V', veja

[41].
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Pelo Teorema existe uma variedade central para o sistema (5.1)), a qual pode
ser expressa da forma z = h(z,y), onde h é uma fungao de classe C", para r arbitrario,
satisfazendo h(0,0) = 0 e Dh(0,0) = 0. Assim restringindo o sistema ([5.1]) sobre esta

variedade obtemos o sistema planar

T=—-y+ Pc(xvyvh(xvy» + 6G1($,y,h($,y)),
g =12+ Qc(x,y,h(x,y)) + eGa(x,y, h(z,y)).

(5.2)

Observe que h também depende de ¢, entretanto omitimos o € para simplificar a notagao.
Passando para coordenadas polares © = pcosf, y = psenf, temos que o sistema ([5.2)) é

equivalente a equacao diferencial

dp  (p,0,¢€)
b 1+ (p,0,€) 59

onde as fungdes ¥ e ¢ dependem das entradas do sistema ([5.2). Pelo Lema 3 da pagina
242 de [0] o lado direito da equag@o acima é uma aplicacao de classe C". Assim a solugao
p(8, po, €) da equagao (5.3)), com a condigao inicial p(0, po, €) = po, também é uma aplicagao
de classe C". Dali, definimos a aplicacao de Poincaré associado ao sistema por
I(po, €) = p(27, po,€), a qual é de classe C” e pode ser representada por sua férmula de

Taylor de ordem r em py = 0 como

I(po, €) = Vi(p,€)po + Va(p, €)pg + - + Vi(p, €) py + o(pp), (5.4)

onde p = (p1,P2,- -1, Pists - - - Pr) Sa0 os parametros do sistema (5.1). Note que os
pontos fixos da aplicagao de Poincaré II correspondem a ciclos limites do sistema (5.1)).

Como a origem é um ponto de Hopf do sistema (5.1)), segue que V;(p,€) = 1. Seja

ﬁi<p76):‘/i(p7€)|61:...:@i71:07 i:2737"'7

pelo Lema 5 da pégina 243 de [0], os coeficientes 7y; sao nulos e portanto redundantes no
estudo dos ciclos limites que bifurcam do ponto singular (veja [16] pag. 26, [60] pag 525
e o Teorema 40 da pag. 244 de [0]).

Os coeficientes v;(p, €) = Ug11(p,€), i = 1,2,..., sdo chamados de coeficientes de
Lyapunov do sistema ([5.1)) (para maiores detalhes veja o Capitulo IX de [6]).

Como v;(p,0) = 0, i = 1,2,..., aplicando a férmula de Taylor, temos que a

expansao em € dos coeficiente de Lyapunov na vizinhanca do zero é dada por

vi(p,€) = vi1(p)e + via(p)€® + vis(p)e® + -+, i=1,2,..., (5.5)
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(veja [51]).

Os coeficientes v; ,, serao chamados coeficientes de Lyapunov de ordem m em e.
Para |e|> 0 suficientemente pequeno podemos usar os v;; para determinar o nimero
dos ciclos limites do sistema |6:0 que bifurcam do centro na origem por pequenas
perturbagoes da forma . Precisamente, temos o seguinte resultado, o qual é uma

versao do Teorema 2.1 de [16] enunciado no plano. Veja também o Lema 1.1 de [51].

Teorema 5.1. Suponha que o

8(01,1, V2,1, - ,Uk,l)

Posto
8(]71,}72, oo ka:) p=pe

=k, (5.6)

onde Pe = (p17p27 <oy PP - - )pk) COM Pi4+1 = P42 = " = Pk = 0. Entao pOdemOS
escolher os parametros py, ps, ..., pr de modo que o sistema (5.1)) tenha pelo menos k — 1

ciclos limites de pequenas amplitudes na vizinhanca do ponto singular.

Para fins computacionais o calculo dos coeficientes de Lyapunov é menos eficiente
do que o calculo das coeficientes focais. Assim, para aplicar o teorema acima, ¢ melhor
utilizar os coeficientes focais, uma vez que, a menos de uma constante, os dois coeficientes
sao iguais (veja Teorema 6.2.3 da pag. 261 de [50], [9] e [59]). Precisamente, usando a
notagao da Segao [2.2] temos o seguinte resultado.

Lema 5.1. Para qualquer nimero natural n temos a sequinte afirmacao

Un = TGn+1,n+1,0 m0d<92,2,0, 933,05 - -+ 7gn,n,0>a

onde v, sdo os coeficientes de Lyapunov do sistema (5.1) e 0s gjj0, 7 = 1,....,n+1,

sao os coeficientes focais do sistema (5.1) complezificado. Mais precisamente, quando

9220 = 9330 = = Gn-1,n-1,0 = 0, temos
Un = Tdn+1,n+1,0-

Para maiores detalhes sobre o lema acima veja [9, [50] 511 59].
Demonstracao do Teoremal|). 1. Usando a teoria de formas normais e depois introduzindo

coordenadas polares, podemos escrever o sistema (5.2)) na forma

po= pPlo+uop+- o)+ 0" (5.7)

0 = 1+mp*+ -+ np* + 0%, (5.8)
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onde v; = v;(p,€) s@o os coeficientes de Lyapunov e 7; = 7;(p,€) sdo os coeficientes
de isocronicidade, veja pdg. 70 de [I2]. Note que os ciclos limites do sistema ([5.2)

correspondem aos zeros positivos do lado direito da equagao (5.7) e que
po= p(vr+vep+ -+ o) + O(p* )
k oo
-y (2 <>) (#5+ 0
= e Zw, Y=+ 0()

= o (Z via “+0<>>, el 1.

Fazendo p? = o, pelo Teorema da Funcao Implicita, reduzimos o problema de encontrar

zeros da equacao acima ao problema de encontrar as raizes simples positivas da equacao
vea(p)o™ 4+ Fvaa(p)a +vi(p) =0, (5.9)
ou melhor, os zeros simples positivos da funcao

d(o,p) = vp1(p)o" 4+ vy (p)o 4 vi 1 (p).

Denote por T'(p) = (v11, Va1, - .., Vk1), a qual é de classe C' e T'(p.) = 0, pois v;1(p.) =
0, j = 1,...,k. Por hipotese DT(p.) é um isomorfismo e pelo Teorema da Aplicagdo
Inversa existe 7! definida em uma vizinhanca U da origem. Logo, podemos escolher

7k =(0,...,0,m) € U, com n;, > 0, tal que para p,, = T‘l(ﬁk) temos
d(o,p,,) = mo*' > 0.

Seja 0y, tal que d(og, py,) > 0. Tomemos 7/&-1 =(0,...,0,mk_1,mK) €U, comn_1 <0e

|7k — 7k_1|= Ink—1|< k| < 1, tal que para p,, , = Tfl(ﬁk_l) temos d(oq,py,_,) > 0e

d(o,pn_ ) = 10" + o™ L

Assim para o suficientemente pequeno, como 7,1 < 0, teremos d(o,p,, ,) < 0. Seja oy
um desses valores, com 07 < 0y, entao d(og,py,_,) > 0 e d(o1,py,_,) < 0. Continuando

com este procedimento podemos escolher n = (ny, 19, ..., n;) € U tal que

Im (p)|< [m2(p)[< [m3(p)|< - < |me(p) < 1, 1;(p) - mj+a(p) <O,



5.2. Cotas inferiores para a ciclicidade de familias de centros rigidos em R? 91

j=1,..., k, ou seja, existe p, = T~!(n) suficientemente préximo de p. tal que
V1,1 () [<< 02,1 () [ vs 1 ()| -+ - < ua (py) [ L, 050(py) - vj11(Ry) <0,
j=1,..., k. Além disso, obtemos também valores positivos o}, com o; < 0;11, tal que
d(oo,py) >0, d(o1,p,) <0, d(og,p,) >0, ....

Portanto entre os valores o,_1 e 0; temos um zero da funcao d(o,p), ou seja, a equacao
(5.9) tem pelo menos k — 1 zeros positivos.
O

5.2 Cotas inferiores para a ciclicidade de familias de
centros rigidos em R?

Nesta secao usaremos o Teorema para investigar o nimero de ciclos limites que
bifurcam dos centros das familias de campos de vetores polinomiais rigidos classificadas
nos Capitulos 3 e 4. Entretanto, devido ao Lema [5.1, iremos substituir na condigao
os coeficiente de Lyapunov de primeira ordem em e pelos coeficientes focais de
primeira ordem em e mantendo a mesma notagao v;;. Além disso, para simplificar os
calculos e tornéa-los possiveis computacionalmente, iremos fazer perturbagoes da forma
com G; = Gy = G3 = G, onde GG é um polinomio homogéneo de grau 2 com
coeficientes reais nas varidveis x, y e z. Para calcular os v;; serao utilizados softwares
de calculos simbdlicos, tais como Maple [24] e Mathematica [58] (veja o Apéndice
para um algoritmo implementado no Maple). Observamos que alguns coeficientes foram
obtidos utilizando uma extensao para o R do método da paralelizacdo no plano o qual
foi apresentado em [39]. Este método lembra “O Principio da Superposi¢ao”usado para
resolver equacoes diferenciais lineares nao homogéneas. Em outras palavras podemos
calcular as partes lineares dos coeficientes focais de um campo de vetores polinomial
separando o em campos mais simples (veja Apéndice e o artigo [39] para detalhes).

O primeiro sistema que iremos estudar sua ciclicidade é dado pelo Teorema [4.1]

Teorema 5.2. Considere o sistema
&= —y+ xz(ar1x + agzy + azy) + €G(z,y, 2),
y=x+y(mz + axy + asy) + eG(x,y, z), (5.10)
==Xz + biz? + baxy + b3y® + Gz, y, 2),
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onde, G(z,y,z) = 12 + coxy + 322 + c4y® + csyz + c62% e
S = {()\7 ai, az, as, b17 b27 b37 C1, C2, C3, Cy4, Cs, 06) € ng; A= 1}
€ o conjunto dos seus parametros.

a) Seaz =0, entdo bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema ((5.10)).

Demonstragao. Inicialmente assumimos a condi¢ao az = 0 no sistema , a qual im-
plica, pelo Teorema que a origem ¢é um centro do sistema nao perturbado \6 —0
sobre a variedade central. Dai, calculando os 11 primeiros coeficientes focais de primeira
ordem em ¢ do sistema , as quais se encontram no Apéndice , temos que o posto
da matriz jacobiana

3(01,1, V2,15 - - ,011,1)
b
a(a17a27b17b27b37617'“766) Cl = """ :cﬁz()

é 5. Portanto, pelo Teorema [5.1], podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.10) com az = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro. O
O 2° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema [4.2]

Teorema 5.3. Considere o sistema

T = —y+ x(a1x + agxy + azy) + ehi(x,y, 2),
Y=z +ylmz + axxy + azy) + eha(z,y, 2), (5.11)
3= =Xz + bia® + by + bywy? + by + ehy(z,y, 2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + cuy? + csyz + 2% e
S = {()\7 a1, G2, a3, bl) 627 b37 b4clv C2, C3, C4, Cs, CG) € R14; A= 1}
€ o conjunto dos seus parametros.

a) Seaz =0, entdo bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema ((5.11).

Demonstragao. Inicialmente assumimos a condigao az = 0 no sistema (5.11)), a qual im-

plica, pelo Teorema que a origem é um centro do sistema nao perturbado (5.11)|, — ¢
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sobre a variedade central. Dai, calculando os 12 primeiros coeficientes focais de primeira
ordem em € do sistema ([5.11]) as quais se encontram no Apéndice , temos que o posto

da matriz jacobiana

8(?11,1, V2,1, - - ,012,1)
’
a(a17a2ab17b27b3ab47017 v 706) Cl="""=2C = O

¢ 5. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.11) com a3 = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro. O
O 3° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema [4.3]

Teorema 5.4. Considere o sistema

&=~y +x(a1r + axxy + azy) + ehi(v,y, 2),
y = x+y(a1x+a2xy+a3y) +eh1(:r,y,z), (512)
2= =Xz + bzt + box®y + bsx?y? + by + bsyt + ehi(z, vy, 2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + cowy + 322 + cay? + csyz + c2% e
S — {(A7 ay, as, as, b17 b27 b37 b47 b57 C1, C2, C3, C4, Cs, 06) S R15; )\ - 1}
¢ conjunto dos seus parametros.

a) Seaz =0, entao bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema ((5.12]).

Demonstracao. Inicialmente assumimos a condicao az = 0 no sistema , a qual im-
plica, pelo Teorema que a origem ¢é um centro do sistema nao perturbado |6 —0
sobre a variedade central. Dai, calculando os 13 primeiros coeficientes focais de primeira
ordem em € do sistema , as quais se encontram no Apéndice , temos que o posto

da matriz jacobiana

(v 1, U21,---,V131)
a(a17a27b17b27b37b47b57017 s 706) Cl="'""=20C= 0

Y

¢ 5. Portanto, pelo Teorema 5.1}, podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.12) com a3z = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro. O

No seguinte Teorema estudamos a ciclicidade do centro dado pelo item (b) dos

Teoremas [4.1], [4.2] [4.3]
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Teorema 5.5. Considere o sistema
T = —y+ x(a1x + asxy + asy) + ehy(x,y, 2),
y =z +y(amz + asxy + asy) + ehi(x,y, z), (5.13)
Z=—=Xz+ehi(z,y,2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + c4y? + csyz + 2% e
S — {()\7 ai, as,as, Cy, Ce, C3, Cyq, Cs, CG) S RIO; A - 1}

¢ conjunto dos seus parametros. Entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas

amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema ((5.13)).

Demonstragao. Pelo Teorema [£.3] a origem é um centro do sistema ndo perturbado
(5-13))|¢ — o sobre a variedade central. Assim calculando os 9 primeiros coeficientes focais
de primeira ordem em e do sistema ([5.12)), as quais s@o dados no Apéndice 7 temos que

o posto da matriz jacobiana

3(1)1,1, V21, -- 709,1)

)
8(@1,(12,@3,61,...,66) ci=--=c¢c=0

é 3. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.12)) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro. O

O 4° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema Consi-
deraremos somente a condigao de centro (b) do Teorema pois assumindo a condigao
(a) os 12 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em € sdo todos nulos, o que

impossibilita computacionalmente a aplicacdo do Teorema [5.1]
Teorema 5.6. Considere o sistema
i = —y+ x(a12® + asry + azxz + agy® + asyz + agz?) + ehy (2,9, 2),

y =T+ y<a1x2 + a2TY + azrz + a492 + asyz + aGZQ) + Ehl(xv Y, Z)a (514)
2= =Xz + bi2? + bazy + b3y® + ehy(z,y, 2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + C4y? + c5yz + 2% e
S = {()\7a/17a27a37a47a57a67b17b27b37 C17027C3JC47C5706) € R16; A= ]-}

€ o conjunto dos seus parametros. Se a1 = —ay e a3 = as = ag = 0, entao bifurca pelo

menos 1 ciclo limite de pequena amplitude do centro sob a variedade central na origem do

sistema ([5.14)).
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Demonstracao. Assumiremos a; = —ay € a3 = as = ag = 0, as quais implicam, pelo
Teorema que a origem é um centro do sistema nao perturbado (5.14))[, —  sobre a
variedade central. Assim calculando os 11 primeiros coeficientes focais de primeira ordem
em € do sistema ([5.14]), as quais sao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz

jacobiana
8(01,1, V2,1, - - ,011,1)

)
8(a2aa47b17b27b3acl7"'acﬁ) 1 :"':CGZO

é 2. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.14)) de formas que este tenha 1 ciclo limite de pequena amplitude bifurcando do centro.
m

Nao foi possivel fazer o estudo da ciclicidade do sistema dado pelo Teorema [4.5]
pois sob as condicoes de centro desta preposicao, os 12 primeiros coeficientes focais de
primeira ordem em ¢ sao todos nulos.

O 5° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema [4.6|

Teorema 5.7. Considere o sistema

T =—y+x(a1x + ay + azz) + ehi(x,y, 2),
y:m—i—y(alm—l—agy—i—agz)—I—ehl(x,y,z), (515)
2= =Xz + b12? + bowy + byxz + byy? + bsyz + be2* + ehy(z,y, 2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + cay? + csyz + 2% e
S - {()\7 ai, as, as, b17 b27 b37 b47 b57 b67 C1, Cg, (3, Cyq, Cs, CG) S RlG; >\ = 1}
¢ o conjunto dos seus parametros.

a) Seaz =0, entdao bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema (5.15)).

b) Seb; = by = by = 0, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema ((5.15)).

c) Seby = —by, a1 = ay = by =bs = 0,a3 = 1 e bg = 2, entao bifurcam pelo menos 2
ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem

do sistema (5.15)).
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d) Se by = —by,b3 =2,b5 = —1,a0 =0,a; = a3 =1 e bg = 2, entdo bifurcam pelo menos
5 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem

do sistema (5.15)).

e) Se by = —by,by = —by,b3 =2,a3 = b5 =0,a1 = a3 =1 e bg =2, entao bifurcam pelo
menos b ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na

origem do sistema (5.15)).

f) Seay=b; =by=0,a1 = a3 =1,by = —bg+ 1,b3 = bg e bs = —bg + 1, entdo bifurcam
pelo menos 5 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central

na origem do sistema (5.15).

Demonstragao. Inicialmente assumimos a condi¢ao az = 0 no sistema , a qual im-
plica, pelo Teorema que a origem ¢é um centro do sistema nao perturbado ‘e —0
sobre a variedade central. Dali, calculando os 6 primeiros coeficientes focais de primeira
ordem em € do sistema , as quais se encontram no Apéndice , temos que o posto
da matriz jacobiana

3(1)1,1, V21, 706,1)

)
d(ay,az,by, ..., bg,c1,. .., Cq) cp=---=c¢=0

¢ 5. Portanto, pelo Teorema [5.1], podemos escolher os parametros do sistema perturbado
com a3 = 0, tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando
do centro.

Assumiremos b; = by = by = 0 no sistema (5.15)), as quais implicam, pelo Teorema
, que a origem ¢é um centro do sistema nao perturbado \ ¢ — () sobre a variedade
central. Assim calculando os 6 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em € do
sistema , as quais sao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz jacobiana

8(01,1, V215 7U6,1)
’
a(alaa2aa'37b17"'ab67cla"-706) cl1 =+ =C¢Cg =0

é 3. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
de forma que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do
centro.

Considere by = —by, a1 = ay = b3 = b5 = 0,a3 = 1 e bg = 2, as quais implicam, pelo
Teorema que a origem ¢ um centro do sistema nao perturbado ] ¢ — () sobre a

variedade central. Assim calculando os 8 primeiros coeficientes focais de primeira ordem
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em € do sistema ([5.15]), as quais sao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz
jacobiana

8(01,1, V2,15 -- 7U8,1)

a(bg,b4,61,...,66) cL=:"-=cCg= 0’

é 3. Portanto, pelo Teorema [5.1] podemos escolher os parametros do sistema perturbado
de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do
centro.

Tome by = —by, b3 = 2,b5 = —1,a5 = 0,a; = a3 = 1 e bg = 2, as quais implicam,
pelo Teorema , que a origem é um centro do sistema nao perturbado l¢ —  sobre
a variedade central. Assim calculando os 8 primeiros coeficientes focais de primeira ordem
em € do sistema ([5.15)), as quais s@ao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz

jacobiana
3(1)1,1, V2,15 - - - 7U8,1>

8(b2,b4,01,...,06) 1 :...206:07

é 6. Portanto, pelo Teorema [5.1], podemos escolher os parametros do sistema perturbado
de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do
centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema assumindo by = —by,by =
—by,bg = 2,a2 = b5 = 0,a; = a3 = 1 e bg = 2, as quais implicam, pelo Teorema [4.6], que
a origem é um centro do sistema nao perturbado ] ¢ — () sobre a variedade central.
Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em e do sistema
, as quais sao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz jacobiana

3@1,1, V21, -- ;U7,1)

a(b4761,...,C6> Cl:...:cﬁz()’

é 6. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do
centro.

Por fim vamos estudar a ciclicidade do sistema assumindo ags = by = by =
0,a1 = a3 = 1,bo = —bg + 1,03 = bg e b5 = —bg + 1, as quais implicam, pelo Teorema
4.6, que a origem é um centro do sistema nao perturbado | ¢ — () sobre a variedade
central. Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em € do
sistema , as quais sao dados no Apéndice , temos que o posto da matriz jacobiana

8(1)1,1, V2,1, - - ,U7,1)
8([)6,01,...,66) 01:"'206:0’
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é 6. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.15)) de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro. O

O 6° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema [4.7]

Teorema 5.8. Considere o sistema
i = —y + x(byx?® + bywy + bzxz + byy? + bsyz + bez?) + ehy(x,y, 2),

y =+ y(bix? + bywy + b3z + byy? + bsyz + bez?) + ehy (2,9, 2), (5.16)
2= =Xz + b12% + bowy + bswz + byy? + bsyz + bez? + ehy (2,9, 2),

onde, hy(x,y,2) = c12? + comy + 322 + cay? + csyz + c2% e
S - {()\7 b17 bQJ b37 b47 b57 b67 C1, C2, C3, C4, Cs, 06) S R13; )\ = 1}
¢ o conjunto dos seus parametros.

a) Se by = —by e by = bs = bg = 0, entao bifurca pelo menos 1 ciclo limite de pequena

amplitude do centro sob a variedade central na origem do sistema ([5.16)).

b) Seb; = by = by = 0, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema ((5.16)).

Demonstracao. Inicialmente assumimos a condi¢ao by = —by e b3 = bs; = bg = 0, as
quais implicam, pelo Teorema [4.7, que a origem é um centro do sistema nao perturbado
|¢ — o sobre a variedade central. Assim, calculando os 8 primeiros coeficientes focais
de primeira ordem em € do sistema , as quais se encontram no Apéndice temos
que o posto da matriz jacobiana

8(111,17 V215 7U8,1)
8([)2,64,61,...,66) c = "':C6:O’

é 2. Portanto, pelo Teorema [5.1] podemos escolher os parametros do sistema perturbado
com by = —by e b3 = b5 = bg = 0 tal que este tenha 1 ciclo limite de pequena
amplitude bifurcando do centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema assumindo by = by = by = 0,
as quais implicam, pelo Teorema[4.7] que a origem é um centro do sistema nao perturbado

(5-16)| — ¢ sobre a variedade central. Assim calculando os 9 primeiros coeficientes focais
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de primeira ordem em e do sistema ({5.16]), as quais sdo dados no Apéndice , temos que

o posto da matriz jacobiana

3(1)1,1, V21, - 709,1)

a(b37b5ab6acl7"'706) C1 :-":CG:O

)

é 3. Portanto pelo Teorema [5.1] podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.16) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro. O
O 7° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema |4.8|

Teorema 5.9. Considere o sistema

T =—y+ (a2 + azz®) + ehi(z,y, 2),
Y= I+y<a12+a323> +6h1(37,y72>7 (517)
Z ==Xz 4 bix? + bowy + bswz + byy® + bsyz + bez® + ehy (2, y, 2),

onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + cay? + c5yz + 2% e
S = {(Aa ay, ag, b17 b27 b37 b47 b57 b67 C1, C2, C3, C4, Cs, C6) € R15; A= 1}
€ o conjunto dos seus parametros.

a) Seby = —by, a3 = by =bs = 0 e bg = 2ay, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de

pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17)).

b) Seb; = by = by = 0, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17)).

c) Seay; =ag =0, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes do

centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17)).

Demonstragao. Inicialmente assumimos a condicao by = —by, az = b3 = b5 = 0 e bg = 2a,,
as quais implicam, pelo Teorema 4.8, que a origem é um centro do sistema néo perturbado
|¢ —  sobre a variedade central. Assim, calculando os 9 primeiros coeficientes focais
de primeira ordem em € do sistema , as quais se encontram no Apéndice temos
que o posto da matriz jacobiana

8(01,1, V2,15 - - - ,119,1)
a(alabZab4acla"'706) cp =" :Cﬁzo

I
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é 3. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
com by = —by e bg = bs = bg = 0 tal que este tenha 2 ciclos limites de pequenas
amplitudes bifurcando do centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema assumindo by = by = by = 0,
as quais implicam, pelo Teorema[4.8] que a origem é um centro do sistema nao perturbado
|¢ — ( sobre a variedade central. Assim calculando os 11 primeiros coeficientes focais
de primeira ordem em ¢ do sistema , as quais sao dados no Apéndice , temos que
o posto da matriz jacobiana

3(111,1, V2,15 -- 7011,1)
9
a(a17a37b37b57b67cl7"'766) Cl1 = -+ :cﬁ-:O

¢ 3. Portanto, pelo Teorema 5.1} podemos escolher os parametros do sistema perturbado
de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do
centro.

Para concluir o estudo da ciclicidade do sistema vamos assumir a; = ag = 0,
as quais implicam, pelo Teorema[4.8] que a origem é um centro do sistema nao perturbado
(5-17)|, — o sobre a variedade central. Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais
de primeira ordem em € do sistema , as quais sao dados no Apéndice , temos que
o posto da matriz jacobiana

a(1)1,1, V215 .- ,U7,1)
a(bl,bg,bg,b4,b5,b6,61,...,Cﬁ) cL=-"=cCg= O7

é 3. Portanto, pelo Teorema podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.17) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro. O

O 8° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema Consi-
deraremos somente a condicao de centro (a) do Teorema [1.9] pois assumindo a condigao
(b) os 14 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em e sdo todos nulos, o que

impossibilita computacionalmente a aplicagao do Teorema |5.1]

Teorema 5.10. Considere o sistema

T = —y+ x(a2® + asz* + ag2® + agz®) + ehy(z, y, 2),
U=+ y(az® + asz* + ag2® + agz®) + ehi(z,y, 2), (5.18)
Z ==Xz + b12? + baxy + bywz + bay® + bsyz + bez* + ehi (2, y, 2),
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onde, hy(x,y,2) = 12 + comy + 372 + C4y? + c5yz + 2% e
S = {(A7a27@47a67a87bla b27b37b47b57 b67617627c37 C4765706) € R17; A= 1}

¢ o conjunto dos seus parametros. Se ay = a4 = ag = ag = 0, entao bifurcam pelo menos
2 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do

sistema ([5.18)).

Demonstragao. Inicialmente assumimos a condicao ay = a4 = ag = ag = 0, as quais impli-
cam, pelo Teorema , que a origem é um centro do sistema nao perturbado |E —0
sobre a variedade central. Assim, calculando os 12 primeiros coeficientes focais de pri-
meira ordem em € do sistema , as quais se encontram no Apéndice temos que o
posto da matriz jacobiana

3(?11,1, V2,1, - - ,U12,1)

8(617"'7b67617"'766) 01:---:(36207

é 3. Portanto, pelo Teorema [5.1] podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.18) com ay = ay = ag = ag = 0 tal que este tenha 2 ciclos limites de pequenas

amplitudes bifurcando do centro. O

O 9° sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema .10} Consi-
deraremos somente a condi¢ao de centro (b) do Teorema m, pois assumindo a condicao
(a), os 9 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em € s@o todos nulos, exceto
o primeiro. Neste caso, o posto da matriz do Teorema [5.1| é 1. Portanto nao podemos

concluir nada sobre a ciclicidade.

Teorema 5.11. Considere o sistema

b= —y+ (a2 + az?® + az2® + a2t + a52°) + ehy (2, v, 2),
v =x+y(a1z + a2® + a3z® + asz? + a52°) + ehi(z,y, 2), (5.19)
2= =Xz + bi2? + byrz + b32° + ehy(x, v, 2),

onde, hi(x,y,2) = c12% + cowy + c3w2 + cay® + csyz + 2% e
S — {(Aaalaa2aa’37a47a5ab1ab27b37cla027037c4ac5766) € RlS;)\ - ]-}

€ o conjunto dos seus parametros. Se by = 0, entao bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de

pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.19)|, — (-
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Demonstra¢ao. Assumimos a condi¢ao b; = 0 no sistema , a qual pelo Teorema
4.10, implica que a origem é um centro do sistema nao perturbado | e — () sobre
a variedade central. Assim, calculando os 13 primeiros coeficientes focais de primeira
ordem em ¢ do sistema , as quais se encontram no Apéndice , temos que o posto
da matriz jacobiana

3(111,1, V2.1, -- 7013,1)
)
a(b27b37a’17"'7a57cl7"'706> c1 = "'206:0

¢ 3. Portanto, pelo Teorema [5.1], podemos escolher os parametros do sistema perturbado
(5.19) com b; = 0 tal que este tenham 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.
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Algoritmos e Coeficientes Focais

Algoritmo para o calculo dos coeficientes focais para
sistemas em R?

Os coeficientes focais gy o (K = 2,...) do Capitulo 4] e Capitulo sao obtidos
usando o programa do Maple e o algoritmo apresentado a seguir. Para exemplificar o
algoritmo vamos utilizar o sistema do Teorema sobre o conjunto dos parametros
Sso para o calculo dos seus dois primeiros coeficientes focais. Ao executar o algoritmo
abaixo os dois primeiros coeficientes focais sao exibidos.
> restart;
> # Pacotes do maple para rodar os comandos.
> with(ListTools):
> with(IntegrationTools):
> # Definicao do campo de vetores.
> up = -v + u¥(a[l]*u + a[2]*v+a[3]*w);
vp = u + v*(a[l]*u + a[2]*v+a[3]*w);
wp = b[1]*u"2 + b[2]*u*v + b[3]*v"2 - N\*w;
> # Complexificagao do campo.
> com := Flatten(solve(x1-u-I*v, x2-u+I*v, [u, v])):
> x1p := expand(subs(com|[1], com[2], up+I*vp)):
x2p := expand(subs(com[1], com[2], up-I*vp)):
x3p := expand(subs(com[1], com[2], wp)):
> # “ultima”indica a quantidade de Coefientes Focais que queremos calcular.
> ultima:=2:

> # “N”indica o grau maximo das partes homogeéneas de integraal primeira H.
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> N:=2*ultima+2:

> xp := subs(w = z, x1 = x, x2 =y, xlp):

yp := subs(w = z, x1 = x, x2 =y, x2p):

zp := subs(w = z, x1 = x, x2 =y, x3p):

> # A sequéncia de comandos a seguir define a Integral primeira e coleciona seus coefi-
cientes h[i,m,n] da parte homogénea de grau j=n+m-+i no conjunto varhlj]
> H:= x*y:

> for j from 3 by 1 to N do

for i from 0 by 1 to j do

for m from 0 by 1 to j do

for s from 0 by 1 to j do

if i+s+m = j then H := hl[i, m, s]*x"i*y "'m*z"s+H

end if

end do

end do

end do

end do:

for j from 3 to N do

varhlj] := ;

for i from 0 to j do

for m from 0 to j do

for s from 0 to j do

if i+s+m = j then varh[j| := ‘union‘(h[i, m, s|, varh[j])

end if

end do

end do

end do

end do:

> # Os comando a seguir calcula Coeficientes Focais g[(k+1)/2,(k+1)/2,0].
> orden:=3:

for k from 3 to N by 2 do

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y) *yp+diff(H,z)*zp), [x,y,z] k+1)-
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-mtaylor(expand (diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z) *zp),[x,y,z].k):
solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k]);

assign(%);

mtaylor (expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y) *yp+diff(H,z)*zp), [x,y,z] k+2)-
-mtaylor(expand (diff(H,x)*xp+diff(H,y ) *yp+diff(H,z)*zp),[x,y,2] k+1)-
-h[(k+1)/2,(k+1)/2,0/*(x*y) " ((k+1)/2);
solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k+1]);

assign(%);

f{(k+1)/2]:= h[(k+1)/2,(k+1)/2,0];
print(g[(k+1)/2,(k+1)/2,0]=factor(simplify (f[(k+1)/2])));
h[(k-+1)/2,(k+1)/2,0):=0;

od:

Algoritmo para decompor o radical do ideal gerado
pelos coeficientes focais em uma intersecao finita de
ideais primos

Apos calcular os coeficientes focais passamos a resolucao do problema centro—
foco do sistema, para isso definimos o ideal gerado pelos coeficientes focais, que pelo
Teorema da base de Hilbert é finitamente gerado, ou seja, o problema centro—foco se
reduz a encontrar um nimero K € N tal que o ideal B =< gir0;k € N > satisfaz
B = Bx =< 9220, 9330, 94,40, ", 9K, k0 >. Para encontrar a variedade associada a este
ideal, ou seja, a variedade algébrica determinada pelos zeros dos geradores do ideal, as ve-
zes € necessario decompor o radical do ideal em uma intersecao finita de ideais primos, para
isso utilizamos o software de calculos algébricos Singular, no qual implementamos o algo-
ritmo abaixo. Para exemplificar o algoritmo, vamos utilizar o Teorema {4.2| considerando
os coeficiente focais do sistema sobre o conjunto Sy; com a; = 0, e ay = ag = 1.
Vamos decompor o ideal gerado pelos coeficientes focais < g2.2.0, 93.3,0, 94,40, 95,5.0, 96,6,0 >
os quais estao introduzidos no algoritmo pela variaveis “poly gi”, i=2, 3, 4, 5, 6. No algo-
ritmo, o comando // indica que estd linha nao serd executada. Portanto, a terceira linha

do algoritmo “// ring r=32003,(by, by, b3, bs),(dp);"ndo serd executado, isto significa que
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estamos fazendo a decomposicao em um anel de caracteristica r= 0 e nao em um anel de
caracteristica r=32003. Para fazer a decomposi¢ao em um anel de caracteristica r= 32003,
apagamos // da terceira linha do algoritmo e digitamos // na segunda linha. Ao final
do algoritmo temos os pacotes do singular que executam a decomposigao “rimdecSY(i)”,
“minAssChar(i)”e “minAssGTZ(i)”. Podemos escolher qual pacote executar utilizando
o comando // para comentar a linha que nao queremos executar. No algoritmo abaixo
estamos executando o pacote “minAssGTZ(i)”. Ao executar o algoritmo ele retorna a

decomposigao.

LIB ”primdec.lib”;

ring r=0,(by, ba, b3, b4),(dp);

// ring r=32003,(by, be, b3, by),(dp);

r;

option(prot);

poly g2= —15b; — by — 5b3 — 3by ;

poly g3= —69b3 — 9b2 + by (1675 — 42b3) + 605b3 — b2 + 375by — 6903 — 21by(—5 + 2by) ;
poly gd= 2979807b% + 23026103 — 1257405003 + 421375b3 — 78565500, + 1327122b3 * by +
254334902 +2by (—1049325+217311b3+712355b4) +2b; (—17091375+66356 105+ 107176903+
2025567b,) ;

poly gh= 4480803993 + 15583607b3 + 41136299100b3 — 1869137640b% + 20663877b3 +
257410413000, — 8147165208b3b, + 53474525620, — 1073229994807 + 149360133 * b33 +
40077425763 + 303 (—4239782952 + 44530473by + 156631501b3 + 123505863b,4) + ba(—

— 891331356 + 109257333 + 126867715b4) + 3b2 (2271636900 + 63151532 — 1969353928b, +
12464736702 + 26bs(— 32633656 + 995261b4)) + by (425153432 + 26by(—287183388 +

+ 3469325b3 + 11204613by4) + 3 * (5627880702 + bs(—3167943424 + 83478746b,) +

+ 39(952919700 — 204555328b, + 457883562))) ;

poly gb= 11875528804776b} + 189592323336b3 — 88221679436241000b3 +
+474393540841038002 — 9088697656832303 + 1895923233363 + b3 (—1757238864840673 +
15584312430336b3 — 15079029076800b,) — 3b3(20258682998149 + 1861608528003 —

— 657943562432b,) — 55195570635543000b4 + 23475792159677760b3b4 —

— 342997362806385b3b4 + 11169651168003b,4 + 26406467970791220b7 —
—1160378808356807b3b3+2722248393072b2b% —1891427545739733b3 +11875528804776b] +
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13b2(165913021470420 + 21684660624b3 — 41560619045427b, + 62595099451202 —

— b3(7772435933027 + 25776118080b4)) + 3b%(10612844686528500 + 9074161310243 —
645022112929099b;3 + 2712454309552b% — 872871756434843b, + 8792575730224b% +

+ bo(—278871804754177 + 167544767520b3 + 51947708101120,)) + b2(55848255840b5 +
302(—36669755808801 + 528231484352b,) + b3(7200488236325520 — 671253258170066b, —
50263430256003) + 3(—4875861751839000 + 4845312485496600b, — 566350290527703b3 +
519477081011263)) + by (—239260407367059000 — 111696511680b5 + 1973830687296b5 +
b3(—327517111470061 + 1584694453056b3 — 502634302560b4) + 67856881088922960b, —
3705420449176621b7 + 1507902907680b5 + 9b3(—80153067310243 + 558482558400,) +

+ 6b3(4015296490510500 — 298387706486341b, + 259738540505603) +
+b2(20797486491665760+33508953504003 —2164867468370374b4+6b3(—95581438554591+
1513186002848b4)))

ideal i=g2,g3,g4,25,26;

// primdecSY (i);

// minAssChar(i);

minAssGTZ(i);

Coeficientes Focais do Teorema [4.1]

Nesta secao vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais g2,2,0, 93.3,0, 94.4,0
e gs50 do sistema (4.6) sob o conjunto dos parametros Sy e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais gs 60 € g7,7,0 vamos omitir boa parte das suas expressoes.

by + b3
9220 —)\ )

1
9330 = Trarryaney am20eA (b — A DX — XY 28 00 4 V) + 2B(8 +

IAZ + A1) — bgAZ (116 + 15322 4+ 31A*) + by (4bs(8 + 11A% + 3\*) — A%(92 +

+

139\% + 290%))),

1
— —263(1 + A\?)?(—1440 — 62822 + 65)\* + 4016
94,40 8X(9 + A2)(4 + 5M2 + >\4)2< (1A oA

+
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95,5,0

+ O+ o+ + o+ o+ o+ o+

- + o+ + 4+ o+ o+

+ o+ o+ 4+ o+

3A%) — 203(1 + A*)?(—1440 — 62807 + 652" + 40A° + 3A®) + 2b3A%(—8640 —
1333207 — 5209A* — 240A° + 147X\% + 14019) + 26,0 (4 + 5% + A1) (—25)7(36 +
13A% 4+ A%) 4 3b9(34 4+ 6727 4+ TA)) + b3 AZ(9 4+ A?)(—203(1 + A*)?(28 + 23)\2 +
3AY) 4+ 202(4 + A?)?(313 + 651A% 4 338A1) 4 bo A (448 + 1348)\% + 1245)\* +
43008 + 4973)) + 262 (bs(1 + A?)%(4320 + 28922 + 745\ + 80A® + 3\%) +

A (—6912 — 9180A% — 1871A* + 1234\° + 437A% + 32017)) + by (203(1 +
A?)2(4320 + 289202 + 7450 + 80A® + 3A%) — 4bs A} (7776 + 12072)% +

6168\ + 1885X% + 320A% 4+ 19A'0) + A%(9 + A?)(—2b3(1 + A?)?(28 + 23\% +
3AY) 202 (4 + A?)%(242 + 555X + 313N*) + bo A (448 + 134807 + 1245\ +

4300 + 49)%)))),

1
(5T6AT(9 4+ A2)2(4 + 5A2 + A1)3(16 + 652 + 4)1))
21)2(999424 + 5587968\% + 7016448\ + 2728592)\° + 432312\% + 1476310 —

(6b7(9 + 10A* +

20902 + 120M) + 6b3(9 + 1002 + A*)?(999424 + 5587968\ + 7016448)\* +
27285920 + 432312)% 4 14763210 — 20902 + 12\M) + 203\ (1495977984 —
11713248000\% — 28207101024A* — 118539176965 + 38982656006\° +-
58857404071\ 4 35416113368 \'2 + 11276574397\ + 2032882055\ 1¢ +
205934164\ + 10807919A%° 4 225724A2%) + 6b, A*(9 + 37N + 401)(9243)1* (1 +
A4+ A%)? (144 + 2507 + 2%) + 3b5(1 4+ A?)3(11520 + 172642% + 5016A* +
513A0 + 17X%) — 3bo A% (4 + AH)2(115512 + 51537207 + 798953\* + 448887\ +
60659\% 4- 222501%) — b2\ (470016 + 22431367% 4 4148888\* + 3586222)\° +
147537508 + 289112\™ + 24931A12 + 740A™)) + 6632%(9 + A?)(6b5(1 + \)?(—
331776 — 1944576)\% — 2752272\" — 1181032)\° — 208863\* — 11418\ +
401IA"2  36AM) — A2(4 + A?)?(—14719104 — 84430272)\% — 105931130\* —
40384335 + 474880578 + 17237209\° + 1916957A'% 4 640367\4) +

by A(12165120 + 986311687 4 289307328\* + 433795240\° + 348072282)\% +
149902641\'° 4 35761304\ + 4674189\ + 3050761 + 7552\1%)) — by A*(4 +
M) (27A2(36 4 4902 + 140% 4 \6)2(425680 + 218786917 + 1969255\* +
1146367°) — 2b%(68045184 + 523217304\ + 1378888510\* 4 1828777429\ +

13701414548 + 58274881710 + 132622691 \'% + 15868578\ + 935461\ 10+
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4+ 211720 + 120, A(85390848 + 7039558082 + 2051026976 A* + 2899268926° +

4+ 2187259365)\° + 903629320\ + 2045979862 + 24732174\ + 1478705\'¢ +

+ 3389201%)) + 203 (—12b3(1 + A?)*(9 + A*)?(—999424 — 4809728\ — 3478528)\* —
— 943600\° — 87896A% + 467A'0 + 204)\"?) + \*(—1191407616 — 9666978048)\% —

— 26493009696\ — 25695320384\° + 260508194\% 4 1696952893310 +

4+ 12452495468\ 4- 4228388899\ + 782202065\'% 4 8007640018 + 4218605\%° +
+  88180A%%)) + 2b73(18b3(9 + 100 + \*)?(999424 + 5882880A* + 8722432\* +

4+ 5052048)\° 4- 1346104A% + 183019A' + 11375012 4 268A™) + b3 A?(—3878793216 —
— 32073221376)\% — 89271245088\ * — 85475664448\° + 8079201586\° +

+ 66687037973\ + 47072440264\'% + 15693159287\ + 2871638197A'¢ +

4+ 292087388\ + 15330637A%° 4 319796A*2) + 3A2(9 + A?)(6b3(1 + A?)*(—331776 —
— 194457607 — 2752272)\* — 1181032)\°% — 208863)\°% — 11418\'% 4+ 401\ + 36A™) —
—  A2(44 XH)?(—11263104 — 60926208\% — 54240490\* 4 58100047\ + 92740409)\% +
+ 3466074510 4 4036525\ + 138596 ™) + by A (12165120 + 98631168\ +

4+ 289307328\* 4 433795240\° + 348072282\% 4 149902641110 + 3576130412 +

4+ 4674189M™ + 305076 + 7552018))) — by (243 (1 + A?)*(9 4+ A?)?(—999424 —

— 4809728\ — 3478528\ — 943600\° — 87896\% + 467\ + 204\'%) — 262\%(—

— 4183363584 — 34182196992)\* — 91550869344\* — 73558241152)\° +

+  43449827302)% + 105446964095\ + 68480175316\ + 22328579369\ +

4+ 4063578163A'% 4 413503040\ + 21753847220 4- 4549400?%) + 12b3A%(9 +

4+ AD)(603(1 + A?)*(331776 + 1967616 + 2902000\* + 1455864 \° 4 398161)\° +

4+ 56710A'0 + 3873A1% 4+ 100A™) + 302 (4 + \?)?(—4309632 — 24161472)\* —

— 27663266\ + 3770139\° + 15778805\° + 4735597A'0 + 475593112 4 14996A') —
—  beA(12165120 + 99571200\% + 297553728\ + 460038104\° 4 388435830\% +

4+ 181543167AY + 48142528\ + 7036947\ + 506004\ + 13472\'%)) + \*(4 +

+ A)(27TA%(36 4+ 492 + 140" + 2\0)2(333616 + 178099512 + 1812729\* + 106420\°) —
—  202(64126080 4 488851272)2 + 1267231306\ + 16472215995 + 12200335988 +
+ 523033103\ + 121753781A1% 4+ 14914554\ + 896335\16 + 20572\18) +

4+ 12b,A(80165376 + 64573430417 4 1840569824\* 4 2611537954\° 4 1999817007 A%+
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+ 839128360\ + 19231587812 + 23443314\ + 1409555M1¢ 4 32428)\18)))),
gos0 = (1/(230407(9 + N?)*(4 + 527 + A1) (16 + 650 + 411)?(900 + 1056 1A% +
+ 23146 + 9009A° + 3242%))) (47 (1 + 4X*)*(9 + 10A* + A1)?(1961518694400 +

26664980709376 % 4+ 95415622590464\* + 139402527201280A° + - - - .

+

grro = (1/460800A™ (9 + A2)*(4 + 5A% + X1)P(16 + 6507 + 41*)3(900 + 10561\% +

_|_

231467* + 9009A° + 324)%)% (14400 + 241204\% + 174449\* + 25396\° +

576%))(—400° (1 + A3)(9 4+ A*)*(225 + 30342 + 9521A* 4 3976° +- - - -

+

Coeficientes Focais do Teorema 4.5

Nesta secao vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais g2.2.0, 33,0, 94,40, 95,50
e go,6,0 do sistema (4.22)) sob o conjunto dos parametros S, e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais g770, gss0 € G990 Vamos omitir boa parte das suas expressoes.

g220 = a1+ ay,

9330 = é(?)b1 + by + bz + 3by),

g140 = %(—60@13 + 60al?ay — 60a3as — 60a3 + 41asby + 23asb? — S8auby + 3agh? +
+  9aybs + 14aghibs + 3agh; — aa(18by + by + 2b3 — 11by) — 12a4by + 14aghaby +
+  23agb] + al(—60a; + 60aj + 49b; + 8by + 21bs + 12by)),

G550 = %80(1127@211)1 + 14763 + 270a4a6b] — 763a3by + 54b1by — 236a4a6b1by — 1565 +
4+ 2a4ab3 — 15a%bs + 90b1bs + 196a4a6b1bs — 6bybs — 116a4a6babs + 3b3 +

+  1daagh — 3053a3by + 378b1by — 372a4asb1by — 66byby + 92a4a6boby + 54bsby —
—  236ayagbsby — 15902 + 66a4a6b? + al?(—233b; — 123y + 385b3 + 307by) —

— a3(399b; + 165by + 169b3 + 451by) — 2a9(as(649b; + 193by + 351b3 + 47by) +
ag (17767 — b + 14bybs -+ b3 — 62byby + 34bgby — 177b5 + by (34by + 62b3 +
7804))) 4 2a1 (a4 (1353b; — 157by + 415b5 — 427by) — ag(671by + 247by +

329b3 — Tby) + ag(33b% + b3 + 58bybs + b3 + 98byby + 118bsby + 13507 +

+ o+ o+ o+

2b1(59by + 23b3 + 93b4)))),



Apéndice A- Algoritmos e Coeficientes Focais 117

1
Go60 = (1638000a1° + 78000al1*ay + 390000aias + 1638000a] + 142066a3b, +
s 332800 2 4 4

188281a4b] — 121164a3asb? + 22191a6b? + 30852a3by — 76739a4b,by +

20020a;asb1by — 18473asbiby — 46772a4b5 — 44984a3asb; — 4329agb b3 +

+ o+ o+

507agbs + 118194a3bs + 47992a4b1bs — 188752a3aghibs + 42575a6bTbs —

—  T1123a4bobs — 4420a3agbobs — 31174aghbybs — 3003asb3bs — 19953a4b3 —

—  64484ajasb; + 16757agh b — 10673agbab; + 1677aghs + 2a1*(1014000a3 —

— 85800043 — 390937b; — 266404by — 123993b3 — 589256b,) + 10a3(10269b; +

4+ 616by + 1223b3 — 6362b4) — 181132a;by + 5889a4b by + 216060a3agh by +

4+ 45201agb?bs — 292166a4byby — 373352a2agbaby + 21138agb baby + 3887aghsby —
—  134667a4bsby + 38740a3asbsby — 26442a6b,bsby — 2314agbabsby — 20839agbiby —
—  590822a,b; — 850464ajagh] + 64311aghibj — 11375agbab] + 7397aghsb; —

—  55419ab3 + 2a3(1014000a; + as(—117363b; + 51904by — 46307bs + 86156b,) —
—  5a6(8609b? — 936b,by + 1797b2 + 7274b1bs + 1797b2 + T274byby + 936b3by +

4+ 8609b3)) + 2a1%(1482000a35a4 — 858000a + as(354323b; — 101024b, +

+  35937bs — 221506b4) — a4(25893b; + 470966b, — 10683b3 + 1408054b,) —

—  2a(212616b% + 9685b, by + 1612165 4 93338b, b3 — 1105bybs + 112463 +

+  54015b1by + 47188byby + 5005b3by + 3029163)) + az(—160176b7 — 80769b,by —
— 10689b3 — 135246, b3 — 36257bybs — 290583 + 2a3(317767b; — 38416by +

4+ 72493b3 — 284114by) — 95589b,by — 29348byby — 59865b3b, — 7803b3 +

+  130a4a6(23163 — 11105 — 1010bybs + 183b3 — 482byby — 2182b3b, — 447b7 —

—  201(779by — 313bs 4 1065by4)))a1(390000a; + 78000a; + 1120976 — 33085b,by —
— 31618b3 + 108788b; b3 — 38701bybs — 405b3 + 2a3(345797b; — 370056b, +

4+ 54213bs — 1188124b,) + 323583b1bs — 103918byby + 24843bsb, — 245104b2 +

4+ 2a2(1482000a — 139933b; + 6674by — 81197bs + 16466b,) — 4agae(1263970? —
—  4680b;by + 19537b3 + 88066, b3 + 19537b3 + 88066boby + 4680b3by +

4+ 1263970%) + 10a2(2a4(46671b; — 15176y + 8397bs — 37838b,) + 13a6(447b? —
—  2182b1by — 183b3 + 482b1b3 — 1010bybs + 111035 — 2130b,by — 626boby —

—  1558b3by — 23183)))),
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97,70

98,80

99,9,0

Tr30rgo0g (~1718581962a b, + 612301918a3b} — 1648064952aab +

340762507 + 38176450a4a6b; — 10308324a2b; + 1030836226a,by — - - -,
1
404951040000
1273381200000aSa, — 29426178600000a; — 21966530580408a3by + - - -,
1
17898835968000000
1684999402889094030a5agh? + 280802408769950145a2b° — - - -

(—29426178600000a1” — 29260085400000a1%a, —

(56362628731722195aSh, — 979830416799143105a3b% —

Coeficientes Focais do Teorema 1.6/ sob o conjunto dos

parametros Sy

Nesta se¢ao vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais ¢330, 94.4.0, 95.5.0,

96,6,0 € 97,70 do sistema (4.25)) sob o conjunto dos parametros Sy;.

9330

94,40

95,50

1
E(bg(—?,bg — 2b3bs + 3b2) + 2b4(b3 — 6bsbs — b2 + 4by(—2 + b)) + 2b3(—2 +
bs))

1
—4—00(b§ + b2)(5by (b3 + 2b3bs — b2) + 2b4(—5b3 + 10b3bs + 5b2 + by (42 —

20b5)) + b3(21 — 10bg))
(12b3(6866 — 2249bs — 1158b3 + 283b3) + b3(b3(21133 + 59064bs —

1632000
19188b3) — 2b3bs(—79021 + 22272b + 3396b3) + b2 (—21133 — 59064bg +

19188b7)) + 2b4(2475b5 — 3150b3bs — 24755 + 6b,4bs (1976 + 1933bg) —
Ab3DE(—T79021 + 22272bg + 3396b3) + 96b7 (6866 — 2249b5 — 1158b7 + 283b3) —
36b3bs (17502 + 26b, (122 + 41bg)) + 3b3(825b7 + by (3952 + 3866bs)) +
2b3bs(—1575b3 + 468b,b2 (122 + 41bg) + b3 (84532 + 236256b5 — T6752b3)) +
b3(—2475b5 + 12b4b7(—14448 + 10961bg) + 4b3(—79021 + 22272bs + 3396b3))) +
b2 (468b3bs(122 + 41bg) + 3b3(—6236 + 6447hg) + 3b3(—6236 + 6447bg) —

20,02 (—79021 + 22272bg + 3396b3 ) + 963 (6866 — 2249bs — 11582 + 283b3) +
203 (3b2(10188 — 2581bg) + by(—79021 + 22272bg + 33967 )) — 4bsbs(117b2(122

41bg) + by(—21133 — 59064bs + 19188b3))) — by (157565 + 4950655+
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96,6,0

97,70

+

_|_

+

o+ o+ + o+

+ o+ o+ o+

12b3b5 (82507 + by (16424 — 9028b5)) + 9b3(175b2 + 52b4(122 + 41bg)) + b2 (—
157503 + 468b,b2 (122 + 41bg) + b3 (84532 + 236256bs — 76752b7)) +

2b3b5 (24755 + 24b,bZ (—4106 + 2257bg) + 4b3(—79021 + 22272bs + 3396b7)) +
b3 (—1575b3 — 2808b4b2 (122 4 41bg) + 4b3(—21133 — 59064bg + 191883))))
m(b§ + b2)(4b5 (7057310 + bg(—28369 + 6bg(—414163 4 64530bg))) +
b3 (b2(13928391 4 2(6365339 — 1667160bg)bg) + 2b3bs (15774687 + 2(371743 —
T74360bg)bs) + b2(—13928391 + 2b6(—6365339 + 1667160bg))) + 8ba (997505 —
9450b3b5 — 99756 + 5bsba (201749 + 46698bg) + b3b2 (15774687 + 2(371743 —
774360bg)bs) — 20bibs (94502 + 2b4(58384 + 41679bg)) + 5b3 (199562 +
b4(201749 + 466980bg)) + 2b3bs(—4725bs + 20b4b2 (58384 + 41679bg) +
b2(13928391 + 2(6365339 — 1667160bg)bg)) + 8b3 (7057310 + be(—28369 + 6bg(—
414163 + 64530b))) + b3(—9975b3 + 10b4b2(—460355 + 219714bg) + b3 (—
15774687 4 2bs(—371743 + 774360b5)))) + 2b3(40b3b5 (58384 + 416790 ) +
15b3(—43101 + 44402bg) + 1505 (—43101 + 44402bg) + byb2 (15774687 +
2(371743 — 774360bg)bg) + 1662(7057310 + be(—28369 + 6bg(—414163 +
64530bg))) + b2(1062(532801 — 39810bg) + by(—15774687 + 2be(—371743 +
T74360bg))) — 2b3bs(2002 (58384 + 41679bg) + ba(—13928391 + 2b6(—6365339 +
1667160b5)))) + 4bo(—4725b5 — 19950b5b5 — 20b3bs (199567 + by (331052 —
86508bg)) — 5b3(945b7 + 4by (58384 + 41679bs)) + b3(4725b5 + 120b,4b7 (58384 +
41679bg) + b2 (13928391 4 2(6365339 — 1667160bg)bg)) + 2b3bs(—9975bs +
40b4b% (82763 — 21627bg) + b2 (15774687 + 2(371743 — 77436006)bg)) +
b2(4725b5 — 200462 (58384 + 41679b¢) + b3 (—13928391 + 2bs(—6365339 +

1667160b5))))),
1

32027673600000

25764167977 — 8428386465 + 112809736b3) — 2b5 (b2 (126373351565 —

(36b5(—58080591968 + 16336960872bs + 13973377846b7 —

1071812557984bs + 95272016559b3 + 1713674949663 — 2276060061655 ) +
2b3bs (813184034135 — 142229113672b¢ — 215503758753b7 + 61843271598b7 +
3045862872b;) + b3(—126373351565 + 1071812557984bs — 95272016559b; —

1713674949663 + 22760600616b%)) + 204 (8635 (—994835392 — 99423808629bs+
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+

268917137282 + 5690150154b3) + b3 (1473055789035 — 417668659106b —
411275903742b7 + 67675575924b7) + bs (1473055789035 — 417668659106bs —
411275903742b3 + 67675575924b7) — 2b,b%(813184034135 — 1422291136720 —
215503758753b3 + 61843271598b; + 304586287203 ) + 21663 (—58080591968 +
16336960872b¢ + 13973377846b7 — 2576416797b; — 842838646b; +
112809736b7) + 4bsbs (262 (994835392 + 99423808629b — 26891713728b; —
5690150154b7) + by(126373351565 — 1071812557984bs + 95272016559b3 +
171367494966b3 — 22760600616b3)) + 2b3 (b2 (—669677297617 +
356087292370bg + 1407949264260 — 18412571052b3) + by(813184034135 —
142229113672b5 — 215503758753b7 + 6184327159853 + 3045862872b3))) —

b3 (2b5b5(— 686859550277 + 52799777172bs + 90784146924b7) + bS(—
814809241967 — 394687837008bg + 103909797324b3) + b3(5b2(185360923613 +
86053050720b5 — 5767404228b%) + 16b,(—994835392 — 9942380862905 +
26891713728b7 + 5690150154b3)) — 4b3bs (5b3 (25227732673 +

48846424500b5 — 533084940b3) + 8b4(535683271663 — 193438987869b; —
138017707542b; + 21522036744b3)) + 2b3bs(bs (—686859550277 +
52799777172bs + 90784146924b%) + 16b,4b3 (535683271663 — 193438987869bs —
138017707542b% + 21522036744b3) + 16b3 (813184034135 — 142229113672bs —
215503758753ba + 61843271598 + 304586287203 )) + b2 (b3 (814809241967 +
394687837008bs — 103909797324b3) + 16b4b%(—994835392 — 99423808629bs +

26891713728b7 + 5690150154b3) — 16b3(—126373351565 + 1071812557984bg —

9527201655967 — 171367494966b; + 22760600616b3)) + b3 (5bs(—185360923613 —

86053050720b + 5767404228b3) — 96b,4b2 (—994835392 — 99423808629b¢ +

26891713728b7 4 5690150154b3) + 16b%(—126373351565 + 1071812557984bg —

952720165596 — 171367494966b; + 22760600616b3))) -+ 2b3(2700b5bs (8380343 +

109894065 ) + 675b5(—14523577 + 11426372bg) + 675b3(— 14523577 + 11426372bg)

b4bC (686859550277 — 52799777172bs — 9078414692452 + 8b2b2 (937372517372 —

224229671237bs — 2732581962002 + 4615353918007 ) — 165302 (813184034135 —

142229113672b — 215503758753b7 + 6184327159853 + 3045862872b;) + 864b;(—



Apéndice A- Algoritmos e Coeficientes Focais 121

58080591968 + 16336960872b + 13973377846b% — 2576416797b7 — 842838646b; +
11280973603 + 2b5bs5(135062(8380343 + 10989406bs) + by (1685616171983 +
807164382312bs — 170283206556b2)) — 200302 (1356%(8380343 + 10989406b¢) +
b4(185360923613 4 86053050720 — 5767404228b7)) + bS(2700b2 (27213647 +
8731280bg) + by(—686859550277 4 52799777172bs + 90784146924b%)) +
b3(12150b2 (13708685 + 2610972bg) — 5byb2 (—535493154239 + 345878324172b¢ +
87585637284bz) + 8b3 (937372517372 — 224229671237bs — 273258196200b7 +

46153539180b3)) + b3 (270068 (27213647 + 8731280bg) + 5bsbs(—535493154239 +

+ + 4+ + + + o+ o+

345878324172bg + 87585637284b%) + 16b2b2(937372517372 — 224229671237bs —

2732581962003 + 4615353918003 ) + 16b3 (813184034135 — 142229113672bs —
—  215503758753bz + 61843271598b7 + 3045862872b3)) + 2b3bs(—135002 (8380343 +
4+ 10989406bg) + babi(1685616171983 + 807164382312 — 170283206556b7) — 16b3 (—
— 126373351565 + 1071812557984bs — 95272016559b% — 1713674949667 +
22760600616b3))) + 4b4(58235625b5° — 44178750035 — 5823562562 +
1350b,4b8 (27213647 4 8731280b) + 20268 (406499106821 + 95716172664bg —
—  46724785812b2) + 8b3b1 (401689245709 — 30790683368bs — 135240488658b2 +
24631502436b3) — 16b3b2(813184034135 — 142229113672bs — 2155037587532 +
61843271598b7 + 3045862872b¢) + 576b5(—58080591968 + 1633696087205 +
13973377846b; — 2576416797b; — 842838646bs + 11280973605 + 6755 (25882563 +

2b,(27213647 + 8731280b5)) — 5400b5b5(32725b% + by (8380343 + 10989406bg)) +

+ o+ o+ o+ o+

265 (58235625b5 + 2700b4b2(— 14523577 + 11426372bs) + b3 (—406499106821 —

—  95716172664bg + 46724785812b7)) — 4b5bs(66268125b3 + 1350b,b3 (8380343 +

4+ 10989406b) + b3(—379405776959 — 188449564356b + 70723092708b2)) —

—  8b3bs(2208937505 — 675b4b3 (8380343 + 10989406bg) + 5b3b% (—250042541395 —

— 120185221932b + 27419300388b7) + 8bi(—994835392 — 994238086295 +
26891713728b7 + 5690150154b3)) + 2b3(—58235625b¢ + 4050b,b3 (—28435985 +
12324736bs) + 56302 (—305588176129 + 99669525336bs + 4459244605203 ) +
4b3(401689245709 — 30790683368bs — 135240488658b3 + 246315024363 )) + b2(—

—  174706875b% + 5400b,b8 (— 14523577 + 11426372bg) — 10b2b% (—305588176129-+
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_|_

99669525336bg + 4459244605202) + 16b3b2 (2544422332361 — 804546634844bs —
6873113188263 + 110719649412b3) + 16b7(813184034135 — 142229113672bs —
215503758753b3 + 61843271598b7 + 3045862872b¢)) + 2b3bs(—22089375b5 +
2700045 (8380343 + 10989406bs) 4 2b2b2 (379405776959 + 188449564356b5 —
70723092708b%) + 32b3b%(—994835392 — 994238086296 + 26891713728b7 +
5690150154b)) — 16b3(—126373351565 + 1071812557984b — 95272016559b7 —
171367494966b; + 22760600616b;))) — 2b2(22089375b5° + 116471250b3b5 +
5400b5b5 (8627502 + by(41737224 — 2695092b6)) + 675b5(98175b% + 4b4(8380343 +
10989406b5)) — 4b3bs(—174706875b3 + 162000452 (—3478102 + 224591bs) +

b7 (—154221780091 + 392748072336bs + 41393936412b7)) + 2b5(22089375b5 —
54000452 (8380343 + 10989406bs) + b3 (—379405776959 — 188449564356b +
70723092708b2)) 4 203 (—220893750° — 13500b4b3 (8380343 + 10989406bs) + 5b3b2(—
1120849471411 — 532661767236bs + 93792709620b7) + 1655 (—994835392 —
99423808629b + 26891713728bz + 5690150154b7)) + 8b3b5 (5823562508 +
8100b,bs(—3478102 + 224591bg) + 5b3b2(—305588176129 + 99669525336b¢ -+
44592446052b2) — 8b3 (535683271663 — 193438987869 — 138017707542b3 +
21522036744b3)) + 2b3bs (5823562505 + 324000455 (—3478102 + 224591bg) —
2b3b3(—154221780091 + 392748072336 + 41393936412b7) + 32b3b2 (535683271663
193438987869bs — 138017707542b7 + 21522036744b7) + 16b7(813184034135 —
142229113672b — 215503758753b7 + 61843271598b3 + 3045862872b3)) + bz (—
2208937565 + 2700b4bS (8380343 + 10989406bs) + 2b7b3 (379405776959 +
1884495643565 — 707230927082 ) + 32362 (—994835392 — 9942380862905 +
26891713728b% 4 5690150154b7) — 16b3(—126373351565 4 1071812557984bg —
95272016559b2 — 171367494966b7 + 22760600616b¢)) + b2(—66268125b5 —
10800045 (8380343 + 10989406b5) + 10b3b3 (1120849471411 + 532661767236b —
93792709620b7) — 1925362 (—994835392 — 99423808629bs + 26891713728b% +
5690150154b3) 4 16b3(—126373351565 +

1071812557984bs — 9527201655962 — 171367494966b7 + 227606006165%)))).
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Coeficientes Focais do Teorema sob o conjunto dos

parametros Sy

Nesta secao vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais ¢330, 94,4,0, 55,0

e go.6,0 do sistema (4.25)) sob o conjunto dos parametros Ssy e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais g7.7.0, 93,80, 99.9.0, 910,100 € g11,11,0 vamos omitir boa parte das suas

exXpressoes.

93,30

94,40

95,50

1
40
b3 (11 + 6bs) + 4by(—2 + bg)) + 2b5(—2 + bg))
1
400
39b5) — by (1595 — 211bs + 44b7 + 10b2)) + b3 (324 + b3 (100 — 47bg) — 166bs +

(ba(—10 — 3b3 + b3(13 — 2b5) + 11bs + 3b2) + 2b4(20 + b3 + 13bs — b —

(b2(1250 — 5b3 — 10b3(—3 + bs) — 1325b5 — 203b2 + 61b3 + 5bs + b3(320 +

b3(—21 + 10bg) + b2(—21 + 10bg) + bs(—91 + 45bg)) + 2b4(—2400 + 5b3 —
135505 + 25167 — Tb2 — 5bs — 1063 (5 + bs) + b3 (1155 + 523bs — 72b — 1063 +
b4(200 — 94bg)) + b3 (40 + 67bs + by(—42 + 20bg)) + 2b4(324 — 166bg + b2 (—
21 + 10bg) + bs(—91 + 45b5))))

m(12b§(6866 — 2249bs — 1158b2 + 283b3) — b (—1223842 + 431764bs +
3801603 + bs(40821 + 2619425 — 83916b3) + b2 (21133 + 59064bs — 19188b3) +
b2(—21133 — 59064bg + 19188D2) + b3 (492363 + 71026bs — 90948b2 + 2b5(—
79021 + 22272bg + 339607))) + b3 (3b5(—6236 + 6447bg) + 96b3 (6866 — 2249bs —
11583 + 283b3) + 3bi(—70457 — 54285bg + 156b5(122 + 41bg)) + 3(—4854020 +
3078580bg + b (—6236 4 6447hg) + b2 (—90289 + 63395bs) — b2 (20473 +
10293206) — 2b5(—523841 + 543299b5)) — 204(921974 + 119872bs — 18643202 +
b5(492363 + 71026b5 — 90948b2) 4 b2 (—79021 + 22272b + 33962 )) + b2 (2b4(—
79021 + 22272bg + 3396b3) — 3(—1253813 + 11565206 + bz (—20376 + 5162bg) +
5b5(29553 + 10045b5))) + bs(—3(4260740 — 10991500 + 15652 (122 + 41bg) +
b2(—45011 + 1825bg) — 2b5(342161 + 46018bg)) + by (81642 + 523884bs —
16783203 + bs(84532 4 236256b5 — 76752b2)))) — by (157565 + 2475b5(—5 +

2bs) — 3(—26188500 + 2753035005 + 354171002 — 134972163 — 38203b5+
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96,6,0

+ o+ o+ o+ +

+

+ 4

_|_

1241565 + 525b8) + 3b3(—119925 — 7835b5 + 525b2 + 156b,4(122 + 41bg)) +
126, (1700(811 + 38bg) + 39b2 (122 + 41bs) — 30b5(—20158 + 4775bs) —

b2 (28867 + 13115b) — 3b2(89517 + 43582b¢)) — 4b3(1223842 — 431764bs —
3801603 + b2(—21133 — 59064bs 4 19188b2) + 3bs(—13607 — 87314bg +
279720%)) — 3b3(—5(155085 — 49524bs + 385002 + 660b3) + 4b, (14369 +
28405bg + 4bs(—4106 + 2257bg))) + b3(—3(—6415350 — 988325b5 + 111138b2 +
2025003 + 525b; ) + 4b7(—21133 — 59064bs + 19188bg) — 36b,(—89517 —
43582bg + T8b2(122 + 41bg) — b5(28867 4 13115bg))) + bs(3(—33255750 +
4276480b5 — 9449472 — 157612b3 + 23375b; + 165065) + 12b,(4b3(—

4106 + 2257bg) — 10(130053 + 19625b5) + bs(—749786 + 24744bg) + b2 (43107 +
85215bg)) + 4b3(492363 + 71026bs — 90948b2 + 2b5(—79021 + 22272bs +
33960¢)))) + 2b4 (247505 — 225b5(135 + 14bs) + 3(49776000 + 27171450b5 —
559170002 4 303627b3 + 119441b2 — 962562 — 8250%) + 9603 (6866 — 2249bs —
11583 + 283b3) + 3b3(25(—3327 + 715bs + 33b2) + b4 (3952 + 3866b)) +
6by(—4541220 + bs(3648742 — 694098bg) + b2 (729313 — 127676bg) +
3387980b + ba (1976 + 1933bg) + b2 (—119027 + 6585b¢)) — 4b%(921974 +
119872bg — 186432b7 + b5(492363 + 71026bs — 90948b3) + b2 (—79021 +
22272bg + 3396b3)) — 3b3(5(—239625 — 28684bs + 4966b2 + 42003) +
2b4(12723 + 28055bg + 156b5(122 + 41bg))) + b2(—3(1567500 + 1416745b5 —
126274b2 — 825003 + 825b3) + 4b3(—79021 + 22272bs + 33963 ) +
6b4(504027 — 90908bg + b2 (—28896 + 21922bg) + bs(—61551 + 120205b5))) —
b3(69376950 + 30581100bs — 4678563b2 — 518508b2 + 44115b3 +

315002 — 6b4(—3051260 + 812650b6 + 15663 (122 + 41bg) — b2(128191 +
80515bg) — 205(194941 + 215474bg)) + 4b%(—40821 — 261942bg +

83916b2 + 2b5(—21133 — 59064bg + 19188b2)))))
1

7213440000

34b2(7057310 — 28369bg — 2484978b2 + 387180b7) — 34(132136537 —

(203 (34b3(7057310 — 28369bs — 2484978b7 + 3871800 +

40461157bs — 17855810b2 + 2368314b3) — 17b5(81821863 — 45487459b5 —

44998227 + 3630906b7) + bs(—88854334 + 541225059b5 — 37258634003+
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+

_|_

+

62765622b3)) + b (b5 (13406557128 4 28375190324bs — 8792862624b7) +
b2(9509106023 + 1186816193bs — 510121224b7) + b3 (236782647 +
216421526b5 — 5668344003 ) + 3400(—50518980 + 18297869bs + 1227324b3) +
17b5(—13928391 — 12730678bg + 33343200 ) + 3b3 (—35845784 —

703458293bg + 1966530282 ) — 17b3(205(— 15774687 — 743486bg +

15487200%) — 3(—97091397 + 73339195 + 8889396b7)) + b2(17(1125373302 —
851277109bs + 58266432b3) + bs(—4477759326 + 7570385056 +
1847525400%)) + b3(136(337812354 + 111415357bs — 6868870202) —

34b3 (— 15774687 — 743486bg + 1548720b3) — 3b2(—116931145 +

64797541bg + 84309084b2 + bs(—15151056143 + 4108625008bg +
620728776b3))) — 2bo (16065065 + 3570005 (—44 + 19b5) — 3(1215549172500 —
1276031504750b5 — 1592946009502 + 6204757596503 + 1004522063b;5 —
60180176152 — 47023158 + 204365007 + 535500%) + 505(105(—

175559 — 7634bs + 612b2) + 13604 (58384 + 416790hg)) + 4b,(b2(2341199134 —
30225678bg) — 1127100(325297 + 10562b) + 170065 (58384 + 41679bg) + 6b3 (—
7094128 4 5992157bg) + 170b5(—779003524 + 15186566 1b) — ba (2584918679 +
6575058300 ) + 25b% (2865188345 + 824439702b5)) — 2b3 (bs(13406557128 +
28375190324b — 8792862624b7%) + b2(9509106023 + 1186816193bg —
510121224b7) + 3400(—50518980 + 18297869b + 1227324b3) + 17bs(—
13928391 — 12730678bs + 333432007 ) + 3b3(—35845784 — 703458293b¢ +
196653028b3)) — 5b3(—15(10134125 — 395338005 + 19789202 + 27132b3) +
68b4(2110579 + 1273203bs + 8bs(—82763 + 21627b5))) + bs(—15(—
1124912015 — 94768545b5 + 14344803b2 + 94311003) + 34b7(—13928391 —
12730678bg + 3334320b2) — 4b, (8500%(58384 + 41679bs) — 85(18287968 +
3301005bg) — 6bs (75687202 + 12500267b))) + b3 (15(—7442052005 +
2353779610b5 — 21241573067 — 28985184b2 + 2293080b5 + 13566002 +
4b,(510(—18636884 + 7608577bg) + 6b2(161793431 + 32611851bg) + bs(—
6699962323 + 1518578565b5)) + 34b%(205(— 15774687 — 743486bs +

154872002) — 3(—97091397 + 733391905 + 8889396b2))) + bs(3(1542140307750—
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— 197603997800bs + 42958220195b% + 6671309706b2 — 1205021119b3 —

— 4609142062 + 59945006 + 2261006, ) + 4by (bs(192197228470 — 46957788600 +
68002 (—82763 + 21627bg) + 33 (1436437283 + 55169235b6) + 170(2014745603 +
209872473bg) + bi(—73764511 4 345440169bg) — 2b2 (4457777918 +
6590847789bg)) + 2b2(bs(15151056143 — 4108625008bs — 620728776b7) +

3463 (— 15774687 — T43486bg + 154872002 + 136(—337812354 — 111415357bg +

+ o+ + o+ +

6868870205 ) + 3b2(—116931145 + 64797541b + 84309084b7))) —

—  b2(3(295227595550 + 47209791625b5 — 662083002067 — 977939334b3 +
3629887503 + 542325005 + 10710068 + 4b, (85005 (58384 + 41679b) +
1263(20108281 + 21230526bs) + 255(202827343 + 88989986bs) —

—  3b2(1030441399 + 376920405bs) + 6bs (3826694549 + 1157403007bg)) +

+ 2b3(17(1125373302 — 851277109bs + 58266432b7) + bs(—4477759326 +
75703850505 + 18475254002)))) + 2b3(527206777800 — 29383341270b5 +
40159892789b2 + 131707399583 — 23084128bs — 194125774b% —

— 10990755b¢ — 418978448700bs + 153387228330b5bs + 9469898034b2bs —

— 9328137510b3bs — 14538810b3bg + 203423526b2bs + 113225106806 +
255b5(—43101 + 44402b5) + 85b5(—4899328 — 1284243bs + 8bs (58384 +
41679bg)) + b3 (85(56230391 — 972284 7hg) + 11056%(72023 + 4122b4) —

—  205(455861317 + 114732747bg) + 17by(— 15774687 — 743486bs + 154872002)) +

4+ ba(b5(55422339594 + 5362465542b — 6732271032b2) — 17b3(—

— 15774687 — 743486bg + 1548720b2) + 3b3(—766811302 + 2993954 1b¢ +

+ 33405324b%) — 340(—402929589 — 4138466b + 57322368b3 ) + b2 (—

— 20499128371 + 2726026789bg + 2017171608b7)) + 8b73 (34b2 (7057310 —

—  28369bs — 2484978b7 + 38718007 ) — 34(132136537 — 40461157bs —

— 1785581067 + 2368314b7) + bs(—88854334 + 541225059bs — 37258634007

62765622b7)) -+ b3 (bs(1393199581 — 648112365b¢) + b2(—9768872 +

3587778bg) 4 255(51995303 + 37456720bs) — 17b4(—134861667 — 3980401 1bg +

22785636b2 + bs(—27856782 — 25461356bs + 6668640b7))) — bs(b2 (6659122823

—  1371206844bg) + 68063 (58384 + 41679b) + b (246183808 + 252072423bs )+
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+

+ o+ o+ 4

o+ + + o+ A+ 4

+ o+ o+ 4+ o+ o+

2005 (7879752304 4 846323925bs) — b3 (5514965177 4 85956925505 + 170(—
4785283319 + 90273308 1b5) + 13663 (81821863 — 45487459bs — 4499822b7% +
3630906b7) + by (bs(—9622240111 + 15658527046b — 1500650568b7) +
34b3(—13928391 — 12730678bs 4 333432002) — 34(1261117678 — 1444614641bg
187673196b7) + b2 (2077573635 — 3544081571bs + 792562356b7))) -+

b3 (110565 (72023 + 4122b4) — 8b3 (— 14759488 + 8448597hg) + 45b3 (—
138950557 + 11379779 ) + 85(—3132966047 + 129274566b5) +

b5 (21990878518 + 8959774674bg) + 27203 (7057310 — 28369 — 2484978b7 +

3871806%) + by(17(—314592484 — 81329307bg + 8214369652 ) + bs(— 7602888538

658241115bs + 80650242067)))) + 4b4(33915065 — 35700b% (142 +

9bs) — 3(2306046600000 + 1251739788250b5 — 2606664549000 +-
1577806573502 + 5444178761b — 569128947b2 — 3166933505 +

273545007 4 1130500%) + 505 (15(—1631745 + 15130605 + 9044b%) +
34b4(201749 4 46698bg)) + 2b4(8505 (201749 + 46698b) — 790500(—

507198 4 600449bg) — 6b3(—5265184439 4 4469367bs) — 2b2 (123471563 +
11703843bg) — 6b3 (263346239 + 86385705b¢) + 10b5(—70520965529 +
8723036391bs) + b2 (—114939805661 + 18918727734bg)) + 2b3 (bs(55422339594
5362465542bs — 673227103202) — 17b3(—15774687 — T43486bs 4 15487200%) +
3b3(—766811302 + 2993954 1bg + 3340532453 ) — 340(—402929589 — 4138466b
57322368b3) + b2 (—20499128371 + 27260267896 + 2017171608b2)) +

803 (34b2(7057310 — 28369bs — 2484978b7 + 387180b3) — 34(132136537 —
40461157bg — 1785581002 + 2368314b3) + bs(—88854334 + 5412250595 —
37258634002 4 62765622b3)) — 5b5(15(—23752825 — 111739205 + 231084b2 +
12852b3) 4 34b, (1977634 + 1054545b + 8bs (58384 + 41679b¢))) +
b3(15(682202265 — 188890125b5 + 565033b2 + 96597003 ) 4 34b2 (— 15774687 —
743486bs + 1548720b7) + 2b4(85b2(—718961 + 486126bs) + 85(9787523 +
4163163bg) + 6bs (78442289 + 68246889b5))) — b3(15(11250216565 +
113001811005 — 25334954202 — 1417005655 + 129696002 + 6426002 +

204(85(86590187 — 30315528bg) + 2b2 (579657334 + 200590869bg )+
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g7,7.0

98,8,0

99,9,0

910,10,0

911,110

+ o+ o+ o+

bs(2763826741 4 1016613255b5)) + 34b3(—134861667 — 3980401 1bg +
22785636b2 + bs(—27856782 — 25461356bs + 6668640b7))) + b3 (—3(—
78296517500 — 64057376325b5 + 713075578002 + 264911022b3 — 752881250+
168825002 + 22610008) + 27263 (7057310 — 28369bg — 2484978b2 +

387180b¢) + 2b4(85b5(—718961 + 486126b5) + 72b3 (—13891857 +

5939173bg) + 85(—435380653 + 129948354bs) — 3b2(—3420378731 +
505838745b5) — 6bs(—6931625867 + 2643840619b5)) + 2b3(17(—314592484 —
81329307bg + 82143696b2) + bs(—7602888588 4 658241115bg +
80650242002))) + bs(—3(—1064489531250 — 46901073550005 + 71478021645h?
7650882558b3 — 770632237b5 — 4291548002 + 239750065 + 10710067) —

136b3 (81821863 — 45487459b5 — 44998227 + 36309065 ) + 2b4(680b2 (58384 +
41679bg) + bi(—338357962 + 54175443bg) — 1530(—316599719 + 68540591b)
b3 (6885592337 + 2524294875b5) + 20b5(4455315805 + 3484019973bs) +
b2(23324641873 + 8224947852b¢)) + 203 (b2(—2077573635 + 354408157 1bs —
792562356b7) — 34b3(—13928391 — 12730678bs + 333432003 +
34(1261117678 — 1444614641bg + 187673196b2) + bs(9622240111 —
15658527046bg + 1500650568b2))))),

(795605 (—58080591968 + 16336960872 + 1397337784603

7078115865600000
25764167977 — 842838646b5 + 112809736b7) — 442b5(b2(126373351565 — - - -
1
167845484955732480000000
6913449013614809b5 + 20912649488894245b7 — 646053473416852b3 — - - - ,
1
167167154212832382755328000000000
8908258139352632708 — 3006665365169665930b — - - - ,
1
723572340950212205974069043310796800000000000(
125803 (115704614984226805360763659482100 — - - - .

1
603684811027612105035969541979910834174702076968960000000000000
535904118350853471765000b5° (— - - - .

(884b5(629b3 (—42967515540569425 —

(330160275900065(

314438358005 (

(
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Coeficientes Focais do Teorema 4.8

Nesta se¢ao vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais g2.2.0, 93.3.0, 94.4,0,

G550 € goso do sistema (4.44) sob o conjunto dos parametros Sy e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais g7.7 € gs g0 vamos omitir boa parte das suas expressoes.

92,20

9330

94,40

95,5,0

o+ + o+

+ o+ + 4+ o+ o+ o+ o+ o+ 4

ay(by + by),

%al(—bg + b3(—2a1 + bg) + b3 (18ay + 11bg) + by(7 + 18a,by + 11bsbg) +
by (13 + 44a1by + 18D4bg)),

ﬁ(mg(bl + by)(13b7 + 3b3 + 14byby + 13b3) + 4ai(by + by)(98b] —

27b5 + 304b1 by + 98b7) + 2a1 (5765b; — by (5 + Thabg) + b3be(5 + Thybg) +
bibe (141 + 143bybg) + ba(10 + 69bsbg + 5Tb3bE) + b1 (20 — Thabg + 190bybg +
Thabg + 143b367)) + a3 (—124byby + 43163bs — b3(21 + 19b,b6) + b3 (237 +

431bybg) + b2 (221 4 1369bsbg) + by (—124by — 19b3bs + bs (542 + 1369b4bs)))),

244;()00 (12a7 (167793167 4 1029963 + 8254804b5b, — 385770b5b3 + 167793107 —
3067 (1285905 — 443951b3) + by (—853932b3b, + 8254804b3)) + Hdasz(—201b5 +
8299b,b% + 21935b1bg + 175b3bg + 202b4(1026 + 2555b4b6) + b3 (29252 +
21935b4bg) + b3 (44188 + 67300b4Dg) + 2b1 (8701byby + 14b%(121 + 315b,bg) +
2b2(23621 + 16825b4D5)) + b3 (8299by + 5110b2bg + 2b4(52038 + 46765b4b6))) +
a?(237063b3 — 6316845byb2 + 26001342b1bg — 40482b3b — b2by (3013397 +
3415140by4bg) + b3 (9124399 + 26001342b4b) + b3 (—4200791 + 117665928b,4b) +
by (—13581942byb, — b2(3140195 4 6506424b,4bs) + b3(26101595 +
117665928b,4b)) + b2 (—6316845by — 3415140b2bg + bs(13283597 +
182681460b4bg))) + 6a1(—1698b3b2 — 6by (825 + 10981b,bg + T287b3bz ) +
by(—4680as + 849b3) + b7 (543400a3 + 297873b3) + ba(7050 + 543400a3b] +
167241b4b6 + 506934b3b7 + 297873b3b3) + 2b1 (6675 + 80as(168b3b, + 1371703)
275439b,bs + 9111756703 + 5083026307 — 33bobs (1289 + 1222b,b6) +

33b5b5 (1289 + 122204b5)) + 203 (1097360a3by + 905 (59557 + 56478b,4bg)) + b3 (—

5280a3b3 + 3bs(1933 + 21962b4bg + 14574b303)) + b3 (—240a3(22b5 — 1344963 )+
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96,6,0

+

+ O+ + + + + o+ o+ + o+ o+

3b6(153667 — 14574bybg + T70230b4bg + 14574b3b7 + 48368203b7))) + 1247 (—
5568b3bg + 967535b1b5 — 173Tbsba — 2byby(53723 + 176847bybg) +

4b3b6 (259035 + 962237bybg) + 6b3(494 — 16681b,bg + 883b3b7) + b3 (143986 +
978156b4bg + 967535b3b7 ) + 207 (63493 — 17684Tbybg + 1784454b,bg +
26490207 4 286751702b2) + 2b1 (3b2bs(—21603 + 4082b4bg) — by (67997 +

342558b4bg) + 2b4 (77097 + 848199b4bs + 962237b3b7)))),
1

5410080000

16275320202b3b% + 60774396835b; — 6b2(2712553367b3 — 85246898339b7) +

(4% (by + by)(60774396835b* + 1039527963b% + 30819886814863b —

by (—40866864108b3b, + 308198868148b3)) + a1 (4765707305b3b, —
34548223891byb3 + 374533880214b%bg + 39003 (1845758 + 2452089b4bg) +

13571 (11703822331 + 28810298478b4bg) — b2b2(23280133769 + 59344985076b,bg)
b#(142768613129 4 2110049341374bsbg) + b3 (—122707500893b2by —
b2(12766203559 + 185685472908b4bg) + 120%(86704815794 +
372731638201b4bg)) + by (476570730503 — 122707500893b,b7 +

956314710b3bs — 1202b4(3483758524 4 15473789409b,bg) + 2b3 (346169109557 +
1055024670687b4bg)) + b3(—34548223891b, — 59344985076b2bg +
2b,(315760171963 + 2236389829206b4b5))) + 270as(14564381b5b2 +

bobg (112285 + 197613b4bg) + b3 (—106607 + 252980b4bg) + 5babi (67167 +
1553396b4bg) + b1bs (56720369 + 58857929b,b6) + b3bs(—303637 +

4419774b4bg + 3490994b3b7) + b3 (11963189 + 36918249b,bg + 145643816263 +
b3 (26325061 + 7766980bybg + 179921700b4bg + 3490994b35b% +

10691369003b7) + b1 (252980bibg + 197613b5b5 + 2bobs (1684547 +
11144510b,4bg) + b5(—68085 + 10310908b,4bs + 8892078b3b7) + b3 (47783243 +
149796020b4bs + 588579296%b2)) + b2 (6b3bs (1131569 + 1482013bybg) +

by (2606831 + 22289020b,4bg) + by (61202907 + 237875662b4bs +
10691369003b7))) + a3 (21343356100765b7 — 3bybe (964546 + 262460499b,4bs) +
b3(804509037 + 900703824bsbg) — byb2 (17549843807 + 63443448012b4bg) +

bibe (86796377278 4 1117887386995b4bg) — b2b4(3573910113 +

38685595244b4bg + 1267989549062b2) + b2 (20235869875 -+ 169047130966b,bg+
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4+ 21343356100762b2) + b3 (—40362870487 — 63443448012bybg +

+ 622798277952b,4bs — 12679895490b2b7 + 2273896251998b7b3) —

—  b7(2b3b6(24170251894 + 15870317247bybg) + ba (17868049319 +
19393315933204bg) — Tbs(—1436142793 + 159369803236b,4bs +
324842321714b3b%)) — by (—900703824b3bs + 787381497byba +
2b2b4(19317964637 + 96966579666b4bs) + b3 (4994605995 + 87002949928b4bs +

31740634494b7b3) — b7 (44862957283 + 748680151152b,4b6 +

+ o+ o+ 4+

1117887386995b763))) + a3 (—6biybs(—6319631 + 223322151b,b4) —
—  6byby(211697885 + 2389393299b,b6 + 3311455927b3b2) + 2565 (1694527178as +

2212093299b3) — 6b5(—34297330 + 664153210a3b; + 228034367bybg +

_|_

+  796646412b3b — 451861501b3b7) + b3(1405572450 + 42363179450a3b3 +

24655246578b4bg + T7588144196b7b5 + 55302332475b3b3) —

+

—  9b5(82013190a3by + b2(28163084 + 13850941b4bg)) + b} (227755574290a3b, +
302 (31368413996 + 88555662117bybs)) + b (az(—3984919260b3 +
45964092626003) + 6b (4761855477 — 3311455927bybs + 65602132264b4bg +
451861501b5b; + 8641579352900 )) + b3 (az(—6049808100b5b, +

45964092626007) + 6(181631705 4 16614140329b,b6 + 93975518628b2b7 +

+ o+ + o+ 4

86415793529b35b3 + 3b3ba (—468179492 + 507265265b,4bs) —

—  3byb (1153914253 + 3013693059b4b6))) — by (1339932906652 + 62 (291100125 +
+  5876414582b,b + 9041079177b3b3) + 9b3(82013190a;3 + 13850941b7) —

—  54(3022918920 + 227755574290a3b3 + 90574839066b4bs + 345989188464b2b2

+  +265666986351b3b3) + 6b3(1008301350a3b3 + bs (444455893 + 1863227880b,4bs —
— 1521795795b3b3)))) + a1 (—8b2(339150 + 174846454a3b; + 22305555b,b6 +

4+ 86428188b2ba + 40388283b3b3) + 37 (2821840115a3bs + 629784116b7) —

—  108b3(3955929a3b, + 2b2(121890 + 108277bsbs)) — 3bs(—36b3 (121890 +
108277bybg) + 85a3(138886 + 257201b,4bg)) + b (1267 (709936206 +
679528057bsbg) + a3(6551953016 4 40211525365b4bg)) + 2b2 (asb?(—562292433

264509545b4b5) + 6bg (1323110 + 15844863b,b + 57618792b2b% +

+ O+ o+ o+

2692552263b7)) + ba(azb’ (8871244964 + 8465520345b,b6) + 12(279650+
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97,70

98,8,0

+ 4+ o+ o+

+

22650300b4bs + 175528257b3b3 + 331894854b3b3 + 157446029b5b3)) +

607 (2b6 (73563240 + 1113914943b,4bs + 2573665020670 + 1266945914b3b7 —
18bybg (4707016 + 4054479b,b) + 18b2b2 (4707016 + 4054479b,b6)) + as(—
414558928byby + 850%(110053558 + 151485479b4bg) + b2 (—246918169 +
351957885b4bg))) + 20%(6b32 (569091177 — 26925522b,bg + 2122798320b,4b +
26925522b3b7 + 1266945914b3b7) + az(—699385816by + 264509545b5b6 +
b4(17226570034 + 38628797145b,4b5))) + by (as(—42724033205 —
2487353568byb% — 65586255b3bg + 153002b,4(—1518148 4 1380227bybg) +
b3 (37664027372 + 40211525365b,4b6)) + 12(493850 + 81116860b4b6 +
758140983b5b2 — 1948986b3b; + 1475145600363 + 974493b3b; +
679528057b;b5 — 6bybg (4052935 + 22261500b4b6 + 12163437b303) +

30302 (8430701 + 44523000b,4bg + 24326874b703))))),
1
51316340025600000
2529591467936875706°b, + 864503584399479b5b3 — - - -,
1
5475958946680772160000000
564399971302019165457b5 + 4898083914313564013273954b3by + - - -

(46448 (348493396763307876 — 7220143589022b5 +

(226204 (by + by)(6646165479480693278155371°



Paralelizacdo e Algoritmo em R?

Paralelizacao em R3.

O teorema a seguir é uma extensao para sistemas tridimensionais do Teorema 2.1
de [39], enunciado no plano, o qual foi adaptado para o tipo de perturbagao dos campos
de vetores utilizados neste trabalho. Optamos por apresentar sua demonstracao com o

objetivo de detalhar algumas das ideias de [39] e tornar nosso trabalho mais completo.

Teorema .12. Considere o sistema (&,9, %) = F(x,y,2) associado ao campo de vetores
polinomios de grau > 2 e o € R\ {0}. Sejam Q;(x,y, z) fungdes polinomiais de grau > 2,

para 7 =1,...,s. Suponha que 91?2;0 sao os k-coeficientes focais do sistema

(,9,2) = F(z,y,2) +eQ;(z,y,2), j=1,...,s. (.20)

Entdao a parte linear, com respeito a componente € de gkko 4+ 4 ngZo € a parte linear

do k-coeficiente focal da equagao

(3’6,9,2’):F(:Jc,y,z)+6(Q1(x,y,z)+---+Q8(x,y,z)), j:17"'787 (21)
com respeito a €.

Demonstragdo. Considere o campo de vetores X9 = (i, 9, 2) associado ao sistema ((.20]).
Como vimos na secao existe uma funcido analitica H9 (z,y, z,€) em um vizinhanca

da origem de forma que
X% HQ = ngko zy)¥, para, j=1,..,s. (.22)

Sejam

X9 = F +eQ;,
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H®% = Hy+ H¥e+ HY e + - -,

as expansoes em série de Taylor na vizinhanca de e = 0 das aplicacoes X9 e H9,
respectivamente. Denotando por v,?gl a parte linear dos coeficientes focais g,?{co com
respeito a €, segue da equagao (|.22)), que os termos de primeira ordem em e satisfazem

o0

FH?j—I—QjH():ng{(a:y)k, j=1,...,s. (.23)
k=2

Denote por X o campo de vetores associado a (|.21)). Segue da segao que existe

uma fun¢ao analitica H(z,y, z,€) em um vizinhanca da origem tal que

XH =Y gerolzy). (.24)

k=2

[o.¢]
Expandindo a aplicacdo H em série de poténcias de €, isto é H = > H,,e™, podemos
m=0

escrever o lado esquerdo da equagao (.24) na forma

XH = (F+e(@+ Q2+ +Qy) fOHmem (25

= FHy+ (FH, + (Q1+ -+ Qs)Hp))e + o(€?).

Denotando por v, o coeficiente da poténcia de grau n da expansao de gy o em série
de poténcias de €, obtemos usando (|.25) que os termos de primeira ordem em e de (.24])

satisfazem a seguinte equacao
FHy+(Q1+ -+ Qs)Ho) = > vpa(zy)k. (.26)
n=2

Note que a aplicacio H; = HZ' + H® + ... H?* satisfaz a equacao (26). De fato, por

[@3), temos

FHi+(Q1+ -+ Qs)Ho) =
FYHY +(Qut -+ Q)Ho) =

7j=1

(FHP' + Q1Hy) + (FH?* + Q2Ho) + -+ + (FHP* + Q,Hy) = (.27)
g_%%?i@@k + gvgﬁ(asy)k +. 4 gvgi(a@y)k —

,;2@,‘;%; + v,?j 4ot v,f{;)(a;y)k.

Portanto vg 1 = v,?i + v,?i + U,?i, 0 que prova o resultado. O
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Algoritmo para o calculo da ciclicidade de sistemas

em R3

Os coeficientes focais de primeira ordem em €, vj; (j = 1,...), do Capitulo
sao obtidos usando o programa de céalculo simbdlico Maple, no qual implementamos o
algoritmo apresentado a seguir. Observamos que o algoritmo abaixo foi implementado
com a condigdo v;o = 0 (isto é, o campo nao perturbado possui um centro sobre a
variedade central), caso contrario o algoritmo fornece a saida v;o + vj €.

Para exemplificar o algoritmo vamos utilizar o sistema com a condigao
az = 0, do Teorema [5.2| para o calculo dos seus quatro primeiros coeficientes focais de pri-
meira ordem em €. Para o calculo dos demais coeficientes utilizamos o mesmo algoritmo
aplicando o método da paralelizacao, mais precisamente no algoritmo abaixo a pertubacao
Q2 foi substituida por seus monomios obtendo v;; por partes. Esse procedimento foi usado
em boa parte dos resultado do Capitulo
> restart;
> # Pacotes do maple para rodar os comandos.
> with(ListTools):
> with(IntegrationTools):

# Definicao da pertubacao.

Q2 := c[1][*u"2+c2]*u*v+c[3]*u*w+c[4]*v " 24-c[5]*vFw+c[6]*w " 2:
# Definicao do campo de vetores;

up = -v + u*(al*u + a2*v)+epsilon*Q2;

vp := u + v*(al*u + a2*v)+epsilon*Q2;

wp := b1*u"2 4+ b2*u*v + b3*v"2 - wtepsilon*Q2;
#Complexificacao do campo;

com := Flatten(solve(x1-u-I*v, x2-u+I*v, [u, v])):

x1p :=expand(subs(com[1], com[2], up+I*vp)):

vV V. V. V V V V V V V

x2p := expand(subs(com[1],com|[2], up-I*vp)):

> x3p := expand(subs(com[1], com[2], wp)):

> # “ultima”indica a quantidade de coeficientes focais de primeira ordem em epsilon que
queremos calcular.

> ultima:=4:
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> N:=2*ultima+2:

> xp := subs(w = z, x1 = x, x2 =y, xlp):

> yp = subs(w =z, x1 = x, X2 =y, x2p):

> zp := subs(w = z, x1 = x,x2 =y, x3p):

> # O conjunto “par”sao os coeficiente da pertubacao.
> par:={cl,c2,c3,c4,c5,c6,€};

> # A sequéncia de comandos a seguir define a Integral primeira e coleciona seus coefi-
cientes h[i,m,n] da parte homogénea de grau j= i+m-+n no conjunto varhljl.
> H:= x*y;

> for j from 3 by 1 to N do

for i from 0 by 1 to j do

for m from 0 by 1 to j do

for s from 0 by 1 to j do

if i+s+m = j then H := hl[i, m, s]*x"i*y " 'm*z"s+H

end if

end do

end do

end do

end do:

for j from 3 to N do

varh[j] := ;

for i from 0 to j do

for m from 0 to j do

for s from 0 to j do

if i+s+m = j then varhlj] :=‘union‘(h[i, m, s|, varhlj])
end if

end do

end do

end do

end do:

> # O “ordem”define qual a ordem em epsilon dos coeficiente focais o algoritmo vai

calcular;
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> orden:=1:

> for k from 3 to N by 2 do

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp-+diff(H,y) *yp+diff(H,z)*zp), [x,y,z] k+1)-
-mtaylor(expand (diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z) *zp),[x,y,2].k):
expand (mtaylor(%,par,orden+1));

solve(coeffs(%, [x,y,z]),varh[k]);

assign(%);

mtaylor(expand (diff(H,x)*xp+diff(H,y) *yp+diff(H,z)*zp), [x,y,z] k+2)-
-mtaylor(expand (diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z) *zp), [x,y,z] . k+1)-
-h[(k+1)/2,(k+1)/2,0*(x*y) " ((k+1)/2);

expand (mtaylor(%,par,orden+1));

solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k+1]);

assign(%);

print(v[(k+1)/2,(k+1)/2]=factor(simplify (h[(k+1)/2,(k+1)/2,0])))
od:



Coeficiente focais de primeira ordem

€11l ¢

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema
0.2

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, vy 1,21, 3.1, V4,1 € Us1 do sistema 1) com a condicao az = 0 e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais v 1, V71, Vs 1,91, V10,1 € V11,1 vamos omitir boa parte das

suas expressf)es.

1° Caso O sistema ([5.10) com a condi¢ao az = 0.

V11 = ;—O(Cgbg —11 C5b1 +5 CqQ1 — 9 C5b3 — 5&201 +5 A9Coy — 5 Col] — 3C5bQ -
— 13 Cgbl — 15 Cq40Q9 + 15 ci1ayp — 763b3)
1
V21 = %(—302 Cﬁblbgal — 30 CGbegCLQ — 74 Cﬁblbgag —70 a203b3a1 + 110 06b2b1G1 +

+ 110 ¢gbabsa; — 30 cgbabias + 130 c3biajas — 150 csbsaias + 110 csagbsa; —

— 50 csagbyar + 110 csagbia; — 245 c5a,2by + 15 c3a12by — 915 c3a,2b —

— 855 csa12b; — 535 e3bsas® — 245 csbyas? — 675 csay by — 775 csbyas® —

—  875csbiag® + 115 csbyag® — 695 csbsag® + 47 cgbsag — 173 cby*ay —

— 13¢gby’as — 119 cgbs®ay + csba’ar — 179 csbr®ay — 425 ax’aicy + 1125 ag®arcy +
+ 425 as’ajcy — 425 aage; + 425 arlagsey — 1125 aq2ascy — 275 esbsal® —

— 1175 ay°cy — 375 as°cy + 375 an’cy — 375 coar® + 1175 crar® + 375 cua1?),
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vz = —ﬁ(—454552 Cob1bzar + 209304 coas®bsbaar + 160344 cgas’bybaa; —
— 102408 cgbsar *byas — 126888 cgbyaibaas — 96536 coasaq by bs +
+ 1192550 az®coar® — 189020 cobs’aqas® — 438232 cgbsai®by + 156536 cobsaq>by +
4+ 172856 cgbia;*by + 173060 csa1®bsas + 190060 csa;*brag + 219980 czai*bray +
+ 43780 cga1?bs*ay + 190060 csaz’bsa; — 83300 ag’csbyar + 173060 c5an®bia; —
— 2399550 c5byas’ar? — 2629050 csbyasar® + 191250 csbyas®ar® —
— 2027250 csbsas’ay® — 1144950 csbsasar® — 123420 csbsai®ag — 86700 csbaar®ay —
— 232900 c3boaray — 265484 cga1%bi2as — 6812 cgby’ar2as — 224108 csby2aras® —
— 53992 cgbybgas® — 129176 cbybsas® — 120020 ag’csbga; — 45832 cgbobias® +
+ 216580 c3byaas® — 249900 csboaras® — 1884 cgbo’aras? — 716550 csbyasar® —
— 1192550 as’crai® — 3404250 cqas®ar® — 366775 csbaas® — 792455 csbgas® —
— 1134835 csbyag® — 1276105 c3byas® + 178925 csboas® — 1030285 csbsan® +
+ 80228 cgbs’as® — 269292 coby%as® — 23132 coby’as® 4+ 1658775 as arcy +
+ 639625 as*a;cy — 639625 coantar + 3404250 a1®axc; + 1192550 a1®ax®cy —
— 1192550 a;as’cy + 639625 ai*ascy — 1658775 a1 ascy — 639625 ay*age; —
— 1335945 a;*esby — 993565 aqcsbs — 297004 cgbi*ar® + 6276 cobo’ay® —
— 1268115 a; csby + 8925 ai*csby — 366775 ay csby — 132444 cgbs?ay® —
— 369495 ay*csbs — 552925 ay°cy + 1745475 a1°cq + 552925 a1°cy — 1745475 as’cy —
— 552925 ay’c; + 552925 ay’cy)

vy = ! (—2093969475 a,*ay*cy — 263691675 cyaz’a; — 756168075 ay*ay’c; —

707200
— 721261125 a5’ ai2e; — 2128876425 ay’ ey — 686354175 a1%ascy —

— 263691675 a1%aqc; + 263691675 a1%asco — 47932629 cobs’ay® +

4+ 2128876425 a1’ as’c; + 263691675 ax’aicy + 686354175 ax’cra; —

— 470978625 c5byas® — 530980125 c5byas® + 73165365 csbaas® — 425947665 c5bsas’ +
+ 32169105 cgbs’as® — 151405995 c5boas® — 327797145 c3bsas® —

— 105606715 cgby2as”® — 9374475 cgboas® + 756168075 ai*as®cy —

— 151405995 a;1%csby — 160230525 ay5cs3bs + 2959251 cgby®ar® + 5075265 a1®csbs +

4+ 721261125 as’ar?cy + 756168075 asai®cy + 2093969475 as*ai®c; —

— 756168075 asta;®ce — 410977125 a;%csbs + 721261125 a1°as’cy—
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Us,1

524098185 a;%c5b; — 554158605 a1%csb; — 721261125 ay°as’cy —

118223889 csbr2ay® + 76450530 csa1°bras + 67937610 ai®csbzas —

209939742 cﬁa23a12bl2 + 153076755 asta;?csby + 84986655 c3byas®ayt —
1517504235 cs5byaz?ar® + 144388140 a1 a3 csbs — 33209670 ay’csbyay +
67937610 as’csbya; + 76450530 ag’csbsa; — 1176101 cgas*boa; —

99629010 as®csboar — 1759699 cobo’ay as — 34880430 a1’ csbras +

87999990 csa1°byas — 91116090 a1’ csbyas — 83549249 cgas*b *ay —

74336565 cgas bs?a; + 86329230 ay’csbia, — 48180210 as’csbgay —
1249572675 csbsag®ar* 4+ 46077578 csas®ay?bs® — 639745275 ay*as®csbs —
1464384675 ay* csar*by — 445705065 asai?csby — 98031180 ag®csbsa;® +
174329220 c3byai®as® — 1624631775 as*csar*b; — 807311895 as*cza, by —
445705065 c5bgay *as® — 1264543215 c5a5*bsar® — 190745100 c3byay®as® —
10255478 cgasa;°by* — 68090100 ag®csbaar® — 52047958 cgas bby —

17808310 cgas°byby — 21943662 can’babs — 168787546 cbyay°bs +

67811718 cgbyai by + 60196942 cgbgay°by — 1647810255 aq as’csby +
144388140 csas®byar® + 14787169 cgay *aghs”® + 847878 ar®as’cgby® —
103454331 cgar*azb® — 200837866 cgas’arby® — 121333922 cgaz’ay®bs® —
49850970 a1°csbgas — 721261125 ay'cy + 228784725 ay’cy — 228784725 a5 ¢ —
228784725 a1 ¢y + 721261125 a1 ¢q + 228784725 a1 ¢y — 36818406 cgbzaq *bras —
43276974 cgbsa;*baas — 347716340 cgas’ay®bibs — 177058250 cgas*bsbrar +
61470630 cgas*babra; + 86072350 cgas*bybsar + 131039740 cgbyar®as®by —
57553574 cgbyay *asby + 144511900 cebsar>as®by — 87108972 cgasa?bsby —
67091180 cgaz>a;*bobs — 73491340 cgaz®ar*baby )

—m (a2® + a1?) (—3478334099825 a1 *az’cy — 434754940425 coa5°a; —
1249957275775 a1*as’c; — 1195649730275 as’a;®c; — 3532641645325 as’ay?cy —
1141342184775 a,%ascy — 434754940425 a,%aqc; + 434754940425 a,%aqcy —
73353784465 cgbs’ar® + 3532641645325 a1 axcq + 434754940425 ax5a ¢y +
1141342184775 as®cra; — 786807661965 csbyas® — 890150141595 c5byas’® +

118698272355 c3bsas® — 706807410075 csbsas® + 50007615905 cbs2as®—
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— 250270536165 c5boas® — 544325105025 csbsas® — 163518810299 csbi*as® —

— 14603276675 cgboas® + 1249957275775 a1 ag®cy — 250270536165 a1®csby —

— 284423575605 a1%c3bs + 4727211047 cgby®ar® + 12873991455 a1%c3by +

+ 1195649730275 ax’ai%cy + 1249957275775 axtai®cy + 3478334099825 axta ®cy —
— 1249957275775 as*ai®cy — 683465182335 a1%csbs + 1195649730275 a1’ ax’cy —

— 869289715125 a,5¢5by — 925947739275 a,%csby — 1195649730275 ayas’cy —

— 183523846493 cgbi%a,® + 118918438080 c5a,°bray + 105185493660 a1’ csbsas —

— 325266312494 cgaz’ai’b? + 252950793225 astai*csby +

+ 147126512325 c3boas®ar® — 2522706835155 csbyas’ar® +

+ 224103931740 a13as®csbs — 51572011920 as’csbya; + 105185493660 as’csbiar +
4+ 118918438080 ay’csbsa; — 1966719729 cgas’by’ar — 154716035760 ay’csboar —

— 2569899579 ceby’ar ay — 54252268980 a1 °csboay 4+ 136734322140 c3a,°byag —

— 140983091340 a,°csboas — 128371004173 cgas b ?ay — 115118765233 cgas’bs®ay +
+ 134054065080 as’csbya, — 74914239660 as’csbsa; — 2076418031805 csbsas’ay* +
+ 70553885018 cgas®ai’bs® — 1099439311815 ay*as’csbs —

— 2440224781995 as*csa,2by — 737078664075 ax*ai®csby —

— 152508736380 aycsbsa,® + 270788387220 csbyar®ay® —

— 2719980966885 ay*csarb; — 1359340841235 as*caq%bs —

— 737078664075 csbyay *as? — 2099760259545 csay*bsa,® —

— 295699127100 c3boai®as® — 15361534006 cgas®ar by —

— 105824280900 as®csboar® — 80976484134 cgas’bsby — 27508609854 cgasboby —

— 34202540630 cgas’babs — 260514875218 cgbyar’bs + 104971737926 csbya, by +

+ 92938360830 cgbsa;’by — 2755778564565 a1 as’csby + 224103931740 csas’byar® +
+ 22357911361 cga1 ashs® + 876752942 a13as?cebo® — 159935859947 caq *aqsb? —

— 310011112290 cgasar®by? — 186588811322 cgas’ar®bs® — 77594496720 a1’ csbzas —
— 1195649730275 ay"cy + 380447394925 ay”cy — 380447394925 ay"c; —

— 380447394925 a," ¢y 4+ 1195649730275 a, " ¢; + 380447394925 a, ¢y —

— 56909729942 cgbsay *biay — 67389852246 cgbsai *baay —

— 538185088740 cgasay®bibs — 273902736770 cgas*bsbial+
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+ 94709668934 cgas bobia; + 134433084718 cgas*bybsa; +
203304691356 cgbya;>as’by — 91239121326 cbyag *agbs +
223748161052 cgbsa;®as’by — 134262929580 cas>ay 2bsby —

— 105359869628 cgag’ar*bobs — 114980254428 cgas’ai®baby ),
1 2 2\ 2 4 3 6
Vot = goomross (a2® + a1®)” (—423570241328325 a1 *as’cy — 52548490657325 craz’ay
— 151474700148525 a1 as®c; — 145303928325075 as’ai’c; — - - -
1 2 2\3 7
= —— 462643195354 —
(I 16746496000(a1 + a3)°(462643195354357875a; ¢;

— 166523840316601625a8azc; + 1369465423265350125a7a5¢; — - - -

1 2 2\4 7
= 1920871660446110659625a]¢; —
Us,1 Srga1ac7a000 @ T 3)!(1920871660446110659625a; e,

 688647034952413184375a5asc, + 5690080259132767532125a%a%e; — - - -
1 2 2\5 7
S 24394684342835376301665375a7 c; —
o1 277388959744000 1 T %2)"( hicr
— 8716340141459297401140125a%asc; + - - -
1 2 2\6 7
_ 455362 4439652 2 —
Vio. s (0] + a3)° (455362879697844306526063037625a
— 162239561715243494841919298375aaser + - - -
_ ]' 2 2\7
Uil = georeiRss8297088000 M T %)
2417242159364919334602633524618625alc; — - - -

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema
0.0l

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, vy,1,V21,V31,0V41,Vs51 € Vg1 do sistema ([5.11) com a condi¢ao az = 0 e devido ao
tamanho excessivo dos coeficientes focais v7 .1, vs 1, V9.1, V10,1 € v11,1 Vamos omitir boa parte

das suas expressoes.

1° Caso O sistema ({5.11)) com a condi¢ao a3z = 0.

1
vy = _Z(cwl — 3cqas — caa1 + 3c1a; + caas — cras),

1
V21 = 4—0(—8C3bga1 — 1863()1@1 + 66564@2 — 4803()1@2 + 10051)2&1 + 4C5b3(11 - 203()2@2 —

— 1203[)4@2 + 2Oc3b2a1 + 24c5b4a1 — 4c5b2a2 — 1OC5b3CL2 — 36C5b1a2 — 6c5b1a1 +
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V31

V4,1

+ o+ o+ 4+ o+

42¢3bga1 — 10c3bsas — 225c4afa2 + 85@%02@ — 8501a2a% + 225cla§a1 + 85c4a§a1
85@3026“ — 75@301 — 235@304 + 75@302 — 75a:{’02 + 235@?01 + 75a§c4)

—@( 3490950a5c, + 1105850a5¢, — 2385100a3a’c; — 567460a5csby +
1279250c4a5a1 — 164900c3a3bs 4+ 171700csbya3 — 7077csbiay — 68340csa3by —
3317550aqa;cy + 7645csb3as — 736780c3asb + 105060csasby, — 304980c3bias —
205020c3a3by + 10478csbsbyar + 5097cgbray + 3490950a°c; + 1105850a%cy +
5474cbybiay + 404940a3csbsar — 18462002 csbyas — 117980csbsal + 3774cgbobsasy
24820c3a5by — 1122¢6byb1ag + 43860a2csbyay + 398140csbya’ + 704820c3a3bsa; —
168300a3csbs + 21519cgb?a; + 88740a3csbsay + 317900c3boa® — 105060c5b, a3 +
68340csbsa® + 2987cgbaas + 91149¢sb?ay — 1279250azaic; + 575620c3bsa7 —
43860@205171@1 + 1279250&162(12 - 6808500(12@104 147900a2a%c5b3 +
2385100a3ajcy + 3lcgbiay + 2105¢sbsa; + 2385100c4a5 a3 — 2385100c,a3 a3 +
49446¢cbsbiag — 32742c6b1byar — 151980csa3bsa; — 1105850a°cy +
270300c3a3bya; + 9730csbsbia; — 32742¢gbsbsar + 137700a3csboar —
88740a7csbyay + 2730csbsboay — 76500a3csbsay + 54T4cbybsag — T0074ceb byay —
743580c3a2a3b; — 615060asaicsby — 14042c6bsboa; — 1105850a5c; —
1279250a3c5a1 + 3317550c1a5a1 + 6808500a3a3c; — 72420a7 csbyas—,

24378003 a%bl aq )

=730 (—228784725a] cy + 228784725a5cy + 228784725a ¢, — 228784725a5¢; —
721261125a5¢, + 721261125a] ¢, — 263691675aScoa; — 686354175a8c4ay —
93784cga’tbs + 185170csasbs — 41112630c3ajby + 34462740a]csby +
212887642505 cia3 + 721261125a5a2 ¢y — 756168075a5a e, + 721261125¢4a%a’
1656306csa>b; + 263691675a0asco — 721261125a5a7c; — 22760790a’ c3bs —
1793106¢cgb3as — 33627360a5¢5b3 — 2093969475a5a s + 5359716csa bt +
21202740c5a5b4 — 263691675a%ciay — 21202740a]csby + 263691675a5¢cqa, +
756168075a2a102 + 1935854406172 + 756168075c4a2a1 + 686354175@201a1 +
2093969475¢1ajas + 79129050acsby — 111616050a5¢sb; — 6102252003 c3by +
1371747005 csbs — 4521660c3a5b, + 1892940cgb3a3 — 62316¢5ababsas +

2844192csasbsbza’ + 4714164cgazb,b1a7 + 9808584 csbsbiazay +
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Us1

1770132cgbsbaatas + 4037592¢5asbob1a? — 2800200csbobsaza; —
5173740csbobrasay + 824568c6bsbiaza; + 2604684cbsbraza; —

8700900cgbsbsaza; — 16422120c5a3bsbrar + 11343364c5a3bsb, —
27010620a3a3csby + 31797480a3a3 csbs — T751640c6a3baby — 6575920ca3babs +
1435356¢6bsbsay — 208728¢cgbybyas + T54344cebsboal + 1037556¢6bobias +
847496¢6bobsai — T4466csa3b3a1 + 1456362ca5b1a, + 563652csa3baa; -+
1053648cgasbia; — 6576960a5¢sbia; + 18849090a5csbsa; — 46051980as¢3bia; —
31233930a3csbsa; + 2067732csa3bsby + 26122200aicsbaay 4+ 51084150c5a5boa, +
140781420c3a5b4a1 + 80972190a5¢5bsa1 — 15344940c6a3bsby + 565920c6a7byby —
369216¢csaibras + 283020csaibias — 145336230a7csbias — 11801400a]csbsay —
123298110a] csbyay — 28442700a] csbzay + 21461814csatbias + 1147650ca3bias —
16336320a}csbyas — 35795370a]csbyay — 18849090a]csbaay + 6576960a]csbyias —
54180360czazaibs + 160286880a5a3csb,y + 114433800c3a3a3by +
249539940c3a2a’by + 60399300a3a3csby — 62255700a3a2csbs —
2347285200503 csb; — 290208360a3a3csby — 43824300a3a7csbs —
20672340c3a3bya] — 77093640c3a3b,a5 — 31797480a5a% csby +

27010620a3a?csby — 3070860csabybs — 106888860c3b a’as —

2128876425a5a3cy — 13717470c5a5b, — 144103050c3a3b; — 32791980c3a5b5 —
721261125a5a3c, — 756168075a5a3 ¢y + 62580570a5 c3by + 109527600a5 c3by +
713450c6b3as)

—m( 3159617331004 csbaas + 315961733100a3a3 csbs —
567720639cgasbia; — 233346231300a]czasby + 296563599540a5a2csby +
282803671020a5a;csbs — 699131046900a; csazby + 38877219420aSazcsby —
877719998csa’bia3 — 532241747700a3a; c3bs + 5813374090csasa’bs —
195110252220a5¢sbsa; + 118486201860aScsbsa; — 203428223700a5a3csby —
733800218580a5c3a3by + 12687655278csalb by — 103633171980aS ascsby —
2697249683700c3b1ajas + 6172451518csasbyby + 255956109702¢sasbial

3653881015cgasbaa; + 503264749260a5csbsa; + 534449537700a5a3 c5by—
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38877219420a5¢sbia; — 296563599540a2a°csby — 477641629140a2a8csbs +
18105850790csasasb; — 1040394544020a3a]csb; — 1255559406¢6b4byas +

9382991838cgbsbsal + 2418469587300aka c3by + 1022822498100aa c3by —

282803671020a5a2csby + 18498062014cga’bsbyas — 28965573210¢6bsbatar —

95688391380csa3bsbsa’ — 36533606860cgazasbybs — 199962737100csaasb by +

18554703620cgasasboby + 3094272782¢sbsbiasar + 59357768346¢5a1bsbiay —

57073135290¢sbsbsagza; + 16844349090c6bsbaasa; — 16780833110csazbabszay +
17689460388 csasa’bybs + 13101456 7572cga3a2bsby + 17317079964csa’bsbia2 +
33974792828csasa’byby + 2833565772c5a5a2byby — 103826985750c¢a5b1byay +
36828867378cga;bibsay — 78392247060csazasbiby + 35900649636 csasa’biby +
30545303454cga biasbs + 12073835634csa:bsasbs — 1081773834csaibsbras +

29969332668csbybzasas — 11431321878cgasalb; — 118486201860aSascsby —

1739019761700a5coa; + 4565368739100a5c1a; + 6304388500800a! ca? +
28043902980600c, a5a’ + 6738848864800a5c,a® — 140510133660a’ c3bs —
379292925180a c3b; + 85328139780a] csbs — 132012595260a] csby +
491124847980a csby + 214328818860a csby + 625853703csa’bs —
13756071753 csa’lb] + 18478705138400a5c,a? — 750233647csa’bs +
34529364033csasb? + 18913165502400a c1a3 4 1739019761700afascy —
6304388500800a] a3cy — 28043902980600a5a]cs + 387790463580a] c3by +
6751112729400 csby + 1217759937 1csb2as — 208968304740a4cs5bs +
132012595260alcsbs — 85328139780ascsby — 4565368739100a%ascy —
1739019761700a8asc; — 9782428024200a5a° ¢y + 6304388500800a5a’cy —
9782428024200a3a]c; — 6304388500800a5a%c; — 18913165502400a3atc, —
6738848864800a%a3c; — 18478705138400a8a5cy — 6738848864800a5coas +
11960254274 7cgb?al 4 9782428024200a5a] ¢, + 6738848864800aSascy —
11610264435¢6b3a5 — 691671660420a3c5b; — 27590996940c3a5by —
255652760220c3a5bs — 203607790620c3a5bs — 892218472860c5a4b, +
4538718269csbas + 9782428024200c,a°al + 1739019761700a5csa; —

4782598921100ayc, — 1521789579700a] ¢, + 4782598921100a]c; +
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1521789579700a ¢, + 1521789579700a3c, — 1521789579700ajc, +
6380388519cgasbia; — 70186625340a8 csbsay + 314346612060aScsbya; +
874848562380a5c3bsa; — 796225299¢c5a1bjas — 899346200220aS c3biay —
—  95483422998csa’byby + 829885954 c5albyby — 2223413793900a3a]csby +
+  1164826205¢catbaas — 49213663962csa°byby — 19100445398c6a’babs —
—  40132922682csa5bybs + 136030727451 cgaibiay — 157304056260a5c3atby +
37315260642cga3a°b] — 9023727762csa3asb; + 5047310670csaza’bs -+
6470750155¢c5a1b3as — 766626621540a8csbyay + 71437139994 csasbsby +
5288283090csbybsal — 561252108300a5a] csbs + 203428223700a3a}csby +
160815914220aS5¢sbya; — 2690121956340a5c3a7b, — 944421422100c3b1a’ay +
587962442340a3a]csby + 5000337078csasbyby + 4761282801 casbiar +
1096266349620a’ c3azbs — 220983588540a8 agcsby + 1487025554820a3a] csby —
— 283319803260a5¢3b1a; — 594834066060a5a3csbs + 2218732297860a5 c3a3by —
—  2148458832780a5a2csby + 1499165456100a5acsby — 337642230900c3a3a1bs —

— 175386346980a%csbsay — 471063396180a5c3a2bs),
1
209331200
22795546555080 a1 c5baas? — 11077106989260 as’aqcsby +

(—40342982975880 a; " csbias? — 17569914666720 a;” csbsas® +

Ve,1

+ o+

248974435314 cgas*a;’by? + 12182201555160 as’ay2csby —

—  20660684601440 ay5csa,3by — 696280410738 cga°by’as® +

+ 1118299819590 cgasai®b? + 10547851385214 cgaz’ar by > —

—  40712945780520 as’a1*c3bs — 9551336845960 a1®cgas®by —

— 124218983717400 as’a;*csby — 32855687577180 as’ay*csbs +
1987533531162 cga1’by2as? + 846036131070 cgas’ar’bs® +
2010396766980 cgas bsby — 1121741057190 ax®csa1by —

— 34917212470920 asa;®csb; — 23043154128540 as’aq esbs —

— 38611705194 cgas’ai®bs® 4 289097847090 coas’by’ar® —

— 112906025694 cgag*bs?ar® + 11031487126362 coaz®ar by —

— 45126844662 cgas’a,’bs® — 56422668339180 as*a,’csb; —

—  28695427697040 asa;’c3bs — 80708444197680 ay” cxay2by—
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_I_

+ o+ o+ o+

22840503046920 as” c5a12bs — 1121455131816 cgay bsby —

101844347910240 ay” c3a1%by; — 19188461215560 as’ csar2bs +

14236390698660 ay°a1*csby — 5248110134280 ay”ai*csby —

28111091427120 ay” a1 2c3bs — 16506039578 cgas®bs®ar +

4575399219690 ay®csbyay + 14297788357320 as®csbya; +

189253888662 cga1*boas® — 10446530274960 as” c5aq2by +

24855596890410 as®csbya; — 8062320927570 as®csbia; —

5540278269240 as®csbsa; + 679682912250 coay *bs’as® +

93591520626760 as®a;®csby + 60276954037560 ag*ay®csby +

8945941039620 as®csboa; + 5666834180 cay "byby — 6278448930780 agay®caby —
1387652309064 cga; byby — 2679484187736 cgay byby — 4985114019210 a®csbsay —
488460275632550 as” a1 c; + 52548490657325 a; Y ascy — 52548490657325 a; Cagsc, —
500801819279450 as5a,5cy — 488460275632550 as a; ¢y +

500801819279450 as®a;°cy + 256571681463175 as®a;>cy +

256571681463175 ay*a;®cy + 500801819279450 ay’a;bcy +

11020181658980 a1’ c3by — 3749917822950 a;’csby — 139133156501625 a1 ascy —
720348869801925 a5’y %cy — 329020032630 coas by” + 128032854314 cgas by +
344531729830 cgas"bs® + 3350898763206 coas” b1 ? + 3749917822950 ay”csby +
238059365992825 a;ay?cy + 720348869801925 ay’a,’c; — 406630354002 ca, "by” +
488460275632550 azta;"cs — 3994893301880 a1°csbs + 238059365992825 as’ar’cy +
13952319919720 a2 c5by + 977240837034 cgar by + 1428356195956950 as*ay ¢ —
7262562001500 as”csby — 52548490657325 as™’cra; + 139133156501625 ascia; +
52548490657325 as'Vcya; — 785363317570 ag’csby — 5936810845290 as”csbs —
19658550894580 ay”csb; — 10775206180050 a,”c3b; — 238059365992825 as’ay?c; —
500801819279450 as’a:%cy 4+ 13794298526 coa1 by? + 488460275632550 as”ar*cy +
1416014652310050 as®a;°c; + 701836554331575 as®ay®c; —

701836554331575 axa,®cy — 1428356195956950 ay”ar ey —

1416014652310050 az°a,%cy — 256571681463175 asbcrar® +

19214022926410 a;°c3bs + 6088367942410 a;°csby — 256571681463175 asa,®ci—
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—  25364781869440 as’csby — 22166461286 cga; by — 2424166666740 as’csbs +

+ 2424166666740 a,’csbs — 5785253748170 as’csbs — 238059365992825 a1 as’cy —

— 13466632242 cga,5b4%ay — 634535870670 cgas’bs’ar? +

4+ 177598748802 ca%bs’ay + 12324843432720 as®esar by —

—  21777748005780 a1®csasb; — 20937109394760 as®a,®csbs +

+ 107152407702 cgas°by2ay + 148423850424 cgas babs +

4+ 177580901218 cga,bs*ay + 28786505678 cgar®ba’ay —

— 2021992941930 a18c3bgas — 3363323245620 a18csbaas — 2936976673410 azasesby +
+ 354580918732 cgay "bgby + 1121741057190 a,8csbyas + 3833936894562 coa°bi2as +
+  10446530274960 a, csbsas® — 12182201555160 a1 csbyas® +

+  56199704608320 a;” csbyas® + 142545162684 cgas byby — 35017185192 cgas byby —
—  153155059543200 ay°a;*csby + 19769609109640 as®ar3csbs +

4+ 38047297748720 as®ayc3by + 131830273508700 as*ay’csby +

4+ 42195778987440 as’a, " c3by + 82308372698760 as’a;” csby —

— 12324843432720 as®a,5c5by — 16983883795320 as’ar*csby —

—  14236390698660 as*a;°csby + 16983883795320 asa;®csbs —

— 6925848023640 as’ai®csby + 3363323245620 as®csbsa; +

+  56890641483520 ay’a;3csby — 11661939603080 a1®csbsas® +

+ 6925848023640 a%csas’by — 84946838420080 as*a;®csby —

— 102236202833440 a,%c3bias® + 266547362744 cgas bsby —

— 319580080074 cgaq *bs*as® — 535953542456 cgaq "bsby +

+ 84840237814800 ay*a,’csby — 25560709331040 a,8csbias —

—  26142865285680 a;°c3ay®by + 31901388502620 ay a1’ csby +

+ 160203132606 cga;°by’as® + 171260920568 cgas baby +

+ 103420318994 ca%by%ay 4+ 145303928325075 a1 ey + 46377718833875 axtle, —

— 145303928325075 ay''cy — 46377718833875 axt ¢ + 46377718833875 a1 ey —

—  46377718833875 a1 ¢y + 993643060956 coas* ar>byby 4+ 1136088474432 caz’ar’byby +
+ 1130614700352 cgas’bsbsar® — 3808597277328 coas’arbsby +

+ 851427214008 cgas’a;*bybs — 34037784492 cqaq%boasby+
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+ 1024352449776 cgas’ a1 2byby — 8307295253424 coaq°bybias® —
— 465902559776 cgas’bsbya; + 896006682704 cgaq®byasbs +
+ 520334688080 06a16b3a2b4 — 3575125294128 06a15bgb1(122 +

209836081260 cas’bya;®by — 4308615386472 cgas*ai®bsby —

+

8553076910424 cgaq*biaiby + 5683870159188 cgas’aq?bibs +

477421278140 cgas®biboar + 653808355536 cgas’ar 2bybs +
520179181476 cga,"byas®by — 791351734752 cas’bibyar +
344333273376 cga1°bsbaas — 1493210134392 cgas bza by +
558058634580 cgas*bia*bs — 2977629500232 cgas*baar by +
34448353668 cgas>ay*byby + 1382692590168 csas’ar*bsby +
1081759438848 cgaqa,®byby — 1562065897488 cgar*byasby +

5326863532284 csas a1 *bsby + 1654585359660 ca;®byazbs +

+ 4+ + + + + o+ o+

2142838509336 caq *bsbias® + 840949629708 cga;’bibsas® —

2924070625152 cgas°bibya; — 1622668460544 cgas®bsbya; +

+ 73399359124 Cﬁagﬁbgblal + 1859124801048 cﬁa23a14blb2),

1 2 2 11
= —— 1 2781417431 —
V7.1 6698598400(a1 + a2)(185057278141743150al ¢,
—  66609536126640650a1%asc; + 917900725589626350ala3¢; — - - -,
1 2 2\2 11
= 1920871660446110659625 -
vaL T373a12673000 1+ %2) hra
—  688647034952413184375a1°azc; + 9531823580024988851375a a5c; — -« -
1 2 2\3 11
= — 97578737371341505206661500 —
Yol T109555838076000 1+ 42)"( ra
—  34865360565837189604560500a1ascy + - - -,
Vig1 = ! (a2 4 a3)*(455362879697844396526063037625a1 c; —
’ 67682906177536000 " ' 2 !

—  162239561715243494841919298375a ascy + - - -,
_ 1 2 2\5
ULl = TEmo3134233188350000 4 T )

9668968637459677338410534098474500a1 c; — - -




Apéndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em € 150

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

5.4

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

em €, vy, V21,U31,041,051 € Vg1 do sistema (5.12) com a condigdo az = 0 e devido ao

tamanho excessivo dos coeficientes focais v71, Vs 1, V91, V10,1, V11,1, V12,1 € V13,1 Vamos omitir

boa parte das suas expressoes.

V11

V2,1

V31

V41

+ o+ 4+ 4 +

1° Caso O sistema ([5.12)) com a condigao az = 0.

—Z(—Cgal — 304(12 — C1Q9 + Caa2 + 3cla1 + C46L1)

%(—0364 + 3 ¢sby + 3csby — 225 asay’cy + 85 asailcy — 85 asai ey — 85 ax’aycs +
225 as’aicy + 85 as®arcy + 17 csby + 5esbs + 13 csbs — csby — 75 a1°cy +

75 as ¢y + 21 esby — T5as®c; — 235 az3cy + 9 esbs + 235 a1%ct + THa’ey +

5 c3b3)

—%(—20535 as’cq + 260 csbyaias — 60 csbsaias + 220 asaicsby + 460 csagashy +
340 cgaiazbs — 420 c3ajasby + 220 csaqasbs — 180 csaiasby + 20 csaiasbs —

180 csayagbs + 290 csbsai® 4 6505 as’cy — 6505 as’c; — 6505 aicy +

20535 a;°cy 4+ 6505 a1°cy + 19515 ax*crar + 14030 cpai®as® + 254 a1 csby +

254 ay?csby 4+ 314 as2esby + 7525 astcga; + 40050 ar3cias® + 314 aqcsby —

40050 azai’cy — 14030 az’ai’c; — 14030 cpa13as? — 7525 as*crar +

14030 a1 2coas® — 7525 asay ey — 19515 agar*cs + 2 cza1?by + 7525 azar*cy +

882 c3bsag® + 1294 csbsas® — 158 csbyas® + 1086 ag’csby + 410 as®csbs +

1958 c3a,2by + 22 c3a,2bs + 1218 as?esby + 390 ag®csbs 4+ 1706 csa,2b; +

430 c5a1%b3 + 954 c5a1%bs + 22 c3a,°by — 138 az’czbs)

(—5864235 csbyas® + 37393 cobs>as + 36362235 ay’csby +

707200
13254475 as esbs + 33082595 astesby + 44013255 csbsas? — 263691675 asa,®cy —

686354175 a1%ascy + 721261125 as’aq%cy — 2128876425 as’aq’cy —
721261125 as’aq?c; — 756168075 as®ar ey — 384281 cgbi’ay + 24127 cgby’aq +

12480975 as*c3bs + 686354175 ax’cia; — 263691675 asbegay +



Apéndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em € 151

+ 263691675 as’ciar — 2093969475 asar*cs + 756168075 as®ar ey +
+ 10830105 as*csbs + 8288605 astcsby — 4869735 as*csby — 28907 ceby’as —
—  ATAT1 cgby*ag + 756168075 astar3cy + 2093969475 astar3ey —
— 756168075 astar3cy + 721261125 as®ar®cq + 2128876425 as’ai’cy —
— 721261125 as?a;’cy — 57195 cgbs’ag — 1325735 cgbi?as + 1450865 cza, by +
+ 898365 cga;1by + 8288605 csa1*by + 10830105 c5ay by + 263691675 a1%ascy —
— 31565 cgbs”a; — 89025 cgbsay + 9099 cgby’ar + 29904615 csbsas® +
29802955 csa1*bs + 14027975 csa1*bs + 58121895 c5a1*by — 2869685 cza1*bs +
8480875 c3a1 by + 228784725 ay”cy — 721261125 ay" ¢y — 713754 cgbsbiar +
303654 csbabsar + 340782 cebybsar + 340782 cgbabiay + 18278910 csboas’ar® +
27945450 csbzas®ar? — 3838770 c3byas®ar® — 29614 cgbsbyay — 43758 cgbsboay —
— 73814 cgbsbyas — 73814 cgbibyas + 9083100 cza;®asbs — 17702100 c3ai®agb, +
+ 119782 cgbobsay + 119782 cgbabsay + 26886 cobobaar + 9215700 czas biay —
— 708438 cgbsbyas — 125174 cgbsbsas + 101962770 as®csbial® +
+ 22508850 ag’csbsay® — 43758 cgbibyas — 530046 cgbibsas — 68598 cgbobyas —
— 228784725 a7 ¢y — 228784725 a1 co + 721261125 a1 ¢1 + 228784725 a4 "¢y —
— 7757100 a;3csbyas + 73772010 csbsasar® 4 8862100 aga,>csby +
+ 18365100 c3a13asbs + 11735100 csa13asby + 10099700 csas3boay —
— 231242 cgbsbiay + 1082900 csai’azbs — 6077500 csai®agbs + 11072100 csbyar®ay —
— 1878500 c3bsai®ay + 9348300 czasbsa; — 2762500 c3bsaias® +
+ 17657900 c3a1a9°by + 14121900 csa1a9°by — 16199300 csaqas’b; —
— 6077500 csaras®by — 7757100 csa;as®bs + 1082900 csa;as’bs +
+ 23808330 c3a1%bsas?® — 5164770 csa,2byas® + 303654 cgbybiay —
— 172898 cgbsbsa; + 18278910 ay?csbyas? + 89922690 cs5biaz?ar® —
— 29614 cgbsbyay + 65467935 czay by ),
Vs = —m(434754940425 axdaycy — 2445607006050 az’a;e; +
4+ 434754940425 a,%caay + 101401586910 a1°csby + 12853099220 a,°csbs +
4+ 112018765 cga1®bs> — 1576097125200 ay’ay?c; — 4728291375600 as’ay?cy —

— 43942895 cqa1b3? 4+ 1576097125200 ay” coaq? — 4619676284600 as’aibcy —
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— 105808165 cgbs’as® — 2096120305 cgby2as® + 46447976640 c3bsas’ +
+ 12782449940 asbcsby — 7587765380 asbesby — 61224497 caby’as® —

— 87644421 cgbyas® + 19191337230 asbesbs — 434754940425 a18crag —

1141342184775 a,8caay + 16878063930 a’csby + 4619676284600 ax’ciar® +
27583581 cga1®by” — 9254973910 c3byas’® + 2445607006050 as’ar*cy +
2445607006050 as*a;’cy — 1684712216200 as’a;®cy + 68394799330 csbsas® +
50526909550 as®csby + 20405539960 as’csbs + 55447419300 as®esby +
78160423 cgbs>as® — 1576097125200 a1 as’cy + 12782449940 a,%csby +
90341622020 a,°csb; + 45606399800 a1 °csbs — 4871447750 a,%csbs +
1684712216200 a1%as3cy — 780059819 cgar3b1? + 52670913 cgar®bs® +

21619742690 a1%¢c5b5 + 1631883890 a1%c3by + 2393080820 a;®csby +

+ + + + o+ + o+ o+

16878063930 a;%csby — 7010975745150 as’aq*cs + 7010975745150 as*ar’cy —

2445607006050 as*a;®cy + 1684712216200 as’a;c, — 1684712216200 ax’aq®cs +

4728291375600 a; " as’c; + 1576097125200 a1 as’cy + 1141342184775 as®ay ¢y +
44803418400 as*csa1%by — 54899194 coas>bsby + 380447394925 a,”cy +

+ 380447394925 ay”cy — 380447394925 ay’c; — 1195649730275 ay’cy —

— 380447394925 a,%c, + 1195649730275 a,%c; — 14934472800 csbsas*ay? +
40808545050 c5baas*ar? + 44803418400 csa, *byas? — 3258943350 cza, *byas® +
228605615550 as?ai*csby — 2736596590 a1’ csbsas — 32196073 cgbs>ar*ay —

— 2639692929 csbi2a1%ay + 188818377800 csaiaz*hy + 15073072950 cas°bsay +
37872689 ceba’aras® + 65017780100 as?ar*csbs + 33716224100 as>ar3csby +
28886887900 as®ay®csby + 56878394300 as®ay®csby + 40395197700 ag®ay®csby +
17859303930 csa,°boay — 15957824350 c3ai’baas” + 1852989970 csa1as’by —

— 12558645450 csaqa°bs 4+ 14058143710 a,°csbyas — 12558645450 ay°csbias —

— 9189067290 a;°csbsas + 14492833030 a;csbsas — 28474358250 a1 °csbias —

— 7312691100 csbsai®as® — 53877435300 c3ai®as®by — 1375313098 cgbsbyas® —

— 255996034 cgbsbgas® — 68414258 cgbibyas® — 910303146 cgbybsas® +

+ 9673805 cgaz®by’a; — 1135896286 cgar>bsby + 17865845530 cza1°byay —

— 411836358 cgarbsby — 307135291 cgas®arby® — 55217535 cgas’aibs® +
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+ 258591083400 a1 *csas%by 4 30306415100 a1 *csasbs + 36709314 cgayas’baby +
189456946 cgas>a1bsby + 734641586 cgas’arbsby — 293071746 cgbsar*bias +
321440682 cgayas*byby — 434754940425 ax®arcy — 84210298 coas®bsby —

— 154408474 cga’bsby + 81525098850 as* a1 ?csbs — 9189067290 ay”csarb; —

— 136083178 cgag®byby — 31754293 cgay*by’ag + 14801269470 csas°bya; +

+ 212536175150 as*csbiar® — 79680245 cgar 2bs*as + 7175775 coar by’ ay —

— 104788514 cgag>biby + 1852989970 a,°csbsas + 29086161390 csa1’boay +

+ 574921466 cga,°byby — 181376382 cga1°bsbs + 679463338 cgai®by by +

3605239300 ay>a;>csbs + 159466627450 as’a;*csbs — 162425923 ceas’bs’a; —

+

— 4548619790 as’csbsa; + 29593380700 czai®as®bs — 25430551770 ag’csbyar +
69417314 cga,®baby + 182282501700 as* csa,2bs + 63776102650 as*csaq®bs +
216664378 cga,*bsby + 203600418 cga,*bsby + 489822946 cgarbsby +
515981058 cgay*bsby — 49261874 casbsby 4 54365602200 csbsa®as* +
47926623550 c3bsai*as? — 6765649800 cgaq*asby + 40808545050 as®ay csby +

22630092810 c3a1a9°by + 27691492270 c5a1a2°by — 21646972100 csa,>as by +

+ 4+ + + o+ F

15884394890 csas°bya; — 21646972100 ai®csbyas® — 1199080446 cgaz’aibsby —
— 390870738 cgay?bibyag — 11792778 cgbsai*bras — 1034919018 cgai*bsbiag —
— 245683626 cgboay *bsay — 242010858 cgaar 2bsby — 104868138 cgar *bsbyas —
— 121780098 cga’bsboay — 148217698 cgay*bsbsas — 913569802 cgbyar*bsag +
+ 150265066 cgaias’babs + 244194746 cgas®arbyby + 576736242 cgbobsaias® —
— 305675366 cgbgaras’by — 332635934 cgas’arbsbs),
Vg1 = 2093;—1200(500801819279450 as’aycy + 7772224149365 ay®csbs —
— 7373071632 csas”by® — 10141824448 cga5°bo* — 859451312265 as®csby +
+  256571681463175 axbaycy — 1428356195956950 as’artcy +
+  52548490657325 a1 coas + 720348869801925 a1 %cras® —
— 500801819279450 ay°a,%c; + 488460275632550 ay” a1 cy —
— 233363529024 csa2°by 2 + 182282787895 a18¢3by — 488460275632550 agtay "¢y —
—  488460275632550 ay”a1*c; 4 2321842509805 ay®csbs — 103601000832 cgar *azby b

— 209274912736 cgbya;2bsas® + 18578304680 cgas*bibyay —
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— 81214634496 cga1>bsas’by — 40206346616 cgai*byazby —

— 54538060968 cga;*babias + 238059365992825 as’aq’cy +

+  1428356195956950 a; as ey + 6317585864 cga1°bs® 4+ 139133156501625 as'%ciaq +
+  488460275632550 as’a; ¢y — 1416014652310050 as’a;®cs +

4+ 10265544032185 a18csb; — 52548490657325 as''coay + 5772533729625 as®csb, —

— 92767474680 cgai’b1? — 4679432200 cga1°bs?® — 238059365992825 a1 cras® +

4+ 1416014652310050 as®a;’cy + 256571681463175 a;Baycy + 9375778848 cebs’as” +
+ 264827313335 a,°c3by — 272241588544 cgas’bsar by +

+ 10463146016 cgar>bobaas? 4+ 142619624176 cgas>a*bsby —

— 32310022800 cgbsaias’by 4+ 15219495000 coaras*babs —

— 266698662304 cga1®as’bsby + 67175320840 cgas*bsboay +

+ 122161637872 cga1°bsboas® + 98427647472 cgai*byasby —

— 15428800608 cga*bsbsas — 50028553104 cgas®ay?bsby —

—  256571681463175 a1%cia® 4+ 5195400251925 a18csbs — 720348869801925 as’aq’cs —
—  256571681463175 asa;®cy — 238059365992825 ay’ar ey + 1454075311195 ay®csby —
— 490879824175 a1®csbs + 3596759160 cgai’by” — 139133156501625 a;Cascy +

+ 20666448520 cgas*bsbsa; — 39066354480 cas aibsbs + 95934598896 coai®bybyas? —
— 21094221584 cgas2as>bobs — 45404710928 cgas’ay 2byby — 30424011336 cgaq *bobsas —
— 27085609048 cgai*bybsas — 56970058624 cgar>bsas?bs — 112386803872 csar*bibsay —
— 15643486328 cga; bsbyay — 14056457344 cgbyar*boas® — 44085380064 cay 2bsbgas® —
— 19952206224 cga1>bgbias® + 29521815000 cgas bibrar — 43409078928 coboay bsas® —
— 135344963152 cgas bsbra; + 88913531640 coas*bsbyar + 3876153488 cgas*bobyar +
4+ 1774148288 cga1 bobsay — 12698466888 coa bsbyag 4+ 41087314416 coar>bsas’by +
1+ 44912486896 cga1°bsbyas® — 58876277264 cgas>ay?byby + 11696288808750 ay*csas*bs
— 110203227940 a,°c3bsas® — 603638732580 a;®csboas® + 6953833479060 a1 csbgan? +
+ 80372032200 cga1’biby — 3856057327200 a;°csas®by — 2860671771360 ay’ aycsby —
— 6342047496 cgas°bsby + 9783615520 cga1 by as® — 47081228016 cga, "byby —

— 17755893584 cga’bsbs + 27277485036100 ay’ar?csby + 5828502800640 as’a’®csby +

+ 4983949532640 as>a;c3bs — 9301389832800 as’ai®esby +
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N
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+

40972215391380 ay?a;%c3by — 3456661247520 as>ai®esbs — 8537787920 cgaq *bsay +

8398433323540 c3bsa;2as® — 517768948320 as” c3bsa; + 8683967824 cqar°boby +

6088081175020 c5byastas? + 9716281409250 csa; *byas® + 4849083982080 ay’csbyas’

5278904266545 as®c3bs + 2185270909965 ay®c3bs + 1917817185115 ag®csby +

52548490657325 a5 aq + 9687319374720 a;°c3a53by — 2609393133750 aq*czas*by —

8939610569760 ay’csbiar® + 3050427396900 a1%csbsas® — 5524640536 cgas’bsby +
3140284896 cga1 by’ as? — 1341382554720 czai®as’bs + 212919921760 a1 " csbsay +
2140529088 cgaq*by’as — 1814650320 coar*ba?as — 312112349952 coarbi?as +
38870052688350 as*ay*csbs + 28497754445940 asbcsay?bs —

18527277624 cgaz°bsby + 30603015332500 as’esbiar? + 9716281409250 as*ar*csby
9850619400 cgaz°bsbs 4+ 53699032375950 as’ar csby + 1994850453440 a1 agcsby —
1423641866400 a; " agcsby — 1024245786720 a1 csbsas — 125922589328 cea°bybs +
54761053928 cga1 bsby — 27256040824 cgas’arb® — 3456661247520 csa13as’by +
9522840000960 as’ai®csby + 67038553176 cgaq°baby + 4095624024 cgas bs’ay +
47498728908150 as*ay*csby — 1125274257120 a,°csbsas® +

2558725906880 ay” c3a1by + 6088081175020 aycsbyas? + 623287572960 ay°csbzas’
7000092730540 a1 csbaas® + 9583930858580 as’csar 2by —

113513382672 cga1°b12as® — 7495025944 cbibyas”® + 4938329722560 as’csar>by —
30516477696 cgbsbsas® — 161496800864 cgbsbias® — 16066626560 cgas”boby —
103348725344 cgb1bgas® — 3222451034400 a, " csbyas — 18658364184 cgas’bsa; —
5491602016 cga1*bs?ay — 11267242408 cgas by by + 623287572960 as’ar®csbs +
5054386864800 as”a;®csbs + 6532954621440 cza;’byas® +

36259321633860 a1°csbyas® + 9861258065620 a;°as?csbs +

1636442731040 a, " csbsas + 3278775518720 a;” csbyay — 11486476880 cgar >bs®as”
543506412192 cebi2ar%as® + 1668558816 cobs>ar2as® — 2069122389750 cgaq baas?
3114296144960 csaias by + 1010906664 coas*by’ar +

56967981752 cga1°bsby + 5593586094720 as’aycsby + 3989124336 coar®as’bs? +
14664932304750 ag*a;*csbs + 1706880063200 ay” csbsa; —

2682922925540 as’cga12by — 12884735504 cgay by’ as” + 1674463818560 csas byay
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V7.1

Ug,1

V9.1

V10,1

V11,1

V12,1

V13,1

+ 4+ o+ 4

20900748320 cga1’bs’as® — 1423641866400 ay” csbsay 4+ 1787617798720 csas”byay
4068260880 cgaz’ar’bs® — 2744141834980 as’csar 2y — 3856057327200 as®ar3csbs
212919921760 ay” a1 c5bs — 6314246120 cgantarbs® — 1024245786720 as” csbiay +
24937870296 cga1°bsby + 1585218078080 a1 " azcsby 4+ 2022534504640 ay  azcsby —
301660650720 a; " ascsbs + 23083445096 cga,°bsby + 7000092730540 ag®ay?csby +
14574523386020 as®ar2cs3bs + 12836926340550 as*ay csbs +
23339922643700 as’a,®csbs + 1470707083885 ay®csby —
701836554331575 a;%cias” + 238059365992825 a,”cias” +

1917817185115 a,5¢csby — 12246638320 cgas”bs? + 2458414109645 a5 csbs +
7096830074880 as’a1®csby + 701836554331575 asbai®cy —
500801819279450 ay°a;’cy — 52548490657325 a1 age; +

17812928808 cga,°bs* — 1050049986505 as®csby + 500801819279450 asxba’cy +
1454075311195 as®csby + 11526531140605 a1®csb; + 6349667207325 as®csby +
46377718833875 ay™ ¢y — 46377718833875 a1 ey + 145303928325075 a1 ey +

46377718833875 a; ' ey — 46377718833875 ay' ey — 145303928325075 ay''cy),
1
3349299200
551479001865684750a1 ajc; + 196135775820377250a, asc; — - - -,

(—92528639070871575a;°c; + 33304768063320325a,%asc; —

S AGAOEAAANA 15,
974642534400 (384174332089222131925a;°¢;

137729406990482636875a1 asc; + 2674713380183442034125a1%a2¢; — - - -,
1
277388959744000
8716340141459297401140125a}*asc; + - - -,
1
67682906177536000
162239561715243494841919298375a  azcy + - - -,
1
~3925608558297083000
2417242159364919334602633524618625a1°c; — - - -,

(a? + a3)(24394684342835376301665375a1°c; —

(a2 4 a3)*(455362879697844396526063037625a1°c; —

(af + a3)*(

1/31404868466376704000(a? + a2)*(
2087207758942912386868335511174104375a1%¢; — - - -
—1/12373518175752421376000(a? + a2)’(

103394063430183176230722057478014624022500a;°¢; — - - - .
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Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

0.0l

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

€m €, V11, V21,31, V4,1, V5,1, Ue,1, V7,1, Ug;1 € V91 do sistema "

1° Caso O sistema ([5.12)).

V1,1

V2.1

V31

V41

Us,1

Ve,1

+ o+ o+ + 4

—%l(aQCQ —4dageqs —4dazey + 3c1a1 — asey + cga1 — 3agcy — caaq),
1 2 2 2 2 2 2
g(—52 ascias” — 60 ascaas” 4+ 2 azcaas” — 2 caar1”“as — 60 a1 asc; — D2 a1 ascq +
45 as’aicy + 17 axaycy — 17 agaqcy + 17 asay2co — 45 asaq’cy — 15a93¢q +
dajasciay — 4 ajascaay — 8 ajascaas + 15 cpa1® — 15a13¢9 + 15 a23¢y —

17 ax’arcy + 47 a1’y — 4T ax’cy),

—6%(@22 + a,?) (4107 a 3¢y + 1301 cpa1® — 1301 ay3cy — 4440 ay%agey +

1505 asar®co — 3903 asai®cy — 1505 agar®c; — 200 caaras — 5208 ai%asc; +

3903 ay?aic; — 400 ajascaas + 1505 as’aicy — 768 ayagcaas — 1505 asaqce +

400 ayasciag + 1301 ag®cy — 4107 ag®cy — 1301 ag’c; — 5208 ascqas’® —

4440 ascyas® + 200 agcoas?),

%8(@22 + a1%)?(—13803 a1%cy + 43515 a1 c; + 13803 cqa,® — 55264 ay%asc; —
47456 a,%ascy — 15909 asai’c; — 2054 coay?as — 41409 agaq’cy + 15909 agaq’co +
4108 ayasciay — 7808 ajascaas + 15909 as®arcy — 15909 as?ayco + 41409 as’aicy —
4108 ajascsas — 43515 ag®cy + 2054 agcoas® — 55264 ascaas® + 13803 ag®cy —
13803 ag®c; — 47456 azcas?)

—%(aﬁ +a1%)? (1861061 cqa;” + 5848843 a; ey — 1861061 a;°cy —

7451070 a1%asc, — 258834 coai’as — 5583183 aza,®cy — 2126721 asar’c; —
6468990 CL12CL3C4 + 2126721 asa;%cs + 517668 ajascias — 982080 ajascaas +
2126721 as’aicy + 5583183 as’arcy — 2126721 as®aicy — 517668 ayascaas —
5848843 ay’cy + 1861061 as’cy — 7451070 ascyas® — 1861061 ag’e; +

258834 ascaas” — 6468990 ascias?),

031 (as? + a1?)*(226869115 cya,® + 710793339 a13c; — 226869115 a13cy —
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— 680607345 asa,cy — 257055109 agar®c; — 29412202 coa,2as —
— 908250252 a;%asc; — 796629732 a;2ascy + 257055109 aga;’cy +
+ 257055109 ag’a;cy + 680607345 as®arc; — 257055109 as’aycy +
+ 58824404 ajazcias; — 111620520 aiazcoas — 58824404 ayascsas —
— 710793339 ay®cy — 226869115 as®c; + 29412202 ascaas® — 796629732 ascias® —
— 908250252 azcsas® + 226869115 as’cy),

vr = —@(a% + a3)®(452628783519a%c; — 162919251869aiasc; +
4+ 434564297475a,a3c; — 144854765825a5¢, — 579877287920a%ascy +
4+ 35212522848a,asasc; — 513020997104a2asc, — 1448547658254 ¢, +
+  162919251869aTascy — 162919251869aa5c, + 144854765825a5¢) —
— 17606261424@%@362 — 66856290816a1asaszco + 17606261424a§a302 +
+  144854765825a5 ¢y — 434564297475a%ascy + 162919251869a,azcy —
—  452628783519a3¢, — 513020997104a2ascy — 35212522848a;asascs —
— 579877287920a3asc,),

vg1 = ! (a3 4 a3)®(45836397997861a%c; — 16432695751675a% azc; +

32768
+  44105553369279a,a5¢; — 14701851123093a5¢; — 58850861030784a5asc; +

4+ 3374776180340a,asa3c; — 52439748990080a2asc; — 14701851123093a¢, +
+  16432695751675a5 azcy — 16432695751675a,azco + 14701851123093a3cy —
— 1687388090170a3azcy — 6411112040704a, asazcy + 1687388090170a5a3c;, +
4+ 14701851123093a7cy — 44105553369279a7ascy + 16432695751675a1a5¢4 —
—  45836397997861a5cs — 52439748990080a%ascy — 3374776180340aazascy —
— 58850861030784a3ascy),

vg1 = ! (a? + a2)7(5763495542748039a’c; — 2059325172991253a2ayc; +

65536
+  5556255554635179a,a2c; — 1852085184878393a3c; —

—  7413500532876246a%asc; + 404160389500372a,asasc; —
—  6645365332624854a5a3c; — 1852085184878393a3 ¢, +

4+ 2059325172991253a2asc, — 2059325172991253a, a2cy +
4+ 1852085184878393a3c, — 202080194750186aascy —

—  768135200251392a,asasc, + 202080194750186a5asc, +
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4+ 1852085184878393a3c, — 5556255554635179a%ascy +
4+ 2059325172991253a,a3¢s — 5763495542748039a5c, —
—  6645365332624854a%asc, — 404160389500372a1asascs —

—  741350053287624602asc4).

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

0.0

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, vy, Va1, V3,1, V4,1, Us 1, V6,1, V7,1, Us,1, Vg 1, V10,1 € V11,1 do sistema " com a condigao
a4y = —ay,as :0,(15 =0e ag = 0.

1° Caso O sistema ([5.14) com a condigao ay = —ay,a3 = 0,a5 =0 e ag = 0.

1
%(13[)163 + 11b165 — bgCg + 3b265 + 7b3€3 + 9b365),

1
E(alecg - 13@2()105 - 3a2b2C3 - a2b205 + 13@2[)303 — 9(12b305 + 28@4[)103 +

+ 16a4bics — 12a4b9c3 — dagbocs + 16a4bscs + 12a4b3cs),

V1,1

V21

1
%(—14&1%1)103 — 101a3bycs + 11a2bycs — 33a3bycs — 49a3bscs — 123a2bscs —

- 44a2a4b103 - 28@2@4()165 - 28a2a4b203 + 44&2&4[)205 + 44a2a46303 + 28@2&4[)305 -

V3,1

— 516ajbics — 492a3bics — 44aibacs — 188aibacs — 252a3bscs — 404agbscs),

1
_&TO (G% —+ 4CZZ) (25@2[)163 — 205&2[)105 — 51a2b203 — 17a2b2C5 + 205&2[)303 —

— 145a2b305 + 452a4b163 + 264@46105 — 180a4b203 — 60a4b2C5 + 248a4b303 +

V41 =

+ 196@4()305),

1
U1 = T35 (a3 + 4a3)(901a3bics + 647azbics — 69a3bacs + 207azbacs + 323a3bscs +
+ 761a§bgc5 + 252a5a4b1c3 + 164asa4bics5 + 164asasbocs — 252asa4b9c5 —

—  252aga4bscs — 164aasbscs + 3276a3bics + 3092a3b,cs + 228a2bycs +

+  1156a3bycs + 1620a3bscs + 2540a3bscs),

1
Vg,1 = 5120 (ag + 4ai)2 (381a2b103 — 3033&2[)105 - 759&2(?263 - 253a2b2C5 + 3033&2()303

— 2149&26305 + 6700a4b103 + 3920a4b105 — 2652a4b203 — 884&4b265 + 3664@46303 +

+ 2908@4[)305) y
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V7.1

Us1

V91

V10,1

V11,1

+ 4

+ o+ o+ 4+ + o+

~ 37930 (a3 + 4a?)?(156675a3b, c5 + 36700asa4byc3 + 578740a3b 5 —
11999a3bycs + 23980aga4bacs + 25404a3bycs + 60701a3bscs —
36700aza4bscs + 290764a3bscs + 115745a3b,¢5 + 23980asa4bics +
536380a3b1cs + 35997a3bycs — 36700aza4bacs + 191948a3bycs +

128447a3bscs — 23980asasbscs + 440388a3bscs),

~ 163810 (a3 4 4a3)*(35957asby cs + 646452a4b1c3 — 72999asbacs —
257124@4(7203 + 293081@2()303 + 354456&41)363 - 293081@2[)105 +
377704G4b1C5 — 24333&2[7205 — 85708&4[)205 — 207373&2[)305 + 280372@4[)365),

9(a + 4a2)3(291249a2b; c5 + 57228asa4b,c5 + 1090204a2b,c5 —

327680
22321a3bocs + 37396asa4bycs 4 25172a2bycs + 119927a3bscs —

57228aya4bscs + 554500a3bscs + 220203a3bics + 37396aza4b1c5 +
995268a3b1cs + 66963a3bycs — 57228asa4bacs + 342644a5bycs +
232789a2bscs — 37396asa4bscs + 816700a2bscs ),

9(a3 + 4a3)*(140387asb c3 + 2594612a4b1c5 — 291849asbycs3 —

1
1310720
1038084@4[)203 + 1178471a2b3C3 + 1427216@4()303 — 1178471@219105 +

1513424@4[)105 — 97283@2[)205 — 346028G4b205 — 832443&2[)305 +

1 124292&4()305),

— 2621440 (a3 + 4a3)*(125594265a3b, c3 + 21035912aza4b; 5 +
474903492a3byc3 — 9631457azbocs + 13736784aqasbacs +
3545996a3bycs + 54068739a3bscs — 21035912aza4bscs +
243748524a3bscs + 96629455a3b ¢ + 13736784asa4b1c5 +
428589644a3b,c5 + 28894371a3bycs — 21035912a0a4bocs +
143051052a2bycs + 98402453a2bscs — 13736784aza4bscs +

351537988a2bscs).
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Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

5.7

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, v € vg do sistema ([5.15)) com a condi¢ao az = 0 e devido ao tamanho excessivo
dos coeficientes focais v31,v41, 051 € V61 vamos omitir boa parte das suas expressoes.

1° Caso O sistema ([5.15)) com a condigao ag = 0.

1
V11 = —% (—5 a1Co + 15 aicy + 5 a1cy4 + 5 CoGo + bQCg -3 b205 — 561(12 — 13 6103 —
— 11 6105 - 7b463 -9 b4C5 —15 CLQC4),
1
V21 = 2—00 (-375 a2301 + 1175 cla13 — 1175 CL2304 + 2 b2b4bGC5 — 150 b263a1a2 —

— 30 bgascebs + 24 byasbscs + 42 byasbscs — 10 byasbscs — 30 baasbscs — 50 byascsar +
+ 30 bgbscgby + 18 babscsay — 5 babsbscs — 5 babsbscs + 26 babscsay + 40 baabscs +

4+ 50bgaibscs + 110 byajcgby — 10 babycgbs — 14 bybabges + 130 bycsaias + 90 bibsbees +
4+ 90 b1bsbges + 196 bibacgbs — 112 byagbscs — 74 byascgbs — 30 byascgba — 10 bybacgbs —
— 60bjaxbscs — 116 byagbscs — 302 byajcgbs — 80 byabscs — 60 byaibscs + 12 bibscsa; —
—  5bybsbscs + 25 bybsbscs + 86 bybsczay — 8 bibscgbs — 90 byasbscs + 30 bybacgbs —

— 14 b1bybges + 2 b1bobges + 110 bibacga; + 110 bycsajas — 70 bscsaias — 38 byasbscs —
— 34 bsasbzcs + 10 byasbscs — 60 byasbscs + 110 byasesay + 164 bybscsay — 5 bybsbscs —
— 35 bybsbscs 4 38 bybscsay — 90 byarbgcs — 170 byarbgcs + 20 bybs’cs + by*cay +

4+ 10 bgbscs — 275 bycsar? — 535 bycsas® + 72 by cobs 4 53 by bgcs + 41 by*bges —

— 695 bycsas® — 675 bycsay® + 35 bybs’cs 4 35 bybs®cs + 4T agcebs® — 6 bscghy® —

— 119 aycgbs® + 5 bobs2es + 5 bobs2cs + 15 byczar? + 115 bgcgas® — 245 bycsas? —

— 245 bycsar? — 13 ageghbs® — 10 bobs’es — 425 coaras’® + 425 coaq2as + 20 bybs e —

— 10 bybsc3 + 2bo’cebs + 5 by*bges + 5 by*bges + 4 by’ cebs — 425 agar®cy —

— 1125 aa1%cy + 425 aycqa”® + 1125 ayas’e; + 20 bybs*cs — 915 bycsar? — 875 bycgas® +
4+ 132by2%cgbs + 57 b1%bgcs + 69 by2bges — TT5 bycsas® — 855 bycsar® 4 25 bybs*cs —

— 173 agcebr® + 14 bscgbr® — 179 arceby” + 35 bybs*cs + 375 cua1® + 375 cpan® —

— 375 02a13),



Apéndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em € 162

V3,1

V4,1

Us,1

VUe,1

(—17454750a5 ¢, + 6396250aiasc; — 34042500a3azc, +

272000
11925500a2a5c, — 16587750a1a5¢; + 5529250a5¢; + 5529250ascy — - - -
661156666(61307195625()@{@1--224137923750a?a201+
1809544961250a%a2c, — 642742863750a asc, + - - -,

1
196614329600000
1633374311176725000a5asc; — 17764190698129200000aa3c; + - - -,

1
16077153731392000000
4035854008625710236062500a1azcy + - - -

(—4492056036643175000a]c; +

(11159700959328543747937500a1 ' ¢; —

No 2° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

em e, vy 1, V1 € v3 1 do sistema ([5.15) com a condic@o by = by = by = 0 e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais v4,1, V5,1 € vg,1 vamos omitir boa parte das suas expressoes.

2° Caso O sistema ([5.15)) com a condigao by = by = by = 0.

V1,1

V2,1

V31

+ -

Z(—Balcl + ascq + 4dase; + ayca — azsey — ajcy + 3agey + 4agey)

%(235&?61 — 85alasc) + 225a1a5¢, — Thase; — 300alasce; +
20aiaqa3c1 — 260a§a301 — 19a;a3bscy — 43asasbsc; + 9a3b§cl +
17ayasbsc, — 4lagasbscy + 6asbsbscy + 1lasbic; — Thascy + 85a2azcy —
85&1(1%62 + 75@‘302 — 10&%@362 — 40aqa0a3¢9 + 1Oa§a302 + 13a1a3bsce +
11lasasbsces — 3a3b§CQ + 1laqagbsco — 13asasbsco — 2a3bsbscy + 3a3b202 +
75a§’c4 — 225@?@204 + 85a1a§c4 — 235@%04 — 260afa304 — 20a asa3c4 —
300a§a364 — 4lajasbscy — 17asasbscy + 11agb§c4 + 43ajasbscy —
19asasbscy — 6asbsbscy + asbiey),
—-15%5(102675a§c1—-37625a§a2c1+—200250a§a§cl-70150a§a§c1+-
97575a1a5¢; — 32525a5¢; — 130200aiazc; + 10000aiasasc; —
241200a%a3asc, + 10000a1a3asc; — 111000a3asc; — 9420a3asbsc; —
20860aasasbsc, — 8060ajasasbsc; — 18940a5asbsc; + 4300a2asbic; —

1092a1a2a3b§cl + 2656a§a3b§cl + 16Oa1a3b§cl + 492a2a3b§cl—
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V4,1

Us,1

40asb3c; + 8100a3asbsc; — 20020a2azasbscy + 6180aja3asbsc; —
18660a3a3b501 + 3652a%a3b3b501 + 960a; axasbsbsc; + 532a§a363b5c1 —
252a1a3b§b5cl + 648a2a3b§b501 — 40a3b§b5cl + 4664afa3b§cl +
2028a1a2a3b§cl + 3980a§a3b§01 + 72a1a3bgb§cl + 788a2a363b§01 —
120a3b§b§cl — 548a1a3b c + 560a2a3b5cl 4Oa3l)3b§cl - 80a3b§cl —
32525a’cy 4 37625a1asco — 70150ataicy + 70150a2a3cy, — 37625a1a5c, +
32525a5¢; — 5000atazcy — 19200a5asazcy — 19200a;asascy +
5000a3ascy + 6380atasbscy + 3940a2azasbscy + 4460a;a3asbscy +
5300a5asbsco — 1280a3asbicy + 1164a,azasbicy — 812a3asbicy —
120a1a3b302 — 244a2a3b202 + 20a3b§02 + 5300a?a3b502 —
4460a§a2a3b502 + 3940a1a§a3b562 — 6380a§a3b502 — 844a%a3b3b502 —
844a3a3bsbscy — 156a1a3b3bscy — 176aa3b3bsco + 40asbibscy +
812afa3b§02 + 1164a1a2a3b§62 + 1280&%&35%62 + 176a1a363b§02 —
156a2a3b3b202 — 244a1a3b202 + 120a2a36202 + 40a3b3b202 —

20azbacy + 32525a5cy — 97575ajaqscy + 70150a%a3e, — 200250aiaicy +
37625a1a5¢4 — 102675a5¢4 — 111000ajascy — 10000a}azascs —
241200a2a2ascy — 10000a;a3ascy, — 130200a5ascs — 18660a’asbscy —
6180a7azaszbscy — 20020a;a3a3bscy — 8100a3asbscy + 3980aiasbicy —
2028a;azazbicy + 4664azasbics + 560arazbicy + 548asazbicy —
80asbzcy + 18940a3azbscy — 8060aiagasbscy + 20860aia3azbscy —
9420aga3b5c4 — 532a%a3b3b5c4 + 960a; axasbsbscy — 3652@%@3()3()504 —
788a1agb§b5c4 + 72a2a3b§b5c4 + 40a3b§b504 + 2656a%a3b§c4 +
1092a1a2a3b§c4 + 4300a§agb§64 + 648a1a363b§c4 + 252a2a3bgb§c4 —
120a3b3bicy — 492a1a3bicy + 160azazbicy + 40azbsbicy —

40&3 b§04)

544000 (5548162500/101 - 202839750a1a2c1 -+ 163759725(]@10/201

581667750atal e, 4+ 1610745750a 3 ake; —
1

1202240000

108622909980000@1(1261 + 38702848210000a1a201

—27467628938750a c; + 9987613496250a5asc; —
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1
- 27295342 1,
393228659200000( 72953429358653387500a, ¢1

—  98712339699785012500a.%asc, + 1353175351922916112500aa2c; — - - -

Vg,1

No 3° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem em
€, U1,1,V2,1,031,V41,Vs51, V61,071 € Vg1 do sistema (5.15) com a condicao by = —by, a3 =
1,a1:a2:b3:b5:0e66:2.

3° Caso O sistema com a condicao by = —by,a3 =1,a1 = as =bg =b5 =0
e b6 = 2.

1
V11 = —% (—3 C5b2 — 20 C1 — 20 C4 + 205b4 + 603b4 + Cgbg)
1
Y21 = 7o (404 4 b2%) (c5 + 3¢5 — 2¢5)
1
V31 = % (4 b42 + b22) (-21 C5b2 + 7Cgb2 — 144 c1 + 14 C5b4 — 144 cy + 42 63b4>
41
Vg1 = 3200 (4642 + b22)2 (c5 +3c3 —20¢)
3
vs1 =~ (404° 4 bo2)” (241 ¢3by — T23 c5by — 4900 ¢4 — 4900 ¢; + 482 csby +
+ 1446 0364)
1681
Vs = — 123000 (4 by® + 622)3 (5 +3c3—20¢)
1
v = m(b§ + 4b3)%(—8971200¢; + 444559bycs + 2667354bsc3 — 8971200c, —
— 1333677bycs + 889118bycs)
501917
= ———— (b3 +4b7)*(3 —2
Ug,1 20480000( 5 +4b7)"(3¢3 + ¢5 — 2¢6)

No 4° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, vi1,v2,1,V31,V41 € Vs do sistema com a condicao by = —by, b3 = 2,b5 =
—1,a3 = 0,a; = ag3 = 1 e bg = 2, devido ao tamanho excessivo dos coeficientes focais
V6,1, V7,1 € Vg1 vamos omitir boa parte das suas expressoes.

4° Caso O sistema com a condicao by = —by,b3 = 2,b5 = —1,a0, = 0,a; =

a3 =1e bg = 2.

1
v11 = —% (2 C5b4 + 603[)4 —15 Cyq — 501 + Cgbg — 305192 — 502),
1
V21 = —o~ (2]_1 0562 — 87 03b2 — 472 Cgb4 -+ 15 03622 -+ 5 C5b22 + 60 Cgb42 + 20 C5b42 +

200
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V31

V4,1

+
_I_

+

65 bocy — 15bycy + 35 bycy — 44 cgby® — 11 cgbs® — 174 c5by — 30 bycs + 375 ¢5 +

425 c1 + 1225 Cqy — 20 b4Cl — 80 b4C4),

572000 (5529250 5 — 1319824 c3by — 2639648 c5by — 7002204 c3by +
3067602 c5by 4 18338750 ¢4 4 6413250 ¢ + 226045 c3by? + 187545 c5by” +
796060 c3bs> 4 312940 c5b4% 4+ 1596170 bacy — 105900 bycy + 770230 bacy —
774332 cgbs® — 189333 csby® — 326140 bycy — 155400 bycy — 742200 bycy +
8500 cgbaby + 6188 cgbyby® — 71400 c5b42by — 218620 c3bsby + 54060 c5byby +
35700 c3by2by 4 23800 c5b42by — 28900 bobycy + 11900 bycsby® + 28900 bobycy +
8500 babycs — 35088 ceby’by + 142800 c3by® + 47600 c5b4> + 5950 c3by® —
17850 c5by® — 166940 by’ey — 423300 by’cy — 19465 by’cy — 37485 by cq —

110075 by*cy — 8772 cgby” + 24752 cgby® — 135660 by*cs),
1

601120000 (

245773157008 c3bs — 108051124754 c5by — 643494263750 ¢4 — 224889323750 ¢; —

—194467016250 co + 46273914588 c3by 4 92547829176 c5b4 +

6148575715 c3by® — 11103708570 c5by* — 15879922660 c3bs> — 6909957880 c5by” —
77868045180 bycy — 4081930630 bycy — 34174711620 bycy 4 26594537968 cgby” +
6460784492 cgbo? + 2303215960 bycy — 4889083840 bycy — 4531217960 bycy —
366307500 cgbaby + 27423040 cobabo® + 3477452136 c5b4°by + 18771223200 c3b4bs
3690322600 c5byby — 2215920318 c5by%by — 1299661152 c3bs?by + 342743800 bobycy
771778376 bycsby® — 3010213800 bybycy + 63423600 babycy + 1583406860 coby’by —
8863681272 c5bs” — 3087113504 c5bs” — 324915288 c3by” + 869363034 c5by° +
8917765820 by ¢y + 23488639900 by*cs + 1034138220 by ¢y + 1899542005 bo2cy +
5478836925 by cy + 395851715 cgby® + 109692160 cgby® + 7489510480 by*cy +
184844400 c3boby? + 23105550 c3by® 4 369688800 c3by* 4 123229600 cs5by* —
168082400 by*cy — 20664945 cgby® + 50748400 bycy 4 92769000 by cy —

19204050 by*cy — 330639120 cgbs® — 459452200 by’cy — 152187400 by’cy +
7701850 c5bo” + 61614800 c5by°by* — 76816200 byby®cy — 42020600 byby®cy —
38046850 byby?cy — 114863050 byby*cy — 165319560 cbaby” + 202993600 boby?cq +

371076000 bybscy),
1
196614329600000

(—1429340862733225000 c5 + 336704992331819208 c3bo+
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+

+

+ 4+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+

+

673409984663638416 c5b, + 1800334140173761808 c3by —
798150345865130904 c5by — 4701508667546275000 ¢4 —
1638793493636325000 ¢; — 29585992896251340 c3by? —

114062390359784310 c5by* — 21795004761684320 ¢3b4> —

14923599957129160 ¢5b, — 724659068563468000 bycy —

90892800901479520 bycy — 298226660236552800 bycy +

182997182466702560 cgby® + 44394884014138140 cgby? —

52751454371186400 bycy — 113981053749762560 bycy —

261184412787522240 bycy — 2620500361700000 cobaby +

2637585394845512 csbaby® + 25327828943255376 ¢5b4>by +
221095225056234040 c3bsby — 37957300070845520 c5bsby —
16451535060460288 ¢3b22b, — 8536755905902912 ¢3by2by —
6553617143848200 bybsc; — 6804090991706456 bycsby® —

39397978014659800 bybscy + 2726071945556000 bybycy +

11567872161724648 cgby*by — 7T7270109271559552 c5bs® —
27743766781798624 c5b,> — 2068263624604128 c3by> +

4898961107099044 c5by”® 4 69619776967154640 by*c; +

187709614737847600 by*cy + 5375281163141690 bycy +

11578454682358160 by’ cy + 32996242146344400 by cy +

2031214103878662 cgby® + 10705175363942048 csbs® +

60617974173442360 bs’cy 4+ 1066995736564680 c3bo2bs” +

163709747798285 c5by* + 1648626981486160 c3by* + 631385446137680 c5bs* +
216957999172480 b, cy — 223314340082436 coby® + 811185793775860 by3cy +
1845392991585940 by ¢, + 153808654221800 bycy — 3615142540369856 caby* +
1454726893114400 by®cy 4+ 830448285488800 by’cy 4 273082993269905 c5by* +
1250178334614040 c5bob,” + 363124002235200 byby*cy —

127510597436880 bybyco + 81556764046200 byby’c;y +

489737030604600 byby*cq — 1797042995422208 ceby>by> +

3608243369563440 bybycy + T018071771883760 bybycy+
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Ve,1

V71

Us,1

+

+ + + o+ o+ +

485364491643200 c5bs by — 1868971223090400 c5b4°by +

121341122910800 c5by*by — 467242805772600 c3by*by +

139102847756080 cgby*by + 556411391024320 cgby>by +

71076080150400 c3b4 by — 106614120225600 by*cs5by® +

35538040075200 ¢3b5°b4* — 213228240451200 c5bs by +

71076080150400 c5b4°bo? + 213228240451200 c5by>by? +

26653530056400 c3by by + 8884510018800 c5by by —

595658708333000 by c4by® — 210522430266200 by c1by® +

13887777550400 by>bycy + 3471944387600 by®bycy + 21354206716960 coby®by? —
167912891153800 by bs*cy — 28731403226240 cgbs’by® —

57462806452480 cgby by + 12069567632200 by bycy — 48278270528800 by*bycy +
48278270528800 by*bacy — 12069567632200 bybycy + 2669275839620 coby by —
434932638082800 by*c; — 1177429639115600 by*cy — 25447317686375 bytc; —
75325324638525 by*cy — 3591425403280 cgby® — 17971719486175 by cy —
384104052836400 by*cy + 42708413433920 csbs” + 142152160300800 c5by° +

426456480902400 c3b,” — 13326765028200 c5by” + 4442255009400 c3b,°),
1
80385768656960000000
4247225581083229472691800byc; + 57275119940937145030750b5¢; + - - -,

(—20242192003544786620312500¢; —

1/525851544246369536000000000(5244204718295179606157529453125000¢; +

1233857867205523035367328877619000b2c; + - - -,

1
8814770558470255576537600000000000 (=
4432599921110850429339521687933808984375000¢; — - - -

No 5° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem em e,

V1,1, V2,1,V3,1,V4,1, V5,1, Ug,1 € V7,1 do sistema " com a COHdi(;éO b1 = —b4, b2 = —b4, b3 =

2,b5:a2:O,a1:a3:1e66:2.

5° Caso O sistema ((5.15) com a condicao by = —by, by = —by,b3 = 2,b5 = as =

O,alzagzlebﬁzz

1
11 = _Z(_3C4+C5b4+63b4_62_61);
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V2.1

V31

V41

Us,1

Vg1

1
_30(15 csby® + 45 c3by® — 210 c3by — 180 c5by — 40 bycy — 45 cgby” —

230 b4C4 — 130 b4Cl + 201 c1 + 669 cq + 213 CQ),

1
%(—4208 bilcy — 1071 c5by® + 4041 c3by” + 1050 c3by® + 1050 c5b,° +
1230 cgbs® — 36198 c3by — 30342 c5by — 4209 bycy — 8460 cobs® — 33567 bycy —

1024 by*cy — 832b4%c; + 34230 ¢, + 116010 ¢4 + 36630 ¢ — 22401 bycy),

579900 (—2684130 by>c; — 1102620 cgbs* — 835380 by*cy + 18795040 by*cy +
29073100 by*cy + 82453020 by*cy + 940950 c3by® + 313650 c5by* —
279067410 ¢; — 942102090 ¢4 + 294877800 c3by + 249153840 c5by —
5436120 c3bs® — 5342820 cgbs® — 14890225 c5bs> + 28855410 c5bs” +
8672394 bycy — 19492495 c3b,> — 4606830 by>cy + 153627798 bycy +
65466270 cby® + 184267602 bycy — 297923130 ;)
—m(444666132540 csby 4+ 519482356020 c3by — 1652334560370 ¢4 —
524358299790 ¢y — 493469050230 ¢; + 75698958636 c5bs” + 26868487500 c3by”* —
21318338844 bycy + 106951137480 cby® + 187467625278 bycy +

219059361432 byc; + 195198528972 by cy — 43177548963 c5by® —

29355030012 c5bs”® + 588905235 coby”® + 42482096262 by cy + 80222698710 by*c; —
5956532524 b, 1 — 4151773395 cgby™ — 1091034028 by>cy + 1188142635 c3by™* —
269667780 c5by* — 7024556516 by®cqy — 190112445 by*cy — 212644755 bycy —

768605445 by s + 141624450 c6bs” + 215707050 c5by” + 215707050 by c3)
1

~ 1520792409600

1009153104251341140 ¢4 + 321352367921856180 ¢, + 303776366605753860 ¢; —

—275998876433738640 c5b4 — 318573885951253800 c3b4 +

57697227967637028 c5by® — 33288830716580244 c3by” + 30381844460653044 bycy
60876673628428980 cgby” — 48327383777761188 bycy —

107794929049482372 byc; — 133731596829915765 by cy +

27859952211182526 c3b,” + 17386581807346228 c5by” —

5264307945551412 cby® — 27801162191562093 by*cy —

60071480042508457 byc; + 2139649666485312 by ¢ +

2098527142258581 cgby* — 231358833731450 by®cy + 235907536174383 c5by* +

817366258086899 c5bs* — 167016047001764 by®cy + 432298358861270 by ey +
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+ 304790373313446 by co + 1183637310342082 by*c, — 19634308351298 ceb,® —
—  259967737916067 csb,® — 314130541458397 by c5 + 2511309609900 c5b,° +
+ 7533928829700 c3b,° — 21576927031110 by°c; — 37410820228170 by°cy —

— 8405644877730 cbs® — 6691272336360 by°cy),
1
= 11721713741201 2 —
vrd 1468600713216000< 721713741201700709200¢,

— 3320723389761503095140b4c; — 2552188386069813280908b5¢; —

— 13060167624368728723b%c; + 25757518087869246216bj¢; —

— 1225016835499017984b5c; — 3727658416194000005¢; +

+  12352977610448618379600c, + 1685400333040297492380b4cy —
— 1049560829051615373324b3 ¢y — 46213193141979621715b5 ¢y +
+  14991477556765870152b)c; — 267101042673508032b3 ¢y —

—  39541077763178400b5¢, — 12252561144790036225680b,c3 —

—  1778810384620244189196b%c5 + 1041609628852028791284b3 3 +
+  47249386143277133287bjc3 — 15366435936211357362b5c3 +

+ 300147014230933080b5c3 + 39848612333166000b; 3 +

+  38678166052055015194800¢, + 156154346843317792740bsc4 —
—  5309299466577054876852b% ¢, — 215625699874951694637b3c, +
+ 59103372132446071032b;5c4 — 1648626457916211456b5c, —

—  131811887543824800b%c, — 10722891673283918340240b,c5 —

—  2552327610028704013068b5c5 + 596783052166460264436b c5 +
+ 49279694888550440359b;c5 — 11486998385351753202b5¢5 +

+  1814582628808440b5c5 + 39848612333166000b]c5 —

—  2188469333963494824480b3cs — 345261060760589033976b c6 +
+  109465811630376399744b;c6 + 4949059703805188970b5c —

—  73731860111720162465¢ + 14291021049224400b]cg).

No 6° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem em e,
V11,021,031, V41, V5,1 € Vg1 do sistema ((5.15) com a condi¢@o by = by = 0,by = —bs+1,b3 =
bg,bs = —bg + 1,a0 = 0 e a; = a3 = 1, devido ao tamanho excessivo do coeficiente focal

v71 vamos omitir boa parte de sua expressao.
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6° Caso O sistema ([5.15)) com a condigao by = by = 0,by = —bg + 1, b3 = bg, bs =

—bg+1,a0=0ea; =a3=1.

1

V11 = 2—O(C3b6 — 365b6 + 502 + 305 — 3+ 1504 + 501),
1
vy = @(—2960 s+ 204 c3 — 35bs%cy + 48 csbs® + 57 csbs” — 123 c3bs — 96 cbs +

+ 369 csbg — 1150 ¢; — 30 bgeg + 15 csbs® — 96 c3bg? + 5 bg2cy — 6 cabg® — 432 ¢5 —

— BbgPcy — 270 bgey + 15 c3bg® — 1090 ¢ + 45 ¢ + 60 bgey ),

vs; = — 8161000 (—15877085 ¢; — 1319283 c3bg + 3585699 c5bg + 2848929 c5 —
— 5482377 5 — 14855615 ¢ — 39869995 ¢4 + 44360 bg2cy 4+ 2017770 c5be? +
4+ 786831 cgbg® — 1316448 cgbg — 2258920 bgcy — 96759 c5b® — 1827660 c3bg> +
+ 1483600 bg?cy — 121410 cgbg® + 422750 bg>cs — 9172700 bgey + 298143 e3bg> —
— 819220 bgey + 623175 ¢ + 32244 cgbg* + 63205 bg> ¢y + 291755 be* ¢y +
+ 103645 bg3cy — 23703 c5bs* — 6219 e3b6® + 390 b ez + 3090 by +
+ 990 b c; — 4392 cgbs” — 630 c5b6° 4 6090 c3b6”),

vy = m(—1585139155855 1 — 112841006708 c3bg + 314245707459 c5bg +
+ 288019802747 c5 — 565955509686 c5 — 1485771189670 ¢y — 4014169528335 ¢4 +
+ 70868030540 bg%c; + 284759927148 c5bg® + 60452670927 cebg® —
— 115757623515 cgbg — 381771871350 bgcy — 22692560637 c5bg® —
— 204248828941 c3bg* + 268325145210 bg>cy — 3009776763 cobg” +
4+ 93022415435 b*cy — 1328408733855 bgcy + 22037218324 c3bg” —
— 250766998695 bgcy + 57239436090 ¢ + 1535007477 cobs® + 15823268475 bPey +
+ 81996102915 b3cy + 25871091030 by — 10328254062 c5b6* + 6913902794 c5bg*
— 1000357075 bg*cy — 2717064105 bg*cy — 511418815 bg*c; — 505880238 cebs” —
— 384455676 c5bs” + 274231642 c3bs” — 6012900 cgbs” — 6843690 c5bs” +
+ 3627630 c3bg” — 622710 bs®ey + 8284950 b®ey + 3927510 bl ey + 52178922 cbe® +
+ 361989144 c5b6® — 158947488 ¢3b° — 552611910 bg°cy — 1788190590 bg’cy —
— 485156850 bg°cy ),

1

_ 33757900883248396925 ¢; + 2178710808182595945 b —
vs.1 5308586899200000. at 3%
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—  6425766602463666195 c5bs — 6187914032187016869 c5 +

+  12682907355186598977 c5 + 31797622636123579715 ¢, +

+  86693702444682974935 ¢, — 2565860994527710620 bg2cy —

—  7289469825788058090 c5bs” — 988401947633197422 cebg” +

+ 2181033220290313344 cbs + 10445675946823260210 bgco +

4+ 564159123832907706 c5bs® + 4621716291537183150 c3bg® —

—  7635160115265134400 bs*cy — 84583763529580632 cabg® —

—  2775566557259043600 bg2cy + 34298159851979808990 bscy —

—  313083339908844942 c3bs” + 7999772234257293090 bgcy —

—  1118636432448672990 cs 4 2858863513886220 cbs* —

—  697921566256266060 bs*c; — 3130432939044303600 bg>cy —

—  987489793654623840 b, + 494137834289895585 c5bs* —

—  311251713831003645 c3bs”* + 75208604998671045 bg* 5 +

4+ 209824358701781745 bg*c4 + 67637358250769295 bg ¢y +

4+ 8194915579191540 csbs® — 5215653742919007 c5bs” +

4+ 2672509558409109 c3b6° — 140787069249528 csbg” +

4+ 253364258914800 csbs” + 244416524105160 c3bg” —

—  847948906480940 becy — 1199719546236620 b®c; —

— 2083616700120820 bg°c, — 344917488944604 csbs® —

— 21212209486331340 ¢5b6° 4+ 9055700215698480 c3b6° +

4+ 38032912812521130 bg"cy + 118160360027863710 bg°cy +

4+ 32194409436062070 b’ c; — 1366077203416980 bg" ¢4 —

—  432913005686580 bs” ¢, — 318385355235660 b’ ¢ +

+ 157741702560 cgbs” + 890936708220 c3b6° 4 1365005788380 c5b6” +

+ 405864877860 b®cy — 925709997420 b®cy — 508028828580 bg®ey +

4+ 205248906869184 c5bs® — 151531027834608 c3bs® + 20691044551512 cbg®),
1

. 062070373554778618912903825
V6.1 5064303425388480000000. at

+ 58898979702433912649955793 c3bs — 181864991079718780846699524 c5b5 —

— 1775701031665746523 77276495 c3 + 378444611041759308471763860 c5+
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910648474068790402692881950 ¢ + 2503459866026501202392058875 ¢4 —
95259055217086184639516700 bs*c; — 234685046132396327972602068 c5bs” —
22421053609157671567494052 cbs” + 55833505361224513384648205 c4bg +
342336283961893525120355470 bgcy + 17885761030823170543805809 ¢5bs” +
136765950218099974805169376 c3bs® — 263240809586293187675484150 bg cy —
4756710603151812592334816 csbs® — 96606510227377521867973600 bg>cy +

1093205467817567423082684615 bscy — 6226055163879002678882563 c3bs> +

280753437582514151025067785 bgcy — 29415287399496979421928225 ¢ +

488479554857823973276082 cobs* — 31429479813898673087402570 b ey —
126594056839130839884367330 bs*cy — 40492227002753609779217640 bg>cy +
21988713290899927576944128 c5bs”* — 12512251169052396935229871 c3b6™ +

4148460182888655612389180 by cy + 11427244473307628766889935 bs*cy +

4211906753581342706397115 by + 292183580155133559465181 cgbg” —
648823946597498274297485 c5bs” + 119872774428393789462520 c5bs° —
12992271130473858111838 csbg” + 11461299194676431851903 c5bs" +
11882736125823433145529 ¢3bs” — 85295339456400140895545 b’y —
100873065268214565245385 bg5cy — 216373246355622557386265 b’y —
9915552088709621479240 cbs® — 1156071051555860525183326 c5b6° +

525656755446925031140532 c3bs” + 2102311302803913927625200 bg” ¢y +

6484826604122275637604425 bs”c4 + 1796631744720195604304125 bs°c; —

145076447037761049578350 bg” ¢4, — 46444227537668962160650 bg” ¢y —
37973152729754796254300 bg" ¢, + 15034025668513930308 cgbs” —
20830459447024928059 c3bs” + 7045394842002963237 c5bs” +
483050272802444556465 bs®cy + 656877910464828385795 bs®c; +
1095119186335363050855 bg ey + 24557295098499964355756 ¢5b6° —
14010378771099068538392 c3bs® + 1778680838899385488851 cgbg® +
269299720108510310310 b’c; + 1127396059704552573390 b’ ¢4 +
358935908948169346170 bs” c; — 2540682976173353856 cobg ™ —

178802210370958418790 c5bs™ + 98180290831332515130 ¢35+
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+ 341910737043466500 c3bg't + 9308413585516500 c5bg't —
— 235393415582106600 cbg'! — 21658343326483500 bg'%cy +

4+ 171454223621362500 b c; + 30263230903405500 bgVcy),
1
vl = 198771883725127684608000000000(

1491041964287692735245305209263807500¢; + - - -,

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

0.

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

em €, Vg 1,0s1,041, V51, V61 € V71 do sistema (5.16) com a condi¢do by = by = by = 0.
1° Caso O sistema ([5.16)) com a condigao by = by = by = 0.

V2,1

V31

V4,1

Us,1

Us,1

V71

1
4—0<—6 bgb5C4 + 11 b5261 -3 Cgbgz + 11 632C4 +9 b52C4 +9 b3201 +6 b3b501 -
2 b3b562 +3 b5202),

1
80
2 b52C4 +4 b5201 + b5202),

(b52 + b32) (—Cgbgz + 4b3204 + 2 b3261 + 2 b3b501 -2 bgb5C4 -2 b3b502 +

1
21760 (bs” + b32)2 (35 bs%c; — 21 cobs® + 101 bycy + 42 bsbscy — 66 bsbscy —

42 bsbscy + 21 bs%cy + 101 bs2cy + 35 bs2cy),
7
2828800
36 bsbscy — 36 bsbscy + 103 bscy + 27 bs’cy + 18 bs’cy),
21
837324800
290 bsbsco — 110 bsbscy + 55 bs>cy + 77 bs ey + 367 bs’cy ),
33
41866240000
78bsbscy + 298bzcy + 39bzcy + 52b2cy)

(b52 + b32)3 (103 b3204 — 18 02b32 + 27 b3201 — 76 b3b562 +
(bs? + b32)" (=55 cabs® + 367 b>cs + 77 by®cy + 110 bybsey —

(b3 + b2)°(52b3¢1 — 39b3ce + 298b3cy + T8bzbscy — 246bsbscy —

No 2° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

em €, vy1,v21,031,V41, V51, V61,071 € Vg1 do sistema ([5.16) com a condicdo by = —by e

b3:b5:b620.
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2° Caso O sistema ([5.16)) com a condicao by = —by e by = b5 = bg = 0.

1
U11 = —2—0 (Cng + 2 C5b4 + 6 03b4 -3 C5b2)
V21 = ——= (bg +4b4 )<C5+SC3),
40
1)371 = 320 (b2 + 4b4 ) (Cng + 2 C5b4 -+ 6 C3b4 — 365b2) s
17
Vg1 = 64() (b2 + 4b4 ) (05 + 303) 5
69
U571 = _T&) (b2 -+ 4b4 ) (Cgbg + 2 C5b4 -+ 6 C3b4 — 305[)2) y
253
V61 — _ﬁ (bg —|—4b4 ) <C5+363),
11999
Ur1 = 31920 (b2 46?1)3(6203 + 6b463 - 3b205 + 2[)405),
24333
= b + 4b3)*(3
U1 = ggmag 2 T AN B )

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

0.9

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

em €, v11,V21, 031,041 € U1 do sistema (5.17) com a condi¢ao a; = ag = 0 e devido ao

tamanho excessivo dos coeficientes focais vg; e v7; vamos omitir boa parte das suas

exXpressoes.

1° Caso O sistema ((5.17) com a condi¢do a; = az = 0.

2—0 (-Cgbg -+ 3C5b2 +9 C5b4 + 11 C5b1 + 13 C3b1 + 70364)

1
V21 = (5 C5b6Z)2 +5 Cgb@bg + 2 06b3b2 — 10 C5b3 bg +5 Cgb5 bg + 466b5b2

200

+ 20 ¢3b52by + 20 c3b52by + 57 c3bebi® + 53 e3bgbs® + 69 c5bgbr? + 41 csbgbs® +
5 C5b52b2 + 14 66612175 -+ 72 06b42b3 + 132 06b12b3 —6 C6b42b5 + 25 Cgbgzbl +

+ 35 63b3254 + 20 C5b52b1 + 10 C5b5zb4 + 35 C5b32b1 + 35 C5b32b4 —10 CgngbQ —

— 10 06b2b3b1 — 10 66b2b3b4 — 14 Cgbﬁbgbl — 14 63b6b2b4 + 2 C5b662b1 + 2 C5b6b2b4 +

+ 196 C6b4b361 + 90 C5b6b1b4 -5 C3b5b3b2 + 30 C6b5blb2 + 30 Cﬁb5b4b2 -5 C5b3b5b2 +

+ 25 C5b5bgbl -5 C5b5bgb4 + 90 63b6b1b4 -8 C6blb5b4 -5 Cgb5bgbl —35 Cgb5bgb4),

1
V31 = 579000 (18946 03b6b2652b4 + 74594 C5b6b52blb4 — 33576 06b6b42b3b2+
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557112 cobebabsby + 46168 cobsba bsba — 7480 cgbs bsbaby + 4760 cobsbsbaby +
144040 Cﬁb52b4b3b1 + 183806 C5b32b6b1b4 — 55782 C5bgb6b42b5 — 9126 63b6b3b12b5 +

25840 cbabsbs2by 4+ 9520 cgbabsbs by — 107046 c3b3bgbs’bs + 42138 c5bsbebsbi® +

+ o+ 4+ o+

16798 c5bsbabs>by 4 13122 c5bgbabs?by — 11480 b csbybaby — 33576 bgcgbsbaby® —
— 30014 c3b3%bgbaby — 32546 c3b3*bgbyby + 116578 c3bs”bgbsb; — 181512 bgcgbsby by —
— 241176 bgegbsbiba® 4 141822 c3bgbs2baby — 37600 cbabsbsby — 474 c3bgbs>bsbs +
+ 1062 c5bsba’bsbs 4 21960 coba’bsbsby + 16664 coby>bgbsby + 46168 cabgby 2babs +

628264 cbgb12b3by 4+ 8280 cgbsba>bgby + 6408 cabsba?beby — 35838 c5bs bebaby —

_|_

— 32162 c5bs’bgbaby — 26840 c3b6?bybsby + 16414 c5bgbabs?by + 1725 c3bs by +

525 c5bs by — 1675 c3bs by + 740 cebs®by? 4 2480 cabs>by* + 83204 bs?c3by® +
6475 c3bs by + 3725 ¢35 by + 62108 bgc5bs® 4 3075 c3bg by + 7125 ¢5bs*by +
5925 c5bs by + 11075 ¢5bs by + 92932 bscsby® + 74860 cobi2bs® — 2875 c5b5 by +

72140 cgbs?bs® — 17920 cgbs>bs® + 28 c5bg2by® — 9760 cbs>bi2 + 2525 csbsby +

+ o+ 4+ o+ o+

875 c5b5 by — 996 c3b62by” 4 T1836 b c3by® — 104148 c3bghsby bsby —

— 5844 ¢3b5bgbsbaby — 13196 c3bsbsbsbaby — 12052 c5bgbabsbsby — 6988 c5bgbabsbsby —

— 63408 bgcgbsbababy + 81744 cbsbabgbaby — 32596 c5bsbgbsbiby — 3340 cobs>bsby? +
183052 b c5ba®by + 200276 b csby®by + 188684 b csbaby? + 55183 csbghs b1 +
101217 e5bs?bebi? + 8524 bgc5baba® — 936 cobo bgbs + 10516 bg>csbyby® —

— 15412 bgc3byby — 5684 bg>c5by2by + T1889 c3bgbs by + 39200 cgbs®by *bs +

205908 bs*c5b1 by — 94232 by bsbg + 32063 c5bgbs>bs” + 81409 c3bbs>by” +

9548 ¢35 ba2by + 9492 ¢3b67by%by + 3450 c3b52b3>by + 1050 c5b52bs%by +

51871 C3b32bﬁb12 + 5769 Cgb6b22b32 — 1700 03b33b5b2 — 1700 C5b53b362 +

+ 4+ o+ o+

1897 c5bs°bgba” + 1031 c3bs°bgba” + 4903 c5bsba’bs® — 5100 c5bsbs®by —

— 1700 c3bs>bsby 4 70780 csbsbs*bs — 27080 bgcgbsby” + 269480 cabgby *bg +
4+ 80431 c3bs2bgby® — 2960 cgbsbsba® + 6150 c3bs2bs®by + 14250 c3bs?bs*by —
— 5100 c3b5°bsby — 8500 c3b5°bsby + 11850 c5b3%bs>by + 8550 c5b3°bs by —

— 5100 c3b5°bgby 4 2648 by bgbs — 28560 cbabsby — 23120 cababs’by —

— 15412 bg>c3by*by — 11900 c3b3°bsby — 56000 caby®bsbs + 177144 cobgbs’bs —

— 5684 bgZcsby by + 84380 cabsbs?by? + 152200 cgbabs®by — 26720 cabs>byby+
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V4,1

+
+

5100 c5bs’bsby — 5100 c5b3°bsby + 1700 c5bs°bsby — 1700 c5bsbsby +
97137 c5bs*bgbs® + 6120 cebabs>by + 2040 cgbabs by)
m(—154801296 C5b32bgbaby + 984779796 b c5by *babs® +

988766636 bs>csby by*bs® — 58784440 bg>c5babs®by — 79451320 b c3baby by —
79451320 bg>c3bobi by 4 514731828 b2 c3bsby by + 615649268 bs*c3bs”biby” +
96911880 bg>cgbabr*bs — 113351160 bg2cabs®babs + 2539172944 c5bg by *bsby +
3420756592 cgbgb1 *bsby® — 27403960 c3bg*bsbaby 4 23879050 cobs *bybsby —
4983550 cgbs babsby — 2674100 cgbs?bs>byby + 30230630 c3bgbs b1by +
2258375024 b cbs>bsby + 94952676 bg>csbsby *bs — 1695568192 b2 ceby>bybs +
219048288 bgcsbs by *bs — 19651620 c5bs*bsby by + 1458718156 c5bbabsby® +
1446087904 cgbgbs?bs®by — 390813852 b c3bsbs®bs — 2852005 c5bebabs by —
3716285 c3b5°bbgba® + 12798440 c5bsbs by by + 23127650 cgbs bbby —

557566 cba>bebs>bs — 229230006 cgby b3 bgby — 1250860 c5bs2by>bsbs —

9357400 cgbobs>bsby + 59413640 be®c3baby’by + 1764158 cebs2by>bgbs +

11393824 c5b6°by%bs by — 44836150 c5b3 bgbaby 4+ 167497940 c5b3*bgb1 by +
42958916 ¢5b62by*b32by + 41429596 c5bg2by>b3?by + 13356200 csbo’bs>bsby —
56596400 cbs>babs>by 4 34413028 c5b62by2bs2by — 28276950 cgbabs*bsby +
76674590 c3bs*bgb1 by + 88238500 cobs bsbiby + 45384730 c5bgbs byby +
123844825 ¢5b32bgbs2bs® — 2852005 c3b52b3bgba” + 59413640 bg>csbyby’by —
1944545 c5b5°bgby>bs 4+ 19939712 b c3bs>by?by + 15424864 c5bg2by*bs2by +
3351295 c3bgby>bsbs + 14831096 cgbs>by>bebs + 17058164 cgbs b beby +
38444068 c5b62by2b3%bys + 38327072 cebs>by?bby + 136208080 c5bgbs baby +
4839900 cgbsbs>baby — 13861312 bg2csbsby’bs — 321331764 b c5bsbs bs —
11183535 c3b5bgby %bs + 510351504 be®cs5bs>bsby + 560774864 b c5bs>baby* +
25470588 bg2c3bsbsbr® — 59413640 c3b3b62babsbr by — 59413640 be> b1 bsbabsby +
62128812 cgbs>bsbybsbi by + 279298644 cobsbs>bybsbaby + 114734360 bg?c5b52bab1by
282378524 by 2bbs*bybs + 1458841168 bgcgbs?b1bs®bs — 30866084 bgcgbs by baby +
1368013772 bgcgbs b1 2bsbs + 6651590 c5bs bebsbsby — 18154810 c5bgbs bbby +

4223050 c3b52b32bgh1by — 29669590 c5b3bs>bebabs + 25425790 c3bs2bs>bebybs—
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+ o+ o+ 4+ +

+ o+ o+ 4+ o+ o+ o+

120743690 c3bs>bgbgb1 by — 50767610 c5b5°bbabsby + 192930790 c3bs>bebabs by —
64902770 ¢5bbs>bsbi by — 63953490 c3b5>bsbsbaby — 11989532 cby>bsbs bsby —
25727368 cgby>bsbs bsby — 42303310 c5b5°bsbsbaby — 13668170 cabs”by* +

97920 cgbs°by* 4 625430 b*csba” + 306425 ¢5b5°by 4+ 625430 c3bg’by* +

351050 c3b5°by — 229075 c3b3°by + 34576640 csbs’by* — 12585270 cgbs’by” +

1184050 c5b3°by + 886550 c5b3°b1 + 2483700 c5b3°by + 2392410 cgbs by +

362950 c3b3°by + 80325 ¢5b5°b4 + 603925 c3b5°bs + 1606075 c5b5°b; + 53550 c5b5°by +
251068766 b csby* + 187797454 bg>csby™ + 55416940 cobs°by” + 240958302 b csby® +
197907918 bsc3by* — 526575 ¢5b3°by — 348075 ¢33 bsby 4+ T07625 c5bs*by?by —
255000 cbe?bs>bg? 4 2143700 c5b62bo°bs? — 4923880 c5bg2by>bs” —

4923880 c3b62b2>bs? + 1068937220 bg>c5b42b1% + 371895004 b c5bs>bs® —

3863912 c3b6°by°by + 1517250 c5b5 b3%by + 711639032 b c3by *by +

2626500 c5b5 b3%by + 28344628 bg>csby?ba? + 36072452 b csby 2by? —

3991226 cgbobebs® + 1426504 cgbo*b>bs — 5584500 cabs>bs2bo? +

3191920 c3bs beba? + 33656324 bg>c3bs>by® + 1361445 c5b5 bgby” +

3932015 c3b3*bba? — 162350 cgby>bsbs® + 30760756 bg>c3ba?by? +

5762490 c5bs*bba? + 1751000 cgbobg by + 873868 by bs?bs +

45551500 cgbs*bs2bs + 105435740 c5bs bbs?® — 31635656 bg>c3bs>by +

167362572 bgc3bs*b1® — 31635656 bs>csby *by — 21525192 b c5b1 by —

1475175 c5b3°bsby + 93348020 cbs biby — 4143750 c3b5°bs by — 1823250 c3b5°bsby +
3206625 c5bs*b5%by + 3920625 c5bs bs%by — 3863912 c3bs>by>by — 27847360 c6bs’biby +
4099125 c3b3*b52by — 70643500 cebs>by>bs? — 267726620 b1 bs +

33079325 c5bbs b1 + 49551600 cbs bsby® + 25230625 c3bs beby? +

284404172 bs2c3bs>bs® 4 786157528 bg>c3by>by + 79620680 c5bebs by +

329387968 bs2csbr3bs? — 1823250 c5b5°b5>by — 1823250 c3b5°b3>by +

241897136 bs2csby *bs? + 602895840 bs>csbs*bs + 500937532 c6by®bs b +

57680840 c3bgbs by — 494428940 cbe>bs*bs — 60162150 cobs*bs%bs —

239411724 cgbs>b5°bg + 382012488 b c3bs®bs® + 16212345 c5bebs*by” +

519570008 cgbi2b53bg + 19038300 cgbs b1 2bs® + 58894385 c3bs bebs’+
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66699120 c5bs*bsbi? + 127500 c5bsbs2by + 1020000 ¢33 bs2by +
175349616 bg2c5b4>bs> + 796719600 csbs>by *bs + 30602550 cbs b1 2bs +
108783000 csbs2b3>by® + 91942800 cgbs?bs®by? + 374025444 bg*c5b,°bg? —

— 170760896 bgcgbs®br® + 1068937220 bg>c3b4%b12 + 1600125 c5b5 bs?by —

— 348075 c5b5°bsby — 1475175 c3bs°bsby — 21525192 bg>c5by by + 13356200 b csbaby’bs

— 1250860 c3bs2bs>bsbs + 5123035 ¢5b3°bgba’bs — 11895155 c3bs>bsbsbr > —

— 127164335 c3b3>bgbsbs® + 96911880 bg2cebsbabs + 117533585 ¢5b3°bgbs by —

— 24541200 cgbs*babsby — 15580500 cebabs*bs?by — 26100100 cebabs®bs’by +

+ 18410392 bg2c3bybs2ba? — 9357400 csba®bsbibs + 53340924 ¢5b6%babs>by” —

— 30804578 cgbs babghs” + TT734228 c3bsbaby 2bs> + 8170982 cbabgbr b5 +

+ 69968236 bg>c5b12bobs> 4 96069012 b c3bs?babs® 4+ 517279496 bgcgbs b1 >bs +

+ 933892232 b2 cgbs2baby? + 980399472 be®c3bs2bs by + 1204875 c3bs*bs?by +

+ 701082616 b csbs®by — 21593910 bbby — 23246990 cgbs boby —

— 579560012 bgcgbs*by 2by — 639302568 bgcabs biby” + 4853488 bbby *by —

— 194426926 bgcgbsbaby® + 113470424 cbobs>bsby? + 581179164 cgbgbs*bsbs> —

— 52677815 c5bbs*bs by + 64174045 c5bsbebsby* + 177204365 c3bs>bgbs’bs® —

— 113351160 bs>cbr babs — 138173984 ¢5b3%bg2baba> + 86758024 b coba>by>bs +

+ 4870585 c5bsbs*bsby? — 112073208 c3b32b62babr > — 130407992 c3b52b62baby> —

— 559614748 cgbsbs bs®bs — 112317555 c3bsbs b5 bs — 58784440 bg>c5baby by —

— 40453210 ¢5b3*bgbaby — 2236453496 bg>cgbab1%bs + 10113800 ¢5bs*bebabs +
39827628 csb3°by?bsby — 110398595 ¢5b3°bgba’bs + 30915390 c3bsbs*baby +
48456205 ¢5b3°bsbr 2bs — 1317022752 bg2csbabr®bs 4+ 165957400 cbs>bsbiby —

— 11601990 c3b3°bgb1bsby — 273279760 c5b3>bg>bybiby — 302623880 bs>cebs’bibabs —

— 3264176 cgbsby*bgbsby + 8863270 c5b5°b3 bsby by + 90973018 cgbs by bsbabs +
237310840 bg>cgbaby *bsby — 228710716 bg?c5by *babsbs + 237310840 bg ceba®bobsby +
165228440 bg2c3bsbabs>by — 588454516 bg2c5bsba’bsby — 50543324 bg?c5b12babsbs +
88412614 cgbabgbs®bs’bs — 48835852 c5bsbs>bsbaby® — 15581228 b c3bgby*bsby —

— 13873756 bg>c5bsbabs®bs — 28514066 bgcgbs®babi *bs + 195382258 cbgby 2babs?bs —

— 222785680 ¢3b32bg2babiby + 3467756 cgbsbs2bibgbe® — 1006090216 cgbgbs’bs>bsb—
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253003348 bgc3bsbsby2by — 612747148 bg?c3b3bs*bsby + 30066010 c5bs>bebs2baby —

17496910 c5b33bgbabsby — 45885890 c5bs>bgbabsb; — 106608530 c3b3°bbabsby +

192930790 c5b32bgbs2b1by — 15998768 b2 csbs>b1bsby — 407692028 bgcgbs babyby +

188816416 cba2bg2bsbiby — 3382548 c3bsbs>bsbe’by + 7693764 c5bg2by>bsbsby —

6441396 c5bg>be>b3bsby — 302623880 b by 2babsby — 17517708 c3bsbg2bsbs>by —

1447784 bg3csby®by — 1447784 b csbs®by + 796713944 bgcsbi by +

812175 c5b3°bsby — 1475175 e5b3°bsby — 1823250 ¢5b53bs3by + 497250 c5b3>b5°b; —

348075 ¢3b3°bsby — 2635425 ¢3b3°bsby + 2448000 c3b5*b3%by + 3519000 c3b52b52by +

2143700 c3b62bo°b5% + 2058122 by bs3bs — 5487430 cbs byby — 348075 c5bs’bsby

2932670 06b55b2b1 — 1475175 C3b55b3b1 — 1508325 03655b3b4 — 314925 C5b55b3b1),

1
196614329600000
88833960928752 b1 g c3bs>babsby — 2742234T7847856 by bsbs>csbs>byby —

(—1100041733544 bybg>c3bs>bybs>by —

60108949598880 by csbsbs*bs°bgby + 99240960767520 by cbabs*bsbgbs —
42161554724640 by bsbscebs>baba® — 40776079903728 by bsbg>c3bsbyby —
25233436937280 by bsbgcebs baba — 36362323295376 bybsbe>csbsbyby +
1458463888752 by bscsbs bs>byby + 178757403214656 by bsbs®cgbs>bs*by +
15643264884000 by bgcebs®bababs® — 11435805012528 by bsb® c5babs>bs —

14986592101104 by bsbg>c3babe®by — 54705927471312 bsbg> by 2bybsby +

91043465699712 bscabs2babs by 2by + 303737502938112 by b cebs>babsby® +

37957122197280 by bs> cebaby*bsbs + 37850823866232 by c5bs>bg babsbs” —
59953149192144 by b c5b3bs>baby + 356968741034304 bg>cbabr 2babsbs® —
59119684079664 bsbg” c5baby 2bsby — 691002468000 csbs by +
63585640119768 by c5b52b6>baby + 110513773965816 bg>c5b4b52b1 by —
30864455809224 bg>c3b5°bsby 2by — 401342905054832 by bsbg> c3bsby® —
3576087013200 by bscsbs’bgby — 7400200867800 by bscbsbeby —
5034300484200 by bscsbs’bgby — 631312578000 by bscsbs’bebs +
76544001997164 by bg>c3bababs® + 22403386541904 bgcebsbe by 2bs” +
3274471911600 by c5b32b5 bgby + 273761365958652 b c5bs>babs b1 +

1520859540206976 bybgcebs>bsbs® — 182526183618792 bybobs>c3bs b+
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4+ 11855210072576 by bsbg®cebaby® — 371722818720 by bscababs*bs® +

+ 6204662684640 by cgby®bs>bsbs? + 468174052718640 by ceba’bs>bbs” +
+ 5453867975760 by ceby>bs bsbs — 5602941661200 b c3bs°bbabs —

— 3288322239864 by c5b62ba b5 bs + 41428243107576 by bg> c3by>bybs> —

— 312422632494480 by cgbs by’ bs b — 167513688923352 by bsbg”c3bs’by” —
— 209027594636184 bybsbs>csbsbs? — 203046280126320 by bsceba’bs*bs —
—  578957451692464 by bsbg>c5bsbs® + 82510819693952 by bscebsby*by —
—  75252674842464 bybsbs>cbs®bo? — 31548104271840 by cgbs’babgbs +
1966585556100 by c3bgbabsbs® + 32392861174908 by c5bs>babs by +
54636055256416 bg>cebsby®bs® — 6805114212000 by cgbs’babs® +
5447849872400 by cbs bybs + 1091118550176 bycgbo’bs*bs® +
2241103098000 bycgbabsbs® + 2431070585700 bycsbsSbsby +
14261750833200 by cbs bsbs> + 603219115800 bycsbs bsba +

248381281200 bycghbs’bs?by — 3865006236000 bycebabs®bs? +

+ o+ o+ 4+ + o+ o+

217529187820560 cgbs>b3>bebs> — 9952971392480 by cgbs>bs>bs> —
— 2316005273504 bybg* c5by>by — 1313044665749872 bybscebgby* +

2671278302056 by bg>csby®bs? 4+ 216195873712566 bybg2c3by?bs* +

+

+ 3093740919048 by c3b6°babs* — 196508490048 ¢y bs2bsbs? —
— 345463443000 c3b3"bgby>bs* + 720715918000 cbs°bs by bg —

— 1017397065672 c5b62by>b3bs® — 63062382708 bsc3bg>bo by +

+ 32388107804 bscsbe®ba by — 297152215360 bsbgegbsby® —

— 46796431760 cgbybs bbs — 1197165773700 c3bs°beby*bs —

— 467556127064 c5b62by°bs by — 967683996136 bsbg csbs by® —
— 417843057528 bscsbg’by>bs® — 328532868144 by by bs2bs> +
+ 1056865227600 bscsbs’beba® + 347835855900 bscsbs beba® +

+ 593761318800 c3bsbabs’bs* — 488136402000 c5bsbs°bebo” +

+ 418543369400 c3b5°bebs>ba? — 49998377111814 bobgc5bs by —
—  515390200800768 bsbscabs*bs® 4 6466678165376 bsbs®cebs’bs® —

— 4491102772000 bycgbabs*bs® + 17057979414600 c3b5 b3 2bghs >+
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+ 2015658517904 bybe® gy by — 1339376940960 bycebs>bs b +

+ 498320747652 c5b6°bo>bs?bs? — 178626346768960 bacgbs by *bs® —

—  50047915113248 bycgbs b1 *bs — 60041121524280 bobg®csby *bs® —

—  55340174558448 bobg  c3b4%b1? — 38972992715488 bobg™ c5b1 by —

—  50336234013936 bybg* c5bs’by? — 35030965320416 bybg*csby by —

—  45211798554000 bocgby 2bs’bg — 19345072841502 bobg2esbs by ® +

4+ 86190411759162 bybg>csba’bs* — 50047915113248 bacgbs’by*bg —

—  157911728896128 bybg>cebsbs® — 49175423334960 bacgbs’bs’bs —

—  72787688792520 bybg> c3bs>bs® — 80478502144040 bybg® c5bs*bs® —

—  20877401383422 bybg®c3bs*bs® + 1944632289728544 b cabs®bs®by +
4+ 207621730965198 bg>c5bs by ?by + 352557810266792 bsc3by *babs” +
4+ 977368741707852 bsc5b4>by2bs® + 572974399076196 bg>c5bybi%bs” +
4+ 673287629140984 bg>c5b4b1°bs® + 77616269011794 bg2c3bs by 2by —
—  44334323191014 bybg>csbs*by? — 2440368375696 bg>csbs’babs” +

4 34856360637800 bs” c5bs>babs” + 18183291038400 c3bs beby’bs® —

— 188814620800 c5bs>bsby?bs® + 556797974850 ¢5b3%bs *beba® —

— 308500099050 c5bs*bgby’bs? + 509277146196 c5bs>bg by bs* —

— 716688272560 csby>bsbs*bs — 137587758782072 bsbec5bs by —

— 192202985049140 bsbg>c3bsbs* — 11525837840400 bscsbs”bbs® —

— 9995826707100 bsc3bs’beby® + 40585047199458 bg2c3by>babs* —

—  18363870320640 cbs’babgbs” 4+ 15595796849946 ¢5b62babs by +

4+ 152316754814484 bs*c5bs2bs>bs® + 184754970222732 b2 c3bs by bs® —
—  18881805558200 c3b3°bsbs by” + 23040245358468 bg>c3by*by*bs> —

—  138075155948320 bscabs by bs — 212029023442340 bsbg®c5bsbs™ +

4+ 27094383088864 bscgbs®ba*by — 29238242976928 bsbg>cebs®by® —

—  113460810438776 bsbg>c3bs*bs® — 59019239578944 b cebs>bs>by —
—  14174116112000 c5b5°bgbs*bs* — 119563199257224 bs*c5bs>bs by —
— 3405821718000 c5b6bs>bs by — 7618105563900 c3bsbs’bs b +

+ 100773681329200 cgbgbs>b3bs* + 63608643887880 b c3bsbybs+
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+  18602775583050 c5bs bebsbs? — 7043319650432 bg>csba>bsbs® +
51051342059088 bs> csbs*by2bs® + 33165197891124 c5b32bgby?by* +
7603703666046 bycsbs>by’bs* + 491228678256624 becoby bsbs® —
—  80603041880648 bs?c5b3bs>bs> + 9464596393950 c5b52bgbs by +
11056164640716 bg>c5b42by*bs> + 4330130350000 bycbs®bs by +
2818083904242 b5 bobs* — 1125528071200 bybscebs®by +
203073151568 bybsbs®cgby® — 1709990772500 bybycsbs’bg —
— 4025977716200 bybacsbs®bs + 12085201288242 bycsbs bs*by” +
+ 9794432230800 bycebo’bs bs — 6195041489624 bybscsbs’by® —
—  BT72578872632 bybg®c3bybs® 4 7876581075486 bycsby*bs>by® —
— 9210253432288 bycgbo’be*bs® 4 3435712638072 bycsbg’by’bs” +
+ 135032007760 cbybs”bg + 107326274250 c5b5°bby* —
— 119984303400 cgbsbs2by? — 457444806000 cby*bs’bg? —
— 34688381000 cgbs*bs*ba® + 278615013378 c5b6°bo>bs* —
— 1266386616222 c5b3*bg?by® — 31138016000 bycsbs by — 68114410000 bycsbs’bs® —
— 93265585504 bg>ceby”bs — 5838378000 babscsbs” + 135289570000 coby’bs by —
— 31138016000 bybscsbs” + 22498794500 bacsbs’bs? + 1196604500 bycsbs®bs® +
40013928500 byc3bs®bs? — 68114410000 bycsbsbs® + 306971696200 cgby>bsbs® +
399454538600 c3b5°bgbs” + 8623390550050 c5b3°bbs” — 36914779200 cebs®b1%bs” +
41641709112254 bg2csby*bs* — 199566743008512 b cgbs>by* +
155874047556110 bg>c5b1 *bs? + 6692235147000 cbs’bs2by? —
— 39724309278400 bgcgbs by + 18711738500 bycsbs®bs® — 42814772000 bycsbs®bs® —
— 772440472960 csba’bs’bg + 561327081666 b c5bs’ba” + 543751440518 b c3by b —
— 842035257206 c3b5*b62by> + 524103002800 bscebs®by? + 134768282272 bsbg®cabs” +
217773223200 by c3b3°bs 4+ 509901487550 by c5bsCbg + 414185092048 by bbs” +
7932751463000 cgbs*bsby? — 1247911594800 by bycgbs” + 671856773016 bybg*csby* +
624250427528 by c3bg*bo* + 813480070408720 bg* c3b4>by> +

194067100453330 bg>csbs?by* + 344102997310480 bscebs’bi”® +

+ o+ 4+ o+ o+

64412150994174 b2csbs b1 + 373190199098736 cbg2by b3+
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4+ 90416100733270 bs*c3by *bs® — 1210898290160 bs*c5by>b1% +
19448316186000 bg*c5b1*by? + 1804820721600 bscgbs’by? +
3110916224000 cgbs*by *bs® + 204723860865290 bg>c3b, *bs> +
812418157259280 by 2bs* c5bs® + 844090607795760 by 2bs* c3bs® +
419457748066968 b c3by by + 845152520945200 b 50421 +

471915101589256 bg*c5by*by + 2767653410600 cgbs®bsb % +

+ 4+ + + o+ o+

2047545387950 ¢5b6bs by * — 205922863350320 bscbs’by” —
— 9968639620264 bybg" csby* — 11577964893352 bybg*c3by* —
— 1834716714480 bg* c5by*by 2 + 27581076250 bycsbs*bs* —
— 5838378000 bycsbs bs + 59534361250 bacsbs*bs* + 702966372394 ¢5b62by>bs* —
— 42814772000 bycsbs”bs® + 599598232896 csby b bs” + 173868621082 c3b6>by b5 +
+ 156292979934 bs®c5by"bs? + 3598526765000 c5bsCbsbs” + 289914231132752 bycgbs’by”
— 1840645970800 bybycgbs’ 4+ 603091908744 bybg csba? + 650698254232 bycsbs*by* +
+  369934841139312 b>csba*bs® + 93870087837600 c5by®bs bg +
202501655020210 bg>c5bsbs* + 49699210668998 b c3bs by +
+  95347716784186 bs>cs5bs*by® + 153651841711030 b c3bg?by* —
— 1834716714480 bg* c5by°by® + 15778882757040 bg*c5by>by? —

1210898290160 bg*c5b52b4% — 306018693576816 bscebs by® +

69921322655398 bg>c3by*bs* + 11270524363800 cgbs’by’bs” +
232732402900010 bg>c3bs*bs? — 5562022096800 cbs°bs’bs? +

2526000165000 c6bs°bs2bs + 11676756000 bybscsbs’ — 31138016000 bycsbs bs +
9730630000 by c5b3°bs” + 48534804500 by c5b5°b3* — 15569008000 by c5bsbs” +
16402701181360 bg " c3b, by + 7072409173000 c3bgbs by +

87290215227442 b*c3by*bs* + 9859416203000 cgbs*bsby® +

129081403179950 bg>csby*bs? — 35081103468560 cgbs>bs b +

+ + + + o+ o+ 4+ o+

753084648150 c5bbs°bs — 9895321852000 cgbs b,2bs® + 3230758587600 c3bbs by’ —

250930625853184 csbs>bs 05> — 5024302223200 bs b3y —
— 9968639620264 bobg*csbs® — 11577964893352 bybgc3bs® + 98588376250 by csbs*bs* —

—  BRAT27457600 bycgbs by — 13622882000 by csbs bs + 59205623750 bycsbs bs*—
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— 2100670946400 bycgbs by + 417125045944984 by bs* csbs® +
469582399467272 by bs* c3bs* — 5838378000 bybscsbs’ + 5277258027600 bycgbs by +
64045940687920 cb13b3°bg 4+ 20509874474642 b2 c3bs by +

3509049040650 c5b3°%b6b12 4+ 1031375101200 c5b5°b6b1% — 42814772000 byc3bs®bs® +

+ o+ 4+

19684801500 by c5b3%bs? + 66049938500 by c5b3°bs? + 76122455500 by c3bs°bs? —

— 68114410000 by c3bs°bs® — 31138016000 babscsbs — 23353512000 bycsbs by —

— 68114410000 bycsbs’bs® + 23471857500 bycsbs®bs” — 42814772000 bycsbs®bs® +

4+ 18824497761680 bg*c3bs>by? + 26019046135866 b c5b4 b5 —

— 120659812000 bycsbs®bs® + 87352128500 byczbs®hs? + 114939779500 bycsbs5bs? +

+ 69836994500 bycsbsby® — 95360174000 bycsbs by + 91158908750 bycsbs*bs* —

— 499431535200 bycgbs by — 5838378000 bycsbs by + 130541661250 bycsbs bs* —

— 48653150000 bybscsbs” + 759383625 bacsbs® + 91416929437288 by csb,” +
5867964375 bycbs® + 542416875 bycsbs® — 2889602625 bycsbs® — 8215150125 bycsbs®

3937108325800 cgbs ba? + 112963533950904 bg c3bs® — 68631373200 cgbs by> —

34382432136 c3bs*by” — 13223913352 bs* csby” + 221675773800 by cbs” +
12376966875 bycsbs® + 4191403125 by c3bs® + 1527137094600 cgbs by % +
3619399875 bycsbs® + 32410230125 by csbs® — 1343010281600 cgbs by +
93026254710376 bg*c3b® + 114572859223992 b c5b1° 4 46493344625 bycsbs® +
17702514375 bycsbs® + 8944947375 bycsbs® — 2598195561000 by csbsbs’bgby +
322421184871188 bybsc5b3°bybs® — 4719167346400 by csbs>bebsby +
15713797078200 by c5bs*bsbabs® — 1612443393392 by bsc3bs>by>bs +

103548850182024 by bg>c5bs?babs? + 7950628244664 bybsbs csbsby? +

+ 4+ + + o+ o+ 4+ o+

3926114945592 by bsc3be?ba?bs® — 172018381851264 bybg>cebabsbi® —

10017510914640 by cgbs>bs?bs>bg — 5736769039032 by c3bg2by>bsbs> —

— 2217754899360 by b csbaby>bs> + 5709081608640 by bsbgcgbs*by? —

—  1415798376174272 bybsbs>cebs®bs® — 15630824841600 bscgbabs bby? —

— 1301877069033216 bsbs>cebabs’br? — 1616920400784 bybscsbsby by —

—  245433182844096 bybg> cbs*bsby® — 171147503226648 baobscsby *bybs® —

—  475352536864128 bycebs>bibs®bi? + 45947253932424 by b c3by>bybs —
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—  155288948377264 bsbs>c5bsby*bs — 68116362172968 bsbg csbs’by*by +
160716253956768 by bs>csbsby®bs® — 13340514616832 by b coby>bsby +
101209720878240 by bs>csbs by ?by — 46940866722216 bsbscs5bs® by 2by +

+  22325598260368 bsbscsby *babs — 551569758898392 bsbe® c5bs> by 2bg —

— 2570214588480 bsbg csbs by by — 248391413148216 bsbg>c3bs*b1 by —

—  45785224283760 bscebs by 2bsby + 82510819693952 bsbs>cebababy® —

—  20584917726168 bg2csbs by bsby — 13275600747708 be*c3bs?by2bs by —

— 10440220636560 bgcsbs>bs>by2by — 139087141929360 bgcgbs>bs by 2by +

+  250099389264036 bs>c5bs2babs2by? — 1096296646068 by csbg2bs>bs’bs? —

—  457608790832064 by bobs csbsbs® 4+ 209125338191280 cgbs*babsbsbr? —

—  60013461878232 bs2c3bs bybsh? — 172018381851264 by bacebsba’bs +

+ 436830772248 bsbg” c3bsbi?by? — 62658284909664 bsbg>cobababy* +

+ 317091281100 by c3bs*bbabs? — 92837412819840 by bycebabs’bs —

—  15354658420400 by c3b5>bebs*by — 231935166887736 bobg>c5by 2babs® —

— 193349228801448 by b c3bs>bs’bs — 6666090272400 by c5bgbabs’bs +

+  171493317771168 bg>cabsba*babr?* — 25928502101840 bsbg>c3bsby*by —

— 3249043463568 bsbs csbs b1 ba? + 112989165726528 bsbs>csbaby by +
3952959139896 bsbs>c5b3br 2bs? — 30360166739760 bsbg>c5bsby by +
164336513843112 by bg>c3bs*babs” + 22680568790100 by csbs*bbabs® —

— 172173733350696 by b c5b3bs*bs® — 5096749470800 by c5bs bebabs® —

— 10490204127000 b c3bsbabs’bs + 23282064070200 by c3bs*bs2bsbs +

+  346083161565804 by bs?c3b3>bybs® 4 244126136477760 by csbsby>bsbs* —

— 101527367591064 bg>csbs>bsbsby® + 16315292358300 by csbs>bgbs by —

—  11757264178400 by c5bs>bsbs by — 148999786874112 by b cbs by by —

— 1738221568044 by c3bsbs?by*bs? — 2545074358800 by cgba’bs®bs bg +
3962958713844 bg>c5bsb1?bs>by + 23789856920232 by bg> c5baby*bs> +
50545489868640 bgcgbs b1 2bsby — 13231984907256 bsc3bs b babr? —

—  307715531129280 bscgbgby *bs?by — 1937720356800 by c5bg bbabs® —

—  38171648332392 bscsbs®bs2baby 2 + 152957833450968 b c3byboby 2bs >+



Apéndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em €

186

+

+

8641082408400 bgcbs®bybsbs® — 224970243103944 by bobe® c5bs*by” +
1886156331385248 bs2csba’bsbs?by® — 17295808811112 bsbg>c3bs2by*bg —
13779680443464 bsbg>c5b42by%bg — 40645583326488 b c5b3bs>baby? +
30561918088884 c5b3°bg>babs*bs> + 18758308072656 bg>cbs’ba’bs>bs —

46002551358036 b1 bobs>c3bs by — 90153692180292 by bybs>csbs by —

119761807702464 bg2ceby 2bsbs>by + 1157304218033280 bgcebsbsbs b1 +

2973824881800 bycsbs*bgbabs® — 936201038916 bycsbs®bs>babs> +
524975040240 bycsbabs®bs b + 85833228178624 by cbs>babsby® —
4005694806216 bycsbs>by>bs>bg 4 6087934821000 bycsbg?bs*bgby —
9298696841200 bsbg>c3bsbs®by — 7720855027600 bycsbsbebabs® —
4867032203280 bsbg>c5bsbs>by + 16590338160240 bsbgcgbs by*by —
7380875080800 bycsbs bgbabs — 37084466445072 bsbscebs*ba’by? +
3976508804064 bycgby*bs>bsbs® + 1665938526300 bycsbs bbabs® —
2077887174600 bycsbsbs’bgby — 932976962736 bybscsbg>babs +
3642483607200 bycgby*bs*bgbs + 797524821600 bybscsbs’bgby +
8342746458900 byc3bsbabs’bs* 4+ 2487994292616 bybsbg?c5bs’by? +
39547493448 bybscsbs>babs® + 2016597350112 bybsceby®b by —
1578125960892 bycsbgbabs*bs> + 16565229935304 bscabs bbby +
358650976080 bybsbgcsbs*bo® + 13323358627332 b c3bsby*bs>by —
65585246751624 bg>c3bs bs*bsby — 8339366685840 bycebsbsby*bg —
8098437152000 bycsbs*bsbs®by — 46989801402960 csba>bs?bs>bsbs +
6285691852248 bsbsc5bs*by>by + 94697003601792 bsbg>cebsbs by —
8030208105288 bycsbg>by>bsbs® — 937453970128 bybscabs®by’bs +
56208049285440 cbabs  bsbebs® — 5514482079600 bgcbs>babr bs? +
147977081797120 b cgbs2babsby® + 401779315853040 coby 2b3>bbs by —
2207221278600 bybscsbs’bgby + 2333783590424 bybg>c5bo’bs? +
27379241307132 bg>c3ba?bs%bs® + 2151470094800 by cbabsbs® +
3225661146100 by c3b5°bgby + 909674202400 by c5b5°bgby —

2032923219600 by c6b3°bs2by — 5619645460000 by cgbs*babs®—
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+
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+

2039095219200 by cgbabs’bs? + 1366458470000 by csbs®bs by +
10060362044200 by c5bsbs°bs — 115722301156560 bgegbs by by +
18798062720826 c5bg>babs by * + 2478488303200 c5bsbebs’ by +
5120883208 b c5b5 b1 *bg + 74924655696228 b c3bg b1 b5 —
124522869900 c3b5°bbsby? + 1343634166407168 bybs*ceba’bs® +
245824198764720 by csbs>bs b + 694404408485944 by bg>c5b5bs® +
102956223249366 b1 b c3bs by + 234946399986042 by bg>csbs*by” +
14432342678000 by cgbs*bs>by + 4734004639966 16 by bg>c5by b5 +
1887225273120 by cgbob6>bs® — 110882053373280 by csba’bs s +
2583260491500 by c5bbs by + 7633329128874 by c3b6>bobs* +
2440781823924896 bbby by * + 24132069226504 b c3b1>bs>bs +
3740609310600 c5bs bebs2b,* + 748458435671128 bg>csby *bs*by +
14667979557036 bg>c5by>b1bs> — 1266389576969088 cbs2bs>bs>b1> +
107362871104476 bg>c5b1°bs?bs? — 171582054776560 cgbs®bsbs>bg +
2501738515990048 bsbg”cgby*by® — 7043319650432 b coby*bsby +
67569411587168 bg>csbsby?by” + 34227115443924 c5b5°bg by b1 % +
53362951236432 b cebs by 2bo? + 22243034726172 b c5bs2by 2by” +
49300660944912 bg* c5b22b1%bs + 46635896704176 bg* c3bababy +
9024099936000 c3bs*bsbeby > + 706219967775348 bs c5by>b1%bs* +
6466678165376 bscaby>be>b1 > — 2362042085917408 bscebs>ba®b1? +
8604615391350 c5bs>bgbs b1 + 231673187748594 bg*c3bs byby? —
88793404774360 bybg>c5bs*by” + 1396048574026000 bsbg>caby by +
297040824696 bsbg>c3bs’ by + 3375478860000 bscsbsbeby > —
836804985900 bsc3bs’bgb1® 4+ 35270507381980 bsbg® c5bgby * —
13198673985120 cgbabgby *bs” + 99683011011918 bg?csbs babr® +
67472739867360 bgcgbs b1 b — 2229201143000 c3b5>bgby %bs> —
1654534003200 c5bgbs by 2bs + 20453936141028 be>c3by?by 2b5> +
106322067684736 bscebg by *bs® — 1069103732273840 bs b cgby *by —

2215212483931744 bsbg>cebi b4 + 27094383088864 bsbgcboby*+
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55096545775180 bsbg>c3by *bs + 55342493639440 bscgby by bs +
155513235338960 by b3 bgbs? — 816404252302400 b csbsbi3bs® +
316741174108272 cgbs>by*b3bs> + 38919038449218 bg2c3by 2bs by +

11333992331250 c5b3*bgby 2bs2 + 20272294646800 bgcghs2bs>by® +

+ o+ o+ 4+

50862076619640 bg>c3bsb; b5 + 512538493083656 b c5baby>bs> —

520140036240 bycgba?bs bg + 1340898445616640 cgbg>by2bs>by +

217757668575360 cgbybs bbby + 458484465898472 bybg>c3bsbs® +
11484283497700 by csbs®bgby + 4007181945000 by c3b3Cheby +

1285215700815824 bybscebs>bs* + 43171263268120 bg>csbab °bs% +

+ o+ o+ o+

2050658292336 b2 cbs b1 2by? + 39257198201272 bsbg*csbs®by® —
—  15151603676064 bsbgs>cgb1*ba” — 4064623160000 by cgbabs*bs® —
—  26596833515520 bgcbs>b1°by 4+ 1110614310407004 be>c3bs2b12b5> +
+ 2285195082448 by b cgby bs + 48846110670864 by bg* c5bs’ba* +
+  794130282870808 by bg> c3bs®bs? — 2787431173200 by bocsbs®bs —
— 3394373971872 by bs* c3bo by + 46181346430128 bybg* c5bsby” +
4+ 11256586176918 by csbs*bsby? + 9632312023200 by cbo by b —
— 6532536201256 by b csbsby® — 5430607153608 by bg>c3bs>bs® +
+ 6470966415114 byc3bs*be?by® + 3424708916118 by csbg2by*bs* —
— 901167911319616 by cebg>bs>bs> — 915202194400 by bscebs®by —

— 2610255398400 by bscebs®by + 389604322576 by bsbg>csby® —

— 959579703300 by bac3bs®bs — 350309653204 16 by bobg*c5bs® —

—  38972992715488 bybobg*c3bs?),

1
= —5516898391453627620 bybs” b3 by *bs’
o 16077153731302000000 0 108983I1453627620 babe”csbs™br b5+
+  7681999882667219604 bycsbs e’ *bs” — - - -,
1
U1 = (342098863404346477973907520b1 bsbgcs —

105170308849273907200000000
— 401589403686179134991376960b] bsbace + - - - .

No 2° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem em
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€, U1,1,V2,1,U3,1, V4,1, V5.1, V6,1, V7,1, V8,1V9,1, V10,1 € V11,1 do sistema " com a condigao

b1 - bg - b4 - 0
2° Caso O sistema ([5.17)) com a condigao by = by = by = 0.

V1,1

V2,1

V31

V4,1

Us,1

Ve,1

V7.1

Ug,1

V9.1

10,1

V11,1

em €, V1,1, Va,1, V3,1, V4,1, Us,1, V6,1, V7,1, Ug,1 € Vg1 do sistema ((5.17)) com a condicao by = —by,

No 3° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem

aj (¢4 + 1),
2—6(11 by2s + 3 Cobs? — 2 bsbacs — 3bs2cs + O bs2eq + 6 babser + 9byZer —
6 bsbscy + 11 b5°¢y),
g—é (b5° + b3”) (—bs*ca + 2bs%cy + 4 bs”cy + 2bsbscy — 2bsbses — 2bsbzen +
2bs%cy + 4 bs’cr + cabs?),
21&7160 (bs” + bs®)? (101 bs®cy — 21 bs>cy + 35 b3y + 42 bgbsey — 42 bsbscy —
66 bsbsca + 21 cobs® + 35 bs*cy + 101 bs°cy),
28;;;300 (b2 + bs?)” (=18 b2y + 27 b2y + 103 by?cq — 76 bsbacy — 36 bbscy +
36 bsbscy + 27 bs*cy + 103 bs2c; + 18 cobs?),
8372;% (b5 + bs2)" (77 bs2cy + 367 by2cy — 55 bs2cy + 110 bgbsey —
290 bsbscy — 110 bsbscy + 367 bs*cy + 77 bscy + 55 cabs?),
m;;’%(bg + B2)5(5202¢; — 3902cy + 208b2cy + T8bsbsci — 246bsbscy —
78bsbscy + 298b2cy + 39bZcy + 52b3cy),
1339731?;%180000 (02 + 12)° (27b2¢y — 2102y + 181b3¢4 + 42b3bscy — 154bsbscy —
42bgbscy + 181b3cy + 21bZcy + 27bicy),
1098571011‘;1760000 (b2 + b2)" (85b3c1 — 68b2cy + 653b3cs + 136bsbscy —
568b3bscy — 136bsbscy + 653b2cy + 68bzcy + 85bicy),
26107191612?1200000 (62 + b2)® (20962¢; — 1T1b2¢, + 1811b2¢ +
342b3bsc1 — 1602b3bscy — 342bsbscy + 1811b3¢y + 171bZcy + 209b2cy),
318507791397“7166400000 (02 + b2)” (126b2¢, — 105b2¢, + 1216b3¢4 + 210bgbscy —

1090b3bscy — 210b3bscy + 1216b2c; + 105b2cy + 126b2cy).

bgzb5:a3:Oeb6:2a1.
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3° Caso O sistema ((5.17)) com a condigao by = —by, by = bs = a3 = 0 e bg = 2a;.

1
11 = 2—0 (20 aicy — 6C3b4 + 20 ai1Cq4 + 3 C5b2 — Cgbz — 2C5b4) s

1
V21 = 4_Oa1 (4 b42 + bgz) (05 +3c3—2 CG) ,

1
V3,1 = —%CL12 (4 b42 + b22) (—7 Cgbz + 21 C5b2 — 14 C5b4 + 144 aicy — 42 C3b4 +
+ 144a1cy),
41 2
vy = 3200a13 (4542 +b%)" (c5 + 33 — 2¢6)
3
U1 = a5an Oa14 (4042 + by2)” (723 c5by — 241 c5by — 482 c5by — 1446 c3by + 4900 ay ey +
+ 4900 alcl),
V1 = — 128000611 (4 by” + by ) (c5s +3c3 —20¢g),
a6 3
vy = _mT(l)ooo (b3 + 4b3)” (8971200a;c1 + 8971200a1cs — 444559bsc3 +
+ 1333677b205 — 2667354b4€3 — 889118b405>,
501917a’ 4
Vg1 = WOOO(I) (bg —+ 4bi) <3C3 + Cy — 206)7
8
aj 2 2\4
= ——— (b5 +4b 113214780 113214780 — 5631659b
V9,1 20960000 ( 2"— 4) ( aicy + a1Cy 263+

+ 16894977bocs — 33789954byc3 — 11263318bycs).

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

0. 10

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, vy, V21,31, V41 € Us1 do sistema (5.18]) com a condicao as = a4 = ag =ag =0e
devido ao tamanho excessivo dos coeficientes focais v € v7; vamos omitir boa parte das

suas expressoes.

1° Caso O sistema ((5.18) com a condi¢ao as = a4 = ag = ag = 0.

1
V11 = 2—0 (3 C5b2 - C3b2 + 11 C5b1 + 7Cgb4 + 13 C3b1 + 905[?4) s
1
V21 = %(196 C6b1b3b4 + 90 C5bgb4b1 - 80661b5b4 —10 C6b4b31)2 -5 C3b3[)5b1 -

— 35 03b3b5b4 -5 C5b5b3b2 -5 Cgbgb5bg + 2 C5b6b1b2 + 30 C6b4b562 — 14 03b6b462 +
+ 90 Cgbﬁb4b1 + 30 Cgblb5b2 + 2 C5b6l)4b2 + 25 C5bgb5b1 -5 C5b3b5b4 — 14 Cgbﬁblbg —

— 10 C(jblbgbg + 53 Cgb6b42 + 41 C5bﬁb42 + 69 C5b6b12 ) 06b42b5 + 57 C3b6b12+
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V31

+

+

+

+ o+ o+ o+

+

5 c5baba” + 4 coba’bs + 5 c3bgba” + 132 cobi b3 + 14 ¢b1°bs — 10 ¢3b3°by +
5) C5b52b2 — 10 C5b32b2 + 72 06b4263 + 20 C5b52b1 + 10 C5b5zb4 + 20 C3b52b1 +
20 63552(74 + 25 03b32b1 + 35 03532(74 + 35 C5b32bl + 35 65532174 +5 03b52b2 +

2 cgby’bs),
1
272000
21960 cgbybgbsba® + 16414 c5bgbs?baby + 18946 c3bgbs?baby + 4760 cabybsbs by —

(—5684 c5b6babs® 4 5925 c5bs*by — 241176 cgby>bsbsby +

32546 c3b32bgbaby + 1062 c5bgba>bsbs — 30014 c3bgbs*byby + 141822 c3bbibs by +
16664 cobabgbsbs”® 4 42138 c5bsbgby?bs — 33576 cgb1>bgbsby — 33576 cbs*bbsby +
9520 cbs>b3baby + 8280 cbsbgbs’by + 6408 cbsbgba®by — 37600 cobabsbs®by +
144040 cgbs2bgbiby — 474 c3bsbgbsby® — 181512 cgbsbaby 2by + 46168 cbsbgbr by +
74594 ¢5bbs>b1by — 107046 c3bgbsbs®bs + 46168 cgby>bsbgby — 9126 c5bgby *bsbs —
55782 ¢5b3bsbsbs + 16798 c5bsbs>biby — 35838 c5bsbebaby — 32162 ¢5bs>bgbaby +
25840 ¢gbs2bsbyby + 13122 c5b6bs2baby — 11480 c5b62b1babo + 183806 c5b5°bgb1bs +
628264 cgb1%bgbsby — 26840 c3bg>babiby + 116578 c3bs®bebyby + 557112 cby*bebsby
7480 cb1bsbsby — 6988 c5bebabsbsby — 63408 cobabsbsbiby + 81744 cgbybsbebiby —
5844 ¢3b3bgbsbaby — 13196 ¢3bgb1bsbsby — 104148 c3bgbsbabsby — 12052 c5bgbabsbsby
32596 ¢5b3b6b1bsbs + 1050 ¢5b5°bs2by — 5100 ¢5b3°bsby — 5684 c5bs2baby? +

84380 cgbsbsbi? — 27080 cgbsbeby® + 81409 c3bgbs by — 56000 cgbybsbs® —
15412 c3b62baby* 4 32063 c5bsbs>by” + 269480 cby *bbs — 3340 cgbs>bsby” +
177144 cgbybgbs + 10516 c5bg>by*b1 + 8524 c5bg by by + 55183 c5bgbs by +
200276 c3b6°ba>by + 4903 c5b32bghs> — 26720 cgbs>biby — 15412 c3bg2bobs? —

1700 c5b5bgby — 94232 by bsbg + 3450 c3bs>bs>by + 39200 cgb1*bs’bs —

5100 c3b3bs°by + T1889 c3bgby *bs” + 6150 c3b3°bs*by — 1700 c5bs bsby +

188684 c3bs?baby — 28560 cgbs’baby + 1700 c5bs>bsby + 6120 cbsbyby +

2040 cgbs*baby — 1700 c3b3>bsby + 1897 c5bgbs>ba® + 101217 c5bsbeby > +

14250 c3b3%bs2by — 1700 c3b3°bsby — 11900 c3b3°bsby + 205908 c5bgby by —

936 cbgba’bs + 152200 cgbsbyby 4 5769 c3bsbsby® 4 11850 c5bs2bs>by +

8550 c5b5°b3°by — 5100 c5b5°bsby + 5100 c5b3°bsby + 51871 c3bs®bby* +

70780 C6b52b3b42 -+ 80431 C3b32b6b42 + 97137 C5b32b6b42 — 23120 06b33b2b4 +
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4 9548 c3b52by%by + 9492 c3bs?by?by — 2960 cbs*bsby® + 183052 ¢5b6>bs by +
+ 1031 c3bgbs by — 5100 c3bgbsby — 8500 c5bsbs®by + 2648 cebsbgbs® +
4+ 6475 c3bs by — 1675 csbsby + 3725 c3b5 by + 525 c5b5 by + 1725 c5bs by —
— 2875 ¢5bs by — 996 c3b by 4 T1836 c3b b1 — 9760 cbs b1 — 17920 cbs by” +
+ 92932 c5bg2by° + 2480 cbs>by® 4 3075 c3bs by + 2525 c5b5 by + 28 ¢5b%bs> +
4+ 62108 c5bg2bs” + 72140 cgbs®by® + 74860 cobs®bi? + 83204 c5b6>by> + 740 cobs®by* +
+ 11075 c5bs*by + 875 c5bs by + 7125 c3b3*by),
vy = &)Tl()()()()(_13668170 cebs b1® — 348075 c5bs°bsby — 314925 c5bs°bsby +
+ 1426504 cgbgby by — 5487430 csbs’baby + 2058122 cobs bgby”® —
— 255000 cgbs>bs2ba? — 1447784 c5bs>by>by + 1361445 c5bgbs*ba? +
4 873868 bg>csby"bs + 2143700 c5bgbybs> — 5584500 cgbs*bs by —
— 162350 cbs b3ba? + 2143700 c3b2bo>b5% + 3932015 c3bg beba? +
5762490 c5b3*bgba® + 1751000 cgbs*by?bs — 3991226 cgby>bgbs® +
3191920 c5bgbs*by? — 1475175 c5b5°bsby + 66699120 c5bs*bby +

79620680 c3bsbgbi? + 45551500 cgbsbsby® + 812175 c5bs’bsby +

+ o+ 4+ 4+

2448000 c3b32b5*b; + 3519000 c3b32b5 by + 33079325 c5bs bbb, —

4923880 ¢5b6°by°bs? — 4923880 c3bg by by + 284404172 c3b6?by°bs® +
57680840 c3b5*bgbs® — 170760896 csbs>by*bg + 701082616 c5bs°b1bs> +
707625 c5bs*bs?by 4+ 1020000 c3bs bs>by + 796713944 c5b6°b1 by +
30602550 cgbs*bsb1? — 60162150 cbs*bsbs® + 1068937220 bg>csbs®by? +
786157528 b c3ba®by + 105435740 c5b3*bebs® — 267726620 cobsbe?br* +
93348020 ¢6b3’b1by + 167362572 c3bs2b>by> — 2932670 cgbsbaby +

3920625 c5bsb5%by + 3206625 c5bs b52b; + 1517250 c5bs bs2by +

+ o+ o+ 4+ + o+ o+

2626500 c5bs*b3%by — 23246990 cgbs’babs — 21593910 cebs’boby —

— 3863912 c3b°by>by — 3863912 c3bs3by>by — 2635425 c3b5°bsby —

— 348075 c3b5°bsby + 374025444 ¢5b%b1*bs® + 36072452 c5b>by?b1? +

4+ 500937532 cbs by b + 58894385 c3bs bebs? + 382012488 c3bs?bs2by” +
+ 25230625 c3bs*bghy® — 494428940 ceby*bsbs® — 31635656 c3bg baby® —

— 21525192 e5bg3baby® — 239411724 c6bybs>bg + 49551600 cbs *bsby? +
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175349616 c5b62b5°bs> — 1508325 c3bs°bsby — 1475175 c3bs°bsby +

4099125 c3b5*bs2bs 4+ 1204875 c3b5*bs2by — 27847360 cobs’baby —

1823250 ¢5b5°bs by + 497250 ¢5b5°b5> by — 4143750 ¢5b3>bs>by —

1823250 ¢3b3°b53by — 1475175 ¢5b3°bsby + 1600125 ¢3b3%b5 by + 625430 ¢5b6°by* —
526575 ¢5b3°by + 351050 c5b5°by + 2392410 cgbs’ba? 4+ 97920 cbs by? +

80325 ¢5b5°b, 4+ 306425 ¢5b5°by 4+ 1184050 c3b5°b4 + 362950 c3b3°b; +

1606075 c3b5°b; + 603925 c3b5°by + 34576640 cgbs’b1? + 55416940 cgbs”by” +
886550 c5b3°by + 2483700 c5b3°b, + 53550 c5b5°by — 229075 c3b5°by +
197907918 c3bby* — 12585270 c5bs°bs> + 240958302 c3bg by +

187797454 c5bg>bs* + 251068766 c5b6°b1* + 625430 c5b6°by* +

279298644 bgcsbs2bsbababy + 62128812 bgcgbsbsbabyby — 59413640 c3bs>babsbsbyby —
59413640 c5b6°babsbsbibs — 13861312 cabsbs>by?bs” + 2539172944 cob *bs>bybs —
229230006 cbs>b1bgby — 559614748 bscabs’bsbs® + 933892232 c3b62by %bs2by +
113470424 csbg2by*b3by® 4+ 69968236 c5bg2bs2b1 2by + 59413640 c3bs>by*byby +
59413640 c5b6°ba*byby — 52677815 c5bs>bsbsbs® — 4983550 cgbs babsby —
2236453496 b2 cbsbi2bs” + 117533585 c5b32bsbs by + 53340924 ¢5b6°babs by +
4870585 c5b5>b3bebi? — 11895155 ¢3bsbebs>by® — 112073208 ¢5b32bg2b1%by —
113351160 bg>cgbsbr *by + 3420756592 cby 2bg2bs%bs + 48456205 c5bs*bsbsbi? +
8170982 cgbs bbaby? — 194426926 cobsby*bgby + 177204365 c3bsbebs>by® —
30804578 cgbs>bs bgby — 11183535 c3bsbsbgby + 1458718156 c5bs>by *bgby —
579560012 cgbs>b12beba + 514731828 c3b52b62by 2by + 1446087904 c5bs®bybba” +
64174045 c5b32bgbs b1 + 988766636 c5b32b6 b4 b1 + 4853488 csbsbs*ba’by? —
138173984 ¢5b32bs*babs” + 14831096 bgcgbs baby + 17058164 bgegbs*by*by +
615649268 c3b3°bg>b1bs> + 96069012 bg>csbs2baby” + 19939712 c3b6>babs%by +
18410392 c3b62by%bs2by + 560774864 c5b62bs2b1%by + TT734228 bg2c3bs2boby* —
154801296 ¢5b3%bs2boby® — 113351160 bg2cebs byby — 1317022752 b cebsby by +
2258375024 cgby b2bsbs + 165957400 csbs>bs2byby; — 56596400 cbs>bsbiby +
45384730 c5bs bebyby + 76674590 c3bs bbby + 96911880 cbabg?bs by +

42958916 c5b32b62by by + 167497940 csbs*bebiby — 639302568 cgby>bs by —
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— 15580500 cbs>bs*baby + 86758024 cbg>ba*bsby® — 79451320 c3bs bababr® —

— 28276950 cgbs*babsby + 11393824 c5b62by>bs2by + 15424864 c5b62bo>bs2by —

— 26100100 cgbs°bs>byby — 79451320 c3bs>babs?by + 3351295 c5bs>bgbsby® —

— 1250860 c5bg by b3bs — 1944545 c5bsbgbs>by® — 27403960 c3bs bbaby —

— 24541200 cgbs*bsbiby + 96911880 cgb1*bsbs>by + 136208080 c3bs bbby +
88238500 cbs *bsby by + 41429596 c5b32b62by?by + 219048288 bscebs bsbr® +
38327072 ceba>bsbs’by + 39827628 cebabbs®by + 13356200 bg>csba bsby —

— 127164335 c3b3°bsbgba® — 110398595 c5b5bgbsba® + 25470588 c3bb1 >bgbs +
13356200 bg>cgby>bsby — 321331764 bg>c5bsbsbs® + 123844825 c5bs2bebs*ba> +
30915390 c5bgbs*baby + 30230630 c3bsbs boby + 984779796 c5b6°b1 23 by +
980399472 c3b62bs2b4%by — 9357400 csbg by’ b3y — 58784440 c5b6>babs*by —

— 9357400 cgbg by’ bsby — 1695568192 cgbs>bsbgby — 58784440 c5bs>baby *by +

+ 510351504 ¢5b62bs2bs%by + 10113800 c5bgbs *babs + 12798440 c5bsbs*baby —

— 112317555 c3b3bgbs*bs® + 94952676 c5bsbs?b1°bs — 130407992 bg2cgbs®boby® —

— 2674100 cgbs’b5%baby — 390813852 c3bs2bs bsbs + 581179164 bgcgbs bsby® +

+ 4839900 cgbsbs>baby + 34413028 c3b6>bsby®by + 517279496 bgcgbs 2bsby” +

+ 38444068 c3b2bsby?by + 23879050 cgbs *bybaby + 23127650 cbs bbaby —

— 40453210 c5bs*bgbaby — 1250860 c3b62bobsbg — 44836150 c5bs bebaby +

+ 1764158 cgbs2bgby>bs — 2852005 c3bsbebs?by® — 19651620 c3bs bgbaby —

— 3716285 c3bgbs>babs — 557566 bgcgbs bsba® + 5123035 ¢5b3>bgbsby® —

— 2852005 c5bsbgbabs® + 195382258 b cbs>bsbabi? — 13873756 c5bg2babsbsba” +

+ 7693764 c5b62by>bsbsby — 11601990 c3b5>bgbsbaby + 6651590 c5bsbsbsbaby —

— 273279760 c5b3°bg2boby by — 282378524 bgcgbsbsby 2by + 30066010 c5b52bbabs by +

+ 8863270 c5b52bbabs by + 90973018 bgcgbs 2bsbabs® — 15998768 cbsbg by by —

— 50543324 ¢5b62babsbsby? — 28514066 bgcbs bsbaby® 4+ 88412614 bgcgbs bsbabs”® —

— 29669590 ¢5b5°bsbgbaby + 4223050 c3bs2bbs>baby + 25425790 c3bg?bbs>baby —

— 15581228 c3b62babsbgbs® — 48835852 c5bg babsbsbi? + 165228440 bg*csbsbabyby —

— 302623880 bs*cgbsbibabs® — 302623880 b cabsby *byby + 192930790 c3bs>bgbs by by +

+ 192930790 C5b32b6b52b4bl + 1458841168 b666b52b3b42b1 -+ 237310840 06b2b62b42b5bl +
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+ 237310840 by *bsbs*baby — 106608530 c3bsbsbsbsb; — 18154810 c5b5°bsbgbaby —
— 407692028 cgbabgbs®biby — 3264176 bgcgbs>bsby>by — 17517708 c3bg>by>bsbsby —
— 3382548 c3bg2by*bsbgby — 63953490 c3bsbgbs baby — 42303310 c3b3bgbs baby +
4+ 114734360 c5b6°babs>by by — 30866084 cgbs*bgbabiby — 50767610 c5bsbebsbyby —
— 45885890 c5b3°bgbsbaby — 6441396 c5bs by bsbsby — 612747148 c3bg>by*bsbsby —
— 1006090216 bgcgbs>bsbibs? — 17496910 c5bs>bebsbaby — 228710716 bgc5bsbsbaby® +
+ 188816416 cgbs>ba>bsbyby — 588454516 b c5bsbsbyby + 3467756 bgcgbs>bgby®by —
— 64902770 c5b5°bsbgbi by — 120743690 c3bsbsbs>biby — 25727368 bgcgbs>bsba by —
— 11989532 bgcgbs®bsbe’by + 1368013772 bgcgbs bsbr by — 253003348 ¢5b62b4bsbsby? —
— 222785680 bs*c3bs bababy — 1823250 ¢5b5°bs by — 1823250 c5b3°bs by —
— 1475175 ¢3b5°bgby + 127500 c5b3*bs2by — 348075 c5bs bsby — 348075 c3bs’bsby +
+ 1068937220 c5b>b12b,? — 1447784 ¢5b6°by>by + 16212345 ¢5b5 bbs? +
+ 108783000 cgbsbs2bs? + 30760756 c5b6 by by % + 241897136 c5b6>b5>b, > —
— 21525192 ¢5b6°babs® — 70643500 cgbs>bs?bs? + 19038300 cbs°bsby* +
4+ 519570008 cgbs> by *bs 4+ 602895840 cby*b2bs + 796719600 cby *bs2bs +
4+ 711639032 c3b6 baby® + 371895004 c5bs”bgbs” + 28344628 c5bg>by*by” +
+ 91942800 c6b3>bs2b1% + 33656324 c3bs>by"by> + 329387968 c3bg b1 >bs? —
— 31635656 c3b6 babs?)
1

- 17702514375 bycsbs® + 2 151568 bybg>ceby*bs —
Vs 1 196614329600000( 7702514375 bycsbs® + 203073151568 bybg” cbsbs

—  2362042085917408 bs>cabsbi by + 2333783590424 bybe csbs2by +

+ 7603703666046 bsc3bs>bs by® — 308500099050 by?csbs bs*bs —
— 46796431760 cgbs*bsby®bg — 1017397065672 bs*csbsbs by —

— 467556127064 b>cs5bsbs by” + 15595796849946 by*csbsbs by +
+ 1804820721600 by 2csbs®bs + 49300660944912 bybg* c5b22b1? +

+  46635896704176 babg*c3by?by? + 2241103098000 bybacebs s +
+ 418543369400 by*c5b3>bs>bs — 171582054776560 bgcgbs bs>by® —
— 2316005273504 bybycsbs*by® + 344102997310480 b by °by —

— 371722818720 by bscbsbsby® + 373190199098736 b cebs’b1* —

— 1612443393392 by bg> c3b5°bsbs + 8623390550050 by2esbsCbg —
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— 5024302223200 b,%cebs®bs + 813480070408720 by c3bs*b,® +
3509049040650 by 2¢5b3°b5 — 31138016000 bobscsbs’ +
155874047556110 bg>csbs byt + 16402701181360 bg*csbe?b1® +

19448316186000 bg*c5b2%b1* — 5034300484200 by bycsbs’bsbg +

+ o+ o+ 4

3274471911600 by bycsbs *bs>bg — 1937720356800 by bacsbg bs>bg —

— 7720855027600 bybycsbs*bs>bs + 3976508804064 bybscebs>bsby® —

— 2977887174600 bybycsbs’bsbg — 936201038916 bybg>c3bs®by’bs” +

+ 8342746458900 bybycsbs’bghs® — 92837412819840 bybycebs’babg —

— 937453970128 bybg>c3by®bsbs + 6087934821000 bybocsbs bs®bg +

+ 2973824881800 bybocsbs*bs b — 8098437152000 bybocsbs®bs>bs +

+ 7072409173000 by c3b5°bg + 2047545387950 by c5bs°bg + 23471857500 bycsbs by —
— 1210898290160 by %c5b6*bo® + 7932751463000 by % cabs®bs* +

+ 2767653410600 by %cgbsSby — 5838378000 bybscsbs” — 68114410000 bycsbs®bs® +

+ 399454538600 by c5b5°bg 4+ 40013928500 boc3bs®bs? — 31138016000 bycsbs by +

4+ 59534361250 bycsbsbs* — 5838378000 bycsbs” bs — 120659812000 bycsbs’bs® —

— 48653150000 bacsbs bs + 130541661250 bycsbs*bs* — 1840645970800 bybocebs” +
+ 603091908744 bycsbg by — 5838378000 bybscsbs’ — 23353512000 bybscsbs’ —

— 68114410000 bycsbs’bs® + 87352128500 bycsbs®hs? + 3230758587600 by>csbs b —
— 1210898290160 by*c5bs by + 3598526765000 by c3bs®bg —

— 95360174000 bycsbs®bs® + 11270524363800 by cabs’bs> — 13622882000 by bscsbs’ —
— 68114410000 by c3b5>bs” — 42814772000 by c3bs’bs® — 1247911594800 bybocabs” +
+ 671856773016 bycsbg by* 4+ 624250427528 by csbg*by* —

—  199566743008512 csbs’b1*bs” + 194067100453330 c5bs>b1*bs* +

4+ 90416100733270 bg>c3bsby* 4 204723860865290 be>c5bs2by* —

—  306018693576816 csbs bsbg” + 69921322655398 bs>c5bs by —

—  35081103468560 bgcgbsby® + 812418157259280 bg* csby 2bs> +

4+ 417125045944984 b  c5b1bat 4+ 650698254232 bacsbs by + 76122455500 by c5bsChs? +
+ 11676756000 bycsbs”bs — 42814772000 bycsbs®bs® 4 22498794500 bycbs®bs® +

+ 129081403179950 c5bs>bs2b,* + 232732402900010 c5b6°b520,* +
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- + o+ 4+ o+ o+ o+ + o+

+ o+ 4+

1196604500 bocsbs®bs® — 36914779200 by % cebs>bs” +

3110916224000 by %cgbs*bs® + 6692235147000 by 2cgbs bs> —

1834716714480 by *c3bg*by® — 584727457600 bybycgbs’ + 753084648150 by*csbs’bs —
31138016000 bycsbs by + 69836994500 bycsbs®bs? — 499431535200 bybycebs’ —
1834716714480 by*c3bs*by® + 15778882757040 bg* c5by?bs> —

9968639620264 bg* c5b2b4* — 250930625853184 b by bs> +

20509874474642 c3b5*b*b1> + 26019046135866 bg>csbs by —

9895321852000 by2cebs bs® — 5562022096800 by cebs’bs” —

42814772000 bycsbs°bs® 4 91158908750 bycsbs bs* 4+ 469582399467272 b c3bs by +
2431070585700 bybycsbsCbg + 74924655696228 c3bg?be>bs2b, > —
19345072841502 by >c3bg b3 by + 18798062720826 by *c5bgbs by +
18183291038400 byc3bs b5%bs — 110882053373280 by>csbs’bybg +
106322067684736 bg>cebs>bsby* + 20272294646800 bgcgbs bsby® +
27379241307132 by’ c3bs>b3*bo? + 86190411759162 by c5bs*be?by +
67569411587168 cbg>by>bsb,® — 7618105563900 by c3bs”bsbg +
498320747652 c5b3°bg by bs> — 716688272560 bgcgbs>bs by® —

7043319650432 by2bg> ceby>bs + 17057979414600 by c5bs>bgbs* +
46181346430128 by>bg " c5bo>by + 55096545775180 c3bg>by *bsbs +
512538493083656 bybsc5bs>b1* + 4007181945000 byby c3bs’bg +
11484283497700 byby c5b3°bg — 915202194400 bybycabs®bs +

5447849872400 byby csbs°bs + 4330130350000 bybycebs®bs* +

248381281200 bybocbs’bs® — 4491102772000 bybycebs bs® —

3865006236000 bybacebs®bs” + 14432342678000 byby cabs’bs* +
706219967775348 by2bs> c5b52b1% + 102956223249366 by c3bg*bs>by —
55340174558448 by’ c3bg*baby? — 29877401383422 by’ c3bsbs by +
234946399986042 by c5bs be?by — 5772578872632 bycsbg>bsby® +
1091118550176 bybs>cebs’ba” + 40585047199458 by c3bs>bs by +
216195873712566 by?bg2csbs by — 49998377111814 by c5bs*bsby +

245824198764720 by2cebs’bybg — 6805114212000 byb; cbs®bs” +
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+ 2583260491500 byby c5b5°bg + 10060362044200 bybycsbsCbg —

—  11525837840400 by’ csbs’bsbg 4+ 603219115800 bybsocsbs b —

— 3394373971872 bybycsbs*by® + 14261750833200 byby cobs’bs” —

— 5619645460000 bybycebs*bs® + 77616269011794 bycsbs b*b, % +

+  2501738515990048 by*bs>csby *bs + 11056164640716 bybsc5bs by —
—  38972992715488 bycsbg bobi® + 3435712638072 bycsbs®bybs> +
1396048574026000 bybg> gy *bs + 231673187748594 bybgcsbs b1 ® +
217757668575360 bycgbs’br2bg — 50336234013936 by csbs babr® +

207621730965198 bycsbs*bs2b,2 — 115722301156560 bycebs®by2bg +

+ o+ 4+

99683011011918 byesbsibs2b1? — 1069103732273840 bybg>cebsby* —
— 35030965320416 bycsbg babi® + 12085201288242 bycsbsbs2by? +

7876581075486 byc3bg>bs by? + 2818083904242 bycsbgbsbs? +

+

+ 2015658517904 bybg®cgby*bs + 9794432230800 bycebs’babg —

— 1339376940960 bycbs’babg + 32410230125 by csbs® + 46493344625 bycsbs® +
4+ 8944947375 bycsbs® + 112963533950904 bs*c3by® + 12376966875 bycsbs® +

+ 93026254710376 c3b* by ° + 114572859223992 c5b6 by ° 4+ 1527137094600 by 2cebs” —
— 1343010281600 by 2csbs’ + 759383625 bycsbs® + 3937108325800 by csbs’ —

— 691002468000 by*cgbs’ — 68631373200 by*cebs’ — 34382432136 c3bs*by” +

+ 91416929437288 bs*c5bs” + 221675773800 by’ cebs” — 2889602625 bycsbs® +
+ 5867964375 bycsbs® — 13223913352 ¢5b by° + 3619399875 by csbs® +

+ 542416875 bycsbs® + 4191403125 bycsbs® — 8215150125 bycsbs® +

+ 797524821600 bybocsbs’bsbg — 36362323295376 by>csbgbybgbsby —

—  88833960928752 byby bg>c3bsbs>by — 14986592101104 byby bg>c3bs>bsbs —

— 1100041733544 by, bs*csbs>babs® + 178757403214656 by*bs* cebs>bsbaby +

+ 303737502938112 by*bg>cgbs2bsbaby — 40776079903728 by>b> c3babsbsby —

—  60108949598880 byby bscsbs>bs>by + 37850823866232 bybycsbs>bg babs® —

—  11435805012528 byby c5b6°by2bsbs — 27422347847856 byb c5bs°bs*bsby +

+ 1458463888752 byby c3b3 b bsby + 15643264884000 byby cebs’babsbs” —

— 59953149192144 b4b166205b3b53b2 — 54705927471312 b466303b2b5b3b12 -
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—  59119684079664 bycsbgbybsbsbi® + 91043465699712 bybg>cabs*bsbaby +
+99240960767520 baby csbs*bsbabg + 37957122197280 byby b cabs>bsby” +
+  356968741034304 bybg>cabs>bsbaby? — 42161554724640 byby b cobs>bsby® —
—  25233436937280 byby cobs*babsbg — 68114410000 bocsbs’bs® —

— 1709990772500 bybycsbs®bs — 4025977716200 bybycsbs’bg —

— 1125528071200 bybacebs®bs — 29238242976928 cbsbgby*by® —

—  515390200800768 bg>cebs>bsby* — 1313044665749872 bg>ceby*bsby +

+  694404408485944 ¢5b32b6 by by — 9210253432288 bybgcoby>bs® —

— 2787431173200 b1bycsbs®bg — 488136402000 by c5bs°bybg —

— 63062382708 bs*c3babsbs — 1197165773700 by c3b5°bsbg —

— 345463443000 by c3bs bs?bg + 458484465898472 c3by*bs by by” +

+  491228678256624 bg>cbs>bsbs* — 80478502144040 c5bsbs>babs® +

4+ 1343634166407168 cbsb1bgbs® — 35030965320416 c5bg baby’by +

4+ 34856360637800 c5b6°babs2bs® — 59019239578944 ¢bs>bs2babs® —

— 901167911319616 csbs>b1bs>bs” + 27094383088864 b cebabs by —

—  137587758782072 c5bs’bs*bsbs”® + 63608643887880 bg>c3bs>baby” —

—  72787688792520 bg>c3b52bobs® — 188814620800 by2c5bs>bs>bg +

4+ 347835855900 by c3bs°bsbg + 556797974850 by c5bs bs>bg +

4+ 18602775583050 by csbs bs’bs — 49175423334960 by cabs”bobs —

—  18363870320640 by*csbs’bobg + 473400463996616 b c5bs2b by +

4+ 1285215700815824 bs®cgby by bs 4+ 1056865227600 by c5bs°bsbg +

4+ 1366458470000 bybycgbs®bs* + 593761318800 by csbs”bgbs* +

4+ 2151470094800 by bacgbs b3 — 2610255398400 by bacgbs’bs —

— 297152215360 csbs b bsbg + 2285195082448 b b cba*bs +

+ 3424708916118 by c5b6>bs*by* — 959579703300 by bycsbs bg —

— 328532868144 bg cgbsbsbo” + 34227115443924 by *bg> c5b5by* —

— 2440368375696 by*bs>cebs ba? + 23040245358468 by*c5bg by?bs® +

4+ 509277146196 bs>c3bs’by*bs® — 5430607153608 b csbgbs’by” +

+ 1887225273120 bybg2cabs>be® — 2032923219600 by bocebs®bs? +
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3093740919048 by ¢3b6>bo>bs* — 4064623160000 by bycebs*bs® +
217529187820560 csbs>bs2bs>bg + 794130282870808 c3b6°bs>by by —
157911728896128 csbabs>bsb,® 4 3225661146100 bybacsbs®bg +
152316754814484 ¢5b3%b6?b52bs> — 196508490048 b cgbs>bsby* —
80603041880648 ¢5b5°b3bs®bs” — 14174116112000 by*c5bs°bs>bg —
967683996136 c5b5°b62bsba® + 53362951236432 by 2bg csbabs® +
6466678165376 by *bg>cabybs + 50862076619640 bg> c3bsbab,* —
45211798554000 by 2 cgbs’babg — 7043319650432 by 2bs> cobaby —
15151603676064 cabsbg>by?b1® — 88793404774360 c5b52b6>baby® +
3375478860000 by 2c5b3°bsbg — 2229201143000 by 2c3bsb5>bg +
24132069226504 c3b3bg>bsby” + 316741174108272 bg>cebs*bsb,* +
27094383088864 b by *bsby + 297040824696 bg c5bs*bsby® —
178626346768960 csbabs>bsby® — 124522869900 b c3bs°bsbg +
3740609310600 by 2c3bs*bs?bg + 14667979557036 by 2bg>c5bs2by” +
2478488303200 by *c5bs>bs>bg + 20453936141028 by *c3bg>bybs* —
1654534003200 by % c5b5°bsbg + 38919038449218 by *c5bg bs by —
44334323191014 by 2c5bs*bsby — 6532536201256 by bg>c5bs by +
9632312023200 by cgbs’babg + 1110614310407004 by’be>c3bs?be? +
572974399076196 by >bg> c3b3%b1 % + 155513235338960 csbs*bs>by *bg —
520140036240 by csbsby*bg + 2671278302056 by bg>c5bs2by” +
7633329128874 by c3b6°bs*bs? 4+ 11256586176918 by c5bs*bg2bs? —
3405821718000 by c5b5°bsbg — 212029023442340 b c5b5bsby™ —
113460810438776 c3bs°bsbe*bs” + 55342493639440 bgcgbs bsby® —
9952971392480 by b cababs® + 389604322576 by bs” coba*bs +
6470966415114 by c3b2bs*by* + 9024099936000 by % c5bs2bsbs* +
22243034726172 b1 % c3bs*bs?by® + 2050658292336 by b cebs by —
50047915113248 bg>csbsb, *by 4 673287629140984 bycsbg by *bs® —
816404252302400 bycsbs by°bg” + 184754970222732 c3b3>bgbs>by> +

2440781823924896 bg>csb1 2b4>bs — 50047915113248 b by bsby —
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+ o+ o+ 4

2215212483931744 bs*bs>cebsb,® + 1944632289728544 by*bg cebs by * +
6466678165376 bs2bs>ceba>bs + 48846110670864 bybs* c5by>by +
33165197891124 by?bs> c5b3°ba* — 138075155948320 bgcbs*bsby® +
51051342059088 by>bs>ceby’bs” + 1340898445616640 bybs>cebs’by® +
748458435671128 bybg>c3bs?b1® + 352557810266792 bybs®csbs’by® —
18881805558200 by c3b3°bs>bg + 9464596393950 by c5bs*bs*bg —
9995826707100 by c3b3°bsbg — 192202985049140 c3bg>by*bsbs +
54636055256416 cgbg>babsbs® — 38972992715488 ¢3b6 baba by +
977368741707852 by c5be b1 %bs* — 1266389576969088 by cabs by 2bg> +
100773681329200 bgcgbs*bsby® — 119563199257224 ¢5bsbe*bs b, —
2039095219200 by bycebs®bs” + 720715918000 cgbs by bebs® —
417843057528 c3b3° b bsbo” + 32388107804 c5b6° by bgbs —
6195041489624 bybg® c5bs>by® + 39257198201272 ¢5b3° bbb, +
35270507381980 c5b3bs>b1*bs 4+ 11333992331250 by 2c5bs b5 bg —
13198673985120 by cgbs babg + 909674202400 by bacsbs b +
8604615391350 by 2c5bs b3 b + 67472739867360 bgcgbs bby® —
60041121524280 bg>c3bsbaby® + 5120883208 ¢5b5°b3bg b1 +
107362871104476 c5b3%bs?b52by> — 26596833515520 cbs°bg2baby > +
43171263268120 c5b6>babs?b1® — 836804985900 by *c3bs”bsbg +
6204662684640 by bg>cebs>bsby”® 4+ 5709081608640 by cgbs by bsbg —
2598195561000 by bacsbs bsbg — 1738221568044 by b c3bs>bobs> —
1616920400784 b c5b6>by>bsbs — 1096296646068 by c5bs>bg>by>bs> —
4719167346400 by bacsbs®bs>bs — 5096749470800 by bycsbs>bs>bg —
38171648332392 by 2c5b3°bs*bsby — 631312578000 by bycsbsbsbg —
2545074358800 by bgcgbs?bs>by? + 7950628244664 by c5bs>be>bsba? +
5453867975760 by cgbs*bsba’bs — 5602941661200 by bycsbs’bsbg +
317091281100 by bycsbs*bs?bg + 1966585556100 by bycsbs*bebs* —
3288322239864 by b c5b3bs>by® — 10017510914640 b cebsby2bebs? +

3926114945592 by c3b33bg2bsby? + 30561918088884 by c5bs?bs>bobs® —
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+ o+ o+ 4+ + o+ o+

_|_

46989801402960 by>bgcsbsbs by + 6285691852248 by>c5bs b bsby +
56208049285440 by’ cebs bybabs — 13275600747708 by 2bs* c3bs>babs> +
1665938526300 bybycsbs*bsbg — 25928502101840 bg®c3bybsbsby® +
147977081797120 b cebs>bsbaby® + 16315292358300 byby c5bs bs?bg +
152957833450968 bybs®c3bsbaby* + 82510819693952 bybg>cbi*bsby +
358650976080 bycsbs by?bsbg + 2016597350112 babg®cobs>bsba® +
23282064070200 byby c3bs*bebs* — 13340514616832 byby b cabs*bs +
15713797078200 byby c3b3*bsbs — 7380875080800 bybycsbs’bsbs —
6666090272400 byb c5bs°b3bg — 2217754899360 baby b cabs>bo> +
41428243107576 byby c3bs>bo?bs? + 45947253932424 byby csbg>bs?by® +
23789856920232 byby bs> c5b5°ba” — 3576087013200 byby c5bs°bsbg —
31548104271840 bybycgbs babs 4+ 22680568790100 bybycsbs*bs2bs +
76544001997164 bybyc3bs>bs by — 90153692180292 bybycsbs*bs2by —
15354658420400 byby c3bs®bs>bg — 11757264178400 bybycsbs>bs>bs +
32392861174908 byby csbgbs by — 10490204127000 byby csbs’bsbg —
2207221278600 bybycsbs’bsbg — 46002551358036 byby c3bs2bs by —
401342905054832 c3b6°ba>bsbsby — 578957451692464 bg> c5b5b3ba>by —
172018381851264 bybg>csbsbr by 4+ 1520859540206976 b cbs>bsbyby® —
1415798376174272 b2 csbsbsbibs® — 8030208105288 bybg®csbsbs ba® +
101209720878240 bsby b cgba’bs® — 68116362172968 bybg>csbs’bsbr® +
22325598260368 bycsbs®b1>bsbs + 11855210072576 babybg>cbsbs +
63585640119768 bybybg>csbs’by® — 7400200867800 bybycsbs’bsbg —
8339366685840 bycabs®by*bbs® + 39547493448 bycsbs’be*bsbo® +
94697003601792 bg>cbs>bsbabs® — 9298696841200 bg> c3babsbsbs® +
273761365958652 bycsbsbs?bs2by? — 46940866722216 bycsbs® b bsby > —
155288948377264 bycsbsbsb1>bs — 4005694806216 bybgc5b3bs>by® —
932976962736 bycsbg by’ bsbs — 1578125960892 bycsbs®bs>babs> —
60013461878232 bycsbsbs>bs>by? — 101527367591064 bycsbs>bsbeby? +

82510819693952 bs>cb1bsbabs® + 85833228178624 b2 cebs>bsbabs® —
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— 4867032203280 ¢5b6>bybsbsby® 4 524975040240 bybgcgbsbs>by” +

+ 2487994292616 bycsbs®bs2bsby? + 3642483607200 bycgbs*bsba’bs —

—  475352536864128 bycebabs>bsby? — 172018381851264 bg>csbsbibaby® +
+  209125338191280 bybgcsbs *bsby? + 1157304218033280 bybscobs>bsby® +
4+ 401779315853040 bacebsbs2by 2bg — 15630824841600 bybgcabs bsbi* +

+  171493317771168 bycebeby>bsbi? — 62658284909664 bycebsbg®boby* —
—  171147503226648 bybg® c3bs*byby + 110513773965816 bycsbgbabsby? +
4+ 244126136477760 bs>bgcabs bsby — 231935166887736 bycsbs b baby? +
4+ 250099389264036 bycsbsbs>bs2by? — 119761807702464 bycebs>bs babr® —
— 307715531129280 bybg>cabs?bsbi® — 139087141929360 bybgcsbs bs?b1? +
4+ 468174052718640 by*cgbs®bs2b1 b — 203046280126320 by’bscebs*bsby +
4+ 13323358627332 by’bs>c3bs’babs® — 37084466445072 by*bg>csbsbsba® +
4+ 18758308072656 by*bg>cebs>bsby® — 457608790832064 by cgbabgbs>by —
—  248391413148216 by c5bs>by 2b3bs — 17295808811112 by%b> c5by2bsbs —
—  167513688923352 b,*bg2c3bsbsby — 193349228801448 by’ c3bsbs>bs by —
— 209027594636184 by’c5bs’ bbby — 245433182844096 by>bg> cgbsby by —
—  551569758898392 by’ csbsbe®b1%bs + 16590338160240 by cabs*bybsbs —

— 172173733350696 by c5b5°bsbs2by + 322421184871188 by*csbs’bs?bs2by —
— 30360166739760 c5bg>bybsbsby® — 5736769039032 by b c3bsbs by —

— 2570214588480 bg>cgbs*bsbaby” + 22403386541904 by b cbs>bsby® —

—  45785224283760 by %cebs*babsbs — 3249043463568 by 2bs>cabs bsba® —

—  148999786874112 by*csbs>bgbaby + 3952959139896 b1 % c5bs* b bsbs +

+ 3962958713844 by c5bs’bgbabs” + 436830772248 by *bg> c3by*bsbs —

—  30864455809224 b1 %bg>c3b3bs by — 20584917726168 by *bg>c5bsbs by —

— 5514482079600 by 2cgbs>babebs? — 13231984907256 by 2c3bs bbby —

—  312422632494480 by*bgcabs>bs?by — 1301877069033216 by?bg csbs*bsby? —
— 10440220636560 by b cbs>bs by + 160716253956 768 by’csbsby>bsby +
4+ 8641082408400 by?cbs’babgbs” + 346083161565804 by c3bs”bs*bs>by +

+  1886156331385248 by2bgscebs>bsbi® + 103548850182024 by csbg>babs2b; —
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—  40645583326488 by>bg>c5b3bs by — 65585246751624 by*bg>c3bsbs by +
164336513843112 by>bs> c3bs>boby — 13779680443464 by*csbg>by?bsbs +
16565229935304 by c3b3°bg>bsby — 75252674842464 by cbsbg>by*by —

— 224970243103944 by>c5b3°bg>baby + 112989165726528 by>bg> cobr 2bsbs +

+  50545489868640 by % cgbs b3babg — 182526183618792 by b c3bs?byby —

— 205922863350320 bg>csbsb,® + 41641709112254 c5bs be*b,* —

— 39724309278400 cgbs°by*bg + 1031375101200 by c3b5°bg —

—  11577964893352 c3bg baby* + 135289570000 by*cebs*bs® —

— 2100670946400 bybycebs’ + 64412150994174 c5bs b0 +

64045940687920 c¢bs’by *bg + 87290215227442 be*c3bs by +

369934841139312 cgbs>by bs® + 49699210668998 c3bs by +

93870087837600 c5bs by*bg + 845152520945200 by’csbg by +

2526000165000 by2cbs®hbs + 9859416203000 by2cebs®bs* +

+ 4+ o+ 4+ o+

18824497761680 b c3by?b,s> + 114939779500 bycsbs®hs® —

5838378000 bycsbs bs + 27581076250 bycsbsbs? — 42814772000 bocsbs’bs® +

18711738500 bycsbs®bs® — 11577964893352 bg™ c3baby™ + 5277258027600 bybycabs” +
471915101589256 bycsbg by * + 419457748066968 bacsbs by +

153651841711030 bg>c3b5?bs* — 9968639620264 c5b6 babr* +

173868621082 c3b6°by bs” + 414185092048 b cebsby* +

543751440518 c3b6°b32by* + 289914231132752 b cbs®bs +

+ o+ 4+ o+ o+ o+

202501655020210 b c5bs>bs* + 95347716784186 c5b3 b0, —

— 772440472960 cgbsby®bg 4+ 561327081666 bs®csbs?by* + 134768282272 b caby’bs +
4+ 702966372394 c3bsbs by 4 156292979934 bsc5bs*by* + 107326274250 by?csbsCbg
— 457444806000 by2cgbsbs® — 93265585504 bg>csba’bs + 278615013378 c5bg2bs by —
— 842035257206 c3bs2bs by — 1266386616222 c5bs*bs?by® +

844090607795760 b c3bs>by? + 48534804500 by c5bs°bs” +

509901487550 by c5bs°bg + 217773223200 by c3b3°bg — 119984303400 by csbs’bs> +

59205623750 byc3bs*bs* + 135032007760 cgbs’bs>bg + 524103002800 by2cabs®bs +

+ o+ 4+

66049938500 by c5bs®bs? + 19684801500 by c3b3°bs2 + 9730630000 by csbs’bs® —
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— 31138016000 bybzcsbs” — 15569008000 by csbs’bs® + 599598232896 bg2cgby b —

— 34688381000 by*cgbs’bs* + 306971696200 by csbs®hs + 98588376250 bycsbs*bs?)
1

= 36857059650010860 by>bgc3bs®
veiL T6077153731392000000 4 UgCsls” +

+ 613367586126750 bycsbs®bs® — 1174965142317944848 bobg®csby® — - - -

1

= 342098863404346477973907520b7 bsbdcs —

vl 105170308849273907200000000( 193766

— 401589403686179134991376960b] bsbice + - - -

Coeficientes focais de primeira ordem em ¢ do Teorema

B.11]

No 1° caso vamos apresentar as expressoes dos coeficientes focais de primeira ordem
em €, U1,1, V21,31, V4.1, Us,1, V6.1, V7,1, Us 1, V9,1, V10,1 € V11,1 do sistema (5.19) com a condicao
bl = O

1° Caso O sistema com a condicao by = 0.

v11 = a1(01+c4)
1
V21 = Ealbg(ch — 362 + 1104)
1
V31 = %albg(ch — Cy + 404)
1
V41 = mdlbg(3561 — 21C2 + 101C4)
7
= —a;b%(27¢, — 18 103
Us.1 Sgasg00 12 (27¢r — 182+ 103cy)
21 b0 (77 55¢y + 367cy)
U = —Q C1 — C C
61 837324800 ' 2 ! 2 4
53 b5%(52¢1 — 39¢y + 298¢4)
v = —Q C1 — C C
s 41866240000 2 ! 2 4
33
= bi4(27¢; — 21 181
Vsl 1339710680000 172 (2761 — 21z + 181cy)
11
= bi6(85¢; — 68 653
o1 T09857013760000 b2 (851 — 68c2 + 653c4)
11
= b8 (209¢; — 171 1811
U101 26107196211200000 02 (2091 ¢+ 1811cy)
19
vy = a105°(126¢; — 105¢; + 1216¢4)

3185077937766400000
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