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Universidade Federal de Goiás

Prof. Dr. Tiago de Carvalho
USP - Ribeirão Preto
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Scalco Dias (mestrado) e todos professores da UNIFAL, UNIFEI e IBILCE/UNESP, pelo

est́ımulo ao desenvolvimento desta tese e fundamentais ensinamentos que contribúıram
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Resumo

Este trabalho dedica-se à classificação de centros sobre variedades centrais de sistemas

diferenciais polinomiais em R3 e a bifurcação de ciclos limites a partir destes centros.

Restringimos nosso estudo a certas famı́lias de centros ŕıgidos em R3, cuja definição intro-

duzimos e foi motivada pela definição dos centros ŕıgidos no plano. No caso planar este

tipo de centro é muito estudado e vários resultados interessantes foram obtidos. Apre-

sentamos formas normais que caracterizam os centros ŕıgidos e resolvemos o problema

do centro–foco para várias famı́lias de centros ŕıgidos em R3. Também obtemos cotas

inferiores para o número de ciclos limites que bifurcam a partir dos centros ŕıgidos que

foram classificados.

Palavras-chave: Sistemas ŕıgidos em R3, constantes focais, problema do centro–foco,

bifurcações, ciclos limites.



Abstract

This work is dedicated to the classification of centers on center manifolds for polinomial

differential systems in R3 and to the bifurcation of limit cycles from these centers. We

restrict our study to certain families of rigid centers in R3, which we have define motivated

by the definition of rigid centers on the plane. On the plane, these centers are widely

studied and many interesting results are obtained. We present the normal forms that

characterize the rigid centers and solve the center–focus problem for several families of

rigid centers in R3. We also obtain lower bounds to the number of limit cycles bifurcating

from the classified rigid centers in this work.

Keywords: Rigid systems in R3, focal coefficients, center–focus problem, bifurcations,

limit cycles.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A matemática tem várias ramificações que surgem a medida que os problemas

tornam-se mais complexos e os estudos se aprofundam. Uma destas ramificações é inti-

tulada Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias, que iniciou-se em 1881

com Poincaré [48] e logo ganhou muito destaque, por suas aplicações na modelagem de

problemas de ciências aplicadas tais como F́ısica, Biologia, Astronomia, Engenharias, etc.

A Teoria Qualitativa se baseia no fato de não ser preciso resolver explicitamente uma

equação diferencial ordinária para obter resultados precisos sobre o comportamento de

suas soluções, ou seja, não há a necessidade de se obter as soluções explicitas de uma

equação diferencial. Isto motivou o desenvolvimento de várias técnicas no estudo da te-

oria das equações deferenciais e muitos problemas interessantes e intrigantes surgiram,

alguns dos quais continuam até hoje sem uma solução definitiva. Podemos citar o pro-

blema de se estimar o número de ciclos limites de uma equação diferencial, o problema

de integrabilidade de campos de vetores, o problema do centro–foco, etc.

O problema do centro–foco no plano, isto é, para sistemas de equações diferenciais

anaĺıticas u̇ = f(u) em R2 com um ponto de equiĺıbrio isolado na origem, f(0) = 0,

tal que a parte linear Df(0) tenha dois autovalores imaginários puros, consiste em se

obter condiçõe necessárias e suficientes que determinem quando a origem é um foco ou

um centro (veja [22] e [40]). De modo geral pouco se pode dizer deste problema, sendo

que apenas alguns casos foram resolvidos, por exemplo quando f é um campo de vetores

polinomial de grau n = 2 feito por Kapteyn e Bautin (veja[7], [35] e [36] ). Este problema

pode ser formulado para sistemas diferenciais anaĺıticos em R3, e também encontra-se

em aberto, exceto para alguns casos espećıficos. Mais precisamente, dado um sistema
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anaĺıtico de equações diferencias em R3, u̇ = f(u) em que u = (x, y, z) e f : U ⊂ R3 → R3,

suponha, sem perda de generalidade, que a origem (0, 0, 0) seja um ponto de equiĺıbrio

isolado. Além disso, suponha também que a parte linear Df(0) tenha um autovalor real

não nulo e um par de autovalores complexos conjugados com partes reais nulas. Sob

estas hipóteses o Teorema da Variedade Central garante a existência de uma variedade

bidimensional Wc, chamada variedade central, em uma vizinhança da origem do sistema,

a qual é uma superf́ıcie invariante do sistema e tangente ao autoespaço gerado pelos

autovetores generalizados, associados aos autovalores imaginários puros, e contém todo

o comportamento recorrente do sistema nesta vizinhança da origem em R3. Portanto, o

problema do centro–foco em R3, sob estas hipóteses, consiste em decidir se a origem sobre

a variedade central é um centro ou um foco. Este problema têm sido estudado em vários

artigos, ver por exemplo, [17], [25], [27], [44], [50] e [52].

O problema do centro–foco sobre variedades centrais de campos de vetores em R3

é tão ou mais dif́ıcil de ser estudado quanto o seu análogo no plano. Sendo assim, como

no caso planar, nossa estratégia é atacar famı́lias particulares de centros sobre variedades

centrais. Motivados pelos bons resultados obtidos para este problema, quando restrito a

sistemas ŕıgidos no plano (veja [4], [21], [23], [29] e [30]), nosso trabalho é dedicado ao

estudo do problema do centro–foco para sistemas ŕıgidos em R3 e ao número de ciclos

limites que bifurcam dos centros destes sistemas. Chamaremos os centros de sistemas

ŕıgidos de centros ŕıgidos.

Semelhante ao caso planar, a forma natural de definir sistemas ŕıgidos em R3 é

expressando o sistema restrito a uma variedade central em coordenadas polares (veja

Definição 3.1), o que não é muito prático para os cálculos. Por exemplo, para estudar

centros ŕıgidos em R3 temos a dificuldade adicional de restringir o sistema a uma varie-

dade central. Para evitar essa tarefa caracterizamos os sistemas ŕıgidos por coordenadas

ciĺındricas em R3. E mostramos que estes sistemas são uma subclasse de sistemas ŕıgidos

em R3.

Com a caracterização dos sistemas ŕıgidos por coordenadas ciĺındricas em R3 passa-

mos ao estudo do problema centro–foco para famı́lias espećıficas desta classe de sistemas.

Precisamente, motivados pelos resultados conhecidos no plano para sistemas ŕıgidos ho-

mogêneos (veja [22]), dividimos a classe de sistemas ŕıgidos por coordenadas ciĺındricas em

R3 em duas subclasses, os sistemas ŕıgidos homogêneos e os não-homogêneos. Resolvemos
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o problema do centro–foco para sete tipos de famı́lias de sistemas ŕıgidos homogêneos em

R3 e para três tipos de sistemas ŕıgidos não-homogêneos em R3.

Graças aos resultados de Bibikov [8] e outros autores [27], o problema do centro–

foco sobre variedades centrais se reduz ao problema de encontrar a variedade do ideal

gerado por uma coleção de polinômios, chamados de coeficientes focais gK,K,0 do sistema.

Segue do Teorema da base de Hilbert, que este ideal é gerado por um número finito de coe-

ficientes focais, ou seja, o problema do centro–foco se reduz a encontrar um número K ∈ N

tal que o ideal B =< gk,k,0; k ∈ N > satisfaz B = BK =< g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, · · · , gK,K,0 >.

Na prática encontrar K é muito dif́ıcil.

Após a classificação das dez famı́lias de centros ŕıgidos em R3, mencionadas acima,

passamos ao estudo da ciclicidade destes centros. Em outras palavras, tratamos do pro-

blema de estimar o número de ciclos limites, isto é, de soluções periódicas isoladas, que

podem bifurcar de um centro quando os coeficientes do sistema de equações diferenciais

variam por pequenas perturbações. Denotando por M(n) o número máximo de ciclos li-

mites de pequenas amplitudes que surgem de um centro ou um foco de sistema polinomial

de grau n, pouco se sabe sobre M(n), o número (veja [13], [18], [38], [50], [53] e [54]). Um

resultado clássico devido a Bautin [7] mostra que M(2) = 3 para campos polinomiais de

grau 2 no plano. Entretanto, para n ≥ 2, o número M(n) é desconhecido. Este problema

é uma versão fraca do ainda não resolvido “16◦ problema de Hilbert”que foi proposto

pelo grande Matemático David Hilbert no Congresso Internacional de Matemática reali-

zado em Paris em 1900, e trata de ciclos limites de um sistema de equações diferenciais

polinomiais planares. Mais precisamente, o problema consiste em determinar o número

máximo de ciclos limites de um campo vetorial polinomial no plano de grau n e quais

suas posições relativas.

Utilizando as ideias de Christopher [16] (veja também [51]), encontramos cotas

inferiores para o número de ciclos limites que bifurcam dos centros sobre variedades cen-

trais das famı́lias de campos de vetores polinomiais ŕıgidos, classificadas neste trabalho,

por pequenas pertubações. A técnica para encontrar estas cotas está relacionada a in-

dependência linear das partes lineares dos coeficientes focais em pontos da variedade do

ideal gerado por estes coeficientes.

Para uma visão completa desta tese, os caṕıtulos subsequentes encontram-se assim

organizados:
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X CAPÍTULO 1: Apresentaremos neste caṕıtulo um breve resumo dos resultados e

ferramentas, conhecidos na literatura, que auxiliam na formulação e resolução do problema

centro–foco sobre variedades centrais em R3. Tais como: O Teorema da Variedade central;

O Teorema Centro de Lyapunov; coeficientes focais; curvas algebricas invariantes; e a

teoria de integrabilidade de Darboux (veja por exemplo [26]).

X CAPÍTULO 2: Iniciamos este caṕıtulo buscando uma definição de sistema

ŕıgidos em R3, inspirada na definição para o caso planar. A maneira natural de estender

tal definição é considerar o sistema em R3 restrito a variedade central. Precisamente,

sistemas da forma

ẋ = y + P (x, y, z)

ẏ = −x+Q(x, y, z)

ż = λz +R(x, y, z),

(1.1)

onde λ 6= 0 e P,Q e R são funções anaĺıticas em x, y e z sem termos constantes e lineares,

são ditos ŕıgidos em R3 se restringidos a uma variedade central na vizinhança da origem,

em coordenadas polares, assume a seguinte forma:

ρ̇ = . . . ,

θ̇ = 1,
(1.2)

onde os pontos indicam expressões que envolvem as funções do lado direito do sistema

(1.1). Isto significa que as órbitas do sistema sobre a variedade central giram em torno

da origem com velocidade angular constante. Esta definição não é muito prática para os

cálculos, pois nem sempre podemos encontrar explicitamente a variedade central. Por-

tanto introduzimos uma outra definição de sistemas ŕıgidos em R3 usando coordenadas

ciĺındricas, a qual é enunciado da seguinte forma:

O sistema (1.1) é ŕıgido por coordenadas ciĺındricas se, nas coordenadas ciĺındricas x =

ρ cos θ, y = ρ sen θ e z = z, assume a seguinte forma:

ρ̇ = . . . ,

θ̇ = 1,

ż = . . . ,

(1.3)

onde os pontos indicam expressões que envolvem as funções do lado direito do sistema

(1.1). Observe que esta definição não depende da variedade central.

Em seguida mostramos que tais definições de sistemas ŕıgidos em R3 não são equi-

valentes, pelo o fato de sistemas ŕıgidos por coordenadas ciĺındricas ser uma subclasse de
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sistemas ŕıgidos em R3. Contudo trabalhar com essas definições, as quais envolvem mu-

danças de variáveis trigonométricas, não é nada trivial. E como no caso planar, buscamos

formas normais em coordenadas cartesianas que caracterizam as definições acima.

Provamos que um sistema da forma (1.1) é ŕıgido em R3 se, e somente se, sua

restrição a uma variedade central na origem tem a seguinte forma canônica

ẋ = −y + xF (x, y)

ẏ = x+ yF (x, y),
(1.4)

onde F é uma função de classe Ck com k ∈ N arbitrário, se tomarmos um vizinhança

suficientemente pequena da origem. Provamos também que um sistema da forma (1.1) é

ŕıgido por coordenadas ciĺındricas se, e somente se, tem a seguinte forma canônica

ẋ = −y + xF (x, y, z)

ẏ = x+ yF (x, y, z),

ż = −λz +R(x, y, z),

(1.5)

onde F é uma aplicação anaĺıtica.

X CAPÍTULO 3: Neste caṕıtulo resolvemos o problema do centro–foco para algu-

mas classes de sistemas ŕıgidos em R3. Isto é, consideramos os sistemas da forma (1.5),

onde F e R são polinômios homogêneos. A motivação para os estudo desta classe de sis-

temas ŕıgidos vem do trabalho de Conti [22], no qual os centros ŕıgidos são introduzidos.

Conti resolve o problema centro–foco no plano para sistemas da forma (1.4), onde F é

um polinômio homogêneo, tais sistemas são chamados de sistemas ŕıgidos homogêneos.

Considere o sistema (1.5) com F = Fn R = Rm, onde Fn, Rm ∈ R[x, y, z] são

polinômios homogêneos com grau n ≥ 1, m ≥ 2, respectivamente e λ 6= 0, ou seja,

ẋ = −y + xFn(x, y, z)

ẏ = x+ yFn(x, y, z),

ż = −λz +Rm(x, y, z).

(1.6)

Mostramos que o sistema (1.6) com Rm(x, y, 0) ≡ 0 tem um centro ŕıgido na origem sobre

a variedade central se, e somente se,∫ 2π

0

Fn(cos(s), sin(s), 0)ds = 0.

Agora, para o sistema (1.6) com
∂Fn
∂z

(x, y, z) ≡ 0, isto é, Fn(x, y, z) = Fn(x, y) é um

polinômio homogêneo nas variáveis x e y, mostramos que (1.6) tem um centro ŕıgido na



17

origem sobre a variedade central se, e somente se,∫ 2π

0

Fn(cos(s), sen(s))ds = 0.

Infelizmente não foi posśıvel obter um resultado geral que classifica os centros de

sistemas ŕıgidos homogêneos em R3, como o obtido por Conti no plano. Sendo assim

passamos a considerar famı́lias particulares de sistemas ŕıgidos homogêneos em R3. Os

centros ŕıgidos das seguintes famı́lias foram estudados:

Três famı́lias de sistemas da forma (1.6) com n = 1 e
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0, isto é,

1. F1(x, y, z) = a1x+ a2y + a3z, R2(x, y) = b1x
2 + b2xy + b3y

2 e λ 6= 0

2. F1(x, y, z) = a1x+ a2y + a3z, R3(x, y) = b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3 e λ = 1.

3. F1(x, y, z) = a1x+a2y+a3z, R4(x, y) = b1x
4 +b2x

3y+b3x
2y2 +b4xy

4 +b5y
4 e λ = 1.

Para as famı́lias acima os centros na origem sobre a variedade central foram completamente

classificados.

Duas famı́lias de sistemas da forma (1.6) com n = 2 e
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0, isto é,

1. F2(x, y, z) = a1x
2 + a2xy+ a3xz + a4y

2 + a5yz + a6z
2, R2(x, y) = b1x

2 + b2xy+ b3y
2

e λ = 1.

2. F2(x, y, z) = a1x
2 + a2xy + a3xz + a4y

2 + a5yz + a6z
2, R3(x, y) = b1x

3 + b2x
2y +

b3xy
2 + b4y

3 e λ = 1.

Os centros na origem sobre a variedade central da primeira famı́lia foram completamente

classificados, já para a segunda famı́lia não podemos afirmar que nossa classificação está

completa, apesar de termos fortes evidências que sim.

Um sistema da forma (1.6) com n = 1 e m = 2

1. F1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, R2(x, y, z) = b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2

e λ = 1.

Apesar de acreditarmos que as condições para se ter um centro na origem obtidas para a

famı́lia acima serem necessárias, só fomos capazes de provar que são suficientes.

Um sistema da forma (1.6) com F2(x, y, z) = R2(x, y, z)
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1. F2(x, y, z) = b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2 e λ = 1.

Os centros na origem sobre a variedade central desta famı́lia foram completamente clas-

sificados.

Finalizamos o caṕıtulo 3 com duas conjecturas, as quais lembram os resultados de

Conti.

X CAPÍTULO 4: Dando continuidade ao estudo do problema do centro–foco para

sistemas ŕıgidos em R3, neste caṕıtulo consideramos os sistemas da forma (1.5) que não

são homogêneos e tais que a função F é dada por F (x, y, z) = F2p+1(z)+F2q(z), onde F2p+1

é um polinômio ı́mpar na variável z de grau 2p+ 1, F2q é um polinômio par na variável z

de grau 2q, e R é um polinômio homogêneo. O estudo destas famı́lias foi motivado pelo

artigo [25], no qual os autores classificam os centros ŕıgidos no plano de famı́lias da forma

(1.4) com F sendo um polinômio só da variável x, y ou a soma de um polinômio só da

variável x com outro polinômio só da variável y.

A saber, classificamos os seguintes centros ŕıgidos:

Caso F2q(z) ≡ 0, p = 1 e R(x, y, z) = R2(x, y, z), isto é,

F (z) = a1z + a3z
3, R2(x, y, z) = b1x

2 + b2xy + b3xz + b4y
2 + b5yz + b6z

2 e λ = 1

Caso F2p+1(z) ≡ 0, q = 4 e R(x, y, z) = R2(x, y, z), isto é,

F (z) = a2z
2+a4z

4+a6z
6+a8z

8, R2(x, y, z) = b1x
2+b2xy+b3xz+b4y

2+b5yz+b6z
2 e λ = 1.

Caso p = 2, q = 2 e R(x, y, z) = R2(x, z), isto é,

F (z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5, R2(x, z) = b1x
2 + b2xz + b3z

2 e λ = 1.

X CAPÍTULO 5: Começamos este caṕıtulo introduzindo a teoria clássica sobre

ciclos limites. A ideia é estudar perturbações a um parâmetro de sistemas em R3 que pos-

suem um centro na origem sobre a variedade central. Em outras palavras consideraremos

famı́lias da forma

ẋ = −y + Pc(x, y, z) + εG1(x, y, z),

ẏ = x+Qc(x, y, z) + εG2(x, y, z),

ż = −λz +Rc(x, y, z) + εG3(x, y, z),

(1.7)

onde Pc(x, y, z), Qc(x, y, z), Rc(x, y, z) e Gj(x, y, z), j = 1, 2, 3, são polinômios de grau

≥ 2 com coeficientes reais e ε um parâmetro real suficientemente pequeno. Além disso,
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assumimos que para ε = 0 (ou equivalentemente G1 = G2 = G3 ≡ 0) o sistema tem um

centro sobre a variedade central na origem. Denotando por (p1, p2, . . . , pl, pl+1, . . . , pk)

os parâmetros do sistema acima, onde (p1, p2, . . . , pl) são os parâmetros do sistema não

perturbado (i. e. os parâmetros de (1.7) com ε = 0) e (pl+1, . . . , pk) são os parâmetros da

perturbação, e por vj,1, j = 1, . . . , k os coeficientes de primeira ordem da expansão em ε

dos k primeiros coeficientes focais, temos o seguinte resultado: suponha que

Posto

[
∂(v1,1, v2,1, . . . , vk,1)

∂(p1, p2, . . . , pk)

]
p=pc

= k, (1.8)

onde pc = (p1, p2, . . . , pl, pl+1, . . . , pk) com pl+1 = pl+2 = · · · = pk = 0, então podemos

escolher os parâmetros p1, p2, . . . , pk de modo que o sistema tenha pelo menos k− 1 ciclos

limites bifurcando do centro. Apresentamos uma prova elementar deste resultado usando

argumentos clássicos da teoria de bifurcações. Entretanto, não se pode dizer que temos um

resultado novo, na verdade este resultado é uma versão do Teorema 2.1 de [16] enunciado

no plano, veja também o Lema 1.1 de [51].

Munidos do resultado acima, passamos a estimar cotas inferiores para o número

de ciclos limites que bifurcam a partir de centros em variedades centrais por pequenas

perturbações de todos sistemas classificados nos caṕıtulos anteriores. Consideramos per-

turbações da forma (1.7) com G1 = G2 = G3 = G, onde G é um polinômio homogêneo

de grau 2. As cotas obtidas variaram entre 1 a 5 ciclos limites, dependo da famı́lia

perturbada.

X APÊNDICES: Optamos por adicionar a este trabalho três apêndices, A, B e C.

No apêndice A apresentamos um algoritmo para o cálculo dos coeficientes focais,

implementado no software Maple, um algoritmo para decompor o radical do ideal gerado

pelos coeficientes focais em uma interseção finita de ideais primos, implementado no soft-

ware Singular, e por fim apresentamos as expressões, algumas de forma parcial devido

suas extensões, dos coeficientes focais utilizados no Caṕıtulo 4 e Caṕıtulo 4.4.

No apêndice B apresentamos o método da paralelização para uma classe de sistemas

diferenciais em R3. Até onde sabemos, é a primeira vez que o método da paralelização

desenvolvido por Torregrosa e Liang [39] para o plano foi usado em sistemas diferenciais

no R3. Este método simplifica computacionalmente o cálculo das partes lineares dos

coeficientes focais. Também apresentamos um algoritmo, implementado no Maple, para

o cálculo dos coeficientes de focais de primeira ordem em ε e que também foi usado no

método da paralelização.
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No apêndice C apresentamos as expressões, algumas de forma parcial devido suas

extensões, dos coeficientes focais de primeira ordem em ε utilizados no Caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 2

Problema do centro-foco sobre

variedades centrais em R3

2.1 Preliminares

Nesta seção apresentaremos algumas definições e enunciaremos o Teorema da Va-

riedade Central para campos de vetores de classe Cr, r ≥ 1, em R3. Para mais detalhes

veja o livro [37].

Consideremos a equação diferencial

ẋ = f(x, µ), (2.1)

onde x ∈ R3 e µ ∈ Rn são, respectivamente, as variáveis de fase e parâmetros. Assuma

que f é uma aplicação de classe C∞ em R3 × Rn e suponha que o sistema (2.1) tenha

um ponto de equiĺıbrio x = x0 quando µ = µ0. Além disso, assumiremos que a matriz

Jacobiana

A = Df(x0, µ0)

possui um par de autovalores imaginários puros

λ2,3 = ±iω0, ω0 > 0,

e o outro autovalor real λ1 6= 0. Seja Ec o auto espaço associado aos autovalores λ2,3 da

matriz A. Note que Ec é um subespaço invariante por A.

Definição 2.1. O ponto de equiĺıbrio (x0, µ0) do sistema (2.1) nas condições acima é

chamado ponto de Hopf.
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O próximo teorema nos permitirá entender o Problema centro–foco em R3 restrito

a uma variedade central local, visto que, a equação diferencial se comporta como no

plano. Mais precisamente, o teorema da variedade central local garante a existência de

uma variedade invariante bidimensional Wc, numa vizinhança do ponto de Hopf (x0, µ0)

que é tangente ao autoespaço central Ec em (x0, µ0) e contém todo o comportamento

recorrente local do sistema (2.1) para mais detalhes veja o Teorema 3.2.1 da página 127

de [32] e as referências [11], [37], [47] e [52].

Teorema 2.1. (Teorema da Variedade Central local) Considere o sistema (2.1) com

f ∈ Cr(E) onde E é um subconjunto aberto de Rn contendo a origem e r ≥ 1. Suponha

que f(0) = 0 e que Df(0) tenha k autovalores com parte real negativa, j autovalores com

parte real positiva e m = n − k − j autovalores com parte real nula. Então existe uma

variedade local W c m-dimensional de classe Cr tangente ao autoespaço (generalizado) Ec

em (x0, µ0) que é invariante sob o fluxo ϕt de (2.1).

Definição 2.2. Wc é chamado de variedade central local.

Observação 2.1.

i) Wc pode não ser única. O sistema

ẋ = −y − x(x2 + y2),

ẏ = x− y(x2 + y2),

ż = −z,

possui o ponto de equiĺıbrio (x, y, z) = (0, 0, 0), e a matriz Jacobiana do sistema na

origem possui um autovalor real negativo e um par de autovalores imaginários puros

λ1 = −1, λ2,3 = ±i,

ou seja, o equiĺıbrio é do tipo Hopf. Neste exemplo, existe uma famı́lia de variedades

centrais locais bidimensionais do sistema dadas por

Wc
β(0) = {(x, y, z); z = φβ(x, y)},

onde

φβ(x, y) =

 β exp
(

−1
2(x2+y2)

)
, se x2 + y2 > 0,

0 , se x = y = 0.
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ii) Uma variedade central localWc possui a mesma classe de diferenciabilidade (finita)

de f (se f ∈ Ck para algum k finito, Wc é também uma variedade de classe Ck)

em alguma vizinhança U de (x0, µ0). Se f é C∞ então podemos encontrar uma

variedade central Ck para qualquer k <∞. Porém, quando k →∞, a vizinhança U

pode diminuir, podendo resultar na não existência de uma variedade Wc de classe

C∞, para algum sistema C∞ (veja [37] na página 154).

2.2 Método de Lyapunov e coeficientes focais

Apresentaremos a seguir um método de estudo do problema centro–foco em varie-

dades centrais de sistemas tridimensionais.

Consideremos agora o sistema diferencial real em R3 dado por

u̇ = P̃ (u, v, w),

v̇ = Q̃(u, v, w),

ẇ = R̃(u, v, w),

(2.2)

onde P̃ (u, v, w), Q̃(u, v, w) e R̃(u, v, w) são funções anaĺıticas. Suponha que a origem

(0, 0, 0) seja um ponto singular isolado. Seja X (u, v, w) = (P̃ (u, v, w), Q̃(u, v, w), R̃(u, v, w))

o campo de vetores associado ao sistema (2.2). Suponha também que a matriz Jacobiana

J(0, 0, 0) = DX (0, 0, 0) tenha um autovalor real não nulo e um par de autovalores com-

plexos conjugados. Qualquer sistema anaĺıtico (ou polinomial) como (2.2) que tenha um

ponto de Hopf, pode ser transformado (por uma mudança de coordenadas linear e uma

reparametrização da variável independente) no sistema

u̇ = −v + P (u, v, w),

v̇ = u+Q(u, v, w),

ẇ = −λw +R(u, v, w),

(2.3)

onde λ ∈ R\{0}, F = (P,Q,R) : U → R3 é real anaĺıtica com, U ⊂ R3 um aberto

contendo a origem, F (0) = 0 e DF (0) = 0. Note que os autovalores da parte linear do

campo de vetores associado ao sistema (2.3) na origem são da forma ±i e −λ.

Denotaremos de agora em diante, por X , o campo vetorial associado do sistema

(2.3)

X = (−v + P (u, v, w), u+Q(u, v, w), λw +R(u, v, w)).
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Investigaremos a natureza do fluxo de X numa vizinhança da origem restrito a uma

variedade central local, Wc, na origem. O problema centro–foco em R3, grosseiramente

falando, é distinguir sobre as condições acima se a origem é um foco ou um centro sobre

a variedade central local. Neste sentido, o Problema Centro–Foco para o sistema (2.3)

pode ser visto como um problema bidimensional.

Como os auto-valores do sistema (2.3) na origem são complexos conjugados é mais

conveniente trabalharmos com o sistema complexificado, como é feito em [27]. Assumindo

que P,Q e R são polinômios homogênios de grau n ≥ 2, consideremos a seguinte mudança

de variável:

x = u+ iv, , y = x e z = w (2.4)

onde x denota o conjugado de x.

Diferenciando (2.4) e usando (2.3) obtemos

ẋ = u̇+ v̇i

= (−v + P (u, v, w)) + i(u+Q(u, v, w))

= i(u+ vi) + P (u, v, w) + iQ(u, v, w),

ẋ = u̇− v̇i

= (−v + P (u, v, w))− i(u+Q(u, v, w))

= −i(u− vi) + P (u, v, w)− iQ(u, v, w),

ou seja,

ẋ = ix+ S(x, x, z),

ẋ = −ix+ S(x, x, z),

ż = λz + U(x, x, z),

(2.5)

onde S (x, x, z) = P
(
x+x
2
, x−x

2i
, z
)

+ iQ
(
x+x
2
, x−x

2i
, z
)
, U(x, x, z) = R

(
x+x
2
, x−x

2i
, z
)

e se

substituirmos x no sistema (2.5) pela variável y obtemos o seguinte sistema

ẋ = ix+ S(x, y, z),

ẏ = −iy + S(x, y, z),

ż = −λz + U(x, y, z).

(2.6)

Portanto o sistema (2.6) em C3 é a complexificação do sistema real (2.2). Isso nos leva
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ao estudo de sistemas da forma:

ẋ = ix+
n∑

p+q+r=2

apqrx
pyqzr,

ẏ = −iy +
n∑

p+q+r=2

bpqrx
pyqzr,

ż = −λz +
n∑

p+q+r=2

cpqrx
pyqzr

(2.7)

onde bqpr = apqr e cpqr são tais que
n∑

p+q+r=2

cpqrx
px̄qwr são reais para todo x ∈ C e todo

w ∈ R.

Definição 2.3. Um campo de vetores X = (P̃ , Q̃, R̃) é integrável em um aberto U

de R3 (resp. C3) se existe uma função não constante H : U → R, (resp. C) cha-

mada integral primeira do campo em U , que é constante em todas as curvas soluções

(x(t), y(t), z(t)) do sistema diferencial associado a X contidas em U , isto é, H(x(t), y(t),

z(t)) = constante para todos os valores de t para os quais a solução (x(t), y(t), z(t)) esta

definida e contida em U . Claramente H é uma integral primeira para o campo X em U

se, e somente se,

XH = P̃Hx + Q̃Hy + R̃Hz ≡ 0 em U .

Definição 2.4. Duas integrais primeiras H1 e H2 são ditas independentes, se seus gra-

dientes são vetores linearmente independentes para todos os pontos (x, y, z) ∈ U , exceto

num conjunto de medida nula. Se o campo X possui duas integrais primeiras independen-

tes, dizemos que ele é totalmente integrável.

Observação 2.2. i) Se o campo X é totalmente integrável, então as órbitas do sis-

tema estarão contidas nas curvas

{(x, y, z) : H1(x, y, z) = h1}
⋂
{(x, y, z) : H2(x, y, z) = h2} ,

onde h1 e h2 variam nas imagens de H1 e H2. Dáı, a importância de sabermos se

um sistema é totalmente integrável.

ii) Se existe uma integral primeira para um sistema dado, qualquer função dela é

também uma integral primeira.

O seguinte teorema, cuja demonstração pode ser encontrada em [27], é a versão

em R3 do Teorema de Poincaré-Lyapunov para o problema do centro-foco no plano (veja

o Teorema 2.5 da próxima seção).
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Teorema 2.2. Um sistema anaĺıtico (2.3), tem um centro sobre uma variedade central

se, e somente se, o sistema admite uma integral primeira anaĺıtica

H(x, y, z) = x2 + y2 + . . . , (2.8)

em uma vizinhança da origem em R3, onde os pontos (. . .) indicam que a expansão em

Taylor da função H em x, y e z não possui termos constantes e lineares.

O proximo teorema, também encontrado em [27], é um resultado análogo ao teo-

rema anterior porém enunciado para o sistema (2.7).

Teorema 2.3. (Centro de Lyapunov) A origem é um centro para o sistema (2.7) se,

e somente se, o sistema (2.7) admite um integral primeira local anaĺıtica da forma

H(x, y, z) = xy +
n∑

j+k+l≥3

vjklx
jykzl, (2.9)

em uma vizinhança da origem em C3. Além disso, quando existir um centro, a variedade

central local é única e anaĺıtica.

Com os resultados acima vamos investigar a existência de um integral primeira H

para o sistema (2.7). Denotando por X = (P̃ , Q̃, R̃) o campo de vetores associado ao

sistema (2.7), a função H dada por (2.9) é um integral primeira para o sistema (2.7) se,

e somente se,

XH =
∂H

∂x
P̃ (x, y, z) +

∂H

∂y
Q̃(x, y, z) +

∂H

∂z
R̃(x, y, z) ≡ 0, (2.10)

ou seja,

(y +
N∑

j+k+l≥3
j · vj,k,lxj−1ykzl)(ix+

n∑
p+q+r=2

apqrx
pyqzr)+

(x +
N∑

j+k+l≥3
k · vj,k,lxjyk−1zl)(−iy +

n∑
p+q+r=2

bpqrx
pyqzr)+

+ (
N∑

j+k+l≥3
l · vj,k,lxjykzl−1)(−λz +

n∑
p+q+r=2

cpqrx
pyqzr) ≡ 0.

(2.11)

Como queremos que H seja uma integral primeira, então devemos escolhar os coeficientes

vjkl de H de maneira que todos coeficientes do lado esquerdo da equação (2.11) se anulem.

Note que os coeficientes gk1,k2,k3 de xk1yk2zk3 da expressão XH são obtidos de forma
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explicita por:

gk1,k2,k3 = (−λk3 + (k1 − k2)i)vk1,k2,k3 + ak1,k2−1,k3 + bk1−1,k2,k3 +

+

min[k3,N ]∑
r=0

k1+k2+r−1∑
j+k=3+r−k3

j≥1,k≥0

jak1−j+1,k2−k,rvj,k,k3−r


+

min[k3,N ]∑
r=0

k1+k2+r−1∑
j+k=3+r−k3

j≥0,k≥1

kbk1−j,k2−k+1,rvj,k,k3−r

+

+

min[k3,N ]∑
r=0

k1+k2+r−2∑
j+k=2+r−k3

j≥0,k≥0

(k3 − r + 1)ck1−j,k2−k,rvj,k,k3−r+1

 .
Utilizando a expressão acima podemos determinar de maneira única os vj,k,l de forma

que gk1,k2,k3 = 0, para todo (k1, k2, k3), uma vez que já temos determinado os vα,β,γ onde

α + β + γ < j + k + l, exceto para o caso em que k1 = k2 e k3 = 0. Neste último caso,

vemos que a expressão de gK,K,0 é dada por:

gK,K,0 =
2K−1∑
j+k=2

j≥0,k≥0

[jaK−j+1,K−k,0 + kbk−j,K−k+1,0] vj,k,0 +
2K−2∑
j+k=2

j≥0,k≥0

cK−j,K−k,0vj,k,1. (2.12)

Observe que g1,1,0 = 0 e para K ∈ N, com K ≥ 2, gK,K,0 não depende do coeficiente vK,K,0,

pois este não aparece em (2.12). Isto impede que H seja uma integral primeira apenas

por determinar condições sobre os seus coeficientes vj,k,l. Portanto a equação (2.11) se

reduz a forma

XH = g2,2,0(xy)2 + g3,3,0(xy)3 + g4,4,0(xy)4 + g5,5,0(xy)5 + · · · . (2.13)

Assim a existência de uma integral primeira H ocorre se todos os coeficientes gK,K,0

são nulos. Estes coeficientes gK,K,0, K ≥ 2, são chamado de Coeficientes Focais.

Conclúımos, como no caso planar, que a solução do problema do centro–foco em variedades

centrais de campos de vetores em R3 passa pelo cálculo dos coeficientes focais. Temos

assim um método para estudar este problema, o qual está resumido no seguinte teorema.

Teorema 2.4. O sistema (2.7) tem um centro sobre a variedade central se, e somente se,

gK,K,0 = 0 para K = 2, · · · ,∞.

Para mais detalhes veja o Teorema 8, 9 e 10 em [27].

Resolver o problema do centro–foco significa zerar todos os coeficientes focais.

Estes coeficientes focais geram o ideal B =< gk,k,0; k ∈ N >, chamado ideal de Bautin.
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Segue do teorema da base de Hilbert este ideal é finitamente gerado, ou seja, existe uma

constante m tal que

B =< g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, · · · , gm,m,0 > .

Desta forma é necessário calcular somente um número finito de coeficientes focais. Con-

tudo, dado um sistema qualquer, não sabemos a priori quantos coeficientes temos que

calcular para gerarmos o ideal de Bautin B, com exceção de alguns casos espećıficos. Em

geral calcular os coeficientes focais não é uma tarefa fácil, pois os cálculos crescem de

maneira exponencial, exceto em alguns casos mais simples. Assim vários métodos com-

putacionais tem sido desenvolvidos. A ideia é calcular um certo número de coeficientes

focais e depois encontrar as condições para anulá-los. Estas condições são necessárias

para que a origem seja um centro sobre a variedade central. Entretanto, para provar que

as condições são também suficientes, utilizamos simétrias ou teorias de integrabilidade.

Discutiremos isto na próxima seção.

No exemplo a seguir ilustraremos o método apresentado nesta seção para o cálculo

do primeiro coeficiente focal.

Exemplo 2.1. Considere o sistema polinomial dada por:

u̇ = −v + u(a1u+ a2v + a3w),

v̇ = u+ v(a1u+ a2v + a3w),

ẇ = −λw + b1u
2 + b2uv + b3v

2,

(2.14)

onde seus coeficiente são reais e λ ∈ R\{0}.

Através da mudança de variável

x = u+ iv , y = x̄ e z = w (2.15)

o sistema (2.14) pode ser escrito na forma

ẋ = ix+ xU(x, y, z),

ẏ = −yi+ yU(x, y, z),

ż = −lz + T (x, y),

(2.16)

onde

U(x, y, z) =
x

2
(a1 − a2i) +

y

2
(a1 + a2i) + za3,

T (x, y, z) =
x2

4
(b1 − b2i− b3) +

xy

2
(b1 + b3) +

y2

4
(b1 + b2i− b3).
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Como estamos interessados no cálculo do primeiro coeficiente focal, utilizando o método

anterior, passemos então a análise do lado esquerdo da seguinte equação

XH =
∂H

∂x
(ix+U(x, y, z)) +

∂H

∂y
(−iy +U(x, y, z)) +

∂H

∂z
(−λz + T (x, y, z)) ≡ 0, (2.17)

onde

H(x, y, z) = xy +
∑

j+k+l≥3

vjknx
jykzl, (2.18)

com j, k, l ∈ N. Agora colete os coeficientes de grau 3 da equação (2.17) e para anularmos

tais coeficientes devemos assumir

v2,1,0 = a1i− a2 v1,2,0 = −a1i+ a2 v1,1,1 =
2a3
l

v3,0,0 = 0 v0,3,0 = 0

v2,0,1 = 0 v0,2,1 = 0 v0,1,2 = 0 v0,0,3 = 0 v1,0,2 = 0

Substituindo as condições acima em (2.17), colecionando os coeficiente de grau 4 e igua-

lando a zero obtemos

v4,0,0 = 0 v0,4,0 = 0 v3,1,0 =
a3(ib1 + b2 − ib3)− 3(a1 − ia2)2l

4l

v0,2,2 = 0 v0,0,4 = 0 v1,1,2 =
2a23
l2

v3,0,1 = 0 v0,1,3 = 0 v2,1,1 =
a3(a1 − ia2)(2 + 3il)

l(−i+ l)

v0,3,1 = 0 v2,0,2 = 0 v1,3,0 =
a3(−ib1 + b2 + ib3)− 3(a1 + ia2)

2l

4l

v1,0,3 = 0 v2,2,0 = 0 v1,2,1 =
a3(a1 + ia2)(2− 3il)

(l(i+ l))

Portanto a equação (2.17) se reduz na equação (2.13) com

g2,2,0 =
a3(b1 + b3)

l
. (2.19)

Para o cálculo dos demais coeficientes focais basta repetir o método. Voltaremos a estudar

este sistema no caṕıtulo 3 na Proposição 4.1.

2.3 Integrabilidade algébrica de sistemas diferenciais

polinomiais

Agora, apresentaremos algumas definições e resultados sobre a Teoria de integrabi-

lidade algébrica dos sistemas diferenciais polinomiais reais tomando como referência [26]

e [50]. Estas ferramentas serão necessárias para determinar se um ponto singular é um
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centro ou foco. Observamos que a maioria das definições e teoremas abaixo podem ser

estendidos para sistemas complexos e sistemas não polinomiais em dimensões arbitrárias.

Denotaremos por C[x, y, z] ou R[x, y, z] o anel de polinômios nas variáveis x, y e z com

coeficientes em C ou R. Indicaremos por F o corpo dos reais R ou dos complexos C.

Como estamos interessados em analisar o problema centro–foco para sistemas em

F3 sobre uma variedade central será necessário conhecermos algumas ferramentas em F2

relacionadas a este problema no plano. Sendo assim considere o sistema na forma normal

ẋ = −y + F1(x, y),

ẏ = x+ F2(x, y),
(2.20)

onde F1 e F2 são funções anaĺıticas com desenvolvimentos de Taylor na origem começando

com pelo menos termos de ordem 2.

O primeiro resultado é o clássico Teorema de Poincaré-Lyapunov.

Teorema 2.5. (Teorema Poincaré-Lyapunov) O sistema (2.20) possui um centro

na origem se, e somente se, admite uma integral primeira anaĺıtica da forma

H(x, y) = x2 + y2 + · · · ,

em uma vizinhança da origem em R2, onde os pontos (. . .) indicam que a expansão em

Taylor da função H em x e y não possui termos constantes nem lineares.

Definição 2.5. Seja U um subconjunto aberto de F2 e I : U → F uma função anaĺıtica que

não é identicamente nula em U . Uma função I é um fator integrante para o sistema

(2.20) em U se uma das seguintes três condições equivalentes é verdadeira sobre U :

a)
∂

∂x
(IF1) = − ∂

∂y
(IF2);

b) div(IF1, IF2) = 0;

c) X I = −Idiv(F1, F2).

Proposição 2.1. A integral primeira H do sistema (2.20) associada ao fator integrante

I é dada por

H(x, y) =

∫
I(x, y)F1(x, y)dy + h(x), (2.21)

em que h(x) é escolhido de tal forma que
∂H

∂x
= −IF2 e o domı́nio de integração U é

escolhido de forma apropriada. Então

x′ = IF1 =
∂H

∂y
, y′ = IF2 = −∂H

∂x
.
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Demonstração. A demonstração desta proposição segue por verificação direta.

Definição 2.6. Seja X o campos de vetores associado ao sistema (2.20). Dizemos que

este sistema é reverśıvel se existe uma involução R : F2 → F2,isto é R ◦R = id, tal que

X (R(x, y)) = −DR(x, y)X (x, y).

Exemplo 2.2. Considere o sistema

X (x, y) =

 ẋ = −y + xy,

ẏ = x− y2.

Tomando R(x, y) = (x,−y) temos que X (R(x, y)) = −DR(x, y)X (x, y) e portanto este

sistema é do tipo reverśıvel.

A demonstração do teorema a seguir é análoga a encontrada no Teorema 3.5.5 na

página 133 em [50].

Teorema 2.6. Todo sistema da forma (2.20) do tipo reverśıvel tem um centro na origem.

Daqui em diante, assumiremos que X = (P̃ , Q̃, R̃) é um campo de vetores polino-

mial de grau n, ou seja, P̃ , Q̃, R̃ ∈ F[x, y, z] e n = max{grau P̃ , grau Q̃, grau R̃}. Veremos

a seguir como a existência de superf́ıcies algébricas invariantes de campos de vetores em

R3 auxiliará na solução do problema centro–foco.

Definição 2.7. Seja f ∈ F[x, y, z] não identicamente nula. A superf́ıcie algébrica f = 0

é uma supef́ıcie algébrica invariante para X se existe um polinômio K ∈ F[x, y, z]

tal que

X f = P̃
∂f

∂x
+ Q̃

∂f

∂y
+ R̃

∂f

∂z
= Kf. (2.22)

O polinômio K é chamado cofator da superf́ıcie algébrica invariante f = 0. Além disso

grau K ≤ n− 1.

Nos pontos da superf́ıcie algébrica f = 0, o gradiente ∇f é ortogonal ao campo

vetorial X , ou seja, X é tangente a f = 0. Em outras palavras f = 0 pode ser decomposta

como a união de trajetórias do campo vetorial X . Isto justifica o nome “ superf́ıcie

algébrica invariante”.

O fator exponencial é uma outra ferramenta que desempenha um papel semelhante

aos das superf́ıcies algébricas invariantes na solução do problema centro–foco.
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Definição 2.8. Sejam h, g ∈ F[x, y, z] e assuma que h e g são relativamente primos no

anel F[x, y, z] ou que h ≡ 1. Então a função exp(g/h) é chamada fator exponencial

para o sistema (2.3) se existe pelo menos um polinômio K ∈ F[x, y, z] de grau no máximo

(n− 1) que satisfaça a equação

X
(

exp
(g
h

))
= K exp

(g
h

)
. (2.23)

Dizemos então que K é o cofator do fator exponencial exp(g/h).

O seguinte teorema relaciona a existência de uma integral primeira com a existência

de superf́ıcies algébricas invariantes (e/ou fatores exponenciais) e consequentemente com

a existência de um centro sobre variedades centrais de campos de vetores em R3. Opta-

mos aqui por apresentar uma versão simples deste teorema, a qual é suficiente para os

propósitos deste trabalho. Uma demonstração deste teorema (em sua versão geral) pode

ser encontrada na pag. 221 de [26] e [42].

Teorema 2.7. (Integrabilidade de Darboux)

Suponha que o campo de vetores polinomial X admita p superf́ıcies algébricas invariantes

irredut́ıveis fi = 0 com cofatores Ki, para i = 1, . . . , p e q fatores exponenciais exp

(
gi
hj

)
com cofatores Lj, para j = 1, . . . , q. Então

i) existem λi, µj ∈ C nem todos nulos tais que
∑p

i=1 λiKi +
∑q

j=1 µjLj = 0, se e

somente se, a função

fλ11 . . . fλpp

(
exp

(
g1
h1

))µ1
. . .

(
exp

(
gq
hq

))µq
, (2.24)

é uma integral primeira para o campo de vetores X .

Outra ferramenta clássica no estudo da integrabilidade de sistemas diferenciais

polinomiais é o fator integrante inverso, para mais informações recomendamos [10]. Para

sistemas dinâmicos n-dimensionais, em particular tridimensionais, os fatores integrantes

inversos são chamados de múltiplos de Jacobi inverso.

Definição 2.9. Uma função não nula V : U ⊆ R3 → R, de classe C1, é dita ser o

múltiplo de Jacobi inverso de X , se ela satisfaz a EDP linear de primeira ordem

XV = P̃
∂V

∂x
+ Q̃

∂V

∂y
+ R̃

∂V

∂z
= V divX . (2.25)
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Observação 2.3. Da equação (2.25), temos que o gradiente da função V é ortogonal

ao campo vetorial X ao longo de V −1(0). Assim, X é tangente a V = 0. Então, esta

superf́ıcie pode ser decomposta em trajetórias do campo X .

A definição acima é análoga a definição de fator integrante inverso no caso planar.

A seguir enunciamos o Critério de Reeb, o qual relaciona a existência de um centro com

a existência de um fator integrante inverso.

Teorema 2.8. (Critério de Reeb) O sistema (2.20) tem um centro na origem se, e

somente se, admite um fator integrante inverso real anaĺıtico da forma V (x, y) = 1 + · · ·

em uma vizinhança da origem em F2.

O seguinte teorema foi apresentado em [10] e pode ser considerado como um resul-

tado análogo ao critério de Reeb em F3.

Teorema 2.9. O sistema (2.3) tem um centro na origem se, e somente se, admite um

múltiplo de Jacobi inverso da forma

V (x, y, z) = z + · · · ,

em uma vizinhança da origem em F3. Além disso quando existir tal V , a variedade central

local anaĺıtica W c ⊆ V −1(0).
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Caṕıtulo 3

Sistemas Rı́gidos

Neste caṕıtulo vamos introduzir o conceito de sistemas ŕıgidos em R3 a partir da

teoria desenvolvida para sistemas ŕıgidos no plano. Nosso objetivo é estudar o problema do

centro–foco e a ciclicidade do ponto de Hopf para esta classe de sistemas. Estes problemas

serão abordados nos caṕıtulos posteriores.

Considere o sistema planar

ẋ = P̃ (x, y),

ẏ = Q̃(x, y),
(3.1)

onde P̃ e Q̃ são funções anaĺıticas. Suponha que o sistema (3.1) tem um ponto de Hopf

(x0, y0), ou seja, se X (x, y) = (P̃ (x, y), Q̃(x, y)) denota o campo de vetores associado

ao sistema (3.1), temos que a matriz Jacobiana DX (x0, y0) tem um par de autovalores

complexos conjugados imaginários puros. Podemos supor sem perda de generalidade que

o ponto singular (x0, y0) é a origem. Através de uma mudança de variáveis linear e uma

reparametrização da variável independente (se necessário) o sistema (3.1) pode ser escrito

como

ẋ = y + P (x, y),

ẏ = −x+Q(x, y),
(3.2)

onde P e Q são funções anaĺıticas cujos desenvolvimentos em série de Taylor, na origem,

começam pelo menos com termos quadráticos. A questão de distinguir se a origem é um

centro ou um foco do sistema (3.2), como mencionado no caṕıtulo anterior, é o chamado

problema do centro–foco (veja [17], [50], [52], [55], [61] e [62]).

O estudo da função peŕıodo e da isocronicidade são outros temas importantes de

pesquisa relacionadas ao sistema (3.2). Precisamente, se a origem do sistema (3.2) é um
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centro, dizemos que ele é isócromo se a função de peŕıodo definida numa vizinhança da

origem (i.e. a função que associa a cada órbita periódica na vizinhança do centro o seu

peŕıodo) é constante. O conceito de isocronicidade para centros de campos de vetores, em

particular campos de vetores polinomiais, tem sido extensivamente estudado na literatura,

veja por exemplo [14], [28] e [34].

Uma classe importante de centros isócronos são aqueles cujas órbitas em sua vizi-

nhança giram com a velocidade angular constante. Sistemas com esta última propriedade

são chamados de sistemas ŕıgidos. Portanto para sistemas ŕıgidos o problema do centro–

foco é equivalente ao problema da isocronicidade. E é por esta razão que sistemas ŕıgidos

tem sido estudados por vários autores. A melhor maneira de definir sistemas ŕıgidos é

utilizando coordenadas polares. Assim o sistema (3.2) é dito ŕıgido se em coordenadas

polares x = ρ cos θ, y = ρ senθ pode ser escrito na forma

ρ̇ = . . . ,

θ̇ = 1,

onde os pontos (. . .) indicam uma expressões que envolvem as funções do lado direito

do sistema (3.2), sendo na definição o que importa é o fato da velocidade angular ser

constante. Note que a velocidade angular (θ′ = 1) é consequência da expressão do sistema

(3.2). Outra motivação para o estudo dos sistemas ŕıgidos segue de sua expressão em

coordenadas polares acima. Devido a esta expressão, vemos que o sistemas ŕıgidos planares

são equivalentes a uma única equação diferencial escrita na forma de uma equação de Abel

generalizada.

Seguindo as ideias da prova do Teorema 3.1, podemos mostrar que o sistema (3.2)

é ŕıgido se, e somente se, pode ser escrito na forma

ẋ = −y + xF (x, y),

ẏ = x+ yF (x, y),
(3.3)

(veja também, [23]). Em [23] o autor caracteriza os centros do sistema (3.3) para o caso

em que F (x, y) = Hp(x, y), onde Hp(x, y) é um polinômio homogêneo de grau p ∈ N

(veja também [20]). Este resultado foi recentemente melhorado em [29], tomando-se

F (x, y) = a + Hp(x, y) com a ∈ R. Além de caracterizar os centros, os autores mostram

que neste caso o sistema pode ter no máximo um ciclo limite. Em [21] o caso F (x, y) =

H1(x, y)+H2(x, y) é analizado e prova-se que todos os centros desta classe são reverśıveis.
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Famı́lias particulares de sistemas ŕıgidos com F (x, y) = H0(x, y) + Hp(x, y) + Hq(x, y)

foram estudadas em [30] e resultados sobre bifurcação de ciclos limites e caracterização

de centros foram obtidos (veja também [3], [4], [5], [15] e [56]). Outro caso interessante

com F (x, y) = f(x)g(y), onde f(x) e g(y) são polinômios arbitrários, foi estudado em [40]

(veja também [19] e [25]).

Um resultado bem conhecido na literatura mostra que o problema da isocronici-

dade de centros em campos de vetores anaĺıticos é equivalente a existência de um comu-

tador anaĺıtico para tal campo. Dizemos que dois campos de vetores X e Y comutam

se o colchete de Lie destes campos é nulo, ou seja, se [X, Y ] = DX.Y − DY.X = 0.

Neste caso, Y é dito o comutador de X. Está provado para sistemas ŕıgidos em [1] (veja

também [46]) que se (3.3) tem um comutador Y , então Y (x, y) = (xK(x, y), yK(x, y))

com K(x, y) um polinômio de mesmo grau que F (x, y). Usando este resultado os au-

tores de [2] desenvolvem um algoritmo recursivo que lhes permite resolver o problema

do centro-foco para as famı́lias de campos ŕıgidos onde F (x, y) = H1(x, y) + Hp(x, y) ou

F (x, y) = H2(x, y) +H2p(x, y) (para F (x, y) = H2(x, y) +H6(x, y) veja também [57]). No

caso de sistemas ŕıgidos, este algoritmo é muito mais eficiente que os métodos clássicos

utilizados no cálculo dos coeficientes de Lyapunov ou coeficientes focais. Além disso,

no mesmo artigo, os autores estabelecem o número máximo de ciclos limites que podem

bifurcar de um foco múltiplo na origem para tais famı́lias.

O foco deste trabalho são os sistemas tridimensionais que possuem um centro sobre

uma variedade central. Em outras apalavras, seguindo a discussão iniciada no caṕıtulo

anterior, consideraremos o sistema tridimensionais em sua forma normalizada

ẋ = y + P (x, y, z),

ẏ = −x+Q(x, y, z),

ż = −λz +R(x, y, z),

(3.4)

onde λ 6= 0 e P,Q e R são funções anaĺıticas em x, y e z sem termos constantes e lineares,

o que implica que a origem é um ponto singular do tipo Hopf. Pelo Teorema 2.1, para

todo k ∈ R, o sistema (3.4) possui uma variedade invariante local W c bidimensional

de classe Ck tangente a z = 0 na origem. Em geral a variedade invariante W c não é

unicamente determinada e nem anaĺıtica. O conceito de centro para o sistema (3.4) se

dá naturalmente devido a existência da variedade central na origem. Este problema é

bastante estudado, veja [10], [27], [43], [44] e [45].
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De agora em diante direcionaremos nosso estudo para sistemas ŕıgidos definidos

em R3. Semelhante ao caso planar, a forma natural de definir sistemas ŕıgidos em R3 é

expressando o sistema restrito a uma variedade central em coordenadas polares.

Definição 3.1. (Sistemas Rı́gidos em R3)

Dizemos que o sistema (3.4) é ŕıgido se sua restrição a uma variedade central na origem,

em coordenadas polares, assume a seguinte forma:

ρ̇ = . . . ,

θ̇ = 1,
(3.5)

onde os pontos (. . .) indicam uma expressões que envolvem as funções do lado direito do

sistema (3.4).

A definição acima não é muito prática para cálculos, já que para estudar centros

ŕıgidos em R3 temos a dificuldade adicional de restringir o sistema (3.4) a uma variedade

central. Para evitar esta tarefa, vamos introduzir uma subclasse de sistemas ŕıgidos.

Definição 3.2. (Sitemas ŕıgidos em R3 por coordenadas ciĺındricas). Dizemos que o

sistema (3.4) é ŕıgido por coordenadas ciĺındricas se, nas coordenadas ciĺındricas x =

ρ cos θ, y = ρ sen θ e z = z, assume a seguinte forma:

ρ̇ = . . . ,

θ̇ = 1,

ż = . . . ,

(3.6)

onde os pontos (. . .) indicam uma expressões que envolvem as funções do lado direito do

sistema (3.4).

Observe que a segunda equação em (3.6) mostra que as soluções do sistema gi-

ram em torno do eixo z com velocidade angular constante. Na próxima seção veremos

que as definições acima não são equivalentes. De fato, sistemas ŕıgidos por coordenadas

ciĺındricas são uma subclasse de sistemas ŕıgidos em R3.

3.1 Sistemas Rı́gidos em R3

As seguintes preposições caracterizam os sistemas da forma (3.4) que são ŕıgidos e

ŕıgidos por coordenadas ciĺındricas.
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Teorema 3.1. O sistema (3.4) é ŕıgido se, e somente se, sua restrição a uma variedade

central na origem tem a seguinte forma canônica

ẋ = −y + xF (x, y),

ẏ = x+ yF (x, y),
(3.7)

onde F é uma função de classe Ck com k ∈ N arbitrário, se tomarmos um vizinhança

suficientemente pequena da origem.

Demonstração. Em coordenadas polares (x, y) 7→ (ρ cos θ, ρ senθ) o sistema (3.7) tem a

seguinte forma:

ρ̇ = ρF (ρ cos θ, ρ senθ),

θ̇ = 1,

Assim, por definição, (3.4) é um sistema ŕıgido.

Agora mostramos a rećıproca. Pelo Teorema 2.1 para cada k ∈ N em uma vizinhança

suficientemente pequena existe uma variedade invariante bidimensionalWc de classe Ck+1

tangente a z = 0 na origem. AssimWc é localmente o gráfico de uma aplicação Ck+1 dada

por z = h(x, y). Portanto o sistema (3.4) restrito a Wc tem a forma:

ẋ = −y + P̃ (x, y),

ẏ = x+ Q̃(x, y),
(3.8)

onde P̃ (x, y) = P (x, y, h(x, y)) e Q̃(x, y) = Q(x, y, h(x, y)). Em coordenadas polares (3.8)

torna-se

ρ̇ = cos θP̃ (ρ cos θ, ρ senθ) + senθQ̃(ρ cos θ, ρ senθ),

θ̇ = 1 +
1

ρ

[
cos θQ̃(ρ cos θ, ρ senθ)− senθP̃ (ρ cos θ, ρ senθ)

]
.

(3.9)

Assumindo que o sistema (3.4) é ŕıgido, por hipótese, devemos ter θ̇ = 1, portanto obtemos

que
1

ρ

[
cos θQ̃(ρ cos θ, ρ senθ)− senθP̃ (ρ cos θ, ρ senθ)

]
= 0. (3.10)

Em coordenadas (x, y) a equação (3.10) é dada por:

xQ̃(x, y)− yP̃ (x, y) = 0. (3.11)

Tomando x = 0 na equação (3.11) temos que yP̃ (0, y) = 0. Pelo Lema de Hadamard,

existe uma função F (x, y) de classe Ck, tal que P̃ (x, y) = xF (x, y). Analogamente obtemos

que Q̃(x, y) = yG(x, y) com G uma aplicação de classe Ck. Assim por (3.11) obtemos

xy(G(x, y) − F (x, y)) = 0, ou seja, G(x, y) = F (x, y). Portanto P̃ (x, y) = xF (x, y) e

Q̃(x, y) = yF (x, y), o que prova a proposição.
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Teorema 3.2. O sistema (3.4) é ŕıgido por coordenadas ciĺındricas se, e somente se, tem

a seguinte forma canônica

ẋ = −y + xF (x, y, z),

ẏ = x+ yF (x, y, z),

ż = −λz +R(x, y, z),

(3.12)

onde, F é uma função anaĺıtica.

Demonstração. O sistema (3.12) em coordenadas ciĺındricas pode ser escrita da forma:

ρ̇ = ρF (ρ cos θ, ρ senθ, z),

θ̇ = 1,

ż = −λz +R(ρ cos θ, ρ senθ, z),

(3.13)

que por definição é um sistema ŕıgido.

Agora mostraremos a rećıproca. Em coordenadas ciĺındricas o sistema (3.4) tem a

seguinte forma

ρ̇ = cos θP (ρ cos θ, ρ senθ, z) + senθQ(ρ cos θ, ρ senθ, z),

θ̇ = 1 +
1

ρ
[cos θQ(ρ cos θ, ρ senθ, z) + senθP (ρ cos θ, ρ senθ, z)] ,

ż = −λz +R(ρ cos θ, ρ senθ, z).

(3.14)

Por hipótese o sistema (3.4) é ŕıgido, isto é (θ′ = 1). Então obtemos imediatamente que

1

ρ
[cos θQ(ρ cos θ, ρ senθ, z) + senθP (ρ cos θ, ρ senθ, z)] = 0. (3.15)

Em coordenadas (x, y, z) a equação (3.15) é escrito como

xQ(x, y, z)− yP (x, y, z) = 0. (3.16)

Tomando x = 0 na equação (3.16) obtemos que yP (0, y, z) = 0, isto é, P (0, y, z) = 0.

Portanto existe uma função anaĺıtica F tal que P (x, y, z) = xF (x, y, z). Analogamente,

segue que Q(x, y, z) = yG(x, y, z) onde G é uma aplicação anaĺıtica. Assim, por (3.16)

conclúımos que xy(G(x, y, z) − F (x, y, z)) = 0, isto é, G(x, y, z) = F (x, y, z). Portanto

P (x, y, z) = xF (x, y, z) e Q(x, y, z) = yF (x, y, z), o que prova a proposição.

O seguinte corolário é uma consequência direta das provas das proposições anteri-

ores.

Corolário 3.1. Considere o sistema (3.4). Então
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1. este sistema é ŕıgido se, e somente se, xQ(x, y, z)− yP (x, y, z) = 0 com z = h(x, y)

onde h é a expressão local da variedade central Wc.

2. este sistema é ŕıgido por coordenadas ciĺındricas se, e somente se, xQ(x, y, z) −

yP (x, y, z) = 0.

É obvio que se o sistema (3.4) é ŕıgido em coordenadas ciĺındricas, então é ŕıgido

em R3. No entanto a seguinte proposição mostra que as Definições 3.1 e 3.2 não são

equivalentes. Na verdade os sistemas ŕıgidos por coordenadas ciĺındricas são uma subclasse

de sistemas ŕıgidos em R3.

Proposição 3.1. O sistema

ẋ = −y + x2 + xy + xz + yz + z2,

ẏ = x+ xy + xz + y2 + yz + z2,

ż = −λz + xz + yz + z2,

(3.17)

é ŕıgido, porém não é ŕıgido em coordenadas ciĺındricas. Além disso a origem é um centro

sobre a variedade central.

Demonstração. Note que z é um fator comum do lado direito da ultima equação do sistema

(3.17). Portanto z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante , com cofator K(x, y, z) =

−λ+ x+ y+ z. Assim o plano z = 0 é uma variedade central do sistema. Logo o sistema

(3.17) restrito a z = 0 é dado por

ẋ = −y + x2 + xy,

ẏ = x+ xy + y2.
(3.18)

Este sistema é ŕıgido e tem uma integral primeira dada por

H(x, y) =
x2 + y2

(1− x+ y)2
,

a qual está definida na origem, pois H(0, 0) = 0. Conclúımos que a origem é um centro

sobre a variedade central.

Agora, o sistema (3.17) não é ŕıgido por coordenadas ciĺındricas, pois

xQ(x, y, z)− yP (x, y, z) = x2z + xz2 − y2z − yz2 6≡ 0,

onde P (x, y, z) = x2 + xy + xz + yz + z2 e Q(x, y, z) = xy + y2 + xz + yz + z2.
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Observação 3.1. Em alguns casos o problema do centro-foco sobre uma variedade central

para sistemas ŕıgidos em R3 por coordenadas ciĺındricas é exatamente o mesmo problema

para sistemas ŕıgidos em R2. Por exemplo, quando R em (3.12) satisfaz R(x, y, 0) ≡ 0,

isto é, quando podemos escrever R(x, y, z) = zR̃(x, y, z) com R̃ ∈ R[x, y, z]. Neste caso

z = 0 é uma variedade central e o sistema (3.12) restrito a ela é dado por

ẋ = −y + xF (x, y, 0),

ẏ = x+ yF (x, y, 0),

onde F (x, y, 0) ∈ R[x, y] é um polinômio sem termos constantes. Assim os resultados

sobre sistemas ŕıgidos em R2 são naturalmente estendidos para esta classe de sistemas

ŕıgidos em R3.

Outra classe de sistemas ŕıgidos em R3 por coordenadas ciĺındricas, cujos os re-

sultados relacionados ao problema do centro–foco são extensões naturais de resultados no

plano, são os sistemas da forma (3.12) com
∂F

∂z
(x, y, z) ≡ 0, isto é, quando podemos es-

crever F (x, y, z) = F (x, y) com F (x, y) ∈ R[x, y] . Neste caso as duas primeiras equações

do sistema (3.12) estão desacopladas com a terceira e portanto o sistema (3.12) restrito

a qualquer variedade central é dado por

ẋ = −y + xF (x, y),

ẏ = x+ yF (x, y).
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Caṕıtulo 4

Sistemas Rı́gidos Homogêneos em R3

Neste seção vamos estudar o problema do centro-foco para algumas classes de

sistemas ŕıgidos em R3. O processo de solução deste problema pode ser divido em três

etapas. Primeiramente, usando o algoritmo descrito na Seção 2.2, faremos o cálculo de

um certo número de coeficientes focais. Nesta etapa softwares de cálculos simbólicos,

tais como Maple [24] e Mathematica [58], serão usados para corroborar os cálculos (veja

o Apêndice 5.2 para um algoritmo implementado no Maple). Na segunda etapa iremos

determinar o conjunto de zeros em comum do sistema formado pelos coeficientes focais

calculados. Algumas vezes o cálculo da base de Groebner é suficiente para encontrar este

conjunto de zeros, em outros casos será necessário decompor o radical do ideal gerado

pelas coeficientes focais em uma interseção finita de ideais primos. Este procedimento

requer um software de cálculos algébricos simbólicos especializado, tal como Singular

[31]. Na última etapa devemos verificar se as condições necessárias encontradas, ao zerar

os coeficiente focais calculados, são suficientes para se ter um centro sobre a variedade

central. Usualmente aplicamos a teoria de integrabilidade de Darboux ou reduzimos o

sistema a variedade central para realizar esta tarefa.

Considere o seguinte sistema

ẋ = −y + xFn(x, y, z),

ẏ = x+ yFn(x, y, z),

ż = −λz +Rm(x, y, z),

(4.1)

onde Fn, Rm ∈ R[x, y, z] são polinômios homogêneos com grau n ≥ 1, m ≥ 2, respectiva-

mente e λ 6= 0.

As duas proposições a seguir são extensões de resultados conhecidos do plano para
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sistemas ŕıgidos homogêneos, veja [22].

Proposição 4.1. Considere o sistema (4.1) com Rm(x, y, 0) ≡ 0. Então o sistema (4.1)

tem um centro ŕıgido na origem sobre a variedade central se, e somente se,∫ 2π

0

Fn(cos(s), sin(s), 0)ds = 0.

Demonstração. Pela Observação, 3.1 o plano z = 0 é uma variedade central na origem do

sistema (4.1). Portanto, restrito ao plano z = 0, o sistema (4.1) em coordenadas polares

x = ρ cos θ, y = ρ senθ torna-se

ρ̇ = ρn+1 Fn(cos θ, senθ, 0),

θ̇ = 1.

O sistema acima é equivalente à equação diferencial

dρ

dθ
= Fn(cos θ, senθ, 0)ρn+1.

Como Fn é não constante, separando as variáveis ρ e θ desta equação e integrando de 0

até θ obtemos a seguinte solução

ρ(θ)n =
ρ(0)n

1− nρ(0)n
∫ θ
0
Fn(cos(s), sen(s), 0)ds

.

Assim a origem é um centro sobre a variedade central do sistema (4.1) se, e somente se,∫ 2π

0

Fn(cos(s), sen(s), 0)ds = 0.

Note que se n é ı́mpar a integral acima é sempre nula.

Proposição 4.2. Considere o sistema (4.1) com
∂Fn
∂z

(x, y, z) ≡ 0, isto é, Fn(x, y, z) =

Fn(x, y) é um polinômio homogêneo nas variáveis x e y. Então o sistema (4.1) tem um

centro ŕıgido no origem sobre a variedade central se, e somente se,∫ 2π

0

Fn(cos(s), sen (s))ds = 0.

Demonstração. Pela Observação 3.1, o sistema (4.1) restrito a variedade central é dado

por

ẋ = −y + xFn(x, y),

ẏ = x+ yFn(x, y).
(4.2)
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Consequentemente o sistema (4.2) em coordenadas polares x = ρ cos θ, y = ρ senθ, torna-

se:

ρ̇ = ρn+1 Fn(cos θ, senθ),

θ̇ = 1,

o qual é equivalente a equação diferencial

dρ

dθ
= Fn(cos θ, senθ)ρn+1. (4.3)

Como na prova da proposição anterior a solução dessa equação com condição inicial ρ(0) =

ρ0 é

ρ(θ) =
ρ0(

1− nρn0
∫ θ
0
Fn(cos(s), sen(s))ds

) 1

n

.
(4.4)

Agora o sistema (4.1) tem uma órbita periódica passando pelo ponto (ρ0, 0, z0) se, e

somente se, ρ(2π) = ρ0. Portanto pela equação (4.4), obtemos que∫ 2π

0

Fn(cos(s), sen(s))ds = 0. (4.5)

Observe que z0 = h(ρ0, 0), onde z = h(x, y) é a expressão da variedade central. Além

disso, se n é impar a integral acima é sempre nula. Isto conclui a prova da proposição.

4.1 Caso: n = 1 e
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0.

Nesta seção estudaremos sistemas da forma (4.1) com n = 1 e Rm(x, y, z) =

Rm(x, y) para m = 2, 3, 4.

Teorema 4.1. Considere o sistema

ẋ = −y + xF1(x, y, z),

ẏ = x+ yF1(x, y, z),

ż = −λz +R2(x, y),

(4.6)

onde F1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, R2(x, y) = b1x
2 + b2xy + b3y

2 e denote por S =

{(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3) ∈ R7;λ 6= 0} o conjunto de seus parâmetros. Então o sistema

(4.6) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e somente se, uma

das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a3 = 0.
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(b) b1 = b2 = b3 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.6) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nu-

los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Seção 2.2, passemos ao cálculo destes

coeficientes.

O primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema (4.6) é dado por:

g2,2,0 =
a3(b1 + b3)

λ
.

Para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; a3 = 0},

S2 = {s ∈ S; a3 6= 0}.

Considere o sistema (4.6) sobre o conjunto de parâmetros S1, então temos que g2,2,0 = 0 e

pela Proposição 4.2 a origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

a3 = 0 em (4.6), obtemos o seguinte sistema

x′ = −y + x(a1x+ a2y),

y′ = x+ y(a1x+ a2y),

z′ = −λz + b1x
2 + b2xy + b3y

2,

(4.7)

o qual possui as superficies algébricas invariantes f1 = 0 e f2 = 0 onde

f1(x, y, z) = −1− a1y + a2x,

f2(x, y, z) = −1

2
− a1y + a2x−

a21
2
y2 + y2 + a1a2xy −

a22
2
x2 + x2,

com cofatores

K1(x, y, z) = a1x+ a2y,

K2(x, y, z) = 2a2y + 2a1x.

Agora, como −2K1 +K2 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7, a função

H(x, y, z) = f−21 · f2

=
1 + 2a1y − 2a2x+ a21y

2 − 2y2 − 2a1a2xy + a22x
2 − 2x2

−2(1 + a1y − a2x)2
,

é uma integral primeira para o sistema (4.7) definida na origem.
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Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.6) sobre o

conjunto de parâmetros S2 e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.

S21 = {s ∈ S2; a1 = 0, a2 = 0},

S22 = {s ∈ S2; a
2
1 + a22 6= 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S21, então fazendo as devidas subs-

tituições dos parâmetros no sistema (4.6) obtemos:

ẋ = −y + a3xz,

ẏ = x+ a3yz,

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3y

2.

(4.8)

Dáı o primeiro e o segundo coeficiente focal é dado por

g2,2,0 =
a3(b1 + b3)

λ
,

g3,3,0 =
a23(λ

2(−b22 + 4b1b3) + (8 + λ2)(b1 + b3)
2)

(2λ3(4 + λ2))
.

Portanto g2,2,0 = g3,3,0 = 0 se, e somente se, b1 = b2 = b3 = 0. Sendo assim, pela

Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S22, neste caso podemos

assumir que a1 = 0, a2 = 1 e a3 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança

de variáveis

X =
a2

a21 + a22
x+

a1
a21 + a22

y,

Y = − a1
a21 + a22

x+
a2

a21 + a22
y,

Z =
1

a3
z.

(4.9)

Então sob estas condições o sistema (4.6) torna-se:

ẋ = −y + x(y + z),

ẏ = x+ y(y + z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3y

2.

(4.10)

Calculando os 6 primeiros coeficientes focais não nulos, g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e

g7,7,0, que podem ser visto no Apêndice 5.2, podemos calcular a Base de Groebner do

ideal gerado por eles. Em resumo, temos que a Base de Groebner deste ideal é gerado

pelos seguintes polinômios, que chamaremos de L1, L2, L3, L4, L5 e L6:
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• L1 = b1 + b3,

• L2 = b3λ
6(4 + λ2)3(9 + λ2)2(1 + 5λ2 + 4λ4),

• L3 = b3λ
4(4 + λ2)2(9 + 10λ2 + λ4)(1404b3 + 344λ2 + 130λ4 + 11λ6),

• L4 = −λ4(4+λ2)2(−40959b2λ+b3(110889+39195λ2+37770λ4+33560λ6+6358λ8+

344λ10)),

• L5 = b3λ
4(4 + λ2)2(1402596b2 − λ(−606528 + 342612λ2 + 1489489λ4 + 621678λ6 +

85089λ8 + 3760λ10 − 467532b3(7 + λ2))),

• L6 = λ2(1474524b22−491508b2λ(12+7λ2+λ4)+b3(17694288+5898096b3+13918068λ2+

5763528λ4 + 6798420λ6 + 4076212λ8 + 1029559λ10 + 115062λ12 + 4975λ14 + 28λ16)).

Logo conclúımos que os coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0 são nulos

se, e somente se, Li = 0, para i = 1, . . . , 6, ou seja, se b1 = b2 = b3 = 0. Sendo assim, pela

Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Observação 4.1. Nos teoremas a seguir estudaremos famı́lias da forma (4.1) com λ = 1.

Note que isto não é uma restrição, pois se λ 6= 1 basta tomar a mudança de coordenadas

(x, y, z)→ (x, y, λw).

Teorema 4.2. Considere o sistema

ẋ = −y + xF1(x, y, z),

ẏ = x+ yF1(x, y, z),

ż = −λz +R3(x, y),

(4.11)

onde F1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, R3(x, y) = b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3 e denote por

S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, b4) ∈ R8;λ = 1} o conjunto de seus parâmetros. Então o

sistema (4.11) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e somente

se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a3 = 0.

(b) b1 = b2 = b3 = b4 = 0.
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Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.11) se, e somente se, os coeficiente focais do sistema são todos nu-

los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Seção 2.2, passemos ao cálculo destes

coeficientes.

O primeiro e segundo coeficiente focal associado a origem do sistema (4.11) é dado

por:

g2,2,0 = 0,

g3,3,0 = −a3
8

(a1(3b1 − 5b2 + b3 − 15b4) + a2(15b1 + b2 + 5b3 + 3b4)).

Para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; a3 = 0},

S2 = {s ∈ S; a3 6= 0}.

Considere o sistema (4.11) sobre o conjunto de parâmetros S1, então temos que

g2,2,0 = g3,3,0 = 0 e pela Proposição 4.2 a origem é um centro sobre a variedade central.

Além disso, fazendo a3 = 0 em (4.11), obtemos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2y),

ẏ = x+ y(a1x+ a2y),

ż = −z + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3.

(4.12)

o qual possui as superf́ıcies algébricas invariantes f1 = 0 e f2 = 0 onde

f1(x, y, z) = 1 + a1y − a2x,

f2(x, y, z) = 1 + 2a1y − 2a2x+ (a21 + 1)y2 − 2a1a2xy + (a22 + 1)x2,

com cofatores

K1(x, y, z) = a1x+ a2y,

K2(x, y, z) = 2a2y + 2a1x.

Agora como −2K1 +K2 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7, a função

H(x, y, z) = f−21 · f2

=
(1 + 2a1y − 2a2x+ a21y

2 + y2 − 2a1a2xy + a22x
2 + x2)

(1 + a1y − a2x)2
,

é uma integral primeira para o sistema (4.12) definida na origem.
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Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.11) sobre o

conjunto de parâmetros S2 e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.

S21 = {s ∈ S2; a1 = 0, a2 = 0},

S22 = {s ∈ S2; a
2
1 + a22 6= 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S21, então fazendo as devidas subs-

tituições dos parâmetros no sistema (4.11) obtemos:

ẋ = −y + a3xz,

ẏ = x+ a3yz,

ż = −z + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3.

(4.13)

Dáı g2,2,0 = g3,3,0 = 0 e o terceiro coeficiente focal é dado por:

g4,4,0 =
−3a23

80

(
20b21

3
+

(
7b1√

3
+
√

3b3

)2

+
20b24

3
+

(√
3b2 +

7b4√
3

)2
)
.

Portanto g4,4,0 = 0 se, e somente se, b1 = b2 = b3 = b4 = 0. Sendo assim, pela Proposição

4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S22. Deste modo, podemos

tomar a1 = 0, a2 = 1 e a3 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de

variáveis

X =
a2

a21 + a22
x+

a1
a21 + a22

y,

Y = − a1
a21 + a22

x+
a2

a21 + a22
y,

Z =
1

a3
z.

Então substituindo os devidos valores nos parâmetros do sistema (4.11) temos:

ẋ = −y + x(y + z),

ẏ = x+ y(y + z),

ż = −z + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3.

(4.14)

Calculando os 6 primeiros coeficientes focais, obtemos g2,2,0 = 0 e

g3,3,0 =
1

8
(−15b1 − b2 − 5b3 − 3b4)

g4,4,0 =
1

80
(−69b21 − 9b22 + b1(1675− 42b3) + 605b3 − 9b23 + 375b4 − 69b24 − 21b2(−5+

+2b4))

g5,5,0 =
1

108800
(2979807b21 + 230261b22 − 12574050b3 + 421375b23 − 7856550b4+

+1327122b3b4 + 2543349b24 + 2b2(−1049325 + 217311b3 + 712355b4)+

+2b1(−17091375 + 663561b2 + 1071769b3 + 2025567b4))
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g6,6,0 =
1

16972800
(448080399b31 + 15583607b32 + 41136299100b3 − 1869137640b23+

+20663877b33 + 25741041300b4 − 8147165208b3b4 + 53474525b23b4−

−10732299948b24 + 149360133b3b
2
4 + 400774257b34 + 3b21(−4239782952+

+44530473b2 + 156631501b3 + 123505863b4 + b22(−891331356 + 10925733b3+

+126867715b4) + 3b2(2271636900 + 6315153b23 − 1969353928b4 + 124647367b24+

+26b3(−32633656 + 995261b4) + b1(42515343b22 + 26b2(−287183388 + 3469325b3+

+11204613b4) + 3(56278807b23 + b3(−3167943424 + 83478746b4) + 39(952919700−

−204555328b4 + 4578835b24))))

g7,7,0 =
1

1281106944000
(11875528804776b41 + 189592323336b42−

−88221679436241000b3 + 4743935408410380b23 − 90886976568323b33+

+189592323336b43 + b31(−1757238864840673 + 15584312430336b3−

−1507902907680b4)− 3b32(20258682998149 + 18616085280b3 − 657943562432b4)−

−55195570635543000b4 + 23475792159677760b3b4 − 342997362806385b23b4+

+111696511680b33b4 + 26406467970791220b24 − 1160378808356807b3b
2
4+

+2722248393072b23b
2
4 − 1891427545739733b34 + 11875528804776b44+

+13b22(165913021470420 + 21684660624b23 − 41560619045427b4+

+625950994512b24 − b3(7772435933027 + 25776118080b4))+

+3b21(10612844686528500 + 907416131024b22 − 645022112929099b3+

+2712454309552b23 − 872871756434843b4 + 8792575730224b24+

+b2(−278871804754177 + 167544767520b3 + 5194770810112b4))+

+b2(55848255840b33 − 3b23(−36669755808801 + 528231484352b4)+

+b3(7200488236325520− 671253258170066b4 − 502634302560b24)+

+3(−4875861751839000 + 4845312485496600b4 − 566350290527703b24+

+5194770810112b34)) + b1(−239260407367059000− 111696511680b32+

+1973830687296b33 + b22(−327517111470061 + 1584694453056b3−

−502634302560b4) + 67856881088922960b4 − 3705420449176621b24+

+1507902907680b34 + 9b23(−80153067310243 + 55848255840b4)+

+6b3(4015296490510500− 298387706486341b4 + 2597385405056b24)+

+b2(20797486491665760 + 335089535040b23 − 2164867468370374b4+

+6b3(−95581438554591 + 1513186002848b4)))).

Calculando a Base de Groebner do ideal gerado por g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0, obte-

mos os seguintes polinômios:
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• L2 = b24,

• L3 = 4b3 + 3b4,

• L4 = 4b2 − 3b4,

• L5 = b1.

Logo conclúımos que os coeficientes focais g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0 são nulos se, e

somente se, Li = 0, para i = 2, . . . , 5, ou seja, b1 = b2 = b3 = b4 = 0. Sendo assim, pela

Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Teorema 4.3. Considere o sistema

ẋ = −y + xF1(x, y, z),

ẏ = x+ yF1(x, y, z),

ż = −λz +R4(x, y),

(4.15)

onde F1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, R4(x, y) = b1x
4 + b2x

3y + b3x
2y2 + b4xy

3 + b5y
4 e

denote por S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, b4, b5) ∈ R9;λ = 1} o conjunto de seus parâmetros.

Então o sistema (4.15) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e

somente se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a3 = 0.

(b) b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.15), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nulos.

Usando este fato e o algoritmo descrito na Seção 2.2, passamos ao cálculo dos coeficientes.

g2,2,0 = 0,

g3,3,0 =
a3(3b1 + b3 + 3b5)

4
.

Para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos:

S1 = {s ∈ S; a3 = 0},

S2 = {s ∈ S; a3 6= 0 e b3 = −3b1 − 3b5}.



4.1. Caso: n = 1 e
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0. 52

Considere o sistema (4.15) sobre o conjunto de parâmetros S1, então temos que g3,3,0 = 0

e pela Proposição 4.2 a origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

a3 = 0 em (4.15) obtemos o seguinte sistema

x′ = −y + x(a1x+ a2y),

y′ = x+ y(a1x+ a2y),

z′ = −z + b1x
4 + b2x

3y2 + b3x
2y2 + b4xy

3 + b5y
4,

(4.16)

o qual possui as superf́ıcies algébricas invariantes f1 = 0, f2 = 0 e f3 = 0 onde

f1(x, y, z) = 1 + 2ya1 − 2xa2 + y2(a21 + a22 + 1/2)− 2a1ya2x+ x2(2a22 + 1/2),

f2(x, y, z) = 1 + 3ya1 − 3xa2 + y2(3a21 − a22 + 1/2)− 6a1ya2x+ x2(2a22 + 1/2)+

+y3(a1(2a
2
2 + 1/2)− 3a22a1 + a31)− xy2a2(3a21 − a22 + 1/2)+

+x2ya1(2a
2
2 + 1/2) + x3(−a2(2a22 + 1/2) + 2a32),

f3(x, y, z) = 1 + ya1 − xa2,

com cofatores

K1(x, y, z) = 2a2y + 2a1x,

K2(x, y, z) = 3a2y + 3a1x,

K3(x, y, z) = a1x+ a2y.

Agora como K1 +K2 − 5K3 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7, a função

H(x, y, z) = f1 · f2 · f−53

=
1

(1 + ya1 − xa2)4
((1 + 2ya1 − 2xa2 + y2a21 − y2a22 + y2(2a22 +

1

2
)−

−2a1ya2x+ x2(2a22 +
1

2
))(y2a21 − 2a1ya2x+ 2ya1 + y2(2a22 +

1

2
)−

−3y2a22 − 2xa2 + 1 + x2(2a22 +
1

2
)− 2a22x

2)),

é uma integral primeira para o sistema (4.16) definida na origem.

Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.15) sobre o

conjunto de parâmetros S2 e para isto vamos definir dois subconjuntos.

S21 = {s ∈ S2; a1 = 0, a2 = 0},

S22 = {s ∈ S2; a
2
1 + a22 6= 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S21, deste modo, podemos

tomar a3 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de coordenadas

X = x− y,

Y = x+ y,

Z =
1

a3
z.
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Então substituindo os devidos valores nos parâmetros do sistema (4.15) temos:

ẋ = −y + xz,

ẏ = x+ yz,

ż = −z + b1x
4 + b2x

3y − (3b1 + 3b5)x
2y2 + b4xy

3 + b5y
4.

(4.17)

Dáı g2,2,0 = g3,3,0 = g4,4,0 = 0 e o quarto coeficiente focal é dado por:

g5,5,0 =
1

1360
(−192(b5 − b1)2 − 63(b2 + b4)

2 − 160b25 − 160b21 − 10b22 − 10b24).

Note que g5,5,0 = 0, se e somente se, b1 = b2 = b4 = b5 = 0 e consequentemente b3 = 0.

Sendo assim, pela Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do

sistema.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S22, deste modo, podemos

tomar a1 = 0, a2 = 1 e a3 = 1, pois caso contrário efetuamos a mudança de variáveis
X =

a2
a21 + a22

x+
a1

a21 + a22
y,

Y = − a1
a21 + a22

x+
a2

a21 + a22
y,

Z =
1

a3
z.

Então substituindo os devidos valores dos parâmetros no sistema (4.15) temos:

x′ = −y + x(y + z),

y′ = x+ y(y + z),

z′ = −z + b1x
4 + b2x

3y − (3b1 + 3b5)x
2y2 + b4xy

3 + b5y
4.

(4.18)

Calculando os 7 primeiros coeficientes focais, obtemos g2,2,0 = g3,3,0 = 0 e:

g4,4,0 =
1

4
(8b1 + b2 + b4 − 8b5),

g5,5,0 =
1

2720
(−92990b1 − 704b21 − 12155b2 − 146b22 − 13005b4 − 252b2b4 − 146b24+

+101490b5 + 768b1b5 − 704b25),

g6,6,0 =
1

707200
(523688b21 + 201529b22 + 73559850b4 + 544703b24 + 4b1(127533575+

+9607b2 + 28821b4 − 409632b5)− 570113700b5 + 38428b4b5 + 3269080b25+

+2b2(33719075 + 305796b4 + 57642b5)),

g7,7,0 =
1

39249600
(3878784b31 + 56277b32 + 3b22(32511002 + 18759b4 − 646464b5)+

+18b21(94055589 + 37518b2 + 62530b4 − 215488b5)− b1(795185857050+
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+1939392b24 + 111b2(−12252517 + 17472b4 − 4056b5) + 1576767652b5+

+3878784b25 + 111b4(−10931491 + 4056b5))− b2(56277b24 + 16b4(13676297+

+121212b5) + 111(949559650 + 14894569b5 + 10140b25))− 3(168028776b24+

+18759b34 + 37b4(1040821600 + 13573543b5 + 6084b25)− 2b5(148976558575−

−519992345b5 + 646464b25))),

g8,8,0 =
1

53379456000
(−254560501744b31 − 50373996024b32 + 5813543520866250b4+

+16170962064455b24 − 51832747664b34 − 8b21(18344820756015+

+28964653982b2 + 28235278162b4 − 88150169034b5)− 44963444538675000b5+

+134043803978260b4b5 + 56678655666b24b5 + 84031425959480b25−

−249222251536b4b
2
5 + 200541780464b35 + b22(−13619376663495−

−140561988272b4 + 70183335986b5)− 2b2(−2649287822390625+

+3304481844320b4 + 71010369956b24 − 69307671511030b5 − 63291576086b4b5+

+127528629048b25)− 2b1(−19977443857312500 + 28339327833b22+

+57043813950730b4 + 21586987673b24 + 2b2(29664791736315 + 24893447883b4−

−73618616728b5)− 104647962761120b5 − 141402226896b4b5 + 325591315496b25)).

Calculando a Base de Groebner do ideal gerado por g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0 e g8,8,0, obtemos

os seguintes polinômios:

• L2 = b25,

• L3 = b4 − 5b5,

• L4 = b2 − 3b5,

• L5 = b1.

Logo conclúımos que os coeficientes focais do sistema (4.18) são nulos se, e somente se,

Li = 0, para i = 2, . . . , 5, ou seja, b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 0. Sendo assim, pela

Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

4.2 Caso: n = 2 e
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0.

Nesta seção estudaremos sistemas da forma (4.1) com n = 2 e Rm(x, y, z) =

Rm(x, y) para m = 2, 3.
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Teorema 4.4. Considere o sistema

ẋ = −y + xF2(x, y, z),

ẏ = x+ yF2(x, y, z),

ż = −λz +R2(x, y),

(4.19)

onde F2(x, y, z) = a1x
2 + a2xy+ a3xz + a4y

2 + a5yz + a6z
2, R2(x, y) = b1x

2 + b2xy+ b3y
2

e denote por S = {(λ, a1, a2, a3, a4, a5, a6, b1, b2, b3) ∈ R9;λ = 1} o conjunto de seus

parâmetros. Então o sistema (4.19) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na

origem se, e somente se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a1 = −a4, b1 = b2 = b3 = 0,

(b) a1 = −a4, a3 = a5 = a6 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.19) se, e somente se, os coeficiente focais do sistema são todos nu-

los. Usando este fato e o algoritmo descrito na Seção 2.2, passemos ao cálculo destes

coeficientes.

O primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema (4.19) é dado por:

g2,2,0 = a1 + a4.

Logo, g2,2,0 = 0 se, e somente se, a1 = −a4. O segundo coeficiente focal do sistema (4.19)

é dado por

g3,3,0 =
a6
20

(
9(b1 + b3)

2 + b22 + 2(b23 + b21)
)
.

Para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; a1 = −a4 e a6 6= 0},

S2 = {s ∈ S; a1 = −a4 e a6 = 0}.

Considere o sistema (4.19) sobre o conjunto de parâmetro S1, então temos que g3,3,0 = 0

se e somente se b1 = b2 = b3 = 0. Sendo assim, pela Proposição 4.1, a origem é um centro

sobre a variedade central do sistema.

Considere o sistema (4.19) sobre o conjunto de parâmetro S2 então temos que

g3,3,0 = 0 e para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos de S2:

S21 = {s ∈ S2; a3 = 0, a5 = 0},
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S22 = {s ∈ S2; a
2
3 + a25 6= 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S21, então pela Proposição 4.2 a

origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo as substituições dos

parâmetros em (4.19) obtemos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(a1x
2 + a2xy + a4y

2),

ẏ = x+ y(a1x
2 + a2xy + a4y

2),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b3y

2,

(4.20)

o qual possui as superf́ıcies algébricas invariante f1 = 0 e f2 = 0, onde

f1(x, y, z) = 1 + y2(a2 + 1) + 2a1xy + x2,

f2(x, y, z) = y2 + x2,

com cofatores

K1(x, y, z) = −2a1y
2 + 2a2xy + 2a1x

2,

K2(x, y, z) = −2a1y
2 + 2a2xy + 2a1x

2.

Agora como −K1 +K2 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7 a função

H(x, y, z) = f−11 · f2

=
y2 + x2

1 + y2a2 + y2 + 2a1xy + x2
,

é uma integral primeira para o sistema (4.20) definida na origem.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o espaço S22, neste caso podemos assumir

a3 = 0 e a5 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de variáveis

X =
a5

a23 + a25
x+

a3
a23 + a25

y,

Y = − a3
a23 + a25

x+
a5

a23 + a25
y,

Z = z.

Então sob estas condições o sistema (4.19), torna-se:

ẋ = −y + x(a1x
2 + a2xy − a1y2 + xz + a5yz),

ẏ = x+ y(a1x
2 + a2xy − a1y2 + xz + a5yz),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b3y

2,

(4.21)

e seu terceiro coeficiente focal é dado por:

g4,4,0 = − 1

40
((b2 + 3(b1 + b3))

2 + 4b21).
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Portanto g4,4,0 = 0, se e somente se, b1 = 0 e b2 = −3b3. Sendo assim defina

S221 = {s ∈ S22; b1 = 0 e b2 = −3b3}.

Calculando o quarto, quinto e sexto coeficientes focais do sistema (4.21) sobre o conjunto

de parâmetros S221, obtemos

g5,5,0 =
−b23
408

(36a2 + 35a4) ,

g6,6,0 = − −b23
106080

((
82a2 +

2055

164
a4

)2

+
1443104527

26896
a24 + 129a22

)
,

g7,7,0 = − b23
313996800

(47143543a32 + 59069548a22a4 + 443265892a2a
2
4 + 169980112a34−

−13653000b23),

logo g5,5,0 = g6,6,0 = g7,7,0 = 0 se, e somente se, b3 = 0 e consequentemente b1 = b2 = 0.

Sendo assim, pela Proposição 4.1, a origem é um centro sobre a variedade central do

sistema.

Teorema 4.5. Considere o sistema

ẋ = −y + xF2(x, y, z),

ẏ = x+ yF2(x, y, z),

ż = −λz +R3(x, y),

(4.22)

onde F2(x, y, z) = a1x
2+a2xy+a3xz+a4y

2+a5yz+a6z
2, R3(x, y) = b1x

3+b2x
2y+b3xy

2+

b4y
3 e denote por S = {(λ, a1, a2, a3, a4, a5, a6, b1, b2, b3, b4) ∈ R10;λ = 1} o conjunto de

seus parâmetros. Se uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a1 = −a4, b1 = b2 = b3 = b4 = 0,

(b) a1 = −a4, a3 = a5 = a6 = 0,

então o sistema (4.19) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.22) se, e somente se, os coeficiente focais do sistema são todos nulos.

Para facilitar os cálculos dos coeficiente focais vamos definir dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; a3 = 0, a5 = 0},

S2 = {s ∈ S; a23 + a25 6= 0}.
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Considere o sistema (4.22) sobre o conjunto de parâmetro S1, então fazendo as devidas

substituições dos parâmetros em (4.22), obtemos o seguinte sistema:

ẋ = −y + x(a1x
2 + a2xy + a4y

2 + a6z
2),

ẏ = x+ y(a1x
2 + a2xy + a4y

2 + a6z
2),

ż = −z + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3,

(4.23)

cujo os três primeiros coeficientes focais são dados por

g2,2,0 = a1 + a4,

g3,3,0 = 0,

g4,4,0 =
a6
80

20

3
b21 +

(
7
√

3

3
b1 +

√
3b3

)2

+
20

3
b24 +

(
7
√

3

3
b4 +

√
3b2

)2
 .

Agora considere dois subconjuntos de S1 dados por

S11 = {s ∈ S1; a1 = −a4 e a6 = 0},

S12 = {s ∈ S1; a1 = −a4, a6 6= 0 e b1 = b2 = b3 = b4 = 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S11, então pela Proposição 4.2 a

origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, sobre este espaço de parâmetros,

o sistema (4.23) possui as superf́ıcies algébricas invariante f1 = 0 e f2 = 0, onde

f1(x, y, z) = 1 + y2(a2 + 1) + 2a1xy + x2,

f2(x, y, z) = y2 + x2,

com cofatores

K1(x, y, z) = −2a1y
2 + 2a2xy + 2a1x

2,

K2(x, y, z) = −2a1y
2 + 2a2xy + 2a1x

2.

Como −K1 +K2 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7 a função

H(x, y, z) = f−11 · f2

=
y2 + x2

1 + y2a2 + y2 + 2a1xy + x2
,

é uma integral primeira para o sistema (4.23) definida na origem.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S12, neste caso g2,2,0 = g3,3,0 =

g4,4,0 = 0 se, e somente se, b1 = b2 = b3 = b4 = 0. Sendo assim, pela Proposição 4.1, a

origem é um centro sobre a variedade central do sistema.
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Finalmente se os parâmetros estiverem sobre o conjunto S2, podemos assumir que

a3 = 0 e a5 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de variáveis

X =
a5

a23 + a25
x+

a3
a23 + a25

y,

Y =
−a3

a23 + a25
x+

−a5
a23 + a25

y,

Z = z.

Então sob estas condições o sistema (4.22) torna-se

ẋ = −y + x(a1x
2 + a2xy + a4y

2 + yz + a6z
2),

ẏ = x+ y(a1x
2 + a2xy + a4y

2 + yz + a6z
2),

ż = −z + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3.

(4.24)

Calculando os 8 primeiros coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0 e

g9,9,0, que podem ser visto no Apêndice 5.2, infelizmente não foi posśıvel decompor o

radical do ideal

I = 〈g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0, g9,9,0〉

em uma interseção finita de ideais primos sobre um corpo de caracteŕıstica zero usando o

Singular. No entanto tal decomposição foi posśıvel sobre o corpo finito de caracteŕıstica

32003, a qual consiste das seguintes componentes:

I1 = 〈b4, b3, b2, b1 + 10668b2 + 10668b3 + b4, a1 + a4〉,

I2 = 〈b23 + 9b24, 10667a4b3 + a2b4, a2b3 + 6a4b4, a
2
2 + 4a24, b2 + 3b4, b1 + 10668b2+

+10668b3 + b4, a1 + a4〉.

Um vez que 10668 = 1
3

modulo 32003 e 10667 = −2
3

modulo 32003 , então obtemos

I1 = 〈b4, b3, b2, b1 + 1
3
b2 + 1

3
b3 + b4, a1 + a4〉,

I2 = 〈b23 + 9b24, −2
3
a4b3 + a2b4, a2b3 + 6a4b4, a

2
2 + 4a24, b2 + 3b4, b1 + 1

3
b2 + 1

3
b3b4, a1+

+a4〉.

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que a1 = −a4
e b1 = b2 = b3 = b4 = 0 é uma condição para anular os coeficiente focais calculados e

pela Proposição 4.1, sob está condição, a origem é um centro sobre a variedade central do

sistema.

Não podemos afirmar que as condições obtidas na proposição acima resolvem com-

pletamente o problema do centro-foco para a famı́lia (4.22), pois durante a prova da
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proposição usamos aritmética modular para decompor o radical do ideal gerado pelos co-

eficiente focais calculados no último caso estudado (veja [49]). Entretanto a probabilidade

de alguma condição necessária ter se perdido neste processo é muito pequena. Portanto

conjecturamos que as condições da Proposição 4.5 são necessárias e suficientes para que

a origem do sistema (4.22) seja um centro sobre a variedade central.

4.3 Caso: n = 1 e m = 2.

Teorema 4.6. Considere o sistema

ẋ = −y + xF1(x, y, z),

ẏ = x+ yF1(x, y, z),

ż = −λz +R2(x, y, z),

(4.25)

onde F1(x, y, z) = a1x + a2y + a3z, R2(x, y, z) = b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2

e denote por S = {(λ, b1, b2, b3, b4, b5, b6, a1, a2, a3) ∈ R10;λ = 1} o conjunto de seus

parâmetros. Se uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a3 = 0,

(b) b1 = b2 = b4 = 0,

(c) b1 = −b4, a1 = a2 = b3 = b5 = 0, a3 = 1 e b6 = 2,

(d) b1 = −b4, b3 = 2, b5 = −1, b6 = 2, a2 = 0 e a1 = a3 = 1,

(e) b1 = −b4, b2 = −b4, b3 = 2, a2 = b5 = 0, b6 = 2 e a1 = a3 = 1,

(f) b1 = b4 = 0, b2 = −b6 + 1, b3 = b6, b5 = −b6 + 1, a2 = 0 e a1 = a3 = 1,

então o sistema (4.25) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.25) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nulos.

Passemos assim ao cálculo do primeiro coeficiente focal associado a origem do sistema

(4.25), que é dado por:

g2,2,0 = a3(b1 + b4).

Para facilitar os cálculos vamos definir dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; a3 = 0},
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S2 = {s ∈ S; a3 6= 0, b1 = −b4}.

Considere o sistema (4.25) sobre o conjunto de parâmetros S1, então temos que g2,2,0 = 0

e pela Proposição 4.2 a origem é um centro sobre a variedade central. Além disso, fazendo

a3 = 0 em (4.25) obtemos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2y),

ẏ = x+ y(a1x+ a2y),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2,

(4.26)

o qual possui as superf́ıcies algébricas invariante f1 = 0, f2 = 0 e f3 = 0, onde

f1(x, y, z) = −2a22 − 2ya1a
2
2 + 2xa32,

f2(x, y, z) = −2a22 − 4ya1a
2
2 + 4xa32 + y2(−2a22a

2
1 + 2a42 + a22) + 4xya1a

3
2 + x2a22,

f3(x, y, z) = −2a22 − 6ya1a
2
2 + 6xa32 + y2(−6a22a

2
1 + 6a42 + a22) + 12xya1a

3
2 + x2a22+

+y3(a22a1 + 6a42a1 − 2a22a
3
1)− xy2a2(−6a22a

2
1 + 6a42 + a22) + x2ya1a

2
2+

+x3(−a32 − 4a52),

com cofatores

K1(x, y, z) = a1x+ a2y,

K2(x, y, z) = 2a2y + 2a1x,

K3(x, y, z) = 3a2y + 3a1x.

Agora como −K1 −K2 +K3 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7, a função

H(x, y, z) = f−11 · f−12 · f3

=
2(y2 + x2)

2 + 4ya1 − 4xa2 + 2y2a21 − 2y2a22 − y2 − 4xya1a2 − x2
,

é uma integral primeira para o sistema (4.26) definida na origem.

Daqui em diante estudaremos a estabilidade da origem do sistema (4.25) sobre o

conjunto de parâmetros S2 e para isto vamos definir outros dois subconjuntos.

S21 = {s ∈ S2; a1 = 0, a2 = 0},

S22 = {s ∈ S2; a
2
1 + a22 6= 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S21, deste modo, podemos

tomar a3 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de coordenadas

X = x− y,

Y = x+ y,

Z =
1

a3
z.
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Então sob estas condições o sistema (4.25) torna-se:

ẋ = −y + xz,

ẏ = x+ yz,

ż = −z − b4x2 + b2xy + b3xz + b4y
2 + b5yz + b6z

2.

(4.27)

Dáı g2,2,0 = 0 e calculando os 5 seguintes coeficientes focais, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e

g7,7,0, que podem ser visto no Apêndice 5.2, conseguimos decompor o radical do ideal

I = 〈g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0〉,

em uma interseção finita de ideais primos sobre um corpo de caracteŕıstica zero, a qual

consiste das seguintes componentes:

I1 = 〈b6 − 2, b5, b3〉,

I2 = 〈b4, b2〉,

I3 = 〈b23 + b25, −2b3b4 + b2b5, b2b3 + 2b4b5, b
2
2 + 4b24〉.

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que b6 = −2

e b5 = b3 = 0 ou b2 = b4 = 0 são as condições que anulam os coeficientes focais

g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0. Logo vamos analisar os seguintes subconjuntos de S21:

S211 = {s ∈ S21; b6 = 2 e b5 = b3 = 0},

S212 = {s ∈ S21; b2 = b4 = 0}.

Considere o sistema (4.27) sobre o conjunto de parâmetro S211. Neste caso a divergência

do campo X associado a este sistema é dada por div(X ) = 6z − 1 e para

V (u, v, w) = z +
141

125
x2y4b2

2b4 −
644

125
x2y4b4

2b2 +
24

125
x4y2b4

2b2 +
104

125
x4y2b2

2b4 −

− 24

125
x5yb4

2b2 −
24

125
x5yb2

2b4 − 4 z2 − 1

5
b2 xy −

8

125
x3y3b2

2b4 −

− 8

125
x3y3b4

2b2 +
56

5
xyz2b4 −

4

5
xyz2b2 −

112

25
xy3zb4

2 +
28

25
xy3zb2

2 −

− 32

25
x3yzb4

2 +
8

25
x3yzb2

2 +
72

25
xy3b2 b4 +

316

125
xy5b2

2b4 +
1

5
b4 x

2 −

− 1

5
b4 y

2 − 14

25
xy3b2

2 +
36

25
xy3b4

2 − 4

5
x2z2b2 −

4

5
x2z2b4 +

+
464

125
x3y3b4

3 − 36

125
x3y3b2

3 − 268

125
x2y4b4

3 +
17

125
x2y4b2

3 − 8

125
x5yb4

3 −

− 8

125
x5yb2

3 − 52

125
x4y2b4

3 +
28

125
x4y2b2

3 +
72

125
xy5b4

3 − 53

125
xy5b2

3 +
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+
81

25
y4zb2

2 +
16

25
y4zb4

2 − 32

5
y2z2b2 −

12

5
y2z2b4 −

4

25
x3yb4

2 −

− 4

25
x3yb2

2 +
18

5
y2zb2 +

8

5
y2zb4 −

18

25
y4b2 b4 +

8

25
x4b2 b4 −

− 16

5
x2y2b4

2 +
2

5
x2y2b2

2 +
4

5
xyb4 −

89

125
y6b2

2b4 −
44

125
y6b4

2b2 +

+
24

125
x6 b4

2b2 +
24

125
x6b2

2b4 +
316

125
xy5b4

2b2 +
72

25
y4zb2 b4 −

− 8

25
x3yb2 b4 +

6

5
x2y2b2 b4 +

276

25
x2y2zb4

2 +
16

25
x2y2zb2

2 −

− 36

5
xyzb4 +

4

5
xyzb2 + 4 z3 − 4

25
y4b4

2 − 14

25
y4b2

2 +
4

25
x4b4

2 +

+
4

25
x4b2

2 +
1

5
x2b2 −

1

5
y2b2 −

8

125
y6b4

3 − 53

125
y6b2

3 +
8

125
x6b4

3 +

+
8

125
x6b2

3 − 284

25
xy3zb2 b4 −

24

25
x3yzb2 b4 −

8

25
x2y2zb2 b4,

temos a seguinte igualdade

X · V = div(X ) · V.

Logo V é um múltiplo de Jacobi inverso. Então pelo Teorema 2.9, a origem é um centro

para o sistema (4.27). Além disso, a variedade central anaĺıtica W c ⊆ V −1(0).

Suponha que os parâmetros do sistema (4.27) estejam sobre o conjunto S212, ou

seja, considere o sistema

ẋ = −y + xz,

ẏ = x+ yz,

ż = −z + b3xz + b5yz + b6z
2.

(4.28)

Note que z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.28). Consequentemente

restrito ao plano z = 0 o sistema planar tem a origem como um centro trivial.

Assuma que os parâmetros do sistema (4.26) estejam sobre o espaço S22. Deste

modo, podemos tomar a2 = 0, a1 = 1 e a3 = 1, pois caso contrário efetuamos uma

mudança de variáveis

X =
a1

a21 + a22
x− a2

a21 + a22
y,

Y =
a2

a21 + a22
x+

a1
a21 + a22

y,

Z =
1

a3
z.

Então sob estas condições o sistema (4.25) torna-se

ẋ = −y + x(y + z),

ẏ = x+ y(y + z),

ż = −z − b4x2 + b2xy + b3xz + b4y
2 + b5yz + b6z

2.

(4.29)
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Calculando os 10 primeiros coeficientes focais vemos que g2,2,0 = 0 e as expressões de

g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0, g9,9,0, g10,10,0 e g11,11,0, encontram-se no Apêndice 5.2.

Infelizmente não foi posśıvel decompor o radical do ideal

I = 〈g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0, g9,9,0, g10,10,0, g11,11,0〉,

em uma interseção finita de ideais primos sobre um corpo de caracteŕıstica zero usando o

Singular. No entanto tal decomposição foi posśıvel sobre o corpo finito de caracteŕıstica

32003, a qual consiste das seguintes componentes:

I1 = 〈b4, b2〉,

I2 = 〈b23 + b25 − 4b3 + 2b5 + 5,−2b3b4 + b2b5 + b2 + 4b4, b2b3 + 2b4b5 − 2b2 + 2b4, b
2
2 + 4b24〉,

I3 = 〈b23 + b25 − 6b3 + 2b5 + 10, b2b5 − 2b3b4 + b2 + 6b4, b2b3 + 2b4b5 − 3b2 + 2b4, b
2
2 + 4b24〉,

I4 = 〈b6 − 2, b5 + 1, b3 − 2〉,

I5 = 〈b6 − 2, b5, b3 − 2, b2 + b4〉,

I6 = 〈b5 + b6 − 1, b4, b3 − b6, b2 + b6 − 1〉.

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que b2 = b4 = 0

ou b6 = 2, b5 = −1 e b3 = 2 ou b6 = 2, b5 = 0, b3 = 2, b2 = −b4 ou b5 = −b6 + 1,

b4 = 0, b3 = b6 e b2 = −b6 + 1 são as condições que anulam os coeficientes focais

g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0, g9,9,0, g10,10,0 e g11,11,0. Logo vamos analisar os se-

guintes subconjuntos de S22:

S221 = {s ∈ S22; b2 = b4 = 0},

S222 = {s ∈ S22; b6 = 2, b5 = −1 e b3 = 2},

S223 = {s ∈ S22; b6 = 2, b5 = 0, b3 = 2 e b2 = −b4},

S224 = {s ∈ S22; b5 = −b6 + 1, b4 = 0, b3 = b6, e b2 = −b6 + 1}.

Considere as condições dos parâmetro para o sistema (4.29) sobre S221, fazendo as devidas

substituições obtemos

ẋ = −y + x(x+ z),

ẏ = x+ y(x+ z),

ż = −z + b3xz + b5yz + b6z
2,

(4.30)

que neste caso z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.30). Conse-

quentemente restrito ao plano z = 0 o sistema planar tem a origem como um centro

trivial.
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Considere o sistema (4.29) sobre o conjunto de parâmetros S222, fazendo as devidas

substituições obtemos

ẋ = −y + x(x+ z),

ẏ = x+ y(x+ z),

ż = −z − b4x2 + b2xy + 2xz + b4y
2 − yz + 2z2,

(4.31)

o qual possui as superf́ıcies algébricas invariantes f4 = 0 e f5 = 0 onde

f4(x, y, z) = 1− x2 + x4 + 8xyb4z − 8yz + y2z(−2− 4b2) + 2zx2 − 2x2y + x2y2(−b2+

+4b24 + 1)− 4xyb4 − 8xy2b4 − 2xy3b4(1 + 2b2) + 2x3yb4 + y3(4b2 + 2)− 4z+

+4y + 4z2 + y2(2b2 + 5) + y4(b22 + b2 + 1),

f5(x, y, z) = 1− x2 − 2xyb4 − 2z + 2y + y2b2,

com cofatores

K4(x, y, z) = 4z + 4x,

K5(x, y, z) = 2z + 2x.

Agora, como K4 − 2K5 ≡ 0, pelo Teorema 2.7 a função f−14 · f−25 é um integral primeira

para o sistema (4.31) definida na origem. Em particular,

H(x, y, z) = f−14 · f−25 − 1

=
(x2 + y2)(−2xyb4 + y2b2 + 2y − 2z + y2 + 1)

(1− x2 − 2xyb4 − 2z + 2y + y2b2)2
,

também é uma integral primeira para o sistema (4.31) definida na origem, cuja série de

Taylor neste ponto tem a forma H(x, y, z) = x2 + y2 + · · ·. Dáı, pelo Teorema 2.2, a

origem é um centro sobre a variedade central do sistema.

Considere as condições dos parâmetro para o sistema (4.29) sobre S223, fazendo as

devidas substituições obtemos

ẋ = −y + x(x+ z),

ẏ = x+ y(x+ z),

ż = −z − b4x2 − b4xy + 2xz + b4y
2 + 2z2,

(4.32)

o qual possui uma superf́ıcie algébrica invariante f6 = 0, onde

f6(x, y, z) = z + xyb4, (4.33)

com cofator K6(x, y, z) = −1 + 2z+ 2x. Note que a superf́ıcie algébrica invariante f6 = 0

contém a origem e é tangente ao auto espaço central Ec neste ponto, pois Ec é gerado

pelos vetores

v1 = (1, 1, 0), v2 = (−1, 1, 0),
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e o gradiente ∇f6(0, 0, 0) = (0, 0, 1) é ortogonal a estes vetores. Portanto f6 = 0 é a uma

variedade central W c do sistema. Assim, resolvendo (4.33) em função de z e substituindo

nas duas primeiras equações de (4.32), obtemos o seguinte sistema no plano

ẋ = −y + x(y +−b4xy),

ẏ = x+ y(y +−b4xy).
(4.34)

Sejam R(x, y) = (−x, y) e X (x, y) o campo associado ao sistema (4.34), então temos

DR(x, y)X (x, y) = (−ẋ, ẏ)

(y − x(y +−b4xy), x+ y(y +−b4xy))

= −(−y + x(y +−b4xy),−x− y(y +−b4xy))

= −X (R(x, y)).

Portanto temos que o sistema (4.34) é reverśıvel, logo pelo Teorema 2.6 a origem do

sistema (4.34) é um centro.

Suponha que os parâmetros do sistema (4.29) estejam sobre o conjunto S224, fa-

zendo as devidas substituições obtemos

ẋ = −y + x(y + z),

ẏ = x+ y(y + z),

ż = −z − (1− b6)xy + b6xz + (1− b6)yz + b6z
2.

(4.35)

Para a analise deste sistema vamos definir dois subconjuntos:

S2241 = {s ∈ S224; b6 = 0},

S2242 = {s ∈ S224; b6 6= 0}.

Com os parâmetros do sistema (4.35) sobre o conjunto S2241, este possui um fator expo-

nencial e uma superf́ıcie algébrica invariante dadas por:

f7(x, y, z) = e−2y+2z,

f8(x, y, z) = y2 + x2,

com os respectivos cofatores K7(x, y, z) = −2z − 2x e K8(x, y, z) = 2z + 2x. Agora como

K7 +K8 ≡ 0, então pelo Teorema 2.7 a função

H(x, y, z) = f7 · f8
= e−2y+2z(y2 + x2),
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é uma integral primeira para sistema. Além disso, a sua expansão em série Taylor é dada

por H(x, y, z) = x2 +y2 + · · · e, pelo Teorema 2.2, a origem é um centro sobre a variedade

central do sistema.

Finalmente considere os parâmetros do sistema (4.35) sobre o conjunto S2242. Neste

caso, o sistema possui as superf́ıcies algébricas invariantes f9 = 0 e f10 = 0 dadas por

f9(x, y, z) = y2 + x2,

f10(x, y, z) = 1− zb6 + yb6,

com cofatores K9(x, y, z) = 2z + 2x e K10(x, y, z) = b6z + b6x. Como K9 −
1

b6
K10 ≡ 0,

pelo Teorema 2.7, a função

H(x, y, z) = f9 · f
−2
b6
10

=
y2 + x2

(1− b6z + yb6)(2/b6)
,

é uma integral primeira para o sistema (4.35) e possui expansão em série de Taylor da

forma H(x, y, z) = x2 + y2 + · · ·. Dáı, como no caso anterior, a origem é um centro sobre

a variedade central.

Não podemos afirmar que as condições obtidas na proposição acima resolvem com-

pletamente o problema do centro-foco para a famı́lia (4.25). A explicação é a mesma feita

logo após a demonstração da Proposição 4.5. Todavia, conjecturamos que as condições

da Proposição 4.6 são necessárias e suficientes para que a origem do sistema (4.25) seja

um centro sobre a variedade central.

4.4 Caso: F2(x, y, z) = R2(x, y, z).

Teorema 4.7. Considere o sistema

ẋ = −y + xF2(x, y, z),

ẏ = x+ yF2(x, y, z),

ż = −λz + F2(x, y, z)

(4.36)

onde F2(x, y, z) = b1x
2+b2xy+b3xz+b4y

2+b5yz+b6z
2 e denote por S = {(λ, b1, b2, b3, b4,

b5, b6) ∈ R7;λ = 1} o conjunto de seus parâmetros. Então o sistema (4.36) restrito à

variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e somente se, uma das seguintes

condições é satisfeita:
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(a) b1 = −b4, b3 = b5 = b6 = 0,

(b) b1 = b2 = b4 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.36), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nu-

los. Para facilitar os cálculos e a análise dos coeficientes focais do sistema (4.36) vamos

considerar dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; b3 = 0, b5 = 0},

S2 = {s ∈ S; b23 + b25 6= 0}.

Considere o sistema (4.36) sobre o conjunto de parâmetro S1, então fazendo as devidas

substituições dos parâmetros em (4.36), obtemos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(b1x
2 + b2xy + b4y

2 + b6z
2),

ẏ = x+ y(b1x
2 + b2xy + b4y

2 + b6z
2),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b4y

2 + b6z
2,

(4.37)

o qual tem o primeiro e segundo coeficientes focais dados por:

g2,2,0 = b1 + b4,

g3,3,0 = 2(b22 + 4b24)b6.

Logo, g2,2,0 = g3,3,0 = 0 se, e somente se, os parâmetros do sistema (4.37) pertence a um

dos seguintes subconjuntos de S1.

S11 = {s ∈ S1; b1 = −b4 e b6 = 0},

S12 = {s ∈ S1; b6 6= 0 e b1 = b4 = b2 = 0}.

Suponha que os parâmetros estejam sobre S11, então pela Proposição 4.2 a origem é

um centro sobre a variedade central. Além disso, o sistema (4.37) possui as superf́ıcies

algébricas invariante f1 = 0 e f2 = 0, onde

f1(x, y, z) = 1 + y2(1 + b2)− 2b4xy + x2,

f2(x, y, z) = y2 + x2,

com cofatores

K1(x, y, z) = 2b4y
2 + 2b2xy − 2b4x

2,

K2(x, y, z) = 2b4y
2 + 2b2xy − 2b4x

2.
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Agora, como −K1 +K2 ≡ 0, pelo Teorema 2.7 a função

H(x, y, z) = f−11 · f2

=
y2 + x2

1 + y2 + y2b2 − 2b4xy + x2
,

(4.38)

é uma integral primeira para o sistema (4.37) definida na origem.

Suponha que os parâmetros estejam sobre S12, então neste caso z = 0 é uma

superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.37). Consequentemente, restrito ao plano

z = 0 obtemos o sistema

ẋ = −y,

ẏ = x,
(4.39)

cuja a origem é um centro.

Finalmente considere os parâmetros sobre S2, neste caso podemos assumir que

b3 = 1 e b5 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de variáveis

X =
(b5 + b3)

b23 + b25
x+

(b3 − b5)
b23 + b25

y,

Y = −(b3 − b5)
b23 + b25

x+
(b3 + b5)

b23 + b25
y

Z = z.

(4.40)

Então sob estas condições o sistema (4.36) torna-se:

ẋ = −y + x(b1x
2 + b2xy + xz + b4y

2 + yz + b6z
2),

ẏ = x+ y(b1x
2 + b2xy + xz + b4y

2yz + b6z
2),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + xz + b4y

2 + yz + b6z
2,

(4.41)

Calculando os 5 primeiros coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0 e g6,6,0, obtemos

g2,2,0 = b1 + b4,

g3,3,0 =
1

20
(13b1 − b2 + 7b4 + (11b21 + b22 + 18b1b4 + 11b24)b6),

g4,4,0 =
1

200
(b31(−150 + 223b6 + 114b26)− 2b2(5 + b4(39 + 7b6)) + b22(10(−1 + b6) +

+ b4(−150− 27b6 + 14b26)) + b4(20 + 2b4(68 + 69b6) + b24(−150 + 223b6 + 114b26))

+ b21(44 + 282b6 + b4(150 + 777b6 + 286b26)) + b1(40− 2b2(39 + 7b6) + 20b4(11 +

+ 19b6) + b22(−150− 27b6 + 14b26) + b24(150 + 777b6 + 286b26))),

g5,5,0 =
1

2448000
(18b42b6(−7125− 1046b6 + 283b26)− 3b32(−54835 + 14424b6 +

+ 3396b26) + 6b41b6(834609 + 1360942b6 + 297873b26) + b31(−31709963 + 72(72958+
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+ 551125b4)b6 + 12(536013 + 2828276b4)b
2
6 + 6099624b4b

3
6)− 3b2(9900 +

+ 4b4(73069 + 32943b6) + b24(1125713 + 1052784b6 + 87444b26)) + b22(34182 +

+ 34794b6 + 36b24b6(−136461− 8866b6 + 7287b26) + b4(−4288625− 1134216b6 +

+ 395316b26)) + b4(42300 + 6b4(191123 + 167241b6) + 6b34b6(834609 + 1360942b6 +

+ 297873b26) + b24(−5445917 + 8113104b6 + 3041604b26)) + b21(6(18403 +

+ 461001b6) + 36b22b6(−136461− 8866b6 + 7287b26)− 3b2(1125713 + 1052784b6 +

+ 87444b26) + 36b24b6(1869297 + 1423502b6 + 241841b26) + b4(−48780823 +

+ 24265872b6 + 13864140b26)) + b1(80100 + 36b4(48719 + 91813b6) +

+ 24b34b6(1653375 + 1414138b6 + 254151b26) + b24(−25447297 + 26016048b6 +

+ 10934100b26) + b22(−5021255− 72(19607 + 122211b4)b6 + (510444−

− 487728b4)b
2
6 + 483912b4b

3
6)− 6b2(181622 + 85074b6 + b4(1235383 + 1023936b6 +

+ 80652b26)))),

g6,6,0 =
1

5410080000
(b51(26627737500 + 61550205444b6 + 93586561475b26 +

+ 44121625275b36 + 5668057044b46)− b32(102(−9197655− 457249b6 + 774360b26) +

+ b4(339093365 + 527414670b6 + 1078892802b26 + 70163496b36))− b2(8139600 +

+ 30b4(27983437 + 17844444b6) + 2b24(93292513 + 5225744043b6 + 1037138256b26) +

+ b34(−45394071151 + 30551059386b6 + 15845525826b26 + 969318792b36)) +

+ 9b42(17(2483425− 4562980b6 − 1331166b26 + 258120b36) + b4(704437500 +

+ 212735900b6 − 157579869b26 − 17844541b36 + 3897972b46)) + b22(2040(76894 +

+ 23349b6) + 6b4(−1280299941− 247397135b6 + 95069178b26) + b24(576131515−

− 52418159450b6 − 6016280292b26 + 2074276512b36) + 6b34(5494612500−

− 4187538576b6 − 4009075391b26 + 160359901b36 + 161553132b46)) + b4(10067400 +

+ 30b4(29989481 + 27180360b6) + 2b24(−8440451587 + 8777282949b6 +

+ 3159508626b26) + 2b34(−34278308461 + 3254626811b6 + 29266808637b26 +

+ 5974107372b36) + b44(26627737500 + 61550205444b6 + 93586561475b26 +

+ 44121625275b36 + 5668057044b46)) + b41(−55120705108− 219689534462b6 +

+ 54207262410b26 + 25557703416b36 + b4(1267987500 + 408251953044b6 +

+ 564150616759b26 + 216759488751b36 + 24463010052b46)) + b1(17778600 +

+ 12240b4(100653 + 238579b6) + 2b24(−53391648703 + 29068334277b6+
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+ 13646537694b26)− b32(339093365 + 527414670b6 + 1078892802b26 +

+ 70163496b36) + b34(−263095081934 + 9510864204b6 + 253873235400b26 +

+ 53105241600b36) + 9b42(704437500 + 212735900b6 − 157579869b26 −

− 17844541b36 + 3897972b46) + b44(1267987500 + 408251953044b6 +

+ 564150616759b26 + 216759488751b36 + 24463010052b46)− b2(90(11667647 +

+ 9727044b6) + 68b4(−2903335 + 375157887b6 + 70713000b26) +

+ b24(−137538586913 + 89543519478b6 + 43221006270b26 + 2627302392b36)) +

+ 2b22(−5306437353− 1335643419b6 + 455257854b26 + 34b4(171497115−

− 1754033900b6 − 210310146b26 + 70713000b36) + 9b24(2676862500−

− 5038482176b6 − 3378755915b26 + 231738065b36 + 145961244b46))) +

+ b31(−b2(−45394071151 + 30551059386b6 + 15845525826b26 + 969318792b36) +

+ 6b22(5494612500− 4187538576b6 − 4009075391b26 + 160359901b36 +

+ 161553132b46) + 2(−70952441717 + 3625387695b6 + 10243641186b26 +

+ b4(−145210135133− 181397208342b6 + 130406015892b26 + 38210369760b36) +

+ b24(−13947862500 + 473819400756b6 + 600913770883b26 + 213550362987b36 +

+ 22805026452b46))) + b21(−b2(−4136655046 + 14872690638b6 + 3050146368b26 +

+ b4(−137538586913 + 89543519478b6 + 43221006270b26 + 2627302392b36)) +

+ b22(14125384505− 72441233270b6 − 9914156820b26 + 3050146368b36 +

+ 18b4(2676862500− 5038482176b6 − 3378755915b26 + 231738065b36 +

+ 145961244b46)) + 2(15(−15151745 + 88275888b6) + b4(−110041488713 +

+ 26290247079b6 + 20050468974b26) + 17b24(−12463488405− 4449219020b6 +

+ 11726049798b26 + 2725057080b36) + b34(−13947862500 + 473819400756b6 +

+ 600913770883b26 + 213550362987b36 + 22805026452b46)))).

A Base de Groebner do ideal gerado pelos coeficientes focais acima é dada pelos seguintes

polinômios

• L1 = b4,

• L2 = b1,

• L3 = b2.
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Logo, conclúımos que os coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0 e g6,6,0 são nulos se, e

somente se, b1 = b2 = b4 = 0. Assumindo estas condições sobre (4.41) temos o sistema

ẋ = −y + x(xz + yz + b6z
2),

ẏ = x+ y(xz + yz + b6z
2),

ż = −z + xz + yz + b6z
2.

(4.42)

Neste caso z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.42) e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar

ẋ = −y,

ẏ = x.
(4.43)

Portanto a origem é um centro.

Analisando os resultados obtidos nos Teoremas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, conjectura-

mos que é posśıvel resumi-los em um resultado mais general.

Conjectura 4.1. Considere o sistema (4.1) com
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0 (isto é, Rm(x, y, z) =

Rm(x, y) ), n ≥ 1 e m ≥ 2. Então a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

do sistema se, e somente se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) Rm(x, y) ≡ 0 e ∫ 2π

0

Fn(cos(s), sin(s), 0)ds = 0;

(b) Fn(x, y, z) = Fn(x, y) e ∫ 2π

0

Fn(cos(s), sin(s))ds = 0.

Pelo Teorema 4.6, a condição
∂Rm

∂z
(x, y, z) ≡ 0 não pode ser suprimida na conjec-

tura acima.

O Teorema 4.7 também nos leva a conjecturar o seguinte.

Conjectura 4.2. Considere o sistema (4.1) com Rm(x, y, z) = Fn(x, y, z). Então a

origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central do sistema se, e somente se, uma das

seguintes condições é satisfeita:

(a) Fn(x, y, 0) ≡ 0;

(b)
∂Fn
∂z

(x, y, 0) ≡ 0 e ∫ 2π

0

Fn(cos(s), sin(s), 0)ds = 0.
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Sistemas Rı́gidos Não-Homogêneos

em R3

Neste caṕıtulo estudaremos alguns sistemas da forma (3.12) com R um polinômio

homogêneo de grau 2 em três ou duas variáveis e F (x, y, z) = F2p+1(z) + F2q(z), onde

F2p+1 é um polinômio ı́mpar na variável z de grau 2p + 1 e F2q é um polinômio par na

variável z de grau 2q.

4.5 Caso: F2q(z) ≡ 0, p = 1 e R(x, y, z) = R2(x, y, z).

Teorema 4.8. Considere o sistema

ẋ = −y + xF3(z),

ẏ = x+ yF3(z),

ż = −λz +R2(x, y, z)

(4.44)

onde F3(z) = a1z+a3z
3, R2(x, y, z) = b1x

2 + b2xy+ b3xz+ b4y
2 + b5yz+ b6z

2 e denote por

S = {(λ, b1, b2, b3, b4, b5, b6, a1, a3) ∈ R9;λ = 1} o conjunto de seus parâmetros. Então o

sistema (4.44) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e somente

se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) b1 = −b4, a3 = b3 = b5 = 0 e b6 = 2a1,

(b) b1 = b2 = b4 = 0,

(b) a1 = a3 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.44) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nu-

los. Para facilitar os cálculos e a análise dos coeficientes focais do sistema (4.44) vamos
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considerar dois subconjuntos de S:

S1 = {s ∈ S; b3 = 0 e b5 = 0},

S2 = {s ∈ S; b23 + b25 6= 0}.

Considere o sistema (4.44) sobre o conjunto de parâmetro S1, então fazendo as devidas

substituições dos parâmetros em (4.44), obtemos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(a1z + a3z
3),

ẏ = x+ y(a1z + a3z
3),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b4y

2 + b6z
2,

(4.45)

Calculando os 6 primeiros coeficientes focais, g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0, obte-

mos

g2,2,0 = a1(b1 + b4),

g3,3,0 =
1

20
a1(2a1(9b21 − b22 + 22b1b4 + 9b24) + (11b21 + b22 + 18b1b4 + 11b24)b6),

g4,4,0 =
1

200
(b1 + b4)(5a3(13b21 + 3b22 + 14b1b4 + 13b24) + 4a13(98b21 − 27b22 + 304b1b4 +

+ 98b24) + a12(431b21 − 19b22 + 938b1b4 + 431b24)b6 + 2a1(57b21 + 7b22 + 86b1b4 +

+ 57b24)b
2
6),

g5,5,0 =
1

408000
(2a14(1677931b41 + 10299b42 + 8254804b31b4 − 385770b22b

2
4 + 1677931b44 −

− 30b21(12859b22 − 443951b24) + b1(−853932b22b4 + 8254804b34)) + 45a3(4387b41 +

+ 35b42 + 13460b31b4 + 1022b22b
2
4 + 4387b44 + 2b21(511b22 + 9353b24) + 4b1(441b22b4 +

+ 3365b34))b6 + 3a13(1444519b41 − 2249b42 + 6536996b31b4 − 189730b22b
2
4 +

+ 1444519b44 + b21(−189730b22 + 10148970b24) + b1(−361468b22b4 + 6536996b34))b6 +

+ 2a12(967535b41 − 1737b42 + 3848948b31b4 + 5298b22b
2
4 + 967535b44 + 6b21(883b22 +

+ 955839b24) + 4b1(6123b22b4 + 962237b34))b
2
6 + a1(40a3(13585b41 − 117b42 +

+ 54868b31b4 − 132b22b
2
4 + 13585b44 + b21(−132b22 + 80694b24) + b1(672b22b4 +

+ 54868b34)) + 3(99291b41 + 283b42 + 338868b31b4 + 14574b22b
2
4 + 99291b44 +

+ 2b21(7287b22 + 241841b24) + 4b1(6721b22b4 + 84717b34))b
3
6)),
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g6,6,0 =
1

5410080000
(b1 + b4)(4a15(60774396835b41 + 1039527963b42 + 308198868148b31b4

− 16275320202b22b
2
4 + 60774396835b44 − 6b21(2712553367b22 − 85246898339b24) +

+ b1(−40866864108b22b4 + 308198868148b34)) + 78a14(4801716413b41 + 12260445b42

+ 22250198220b31b4 − 760833142b22b
2
4 + 4801716413b44 + b21(−760833142b22 +

+ 35093130734b24)− 4b1(404937461b22b4 − 5562549555b34))b6 + 3510a3(1120337b41 +

+ 15201b42 + 3407196b31b4 + 268538b22b
2
4 + 1120337b44 + b21(268538b22 + 4816934b24) +

+ 4b1(103867b22b4 + 851799b34))b
2
6 + a13(213433561007b41 − 787381497b42 +

+ 904453825988b31b4 − 12679895490b22b
2
4 + 213433561007b44 − 30b21(422663183b22 −

− 45648080867b24) + b1(−19060739004b22b4 + 904453825988b34))b
2
6 +

+ a12(10a3(4236317945b41 − 398491926b21b
2
2 − 73811871b42 + 18539239484b31b4 −

− 206488884b1b
2
2b4 + 27424853142b21b

2
4 − 398491926b22b

2
4 + 18539239484b1b

3
4 +

+ 4236317945b44) + 39(1418008525b41 + 69517154b21b
2
2 − 3196371b42 +

+ 5393965484b31b4 + 164605276b1b
2
2b4 + 7900771982b21b

2
4 + 69517154b22b

2
4 +

+ 5393965484b1b
3
4 + 1418008525b44)b

3
6) + 3a1b6(85a3(99594357b41 − 771603b42 +

+ 373482412b31b4 + 6223754b22b
2
4 + 99594357b44 + b21(6223754b22 + 535430462b24) +

+ 4b1(4655083b22b4 + 93370603b34)) + 156(12111233b41 + 74961b42 + 40160156b31b4 +

+ 2071194b22b
2
4 + 12111233b44 + 6b21(345199b22 + 9549537b24) + 4b1(885675b22b4 +

+ 10040039b34))b
3
6)),

g7,7,0 =
1

1769528966400000
(16a16(34849339676330787b61 − 7220143589022b62 +

+ 252959146793687570b51b4 + 864503584399479b42b
2
4 − 10965777183925712b22b

4
4 +

+ 34849339676330787b64 + b41(−10965777183925712b22 + 712024587438164861b24) +

+ b31(−50779137410898680b22b4 + 988291649831313564b34) + b21(864503584399479b42

− 79973287346218992b22b
2
4 + 712024587438164861b44) + 2b1(907824445933611b42b4

− 25389568705449340b22b
3
4 + 126479573396843785b54)) +

+ 8a15(120717524905180351b61 + 4061776896801b62 + 820866945399451198b51b4 +

+ 969406365924177b42b
2
4 − 24140448992092273b22b

4
4 + 120717524905180351b64 +

+ b41(−24140448992092273b22 + 2212520559305968465b24)−

− 4b31(26079261723940627b22b4 − 756120580975499993b34) + b21(969406365924177b42

− 160158230516294022b22b
2
4 + 2212520559305968465b44)+
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+ 2b1(945035704543371b42b4 − 52158523447881254b22b
3
4 +

+ 410433472699725599b54))b6 + 2a14(327723367232993127b61 + 13896524267847b62

+ 2096385366903957398b51b4 − 528670027074939b42b
2
4 − 32511290876499659b22b

4
4 +

+ 327723367232993127b64 + b41(−32511290876499659b22 + 5427572442085692425b24)

+ b31(−125815803289399124b22b4 + 7316931507276314100b34) + b21(−528670027074939b42

− 185941991660942274b22b
2
4 + 5427572442085692425b44)− 2b1(612049172682021b42b4 +

+ 62907901644699562b22b
3
4 − 1048192683451978699b54))b

2
6 + 20280a3(53465a3(488617b61

− 477b62 + 2764674b51b4 − 5337b42b
2
4 + 41757b22b

4
4 + 488617b64 + 93b41(449b22 + 70707b24) +

+ 4b31(52431b22b4 + 2157479b34)− 9b21(593b42 − 34782b22b
2
4 − 730639b44)− 6b1(825b42b4 −

− 34954b22b
3
4 − 460779b54)) + 6(16645440841b61 + 3604595b62 + 82993820994b51b4 +

+ 302539767b42b
2
4 + 4219706013b22b

4
4 + 16645440841b64 + 3b41(1406568671b22 +

+ 62335650893b24) + 12b31(1204875493b22b4 + 20090537581b34) + 3b21(100846589b42 +

+ 6883540122b22b
2
4 + 62335650893b44) + 6b1(93637399b42b4 + 2409750986b22b

3
4 +

+ 13832303499b54))b
3
6) + 6a1b26(5a3(738994554152193b61 − 114548625633b62 +

+ 4089199123237730b51b4 − 3045251052969b42b
2
4 + 86192050418857b22b

4
4 +

+ 738994554152193b64 + b41(86192050418857b22 + 9657121488733679b24) +

+ 4b31(92282552524795b22b4 + 3155291237834199b34) + b21(−3045251052969b42 +

+ 560377985330262b22b
2
4 + 9657121488733679b44) + b1(−4715918598342b42b4 +

+ 369130210099180b22b
3
4 + 4089199123237730b54)) + 2028(234665645151b61 +

+ 18440053b62 + 1223473412302b51b4 + 2352959553b42b
2
4 + 46130114651b22b

4
4 +

+ 234665645151b64 + b41(46130114651b22 + 2819550195697b24) + 20b31(8284839109b22b4 +

+ 183015234685b34) + b21(2352959553b42 + 240018457602b22b
2
4 + 2819550195697b44) +

+ 2b1(2242319235b42b4 + 82848391090b22b
3
4 + 611736706151b54))b

3
6) +

+ 2a12b6(10a3(4149440797831898b61 − 381317552811b62 + 24881286560436152b51b4 −

− 55636478340900b42b
2
4 + 3839556638809b22b

4
4 + 4149440797831898b64 +

+ b41(3839556638809b22 + 61289995407803126b24) + b31(460450053282436b22b4 +

+ 81140703613777648b34) + b21(−55636478340900b42 + 894917750752326b22b
2
4 +

+ 61289995407803126b44) + b1(−106697146048068b42b4 + 460450053282436b22b
3
4 +

+ 24881286560436152b54)) + 507(38077524479433b61 − 1653260421b62+
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+ 214891397172194b51b4 − 43735143753b42b
2
4 + 3393437426101b22b

4
4 +

+ 38077524479433b64 + b41(3393437426101b22 + 516168106073831b24) +

+ 4b31(3480907713607b22b4 + 169703568857271b34) + b21(−43735143753b42 +

+ 20981030356446b22b
2
4 + 516168106073831b44) + b1(−67631162454b42b4 +

+ 13923630854428b22b
3
4 + 214891397172194b54))b

3
6) + a13(80a3(1328226381306816b61 +

+ 376683672105b62 + 8480735203531532b51b4 − 12575468282370b42b
2
4 −

− 127844228922659b22b
4
4 + 1328226381306816b64 + b41(−127844228922659b22 +

+ 21767695889846864b24) + b31(−410773169431676b22b4 + 29206266380229576b34)−

− 2b21(6287734141185b42 + 273888532378497b22b
2
4 − 10883847944923432b44)−

− 4b1(7417785157500b42b4 + 102693292357919b22b
3
4 − 2120183800882883b54)) +

+ 17(13063226976306953b61 − 301440765249b62 + 78697339246926770b51b4 −

− 61664224743465b42b
2
4 − 79494347271263b22b

4
4 + 13063226976306953b64 + b41(−

− 79494347271263b22 + 196233686605049063b24) + 4b31(43834102215667b22b4 +

+ 65304610219458607b34) + b21(−61664224743465b42 + 495192355535910b22b
2
4 +

+ 196233686605049063b44) + b1(−119711160303942b42b4 + 175336408862668b22b
3
4 +

+ 78697339246926770b54))b
3
6)).

A decomposição do radical do ideal

I = 〈g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0〉,

em uma interseção finita de ideais primos sobre um corpo de caracteŕıstica zero, consiste

das seguintes componentes:

I1 = 〈b1 + b4, a3, 2a1 − b6〉,

I2 = 〈b1 + b4, b
2
2 + 4b24〉,

I3 = 〈a1, a3〉.

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que b1 = −b4, a3 =

0 e b6 = 2a1 ou b1 = b2 = b4 = 0 ou a1 = a3 = 0 são as condições que anulam os

coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 e g7,7,0. Assim, vamos analisar os seguintes

subconjuntos de S1:

S11 = {s ∈ S1; b1 = −b4, a3 = 0 e b6 = 2a1},
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S12 = {s ∈ S1; b1 = b2 = b4 = 0}.

S13 = {s ∈ S1; a1 = a3 = 0}.

Considere o sistema (4.45) sobre o conjunto de parâmetro S11, então fazendo as devidas

substituições dos parãmetros em (4.45), obtemos o seguinte sistema:

ẋ = −y + a1xz,

ẏ = x+ a1yz,

ż = −z − b4x2 + b2xy + b4y
2 + 2a1z

2.

(4.46)

Seja

V (u, v, w) = z +
1

5
(−b2 − b4)y2 +

1

5
(−b2 + 4b4)xy +

1

5
(b2 + b4)x

2 − 4a1z
2 + 4a21z

3 +

+
1

5
(4a1b2 − 36a1b4)xyz +

1

5
(18a1b2 + 8a1b4)y

2z +
1

25
(−14a1b

2
2 − 18a1b2b4 −

− 4a1b
2
4)y

4 +
1

5
(−32a21b2 − 12a21b4)y

2z2 +
1

25
(4a1b

2
2 + 8a1b2b4 + 4a1b

2
4)x

4 +

+
1

25
(−4a1b

2
2 − 8a1b2b4 − 4a1b

2
4)x

3y +
1

5
(2a1b

2
2 + 6a1b2b4 − 16a1b

2
4)x

2y2 +

+
1

5
(−4a21b2 − 4a21b4)x

2z2 +
1

25
(−14a1b

2
2 + 72a1b2b4 + 36a1b

2
4)xy

3 +

+
1

5
(−4a21b2 + 56a21b4)xyz

2 + x4z +
1

25
(8a21b

2
2 − 24a21b2b4 − 32a21b

2
4)x

3yz +

+
1

25
(16a21b

2
2 − 8a21b2b4 + 276a21b

2
4 + 2)x2y2z +

1

25
(28a21b

2
2 − 284a21b2b4 −

− 112a21b
2
4)xy

3z +
1

25
(81a21b

2
2 + 72a21b2b4 + 16a21b

2
4 + 1)y4z +

1

5
(
8a21b

3
2

25
+

+
24a21b

2
2b4

25
+

24a21b2b
2
4

25
+

8a21b
3
4

25
+ b2 + b4)x

6 +
1

5
(−8a21b

3
2

25
− 24a21b

2
2b4

25
−

− 24a21b2b
2
4

25
− 8a21b

3
4

25
− b2 + 4b4)x

5y +
1

5
(
28a21b

3
2

25
+

104a21b
2
2b4

25
+

24a21b2b
2
4

25
−

− 52a21b
3
4

25
+ b2 + b4)x

4y2 +
1

5
(−36a21b

3
2

25
− 8a21b

2
2b4

25
− 8a21b2b

2
4

25
+

464a21b
3
4

25
−

− 2b2 + 8b4)x
3y3 +

1

5
(
17a21b

3
2

25
+

141a21b
2
2b4

25
− 644a21b2b

2
4

25
− 268a21b

3
4

25
− b2 −

− b4)x
2y4 +

1

5
(−53a21b

3
2

25
+

316a21b
2
2b4

25
+

316a21b2b
2
4

25
+

72a21b
3
4

25
− b2 + 4b4)xy

5 +

+
1

5
(−53a21b

3
2

25
− 89a21b

2
2b4

25
− 44a21b2b

2
4

25
− 8a21b

3
4

25
− b2 − b4)y6.

Como a divergência do campo X , associado ao sistema (4.46), é dado por div(X ) = −1,

temos

X · V = div(X ) · V.

Logo V é um múltiplo de Jacobi inverso. Então pelo Teorema 2.9, a origem é um centro

para o sistema (4.46). Além disso, a variedade central anaĺıtica W c ⊆ V −1(0).
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Suponha que os parâmetros estejam sobre o conjunto S12, então fazendo as devidas

substituições dos parâmetros em (4.45), obtemos o seguinte sistema:

ẋ = −y + x(a1z + a3z
3),

ẏ = x+ y(a1z + a3z
3),

ż = −z + b6z
2.

(4.47)

Neste caso z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.47) e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar

ẋ = −y,

ẏ = x.
(4.48)

Portanto a origem é um centro.

Considere os parâmetros do sistema (4.45) sobre S13, então este torna-se:

ẋ = −y,

ẏ = x,

ż = −z + b1x
2 + b2xy + b4y

2 + b6z
2,

(4.49)

o qual tem uma integral primeira

H(x, y, z) = x2 + y2 + x4 + 2y2x2 + y4.

Portanto pelo Teorema 2.2 a origem do sistema (4.49) é um centro sobre a variedade

central.

Agora, assuma que os parâmetros do sistema (4.44) estejam sobre S2, deste modo,

podemos tomar b3 = 1 e b5 = 1, pois caso contrário efetuamos a seguinte mudança de

variáveis

X =
(b3 − b5)
b23 + b25

x− (b3 + b5)

b23 + b25
y,

Y =
(b3 + b5)

b23 + b25
x+

(b3 − b5)
b23 + b25

y,

Z = z.

(4.50)

Então sob estas condições o sistema (4.44) torna-se

ẋ = −y + x(a1z + a3z
3),

ẏ = x+ y(a1z + a3z
3),

ż = −z + b1x
2 + b2xy + xz + b4y

2 + yz + b6z
2.

(4.51)
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Calculando os 7 primeiros coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0 e g8,8,0,

cujas expressões se encontram no Apêndice 5.2, podemos decompor o radical do ideal

I = 〈g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0, g7,7,0, g8,8,0〉,

em uma interseção finita de ideais primos sobre um corpo de caracteŕıstica zero, a qual

consiste das seguintes componentes:

I1 = 〈b1, b2, b4, 〉,

I2 = 〈a1, a3〉.

Ao analisar os zeros de cada um dos geradores dos ideais acima, temos que b1 = b2 = b4 = 0

ou a1 = a3 = 0 são as condições que anulam os coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0,

g6,6,0, g7,7,0 e g8,8,0. Portanto, vamos analisar os seguintes subconjuntos de S2:

S21 = {s ∈ S2; b1 = b2 = b4 = 0},

S22 = {s ∈ S2; a1 = 0, a3 = 0}.

Sobre o conjunto de parâmetros S21, o sistema (4.51) torna-se:

ẋ = −y + x(a1z + a3z
3),

ẏ = x+ y(a1z + a3z
3),

ż = −z + xz + yz + b6z
2.

(4.52)

Neste caso z = 0 é uma superf́ıcie algébrica invariante do sistema (4.52) e, restrito ao

plano z = 0, temos o sistema planar

ẋ = −y,

ẏ = x.
(4.53)

Assim a origem é um centro.

Finalmente considere os parâmetros sobre S22 e fazendo as devidas substituições

em (4.51) obtemos o sistema:

ẋ = −y,

ẏ = x,

ż = −z + b1x
2 + b2xy + xz + b4y

2 + yz + b6z
2,

(4.54)

o qual tem uma integral primeira dada por

H(x, y, z) = x2 + y2 + x4 + 2y2x2 + y4.

Logo, pelo Teorema 2.2, a origem do sistema (4.54) é um centro sobre a variedade central.
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4.6 Caso: F2p+1(z) ≡ 0, q = 4 e R(x, y, z) = R2(x, y, z).

Teorema 4.9. Considere o sistema

ẋ = −y + xF (z),

ẏ = x+ yF (z),

ż = −λz +R2(x, y, z),

(4.55)

onde F (z) = a2z
2 +a4z

4 +a6z
6 +a8z

8, R2(x, y, z) = b1x
2 +b2xy+b3xz+b4y

2 +b5yz+b6z
2

e denote por S = {(λ, b1, b2, b3, b4, b5, b6, a2, a4, a6, a8) ∈ R11;λ = 1} o conjunto de seus

parâmetros. Então o sistema (4.55) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na

origem se, e somente se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a2 = a4 = a6 = a8 = 0,

(b) b1 = b2 = b4 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.55) se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nulos.

Suponha que b1 = b4, caso contrário efetuamos a seguinte mudança de variáveis

X = (b1 − b4)x+ (−b2 +
√
b21 − 2b1b4 + b24 + b22)y,

Y = −(−b2 +
√
b21 − 2b1b4 + b24 + b22)x+ (b1 − b4)y,

Z = z.

(4.56)

Então sob estas condições o sistema (4.55) torna-se

ẋ = −y + x(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8),

ẏ = x+ y(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8),

ż = −z + b4x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2,

(4.57)

onde seu primeiro e segundo coeficientes focais são dados por

g2,2,0 = 0,

g3,3,0 =
1

20
a2(b

2
2 + 40b24).

Portanto g2,2,0 = g3,3,0 = 0 se, e somente se, os parâmetros estão sobre um dos dois

seguintes subconjuntos de S

S1 = {s ∈ S; a2 = 0 e b22 + 40b24 6= 0},



4.6. Caso: F2p+1(z) ≡ 0, q = 4 e R(x, y, z) = R2(x, y, z). 82

S2 = {s ∈ S; b2 = 0, b4 = 0 e a2 6= 0}.

Considere os parâmetros do sistema (4.57) sobre S1, sendo assim passamos ao cálculo do

terceiro e quarto coeficientes focais, os quais são dados por:

g4,4,0 = 0,

g5,5,0 =
a4

1600
(3b42 + 480b22b

2
4 + 3200b44).

Dáı sobre S1 temos que g4,4,0 = g5,5,0 = 0 se, e somente se, a4 = 0. Logo defina o seguinte

subconjunto de S1

S12 = {s ∈ S1; a4 = 0}.

Passemos agora ao cálculo do quinto e sexto coeficiente focal do sistema (4.57) sobre o

conjunto S12, os quais são dados por:

g6,6,0 = 0,

g7,7,0 =
a6

12800
(b62 + 360b42b

2
4 + 9600b22b

4
4 + 25600b64).

Assim temos que g6,6,0 = g7,7,0 = 0 se, e somente se, a6 = 0. Logo defina o seguinte

subconjunto de S12

S13 = {s ∈ S12; a6 = 0}.

Finalmente calculando o sétimo e oitavo coeficiente focal do sistema (4.57) sobre o con-

junto S13, obtemos

g8,8,0 = 0,

g9,9,0 =
a8

2048000
(7b82 + 4480b62b

2
4 + 268800b42b

4
4 + 2867200b22b

6
4 + 4096000b84).

Portanto g8,8,0 = g9,9,0 = 0 se, e somente se, a8 = 0. Logo defina o seguinte subconjunto

de S13

S14 = {s ∈ S13; a8 = 0}.

Considere os parâmetros do sistema (4.57) sobre o conjunto S14, então fazendo as devidas

substituições obtemos o seguinte sistema:

ẋ = −y,

ẏ = x,

ż = −z + b4x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2,

(4.58)
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o qual tem uma integral primeira dada por

H(x, y, z) = x2 + y2 + x4 + y4 + 2y2x2.

Portanto pelo Teorema 2.2 a origem do sistema (4.58) é um centro.

Finalmente, considere os parâmetros sobre o conjunto S2 e substituindo em (4.57), obte-

mos o seguinte sistema

ẋ = −y + x(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8),

ẏ = x+ y(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8),

ż = −z + b3xz + b5yz + b6z
2,

(4.59)

o qual tem z = 0 como uma superf́ıcie algébrica invariante. Consequentemente restrito

ao plano z = 0 obtemos o sistema

ẋ = −y,

ẏ = x,

cuja a origem é um centro.

4.7 Caso: p = 2, q = 2 e R(x, y, z) = R2(x, z).

Teorema 4.10. Considere o sistema

ẋ = −y + xF (z),

ẏ = x+ yF (z),

ż = −λz +R2(x, z),

(4.60)

onde F (z) = a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5, R2(x, z) = b1x
2 + b2xz + b3z

2 e denote por

S = {(λ, b1, b2, b3, a1, a2, a3, a4, a5) ∈ R9;λ = 1} o conjunto de seus parâmetros. Então o

sistema (4.60) restrito a variedade central tem um centro ŕıgido na origem se, e somente

se, uma das seguintes condições são satisfeitas:

(a) a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0,

(b) b1 = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4 a origem é um centro ŕıgido sobre a variedade central

para o sistema (4.60), se, e somente se, os coeficientes focais do sistema são todos nulos.
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Usando este fato passamos ao cálculo dos 5 primeiros coeficientes focais, os quais são

dados por:

g2,2,0 = a1b1,

g3,3,0 =
b1
40

(36a21b1 + 22a2b1 + 9a1b
2
2 + 22a1b1b3),

g4,4,0 =
b1

400
(784a31b

2
1 + a21b1(105b22 + 862b1b3) + b1(130a3b1 + 161a2b

2
2 + 228a2b1b3) +

+ 2a1(5b
4
2 + b1(309a2b1 + 2b3(49b22 + 57b1b3)))),

g5,5,0 =
b1

4896000
(40270344a41b

3
1 + a31b

2
1(−3855041b22 + 52002684b1b3) +

+ 3a1(2173600a3b
3
1 + 2a2b

2
1(755137b22 + 3788696b1b3) + 3(875b62 + 75033b1b

4
2b3+

+ 497172b21b
2
2b

2
3 + 397164b31b

3
3)) + 18b1(148988a22b

2
1 + a2(30445b42 + 264648b1b

2
2b3 +

+ 198582b21b
2
3) + b1(54910a4b1 + 3a3(45019b22 + 43870b1b3))) + 12a21b1(13042b42 +

+ b1(2758365a2b1 + 2b3(326727b22 + 967535b1b3)))),

g6,6,0 =
b1

21640320000
(972390349360a51b

4
1 + 2a41b

3
1(112910927825b22 +

+ 749067760428b1b3) + a21b1(169452717800a3b
3
1 − 720644402a2b

2
1b

2
2 +

+ 38480175b62 + 838864785056a2b
3
1b3 + 10864878606b1b

4
2b3 +

+ 131955915060b21b
2
2b

2
3 + 221209329900b31b

3
3) + 6b1(85(52(689624a2a3 +

+ 105825a5)b
3
1 + 8892(1106a22 + 2519a4)b

2
1b

2
2 + 10426644a3b1b

4
2 +

+ 791811a2b
6
2) + 2b1(1768(2017384a22 + 397005a4)b

2
1 + 2456383005a3b1b

2
2 +

+ 925534251a2b
4
2)b3 + 6b21(436931430a3b1 + 1141295759a2b

2
2)b

2
3 +

+ 3778704696a2b
3
1b

3
3) + 3a1(42885552044a22b

4
1 + a2b

2
1(1927318201b42 +

+ 40066919064b1b
2
2b3 + 82099058132b21b

2
3) + 2(4113569390a4b

4
1 +

+ 6312827358a3b
3
1b

2
2 + 240975b82 + 16931040690a3b

4
1b3 + 78185160b1b

6
2b3 +

+ 1658882178b21b
4
2b

2
3 + 5927880096b31b

2
2b

3
3 + 3778704696b41b

4
3)) +

+ a31b
2
1(−20157834977b42 + 4b1(234772312134a2b1 + b3(32239153055b22 +

+ 213433561007b1b3)))).

Logo podemos calcular a Base de Groebner do ideal gerado por eles. Em resumo, temos

que a Base de Groebner deste ideal é gerado pelos seguintes polinômios

• L1 = a1b1,
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• L2 = a2b
2
1,

• L3 = a3b
3
1,

• L4 = a4b
4
1,

• L5 = a5b
5
1.

Portanto os coeficientes focais do sistema (4.60) são nulos sobre o subconjunto S se, e

somente se, Li = 0 para i = 1, . . . , 5, ou seja, se os parâmetros pertencem a um dos

seguintes subconjuntos

S1 = {s ∈ S; ai = 0 para i = 1, . . . , 5},

S2 = {s ∈ S; b1 = 0}.

Se os parâmetros do sistema (4.60) estão sobre S1, obtemos o novo sistema

ẋ = −y,

ẏ = x,

ż = −z + b1x
2 + b2xz + b3z

2,

(4.61)

o qual uma integral primeira dada por

H(x, y, z) = x2 + y2 + x4 + y4 + 2y2x2.

Portanto pelo Teorema 2.2 a origem do sistema (4.61) é um centro.

Se os parâmetros do sistema (4.60) estão sobre S2, obtemos o novo sistema

ẋ = −y + x(a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5),

ẏ = x+ y(a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5),

ż = −z + b2xz + b3z
2,

(4.62)

o qual tem z = 0 como uma superf́ıcie algébrica invariante. Consequentemente restrito

ao plano z = 0 obtemos o sistema

ẋ = −y,

ẏ = x,

cuja a origem é um centro.
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Caṕıtulo 5

Bifurcação de ciclos limites a partir

de um centro ŕıgido em R3

No ano de 1900 ocorreu o Congresso Internacional de Matemática realizado em Pa-

ris, nesta ocasião o grande Matemático David Hilbert listou alguns problemas em aberto

da matemática, entre eles está o problema conhecido como “O 16◦ problema de Hilbert”,

que trata de ciclos limites de um sistema de equações diferenciais polinomiais. Mais preci-

samente, a segunda parte desse problema consiste em determinar a posição e o número dos

ciclos limites de um sistema polinomial no plano em função do seu grau. Este problema

é considerado o maior desafio matemático dentro da Teoria Qualitativa das Equações

Diferenciais e está em aberto mesmo para o caso mais simples, isto é, para campos poli-

nomiais de grau 2 (veja, [13] e [38]). Existem várias versões mais fracas deste problema,

por exemplo determinar o número M(n) de ciclos limites que bifurcam de um centro ou

foco (isto é, a sua ciclicidade) em campos de vetores polinomiais no plano de grau n (veja

[18], [50], [53] e [54]).

Um método eficiente para estimar ciclos limites a partir de um ponto singular

do tipo centro ou foco é calcular os coeficientes de Lyapunov (ou equivalentemente os

coeficientes focais) quando pequenas perturbações do sistema original são consideradas,

veja [7], [16], [18], [50] e suas referências. Christopher [16] desenvolveu uma abordagem

simples para se obter cotas inferiores para o número de ciclos limites que bifurcam por

pequenas perturbações de um centro ou foco. A ideia consiste em levar em conta a

parte linear dos coeficientes de Lyapunov. Mais precisamente, Christopher provou que se

calcularmos as partes lineares dos k primeiros coeficientes de Lyapunov e se estas forem
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linearmente independentes, então por pequenas perturbações é posśıvel obtermos k ciclos

limites bifurcando do centro ou foco. Os resultados de Christopher são enunciados para

o plano, mas podem ser estendidos para o caso de singularidades do tipo centro ou foco

em variedades centrais de campos de vetores no R3.

Em [33], [51] e [60] os autores estudam bifurcações de ciclos limites a partir de

singularidades do tipo centro e foco em variedades centrais de campos de vetores no

R3. Nestes três artigos, a principal técnica utilizada para produzir bifurcações de ciclos

limites passa pelo cálculo dos coeficientes focais e pela independência linear dos primeiros

coeficientes, o que lembra as ideias de Christopher para o plano.

Nosso objetivo nesse caṕıtulo é encontrar cotas inferiores para o número de ciclos

limites que bifurcam dos centros das famı́lias de campos de vetores polinomiais ŕıgidos

classificadas nos caṕıtulos anteriores. Usaremos as ideias apresentadas em [51] para atacar

este problema.

5.1 Estimando o número de ciclos limites a partir dos

coeficientes focais

Nesta seção apresentaremos alguns resultados conhecidos na literatura para estimar

o número de ciclos limites que bifurcam a partir de centros em variedades centrais por

pequenas perturbações do sistema.

Considere o sistema

ẋ = −y + Pc(x, y, z) + εG1(x, y, z),

ẏ = x+Qc(x, y, z) + εG2(x, y, z),

ż = −λz +Rc(x, y, z) + εG3(x, y, z),

(5.1)

onde Pc(x, y, z), Qc(x, y, z), Rc(x, y, z) e Gj(x, y, z), j = 1, 2, 3, são polinômios de grau

≥ 2 com coeficientes reais e ε um parâmetro real suficientemente pequeno. Denote por

(p1, p2, . . . , pl) os parâmetros do sistema (5.1) quando ε = 0 e por (pl+1, pl+2, . . . , pk) os

parâmetros da perturbação. Assuma que para ε = 0 (ou equivalentemente G1 = G2 =

G3 ≡ 0) o sistema (5.1) tem um centro na origem sobre a variedade central.

Definição 5.1. Uma órbita periódica γ do sistema (5.1) será chamada de ciclo limite

se existir uma vizinhança V de γ tal que γ é a única órbita periódica contida em V , veja

[41].
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Pelo Teorema 2.1 existe uma variedade central para o sistema (5.1), a qual pode

ser expressa da forma z = h(x, y), onde h é uma função de classe Cr, para r arbitrário,

satisfazendo h(0, 0) = 0 e Dh(0, 0) = 0. Assim restringindo o sistema (5.1) sobre esta

variedade obtemos o sistema planar

ẋ = −y + Pc(x, y, h(x, y)) + εG1(x, y, h(x, y)),

ẏ = x+Qc(x, y, h(x, y)) + εG2(x, y, h(x, y)).
(5.2)

Observe que h também depende de ε, entretanto omitimos o ε para simplificar a notação.

Passando para coordenadas polares x = ρ cos θ, y = ρ senθ, temos que o sistema (5.2) é

equivalente a equação diferencial

dρ

dθ
=

ψ(ρ, θ, ε)

1 + φ(ρ, θ, ε)
, (5.3)

onde as funções ψ e φ dependem das entradas do sistema (5.2). Pelo Lema 3 da página

242 de [6] o lado direito da equação acima é uma aplicação de classe Cr. Assim a solução

ρ(θ, ρ0, ε) da equação (5.3), com a condição inicial ρ(0, ρ0, ε) = ρ0, também é uma aplicação

de classe Cr. Dáı, definimos a aplicação de Poincaré associado ao sistema (5.1) por

Π(ρ0, ε) = ρ(2π, ρ0, ε), a qual é de classe Cr e pode ser representada por sua fórmula de

Taylor de ordem r em ρ0 = 0 como

Π(ρ0, ε) = V1(p, ε)ρ0 + V2(p, ε)ρ
2
0 + · · ·+ Vr(p, ε)ρ

r
0 + o(ρr0), (5.4)

onde p = (p1, p2, . . . , pl, pl+1, . . . , pk) são os parâmetros do sistema (5.1). Note que os

pontos fixos da aplicação de Poincaré Π correspondem a ciclos limites do sistema (5.1).

Como a origem é um ponto de Hopf do sistema (5.1), segue que V1(p, ε) ≡ 1. Seja

ṽi(p, ε) = Vi(p, ε) |ṽ1 = · · · = ṽi−1 = 0, i = 2, 3, . . . ,

pelo Lema 5 da página 243 de [6], os coeficientes ṽ2i são nulos e portanto redundantes no

estudo dos ciclos limites que bifurcam do ponto singular (veja [16] pág. 26, [60] pág 525

e o Teorema 40 da pág. 244 de [6]).

Os coeficientes vi(p, ε) = ṽ2i+1(p, ε), i = 1, 2, . . ., são chamados de coeficientes de

Lyapunov do sistema (5.1) (para maiores detalhes veja o Caṕıtulo IX de [6]).

Como vi(p, 0) = 0, i = 1, 2, . . . , aplicando a fórmula de Taylor, temos que a

expansão em ε dos coeficiente de Lyapunov na vizinhança do zero é dada por

vi(p, ε) = vi,1(p)ε+ vi,2(p)ε
2 + vi,3(p)ε

3 + · · · , i = 1, 2, . . . , (5.5)



5.1. Estimando o número de ciclos limites a partir dos coeficientes focais 89

(veja [51]).

Os coeficientes vi,m serão chamados coeficientes de Lyapunov de ordem m em ε.

Para |ε|> 0 suficientemente pequeno podemos usar os vi,1 para determinar o número

dos ciclos limites do sistema (5.1)|ε=0 que bifurcam do centro na origem por pequenas

perturbações da forma (5.1). Precisamente, temos o seguinte resultado, o qual é uma

versão do Teorema 2.1 de [16] enunciado no plano. Veja também o Lema 1.1 de [51].

Teorema 5.1. Suponha que o

Posto

[
∂(v1,1, v2,1, . . . , vk,1)

∂(p1, p2, . . . , pk)

]
p=pc

= k, (5.6)

onde pc = (p1, p2, . . . , pl, pl+1, . . . , pk) com pl+1 = pl+2 = · · · = pk = 0. Então podemos

escolher os parâmetros p1, p2, . . . , pk de modo que o sistema (5.1) tenha pelo menos k− 1

ciclos limites de pequenas amplitudes na vizinhança do ponto singular.

Para fins computacionais o cálculo dos coeficientes de Lyapunov é menos eficiente

do que o cálculo das coeficientes focais. Assim, para aplicar o teorema acima, é melhor

utilizar os coeficientes focais, uma vez que, a menos de uma constante, os dois coeficientes

são iguais (veja Teorema 6.2.3 da pág. 261 de [50], [9] e [59]). Precisamente, usando a

notação da Seção 2.2, temos o seguinte resultado.

Lema 5.1. Para qualquer número natural n temos a seguinte afirmação

vn = πgn+1,n+1,0 mod〈g2,2,0, g3,3,0, . . . , gn,n,0〉,

onde vn são os coeficientes de Lyapunov do sistema (5.1) e os gj,j,0, j = 1, . . . , n + 1,

são os coeficientes focais do sistema (5.1) complexificado. Mais precisamente, quando

g2,2,0 = g3,3,0 = · · · = gn−1,n−1,0 = 0, temos

vn = πgn+1,n+1,0.

Para maiores detalhes sobre o lema acima veja [9, 50, 51, 59].

Demonstração do Teorema 5.1. Usando a teoria de formas normais e depois introduzindo

coordenadas polares, podemos escrever o sistema (5.2) na forma

ρ̇ = ρ3(v1 + v2ρ+ · · ·+ vkρ
2k−2) +O(ρ2k−1) (5.7)

θ̇ = 1 + τ1ρ
2 + · · ·+ τkρ

2k +O(τ 2k+1), (5.8)
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onde vi = vi(p, ε) são os coeficientes de Lyapunov e τi = τi(p, ε) são os coeficientes

de isocronicidade, veja pág. 70 de [12]. Note que os ciclos limites do sistema (5.2)

correspondem aos zeros positivos do lado direito da equação (5.7) e que

ρ̇ = ρ3(v1 + v2ρ+ · · ·+ vkρ
2k−2) +O(ρ2k+1)

= ρ3
k∑
j=1

(
∞∑
s=1

vj,s(p)ε
s

)
(ρ2)j−1 +O(ρ2k+1)

= ερ3
k∑
j=1

vj,1(p)(ρ
2)j−1 +O(ε2)

= ερ3

(
k∑
j=1

vj,1(p)(ρ
2)j−1 +O(ε)

)
, |ε|� 1.

Fazendo ρ2 = σ, pelo Teorema da Função Impĺıcita, reduzimos o problema de encontrar

zeros da equação acima ao problema de encontrar as ráızes simples positivas da equação

vk,1(p)σ
k−1 + · · ·+ v2,1(p)σ + v1,1(p) = 0, (5.9)

ou melhor, os zeros simples positivos da função

d(σ, p) = vk,1(p)σ
k−1 + · · ·+ v2,1(p)σ + v1,1(p).

Denote por T (p) = (v1,1, v2,1, . . . , vk,1), a qual é de classe C1 e T (pc) = 0, pois vj,1(pc) =

0, j = 1, . . . , k. Por hipotese DT (pc) é um isomorfismo e pelo Teorema da Aplicação

Inversa existe T−1 definida em uma vizinhança U da origem. Logo, podemos escolher

−→η k = (0, . . . , 0, ηk) ∈ U , com ηk > 0, tal que para pηk = T−1(−→η k) temos

d(σ, pηk) = ηkσ
k−1 > 0.

Seja σ0, tal que d(σ0, pηk) > 0. Tomemos −→η k−1 = (0, . . . , 0, ηk−1, ηk) ∈ U , com ηk−1 < 0 e

|−→η k−−→η k−1|= |ηk−1|� |ηk|� 1, tal que para pηk−1
= T−1(−→η k−1) temos d(σ0, pηk−1

) > 0 e

d(σ, pηk−1
) = ηk−1σ

k−2 + ηkσ
k−1.

Assim para σ suficientemente pequeno, como ηk−1 < 0, teremos d(σ, pηk−1
) < 0. Seja σ1

um desses valores, com σ1 < σ0, então d(σ0, pηk−1
) > 0 e d(σ1, pηk−1

) < 0. Continuando

com este procedimento podemos escolher η = (η1, η2, . . . , ηk) ∈ U tal que

|η1(p)|� |η2(p)|� |η3(p)|� · · · � |ηk(p)|� 1, ηj(p) · ηj+1(p) < 0,
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j = 1, . . . , k, ou seja, existe pη = T−1(η) suficientemente próximo de pc tal que

|v1,1(pη)|� |v2,1(pη)|� |v3,1(pη)|� · · · � |vk,1(pη)|� 1, vj,1(pη) · vj+1,1(pη) < 0,

j = 1, . . . , k. Além disso, obtemos também valores positivos σj, com σj < σj+1, tal que

d(σ0, pη) > 0, d(σ1, pη) < 0, d(σ2, pη) > 0, . . . .

Portanto entre os valores σj−1 e σj temos um zero da função d(σ, p), ou seja, a equação

(5.9) tem pelo menos k − 1 zeros positivos.

�

5.2 Cotas inferiores para a ciclicidade de famı́lias de

centros ŕıgidos em R3

Nesta seção usaremos o Teorema 5.1 para investigar o número de ciclos limites que

bifurcam dos centros das famı́lias de campos de vetores polinomiais ŕıgidos classificadas

nos Caṕıtulos 3 e 4. Entretanto, devido ao Lema 5.1, iremos substituir na condição

(5.6) os coeficiente de Lyapunov de primeira ordem em ε pelos coeficientes focais de

primeira ordem em ε mantendo a mesma notação vi,1. Além disso, para simplificar os

cálculos e torná-los posśıveis computacionalmente, iremos fazer perturbações da forma

(5.1) com G1 = G2 = G3 = G, onde G é um polinômio homogêneo de grau 2 com

coeficientes reais nas variáveis x, y e z. Para calcular os vi,1 serão utilizados softwares

de cálculos simbólicos, tais como Maple [24] e Mathematica [58] (veja o Apêndice 5.2

para um algoritmo implementado no Maple). Observamos que alguns coeficientes foram

obtidos utilizando uma extensão para o R3 do método da paralelização no plano o qual

foi apresentado em [39]. Este método lembra “O Prinćıpio da Superposição”usado para

resolver equações diferenciais lineares não homogêneas. Em outras palavras podemos

calcular as partes lineares dos coeficientes focais de um campo de vetores polinomial

separando o em campos mais simples (veja Apêndice 5.2 e o artigo [39] para detalhes).

O primeiro sistema que iremos estudar sua ciclicidade é dado pelo Teorema 4.1.

Teorema 5.2. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2xy + a3y) + εG(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x+ a2xy + a3y) + εG(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3y

2 + εG(x, y, z),

(5.10)
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onde, G(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R13;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros.

a) Se a3 = 0, então bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema (5.10).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição a3 = 0 no sistema (5.10), a qual im-

plica, pelo Teorema 4.1, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.10)|ε = 0

sobre a variedade central. Dáı, calculando os 11 primeiros coeficientes focais de primeira

ordem em ε do sistema (5.10), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o posto

da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v11,1)

∂(a1, a2, b1, b2, b3, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 5. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.10) com a3 = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.

O 2◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.2.

Teorema 5.3. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
3 + b2x

2y + b3xy
2 + b4y

3 + εh1(x, y, z),

(5.11)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, b4c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R14;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros.

a) Se a3 = 0, então bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema (5.11).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição a3 = 0 no sistema (5.11), a qual im-

plica, pelo Teorema 4.2, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.11)|ε = 0
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sobre a variedade central. Dáı, calculando os 12 primeiros coeficientes focais de primeira

ordem em ε do sistema (5.11) as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o posto

da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v12,1)

∂(a1, a2, b1, b2, b3, b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 5. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.11) com a3 = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.

O 3◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.3.

Teorema 5.4. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
4 + b2x

3y + b3x
2y2 + b4xy

3 + b5y
4 + εh1(x, y, z),

(5.12)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, b4, b5, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R15;λ = 1}

é conjunto dos seus parâmetros.

a) Se a3 = 0, então bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema (5.12).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição a3 = 0 no sistema (5.12), a qual im-

plica, pelo Teorema 4.3, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.12)|ε = 0

sobre a variedade central. Dáı, calculando os 13 primeiros coeficientes focais de primeira

ordem em ε do sistema (5.12), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o posto

da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v13,1)

∂(a1, a2, b1, b2, b3, b4, b5, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 5. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.12) com a3 = 0 tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.

No seguinte Teorema estudamos a ciclicidade do centro dado pelo item (b) dos

Teoremas 4.1, 4.2, 4.3.
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Teorema 5.5. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x+ a2xy + a3y) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + εh1(x, y, z),

(5.13)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R10;λ = 1}

é conjunto dos seus parâmetros. Então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas

amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.13).

Demonstração. Pelo Teorema 4.3, a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.13)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim calculando os 9 primeiros coeficientes focais

de primeira ordem em ε do sistema (5.12), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que

o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v9,1)

∂(a1, a2, a3, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.12) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

O 4◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.4. Consi-

deraremos somente a condição de centro (b) do Teorema 4.4, pois assumindo a condição

(a) os 12 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε são todos nulos, o que

impossibilita computacionalmente a aplicação do Teorema 5.1.

Teorema 5.6. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x
2 + a2xy + a3xz + a4y

2 + a5yz + a6z
2) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x
2 + a2xy + a3xz + a4y

2 + a5yz + a6z
2) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3y

2 + εh1(x, y, z),

(5.14)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, a4, a5, a6, b1, b2, b3, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R16;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros. Se a1 = −a4 e a3 = a5 = a6 = 0, então bifurca pelo

menos 1 ciclo limite de pequena amplitude do centro sob a variedade central na origem do

sistema (5.14).
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Demonstração. Assumiremos a1 = −a4 e a3 = a5 = a6 = 0, as quais implicam, pelo

Teorema 4.4, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.14)|ε = 0 sobre a

variedade central. Assim calculando os 11 primeiros coeficientes focais de primeira ordem

em ε do sistema (5.14), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz

jacobiana
∂(v1,1, v2,1, . . . , v11,1)

∂(a2, a4, b1, b2, b3, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 2. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.14) de formas que este tenha 1 ciclo limite de pequena amplitude bifurcando do centro.

Não foi posśıvel fazer o estudo da ciclicidade do sistema dado pelo Teorema 4.5,

pois sob as condições de centro desta preposição, os 12 primeiros coeficientes focais de

primeira ordem em ε são todos nulos.

O 5◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.6.

Teorema 5.7. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1x+ a2y + a3z) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1x+ a2y + a3z) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2 + εh1(x, y, z),

(5.15)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, b1, b2, b3, b4, b5, b6, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R16;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros.

a) Se a3 = 0, então bifurcam pelo menos 4 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro

sob a variedade central na origem do sistema (5.15).

b) Se b1 = b2 = b4 = 0, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.15).

c) Se b1 = −b4, a1 = a2 = b3 = b5 = 0, a3 = 1 e b6 = 2, então bifurcam pelo menos 2

ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem

do sistema (5.15).
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d) Se b1 = −b4, b3 = 2, b5 = −1, a2 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2, então bifurcam pelo menos

5 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem

do sistema (5.15).

e) Se b1 = −b4, b2 = −b4, b3 = 2, a2 = b5 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2 , então bifurcam pelo

menos 5 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na

origem do sistema (5.15).

f) Se a2 = b1 = b4 = 0, a1 = a3 = 1, b2 = −b6 + 1, b3 = b6 e b5 = −b6 + 1, então bifurcam

pelo menos 5 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central

na origem do sistema (5.15).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição a3 = 0 no sistema (5.15), a qual im-

plica, pelo Teorema 4.6, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0

sobre a variedade central. Dáı, calculando os 6 primeiros coeficientes focais de primeira

ordem em ε do sistema (5.15), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o posto

da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v6,1)

∂(a1, a2, b1, . . . , b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 5. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) com a3 = 0, tal que este tenha 4 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.

Assumiremos b1 = b2 = b4 = 0 no sistema (5.15), as quais implicam, pelo Teorema

4.6, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0 sobre a variedade

central. Assim calculando os 6 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε do

sistema (5.15), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v6,1)

∂(a1, a2, a3, b1, . . . , b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) de forma que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

Considere b1 = −b4, a1 = a2 = b3 = b5 = 0, a3 = 1 e b6 = 2, as quais implicam, pelo

Teorema 4.6, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0 sobre a

variedade central. Assim calculando os 8 primeiros coeficientes focais de primeira ordem
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em ε do sistema (5.15), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz

jacobiana
∂(v1,1, v2,1, . . . , v8,1)

∂(b2, b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

Tome b1 = −b4, b3 = 2, b5 = −1, a2 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2, as quais implicam,

pelo Teorema 4.6, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0 sobre

a variedade central. Assim calculando os 8 primeiros coeficientes focais de primeira ordem

em ε do sistema (5.15), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz

jacobiana
∂(v1,1, v2,1, . . . , v8,1)

∂(b2, b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 6. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema (5.15) assumindo b1 = −b4, b2 =

−b4, b3 = 2, a2 = b5 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2, as quais implicam, pelo Teorema 4.6, que

a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0 sobre a variedade central.

Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε do sistema

(5.15), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v7,1)

∂(b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 6. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

Por fim vamos estudar a ciclicidade do sistema (5.15) assumindo a2 = b1 = b4 =

0, a1 = a3 = 1, b2 = −b6 + 1, b3 = b6 e b5 = −b6 + 1, as quais implicam, pelo Teorema

4.6, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.15)|ε = 0 sobre a variedade

central. Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε do

sistema (5.15), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v7,1)

∂(b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,



5.2. Cotas inferiores para a ciclicidade de famı́lias de centros ŕıgidos em R3 98

é 6. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.15) de formas que este tenha 5 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

O 6◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.7.

Teorema 5.8. Considere o sistema

ẋ = −y + x(b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2 + εh1(x, y, z),

(5.16)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, b1, b2, b3, b4, b5, b6, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R13;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros.

a) Se b1 = −b4 e b3 = b5 = b6 = 0, então bifurca pelo menos 1 ciclo limite de pequena

amplitude do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.16).

b) Se b1 = b2 = b4 = 0, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.16).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição b1 = −b4 e b3 = b5 = b6 = 0, as

quais implicam, pelo Teorema 4.7, que a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.16)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim, calculando os 8 primeiros coeficientes focais

de primeira ordem em ε do sistema (5.16), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos

que o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v8,1)

∂(b2, b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 2. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.16) com b1 = −b4 e b3 = b5 = b6 = 0 tal que este tenha 1 ciclo limite de pequena

amplitude bifurcando do centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema (5.16) assumindo b1 = b2 = b4 = 0,

as quais implicam, pelo Teorema 4.7, que a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.16)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim calculando os 9 primeiros coeficientes focais
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de primeira ordem em ε do sistema (5.16), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que

o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v9,1)

∂(b3, b5, b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.16) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

O 7◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.8.

Teorema 5.9. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1z + a3z
3) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1z + a3z
3) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2 + εh1(x, y, z),

(5.17)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a3, b1, b2, b3, b4, b5, b6, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R15;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros.

a) Se b1 = −b4, a3 = b3 = b5 = 0 e b6 = 2a1, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de

pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17).

b) Se b1 = b2 = b4 = 0, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes

do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17).

c) Se a1 = a3 = 0, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de pequenas amplitudes do

centro sob a variedade central na origem do sistema (5.17).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição b1 = −b4, a3 = b3 = b5 = 0 e b6 = 2a1,

as quais implicam, pelo Teorema 4.8, que a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.17)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim, calculando os 9 primeiros coeficientes focais

de primeira ordem em ε do sistema (5.17), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos

que o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v9,1)

∂(a1, b2, b4, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,
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é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.17) com b1 = −b4 e b3 = b5 = b6 = 0 tal que este tenha 2 ciclos limites de pequenas

amplitudes bifurcando do centro.

Agora vamos estudar a ciclicidade do sistema (5.17) assumindo b1 = b2 = b4 = 0,

as quais implicam, pelo Teorema 4.8, que a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.17)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim calculando os 11 primeiros coeficientes focais

de primeira ordem em ε do sistema (5.17), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que

o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v11,1)

∂(a1, a3, b3, b5, b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.17) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

Para concluir o estudo da ciclicidade do sistema (5.17) vamos assumir a1 = a3 = 0,

as quais implicam, pelo Teorema 4.8, que a origem é um centro do sistema não perturbado

(5.17)|ε = 0 sobre a variedade central. Assim calculando os 7 primeiros coeficientes focais

de primeira ordem em ε do sistema (5.17), as quais são dados no Apêndice 5.2, temos que

o posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v7,1)

∂(b1, b2, b3, b4, b5, b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.17) de formas que este tenha 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando do

centro.

O 8◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.9. Consi-

deraremos somente a condição de centro (a) do Teorema 4.9, pois assumindo a condição

(b) os 14 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε são todos nulos, o que

impossibilita computacionalmente a aplicação do Teorema 5.1.

Teorema 5.10. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a2z
2 + a4z

4 + a6z
6 + a8z

8) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xy + b3xz + b4y

2 + b5yz + b6z
2 + εh1(x, y, z),

(5.18)
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onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a2, a4, a6, a8, b1, b2, b3, b4, b5, b6, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R17;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros. Se a2 = a4 = a6 = a8 = 0, então bifurcam pelo menos

2 ciclos limites de pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do

sistema (5.18).

Demonstração. Inicialmente assumimos a condição a2 = a4 = a6 = a8 = 0, as quais impli-

cam, pelo Teorema 4.9, que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.18)|ε = 0

sobre a variedade central. Assim, calculando os 12 primeiros coeficientes focais de pri-

meira ordem em ε do sistema (5.18), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o

posto da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v12,1)

∂(b1, . . . , b6, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.18) com a2 = a4 = a6 = a8 = 0 tal que este tenha 2 ciclos limites de pequenas

amplitudes bifurcando do centro.

O 9◦ sistema que iremos estudar a ciclicidade é dado pelo Teorema 4.10. Consi-

deraremos somente a condição de centro (b) do Teorema 4.10, pois assumindo a condição

(a), os 9 primeiros coeficientes focais de primeira ordem em ε são todos nulos, exceto

o primeiro. Neste caso, o posto da matriz do Teorema 5.1 é 1. Portanto não podemos

concluir nada sobre a ciclicidade.

Teorema 5.11. Considere o sistema

ẋ = −y + x(a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5) + εh1(x, y, z),

ẏ = x+ y(a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 + a5z

5) + εh1(x, y, z),

ż = −λz + b1x
2 + b2xz + b3z

2 + εh1(x, y, z),

(5.19)

onde, h1(x, y, z) = c1x
2 + c2xy + c3xz + c4y

2 + c5yz + c6z
2 e

S = {(λ, a1, a2, a3, a4, a5, b1, b2, b3, c1, c2, c3, c4, c5, c6) ∈ R15;λ = 1}

é o conjunto dos seus parâmetros. Se b1 = 0, então bifurcam pelo menos 2 ciclos limites de

pequenas amplitudes do centro sob a variedade central na origem do sistema (5.19)|ε = 0.
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Demonstração. Assumimos a condição b1 = 0 no sistema (5.19), a qual pelo Teorema

4.10, implica que a origem é um centro do sistema não perturbado (5.19)|ε = 0 sobre

a variedade central. Assim, calculando os 13 primeiros coeficientes focais de primeira

ordem em ε do sistema (5.19), as quais se encontram no Apêndice 5.2, temos que o posto

da matriz jacobiana

∂(v1,1, v2,1, . . . , v13,1)

∂(b2, b3, a1, . . . , a5, c1, . . . , c6)

∣∣∣∣
c1 = · · · = c6 = 0

,

é 3. Portanto, pelo Teorema 5.1, podemos escolher os parâmetros do sistema perturbado

(5.19) com b1 = 0 tal que este tenham 2 ciclos limites de pequenas amplitudes bifurcando

do centro.
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Algoritmos e Coeficientes Focais

Algoritmo para o cálculo dos coeficientes focais para

sistemas em R3

Os coeficientes focais gk,k,0 (k = 2, . . .) do Caṕıtulo 4 e Caṕıtulo 4.4 são obtidos

usando o programa do Maple e o algoritmo apresentado a seguir. Para exemplificar o

algoritmo vamos utilizar o sistema (4.6) do Teorema 4.1 sobre o conjunto dos parâmetros

S22 para o calculo dos seus dois primeiros coeficientes focais. Ao executar o algoritmo

abaixo os dois primeiros coeficientes focais são exibidos.

> restart;

> # Pacotes do maple para rodar os comandos.

> with(ListTools):

> with(IntegrationTools):

> # Definição do campo de vetores.

> up := -v + u*(a[1]*u + a[2]*v+a[3]*w);

vp := u + v*(a[1]*u + a[2]*v+a[3]*w);

wp := b[1]*uˆ2 + b[2]*u*v + b[3]*vˆ2 - λ*w;

> # Complexificação do campo.

> com := Flatten(solve(x1-u-I*v, x2-u+I*v, [u, v])):

> x1p := expand(subs(com[1], com[2], up+I*vp)):

x2p := expand(subs(com[1], com[2], up-I*vp)):

x3p := expand(subs(com[1], com[2], wp)):

> # “ultima”indica a quantidade de Coefientes Focais que queremos calcular.

> ultima:=2:

> # “N”indica o grau máximo das partes homogêneas de integraal primeira H.
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> N:=2*ultima+2:

> xp := subs(w = z, x1 = x, x2 = y, x1p):

yp := subs(w = z, x1 = x, x2 = y, x2p):

zp := subs(w = z, x1 = x, x2 = y, x3p):

> # A sequência de comandos a seguir define a Integral primeira e coleciona seus coefi-

cientes h[i,m,n] da parte homogênea de grau j=n+m+i no conjunto varh[j]

> H:= x*y:

> for j from 3 by 1 to N do

for i from 0 by 1 to j do

for m from 0 by 1 to j do

for s from 0 by 1 to j do

if i+s+m = j then H := h[i, m, s]*xˆi*yˆm*zˆs+H

end if

end do

end do

end do

end do:

for j from 3 to N do

varh[j] := ;

for i from 0 to j do

for m from 0 to j do

for s from 0 to j do

if i+s+m = j then varh[j] := ‘union‘(h[i, m, s], varh[j])

end if

end do

end do

end do

end do:

> # Os comando a seguir calcula Coeficientes Focais g[(k+1)/2,(k+1)/2,0].

> orden:=3:

for k from 3 to N by 2 do

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+1)-
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-mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k):

solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k]);

assign(%);

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+2)-

-mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+1)-

-h[(k+1)/2,(k+1)/2,0]*(x*y)ˆ((k+1)/2);

solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k+1]);

assign(%);

f[(k+1)/2]:= h[(k+1)/2,(k+1)/2,0];

print(g[(k+1)/2,(k+1)/2,0]=factor(simplify(f[(k+1)/2])));

h[(k+1)/2,(k+1)/2,0]:=0;

od:

Algoritmo para decompor o radical do ideal gerado

pelos coeficientes focais em uma interseção finita de

ideais primos

Após calcular os coeficientes focais passamos a resolução do problema centro–

foco do sistema, para isso definimos o ideal gerado pelos coeficientes focais, que pelo

Teorema da base de Hilbert é finitamente gerado, ou seja, o problema centro–foco se

reduz a encontrar um número K ∈ N tal que o ideal B =< gk,k,0; k ∈ N > satisfaz

B = BK =< g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, · · · , gK,K,0 >. Para encontrar a variedade associada a este

ideal, ou seja, a variedade algébrica determinada pelos zeros dos geradores do ideal, as ve-

zes é necessário decompor o radical do ideal em uma interseção finita de ideais primos, para

isso utilizamos o software de cálculos algébricos Singular, no qual implementamos o algo-

ritmo abaixo. Para exemplificar o algoritmo, vamos utilizar o Teorema 4.2 considerando

os coeficiente focais do sistema (4.11) sobre o conjunto S22 com a1 = 0, e a2 = a3 = 1.

Vamos decompor o ideal gerado pelos coeficientes focais < g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0, g6,6,0 >,

os quais estão introduzidos no algoritmo pela variáveis “poly gi”, i=2, 3, 4, 5, 6. No algo-

ritmo, o comando // indica que está linha não será executada. Portanto, a terceira linha

do algoritmo “// ring r=32003,(b1, b2, b3, b4),(dp);”não será executado, isto significa que
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estamos fazendo a decomposição em um anel de caracteŕıstica r= 0 e não em um anel de

caracteŕıstica r=32003. Para fazer a decomposição em um anel de caracteŕıstica r= 32003,

apagamos // da terceira linha do algoritmo e digitamos // na segunda linha. Ao final

do algoritmo temos os pacotes do singular que executam a decomposição “rimdecSY(i)”,

“minAssChar(i)”e “minAssGTZ(i)”. Podemos escolher qual pacote executar utilizando

o comando // para comentar a linha que não queremos executar. No algoritmo abaixo

estamos executando o pacote “minAssGTZ(i)”. Ao executar o algoritmo ele retorna a

decomposição.

LIB ”primdec.lib”;

ring r=0,(b1, b2, b3, b4),(dp);

// ring r=32003,(b1, b2, b3, b4),(dp);

r;

option(prot);

poly g2= −15b1 − b2 − 5b3 − 3b4 ;

poly g3= −69b21 − 9b22 + b1(1675− 42b3) + 605b3 − 9b23 + 375b4 − 69b24 − 21b2(−5 + 2b4) ;

poly g4= 2979807b21 + 230261b22 − 12574050b3 + 421375b23 − 7856550b4 + 1327122b3 ∗ b4 +

2543349b24+2b2(−1049325+217311b3+712355b4)+2b1(−17091375+663561b2+1071769b3+

2025567b4) ;

poly g5= 448080399b31 + 15583607b32 + 41136299100b3 − 1869137640b23 + 20663877b33 +

25741041300b4 − 8147165208b3b4 + 53474525b23b4 − 10732299948b24 + 149360133 ∗ b3b24 +

400774257b34 + 3b21(−4239782952 + 44530473b2 + 156631501b3 + 123505863b4) + b22(−

−891331356+10925733b3+126867715b4)+3b2(2271636900+6315153b23−1969353928b4+

124647367b24 + 26b3(−32633656 + 995261b4)) + b1(42515343b22 + 26b2(−287183388 +

+ 3469325b3 + 11204613b4) + 3 ∗ (56278807b23 + b3(−3167943424 + 83478746b4) +

+ 39(952919700− 204555328b4 + 4578835b24))) ;

poly g6= 11875528804776b41 + 189592323336b42 − 88221679436241000b3 +

+ 4743935408410380b23− 90886976568323b33 + 189592323336b43 + b31(−1757238864840673 +

15584312430336b3 − 1507902907680b4)− 3b32(20258682998149 + 18616085280b3 −

− 657943562432b4)− 55195570635543000b4 + 23475792159677760b3b4 −

− 342997362806385b23b4 + 111696511680b33b4 + 26406467970791220b24 −

−1160378808356807b3b
2
4+2722248393072b23b

2
4−1891427545739733b34+11875528804776b44+
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13b22(165913021470420 + 21684660624b23 − 41560619045427b4 + 625950994512b24 −

− b3(7772435933027 + 25776118080b4)) + 3b21(10612844686528500 + 907416131024b22 −

645022112929099b3 + 2712454309552b23 − 872871756434843b4 + 8792575730224b24 +

+ b2(−278871804754177 + 167544767520b3 + 5194770810112b4)) + b2(55848255840b33 +

3b23(−36669755808801 + 528231484352b4) + b3(7200488236325520− 671253258170066b4−

502634302560b24) + 3(−4875861751839000 + 4845312485496600b4 − 566350290527703b24 +

5194770810112b34)) + b1(−239260407367059000 − 111696511680b32 + 1973830687296b33 +

b22(−327517111470061 + 1584694453056b3 − 502634302560b4) + 67856881088922960b4 −

3705420449176621b24 + 1507902907680b34 + 9b23(−80153067310243 + 55848255840b4) +

+ 6b3(4015296490510500− 298387706486341b4 + 2597385405056b24) +

+b2(20797486491665760+335089535040b23−2164867468370374b4+6b3(−95581438554591+

1513186002848b4))) ;

ideal i=g2,g3,g4,g5,g6;

// primdecSY(i);

// minAssChar(i);

minAssGTZ(i);

Coeficientes Focais do Teorema 4.1

Nesta seção vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0

e g5,5,0 do sistema (4.6) sob o conjunto dos parâmetros S22 e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais g6,6,0 e g7,7,0 vamos omitir boa parte das suas expressões.

g2,2,0 =
b1 + b3
λ

,

g3,3,0 =
1

4λ3(4 + 5λ2 + λ4)
(−2b2λ

2(b2 − 4λ+ b2λ
2 − λ3) + 2b21(8 + 9λ2 + λ4) + 2b23(8 +

+ 9λ2 + λ4)− b3λ2(116 + 153λ2 + 31λ4) + b1(4b3(8 + 11λ2 + 3λ4)− λ2(92 +

+ 139λ2 + 29λ4))),

g4,4,0 =
1

8λ5(9 + λ2)(4 + 5λ2 + λ4)2
(−2b31(1 + λ2)2(−1440− 628λ2 + 65λ4 + 40λ6+
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+ 3λ8)− 2b33(1 + λ2)2(−1440− 628λ2 + 65λ4 + 40λ6 + 3λ8) + 2b23λ
2(−8640−

− 13332λ2 − 5209λ4 − 240λ6 + 147λ8 + 14λ10) + 2b2λ
4(4 + 5λ2 + λ4)(−25λ(36 +

+ 13λ2 + λ4) + 3b2(34 + 67λ2 + 7λ4)) + b3λ
2(9 + λ2)(−2b22(1 + λ2)2(28 + 23λ2 +

+ 3λ4) + 2λ2(4 + λ2)2(313 + 651λ2 + 338λ4) + b2λ(448 + 1348λ2 + 1245λ4 +

+ 430λ6 + 49λ8)) + 2b21(b3(1 + λ2)2(4320 + 2892λ2 + 745λ4 + 80λ6 + 3λ8) +

+ λ2(−6912− 9180λ2 − 1871λ4 + 1234λ6 + 437λ8 + 32λ10)) + b1(2b
2
3(1 +

+ λ2)2(4320 + 2892λ2 + 745λ4 + 80λ6 + 3λ8)− 4b3λ
2(7776 + 12072λ2 +

+ 6168λ4 + 1885λ6 + 320λ8 + 19λ10) + λ2(9 + λ2)(−2b22(1 + λ2)2(28 + 23λ2 +

+ 3λ4) + 2λ2(4 + λ2)2(242 + 555λ2 + 313λ4) + b2λ(448 + 1348λ2 + 1245λ4 +

+ 430λ6 + 49λ8)))),

g5,5,0 =
1

(576λ7(9 + λ2)2(4 + 5λ2 + λ4)3(16 + 65λ2 + 4λ4))
(6b41(9 + 10λ2 +

+ λ4)2(999424 + 5587968λ2 + 7016448λ4 + 2728592λ6 + 432312λ8 + 14763λ10 −

− 209λ12 + 12λ14) + 6b43(9 + 10λ2 + λ4)2(999424 + 5587968λ2 + 7016448λ4 +

+ 2728592λ6 + 432312λ8 + 14763λ10 − 209λ12 + 12λ14) + 2b33λ
2(−1495977984−

− 11713248000λ2 − 28207101024λ4 − 11853917696λ6 + 38982656006λ8 +

+ 58857404071λ10 + 35416113368λ12 + 11276574397λ14 + 2032882055λ16 +

+ 205934164λ18 + 10807919λ20 + 225724λ22) + 6b2λ
4(9 + 37λ2 + 4λ4)(9243λ3(1 +

+ λ2)2(4 + λ2)3(144 + 25λ2 + λ4) + 3b32(1 + λ2)3(11520 + 17264λ2 + 5016λ4 +

+ 513λ6 + 17λ8)− 3b2λ
2(4 + λ2)2(115512 + 515372λ2 + 798953λ4 + 448887λ6 +

+ 60659λ8 + 2225λ10)− b22λ(470016 + 2243136λ2 + 4148888λ4 + 3586222λ6 +

+ 1475375λ8 + 289112λ10 + 24931λ12 + 740λ14)) + 6b23λ
2(9 + λ2)(6b22(1 + λ2)2(−

− 331776− 1944576λ2 − 2752272λ4 − 1181032λ6 − 208863λ8 − 11418λ10 +

+ 401λ12 + 36λ14)− λ2(4 + λ2)2(−14719104− 84430272λ2 − 105931130λ4 −

− 4038433λ6 + 47488057λ8 + 17237209λ10 + 1916957λ12 + 64036λ14) +

+ b2λ(12165120 + 98631168λ2 + 289307328λ4 + 433795240λ6 + 348072282λ8 +

+ 149902641λ10 + 35761304λ12 + 4674189λ14 + 305076λ16 + 7552λ18))− b3λ4(4 +

+ λ2)(27λ2(36 + 49λ2 + 14λ4 + λ6)2(425680 + 2187869λ2 + 1969255λ4 +

+ 114636λ6)− 2b22(68045184 + 523217304λ2 + 1378888510λ4 + 1828777429λ6 +

+ 1370141454λ8 + 582748817λ10 + 132622691λ12 + 15868578λ14 + 935461λ16+
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+ 21172λ18) + 12b2λ(85390848 + 703955808λ2 + 2051026976λ4 + 2899268926λ6 +

+ 2187259365λ8 + 903629320λ10 + 204597986λ12 + 24732174λ14 + 1478705λ16 +

+ 33892λ18)) + 2b31(−12b3(1 + λ2)3(9 + λ2)2(−999424− 4809728λ2 − 3478528λ4 −

− 943600λ6 − 87896λ8 + 467λ10 + 204λ12) + λ2(−1191407616− 9666978048λ2 −

− 26493009696λ4 − 25695320384λ6 + 260508194λ8 + 16969528933λ10 +

+ 12452495468λ12 + 4228388899λ14 + 782202065λ16 + 80076400λ18 + 4218605λ20 +

+ 88180λ22)) + 2b21(18b23(9 + 10λ2 + λ4)2(999424 + 5882880λ2 + 8722432λ4 +

+ 5052048λ6 + 1346104λ8 + 183019λ10 + 11375λ12 + 268λ14) + b3λ
2(−3878793216−

− 32073221376λ2 − 89271245088λ4 − 85475664448λ6 + 8079201586λ8 +

+ 66687037973λ10 + 47072440264λ12 + 15693159287λ14 + 2871638197λ16 +

+ 292087388λ18 + 15330637λ20 + 319796λ22) + 3λ2(9 + λ2)(6b22(1 + λ2)2(−331776−

− 1944576λ2 − 2752272λ4 − 1181032λ6 − 208863λ8 − 11418λ10 + 401λ12 + 36λ14)−

− λ2(4 + λ2)2(−11263104− 60926208λ2 − 54240490λ4 + 58100047λ6 + 92740409λ8 +

+ 34660745λ10 + 4036525λ12 + 138596λ14) + b2λ(12165120 + 98631168λ2 +

+ 289307328λ4 + 433795240λ6 + 348072282λ8 + 149902641λ10 + 35761304λ12 +

+ 4674189λ14 + 305076λ16 + 7552λ18)))− b1(24b33(1 + λ2)3(9 + λ2)2(−999424−

− 4809728λ2 − 3478528λ4 − 943600λ6 − 87896λ8 + 467λ10 + 204λ12)− 2b23λ
2(−

− 4183363584− 34182196992λ2 − 91550869344λ4 − 73558241152λ6 +

+ 43449827302λ8 + 105446964095λ10 + 68480175316λ12 + 22328579369λ14 +

+ 4063578163λ16 + 413503040λ18 + 21753847λ20 + 454940λ22) + 12b3λ
2(9 +

+ λ2)(6b22(1 + λ2)2(331776 + 1967616λ2 + 2902000λ4 + 1455864λ6 + 398161λ8 +

+ 56710λ10 + 3873λ12 + 100λ14) + 3λ2(4 + λ2)2(−4309632− 24161472λ2 −

− 27663266λ4 + 3770139λ6 + 15778805λ8 + 4735597λ10 + 475593λ12 + 14996λ14)−

− b2λ(12165120 + 99571200λ2 + 297553728λ4 + 460038104λ6 + 388435830λ8 +

+ 181543167λ10 + 48142528λ12 + 7036947λ14 + 506004λ16 + 13472λ18)) + λ4(4 +

+ λ2)(27λ2(36 + 49λ2 + 14λ4 + λ6)2(333616 + 1780995λ2 + 1812729λ4 + 106420λ6)−

− 2b22(64126080 + 488851272λ2 + 1267231306λ4 + 1647221599λ6 + 1220033598λ8 +

+ 523033103λ10 + 121753781λ12 + 14914554λ14 + 896335λ16 + 20572λ18) +

+ 12b2λ(80165376 + 645734304λ2 + 1840569824λ4 + 2611537954λ6 + 1999817007λ8+
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+ 839128360λ10 + 192315878λ12 + 23443314λ14 + 1409555λ16 + 32428λ18)))),

g6,6,0 = (1/(2304λ9(9 + λ2)3(4 + 5λ2 + λ4)4(16 + 65λ2 + 4λ4)2(900 + 10561λ2 +

+ 23146λ4 + 9009λ6 + 324λ8)))(4b51(1 + 4λ2)2(9 + 10λ2 + λ4)3(1961518694400 +

+ 26664980709376λ2 + 95415622590464λ4 + 139402527201280λ6 + · · · .

g7,7,0 = (1/460800λ11(9 + λ2)4(4 + 5λ2 + λ4)5(16 + 65λ2 + 4λ4)3(900 + 10561λ2 +

+ 23146λ4 + 9009λ6 + 324λ8)2(14400 + 241204λ2 + 174449λ4 + 25396λ6 +

+ 576λ8))(−40b61(1 + λ2)3(9 + λ2)4(225 + 3034λ2 + 9521λ4 + 3976λ6 + · · ·

Coeficientes Focais do Teorema 4.5

Nesta seção vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0

e g6,6,0 do sistema (4.22) sob o conjunto dos parâmetros S2 e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais g7,7,0, g8,8,0 e g9,9,0 vamos omitir boa parte das suas expressões.

g2,2,0 = a1 + a4,

g3,3,0 =
1

8
(3b1 + b2 + b3 + 3b4),

g4,4,0 =
1

80
(−60a13 + 60a12a4 − 60a22a4 − 60a34 + 41a4b1 + 23a6b

2
1 − 8a4b2 + 3a6b

2
2 +

+ 9a4b3 + 14a6b1b3 + 3a6b
2
3 − a2(18b1 + b2 + 2b3 − 11b4)− 12a4b4 + 14a6b2b4 +

+ 23a6b
2
4 + a1(−60a22 + 60a24 + 49b1 + 8b2 + 21b3 + 12b4)),

g5,5,0 =
1

1280
(1127a24b1 + 147b21 + 270a4a6b

2
1 − 763a24b2 + 54b1b2 − 236a4a6b1b2 − 15b22 +

+ 2a4a6b
2
2 − 15a24b3 + 90b1b3 + 196a4a6b1b3 − 6b2b3 − 116a4a6b2b3 + 3b23 +

+ 14a4a6b
2
3 − 3053a24b4 + 378b1b4 − 372a4a6b1b4 − 66b2b4 + 92a4a6b2b4 + 54b3b4 −

− 236a4a6b3b4 − 159b24 + 66a4a6b
2
4 + a12(−233b1 − 123b2 + 385b3 + 307b4)−

− a22(399b1 + 165b2 + 169b3 + 451b4)− 2a2(a4(649b1 + 193b2 + 351b3 + 47b4) +

+ a6(177b21 − b22 + 14b2b3 + b23 − 62b2b4 + 34b3b4 − 177b24 + b1(34b2 + 62b3 +

+ 78b4))) + 2a1(a4(1353b1 − 157b2 + 415b3 − 427b4)− a2(671b1 + 247b2 +

+ 329b3 − 7b4) + a6(33b21 + 7b22 + 58b2b3 + b23 + 98b2b4 + 118b3b4 + 135b24 +

+ 2b1(59b2 + 23b3 + 93b4)))),
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g6,6,0 =
1

332800
(1638000a15 + 78000a14a4 + 390000a42a4 + 1638000a54 + 142066a34b1 +

+ 188281a4b
2
1 − 121164a24a6b

2
1 + 22191a6b

3
1 + 30852a34b2 − 76739a4b1b2 +

+ 20020a24a6b1b2 − 18473a6b
2
1b2 − 46772a4b

2
2 − 44984a24a6b

2
2 − 4329a6b1b

2
2 +

+ 507a6b
3
2 + 118194a34b3 + 47992a4b1b3 − 188752a24a6b1b3 + 42575a6b

2
1b3 −

− 71123a4b2b3 − 4420a24a6b2b3 − 31174a6b1b2b3 − 3003a6b
2
2b3 − 19953a4b

2
3 −

− 64484a24a6b
2
3 + 16757a6b1b

2
3 − 10673a6b2b

2
3 + 1677a6b

3
3 + 2a13(1014000a22 −

− 858000a24 − 390937b1 − 266404b2 − 123993b3 − 589256b4) + 10a32(10269b1 +

+ 616b2 + 1223b3 − 6362b4)− 181132a34b4 + 5889a4b1b4 + 216060a24a6b1b4 +

+ 45201a6b
2
1b4 − 292166a4b2b4 − 373352a24a6b2b4 + 21138a6b1b2b4 + 3887a6b

2
2b4 −

− 134667a4b3b4 + 38740a24a6b3b4 − 26442a6b1b3b4 − 2314a6b2b3b4 − 20839a6b
2
3b4 −

− 590822a4b
2
4 − 850464a24a6b

2
4 + 64311a6b1b

2
4 − 11375a6b2b

2
4 + 7397a6b3b

2
4 −

− 55419a6b
3
4 + 2a22(1014000a34 + a4(−117363b1 + 51904b2 − 46307b3 + 86156b4)−

− 5a6(8609b21 − 936b1b2 + 1797b22 + 7274b1b3 + 1797b23 + 7274b2b4 + 936b3b4 +

+ 8609b24)) + 2a12(1482000a22a4 − 858000a34 + a2(354323b1 − 101024b2 +

+ 35937b3 − 221506b4)− a4(25893b1 + 470966b2 − 10683b3 + 1408054b4)−

− 2a6(212616b21 + 9685b1b2 + 16121b22 + 93338b1b3 − 1105b2b3 + 11246b23 +

+ 54015b1b4 + 47188b2b4 + 5005b3b4 + 30291b24)) + a2(−160176b21 − 80769b1b2 −

− 10689b22 − 135246b1b3 − 36257b2b3 − 29058b23 + 2a24(317767b1 − 38416b2 +

+ 72493b3 − 284114b4)− 95589b1b4 − 29348b2b4 − 59865b3b4 − 7803b24 +

+ 130a4a6(231b21 − 111b22 − 1010b2b3 + 183b23 − 482b2b4 − 2182b3b4 − 447b24 −

− 2b1(779b2 − 313b3 + 1065b4)))a1(390000a42 + 78000a44 + 112097b21 − 33085b1b2 −

− 31618b22 + 108788b1b3 − 38701b2b3 − 405b23 + 2a24(345797b1 − 370056b2 +

+ 54213b3 − 1188124b4) + 323583b1b4 − 103918b2b4 + 24843b3b4 − 245104b24 +

+ 2a22(1482000a24 − 139933b1 + 6674b2 − 81197b3 + 16466b4)− 4a4a6(126397b21 −

− 4680b1b2 + 19537b22 + 88066b1b3 + 19537b23 + 88066b2b4 + 4680b3b4 +

+ 126397b24) + 10a2(2a4(46671b1 − 15176b2 + 8397b3 − 37838b4) + 13a6(447b21 −

− 2182b1b2 − 183b22 + 482b1b3 − 1010b2b3 + 111b23 − 2130b1b4 − 626b2b4 −

− 1558b3b4 − 231b24)))),
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g7,7,0 =
1

173056000
(−1718581962a44b1 + 612301918a24b

2
1 − 1648064952a34a6b

2
1 +

+ 3407625b31 + 38176450a4a6b
3
1 − 10308324a26b

4
1 + 1030836226a44b2 − · · · ,

g8,8,0 =
1

404951040000
(−29426178600000a17 − 29260085400000a16a4 −

− 1273381200000a62a4 − 29426178600000a74 − 21966530580408a54b1 + · · · ,

g9,9,0 =
1

17898835968000000
(56362628731722195a64b1 − 979830416799143105a44b

2
1 −

− 1684999402889094030a54a6b
2
1 + 280802408769950145a24b

3
1 − · · · ,

Coeficientes Focais do Teorema 4.6 sob o conjunto dos

parâmetros S21

Nesta seção vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0,

g6,6,0 e g7,7,0 do sistema (4.25) sob o conjunto dos parâmetros S21.

g3,3,0 =
1

40
(b2(−3b23 − 2b3b5 + 3b25) + 2b4(b

2
3 − 6b3b5 − b25 + 4b4(−2 + b6)) + 2b22(−2 +

+ b6))

g4,4,0 = − 1

400
(b23 + b25)(5b2(b

2
3 + 2b3b5 − b25) + 2b4(−5b23 + 10b3b5 + 5b25 + b4(42−

− 20b6)) + b22(21− 10b6))

g5,5,0 =
1

1632000
(12b42(6866− 2249b6 − 1158b26 + 283b36) + b32(b

2
3(21133 + 59064b6 −

− 19188b26)− 2b3b5(−79021 + 22272b6 + 3396b26) + b25(−21133− 59064b6 +

+ 19188b26)) + 2b4(2475b63 − 3150b53b5 − 2475b65 + 6b4b
4
5(1976 + 1933b6)−

− 4b24b
2
5(−79021 + 22272b6 + 3396b26) + 96b34(6866− 2249b6 − 1158b26 + 283b36)−

− 36b33b5(175b25 + 26b4(122 + 41b6)) + 3b43(825b25 + b4(3952 + 3866b6)) +

+ 2b3b5(−1575b45 + 468b4b
2
5(122 + 41b6) + b24(84532 + 236256b6 − 76752b26)) +

+ b23(−2475b45 + 12b4b
2
5(−14448 + 10961b6) + 4b24(−79021 + 22272b6 + 3396b26))) +

+ b22(468b33b5(122 + 41b6) + 3b43(−6236 + 6447b6) + 3b45(−6236 + 6447b6)−

− 2b4b
2
5(−79021 + 22272b6 + 3396b26) + 96b24(6866− 2249b6 − 1158b26 + 283b36) +

+ 2b23(3b
2
5(10188− 2581b6) + b4(−79021 + 22272b6 + 3396b26))− 4b3b5(117b25(122

+ 41b6) + b4(−21133− 59064b6 + 19188b26)))− b2(1575b63 + 4950b53b5+
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+ 12b33b5(825b25 + b4(16424− 9028b6)) + 9b43(175b25 + 52b4(122 + 41b6)) + b25(−

− 1575b45 + 468b4b
2
5(122 + 41b6) + b24(84532 + 236256b6 − 76752b26)) +

+ 2b3b5(2475b45 + 24b4b
2
5(−4106 + 2257b6) + 4b24(−79021 + 22272b6 + 3396b26)) +

+ b23(−1575b45 − 2808b4b
2
5(122 + 41b6) + 4b24(−21133− 59064b6 + 19188b26))))

g6,6,0 =
1

424320000
(b23 + b25)(4b

4
2(7057310 + b6(−28369 + 6b6(−414163 + 64530b6))) +

+ b32(b
2
3(13928391 + 2(6365339− 1667160b6)b6) + 2b3b5(15774687 + 2(371743−

+ 774360b6)b6) + b25(−13928391 + 2b6(−6365339 + 1667160b6))) + 8b4(9975b63 −

− 9450b53b5 − 9975b65 + 5b4b
4
5(201749 + 46698b6) + b24b

2
5(15774687 + 2(371743−

− 774360b6)b6)− 20b33b5(945b25 + 2b4(58384 + 41679b6)) + 5b43(1995b25 +

+ b4(201749 + 46698b6)) + 2b3b5(−4725b45 + 20b4b
2
5(58384 + 41679b6) +

+ b24(13928391 + 2(6365339− 1667160b6)b6)) + 8b34(7057310 + b6(−28369 + 6b6(−

− 414163 + 64530b6))) + b23(−9975b45 + 10b4b
2
5(−460355 + 219714b6) + b24(−

− 15774687 + 2b6(−371743 + 774360b6)))) + 2b22(40b33b5(58384 + 41679b6) +

+ 15b43(−43101 + 44402b6) + 15b45(−43101 + 44402b6) + b4b
2
5(15774687 +

+ 2(371743− 774360b6)b6) + 16b24(7057310 + b6(−28369 + 6b6(−414163 +

+ 64530b6))) + b23(10b25(532801− 39810b6) + b4(−15774687 + 2b6(−371743 +

+ 774360b6)))− 2b3b5(20b25(58384 + 41679b6) + b4(−13928391 + 2b6(−6365339 +

+ 1667160b6)))) + 4b2(−4725b63 − 19950b53b5 − 20b33b5(1995b25 + b4(331052−

− 86508b6))− 5b43(945b25 + 4b4(58384 + 41679b6)) + b23(4725b45 + 120b4b
2
5(58384 +

+ 41679b6) + b24(13928391 + 2(6365339− 1667160b6)b6)) + 2b3b5(−9975b45 +

+ 40b4b
2
5(82763− 21627b6) + b24(15774687 + 2(371743− 774360b6)b6)) +

+ b25(4725b45 − 20b4b
2
5(58384 + 41679b6) + b24(−13928391 + 2b6(−6365339 +

+ 1667160b6))))),

g7,7,0 =
1

32027673600000
(36b62(−58080591968 + 16336960872b6 + 13973377846b26 −

− 2576416797b36 − 842838646b46 + 112809736b56)− 2b52(b
2
5(126373351565−

− 1071812557984b6 + 95272016559b26 + 171367494966b36 − 22760600616b46) +

+ 2b3b5(813184034135− 142229113672b6 − 215503758753b26 + 61843271598b36 +

+ 3045862872b46) + b23(−126373351565 + 1071812557984b6 − 95272016559b26 −

− 171367494966b36 + 22760600616b46)) + 2b42(8b
3
3b5(−994835392− 99423808629b6+
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+ 26891713728b26 + 5690150154b36) + b43(1473055789035− 417668659106b6 −

− 411275903742b26 + 67675575924b36) + b45(1473055789035− 417668659106b6 −

− 411275903742b26 + 67675575924b36)− 2b4b
2
5(813184034135− 142229113672b6 −

− 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46) + 216b24(−58080591968 +

+ 16336960872b6 + 13973377846b26 − 2576416797b36 − 842838646b46 +

+ 112809736b56) + 4b3b5(2b
2
5(994835392 + 99423808629b6 − 26891713728b26 −

− 5690150154b36) + b4(126373351565− 1071812557984b6 + 95272016559b26 +

+ 171367494966b36 − 22760600616b46)) + 2b23(b
2
5(−669677297617 +

+ 356087292370b6 + 140794926426b26 − 18412571052b36) + b4(813184034135−

− 142229113672b6 − 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46)))−

− b32(2b
5
3b5(−686859550277 + 52799777172b6 + 90784146924b26) + b63(−

− 814809241967− 394687837008b6 + 103909797324b26) + b43(5b
2
5(185360923613 +

+ 86053050720b6 − 5767404228b26) + 16b4(−994835392− 99423808629b6 +

+ 26891713728b26 + 5690150154b36))− 4b33b5(5b
2
5(25227732673 +

+ 48846424500b6 − 533084940b26) + 8b4(535683271663− 193438987869b6 −

− 138017707542b26 + 21522036744b36)) + 2b3b5(b
4
5(−686859550277 +

+ 52799777172b6 + 90784146924b26) + 16b4b
2
5(535683271663− 193438987869b6 −

− 138017707542b26 + 21522036744b36) + 16b24(813184034135− 142229113672b6 −

− 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46)) + b25(b
4
5(814809241967 +

+ 394687837008b6 − 103909797324b26) + 16b4b
2
5(−994835392− 99423808629b6 +

+ 26891713728b26 + 5690150154b36)− 16b24(−126373351565 + 1071812557984b6 −

− 95272016559b26 − 171367494966b36 + 22760600616b46)) + b23(5b
4
5(−185360923613−

− 86053050720b6 + 5767404228b26)− 96b4b
2
5(−994835392− 99423808629b6 +

+ 26891713728b26 + 5690150154b36) + 16b24(−126373351565 + 1071812557984b6 −

− 95272016559b26 − 171367494966b36 + 22760600616b46))) + 2b22(2700b73b5(8380343 +

+ 10989406b6) + 675b83(−14523577 + 11426372b6) + 675b85(−14523577 + 11426372b6)

+ b4b
6
5(686859550277− 52799777172b6 − 90784146924b26) + 8b24b

4
5(937372517372−

− 224229671237b6 − 273258196200b26 + 46153539180b36)− 16b34b
2
5(813184034135−

− 142229113672b6 − 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46) + 864b44(−



Apêndice A- Algoritmos e Coeficientes Focais 121

− 58080591968 + 16336960872b6 + 13973377846b26 − 2576416797b36 − 842838646b46 +

+ 112809736b56) + 2b53b5(1350b25(8380343 + 10989406b6) + b4(1685616171983 +

+ 807164382312b6 − 170283206556b26))− 20b33b
3
5(135b25(8380343 + 10989406b6) +

+ b4(185360923613 + 86053050720b6 − 5767404228b26)) + b63(2700b25(27213647 +

+ 8731280b6) + b4(−686859550277 + 52799777172b6 + 90784146924b26)) +

+ b43(12150b45(13708685 + 2610972b6)− 5b4b
2
5(−535493154239 + 345878324172b6 +

+ 87585637284b26) + 8b24(937372517372− 224229671237b6 − 273258196200b26 +

+ 46153539180b36)) + b23(2700b65(27213647 + 8731280b6) + 5b4b
4
5(−535493154239 +

+ 345878324172b6 + 87585637284b26) + 16b24b
2
5(937372517372− 224229671237b6 −

− 273258196200b26 + 46153539180b36) + 16b34(813184034135− 142229113672b6 −

− 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46)) + 2b3b5(−1350b65(8380343 +

+ 10989406b6) + b4b
4
5(1685616171983 + 807164382312b6 − 170283206556b26)− 16b34(−

− 126373351565 + 1071812557984b6 − 95272016559b26 − 171367494966b36 +

+ 22760600616b46))) + 4b4(58235625b103 − 44178750b93b5 − 58235625b105 +

+ 1350b4b
8
5(27213647 + 8731280b6) + 2b24b

6
5(406499106821 + 95716172664b6 −

− 46724785812b26) + 8b34b
4
5(401689245709− 30790683368b6 − 135240488658b26 +

+ 24631502436b36)− 16b44b
2
5(813184034135− 142229113672b6 − 215503758753b26 +

+ 61843271598b36 + 3045862872b46) + 576b54(−58080591968 + 16336960872b6 +

+ 13973377846b26 − 2576416797b36 − 842838646b46 + 112809736b56) + 675b83(258825b25 +

+ 2b4(27213647 + 8731280b6))− 5400b73b5(32725b25 + b4(8380343 + 10989406b6)) +

+ 2b63(58235625b45 + 2700b4b
2
5(−14523577 + 11426372b6) + b24(−406499106821−

− 95716172664b6 + 46724785812b26))− 4b53b5(66268125b45 + 1350b4b
2
5(8380343 +

+ 10989406b6) + b24(−379405776959− 188449564356b6 + 70723092708b26))−

− 8b33b5(22089375b65 − 675b4b
4
5(8380343 + 10989406b6) + 5b24b

2
5(−250042541395−

− 120185221932b6 + 27419300388b26) + 8b34(−994835392− 99423808629b6 +

+ 26891713728b26 + 5690150154b36)) + 2b43(−58235625b65 + 4050b4b
4
5(−28435985 +

+ 12324736b6) + 5b24b
2
5(−305588176129 + 99669525336b6 + 44592446052b26) +

+ 4b34(401689245709− 30790683368b6 − 135240488658b26 + 24631502436b36)) + b23(−

− 174706875b85 + 5400b4b
6
5(−14523577 + 11426372b6)− 10b24b

4
5(−305588176129+
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+ 99669525336b6 + 44592446052b26) + 16b34b
2
5(2544422332361− 804546634844b6 −

− 687311318826b26 + 110719649412b36) + 16b44(813184034135− 142229113672b6 −

− 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46)) + 2b3b5(−22089375b85 +

+ 2700b4b
6
5(8380343 + 10989406b6) + 2b24b

4
5(379405776959 + 188449564356b6 −

− 70723092708b26) + 32b34b
2
5(−994835392− 99423808629b6 + 26891713728b26 +

+ 5690150154b36)− 16b44(−126373351565 + 1071812557984b6 − 95272016559b26 −

− 171367494966b36 + 22760600616b46)))− 2b2(22089375b103 + 116471250b93b5 +

+ 5400b73b5(86275b25 + b4(41737224− 2695092b6)) + 675b83(98175b25 + 4b4(8380343 +

+ 10989406b6))− 4b53b5(−174706875b45 + 16200b4b
2
5(−3478102 + 224591b6) +

+ b24(−154221780091 + 392748072336b6 + 41393936412b26)) + 2b63(22089375b45 −

− 5400b4b
2
5(8380343 + 10989406b6) + b24(−379405776959− 188449564356b6 +

+ 70723092708b26)) + 2b43(−22089375b65 − 13500b4b
4
5(8380343 + 10989406b6) + 5b24b

2
5(−

− 1120849471411− 532661767236b6 + 93792709620b26) + 16b34(−994835392−

− 99423808629b6 + 26891713728b26 + 5690150154b36)) + 8b33b5(58235625b65 +

+ 8100b4b
4
5(−3478102 + 224591b6) + 5b24b

2
5(−305588176129 + 99669525336b6 +

+ 44592446052b26)− 8b34(535683271663− 193438987869b6 − 138017707542b26 +

+ 21522036744b36)) + 2b3b5(58235625b85 + 32400b4b
6
5(−3478102 + 224591b6)−

− 2b24b
4
5(−154221780091 + 392748072336b6 + 41393936412b26) + 32b34b

2
5(535683271663

− 193438987869b6 − 138017707542b26 + 21522036744b36) + 16b44(813184034135−

− 142229113672b6 − 215503758753b26 + 61843271598b36 + 3045862872b46)) + b25(−

− 22089375b85 + 2700b4b
6
5(8380343 + 10989406b6) + 2b24b

4
5(379405776959 +

+ 188449564356b6 − 70723092708b26) + 32b34b
2
5(−994835392− 99423808629b6 +

+ 26891713728b26 + 5690150154b36)− 16b44(−126373351565 + 1071812557984b6 −

− 95272016559b26 − 171367494966b36 + 22760600616b46)) + b23(−66268125b85 −

− 10800b4b
6
5(8380343 + 10989406b6) + 10b24b

4
5(1120849471411 + 532661767236b6 −

− 93792709620b26)− 192b34b
2
5(−994835392− 99423808629b6 + 26891713728b26 +

+ 5690150154b36) + 16b44(−126373351565 +

+ 1071812557984b6 − 95272016559b26 − 171367494966b36 + 22760600616b46)))).
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Coeficientes Focais do Teorema 4.6 sob o conjunto dos

parâmetros S22

Nesta seção vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais g3,3,0, g4,4,0, g5,5,0

e g6,6,0 do sistema (4.25) sob o conjunto dos parâmetros S22 e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais g7,7,0, g8,8,0, g9,9,0, g10,10,0 e g11,11,0 vamos omitir boa parte das suas

expressões.

g3,3,0 =
1

40
(b2(−10− 3b23 + b3(13− 2b5) + 11b5 + 3b25) + 2b4(20 + b23 + 13b5 − b25 −

− b3(11 + 6b5) + 4b4(−2 + b6)) + 2b22(−2 + b6))

g4,4,0 =
1

400
(b2(1250− 5b43 − 10b33(−3 + b5)− 1325b5 − 203b25 + 61b35 + 5b45 + b23(320 +

+ 39b5)− b3(1595− 211b5 + 44b25 + 10b35)) + b22(324 + b3(100− 47b6)− 166b6 +

+ b23(−21 + 10b6) + b25(−21 + 10b6) + b5(−91 + 45b6)) + 2b4(−2400 + 5b43 −

+ 1355b5 + 251b25 − 7b35 − 5b45 − 10b33(5 + b5) + b3(1155 + 523b5 − 72b25 − 10b35 +

+ b4(200− 94b6)) + b23(40 + 67b5 + b4(−42 + 20b6)) + 2b4(324− 166b6 + b25(−

− 21 + 10b6) + b5(−91 + 45b6))))

g5,5,0 =
1

1632000
(12b42(6866− 2249b6 − 1158b26 + 283b36)− b32(−1223842 + 431764b6 +

+ 38016b26 + b5(40821 + 261942b6 − 83916b26) + b25(21133 + 59064b6 − 19188b26) +

+ b23(−21133− 59064b6 + 19188b26) + b3(492363 + 71026b6 − 90948b26 + 2b5(−

− 79021 + 22272b6 + 3396b26))) + b22(3b
4
3(−6236 + 6447b6) + 96b24(6866− 2249b6 −

− 1158b26 + 283b36) + 3b33(−70457− 54285b6 + 156b5(122 + 41b6)) + 3(−4854020 +

+ 3078580b6 + b45(−6236 + 6447b6) + b35(−90289 + 63395b6)− b25(20473 +

+ 102932b6)− 2b5(−523841 + 543299b6))− 2b4(921974 + 119872b6 − 186432b26 +

+ b5(492363 + 71026b6 − 90948b26) + b25(−79021 + 22272b6 + 3396b26)) + b23(2b4(−

− 79021 + 22272b6 + 3396b26)− 3(−1253813 + 115652b6 + b25(−20376 + 5162b6) +

+ 5b5(29553 + 10045b6))) + b3(−3(4260740− 1099150b6 + 156b35(122 + 41b6) +

+ b25(−45011 + 1825b6)− 2b5(342161 + 46018b6)) + b4(81642 + 523884b6 −

− 167832b26 + b5(84532 + 236256b6 − 76752b26))))− b2(1575b63 + 2475b53(−5 +

+ 2b5)− 3(−26188500 + 27530350b5 + 3541710b25 − 1349721b35 − 38203b45+
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+ 12415b55 + 525b65) + 3b43(−119925− 7835b5 + 525b25 + 156b4(122 + 41b6)) +

+ 12b4(1700(811 + 38b6) + 39b45(122 + 41b6)− 30b5(−20158 + 4775b6)−

− b35(28867 + 13115b6)− 3b25(89517 + 43582b6))− 4b24(1223842− 431764b6 −

− 38016b26 + b25(−21133− 59064b6 + 19188b26) + 3b5(−13607− 87314b6 +

+ 27972b26))− 3b33(−5(155085− 49524b5 + 3850b25 + 660b35) + 4b4(14369 +

+ 28405b6 + 4b5(−4106 + 2257b6))) + b23(−3(−6415350− 988325b5 + 111138b25 +

+ 20250b35 + 525b45) + 4b24(−21133− 59064b6 + 19188b26)− 36b4(−89517−

− 43582b6 + 78b25(122 + 41b6)− b5(28867 + 13115b6))) + b3(3(−33255750 +

+ 4276480b5 − 944947b25 − 157612b35 + 23375b45 + 1650b55) + 12b4(4b
3
5(−

− 4106 + 2257b6)− 10(130053 + 19625b6) + b5(−749786 + 24744b6) + b25(43107 +

+ 85215b6)) + 4b24(492363 + 71026b6 − 90948b26 + 2b5(−79021 + 22272b6 +

+ 3396b26)))) + 2b4(2475b63 − 225b53(135 + 14b5) + 3(49776000 + 27171450b5 −

− 5591700b25 + 303627b35 + 119441b45 − 9625b55 − 825b65) + 96b34(6866− 2249b6 −

− 1158b26 + 283b36) + 3b43(25(−3327 + 715b5 + 33b25) + b4(3952 + 3866b6)) +

+ 6b4(−4541220 + b5(3648742− 694098b6) + b25(729313− 127676b6) +

+ 3387980b6 + b45(1976 + 1933b6) + b35(−119027 + 6585b6))− 4b24(921974 +

+ 119872b6 − 186432b26 + b5(492363 + 71026b6 − 90948b26) + b25(−79021 +

+ 22272b6 + 3396b26))− 3b33(5(−239625− 28684b5 + 4966b25 + 420b35) +

+ 2b4(12723 + 28055b6 + 156b5(122 + 41b6))) + b23(−3(1567500 + 1416745b5 −

− 126274b25 − 8250b35 + 825b45) + 4b24(−79021 + 22272b6 + 3396b26) +

+ 6b4(504027− 90908b6 + b25(−28896 + 21922b6) + b5(−61551 + 120205b6)))−

− b3(69376950 + 30581100b5 − 4678563b25 − 518508b35 + 44115b45 +

+ 3150b55 − 6b4(−3051260 + 812650b6 + 156b35(122 + 41b6)− b25(128191 +

+ 80515b6)− 2b5(194941 + 215474b6)) + 4b24(−40821− 261942b6 +

+ 83916b26 + 2b5(−21133− 59064b6 + 19188b26)))))

g6,6,0 =
1

7213440000
(2b42(34b23(7057310− 28369b6 − 2484978b26 + 387180b36) +

+ 34b25(7057310− 28369b6 − 2484978b26 + 387180b36)− 34(132136537−

− 40461157b6 − 17855810b26 + 2368314b36)− 17b3(81821863− 45487459b6 −

− 4499822b26 + 3630906b36) + b5(−88854334 + 541225059b6 − 372586340b26+
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+ 62765622b36)) + b32(b5(13406557128 + 28375190324b6 − 8792862624b26) +

+ b25(9509106023 + 1186816193b6 − 510121224b26) + b43(236782647 +

+ 216421526b6 − 56683440b26) + 3400(−50518980 + 18297869b6 + 1227324b26) +

+ 17b45(−13928391− 12730678b6 + 3334320b26) + 3b35(−35845784−

− 703458293b6 + 196653028b26)− 17b33(2b5(−15774687− 743486b6 +

+ 1548720b26)− 3(−97091397 + 7333919b6 + 8889396b26)) + b23(17(1125373302−

− 851277109b6 + 58266432b26) + b5(−4477759326 + 757038505b6 +

+ 184752540b26)) + b3(136(337812354 + 111415357b6 − 68688702b26)−

− 34b35(−15774687− 743486b6 + 1548720b26)− 3b25(−116931145 +

+ 64797541b6 + 84309084b26 + b5(−15151056143 + 4108625008b6 +

+ 620728776b26)))− 2b2(160650b83 + 35700b73(−44 + 19b5)− 3(1215549172500−

− 1276031504750b5 − 159294600950b25 + 62047575965b35 + 1004522063b45 −

− 601801761b55 − 4702315b65 + 2043650b75 + 53550b85) + 5b63(105(−

− 175559− 7634b5 + 612b25) + 136b4(58384 + 41679b6)) + 4b4(b
3
5(2341199134−

− 30225678b6)− 1127100(325297 + 10562b6) + 170b65(58384 + 41679b6) + 6b55(−

− 7094128 + 5992157b6) + 170b5(−779003524 + 151865661b6)− b45(2584918679 +

+ 657505830b6) + 25b25(2865188345 + 824439702b6))− 2b24(b5(13406557128 +

+ 28375190324b6 − 8792862624b26) + b25(9509106023 + 1186816193b6 −

− 510121224b26) + 3400(−50518980 + 18297869b6 + 1227324b26) + 17b45(−

− 13928391− 12730678b6 + 3334320b26) + 3b35(−35845784− 703458293b6 +

+ 196653028b26))− 5b53(−15(10134125− 3953380b5 + 197892b25 + 27132b35) +

+ 68b4(2110579 + 1273203b6 + 8b5(−82763 + 21627b6))) + b43(−15(−

− 1124912015− 94768545b5 + 14344803b25 + 943110b35) + 34b24(−13928391−

− 12730678b6 + 3334320b26)− 4b4(850b25(58384 + 41679b6)− 85(18287968 +

+ 3301005b6)− 6b5(75687202 + 12500267b6))) + b33(15(−7442052005 +

+ 2353779610b5 − 212415730b25 − 28985184b35 + 2293080b45 + 135660b55) +

+ 4b4(510(−18636884 + 7608577b6) + 6b25(161793431 + 32611851b6) + b5(−

− 6699962323 + 1518578565b6)) + 34b24(2b5(−15774687− 743486b6 +

+ 1548720b26)− 3(−97091397 + 7333919b6 + 8889396b26))) + b3(3(1542140307750−
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− 197603997800b5 + 42958220195b25 + 6671309706b35 − 1205021119b45 −

− 46091420b55 + 5994500b65 + 226100b75) + 4b4(b5(192197228470− 4695778860b6) +

+ 680b55(−82763 + 21627b6) + 3b35(1436437283 + 55169235b6) + 170(2014745603 +

+ 209872473b6) + b45(−73764511 + 345440169b6)− 2b25(4457777918 +

+ 6590847789b6)) + 2b24(b5(15151056143− 4108625008b6 − 620728776b26) +

+ 34b35(−15774687− 743486b6 + 1548720b26) + 136(−337812354− 111415357b6 +

+ 68688702b26) + 3b25(−116931145 + 64797541b6 + 84309084b26)))−

− b23(3(295227595550 + 47209791625b5 − 6620830020b25 − 977939334b35 +

+ 36298875b45 + 5423250b55 + 107100b65) + 4b4(850b45(58384 + 41679b6) +

+ 12b35(20108281 + 21230526b6) + 255(202827343 + 88989986b6)−

− 3b25(1030441399 + 376920405b6) + 6b5(3826694549 + 1157403007b6)) +

+ 2b24(17(1125373302− 851277109b6 + 58266432b26) + b5(−4477759326 +

+ 757038505b6 + 184752540b26)))) + 2b22(527206777800− 29383341270b5 +

+ 40159892789b25 + 13170739958b35 − 23084128b45 − 194125774b55 −

− 10990755b65 − 418978448700b6 + 153387228330b5b6 + 9469898034b25b6 −

− 9328137510b35b6 − 14538810b45b6 + 203423526b55b6 + 11322510b65b6 +

+ 255b63(−43101 + 44402b6) + 85b53(−4899328− 1284243b6 + 8b5(58384 +

+ 41679b6)) + b43(85(56230391− 9722847b6) + 1105b25(72023 + 4122b6)−

− 2b5(455861317 + 114732747b6) + 17b4(−15774687− 743486b6 + 1548720b26)) +

+ b4(b5(55422339594 + 5362465542b6 − 6732271032b26)− 17b45(−

− 15774687− 743486b6 + 1548720b26) + 3b35(−766811302 + 29939541b6 +

+ 33405324b26)− 340(−402929589− 4138466b6 + 57322368b26) + b25(−

− 20499128371 + 2726026789b6 + 2017171608b26)) + 8b24(34b25(7057310−

− 28369b6 − 2484978b26 + 387180b36)− 34(132136537− 40461157b6 −

− 17855810b26 + 2368314b36) + b5(−88854334 + 541225059b6 − 372586340b26

+ 62765622b36)) + b33(b5(1393199581− 648112365b6) + b25(−9768872 +

+ 3587778b6) + 255(51995303 + 37456720b6)− 17b4(−134861667− 39804011b6 +

+ 22785636b26 + b5(−27856782− 25461356b6 + 6668640b26)))− b3(b25(6659122823

− 1371206844b6) + 680b55(58384 + 41679b6) + b45(246183808 + 252972423b6)+
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+ 20b5(7879752304 + 846323925b6)− b35(5514965177 + 859569255b6) + 170(−

− 4785283319 + 902733081b6) + 136b24(81821863− 45487459b6 − 4499822b26 +

+ 3630906b36) + b4(b5(−9622240111 + 15658527046b6 − 1500650568b26) +

+ 34b35(−13928391− 12730678b6 + 3334320b26)− 34(1261117678− 1444614641b6

+ 187673196b26) + b25(2077573635− 3544081571b6 + 792562356b26))) +

+ b23(1105b45(72023 + 4122b6)− 8b35(−14759488 + 8448597b6) + 45b25(−

− 138950557 + 11379779b6) + 85(−3132966047 + 129274566b6) +

+ b5(21990878518 + 8959774674b6) + 272b24(7057310− 28369b6 − 2484978b26 +

+ 387180b36) + b4(17(−314592484− 81329307b6 + 82143696b26) + b5(−7602888588

+ 658241115b6 + 806502420b26)))) + 4b4(339150b83 − 35700b73(142 +

+ 9b5)− 3(2306046600000 + 1251739788250b5 − 260666454900b25 +

+ 15778065735b35 + 5444178761b45 − 569128947b55 − 31669335b65 +

+ 2735450b75 + 113050b85) + 5b63(15(−1631745 + 151306b5 + 9044b25) +

+ 34b4(201749 + 46698b6)) + 2b4(85b65(201749 + 46698b6)− 790500(−

− 507198 + 600449b6)− 6b35(−5265184439 + 4469367b6)− 2b55(123471563 +

+ 11703843b6)− 6b45(263346239 + 86385705b6) + 10b5(−70520965529 +

+ 8723036391b6) + b25(−114939805661 + 18918727734b6)) + 2b24(b5(55422339594

+ 5362465542b6 − 6732271032b26)− 17b45(−15774687− 743486b6 + 1548720b26) +

+ 3b35(−766811302 + 29939541b6 + 33405324b26)− 340(−402929589− 4138466b6

+ 57322368b26) + b25(−20499128371 + 2726026789b6 + 2017171608b26)) +

+ 8b34(34b25(7057310− 28369b6 − 2484978b26 + 387180b36)− 34(132136537−

− 40461157b6 − 17855810b26 + 2368314b36) + b5(−88854334 + 541225059b6 −

− 372586340b26 + 62765622b36))− 5b53(15(−23752825− 1117392b5 + 231084b25 +

+ 12852b35) + 34b4(1977634 + 1054545b6 + 8b5(58384 + 41679b6))) +

+ b43(15(682202265− 188890125b5 + 565033b25 + 965970b35) + 34b24(−15774687−

− 743486b6 + 1548720b26) + 2b4(85b25(−718961 + 486126b6) + 85(9787523 +

+ 4163163b6) + 6b5(78442289 + 68246889b6)))− b33(15(11250216565 +

+ 1130018110b5 − 253349542b25 − 14170056b35 + 1296960b45 + 64260b55) +

+ 2b4(85(86590187− 30315528b6) + 2b25(579657334 + 200590869b6)+
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+ b5(2763826741 + 1016613255b6)) + 34b24(−134861667− 39804011b6 +

+ 22785636b26 + b5(−27856782− 25461356b6 + 6668640b26))) + b23(−3(−

− 78296517500− 64057376325b5 + 7130755780b25 + 264911022b35 − 75288125b45

+ 1688250b55 + 226100b65) + 272b34(7057310− 28369b6 − 2484978b26 +

+ 387180b36) + 2b4(85b45(−718961 + 486126b6) + 72b35(−13891857 +

+ 5939173b6) + 85(−435380653 + 129948354b6)− 3b25(−3420378731 +

+ 505838745b6)− 6b5(−6931625867 + 2643840619b6)) + 2b24(17(−314592484−

− 81329307b6 + 82143696b26) + b5(−7602888588 + 658241115b6 +

+ 806502420b26))) + b3(−3(−1064489531250− 469010735500b5 + 71478021645b25

+ 7650882558b35 − 770632237b45 − 42915480b55 + 2397500b65 + 107100b75)−

− 136b34(81821863− 45487459b6 − 4499822b26 + 3630906b36) + 2b4(680b55(58384 +

+ 41679b6) + b45(−338357962 + 54175443b6)− 1530(−316599719 + 68540591b6)

− b35(6885592337 + 2524294875b6) + 20b5(4455315805 + 3484019973b6) +

+ b25(23324641873 + 8224947852b6)) + 2b24(b
2
5(−2077573635 + 3544081571b6 −

− 792562356b26)− 34b35(−13928391− 12730678b6 + 3334320b26) +

+ 34(1261117678− 1444614641b6 + 187673196b26) + b5(9622240111−

− 15658527046b6 + 1500650568b26))))),

g7,7,0 =
1

7078115865600000
(7956b62(−58080591968 + 16336960872b6 + 13973377846b26

− 2576416797b36 − 842838646b46 + 112809736b56)− 442b52(b
2
5(126373351565− · · · ,

g8,8,0 =
1

167845484955732480000000
(884b62(629b23(−42967515540569425−

− 6913449013614809b6 + 20912649488894245b26 − 646053473416852b36 − · · · ,

g9,9,0 =
1

167167154212832382755328000000000
(3301602759000b82(

8908258139352632708− 3006665365169665930b6 − · · · ,

g10,10,0 =
1

723572340950212205974069043310796800000000000
(3144383580b82(

1258b23(115704614984226805360763659482100− · · · .

g11,11,0 =
1

603684811027612105035969541979910834174702076968960000000000000
(

535904118350853471765000b102 (− · · · .
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Coeficientes Focais do Teorema 4.8

Nesta seção vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais g2,2,0, g3,3,0, g4,4,0,

g5,5,0 e g6,6,0 do sistema (4.44) sob o conjunto dos parâmetros S2 e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais g7,7,0 e g8,8,0 vamos omitir boa parte das suas expressões.

g2,2,0 = a1(b1 + b4),

g3,3,0 =
1

20
a1(−b2 + b22(−2a1 + b6) + b21(18a1 + 11b6) + b4(7 + 18a1b4 + 11b4b6) +

+ b1(13 + 44a1b4 + 18b4b6)),

g4,4,0 =
1

200
(5a3(b1 + b4)(13b21 + 3b22 + 14b1b4 + 13b24) + 4a31(b1 + b4)(98b21 −

− 27b22 + 304b1b4 + 98b24) + 2a1(57b31b
2
6 − b2(5 + 7b4b6) + b22b6(5 + 7b4b6) +

+ b21b6(141 + 143b4b6) + b4(10 + 69b4b6 + 57b24b
2
6) + b1(20− 7b2b6 + 190b4b6 +

+ 7b22b
2
6 + 143b24b

2
6)) + a21(−124b2b4 + 431b31b6 − b22(21 + 19b4b6) + b24(237 +

+ 431b4b6) + b21(221 + 1369b4b6) + b1(−124b2 − 19b22b6 + b4(542 + 1369b4b6)))),

g5,5,0 =
1

2448000
(12a41(1677931b41 + 10299b42 + 8254804b31b4 − 385770b22b

2
4 + 1677931b44 −

− 30b21(12859b22 − 443951b24) + b1(−853932b22b4 + 8254804b34)) + 54a3(−201b32 +

+ 8299b2b
2
4 + 21935b41b6 + 175b42b6 + 2b22b4(1026 + 2555b4b6) + b34(29252 +

+ 21935b4b6) + b31(44188 + 67300b4b6) + 2b1(8701b2b4 + 14b22(121 + 315b4b6) +

+ 2b24(23621 + 16825b4b6)) + b21(8299b2 + 5110b22b6 + 2b4(52038 + 46765b4b6))) +

+ a31(237063b32 − 6316845b2b
2
4 + 26001342b41b6 − 40482b42b6 − b22b4(3013397 +

+ 3415140b4b6) + b34(9124399 + 26001342b4b6) + b31(−4200791 + 117665928b4b6) +

+ b1(−13581942b2b4 − b22(3140195 + 6506424b4b6) + b24(26101595 +

+ 117665928b4b6)) + b21(−6316845b2 − 3415140b22b6 + b4(13283597 +

+ 182681460b4b6))) + 6a1(−1698b32b
2
6 − 6b2(825 + 10981b4b6 + 7287b24b

2
6) +

+ b42(−4680a3 + 849b36) + b41(543400a3 + 297873b36) + b4(7050 + 543400a3b
3
4 +

+ 167241b4b6 + 506934b24b
2
6 + 297873b34b

3
6) + 2b1(6675 + 80a3(168b22b4 + 13717b34)

+ 275439b4b6 + 911175b24b
2
6 + 508302b34b

3
6 − 33b2b6(1289 + 1222b4b6) +

+ 33b22b
2
6(1289 + 1222b4b6)) + 2b31(1097360a3b4 + 9b26(59557 + 56478b4b6)) + b22(−

− 5280a3b
2
4 + 3b6(1933 + 21962b4b6 + 14574b24b

2
6)) + b21(−240a3(22b22 − 13449b24)+
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+ 3b6(153667− 14574b2b6 + 770230b4b6 + 14574b22b
2
6 + 483682b24b

2
6))) + 12a21(−

− 5568b32b6 + 967535b41b
2
6 − 1737b42b

2
6 − 2b2b4(53723 + 176847b4b6) +

+ 4b31b6(259035 + 962237b4b6) + 6b22(494− 16681b4b6 + 883b24b
2
6) + b24(143986 +

+ 978156b4b6 + 967535b24b
2
6) + 2b21(63493− 176847b2b6 + 1784454b4b6 +

+ 2649b22b
2
6 + 2867517b24b

2
6) + 2b1(3b

2
2b6(−21603 + 4082b4b6)− b2(67997 +

+ 342558b4b6) + 2b4(77097 + 848199b4b6 + 962237b24b
2
6)))),

g6,6,0 =
1

5410080000
(4a51(b1 + b4)(60774396835b41 + 1039527963b42 + 308198868148b31b4 −

− 16275320202b22b
2
4 + 60774396835b44 − 6b21(2712553367b22 − 85246898339b24) +

+ b1(−40866864108b22b4 + 308198868148b34)) + a41(4765707305b32b4 −

− 34548223891b2b
3
4 + 374533880214b51b6 + 390b42(1845758 + 2452089b4b6) +

+ 13b44(11703822331 + 28810298478b4b6)− b22b24(23280133769 + 59344985076b4b6)

+ b41(142768613129 + 2110049341374b4b6) + b21(−122707500893b2b4 −

− b22(12766203559 + 185685472908b4b6) + 12b24(86704815794 +

+ 372731638201b4b6)) + b1(4765707305b32 − 122707500893b2b
2
4 +

+ 956314710b42b6 − 12b22b4(3483758524 + 15473789409b4b6) + 2b34(346169109557 +

+ 1055024670687b4b6)) + b31(−34548223891b2 − 59344985076b22b6 +

+ 2b4(315760171963 + 2236389829206b4b6))) + 270a3(14564381b51b
2
6 +

+ b42b6(112285 + 197613b4b6) + b32(−106607 + 252980b4b6) + 5b2b
2
4(67167 +

+ 1553396b4b6) + b41b6(56720369 + 58857929b4b6) + b22b4(−303637 +

+ 4419774b4b6 + 3490994b24b
2
6) + b34(11963189 + 36918249b4b6 + 14564381b24b

2
6) +

+ b31(26325061 + 7766980b2b6 + 179921700b4b6 + 3490994b22b
2
6 +

+ 106913690b24b
2
6) + b1(252980b32b6 + 197613b42b

2
6 + 2b2b4(1684547 +

+ 11144510b4b6) + b22(−68085 + 10310908b4b6 + 8892078b24b
2
6) + b24(47783243 +

+ 149796020b4b6 + 58857929b24b
2
6)) + b21(6b

2
2b6(1131569 + 1482013b4b6) +

+ b2(2606831 + 22289020b4b6) + b4(61202907 + 237875662b4b6 +

+ 106913690b24b
2
6))) + a31(213433561007b51b

2
6 − 3b42b6(964546 + 262460499b4b6) +

+ b32(804509037 + 900703824b4b6)− b2b24(17549843807 + 63443448012b4b6) +

+ b41b6(86796377278 + 1117887386995b4b6)− b22b4(3573910113 +

+ 38685595244b4b6 + 12679895490b24b
2
6) + b34(20235869875 + 169047130966b4b6+
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+ 213433561007b24b
2
6) + b31(−40362870487− 63443448012b2b6 +

+ 622798277952b4b6 − 12679895490b22b
2
6 + 2273896251998b24b

2
6)−

− b21(2b
2
2b6(24170251894 + 15870317247b4b6) + b2(17868049319 +

+ 193933159332b4b6)− 7b4(−1436142793 + 159369803236b4b6 +

+ 324842321714b24b
2
6))− b1(−900703824b32b6 + 787381497b42b

2
6 +

+ 2b2b4(19317964637 + 96966579666b4b6) + b22(4994605995 + 87002949928b4b6 +

+ 31740634494b24b
2
6)− b24(44862957283 + 748680151152b4b6 +

+ 1117887386995b24b
2
6))) + a21(−6b32b6(−6319631 + 223322151b4b6)−

− 6b2b4(211697885 + 2389393299b4b6 + 3311455927b24b
2
6) + 25b51(1694527178a3 +

+ 2212093299b36)− 6b22(−34297330 + 664153210a3b
3
4 + 228034367b4b6 +

+ 796646412b24b
2
6 − 451861501b34b

3
6) + b24(1405572450 + 42363179450a3b

3
4 +

+ 24655246578b4b6 + 77588144196b24b
2
6 + 55302332475b34b

3
6)−

− 9b42(82013190a3b4 + b26(28163084 + 13850941b4b6)) + b41(227755574290a3b4 +

+ 3b26(31368413996 + 88555662117b4b6)) + b31(a3(−3984919260b22 +

+ 459640926260b24) + 6b6(4761855477− 3311455927b2b6 + 65602132264b4b6 +

+ 451861501b22b
2
6 + 86415793529b24b

2
6)) + b21(a3(−6049808100b22b4 +

+ 459640926260b34) + 6(181631705 + 16614140329b4b6 + 93975518628b24b
2
6 +

+ 86415793529b34b
3
6 + 3b22b

2
6(−468179492 + 507265265b4b6)−

− 3b2b6(1153914253 + 3013693059b4b6)))− b1(1339932906b32b
2
6 + 6b2(291100125 +

+ 5876414582b4b6 + 9041079177b24b
2
6) + 9b42(82013190a3 + 13850941b36)−

− b4(3022918920 + 227755574290a3b
3
4 + 90574839066b4b6 + 345989188464b24b

2
6

+ +265666986351b34b
3
6) + 6b22(1008301350a3b

2
4 + b6(444455893 + 1863227880b4b6 −

− 1521795795b24b
2
6)))) + 3a1(−8b2(339150 + 174846454a3b

3
4 + 22305555b4b6 +

+ 86428188b24b
2
6 + 40388283b34b

3
6) + 3b51(2821840115a3b6 + 629784116b46)−

− 108b32(3955929a3b4 + 2b26(121890 + 108277b4b6))− 3b42(−36b36(121890 +

+ 108277b4b6) + 85a3(138886 + 257201b4b6)) + b41(12b36(709936206 +

+ 679528057b4b6) + a3(6551953016 + 40211525365b4b6)) + 2b22(a3b
2
4(−562292433

+ 264509545b4b6) + 6b6(1323110 + 15844863b4b6 + 57618792b24b
2
6 +

+ 26925522b34b
3
6)) + b4(a3b

3
4(8871244964 + 8465520345b4b6) + 12(279650+
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+ 22650300b4b6 + 175528257b24b
2
6 + 331894854b34b

3
6 + 157446029b44b

4
6)) +

+ 6b21(2b6(73563240 + 1113914943b4b6 + 2573665020b24b
2
6 + 1266945914b34b

3
6 −

− 18b2b6(4707016 + 4054479b4b6) + 18b22b
2
6(4707016 + 4054479b4b6)) + a3(−

− 414558928b2b4 + 85b24(110053558 + 151485479b4b6) + b22(−246918169 +

+ 351957885b4b6))) + 2b31(6b
2
6(569091177− 26925522b2b6 + 2122798320b4b6 +

+ 26925522b22b
2
6 + 1266945914b24b

2
6) + a3(−699385816b2 + 264509545b22b6 +

+ b4(17226570034 + 38628797145b4b6))) + b1(a3(−427240332b32 −

− 2487353568b2b
2
4 − 65586255b42b6 + 1530b22b4(−1518148 + 1380227b4b6) +

+ b34(37664027372 + 40211525365b4b6)) + 12(493850 + 81116860b4b6 +

+ 758140983b24b
2
6 − 1948986b32b

3
6 + 1475145600b34b

3
6 + 974493b42b

4
6 +

+ 679528057b44b
4
6 − 6b2b6(4052935 + 22261500b4b6 + 12163437b24b

2
6) +

+ 3b22b
2
6(8430701 + 44523000b4b6 + 24326874b24b

2
6))))),

g7,7,0 =
1

51316340025600000
(464a61(34849339676330787b61 − 7220143589022b62 +

+ 252959146793687570b51b4 + 864503584399479b42b
2
4 − · · · ,

g8,8,0 =
1

5475958946680772160000000
(22620a71(b1 + b4)(664616547948069327815537b61

− 564399971302019165457b62 + 4898083914313564013273954b51b4 + · · · .



Paralelização e Algoritmo em R3

Paralelização em R3.

O teorema a seguir é uma extensão para sistemas tridimensionais do Teorema 2.1

de [39], enunciado no plano, o qual foi adaptado para o tipo de perturbação dos campos

de vetores utilizados neste trabalho. Optamos por apresentar sua demonstração com o

objetivo de detalhar algumas das ideias de [39] e tornar nosso trabalho mais completo.

Teorema .12. Considere o sistema (ẋ, ẏ, ż) = F (x, y, z) associado ao campo de vetores

F (x, y, z) = (−y + P (x, y, z), x + Q(x, y, z), −σz + R(x, y, z)) onde P , Q e R são

polinômios de grau ≥ 2 e σ ∈ R\{0}. Sejam Qj(x, y, z) funções polinomiais de grau ≥ 2,

para j = 1, . . . , s. Suponha que g
Qj

k,k,0 são os k-coeficientes focais do sistema

(ẋ, ẏ, ż) = F (x, y, z) + εQj(x, y, z), j = 1, . . . , s. (.20)

Então a parte linear, com respeito a componente ε de gQ1

k,k,0 + · · · + gQs

k,k,0 é a parte linear

do k-coeficiente focal da equação

(ẋ, ẏ, ż) = F (x, y, z) + ε(Q1(x, y, z) + · · ·+Qs(x, y, z)), j = 1, . . . , s, (.21)

com respeito a ε.

Demonstração. Considere o campo de vetores XQj = (ẋ, ẏ, ż) associado ao sistema (.20).

Como vimos na seção 2.2 existe uma função anaĺıtica HQj(x, y, z, ε) em um vizinhança

da origem de forma que

XQjHQj =
∞∑
k=2

g
Qj

k,k,0(xy)k, para , j=1,. . . , s. (.22)

Sejam

XQj = F + εQj,
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HQj = H0 +H
Qj

1 ε+H
Qj

2 ε2 + · · · ,

as expansões em série de Taylor na vizinhança de ε = 0 das aplicações XQj e HQj ,

respectivamente. Denotando por v
Qj

k,1 a parte linear dos coeficientes focais g
Qj

k,k,0 com

respeito a ε, segue da equação (.22), que os termos de primeira ordem em ε satisfazem

FH
Qj

1 +QjH0 =
∞∑
k=2

v
Qj

k,1(xy)k, j = 1, . . . , s. (.23)

Denote por X o campo de vetores associado a (.21). Segue da seção 2.2 que existe

uma função anaĺıtica H(x, y, z, ε) em um vizinhança da origem tal que

XH =
∞∑
k=2

gk,k,0(xy)k. (.24)

Expandindo a aplicação H em série de potências de ε, isto é H =
∞∑
m=0

Hmε
m, podemos

escrever o lado esquerdo da equação (.24) na forma

XH = (F + ε(Q1 +Q2 + · · ·+Qs))
∞∑
m=0

Hmε
m

= FH0 + (FH1 + (Q1 + · · ·+Qs)H0))ε+ o(ε2).

(.25)

Denotando por vk,n o coeficiente da potência de grau n da expansão de gk,k,0 em série

de potências de ε, obtemos usando (.25) que os termos de primeira ordem em ε de (.24)

satisfazem a seguinte equação

FH1 + (Q1 + · · ·+Qs)H0) =
∞∑
n=2

vk,1(xy)k. (.26)

Note que a aplicação H1 = HQ1

1 + HQ2

1 + · · ·HQs

1 satisfaz a equação (.26). De fato, por

(.23), temos

FH1 + (Q1 + · · ·+Qs)H0) =

F
s∑
j=1

H
Qj

1 + (Q1 + · · ·+Qs)H0) =

(FHQ1

1 +Q1H0) + (FHQ2

1 +Q2H0) + · · ·+ (FHQs

1 +QsH0) =
∞∑
k=2

vQ1

k,1(xy)k +
∞∑
k=2

vQ2

k,1(xy)k + · · ·+
∞∑
k=2

vQs

k,1(xy)k =

∞∑
k=2

(vQ1

k,1 + vQ2

k,1 + · · ·+ vQs

k,1)(xy)k.

(.27)

Portanto vk,1 = vQ1

k,1 + vQ2

k,1 + · · ·+ vQs

k,1, o que prova o resultado.
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Algoritmo para o cálculo da ciclicidade de sistemas

em R3

Os coeficientes focais de primeira ordem em ε, vj,1 (j = 1, . . .), do Caṕıtulo 5

são obtidos usando o programa de cálculo simbólico Maple, no qual implementamos o

algoritmo apresentado a seguir. Observamos que o algoritmo abaixo foi implementado

com a condição vj,0 = 0 (isto é, o campo não perturbado possui um centro sobre a

variedade central), caso contrário o algoritmo fornece a sáıda vj,0 + vj,1ε.

Para exemplificar o algoritmo vamos utilizar o sistema (5.10) com a condição

a3 = 0, do Teorema 5.2 para o calculo dos seus quatro primeiros coeficientes focais de pri-

meira ordem em ε. Para o calculo dos demais coeficientes utilizamos o mesmo algoritmo

aplicando o método da paralelização, mais precisamente no algoritmo abaixo a pertubação

Q2 foi substitúıda por seus monômios obtendo vj,1 por partes. Esse procedimento foi usado

em boa parte dos resultado do Caṕıtulo 5.

> restart;

> # Pacotes do maple para rodar os comandos.

> with(ListTools):

> with(IntegrationTools):

> # Definição da pertubação.

> Q2 := c[1]*uˆ2+c[2]*u*v+c[3]*u*w+c[4]*vˆ2+c[5]*v*w+c[6]*wˆ2:

> # Definição do campo de vetores;

> up := -v + u*(a1*u + a2*v)+epsilon*Q2;

> vp := u + v*(a1*u + a2*v)+epsilon*Q2;

> wp := b1*uˆ2 + b2*u*v + b3*vˆ2 - w+epsilon*Q2;

> #Complexificação do campo;

> com := Flatten(solve(x1-u-I*v, x2-u+I*v, [u, v])):

> x1p :=expand(subs(com[1], com[2], up+I*vp)):

> x2p := expand(subs(com[1],com[2], up-I*vp)):

> x3p := expand(subs(com[1], com[2], wp)):

> # “ultima”indica a quantidade de coeficientes focais de primeira ordem em epsilon que

queremos calcular.

> ultima:=4:
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> N:=2*ultima+2:

> xp := subs(w = z, x1 = x, x2 = y, x1p):

> yp := subs(w = z, x1 = x, x2 = y, x2p):

> zp := subs(w = z, x1 = x,x2 = y, x3p):

> # O conjunto “par”são os coeficiente da pertubação.

> par:={c1,c2,c3,c4,c5,c6,ε};

> # A sequência de comandos a seguir define a Integral primeira e coleciona seus coefi-

cientes h[i,m,n] da parte homogênea de grau j= i+m+n no conjunto varh[j].

> H:= x*y;

> for j from 3 by 1 to N do

for i from 0 by 1 to j do

for m from 0 by 1 to j do

for s from 0 by 1 to j do

if i+s+m = j then H := h[i, m, s]*xˆi*yˆm*zˆs+H

end if

end do

end do

end do

end do:

for j from 3 to N do

varh[j] := ;

for i from 0 to j do

for m from 0 to j do

for s from 0 to j do

if i+s+m = j then varh[j] :=‘union‘(h[i, m, s], varh[j])

end if

end do

end do

end do

end do:

> # O “ordem”define qual a ordem em epsilon dos coeficiente focais o algoritmo vai

calcular;
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> orden:=1:

> for k from 3 to N by 2 do

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+1)-

-mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k):

expand(mtaylor(%,par,orden+1));

solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k]);

assign(%);

mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+2)-

-mtaylor(expand(diff(H,x)*xp+diff(H,y)*yp+diff(H,z)*zp),[x,y,z],k+1)-

-h[(k+1)/2,(k+1)/2,0]*(x*y)ˆ((k+1)/2);

expand(mtaylor(%,par,orden+1));

solve(coeffs(%,[x,y,z]),varh[k+1]);

assign(%);

print(v[(k+1)/2,(k+1)/2]=factor(simplify(h[(k+1)/2,(k+1)/2,0])))

od:



Coeficiente focais de primeira ordem

em ε

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.2

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1 e v5,1 do sistema (5.10) com a condição a3 = 0 e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais v6,1, v7,1, v8,1, v9,1, v10,1 e v11,1 vamos omitir boa parte das

suas expressões.

1◦ Caso O sistema (5.10) com a condição a3 = 0.

v1,1 =
−1

20
(c3b2 − 11 c5b1 + 5 c4a1 − 9 c5b3 − 5 a2c1 + 5 a2c2 − 5 c2a1 − 3 c5b2 −

− 13 c3b1 − 15 c4a2 + 15 c1a1 − 7 c3b3)

v2,1 =
1

200
(−302 c6b1b3a1 − 30 c6b2b3a2 − 74 c6b1b3a2 − 70 a2c3b3a1 + 110 c6b2b1a1 +

+ 110 c6b2b3a1 − 30 c6b2b1a2 + 130 c3b1a1a2 − 150 c3b2a1a2 + 110 c5a2b3a1 −

− 50 c5a2b2a1 + 110 c5a2b1a1 − 245 c5a1
2b2 + 15 c3a1

2b2 − 915 c3a1
2b1 −

− 855 c5a1
2b1 − 535 c3b3a2

2 − 245 c5b2a2
2 − 675 c5a1

2b3 − 775 c5b1a2
2 −

− 875 c3b1a2
2 + 115 c3b2a2

2 − 695 c5b3a2
2 + 47 c6b3

2a2 − 173 c6b1
2a2 −

− 13 c6b2
2a2 − 119 c6b3

2a1 + c6b2
2a1 − 179 c6b1

2a1 − 425 a2
2a1c2 + 1125 a2

2a1c1 +

+ 425 a2
2a1c4 − 425 a1

2a2c1 + 425 a1
2a2c2 − 1125 a1

2a2c4 − 275 c3b3a1
2 −

− 1175 a2
3c4 − 375 a2

3c1 + 375 a2
3c2 − 375 c2a1

3 + 1175 c1a1
3 + 375 c4a1

3),
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v3,1 = − 1

27200
(−454552 c6a2

2b1b3a1 + 209304 c6a2
2b3b2a1 + 160344 c6a2

2b1b2a1 −

− 102408 c6b3a1
2b2a2 − 126888 c6b1a1

2b2a2 − 96536 c6a2a1
2b1b3 +

+ 1192550 a2
3c2a1

2 − 189020 c6b3
2a1a2

2 − 438232 c6b3a1
3b1 + 156536 c6b3a1

3b2 +

+ 172856 c6b1a1
3b2 + 173060 c5a1

3b3a2 + 190060 c5a1
3b1a2 + 219980 c3a1

3b1a2 +

+ 43780 c6a1
2b3

2a2 + 190060 c5a2
3b3a1 − 83300 a2

3c5b2a1 + 173060 c5a2
3b1a1 −

− 2399550 c5b1a2
2a1

2 − 2629050 c3b1a2
2a1

2 + 191250 c3b2a2
2a1

2 −

− 2027250 c5b3a2
2a1

2 − 1144950 c3b3a2
2a1

2 − 123420 c3b3a1
3a2 − 86700 c5b2a1

3a2 −

− 232900 c3b2a1
3a2 − 265484 c6a1

2b1
2a2 − 6812 c6b2

2a1
2a2 − 224108 c6b1

2a1a2
2 −

− 53992 c6b2b3a2
3 − 129176 c6b1b3a2

3 − 120020 a2
3c3b3a1 − 45832 c6b2b1a2

3 +

+ 216580 c3b1a1a2
3 − 249900 c3b2a1a2

3 − 1884 c6b2
2a1a2

2 − 716550 c5b2a2
2a1

2 −

− 1192550 a2
3c1a1

2 − 3404250 c4a2
3a1

2 − 366775 c5b2a2
4 − 792455 c3b3a2

4 −

− 1134835 c5b1a2
4 − 1276105 c3b1a2

4 + 178925 c3b2a2
4 − 1030285 c5b3a2

4 +

+ 80228 c6b3
2a2

3 − 269292 c6b1
2a2

3 − 23132 c6b2
2a2

3 + 1658775 a2
4a1c1 +

+ 639625 a2
4a1c4 − 639625 c2a2

4a1 + 3404250 a1
3a2

2c1 + 1192550 a1
3a2

2c4 −

− 1192550 a1
3a2

2c2 + 639625 a1
4a2c2 − 1658775 a1

4a2c4 − 639625 a1
4a2c1 −

− 1335945 a1
4c3b1 − 993565 a1

4c5b3 − 297004 c6b1
2a1

3 + 6276 c6b2
2a1

3 −

− 1268115 a1
4c5b1 + 8925 a1

4c3b2 − 366775 a1
4c5b2 − 132444 c6b3

2a1
3 −

− 369495 a1
4c3b3 − 552925 a1

5c2 + 1745475 a1
5c1 + 552925 a1

5c4 − 1745475 a2
5c4 −

− 552925 a2
5c1 + 552925 a2

5c2)

v4,1 =
1

707200
(−2093969475 a1

4a2
3c4 − 263691675 c2a2

6a1 − 756168075 a1
4a2

3c1 −

− 721261125 a2
5a1

2c1 − 2128876425 a2
5a1

2c4 − 686354175 a1
6a2c4 −

− 263691675 a1
6a2c1 + 263691675 a1

6a2c2 − 47932629 c6b3
2a1

5 +

+ 2128876425 a1
5a2

2c1 + 263691675 a2
6a1c4 + 686354175 a2

6c1a1 −

− 470978625 c5b1a2
6 − 530980125 c3b1a2

6 + 73165365 c3b2a2
6 − 425947665 c5b3a2

6 +

+ 32169105 c6b3
2a2

5 − 151405995 c5b2a2
6 − 327797145 c3b3a2

6 −

− 105606715 c6b1
2a2

5 − 9374475 c6b2
2a2

5 + 756168075 a1
4a2

3c2 −

− 151405995 a1
6c5b2 − 160230525 a1

6c3b3 + 2959251 c6b2
2a1

5 + 5075265 a1
6c3b2 +

+ 721261125 a2
5a1

2c2 + 756168075 a2
4a1

3c4 + 2093969475 a2
4a1

3c1 −

− 756168075 a2
4a1

3c2 − 410977125 a1
6c5b3 + 721261125 a1

5a2
2c4−
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− 524098185 a1
6c5b1 − 554158605 a1

6c3b1 − 721261125 a1
5a2

2c2 −

− 118223889 c6b1
2a1

5 + 76450530 c5a1
5b1a2 + 67937610 a1

5c5b3a2 −

− 209939742 c6a2
3a1

2b1
2 + 153076755 a2

4a1
2c3b2 + 84986655 c3b2a2

2a1
4 −

− 1517504235 c5b1a2
2a1

4 + 144388140 a1
3a2

3c5b3 − 33209670 a2
5c5b2a1 +

+ 67937610 a2
5c5b1a1 + 76450530 a2

5c5b3a1 − 1176101 c6a2
4b2

2a1 −

− 99629010 a2
5c3b2a1 − 1759699 c6b2

2a1
4a2 − 34880430 a1

5c5b2a2 +

+ 87999990 c3a1
5b1a2 − 91116090 a1

5c3b2a2 − 83549249 c6a2
4b1

2a1 −

− 74336565 c6a2
4b3

2a1 + 86329230 a2
5c3b1a1 − 48180210 a2

5c3b3a1 −

− 1249572675 c5b3a2
2a1

4 + 46077578 c6a2
3a1

2b3
2 − 639745275 a1

4a2
2c3b3 −

− 1464384675 a2
4c5a1

2b1 − 445705065 a2
4a1

2c5b2 − 98031180 a2
3c3b3a1

3 +

+ 174329220 c3b1a1
3a2

3 − 1624631775 a2
4c3a1

2b1 − 807311895 a2
4c3a1

2b3 −

− 445705065 c5b2a1
4a2

2 − 1264543215 c5a2
4b3a1

2 − 190745100 c3b2a1
3a2

3 −

− 10255478 c6a2
3a1

2b2
2 − 68090100 a2

3c5b2a1
3 − 52047958 c6a2

5b3b1 −

− 17808310 c6a2
5b2b1 − 21943662 c6a2

5b2b3 − 168787546 c6b1a1
5b3 +

+ 67811718 c6b1a1
5b2 + 60196942 c6b3a1

5b2 − 1647810255 a1
4a2

2c3b1 +

+ 144388140 c5a2
3b1a1

3 + 14787169 c6a1
4a2b3

2 + 847878 a1
3a2

2c6b2
2 −

− 103454331 c6a1
4a2b1

2 − 200837866 c6a2
2a1

3b1
2 − 121333922 c6a2

2a1
3b3

2 −

− 49850970 a1
5c3b3a2 − 721261125 a2

7c4 + 228784725 a2
7c2 − 228784725 a2

7c1 −

− 228784725 a1
7c2 + 721261125 a1

7c1 + 228784725 a1
7c4 − 36818406 c6b3a1

4b1a2 −

− 43276974 c6b3a1
4b2a2 − 347716340 c6a2

2a1
3b1b3 − 177058250 c6a2

4b3b1a1 +

+ 61470630 c6a2
4b2b1a1 + 86072350 c6a2

4b2b3a1 + 131039740 c6b1a1
3a2

2b2 −

− 57553574 c6b1a1
4a2b2 + 144511900 c6b3a1

3a2
2b2 − 87108972 c6a2

3a1
2b3b1 −

− 67091180 c6a2
3a1

2b2b3 − 73491340 c6a2
3a1

2b2b1)

v5,1 = − 1

52332800

(
a2

2 + a1
2
)

(−3478334099825 a1
4a2

3c4 − 434754940425 c2a2
6a1 −

− 1249957275775 a1
4a2

3c1 − 1195649730275 a2
5a1

2c1 − 3532641645325 a2
5a1

2c4 −

− 1141342184775 a1
6a2c4 − 434754940425 a1

6a2c1 + 434754940425 a1
6a2c2 −

− 73353784465 c6b3
2a1

5 + 3532641645325 a1
5a2

2c1 + 434754940425 a2
6a1c4 +

+ 1141342184775 a2
6c1a1 − 786807661965 c5b1a2

6 − 890150141595 c3b1a2
6 +

+ 118698272355 c3b2a2
6 − 706807410075 c5b3a2

6 + 50007615905 c6b3
2a2

5−
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− 250270536165 c5b2a2
6 − 544325105025 c3b3a2

6 − 163518810299 c6b1
2a2

5 −

− 14603276675 c6b2
2a2

5 + 1249957275775 a1
4a2

3c2 − 250270536165 a1
6c5b2 −

− 284423575605 a1
6c3b3 + 4727211047 c6b2

2a1
5 + 12873991455 a1

6c3b2 +

+ 1195649730275 a2
5a1

2c2 + 1249957275775 a2
4a1

3c4 + 3478334099825 a2
4a1

3c1 −

− 1249957275775 a2
4a1

3c2 − 683465182335 a1
6c5b3 + 1195649730275 a1

5a2
2c4 −

− 869289715125 a1
6c5b1 − 925947739275 a1

6c3b1 − 1195649730275 a1
5a2

2c2 −

− 183523846493 c6b1
2a1

5 + 118918438080 c5a1
5b1a2 + 105185493660 a1

5c5b3a2 −

− 325266312494 c6a2
3a1

2b1
2 + 252950793225 a2

4a1
2c3b2 +

+ 147126512325 c3b2a2
2a1

4 − 2522706835155 c5b1a2
2a1

4 +

+ 224103931740 a1
3a2

3c5b3 − 51572011920 a2
5c5b2a1 + 105185493660 a2

5c5b1a1 +

+ 118918438080 a2
5c5b3a1 − 1966719729 c6a2

4b2
2a1 − 154716035760 a2

5c3b2a1 −

− 2569899579 c6b2
2a1

4a2 − 54252268980 a1
5c5b2a2 + 136734322140 c3a1

5b1a2 −

− 140983091340 a1
5c3b2a2 − 128371004173 c6a2

4b1
2a1 − 115118765233 c6a2

4b3
2a1 +

+ 134054065080 a2
5c3b1a1 − 74914239660 a2

5c3b3a1 − 2076418031805 c5b3a2
2a1

4 +

+ 70553885018 c6a2
3a1

2b3
2 − 1099439311815 a1

4a2
2c3b3 −

− 2440224781995 a2
4c5a1

2b1 − 737078664075 a2
4a1

2c5b2 −

− 152508736380 a2
3c3b3a1

3 + 270788387220 c3b1a1
3a2

3 −

− 2719980966885 a2
4c3a1

2b1 − 1359340841235 a2
4c3a1

2b3 −

− 737078664075 c5b2a1
4a2

2 − 2099760259545 c5a2
4b3a1

2 −

− 295699127100 c3b2a1
3a2

3 − 15361534006 c6a2
3a1

2b2
2 −

− 105824280900 a2
3c5b2a1

3 − 80976484134 c6a2
5b3b1 − 27508609854 c6a2

5b2b1 −

− 34202540630 c6a2
5b2b3 − 260514875218 c6b1a1

5b3 + 104971737926 c6b1a1
5b2 +

+ 92938360830 c6b3a1
5b2 − 2755778564565 a1

4a2
2c3b1 + 224103931740 c5a2

3b1a1
3 +

+ 22357911361 c6a1
4a2b3

2 + 876752942 a1
3a2

2c6b2
2 − 159935859947 c6a1

4a2b1
2 −

− 310011112290 c6a2
2a1

3b1
2 − 186588811322 c6a2

2a1
3b3

2 − 77594496720 a1
5c3b3a2 −

− 1195649730275 a2
7c4 + 380447394925 a2

7c2 − 380447394925 a2
7c1 −

− 380447394925 a1
7c2 + 1195649730275 a1

7c1 + 380447394925 a1
7c4 −

− 56909729942 c6b3a1
4b1a2 − 67389852246 c6b3a1

4b2a2 −

− 538185088740 c6a2
2a1

3b1b3 − 273902736770 c6a2
4b3b1a1+



Apêndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em ε 142

+ 94709668934 c6a2
4b2b1a1 + 134433084718 c6a2

4b2b3a1 +

+ 203304691356 c6b1a1
3a2

2b2 − 91239121326 c6b1a1
4a2b2 +

+ 223748161052 c6b3a1
3a2

2b2 − 134262929580 c6a2
3a1

2b3b1 −

− 105359869628 c6a2
3a1

2b2b3 − 114980254428 c6a2
3a1

2b2b1),

v6,1 =
1

209331200

(
a2

2 + a1
2
)2

(−423570241328325 a1
4a2

3c4 − 52548490657325 c2a2
6a1

− 151474700148525 a1
4a2

3c1 − 145303928325075 a2
5a1

2c1 − · · ·

v7,1 = − 1

16746496000
(a21 + a22)

3(462643195354357875a71c1 −

− 166523840316601625a61a2c1 + 1369465423265350125a51a
2
2c1 − · · ·

v8,1 =
1

1373212672000
(a21 + a22)

4(1920871660446110659625a71c1 −

− 688647034952413184375a61a2c1 + 5690080259132767532125a51a
2
2c1 − · · ·

v9,1 = − 1

277388959744000
(a21 + a22)

5(24394684342835376301665375a71c1 −

− 8716340141459297401140125a61a2c1 + · · ·

v10,1 =
1

67682906177536000
(a21 + a22)

6(455362879697844396526063037625a71c1 −

− 162239561715243494841919298375a61a2c1 + · · ·

v11,1 = − 1

3925608558297088000
(a21 + a22)

7(

2417242159364919334602633524618625a71c1 − · · ·

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.3

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1 e v6,1 do sistema (5.11) com a condição a3 = 0 e devido ao

tamanho excessivo dos coeficientes focais v7,1, v8,1, v9,1, v10,1 e v11,1 vamos omitir boa parte

das suas expressões.

1◦ Caso O sistema (5.11) com a condição a3 = 0.

v1,1 = −1

4
(c4a1 − 3c4a2 − c2a1 + 3c1a1 + c2a2 − c1a2),

v2,1 =
1

40
(−8c3b3a1 − 18c3b1a1 + 6c5b4a2 − 48c3b1a2 + 10c5b2a1 + 4c5b3a1 − 2c3b2a2 −

− 12c3b4a2 + 20c3b2a1 + 24c5b4a1 − 4c5b2a2 − 10c5b3a2 − 36c5b1a2 − 6c5b1a1 +
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+ 42c3b4a1 − 10c3b3a2 − 225c4a
2
1a2 + 85a21c2a2 − 85c1a2a

2
1 + 225c1a

2
2a1 + 85c4a

2
2a1

− 85a22c2a1 − 75a32c1 − 235a32c4 + 75a32c2 − 75a31c2 + 235a31c1 + 75a31c4)

v3,1 = − 1

54400
(−3490950a52c4 + 1105850a52c2 − 2385100a32a

2
1c1 − 567460a32c5b1 +

+ 1279250c4a
4
2a1 − 164900c3a

3
2b3 + 171700c5b2a

3
1 − 7077c6b

2
4a2 − 68340c5a

3
2b2 −

− 3317550a2a
4
1c4 + 7645c6b

2
3a2 − 736780c3a

3
2b1 + 105060c5a

3
2b4 − 304980c3b1a

3
1 −

− 205020c3a
3
2b4 + 10478c6b4b2a1 + 5097c6b

2
4a1 + 3490950a51c1 + 1105850a51c4 +

+ 5474c6b2b1a2 + 404940a22c5b4a1 − 184620a21c3b4a2 − 117980c3b3a
3
1 + 3774c6b2b3a2

− 24820c3a
3
2b2 − 1122c6b4b1a2 + 43860a21c5b4a2 + 398140c5b4a

3
1 + 704820c3a

2
2b4a1 −

− 168300a32c5b3 + 21519c6b
2
1a1 + 88740a22c5b3a1 + 317900c3b2a

3
1 − 105060c5b1a

3
1 +

+ 68340c5b3a
3
1 + 2987c6b

2
2a2 + 91149c6b

2
1a2 − 1279250a2a

4
1c1 + 575620c3b4a

3
1 −

− 43860a22c5b1a1 + 1279250a41c2a2 − 6808500a32a
2
1c4 − 147900a2a

2
1c5b3 +

+ 2385100a32a
2
1c2 + 31c6b

2
3a1 + 2105c6b

2
2a1 + 2385100c4a

3
1a

2
2 − 2385100c2a

3
1a

2
2 +

+ 49446c6b3b1a2 − 32742c6b1b2a1 − 151980c3a
2
2b3a1 − 1105850a51c2 +

+ 270300c3a
2
2b2a1 + 9730c6b3b1a1 − 32742c6b3b4a1 + 137700a22c5b2a1 −

− 88740a21c5b2a2 + 2730c6b4b2a2 − 76500a21c3b3a2 + 5474c6b4b3a2 − 70074c6b1b4a1 −

− 743580c3a2a
2
1b1 − 615060a2a

2
1c5b1 − 14042c6b3b2a1 − 1105850a52c1 −

− 1279250a42c2a1 + 3317550c1a
4
2a1 + 6808500a22a

3
1c1 − 72420a21c3b2a2−,

− 243780c3a
2
2b1a1)

v4,1 =
1

707200
(−228784725a71c2 + 228784725a72c2 + 228784725a71c4 − 228784725a72c1 −

− 721261125a72c4 + 721261125a71c1 − 263691675a62c2a1 − 686354175a61c4a2 −

− 93784c6a
3
1b

2
3 + 185170c6a

3
1b

2
2 − 41112630c3a

5
2b4 + 34462740a51c5b2 +

+ 2128876425a51c1a
2
2 + 721261125a52a

2
1c2 − 756168075a32a

4
1c1 + 721261125c4a

5
1a

2
2

− 1656306c6a
3
1b

2
4 + 263691675a61a2c2 − 721261125a52a

2
1c1 − 22760790a51c3b3 −

− 1793106c6b
2
4a

3
2 − 33627360a52c5b3 − 2093969475a32a

4
1c4 + 5359716c6a

3
1b

2
1 +

+ 21202740c5a
5
2b4 − 263691675a61c1a2 − 21202740a51c5b1 + 263691675a62c4a1 +

+ 756168075a32a
4
1c2 + 19358544c6b

2
1a

3
2 + 756168075c4a

4
2a

3
1 + 686354175a62c1a1 +

+ 2093969475c1a
4
2a

3
1 + 79129050a51c5b4 − 111616050a52c5b1 − 61022520a51c3b1 +

+ 13717470a51c5b3 − 4521660c3a
5
2b2 + 1892940c6b

2
3a

3
2 − 62316c6a

2
1b2b4a2 +

+ 2844192c6a2b4b3a
2
1 + 4714164c6a2b4b1a

2
1 + 9808584c6b3b1a

2
1a2 +
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+ 1770132c6b3b2a
2
1a2 + 4037592c6a2b2b1a

2
1 − 2800200c6b2b3a

2
2a1 −

− 5173740c6b2b1a
2
2a1 + 824568c6b3b1a

2
2a1 + 2604684c6b4b2a

2
2a1 −

− 8700900c6b4b3a
2
2a1 − 16422120c6a

2
2b4b1a1 + 11343364c6a

3
2b3b1 −

− 27010620a22a
3
1c5b1 + 31797480a22a

3
1c5b3 − 7751640c6a

3
1b2b1 − 6575920c6a

3
1b4b3 +

+ 1435356c6b4b3a
3
2 − 208728c6b4b1a

3
2 + 754344c6b4b2a

3
2 + 1037556c6b2b1a

3
2 +

+ 847496c6b2b3a
3
2 − 74466c6a

2
2b

2
3a1 + 1456362c6a

2
2b

2
1a1 + 563652c6a

2
2b

2
2a1 +

+ 1053648c6a
2
2b

2
4a1 − 6576960a42c5b1a1 + 18849090a42c5b3a1 − 46051980a42c3b1a1 −

− 31233930a42c3b3a1 + 2067732c6a
3
1b3b1 + 26122200a42c5b2a1 + 51084150c3a

4
2b2a1 +

+ 140781420c3a
4
2b4a1 + 80972190a42c5b4a1 − 15344940c6a

3
1b4b1 + 565920c6a

3
1b4b2 −

− 369216c6a
2
1b

2
4a2 + 283020c6a

2
1b

2
2a2 − 145336230a41c3b1a2 − 11801400a41c3b3a2 −

− 123298110a41c5b1a2 − 28442700a41c5b3a2 + 21461814c6a
2
1b

2
1a2 + 1147650c6a

2
1b

2
3a2 −

− 16336320a41c3b2a2 − 35795370a41c3b4a2 − 18849090a41c5b2a2 + 6576960a41c5b4a2 −

− 54180360c3a
2
2a

3
1b3 + 160286880a22a

3
1c5b4 + 114433800c3a

2
2a

3
1b2 +

+ 249539940c3a
2
2a

3
1b4 + 60399300a22a

3
1c5b2 − 62255700a32a

2
1c5b3 −

− 234728520a32a
2
1c5b1 − 290208360a32a

2
1c3b1 − 43824300a32a

2
1c3b3 −

− 20672340c3a
3
2b2a

2
1 − 77093640c3a

3
2b4a

2
1 − 31797480a32a

2
1c5b2 +

+ 27010620a32a
2
1c5b4 − 3070860c6a

3
1b2b3 − 106888860c3b1a

3
1a

2
2 −

− 2128876425a52a
2
1c4 − 13717470c5a

5
2b2 − 144103050c3a

5
2b1 − 32791980c3a

5
2b3 −

− 721261125a51a
2
2c2 − 756168075a42a

3
1c2 + 62580570a51c3b2 + 109527600a51c3b4 +

+ 713450c6b
2
2a

3
2)

v5,1 = − 1

209331200
(−315961733100a41c5b2a

3
2 + 315961733100a42a

3
1c5b3 −

− 567720639c6a
4
2b

2
3a1 − 233346231300a41c3a

3
2b2 + 296563599540a52a

2
1c5b4 +

+ 282803671020a22a
5
1c5b3 − 699131046900a41c3a

3
2b4 + 38877219420a61a2c5b4 −

− 877719998c6a
3
1b

2
3a

2
2 − 532241747700a42a

3
1c3b3 + 5813374090c6a

3
2a

2
1b

2
2 −

− 195110252220a62c3b3a1 + 118486201860a62c5b3a1 − 203428223700a42a
3
1c5b1 −

− 733800218580a52c3a
2
1b4 + 12687655278c6a

5
1b1b3 − 103633171980a61a2c3b2 −

− 2697249683700c3b1a
4
1a

3
2 + 6172451518c6a

5
2b2b1 + 255956109702c6a

3
2b

2
1a

2
1 +

+ 3653881015c6a
4
2b

2
2a1 + 503264749260a62c5b4a1 + 534449537700a42a

3
1c5b2−
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− 38877219420a62c5b1a1 − 296563599540a22a
5
1c5b1 − 477641629140a22a

5
1c3b3 +

+ 18105850790c6a
3
2a

2
1b

2
3 − 1040394544020a22a

5
1c3b1 − 1255559406c6b4b1a

5
2 +

+ 9382991838c6b4b3a
5
2 + 2418469587300a42a

3
1c3b4 + 1022822498100a42a

3
1c3b2 −

− 282803671020a52a
2
1c5b2 + 18498062014c6a

4
1b3b4a2 − 28965573210c6b2b1a

4
2a1 −

− 95688391380c6a
2
2b4b3a

3
1 − 36533606860c6a

2
2a

3
1b2b3 − 199962737100c6a

2
2a

3
1b1b4 +

+ 18554703620c6a
2
2a

3
1b2b4 + 3094272782c6b3b1a

4
2a1 + 59357768346c6a

4
1b3b1a2 −

− 57073135290c6b4b3a
4
2a1 + 16844349090c6b4b2a

4
2a1 − 16780833110c6a

4
2b2b3a1 +

+ 17689460388c6a
3
2a

2
1b2b3 + 131014567572c6a

3
2a

2
1b3b1 + 17317079964c6a

3
1b3b1a

2
2 +

+ 33974792828c6a
3
2a

2
1b2b1 + 2833565772c6a

3
2a

2
1b2b4 − 103826985750c6a

4
2b1b4a1 +

+ 36828867378c6a
4
1b1b4a2 − 78392247060c6a

2
2a

3
1b1b2 + 35900649636c6a

3
2a

2
1b1b4 +

+ 30545303454c6a
4
1b1a2b2 + 12073835634c6a

4
1b3a2b2 − 1081773834c6a

4
1b4b2a2 +

+ 29969332668c6b4b3a
3
2a

2
1 − 11431321878c6a

3
2a

2
1b

2
4 − 118486201860a61a2c5b2 −

− 1739019761700a82c2a1 + 4565368739100a82c1a1 + 6304388500800a71c4a
2
2 +

+ 28043902980600c1a
4
2a

5
1 + 6738848864800a62c4a

3
1 − 140510133660a71c3b3 −

− 379292925180a71c3b1 + 85328139780a71c5b3 − 132012595260a71c5b1 +

+ 491124847980a71c5b4 + 214328818860a71c5b2 + 625853703c6a
5
1b

2
2 −

− 13756071753c6a
5
1b

2
4 + 18478705138400a62c1a

3
1 − 750233647c6a

5
1b

2
3 +

+ 34529364033c6a
5
1b

2
1 + 18913165502400a71c1a

2
2 + 1739019761700a81a2c2 −

− 6304388500800a71a
2
2c2 − 28043902980600a52a

4
1c4 + 387790463580a71c3b2 +

+ 675111272940a71c3b4 + 12177599371c6b
2
3a

5
2 − 208968304740a72c5b3 +

+ 132012595260a72c5b4 − 85328139780a72c5b2 − 4565368739100a81a2c4 −

− 1739019761700a81a2c1 − 9782428024200a42a
5
1c2 + 6304388500800a72a

2
1c2 −

− 9782428024200a52a
4
1c1 − 6304388500800a72a

2
1c1 − 18913165502400a72a

2
1c4 −

− 6738848864800a61a
3
2c1 − 18478705138400a61a

3
2c4 − 6738848864800a62c2a

3
1 +

+ 119602542747c6b
2
1a

5
2 + 9782428024200a52a

4
1c2 + 6738848864800a61a

3
2c2 −

− 11610264435c6b
2
4a

5
2 − 691671660420a72c5b1 − 27590996940c3a

7
2b2 −

− 255652760220c3a
7
2b4 − 203607790620c3a

7
2b3 − 892218472860c3a

7
2b1 +

+ 4538718269c6b
2
2a

5
2 + 9782428024200c4a

5
1a

4
2 + 1739019761700a82c4a1 −

− 4782598921100a92c4 − 1521789579700a91c2 + 4782598921100a91c1+
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+ 1521789579700a91c4 + 1521789579700a92c2 − 1521789579700a92c1 +

+ 6380388519c6a
4
2b

2
4a1 − 70186625340a61c3b3a2 + 314346612060a62c3b2a1 +

+ 874848562380a62c3b4a1 − 796225299c6a
4
1b

2
4a2 − 899346200220a61c3b1a2 −

− 95483422998c6a
5
1b4b1 + 829885954c6a

5
1b4b2 − 2223413793900a32a

4
1c5b1 +

+ 1164826205c6a
4
1b

2
2a2 − 49213663962c6a

5
1b2b1 − 19100445398c6a

5
1b2b3 −

− 40132922682c6a
5
1b4b3 + 136030727451c6a

4
1b

2
1a2 − 157304056260a52c3a

2
1b2 +

+ 37315260642c6a
2
2a

3
1b

2
1 − 9023727762c6a

2
2a

3
1b

2
4 + 5047310670c6a

2
2a

3
1b

2
2 +

+ 6470750155c6a
4
1b

2
3a2 − 766626621540a61c5b1a2 + 71437139994c6a

5
2b3b1 +

+ 5288283090c6b2b3a
5
2 − 561252108300a32a

4
1c5b3 + 203428223700a32a

4
1c5b4 +

+ 160815914220a62c5b2a1 − 2690121956340a52c3a
2
1b1 − 944421422100c3b1a

3
1a

4
2 +

+ 587962442340a22a
5
1c5b2 + 5000337078c6a

5
2b4b2 + 4761282801c6a

4
2b

2
1a1 +

+ 1096266349620a51c3a
2
2b2 − 220983588540a61a2c3b4 + 1487025554820a22a

5
1c5b4 −

− 283319803260a62c3b1a1 − 594834066060a52a
2
1c5b3 + 2218732297860a51c3a

2
2b4 −

− 2148458832780a52a
2
1c5b1 + 1499165456100a42a

3
1c5b4 − 337642230900c3a

3
2a

4
1b3 −

− 175386346980a61c5b3a2 − 471063396180a52c3a
2
1b3),

v6,1 =
1

209331200
(−40342982975880 a1

7c3b1a2
2 − 17569914666720 a1

7c3b3a2
2 +

+ 22795546555080 a1
7c5b2a2

2 − 11077106989260 a2
5a1

4c3b2 +

+ 248974435314 c6a2
4a1

3b2
2 + 12182201555160 a2

7a1
2c5b4 −

− 20660684601440 a2
6c3a1

3b3 − 696280410738 c6a1
5b4

2a2
2 +

+ 1118299819590 c6a2
4a1

3b1
2 + 10547851385214 c6a2

5a1
2b1

2 −

− 40712945780520 a2
5a1

4c3b4 − 9551336845960 a1
6c3a2

3b2 −

− 124218983717400 a2
5a1

4c5b1 − 32855687577180 a2
5a1

4c5b3 +

+ 1987533531162 c6a1
5b1

2a2
2 + 846036131070 c6a2

5a1
2b3

2 +

+ 2010396766980 c6a2
7b3b1 − 1121741057190 a2

8c5a1b1 −

− 34917212470920 a2
6a1

3c3b1 − 23043154128540 a2
5a1

4c3b3 −

− 38611705194 c6a2
4a1

3b3
2 + 289097847090 c6a2

5b2
2a1

2 −

− 112906025694 c6a2
4b4

2a1
3 + 11031487126362 c6a2

3a1
4b1

2 −

− 45126844662 c6a2
2a1

5b3
2 − 56422668339180 a2

4a1
5c3b1 −

− 28695427697040 a2
4a1

5c3b3 − 80708444197680 a2
7c5a1

2b1−
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− 22840503046920 a2
7c5a1

2b3 − 1121455131816 c6a1
7b3b4 −

− 101844347910240 a2
7c3a1

2b1 − 19188461215560 a2
7c3a1

2b3 +

+ 14236390698660 a2
5a1

4c5b4 − 5248110134280 a2
7a1

2c3b2 −

− 28111091427120 a2
7a1

2c3b4 − 16506039578 c6a2
6b3

2a1 +

+ 4575399219690 a2
8c5b2a1 + 14297788357320 a2

8c5b4a1 +

+ 189253888662 c6a1
4b2

2a2
3 − 10446530274960 a2

7c5a1
2b2 +

+ 24855596890410 a2
8c3b4a1 − 8062320927570 a2

8c3b1a1 −

− 5540278269240 a2
8c3b3a1 + 679682912250 c6a1

4b3
2a2

3 +

+ 93591520626760 a2
6a1

3c3b4 + 60276954037560 a2
4a1

5c3b2 +

+ 8945941039620 a2
8c3b2a1 + 5666834180 c6a1

7b4b2 − 6278448930780 a2a1
8c3b4 −

− 1387652309064 c6a1
7b1b2 − 2679484187736 c6a1

7b1b4 − 4985114019210 a1
8c5b3a2 −

− 488460275632550 a2
7a1

4c1 + 52548490657325 a1
10a2c2 − 52548490657325 a1

10a2c1 −

− 500801819279450 a2
6a1

5c2 − 488460275632550 a2
4a1

7c2 +

+ 500801819279450 a2
6a1

5c4 + 256571681463175 a2
8a1

3c4 +

+ 256571681463175 a2
3a1

8c2 + 500801819279450 a2
5a1

6c2 +

+ 11020181658980 a1
9c3b2 − 3749917822950 a1

9c5b1 − 139133156501625 a1
10a2c4 −

− 720348869801925 a2
9a1

2c4 − 329020032630 c6a2
7b4

2 + 128032854314 c6a2
7b2

2 +

+ 344531729830 c6a2
7b3

2 + 3350898763206 c6a2
7b1

2 + 3749917822950 a2
9c5b4 +

+ 238059365992825 a1
9a2

2c4 + 720348869801925 a2
2a1

9c1 − 406630354002 c6a1
7b4

2 +

+ 488460275632550 a2
4a1

7c4 − 3994893301880 a1
9c3b3 + 238059365992825 a2

9a1
2c2 +

+ 13952319919720 a1
9c5b4 + 977240837034 c6a1

7b1
2 + 1428356195956950 a2

4a1
7c1 −

− 7262562001500 a2
9c3b4 − 52548490657325 a2

10c2a1 + 139133156501625 a2
10c1a1 +

+ 52548490657325 a2
10c4a1 − 785363317570 a2

9c3b2 − 5936810845290 a2
9c5b3 −

− 19658550894580 a2
9c5b1 − 10775206180050 a1

9c3b1 − 238059365992825 a2
9a1

2c1 −

− 500801819279450 a2
5a1

6c1 + 13794298526 c6a1
7b2

2 + 488460275632550 a2
7a1

4c2 +

+ 1416014652310050 a2
6a1

5c1 + 701836554331575 a2
8a1

3c1 −

− 701836554331575 a2
3a1

8c4 − 1428356195956950 a2
7a1

4c4 −

− 1416014652310050 a2
5a1

6c4 − 256571681463175 a2
8c2a1

3 +

+ 19214022926410 a1
9c3b4 + 6088367942410 a1

9c5b2 − 256571681463175 a2
3a1

8c1−
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− 25364781869440 a2
9c3b1 − 22166461286 c6a1

7b3
2 − 2424166666740 a2

9c5b2 +

+ 2424166666740 a1
9c5b3 − 5785253748170 a2

9c3b3 − 238059365992825 a1
9a2

2c2 −

− 13466632242 c6a1
6b4

2a2 − 634535870670 c6a2
5b4

2a1
2 +

+ 177598748802 c6a2
6b4

2a1 + 12324843432720 a2
6c5a1

3b3 −

− 21777748005780 a1
8c5a2b1 − 20937109394760 a2

3a1
6c5b3 +

+ 107152407702 c6a2
6b1

2a1 + 148423850424 c6a2
7b2b3 +

+ 177580901218 c6a1
6b3

2a2 + 28786505678 c6a1
6b2

2a2 −

− 2021992941930 a1
8c3b3a2 − 3363323245620 a1

8c5b2a2 − 2936976673410 a2a1
8c3b2 +

+ 354580918732 c6a1
7b3b1 + 1121741057190 a1

8c5b4a2 + 3833936894562 c6a1
6b1

2a2 +

+ 10446530274960 a1
7c5b3a2

2 − 12182201555160 a1
7c5b1a2

2 +

+ 56199704608320 a1
7c5b4a2

2 + 142545162684 c6a2
7b4b2 − 35017185192 c6a2

7b4b1 −

− 153155059543200 a2
5a1

4c3b1 + 19769609109640 a2
6a1

3c5b2 +

+ 38047297748720 a2
6a1

3c3b2 + 131830273508700 a2
4a1

5c3b4 +

+ 42195778987440 a2
2a1

7c3b2 + 82308372698760 a2
2a1

7c3b4 −

− 12324843432720 a2
3a1

6c5b2 − 16983883795320 a2
5a1

4c5b2 −

− 14236390698660 a2
4a1

5c5b1 + 16983883795320 a2
4a1

5c5b3 −

− 6925848023640 a2
6a1

3c5b1 + 3363323245620 a2
8c5b3a1 +

+ 56890641483520 a2
6a1

3c5b4 − 11661939603080 a1
6c3b3a2

3 +

+ 6925848023640 a1
6c5a2

3b4 − 84946838420080 a2
3a1

6c5b1 −

− 102236202833440 a1
6c3b1a2

3 + 266547362744 c6a2
7b3b4 −

− 319580080074 c6a1
4b4

2a2
3 − 535953542456 c6a1

7b3b2 +

+ 84840237814800 a2
4a1

5c5b4 − 25560709331040 a1
8c3b1a2 −

− 26142865285680 a1
6c3a2

3b4 + 31901388502620 a2
4a1

5c5b2 +

+ 160203132606 c6a1
5b2

2a2
2 + 171260920568 c6a2

7b2b1 +

+ 103420318994 c6a2
6b2

2a1 + 145303928325075 a1
11c1 + 46377718833875 a2

11c2 −

− 145303928325075 a2
11c4 − 46377718833875 a2

11c1 + 46377718833875 a1
11c4 −

− 46377718833875 a1
11c2 + 993643060956 c6a2

4a1
3b4b2 + 1136088474432 c6a2

5a1
2b1b2 +

+ 1130614700352 c6a2
5b3b4a1

2 − 3808597277328 c6a2
2a1

5b3b4 +

+ 851427214008 c6a2
3a1

4b2b3 − 34037784492 c6a1
6b2a2b4+
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+ 1024352449776 c6a2
5a1

2b4b1 − 8307295253424 c6a1
5b4b1a2

2 −

− 465902559776 c6a2
6b3b2a1 + 896006682704 c6a1

6b1a2b2 +

+ 520334688080 c6a1
6b3a2b4 − 3575125294128 c6a1

5b2b1a2
2 +

+ 209836081260 c6a2
5b2a1

2b4 − 4308615386472 c6a2
4a1

3b3b4 −

− 8553076910424 c6a2
4b1a1

3b4 + 5683870159188 c6a2
5a1

2b1b3 +

+ 477421278140 c6a2
6b4b2a1 + 653808355536 c6a2

5a1
2b2b3 +

+ 520179181476 c6a1
5b4a2

2b2 − 791351734752 c6a2
6b1b2a1 +

+ 344333273376 c6a1
6b3b2a2 − 1493210134392 c6a2

4b3a1
3b2 +

+ 558058634580 c6a2
4b1a1

3b3 − 2977629500232 c6a2
4b2a1

3b1 +

+ 34448353668 c6a2
3a1

4b4b2 + 1382692590168 c6a2
3a1

4b3b4 +

+ 1081759438848 c6a2a1
6b4b1 − 1562065897488 c6a1

5b3a2
2b2 +

+ 5326863532284 c6a2
3a1

4b3b1 + 1654585359660 c6a1
6b1a2b3 +

+ 2142838509336 c6a1
4b4b1a2

3 + 840949629708 c6a1
5b1b3a2

2 −

− 2924070625152 c6a2
6b1b4a1 − 1622668460544 c6a2

6b3b4a1 +

+ 73399359124 c6a2
6b3b1a1 + 1859124801048 c6a2

3a1
4b1b2),

v7,1 = − 1

6698598400
(a21 + a22)(185057278141743150a111 c1 −

− 66609536126640650a101 a2c1 + 917900725589626350a91a
2
2c1 − · · · ,

v8,1 =
1

1373212672000
(a21 + a22)

2(1920871660446110659625a111 c1 −

− 688647034952413184375a101 a2c1 + 9531823580024988851375a91a
2
2c1 − · · · ,

v9,1 = − 1

1109555838976000
(a21 + a22)

3(97578737371341505206661500a111 c1 −

− 34865360565837189604560500a101 a2c1 + · · · ,

v10,1 =
1

67682906177536000
(a21 + a22)

4(455362879697844396526063037625a111 c1 −

− 162239561715243494841919298375a101 a2c1 + · · · ,

v11,1 = − 1

15702434233188352000
(a21 + a22)

5(

9668968637459677338410534098474500a111 c1 − · · · .
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Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.4

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1 e v6,1 do sistema (5.12) com a condição a3 = 0 e devido ao

tamanho excessivo dos coeficientes focais v7,1, v8,1, v9,1, v10,1, v11,1, v12,1 e v13,1 vamos omitir

boa parte das suas expressões.

1◦ Caso O sistema (5.12) com a condição a3 = 0.

v1,1 = −1

4
(−c2a1 − 3 c4a2 − c1a2 + c2a2 + 3 c1a1 + c4a1)

v2,1 =
1

40
(−c3b4 + 3 c5b2 + 3 c5b4 − 225 a2a1

2c4 + 85 a2a1
2c2 − 85 a2a1

2c1 − 85 a2
2a1c2 +

+ 225 a2
2a1c1 + 85 a2

2a1c4 + 17 c5b1 + 5 c5b3 + 13 c5b5 − c3b2 − 75 a1
3c2 +

+ 75 a2
3c2 + 21 c3b1 − 75 a2

3c1 − 235 a2
3c4 + 9 c3b5 + 235 a1

3c1 + 75 a1
3c4 +

+ 5 c3b3)

v3,1 = − 1

320
(−20535 a2

5c4 + 260 c5b2a1a2 − 60 c3b3a1a2 + 220 a2a1c5b4 + 460 c3a1a2b2 +

+ 340 c3a1a2b4 − 420 c3a1a2b1 + 220 c3a1a2b5 − 180 c5a1a2b1 + 20 c5a1a2b3 −

− 180 c5a1a2b5 + 290 c3b3a1
2 + 6505 a2

5c2 − 6505 a2
5c1 − 6505 a1

5c2 +

+ 20535 a1
5c1 + 6505 a1

5c4 + 19515 a2
4c1a1 + 14030 c4a1

3a2
2 + 254 a1

2c5b4 +

+ 254 a2
2c5b2 + 314 a2

2c5b4 + 7525 a2
4c4a1 + 40050 a1

3c1a2
2 + 314 a1

2c5b2 −

− 40050 a2
3a1

2c4 − 14030 a2
3a1

2c1 − 14030 c2a1
3a2

2 − 7525 a2
4c2a1 +

+ 14030 a1
2c2a2

3 − 7525 a2a1
4c1 − 19515 a2a1

4c4 + 2 c3a1
2b2 + 7525 a2a1

4c2 +

+ 882 c3b5a2
2 + 1294 c5b5a2

2 − 158 c3b4a2
2 + 1086 a2

2c5b1 + 410 a2
2c5b3 +

+ 1958 c3a1
2b1 + 22 c3a1

2b5 + 1218 a2
2c3b1 + 390 a2

2c3b3 + 1706 c5a1
2b1 +

+ 430 c5a1
2b3 + 954 c5a1

2b5 + 22 c3a1
2b4 − 138 a2

2c3b2)

v4,1 =
1

707200
(−5864235 c3b4a2

4 + 37393 c6b5
2a2 + 36362235 a2

4c3b1 +

+ 13254475 a2
4c5b3 + 33082595 a2

4c5b1 + 44013255 c5b5a2
4 − 263691675 a2a1

6c1 −

− 686354175 a1
6a2c4 + 721261125 a2

5a1
2c2 − 2128876425 a2

5a1
2c4 −

− 721261125 a2
5a1

2c1 − 756168075 a2
3a1

4c1 − 384281 c6b1
2a1 + 24127 c6b4

2a1 +

+ 12480975 a2
4c3b3 + 686354175 a2

6c1a1 − 263691675 a2
6c2a1 +
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+ 263691675 a2
6c4a1 − 2093969475 a2

3a1
4c4 + 756168075 a2

3a1
4c2 +

+ 10830105 a2
4c5b4 + 8288605 a2

4c5b2 − 4869735 a2
4c3b2 − 28907 c6b4

2a2 −

− 47471 c6b2
2a2 + 756168075 a2

4a1
3c4 + 2093969475 a2

4a1
3c1 −

− 756168075 a2
4a1

3c2 + 721261125 a2
2a1

5c4 + 2128876425 a2
2a1

5c1 −

− 721261125 a2
2a1

5c2 − 57195 c6b3
2a2 − 1325735 c6b1

2a2 + 1450865 c3a1
4b4 +

+ 898365 c3a1
4b2 + 8288605 c5a1

4b4 + 10830105 c5a1
4b2 + 263691675 a1

6a2c2 −

− 31565 c6b3
2a1 − 89025 c6b5

2a1 + 9099 c6b2
2a1 + 29904615 c3b5a2

4 +

+ 29802955 c5a1
4b5 + 14027975 c5a1

4b3 + 58121895 c5a1
4b1 − 2869685 c3a1

4b5 +

+ 8480875 c3a1
4b3 + 228784725 a2

7c2 − 721261125 a2
7c4 − 713754 c6b5b1a1 +

+ 303654 c6b2b5a1 + 340782 c6b4b5a1 + 340782 c6b2b1a1 + 18278910 c5b2a2
2a1

2 +

+ 27945450 c5b3a2
2a1

2 − 3838770 c3b4a2
2a1

2 − 29614 c6b3b4a2 − 43758 c6b5b2a2 −

− 73814 c6b5b4a2 − 73814 c6b1b2a2 + 9083100 c3a1
3a2b5 − 17702100 c3a1

3a2b1 +

+ 119782 c6b2b3a1 + 119782 c6b4b3a1 + 26886 c6b2b4a1 + 9215700 c5a2
3b4a1 −

− 708438 c6b5b1a2 − 125174 c6b5b3a2 + 101962770 a2
2c3b1a1

2 +

+ 22508850 a2
2c3b3a1

2 − 43758 c6b1b4a2 − 530046 c6b1b3a2 − 68598 c6b2b4a2 −

− 228784725 a2
7c1 − 228784725 a1

7c2 + 721261125 a1
7c1 + 228784725 a1

7c4 −

− 7757100 a1
3c5b1a2 + 73772010 c5b5a2

2a1
2 + 8862100 a2a1

3c5b4 +

+ 18365100 c3a1
3a2b2 + 11735100 c3a1

3a2b4 + 10099700 c5a2
3b2a1 −

− 231242 c6b3b1a1 + 1082900 c5a1
3a2b3 − 6077500 c5a1

3a2b5 + 11072100 c5b2a1
3a2 −

− 1878500 c3b3a1
3a2 + 9348300 c3a2

3b5a1 − 2762500 c3b3a1a2
3 +

+ 17657900 c3a1a2
3b2 + 14121900 c3a1a2

3b4 − 16199300 c3a1a2
3b1 −

− 6077500 c5a1a2
3b1 − 7757100 c5a1a2

3b5 + 1082900 c5a1a2
3b3 +

+ 23808330 c3a1
2b5a2

2 − 5164770 c3a1
2b2a2

2 + 303654 c6b4b1a1 −

− 172898 c6b3b5a1 + 18278910 a1
2c5b4a2

2 + 89922690 c5b1a2
2a1

2 −

− 29614 c6b3b2a2 + 65467935 c3a1
4b1),

v5,1 = − 1

52332800
(434754940425 a2

8a1c4 − 2445607006050 a2
5a1

4c1 +

+ 434754940425 a1
8c2a2 + 101401586910 a1

6c3b1 + 12853099220 a1
6c3b3 +

+ 112018765 c6a1
3b5

2 − 1576097125200 a2
7a1

2c1 − 4728291375600 a2
7a1

2c4 −

− 43942895 c6a1
3b3

2 + 1576097125200 a2
7c2a1

2 − 4619676284600 a2
3a1

6c4 −
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− 105808165 c6b3
2a2

3 − 2096120305 c6b1
2a2

3 + 46447976640 c3b5a2
6 +

+ 12782449940 a2
6c5b2 − 7587765380 a2

6c3b2 − 61224497 c6b4
2a2

3 −

− 87644421 c6b2
2a2

3 + 19191337230 a2
6c3b3 − 434754940425 a1

8c1a2 −

− 1141342184775 a1
8c4a2 + 16878063930 a2

6c5b4 + 4619676284600 a2
6c1a1

3 +

+ 27583581 c6a1
3b2

2 − 9254973910 c3b4a2
6 + 2445607006050 a2

5a1
4c2 +

+ 2445607006050 a2
4a1

5c4 − 1684712216200 a2
3a1

6c1 + 68394799330 c5b5a2
6 +

+ 50526909550 a2
6c5b1 + 20405539960 a2

6c5b3 + 55447419300 a2
6c3b1 +

+ 78160423 c6b5
2a2

3 − 1576097125200 a1
7a2

2c2 + 12782449940 a1
6c5b4 +

+ 90341622020 a1
6c5b1 + 45606399800 a1

6c5b5 − 4871447750 a1
6c3b5 +

+ 1684712216200 a1
6a2

3c2 − 780059819 c6a1
3b1

2 + 52670913 c6a1
3b4

2 +

+ 21619742690 a1
6c5b3 + 1631883890 a1

6c3b2 + 2393080820 a1
6c3b4 +

+ 16878063930 a1
6c5b2 − 7010975745150 a2

5a1
4c4 + 7010975745150 a2

4a1
5c1 −

− 2445607006050 a2
4a1

5c2 + 1684712216200 a2
6a1

3c4 − 1684712216200 a2
6a1

3c2 +

+ 4728291375600 a1
7a2

2c1 + 1576097125200 a1
7a2

2c4 + 1141342184775 a2
8a1c1 +

+ 44803418400 a2
4c5a1

2b4 − 54899194 c6a2
3b3b4 + 380447394925 a1

9c4 +

+ 380447394925 a2
9c2 − 380447394925 a2

9c1 − 1195649730275 a2
9c4 −

− 380447394925 a1
9c2 + 1195649730275 a1

9c1 − 14934472800 c3b4a2
4a1

2 +

+ 40808545050 c5b2a2
4a1

2 + 44803418400 c5a1
4b2a2

2 − 3258943350 c3a1
4b4a2

2 +

+ 228605615550 a2
2a1

4c5b1 − 2736596590 a1
5c3b3a2 − 32196073 c6b5

2a1
2a2 −

− 2639692929 c6b1
2a1

2a2 + 188818377800 c5a1
2a2

4b1 + 15073072950 c3a2
5b5a1 +

+ 37872689 c6b4
2a1a2

2 + 65017780100 a2
2a1

4c5b3 + 33716224100 a2
3a1

3c5b2 +

+ 28886887900 a2
3a1

3c5b4 + 56878394300 a2
3a1

3c3b2 + 40395197700 a2
3a1

3c3b4 +

+ 17859303930 c5a1
5b2a2 − 15957824350 c3a1

2b2a2
4 + 1852989970 c5a1a2

5b3 −

− 12558645450 c5a1a2
5b5 + 14058143710 a1

5c5b4a2 − 12558645450 a1
5c5b1a2 −

− 9189067290 a1
5c5b5a2 + 14492833030 a1

5c3b5a2 − 28474358250 a1
5c3b1a2 −

− 7312691100 c3b3a1
3a2

3 − 53877435300 c3a1
3a2

3b1 − 1375313098 c6b5b1a2
3 −

− 255996034 c6b5b3a2
3 − 68414258 c6b1b4a2

3 − 910303146 c6b1b3a2
3 +

+ 9673805 c6a2
2b2

2a1 − 1135896286 c6a1
3b5b1 + 17865845530 c3a1

5b4a2 −

− 411836358 c6a1
3b3b1 − 307135291 c6a2

2a1b1
2 − 55217535 c6a2

2a1b3
2 +
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+ 258591083400 a1
4c3a2

2b1 + 30306415100 a1
4c3a2

2b5 + 36709314 c6a1a2
2b2b4 +

+ 189456946 c6a2
2a1b3b4 + 734641586 c6a2

2a1b5b4 − 293071746 c6b4a1
2b1a2 +

+ 321440682 c6a1a2
2b4b1 − 434754940425 a2

8a1c2 − 84210298 c6a2
3b5b2 −

− 154408474 c6a2
3b5b4 + 81525098850 a2

4a1
2c3b5 − 9189067290 a2

5c5a1b1 −

− 136083178 c6a2
3b2b4 − 31754293 c6a1

2b2
2a2 + 14801269470 c5a2

5b4a1 +

+ 212536175150 a2
4c3b1a1

2 − 79680245 c6a1
2b3

2a2 + 7175775 c6a1
2b4

2a2 −

− 104788514 c6a2
3b1b2 + 1852989970 a1

5c5b3a2 + 29086161390 c3a1
5b2a2 +

+ 574921466 c6a1
3b1b4 − 181376382 c6a1

3b5b3 + 679463338 c6a1
3b1b2 +

+ 3605239300 a2
3a1

3c5b3 + 159466627450 a2
2a1

4c5b5 − 162425923 c6a2
2b5

2a1 −

− 4548619790 a2
5c3b3a1 + 29593380700 c3a1

3a2
3b5 − 25430551770 a2

5c3b1a1 +

+ 69417314 c6a1
3b2b4 + 182282501700 a2

4c5a1
2b5 + 63776102650 a2

4c5a1
2b3 +

+ 216664378 c6a1
3b3b2 + 203600418 c6a1

3b3b4 + 489822946 c6a1
3b5b2 +

+ 515981058 c6a1
3b5b4 − 49261874 c6a2

3b3b2 + 54365602200 c3b3a1
2a2

4 +

+ 47926623550 c3b3a1
4a2

2 − 6765649800 c3a1
4a2

2b2 + 40808545050 a2
2a1

4c5b4 +

+ 22630092810 c3a1a2
5b4 + 27691492270 c3a1a2

5b2 − 21646972100 c5a1
3a2

3b5 +

+ 15884394890 c5a2
5b2a1 − 21646972100 a1

3c5b1a2
3 − 1199080446 c6a2

2a1b5b1 −

− 390870738 c6a1
2b1b2a2 − 11792778 c6b4a1

2b2a2 − 1034919018 c6a1
2b5b1a2 −

− 245683626 c6b2a1
2b5a2 − 242010858 c6a2a1

2b5b4 − 104868138 c6a1
2b3b4a2 −

− 121780098 c6a1
2b3b2a2 − 148217698 c6a1

2b5b3a2 − 913569802 c6b1a1
2b3a2 +

+ 150265066 c6a1a2
2b2b3 + 244194746 c6a2

2a1b2b1 + 576736242 c6b2b5a1a2
2 −

− 305675366 c6b3a1a2
2b1 − 332635934 c6a2

2a1b5b3),

v6,1 =
1

209331200
(500801819279450 a2

5a1
6c2 + 7772224149365 a2

8c5b5 −

− 7373071632 c6a2
5b4

2 − 10141824448 c6a2
5b2

2 − 859451312265 a2
8c3b2 +

+ 256571681463175 a2
8a1

3c4 − 1428356195956950 a2
7a1

4c4 +

+ 52548490657325 a1
10c2a2 + 720348869801925 a1

9c1a2
2 −

− 500801819279450 a2
5a1

6c1 + 488460275632550 a2
7a1

4c2 −

− 233363529024 c6a2
5b1

2 + 182282787895 a1
8c3b2 − 488460275632550 a2

4a1
7c2 −

− 488460275632550 a2
7a1

4c1 + 2321842509805 a2
8c5b3 − 103601000832 c6a1

4a2b1b3

− 209274912736 c6b1a1
2b3a2

3 + 18578304680 c6a2
4b1b2a1 −
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− 81214634496 c6a1
3b3a2

2b1 − 40206346616 c6a1
4b1a2b4 −

− 54538060968 c6a1
4b2b1a2 + 238059365992825 a2

9a1
2c2 +

+ 1428356195956950 a1
7a2

4c1 + 6317585864 c6a1
5b4

2 + 139133156501625 a2
10c1a1 +

+ 488460275632550 a2
4a1

7c4 − 1416014652310050 a2
5a1

6c4 +

+ 10265544032185 a1
8c5b1 − 52548490657325 a2

10c2a1 + 5772533729625 a2
8c5b1 −

− 92767474680 c6a1
5b1

2 − 4679432200 c6a1
5b3

2 − 238059365992825 a1
9c2a2

2 +

+ 1416014652310050 a2
6a1

5c1 + 256571681463175 a1
8a2

3c2 + 9375778848 c6b5
2a2

5 +

+ 264827313335 a1
8c3b4 − 272241588544 c6a2

3b5a1
2b1 +

+ 10463146016 c6a1
3b2b4a2

2 + 142619624176 c6a2
2a1

3b5b4 −

− 32310022800 c6b3a1a2
4b1 + 15219495000 c6a1a2

4b2b3 −

− 266698662304 c6a1
3a2

2b5b1 + 67175320840 c6a2
4b5b2a1 +

+ 122161637872 c6a1
3b5b2a2

2 + 98427647472 c6a1
3b1a2

2b4 −

− 15428800608 c6a1
4b3b5a2 − 50028553104 c6a2

3a1
2b5b4 −

− 256571681463175 a1
8c1a2

3 + 5195400251925 a1
8c5b5 − 720348869801925 a2

9a1
2c4 −

− 256571681463175 a2
8a1

3c2 − 238059365992825 a2
9a1

2c1 + 1454075311195 a1
8c5b4 −

− 490879824175 a1
8c3b5 + 3596759160 c6a1

5b2
2 − 139133156501625 a1

10a2c4 +

+ 20666448520 c6a2
4b3b4a1 − 39066354480 c6a2

4a1b5b3 + 95934598896 c6a1
3b1b2a2

2 −

− 21094221584 c6a1
2a2

3b2b3 − 45404710928 c6a2
3a1

2b4b1 − 30424011336 c6a1
4b2b5a2 −

− 27085609048 c6a1
4b4b5a2 − 56970058624 c6a1

3b5a2
2b3 − 112386803872 c6a1

4b1b5a2 −

− 15643486328 c6a1
4b3b2a2 − 14056457344 c6b4a1

2b2a2
3 − 44085380064 c6a1

2b5b3a2
3 −

− 19952206224 c6a1
2b3b4a2

3 + 29521815000 c6a2
4b4b1a1 − 43409078928 c6b2a1

2b5a2
3 −

− 135344963152 c6a2
4b5b1a1 + 88913531640 c6a2

4b5b4a1 + 3876153488 c6a2
4b2b4a1 +

+ 1774148288 c6a1
4b2b4a2 − 12698466888 c6a1

4b3b4a2 + 41087314416 c6a1
3b3a2

2b2 +

+ 44912486896 c6a1
3b3b4a2

2 − 58876277264 c6a2
3a1

2b2b1 + 11696288808750 a1
4c3a2

4b3

− 110203227940 a1
6c3b4a2

2 − 603638732580 a1
6c3b2a2

2 + 6953833479060 a1
6c3b3a2

2 +

+ 80372032200 c6a1
5b1b2 − 3856057327200 a1

5c5a2
3b1 − 2860671771360 a2

7a1c3b1 −

− 6342047496 c6a2
5b3b4 + 9783615520 c6a1

3b4
2a2

2 − 47081228016 c6a1
5b3b1 −

− 17755893584 c6a1
5b5b3 + 27277485036100 a2

6a1
2c5b1 + 5828502800640 a2

3a1
5c5b2 +

+ 4983949532640 a2
3a1

5c3b5 − 9301389832800 a2
3a1

5c3b1 +
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+ 40972215391380 a2
2a1

6c3b1 − 3456661247520 a2
3a1

5c5b5 − 8537787920 c6a1
4b3

2a2 +

+ 8398433323540 c3b3a1
2a2

6 − 517768948320 a2
7c3b3a1 + 8683967824 c6a1

5b2b4 +

+ 6088081175020 c5b2a2
6a1

2 + 9716281409250 c5a1
4b2a2

4 + 4849083982080 a1
5c5b4a2

3

+ 5278904266545 a2
8c3b5 + 2185270909965 a2

8c3b3 + 1917817185115 a2
8c5b4 +

+ 52548490657325 a2
10c4a1 + 9687319374720 a1

5c3a2
3b2 − 2609393133750 a1

4c3a2
4b2 −

− 8939610569760 a2
5c3b1a1

3 + 3050427396900 a1
6c3b5a2

2 − 5524640536 c6a2
5b3b2 +

+ 3140284896 c6a1
3b2

2a2
2 − 1341382554720 c3a1

3a2
5b3 + 212919921760 a1

7c5b3a2 +

+ 2140529088 c6a1
4b4

2a2 − 1814650320 c6a1
4b2

2a2 − 312112349952 c6a1
4b1

2a2 +

+ 38870052688350 a2
4a1

4c5b5 + 28497754445940 a2
6c5a1

2b5 −

− 18527277624 c6a2
5b5b4 + 30603015332500 a2

6c3b1a1
2 + 9716281409250 a2

4a1
4c5b4

− 9850619400 c6a2
5b5b2 + 53699032375950 a2

4a1
4c3b1 + 1994850453440 a1

7a2c3b4 −

− 1423641866400 a1
7a2c5b1 − 1024245786720 a1

7c5b5a2 − 125922589328 c6a1
5b1b5 +

+ 54761053928 c6a1
5b5b2 − 27256040824 c6a2

4a1b1
2 − 3456661247520 c5a1

3a2
5b1 +

+ 9522840000960 a2
5a1

3c3b2 + 67038553176 c6a1
5b4b1 + 4095624024 c6a2

4b4
2a1 +

+ 47498728908150 a2
4a1

4c5b1 − 1125274257120 a1
5c3b3a2

3 +

+ 2558725906880 a2
7c3a1b4 + 6088081175020 a1

6c5b4a2
2 + 623287572960 a1

5c5b3a2
3

+ 7000092730540 a1
6c5b2a2

2 + 9583930858580 a2
6c5a1

2b3 −

− 113513382672 c6a1
3b1

2a2
2 − 7495025944 c6b1b4a2

5 + 4938329722560 a2
5c5a1

3b4 −

− 30516477696 c6b5b3a2
5 − 161496800864 c6b5b1a2

5 − 16066626560 c6a2
5b2b4 −

− 103348725344 c6b1b3a2
5 − 3222451034400 a1

7c3b1a2 − 18658364184 c6a2
4b5

2a1 −

− 5491602016 c6a1
4b5

2a2 − 11267242408 c6a2
5b1b2 + 623287572960 a2

5a1
3c5b3 +

+ 5054386864800 a2
5a1

3c3b5 + 6532954621440 c3a1
5b4a2

3 +

+ 36259321633860 a1
6c5b1a2

2 + 9861258065620 a1
6a2

2c5b3 +

+ 1636442731040 a1
7c3b5a2 + 3278775518720 a1

7c3b2a2 − 11486476880 c6a1
3b3

2a2
2

− 543506412192 c6b1
2a1

2a2
3 + 1668558816 c6b5

2a1
2a2

3 − 2069122389750 c3a1
4b4a2

4

+ 3114296144960 c3a1a2
7b2 + 1010906664 c6a2

4b2
2a1 +

+ 56967981752 c6a1
5b5b4 + 5593586094720 a2

5a1
3c5b2 + 3989124336 c6a1

3a2
2b5

2 +

+ 14664932304750 a2
4a1

4c5b3 + 1706880063200 a2
7c3b5a1 −

− 2682922925540 a2
6c3a1

2b2 − 12884735504 c6a1
2b2

2a2
3 + 1674463818560 c5a2

7b4a1
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− 20900748320 c6a1
2b3

2a2
3 − 1423641866400 a2

7c5b5a1 + 1787617798720 c5a2
7b2a1

− 4068260880 c6a2
3a1

2b4
2 − 2744141834980 a2

6c3a1
2b4 − 3856057327200 a2

5a1
3c5b5

+ 212919921760 a2
7a1c5b3 − 6314246120 c6a2

4a1b3
2 − 1024245786720 a2

7c5b1a1 +

+ 24937870296 c6a1
5b3b2 + 1585218078080 a1

7a2c5b4 + 2022534504640 a1
7a2c5b2 −

− 301660650720 a1
7a2c3b3 + 23083445096 c6a1

5b3b4 + 7000092730540 a2
6a1

2c5b4 +

+ 14574523386020 a2
6a1

2c3b5 + 12836926340550 a2
4a1

4c3b5 +

+ 23339922643700 a2
2a1

6c5b5 + 1470707083885 a1
8c3b3 −

− 701836554331575 a1
8c4a2

3 + 238059365992825 a1
9c4a2

2 +

+ 1917817185115 a1
8c5b2 − 12246638320 c6a2

5b3
2 + 2458414109645 a1

8c5b3 +

+ 7096830074880 a2
5a1

3c3b4 + 701836554331575 a2
8a1

3c1 −

− 500801819279450 a2
6a1

5c2 − 52548490657325 a1
10a2c1 +

+ 17812928808 c6a1
5b5

2 − 1050049986505 a2
8c3b4 + 500801819279450 a2

6a1
5c4 +

+ 1454075311195 a2
8c5b2 + 11526531140605 a1

8c3b1 + 6349667207325 a2
8c3b1 +

+ 46377718833875 a2
11c2 − 46377718833875 a1

11c2 + 145303928325075 a1
11c1 +

+ 46377718833875 a1
11c4 − 46377718833875 a2

11c1 − 145303928325075 a2
11c4),

v7,1 =
1

3349299200
(−92528639070871575a131 c1 + 33304768063320325a121 a2c1 −

− 551479001865684750a111 a
2
2c1 + 196135775820377250a101 a

3
2c1 − · · · ,

v8,1 =
1

274642534400
(384174332089222131925a151 c1 −

− 137729406990482636875a141 a2c1 + 2674713380183442034125a131 a
2
2c1 − · · · ,

v9,1 = − 1

277388959744000
(a21 + a22)(24394684342835376301665375a151 c1 −

− 8716340141459297401140125a141 a2c1 + · · · ,

v10,1 =
1

67682906177536000
(a21 + a22)

2(455362879697844396526063037625a151 c1 −

− 162239561715243494841919298375a141 a2c1 + · · · ,

v11,1 = − 1

3925608558297088000
(a21 + a22)

3(

2417242159364919334602633524618625a151 c1 − · · · ,

v12,1 = 1/31404868466376704000(a21 + a22)
4(

2087207758942912386868335511174104375a151 c1 − · · ·

v13,1 = −1/12373518175752421376000(a21 + a22)
5(

103394063430183176230722057478014624022500a151 c1 − · · · .
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Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.5

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1, v8,1 e v9,1 do sistema (5.13).

1◦ Caso O sistema (5.12).

v1,1 = −1

4
(a2c2 − 4 a3c4 − 4 a3c1 + 3 c1a1 − a2c1 + c4a1 − 3 a2c4 − c2a1),

v2,1 =
1

8
(−52 a3c1a2

2 − 60 a3c4a2
2 + 2 a3c2a2

2 − 2 c2a1
2a3 − 60 a1

2a3c1 − 52 a1
2a3c4 +

+ 45 a2
2a1c1 + 17 a2

2a1c4 − 17 a2a1
2c1 + 17 a2a1

2c2 − 45 a2a1
2c4 − 15 a2

3c1 +

+ 4 a1a3c1a2 − 4 a1a3c4a2 − 8 a1a3c2a2 + 15 c4a1
3 − 15 a1

3c2 + 15 a2
3c2 −

− 17 a2
2a1c2 + 47 a1

3c1 − 47 a2
3c4),

v3,1 = − 1

64
(a2

2 + a1
2)(4107 a1

3c1 + 1301 c4a1
3 − 1301 a1

3c2 − 4440 a1
2a3c4 +

+ 1505 a2a1
2c2 − 3903 a2a1

2c4 − 1505 a2a1
2c1 − 200 c2a1

2a3 − 5208 a1
2a3c1 +

+ 3903 a2
2a1c1 − 400 a1a3c4a2 + 1505 a2

2a1c4 − 768 a1a3c2a2 − 1505 a2
2a1c2 +

+ 400 a1a3c1a2 + 1301 a2
3c2 − 4107 a2

3c4 − 1301 a2
3c1 − 5208 a3c4a2

2 −

− 4440 a3c1a2
2 + 200 a3c2a2

2),

v4,1 =
3

128
(a2

2 + a1
2)2(−13803 a1

3c2 + 43515 a1
3c1 + 13803 c4a1

3 − 55264 a1
2a3c1 −

− 47456 a1
2a3c4 − 15909 a2a1

2c1 − 2054 c2a1
2a3 − 41409 a2a1

2c4 + 15909 a2a1
2c2 +

+ 4108 a1a3c1a2 − 7808 a1a3c2a2 + 15909 a2
2a1c4 − 15909 a2

2a1c2 + 41409 a2
2a1c1 −

− 4108 a1a3c4a2 − 43515 a2
3c4 + 2054 a3c2a2

2 − 55264 a3c4a2
2 + 13803 a2

3c2 −

− 13803 a2
3c1 − 47456 a3c1a2

2)

v5,1 = − 1

256
(a2

2 + a1
2)3(1861061 c4a1

3 + 5848843 a1
3c1 − 1861061 a1

3c2 −

− 7451070 a1
2a3c1 − 258834 c2a1

2a3 − 5583183 a2a1
2c4 − 2126721 a2a1

2c1 −

− 6468990 a1
2a3c4 + 2126721 a2a1

2c2 + 517668 a1a3c1a2 − 982080 a1a3c2a2 +

+ 2126721 a2
2a1c4 + 5583183 a2

2a1c1 − 2126721 a2
2a1c2 − 517668 a1a3c4a2 −

− 5848843 a2
3c4 + 1861061 a2

3c2 − 7451070 a3c4a2
2 − 1861061 a2

3c1 +

+ 258834 a3c2a2
2 − 6468990 a3c1a2

2),

v6,1 =
1

1024
(a2

2 + a1
2)4(226869115 c4a1

3 + 710793339 a1
3c1 − 226869115 a1

3c2 −
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− 680607345 a2a1
2c4 − 257055109 a2a1

2c1 − 29412202 c2a1
2a3 −

− 908250252 a1
2a3c1 − 796629732 a1

2a3c4 + 257055109 a2a1
2c2 +

+ 257055109 a2
2a1c4 + 680607345 a2

2a1c1 − 257055109 a2
2a1c2 +

+ 58824404 a1a3c1a2 − 111620520 a1a3c2a2 − 58824404 a1a3c4a2 −

− 710793339 a2
3c4 − 226869115 a2

3c1 + 29412202 a3c2a2
2 − 796629732 a3c1a2

2 −

− 908250252 a3c4a2
2 + 226869115 a2

3c2),

v7,1 = − 1

16384
(a21 + a22)

5(452628783519a31c1 − 162919251869a21a2c1 +

+ 434564297475a1a
2
2c1 − 144854765825a32c1 − 579877287920a21a3c1 +

+ 35212522848a1a2a3c1 − 513020997104a22a3c1 − 144854765825a31c2 +

+ 162919251869a21a2c2 − 162919251869a1a
2
2c2 + 144854765825a32c2 −

− 17606261424a21a3c2 − 66856290816a1a2a3c2 + 17606261424a22a3c2 +

+ 144854765825a31c4 − 434564297475a21a2c4 + 162919251869a1a
2
2c4 −

− 452628783519a32c4 − 513020997104a21a3c4 − 35212522848a1a2a3c4 −

− 579877287920a22a3c4),

v8,1 =
1

32768
(a21 + a22)

6(45836397997861a31c1 − 16432695751675a21a2c1 +

+ 44105553369279a1a
2
2c1 − 14701851123093a32c1 − 58850861030784a21a3c1 +

+ 3374776180340a1a2a3c1 − 52439748990080a22a3c1 − 14701851123093a31c2 +

+ 16432695751675a21a2c2 − 16432695751675a1a
2
2c2 + 14701851123093a32c2 −

− 1687388090170a21a3c2 − 6411112040704a1a2a3c2 + 1687388090170a22a3c2 +

+ 14701851123093a31c4 − 44105553369279a21a2c4 + 16432695751675a1a
2
2c4 −

− 45836397997861a32c4 − 52439748990080a21a3c4 − 3374776180340a1a2a3c4 −

− 58850861030784a22a3c4),

v9,1 = − 1

65536
(a21 + a22)

7(5763495542748039a31c1 − 2059325172991253a21a2c1 +

+ 5556255554635179a1a
2
2c1 − 1852085184878393a32c1 −

− 7413500532876246a21a3c1 + 404160389500372a1a2a3c1 −

− 6645365332624854a22a3c1 − 1852085184878393a31c2 +

+ 2059325172991253a21a2c2 − 2059325172991253a1a
2
2c2 +

+ 1852085184878393a32c2 − 202080194750186a21a3c2 −

− 768135200251392a1a2a3c2 + 202080194750186a22a3c2 +
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+ 1852085184878393a31c4 − 5556255554635179a21a2c4 +

+ 2059325172991253a1a
2
2c4 − 5763495542748039a32c4 −

− 6645365332624854a21a3c4 − 404160389500372a1a2a3c4 −

− 7413500532876246a22a3c4).

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.6

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1, v8,1, v9,1, v10,1 e v11,1 do sistema (5.14) com a condição

a4 = −a1, a3 = 0, a5 = 0 e a6 = 0.

1◦ Caso O sistema (5.14) com a condição a4 = −a1, a3 = 0, a5 = 0 e a6 = 0.

v1,1 =
1

20
(13b1c3 + 11b1c5 − b2c3 + 3b2c5 + 7b3c3 + 9b3c5),

v2,1 =
1

40
(a2b1c3 − 13a2b1c5 − 3a2b2c3 − a2b2c5 + 13a2b3c3 − 9a2b3c5 + 28a4b1c3 +

+ 16a4b1c5 − 12a4b2c3 − 4a4b2c5 + 16a4b3c3 + 12a4b3c5),

v3,1 =
1

320
(−143a22b1c3 − 101a22b1c5 + 11a22b2c3 − 33a22b2c5 − 49a22b3c3 − 123a22b3c5 −

− 44a2a4b1c3 − 28a2a4b1c5 − 28a2a4b2c3 + 44a2a4b2c5 + 44a2a4b3c3 + 28a2a4b3c5 −

− 516a24b1c3 − 492a24b1c5 − 44a24b2c3 − 188a24b2c5 − 252a24b3c3 − 404a24b3c5),

v4,1 = − 1

640

(
a22 + 4a24

)
(25a2b1c3 − 205a2b1c5 − 51a2b2c3 − 17a2b2c5 + 205a2b3c3 −

− 145a2b3c5 + 452a4b1c3 + 264a4b1c5 − 180a4b2c3 − 60a4b2c5 + 248a4b3c3 +

+ 196a4b3c5),

v5,1 =
1

1280
(a22 + 4a24)(901a22b1c3 + 647a22b1c5 − 69a22b2c3 + 207a22b2c5 + 323a22b3c3 +

+ 761a22b3c5 + 252a2a4b1c3 + 164a2a4b1c5 + 164a2a4b2c3 − 252a2a4b2c5 −

− 252a2a4b3c3 − 164a2a4b3c5 + 3276a24b1c3 + 3092a24b1c5 + 228a24b2c3 +

+ 1156a24b2c5 + 1620a24b3c3 + 2540a24b3c5),

v6,1 =
1

5120

(
a22 + 4a24

)2
(381a2b1c3 − 3033a2b1c5 − 759a2b2c3 − 253a2b2c5 + 3033a2b3c3

− 2149a2b3c5 + 6700a4b1c3 + 3920a4b1c5 − 2652a4b2c3 − 884a4b2c5 + 3664a4b3c3 +

+ 2908a4b3c5),
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v7,1 = − 1

81920
(a22 + 4a24)

2(156675a22b1c3 + 36700a2a4b1c3 + 578740a24b1c3 −

− 11999a22b2c3 + 23980a2a4b2c3 + 25404a24b2c3 + 60701a22b3c3 −

− 36700a2a4b3c3 + 290764a24b3c3 + 115745a22b1c5 + 23980a2a4b1c5 +

+ 536380a24b1c5 + 35997a22b2c5 − 36700a2a4b2c5 + 191948a24b2c5 +

+ 128447a22b3c5 − 23980a2a4b3c5 + 440388a24b3c5),

v8,1 = − 1

163840
(a22 + 4a24)

3(35957a2b1c3 + 646452a4b1c3 − 72999a2b2c3 −

− 257124a4b2c3 + 293081a2b3c3 + 354456a4b3c3 − 293081a2b1c5 +

+ 377704a4b1c5 − 24333a2b2c5 − 85708a4b2c5 − 207373a2b3c5 + 280372a4b3c5),

v9,1 =
1

327680
9(a22 + 4a24)

3(291249a22b1c3 + 57228a2a4b1c3 + 1090204a24b1c3 −

− 22321a22b2c3 + 37396a2a4b2c3 + 25172a24b2c3 + 119927a22b3c3 −

− 57228a2a4b3c3 + 554500a24b3c3 + 220203a22b1c5 + 37396a2a4b1c5 +

+ 995268a24b1c5 + 66963a22b2c5 − 57228a2a4b2c5 + 342644a24b2c5 +

+ 232789a22b3c5 − 37396a2a4b3c5 + 816700a24b3c5),

v10,1 =
1

1310720
9(a22 + 4a24)

4(140387a2b1c3 + 2594612a4b1c3 − 291849a2b2c3 −

− 1038084a4b2c3 + 1178471a2b3c3 + 1427216a4b3c3 − 1178471a2b1c5 +

+ 1513424a4b1c5 − 97283a2b2c5 − 346028a4b2c5 − 832443a2b3c5 +

+ 1124292a4b3c5),

v11,1 = − 1

2621440
(a22 + 4a24)

4(125594265a22b1c3 + 21035912a2a4b1c3 +

+ 474903492a24b1c3 − 9631457a22b2c3 + 13736784a2a4b2c3 +

+ 3545996a24b2c3 + 54068739a22b3c3 − 21035912a2a4b3c3 +

+ 243748524a24b3c3 + 96629455a22b1c5 + 13736784a2a4b1c5 +

+ 428589644a24b1c5 + 28894371a22b2c5 − 21035912a2a4b2c5 +

+ 143051052a24b2c5 + 98402453a22b3c5 − 13736784a2a4b3c5 +

+ 351537988a24b3c5).
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Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.7

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1 e v2,1 do sistema (5.15) com a condição a3 = 0 e devido ao tamanho excessivo

dos coeficientes focais v3,1, v4,1, v5,1 e v6,1 vamos omitir boa parte das suas expressões.

1◦ Caso O sistema (5.15) com a condição a3 = 0.

v1,1 = − 1

20
(−5 a1c2 + 15 a1c1 + 5 a1c4 + 5 c2a2 + b2c3 − 3 b2c5 − 5 c1a2 − 13 b1c3 −

− 11 b1c5 − 7 b4c3 − 9 b4c5 − 15 a2c4),

v2,1 =
1

200
(−375 a2

3c1 + 1175 c1a1
3 − 1175 a2

3c4 + 2 b2b4b6c5 − 150 b2c3a1a2 −

− 30 b2a2c6b4 + 24 b2a2b3c5 + 42 b2a2b3c3 − 10 b2a2b5c5 − 30 b2a2b5c3 − 50 b2a2c5a1 +

+ 30 b2b5c6b4 + 18 b2b5c3a1 − 5 b2b5b3c5 − 5 b2b5b3c3 + 26 b2b5c5a1 + 40 b2a1b3c5 +

+ 50 b2a1b3c3 + 110 b2a1c6b4 − 10 b2b4c6b3 − 14 b2b4b6c3 + 130 b1c3a1a2 + 90 b1b4b6c5 +

+ 90 b1b4b6c3 + 196 b1b4c6b3 − 112 b1a2b3c5 − 74 b1a2c6b4 − 30 b1a2c6b2 − 10 b1b2c6b3 −

− 60 b1a2b5c5 − 116 b1a2b3c3 − 302 b1a1c6b4 − 80 b1a1b3c3 − 60 b1a1b3c5 + 12 b1b5c5a1 −

− 5 b1b5b3c3 + 25 b1b5b3c5 + 86 b1b5c3a1 − 8 b1b5c6b4 − 90 b1a2b5c3 + 30 b1b2c6b5 −

− 14 b1b2b6c3 + 2 b1b2b6c5 + 110 b1b2c6a1 + 110 b1c5a1a2 − 70 b4c3a1a2 − 38 b4a2b3c5 −

− 34 b4a2b3c3 + 10 b4a2b5c5 − 60 b4a2b5c3 + 110 b4a2c5a1 + 164 b4b5c3a1 − 5 b4b5b3c5 −

− 35 b4b5b3c3 + 38 b4b5c5a1 − 90 b4a1b3c5 − 170 b4a1b3c3 + 20 b4b5
2c3 + b2

2c6a1 +

+ 10 b4b5
2c5 − 275 b4c3a1

2 − 535 b4c3a2
2 + 72 b4

2c6b3 + 53 b4
2b6c3 + 41 b4

2b6c5 −

− 695 b4c5a2
2 − 675 b4c5a1

2 + 35 b4b3
2c5 + 35 b4b3

2c3 + 47 a2c6b4
2 − 6 b5c6b4

2 −

− 119 a1c6b4
2 + 5 b2b5

2c3 + 5 b2b5
2c5 + 15 b2c3a1

2 + 115 b2c3a2
2 − 245 b2c5a2

2 −

− 245 b2c5a1
2 − 13 a2c6b2

2 − 10 b2b3
2c5 − 425 c2a1a2

2 + 425 c2a1
2a2 + 20 b1b5

2c3 −

− 10 b2b3
2c3 + 2 b2

2c6b3 + 5 b2
2b6c5 + 5 b2

2b6c3 + 4 b2
2c6b5 − 425 a2a1

2c1 −

− 1125 a2a1
2c4 + 425 a1c4a2

2 + 1125 a1a2
2c1 + 20 b1b5

2c5 − 915 b1c3a1
2 − 875 b1c3a2

2 +

+ 132 b1
2c6b3 + 57 b1

2b6c3 + 69 b1
2b6c5 − 775 b1c5a2

2 − 855 b1c5a1
2 + 25 b1b3

2c3 −

− 173 a2c6b1
2 + 14 b5c6b1

2 − 179 a1c6b1
2 + 35 b1b3

2c5 + 375 c4a1
3 + 375 c2a2

3 −

− 375 c2a1
3),
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v3,1 =
1

272000
(−17454750a51c1 + 6396250a41a2c1 − 34042500a31a

2
2c1 +

+ 11925500a21a
3
2c1 − 16587750a1a

4
2c1 + 5529250a52c1 + 5529250a51c2 − · · · ,

v4,1 =
1

601120000
(613071956250a71c1 − 224137923750a61a2c1 +

+ 1809544961250a51a
2
2c1 − 642742863750a41a

3
2c1 + · · · ,

v5,1 =
1

196614329600000
(−4492056036643175000a91c1 +

+ 1633374311176725000a81a2c1 − 17764190698129200000a71a
2
2c1 + · · · ,

v6,1 =
1

16077153731392000000
(11159700959328543747937500a111 c1 −

− 4035854008625710236062500a101 a2c1 + · · ·

No 2◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1 e v3,1 do sistema (5.15) com a condição b1 = b2 = b4 = 0 e devido ao tamanho

excessivo dos coeficientes focais v4,1, v5,1 e v6,1 vamos omitir boa parte das suas expressões.

2◦ Caso O sistema (5.15) com a condição b1 = b2 = b4 = 0.

v1,1 =
1

4
(−3a1c1 + a2c1 + 4a3c1 + a1c2 − a2c2 − a1c4 + 3a2c4 + 4a3c4)

v2,1 =
1

40
(235a31c1 − 85a21a2c1 + 225a1a

2
2c1 − 75a32c1 − 300a21a3c1 +

+ 20a1a2a3c1 − 260a22a3c1 − 19a1a3b3c1 − 43a2a3b3c1 + 9a3b
2
3c1 +

+ 17a1a3b5c1 − 41a2a3b5c1 + 6a3b3b5c1 + 11a3b
2
5c1 − 75a31c2 + 85a21a2c2 −

− 85a1a
2
2c2 + 75a32c2 − 10a21a3c2 − 40a1a2a3c2 + 10a22a3c2 + 13a1a3b3c2 +

+ 11a2a3b3c2 − 3a3b
2
3c2 + 11a1a3b5c2 − 13a2a3b5c2 − 2a3b3b5c2 + 3a3b

2
5c2 +

+ 75a31c4 − 225a21a2c4 + 85a1a
2
2c4 − 235a32c4 − 260a21a3c4 − 20a1a2a3c4 −

− 300a22a3c4 − 41a1a3b3c4 − 17a2a3b3c4 + 11a3b
2
3c4 + 43a1a3b5c4 −

− 19a2a3b5c4 − 6a3b3b5c4 + 9a3b
2
5c4),

v3,1 = − 1

1600
(102675a51c1 − 37625a41a2c1 + 200250a31a

2
2c1 − 70150a21a

3
2c1 +

+ 97575a1a
4
2c1 − 32525a52c1 − 130200a41a3c1 + 10000a31a2a3c1 −

− 241200a21a
2
2a3c1 + 10000a1a

3
2a3c1 − 111000a42a3c1 − 9420a31a3b3c1 −

− 20860a21a2a3b3c1 − 8060a1a
2
2a3b3c1 − 18940a32a3b3c1 + 4300a21a3b

2
3c1 −

− 1092a1a2a3b
2
3c1 + 2656a22a3b

2
3c1 + 160a1a3b

3
3c1 + 492a2a3b

3
3c1−
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− 40a3b
4
3c1 + 8100a31a3b5c1 − 20020a21a2a3b5c1 + 6180a1a

2
2a3b5c1 −

− 18660a32a3b5c1 + 3652a21a3b3b5c1 + 960a1a2a3b3b5c1 + 532a22a3b3b5c1 −

− 252a1a3b
2
3b5c1 + 648a2a3b

2
3b5c1 − 40a3b

3
3b5c1 + 4664a21a3b

2
5c1 +

+ 2028a1a2a3b
2
5c1 + 3980a22a3b

2
5c1 + 72a1a3b3b

2
5c1 + 788a2a3b3b

2
5c1 −

− 120a3b
2
3b

2
5c1 − 548a1a3b

3
5c1 + 560a2a3b

3
5c1 − 40a3b3b

3
5c1 − 80a3b

4
5c1 −

− 32525a51c2 + 37625a41a2c2 − 70150a31a
2
2c2 + 70150a21a

3
2c2 − 37625a1a

4
2c2 +

+ 32525a52c2 − 5000a41a3c2 − 19200a31a2a3c2 − 19200a1a
3
2a3c2 +

+ 5000a42a3c2 + 6380a31a3b3c2 + 3940a21a2a3b3c2 + 4460a1a
2
2a3b3c2 +

+ 5300a32a3b3c2 − 1280a21a3b
2
3c2 + 1164a1a2a3b

2
3c2 − 812a22a3b

2
3c2 −

− 120a1a3b
3
3c2 − 244a2a3b

3
3c2 + 20a3b

4
3c2 + 5300a31a3b5c2 −

− 4460a21a2a3b5c2 + 3940a1a
2
2a3b5c2 − 6380a32a3b5c2 − 844a21a3b3b5c2 −

− 844a22a3b3b5c2 − 156a1a3b
2
3b5c2 − 176a2a3b

2
3b5c2 + 40a3b

3
3b5c2 +

+ 812a21a3b
2
5c2 + 1164a1a2a3b

2
5c2 + 1280a22a3b

2
5c2 + 176a1a3b3b

2
5c2 −

− 156a2a3b3b
2
5c2 − 244a1a3b

3
5c2 + 120a2a3b

3
5c2 + 40a3b3b

3
5c2 −

− 20a3b
4
5c2 + 32525a51c4 − 97575a41a2c4 + 70150a31a

2
2c4 − 200250a21a

3
2c4 +

+ 37625a1a
4
2c4 − 102675a52c4 − 111000a41a3c4 − 10000a31a2a3c4 −

− 241200a21a
2
2a3c4 − 10000a1a

3
2a3c4 − 130200a42a3c4 − 18660a31a3b3c4 −

− 6180a21a2a3b3c4 − 20020a1a
2
2a3b3c4 − 8100a32a3b3c4 + 3980a21a3b

2
3c4 −

− 2028a1a2a3b
2
3c4 + 4664a22a3b

2
3c4 + 560a1a3b

3
3c4 + 548a2a3b

3
3c4 −

− 80a3b
4
3c4 + 18940a31a3b5c4 − 8060a21a2a3b5c4 + 20860a1a

2
2a3b5c4 −

− 9420a32a3b5c4 − 532a21a3b3b5c4 + 960a1a2a3b3b5c4 − 3652a22a3b3b5c4 −

− 788a1a3b
2
3b5c4 + 72a2a3b

2
3b5c4 + 40a3b

3
3b5c4 + 2656a21a3b

2
5c4 +

+ 1092a1a2a3b
2
5c4 + 4300a22a3b

2
5c4 + 648a1a3b3b

2
5c4 + 252a2a3b3b

2
5c4 −

− 120a3b
2
3b

2
5c4 − 492a1a3b

3
5c4 + 160a2a3b

3
5c4 + 40a3b3b

3
5c4 −

− 40a3b
4
5c4)

v4,1 =
1

544000
(554816250a71c1 − 202839750a61a2c1 + 1637597250a51a

2
2c1 −

− 581667750a41a
3
2c1 + 1610745750a31a

4
2c1 − · · ·

v5,1 =
1

1202240000
(−27467628938750a91c1 + 9987613496250a81a2c1 −

− 108622909980000a71a
2
2c1 + 38702848210000a61a

3
2c1 − · · ·
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v6,1 =
1

393228659200000
(272953429358653387500a111 c1 −

− 98712339699785012500a101 a2c1 + 1353175351922916112500a91a
2
2c1 − · · ·

No 3◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem em

ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1 e v8,1 do sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, a3 =

1, a1 = a2 = b3 = b5 = 0 e b6 = 2.

3◦ Caso O sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, a3 = 1, a1 = a2 = b3 = b5 = 0

e b6 = 2.

v1,1 = − 1

20
(−3 c5b2 − 20 c1 − 20 c4 + 2 c5b4 + 6 c3b4 + c3b2)

v2,1 = − 1

40

(
4 b4

2 + b2
2
)

(c5 + 3 c3 − 2 c6)

v3,1 =
1

320

(
4 b4

2 + b2
2
)

(−21 c5b2 + 7 c3b2 − 144 c1 + 14 c5b4 − 144 c4 + 42 c3b4)

v4,1 =
41

3200

(
4 b4

2 + b2
2
)2

(c5 + 3 c3 − 2 c6)

v5,1 = − 3

32000

(
4 b4

2 + b2
2
)2

(241 c3b2 − 723 c5b2 − 4900 c4 − 4900 c1 + 482 c5b4 +

+ 1446 c3b4)

v6,1 = − 1681

128000

(
4 b4

2 + b2
2
)3

(c5 + 3 c3 − 2 c6)

v7,1 =
1

10240000
(b22 + 4b24)

3(−8971200c1 + 444559b2c3 + 2667354b4c3 − 8971200c4 −

− 1333677b2c5 + 889118b4c5)

v8,1 =
501917

20480000
(b22 + 4b24)

4(3c3 + c5 − 2c6)

No 4◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1 e v5,1 do sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, b3 = 2, b5 =

−1, a2 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2, devido ao tamanho excessivo dos coeficientes focais

v6,1, v7,1 e v8,1 vamos omitir boa parte das suas expressões.

4◦ Caso O sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, b3 = 2, b5 = −1, a2 = 0, a1 =

a3 = 1 e b6 = 2.

v1,1 = − 1

20
(2 c5b4 + 6 c3b4 − 15 c4 − 5 c1 + c3b2 − 3 c5b2 − 5 c2),

v2,1 = − 1

200
(211 c5b2 − 87 c3b2 − 472 c3b4 + 15 c3b2

2 + 5 c5b2
2 + 60 c3b4

2 + 20 c5b4
2 +
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+ 65 b2c4 − 15 b2c2 + 35 b2c1 − 44 c6b4
2 − 11 c6b2

2 − 174 c5b4 − 30 b4c2 + 375 c2 +

+ 425 c1 + 1225 c4 − 20 b4c1 − 80 b4c4),

v3,1 =
1

272000
(5529250 c2 − 1319824 c3b2 − 2639648 c5b4 − 7002204 c3b4 +

+ 3067602 c5b2 + 18338750 c4 + 6413250 c1 + 226045 c3b2
2 + 187545 c5b2

2 +

+ 796060 c3b4
2 + 312940 c5b4

2 + 1596170 b2c4 − 105900 b2c2 + 770230 b2c1 −

− 774332 c6b4
2 − 189333 c6b2

2 − 326140 b4c2 − 155400 b4c1 − 742200 b4c4 +

+ 8500 c6b2b4 + 6188 c6b4b2
2 − 71400 c5b4

2b2 − 218620 c3b4b2 + 54060 c5b4b2 +

+ 35700 c3b2
2b4 + 23800 c3b4

2b2 − 28900 b2b4c1 + 11900 b4c5b2
2 + 28900 b2b4c4 +

+ 8500 b2b4c2 − 35088 c6b4
2b2 + 142800 c3b4

3 + 47600 c5b4
3 + 5950 c3b2

3 −

− 17850 c5b2
3 − 166940 b4

2c1 − 423300 b4
2c4 − 19465 b2

2c2 − 37485 b2
2c1 −

− 110075 b2
2c4 − 8772 c6b2

3 + 24752 c6b4
3 − 135660 b4

2c2),

v4,1 =
1

601120000
(−194467016250 c2 + 46273914588 c3b2 + 92547829176 c5b4 +

+ 245773157008 c3b4 − 108051124754 c5b2 − 643494263750 c4 − 224889323750 c1 −

− 6148575715 c3b2
2 − 11103708570 c5b2

2 − 15879922660 c3b4
2 − 6909957880 c5b4

2 −

− 77868045180 b2c4 − 4081930630 b2c2 − 34174711620 b2c1 + 26594537968 c6b4
2 +

+ 6460784492 c6b2
2 + 2303215960 b4c2 − 4889083840 b4c1 − 4531217960 b4c4 −

− 366307500 c6b2b4 + 27423040 c6b4b2
2 + 3477452136 c5b4

2b2 + 18771223200 c3b4b2

− 3690322600 c5b4b2 − 2215920318 c3b2
2b4 − 1299661152 c3b4

2b2 + 342743800 b2b4c1

− 771778376 b4c5b2
2 − 3010213800 b2b4c4 + 63423600 b2b4c2 + 1583406860 c6b4

2b2 −

− 8863681272 c3b4
3 − 3087113504 c5b4

3 − 324915288 c3b2
3 + 869363034 c5b2

3 +

+ 8917765820 b4
2c1 + 23488639900 b4

2c4 + 1034138220 b2
2c2 + 1899542005 b2

2c1 +

+ 5478836925 b2
2c4 + 395851715 c6b2

3 + 109692160 c6b4
3 + 7489510480 b4

2c2 +

+ 184844400 c3b2
2b4

2 + 23105550 c3b2
4 + 369688800 c3b4

4 + 123229600 c5b4
4 −

− 168082400 b4
3c2 − 20664945 c6b2

4 + 50748400 b2
3c1 + 92769000 b2

3c4 −

− 19204050 b2
3c2 − 330639120 c6b4

4 − 459452200 b4
3c4 − 152187400 b4

3c1 +

+ 7701850 c5b2
4 + 61614800 c5b2

2b4
2 − 76816200 b2b4

2c2 − 42020600 b4b2
2c2 −

− 38046850 b4b2
2c1 − 114863050 b4b2

2c4 − 165319560 c6b2
2b4

2 + 202993600 b2b4
2c1 +

+ 371076000 b2b4
2c4),

v5,1 = − 1

196614329600000
(−1429340862733225000 c2 + 336704992331819208 c3b2+
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+ 673409984663638416 c5b4 + 1800334140173761808 c3b4 −

− 798150345865130904 c5b2 − 4701508667546275000 c4 −

− 1638793493636325000 c1 − 29585992896251340 c3b2
2 −

− 114062390359784310 c5b2
2 − 21795004761684320 c3b4

2 −

− 14923599957129160 c5b4
2 − 724659068563468000 b2c4 −

− 90892800901479520 b2c2 − 298226660236552800 b2c1 +

+ 182997182466702560 c6b4
2 + 44394884014138140 c6b2

2 −

− 52751454371186400 b4c2 − 113981053749762560 b4c1 −

− 261184412787522240 b4c4 − 2620500361700000 c6b2b4 +

+ 2637585394845512 c6b4b2
2 + 25327828943255376 c5b4

2b2 +

+ 221095225056234040 c3b4b2 − 37957300070845520 c5b4b2 −

− 16451535060460288 c3b2
2b4 − 8536755905902912 c3b4

2b2 −

− 6553617143848200 b2b4c1 − 6804090991706456 b4c5b2
2 −

− 39397978014659800 b2b4c4 + 2726071945556000 b2b4c2 +

+ 11567872161724648 c6b4
2b2 − 77270109271559552 c3b4

3 −

− 27743766781798624 c5b4
3 − 2068263624604128 c3b2

3 +

+ 4898961107099044 c5b2
3 + 69619776967154640 b4

2c1 +

+ 187709614737847600 b4
2c4 + 5375281163141690 b2

2c2 +

+ 11578454682358160 b2
2c1 + 32996242146344400 b2

2c4 +

+ 2931214103878662 c6b2
3 + 10705175363942048 c6b4

3 +

+ 60617974173442360 b4
2c2 + 1066995736564680 c3b2

2b4
2 +

+ 163709747798285 c3b2
4 + 1648626981486160 c3b4

4 + 631385446137680 c5b4
4 +

+ 216957999172480 b4
3c2 − 223314340082436 c6b2

4 + 811185793775860 b2
3c1 +

+ 1845392991585940 b2
3c4 + 153808654221800 b2

3c2 − 3615142540369856 c6b4
4 +

+ 1454726893114400 b4
3c4 + 830448285488800 b4

3c1 + 273082993269905 c5b2
4 +

+ 1250178334614040 c5b2
2b4

2 + 363124002235200 b2b4
2c2 −

− 127510597436880 b4b2
2c2 + 81556764046200 b4b2

2c1 +

+ 489737030604600 b4b2
2c4 − 1797042995422208 c6b2

2b4
2 +

+ 3608243369563440 b2b4
2c1 + 7018071771883760 b2b4

2c4+
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+ 485364491643200 c5b4
3b2 − 1868971223090400 c3b4

3b2 +

+ 121341122910800 c5b2
3b4 − 467242805772600 c3b2

3b4 +

+ 139102847756080 c6b2
3b4 + 556411391024320 c6b4

3b2 +

+ 71076080150400 c3b4
4b2 − 106614120225600 b4

2c5b2
3 +

+ 35538040075200 c3b2
3b4

2 − 213228240451200 c5b4
4b2 +

+ 71076080150400 c5b4
3b2

2 + 213228240451200 c3b4
3b2

2 +

+ 26653530056400 c3b2
4b4 + 8884510018800 c5b2

4b4 −

− 595658708333000 b4
2c4b2

2 − 210522430266200 b4
2c1b2

2 +

+ 13887777550400 b4
3b2c2 + 3471944387600 b2

3b4c2 + 21354206716960 c6b4
3b2

2 −

− 167912891153800 b2
2b4

2c2 − 28731403226240 c6b4
2b2

3 −

− 57462806452480 c6b4
4b2 + 12069567632200 b2

3b4c4 − 48278270528800 b4
3b2c1 +

+ 48278270528800 b4
3b2c4 − 12069567632200 b2

3b4c1 + 2669275839620 c6b2
4b4 −

− 434932638082800 b4
4c1 − 1177429639115600 b4

4c4 − 25447317686375 b2
4c1 −

− 75325324638525 b2
4c4 − 3591425403280 c6b2

5 − 17971719486175 b2
4c2 −

− 384104052836400 b4
4c2 + 42708413433920 c6b4

5 + 142152160300800 c5b4
5 +

+ 426456480902400 c3b4
5 − 13326765028200 c5b2

5 + 4442255009400 c3b2
5),

v6,1 =
1

80385768656960000000
(−20242192003544786620312500c1 −

− 4247225581083229472691800b2c1 + 57275119940937145030750b22c1 + · · · ,

v7,1 = 1/525851544246369536000000000(5244204718295179606157529453125000c1 +

+ 1233857867205523035367328877619000b2c1 + · · · ,

v8,1 =
1

8814770558470255576537600000000000
(−

− 4432599921110850429339521687933808984375000c1 − · · · .

No 5◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem em ε,

v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1 e v7,1 do sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, b2 = −b4, b3 =

2, b5 = a2 = 0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2.

5◦ Caso O sistema (5.15) com a condição b1 = −b4, b2 = −b4, b3 = 2, b5 = a2 =

0, a1 = a3 = 1 e b6 = 2.

v1,1 = −1

4
(−3 c4 + c5b4 + c3b4 − c2 − c1),



Apêndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em ε 168

v2,1 = − 1

120
(15 c5b4

2 + 45 c3b4
2 − 210 c3b4 − 180 c5b4 − 40 b4c2 − 45 c6b4

2 −

− 230 b4c4 − 130 b4c1 + 201 c1 + 669 c4 + 213 c2),

v3,1 =
1

1920
(−4208 b4

2c4 − 1071 c5b4
2 + 4041 c3b4

2 + 1050 c3b4
3 + 1050 c5b4

3 +

+ 1230 c6b4
3 − 36198 c3b4 − 30342 c5b4 − 4209 b4c2 − 8460 c6b4

2 − 33567 b4c4 −

− 1024 b4
2c2 − 832 b4

2c1 + 34230 c1 + 116010 c4 + 36630 c2 − 22401 b4c1),

v4,1 =
1

979200
(−2684130 b4

3c1 − 1102620 c6b4
4 − 835380 b4

3c2 + 18795040 b4
2c2 +

+ 29073100 b4
2c1 + 82453020 b4

2c4 + 940950 c3b4
4 + 313650 c5b4

4 −

− 279067410 c1 − 942102090 c4 + 294877800 c3b4 + 249153840 c5b4 −

− 5436120 c3b4
2 − 5342820 c6b4

3 − 14890225 c5b4
3 + 28855410 c5b4

2 +

+ 8672394 b4c2 − 19492495 c3b4
3 − 4606830 b4

3c4 + 153627798 b4c1 +

+ 65466270 c6b4
2 + 184267602 b4c4 − 297923130 c2)

v5,1 = − 1

76377600
(444666132540 c5b4 + 519482356020 c3b4 − 1652334560370 c4 −

− 524358299790 c2 − 493469050230 c1 + 75698958636 c5b4
2 + 26868487500 c3b4

2 −

− 21318338844 b4c2 + 106951137480 c6b4
2 + 187467625278 b4c4 +

+ 219059361432 b4c1 + 195198528972 b4
2c4 − 43177548963 c3b4

3 −

− 29355030012 c5b4
3 + 588905235 c6b4

3 + 42482096262 b4
2c2 + 80222698710 b4

2c1 −

− 5956532524 b4
3c1 − 4151773395 c6b4

4 − 1091034028 b4
3c2 + 1188142635 c3b4

4 −

− 269667780 c5b4
4 − 7024556516 b4

3c4 − 190112445 b4
4c1 − 212644755 b4

4c2 −

− 768605445 b4
4c4 + 141624450 c6b4

5 + 215707050 c5b4
5 + 215707050 b4

5c3)

v6,1 = − 1

1529792409600
(−275998876433738640 c5b4 − 318573885951253800 c3b4 +

+ 1009153104251341140 c4 + 321352367921856180 c2 + 303776366605753860 c1 −

− 57697227967637028 c5b4
2 − 33288830716580244 c3b4

2 + 30381844460653044 b4c2

− 60876673628428980 c6b4
2 − 48327383777761188 b4c4 −

− 107794929049482372 b4c1 − 133731596829915765 b4
2c4 +

+ 27859952211182526 c3b4
3 + 17386581807346228 c5b4

3 −

− 5264307945551412 c6b4
3 − 27801162191562093 b4

2c2 −

− 60071480042508457 b4
2c1 + 2139649666485312 b4

3c1 +

+ 2998527142258581 c6b4
4 − 231358833731450 b4

3c2 + 235907536174383 c3b4
4 +

+ 817366258086899 c5b4
4 − 167016047001764 b4

3c4 + 432298358861270 b4
4c1+
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+ 304790373313446 b4
4c2 + 1183637310342082 b4

4c4 − 19634308351298 c6b4
5 −

− 259967737916067 c5b4
5 − 314130541458397 b4

5c3 + 2511309609900 c5b4
6 +

+ 7533928829700 c3b4
6 − 21576927031110 b4

5c1 − 37410820228170 b4
5c4 −

− 8405644877730 c6b4
6 − 6691272336360 b4

5c2),

v7,1 =
1

1468600713216000
(11721713741201700709200c1 −

− 3320723389761503095140b4c1 − 2552188386069813280908b24c1 −

− 13060167624368728723b34c1 + 25757518087869246216b44c1 −

− 1225016835499017984b54c1 − 37276584161940000b64c1 +

+ 12352977610448618379600c2 + 1685400333040297492380b4c2 −

− 1049560829051615373324b24c2 − 46213193141979621715b34c2 +

+ 14991477556765870152b44c2 − 267101042673508032b54c2 −

− 39541077763178400b64c2 − 12252561144790036225680b4c3 −

− 1778810384620244189196b24c3 + 1041609628852028791284b34c3 +

+ 47249386143277133287b44c3 − 15366435936211357362b54c3 +

+ 300147014230933080b64c3 + 39848612333166000b74c3 +

+ 38678166052055015194800c4 + 156154346843317792740b4c4 −

− 5309299466577054876852b24c4 − 215625699874951694637b34c4 +

+ 59103372132446071032b44c4 − 1648626457916211456b54c4 −

− 131811887543824800b64c4 − 10722891673283918340240b4c5 −

− 2552327610028704013068b24c5 + 596783052166460264436b34c5 +

+ 49279694888550440359b44c5 − 11486998385351753202b54c5 +

+ 1814582628808440b64c5 + 39848612333166000b74c5 −

− 2188469333963494824480b24c6 − 345261060760589033976b34c6 +

+ 109465811630376399744b44c6 + 4949059703805188970b54c6 −

− 737318601117201624b64c6 + 14291021049224400b74c6).

No 6◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem em ε,

v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1 e v6,1 do sistema (5.15) com a condição b1 = b4 = 0, b2 = −b6+1, b3 =

b6, b5 = −b6 + 1, a2 = 0 e a1 = a3 = 1, devido ao tamanho excessivo do coeficiente focal

v7,1 vamos omitir boa parte de sua expressão.
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6◦ Caso O sistema (5.15) com a condição b1 = b4 = 0, b2 = −b6 + 1, b3 = b6, b5 =

−b6 + 1, a2 = 0 e a1 = a3 = 1.

v1,1 =
1

20
(c3b6 − 3 c5b6 + 5 c2 + 3 c5 − c3 + 15 c4 + 5 c1),

v2,1 =
1

600
(−2960 c4 + 204 c3 − 35 b6

2c1 + 48 c5b6
2 + 57 c6b6

2 − 123 c3b6 − 96 c6b6 +

+ 369 c5b6 − 1150 c1 − 30 b6c2 + 15 c5b6
3 − 96 c3b6

2 + 5 b6
2c4 − 6 c6b6

3 − 432 c5 −

− 5 b6
2c2 − 270 b6c4 + 15 c3b6

3 − 1090 c2 + 45 c6 + 60 b6c1),

v3,1 = − 1

816000
(−15877085 c1 − 1319283 c3b6 + 3585699 c5b6 + 2848929 c3 −

− 5482377 c5 − 14855615 c2 − 39869995 c4 + 44360 b6
2c1 + 2017770 c5b6

2 +

+ 786831 c6b6
2 − 1316448 c6b6 − 2258920 b6c2 − 96759 c5b6

3 − 1827660 c3b6
2 +

+ 1483600 b6
2c4 − 121410 c6b6

3 + 422750 b6
2c2 − 9172700 b6c4 + 298143 c3b6

3 −

− 819220 b6c1 + 623175 c6 + 32244 c6b6
4 + 63205 b6

3c1 + 291755 b6
3c4 +

+ 103645 b6
3c2 − 23703 c5b6

4 − 6219 c3b6
4 + 390 b6

4c2 + 3090 b6
4c4 +

+ 990 b6
4c1 − 4392 c6b6

5 − 630 c5b6
5 + 6090 c3b6

5),

v4,1 =
1

5410080000
(−1585139155855 c1 − 112841006708 c3b6 + 314245707459 c5b6 +

+ 288019802747 c3 − 565955509686 c5 − 1485771189670 c2 − 4014169528335 c4 +

+ 70868030540 b6
2c1 + 284759927148 c5b6

2 + 60452670927 c6b6
2 −

− 115757623515 c6b6 − 381771871350 b6c2 − 22692560637 c5b6
3 −

− 204248828941 c3b6
2 + 268325145210 b6

2c4 − 3009776763 c6b6
3 +

+ 93022415435 b6
2c2 − 1328408733855 b6c4 + 22037218324 c3b6

3 −

− 250766998695 b6c1 + 57239436090 c6 + 1535007477 c6b6
4 + 15823268475 b6

3c1 +

+ 81996102915 b6
3c4 + 25871091030 b6

3c2 − 10328254062 c5b6
4 + 6913902794 c3b6

4

− 1000357075 b6
4c2 − 2717064105 b6

4c4 − 511418815 b6
4c1 − 505880238 c6b6

5 −

− 384455676 c5b6
5 + 274231642 c3b6

5 − 6012900 c6b6
7 − 6843690 c5b6

7 +

+ 3627630 c3b6
7 − 622710 b6

6c2 + 8284950 b6
6c1 + 3927510 b6

6c4 + 52178922 c6b6
6 +

+ 361989144 c5b6
6 − 158947488 c3b6

6 − 552611910 b6
5c2 − 1788190590 b6

5c4 −

− 485156850 b6
5c1),

v5,1 =
1

5308586899200000
(33757900883248396925 c1 + 2178710808182595945 c3b6−
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− 6425766602463666195 c5b6 − 6187914032187016869 c3 +

+ 12682907355186598977 c5 + 31797622636123579715 c2 +

+ 86693702444682974935 c4 − 2565860994527710620 b6
2c1 −

− 7289469825788058090 c5b6
2 − 988401947633197422 c6b6

2 +

+ 2181033220290313344 c6b6 + 10445675946823260210 b6c2 +

+ 564159123832907706 c5b6
3 + 4621716291537183150 c3b6

2 −

− 7635160115265134400 b6
2c4 − 84583763529580632 c6b6

3 −

− 2775566557259043600 b6
2c2 + 34298159851979808990 b6c4 −

− 313083339908844942 c3b6
3 + 7999772234257293090 b6c1 −

− 1118636432448672990 c6 + 2858863513886220 c6b6
4 −

− 697921566256266060 b6
3c1 − 3130432939044303600 b6

3c4 −

− 987489793654623840 b6
3c2 + 494137834289895585 c5b6

4 −

− 311251713831003645 c3b6
4 + 75208604998671045 b6

4c2 +

+ 209824358701781745 b6
4c4 + 67637358250769295 b6

4c1 +

+ 8194915579191540 c6b6
5 − 5215653742919007 c5b6

5 +

+ 2672509558409109 c3b6
5 − 140787069249528 c6b6

7 +

+ 253364258914800 c5b6
7 + 244416524105160 c3b6

7 −

− 847948906480940 b6
6c2 − 1199719546236620 b6

6c1 −

− 2083616700120820 b6
6c4 − 344917488944604 c6b6

6 −

− 21212209486331340 c5b6
6 + 9055700215698480 c3b6

6 +

+ 38032912812521130 b6
5c2 + 118160360027863710 b6

5c4 +

+ 32194409436062070 b6
5c1 − 1366077203416980 b6

7c4 −

− 432913005686580 b6
7c2 − 318385355235660 b6

7c1 +

+ 157741702560 c6b6
9 + 890936708220 c3b6

9 + 1365005788380 c5b6
9 +

+ 405864877860 b6
8c2 − 925709997420 b6

8c1 − 508028828580 b6
8c4 +

+ 205248906869184 c5b6
8 − 151531027834608 c3b6

8 + 20691044551512 c6b6
8),

v6,1 = − 1

5064303425388480000000
(962070373554778618912903825 c1 +

+ 58898979702433912649955793 c3b6 − 181864991079718780846699524 c5b6 −

− 177570103166574652377276495 c3 + 378444611041759308471763860 c5+
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+ 910648474068790402692881950 c2 + 2503459866026501202392058875 c4 −

− 95259055217086184639516700 b6
2c1 − 234685046132396327972602068 c5b6

2 −

− 22421053609157671567494052 c6b6
2 + 55833505361224513384648205 c6b6 +

+ 342336283961893525120355470 b6c2 + 17885761030823170543805809 c5b6
3 +

+ 136765950218099974805169376 c3b6
2 − 263240809586293187675484150 b6

2c4 −

− 4756710603151812592334816 c6b6
3 − 96606510227377521867973600 b6

2c2 +

+ 1093205467817567423082684615 b6c4 − 6226055163879002678882563 c3b6
3 +

+ 280753437582514151025067785 b6c1 − 29415287399496979421928225 c6 +

+ 488479554857823973276082 c6b6
4 − 31429479813898673087402570 b6

3c1 −

− 126594056839130839884367330 b6
3c4 − 40492227002753609779217640 b6

3c2 +

+ 21988713290899927576944128 c5b6
4 − 12512251169052396935229871 c3b6

4 +

+ 4148460182888655612389180 b6
4c2 + 11427244473307628766889935 b6

4c4 +

+ 4211906753581342706397115 b6
4c1 + 292183580155133559465181 c6b6

5 −

− 648823946597498274297485 c5b6
5 + 119872774428393789462520 c3b6

5 −

− 12992271130473858111838 c6b6
7 + 11461299194676431851903 c5b6

7 +

+ 11882736125823433145529 c3b6
7 − 85295339456400140895545 b6

6c2 −

− 100873065268214565245385 b6
6c1 − 216373246355622557386265 b6

6c4 −

− 9915552088709621479240 c6b6
6 − 1156071051555860525183326 c5b6

6 +

+ 525656755446925031140532 c3b6
6 + 2102311302803913927625200 b6

5c2 +

+ 6484826604122275637604425 b6
5c4 + 1796631744720195604304125 b6

5c1 −

− 145076447037761049578350 b6
7c4 − 46444227537668962160650 b6

7c2 −

− 37973152729754796254300 b6
7c1 + 15034025668513930308 c6b6

9 −

− 20830459447024928059 c3b6
9 + 7045394842002963237 c5b6

9 +

+ 483050272802444556465 b6
8c2 + 656877910464828385795 b6

8c1 +

+ 1095119186335363050855 b6
8c4 + 24557295098499964355756 c5b6

8 −

− 14010378771099068538392 c3b6
8 + 1778680838899385488851 c6b6

8 +

+ 269299720108510310310 b6
9c1 + 1127396059704552573390 b6

9c4 +

+ 358935908948169346170 b6
9c2 − 2540682976173353856 c6b6

10 −

− 178802210370958418790 c5b6
10 + 98180290831332515130 c3b6

10+
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+ 341910737043466500 c3b6
11 + 9308413585516500 c5b6

11 −

− 235393415582106600 c6b6
11 − 21658343326483500 b6

10c4 +

+ 171454223621362500 b6
10c1 + 30263230903405500 b6

10c2),

v7,1 =
1

198771883725127684608000000000
(

1491041964287692735245305209263807500c1 + · · · ,

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.8

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1 e v7,1 do sistema (5.16) com a condição b1 = b2 = b4 = 0.

1◦ Caso O sistema (5.16) com a condição b1 = b2 = b4 = 0.

v2,1 =
1

40
(−6 b3b5c4 + 11 b5

2c1 − 3 c2b3
2 + 11 b3

2c4 + 9 b5
2c4 + 9 b3

2c1 + 6 b3b5c1 −

− 2 b3b5c2 + 3 b5
2c2),

v3,1 =
1

80

(
b5

2 + b3
2
)

(−c2b32 + 4 b3
2c4 + 2 b3

2c1 + 2 b3b5c1 − 2 b3b5c4 − 2 b3b5c2 +

+ 2 b5
2c4 + 4 b5

2c1 + b5
2c2),

v4,1 =
1

21760

(
b5

2 + b3
2
)2

(35 b3
2c1 − 21 c2b3

2 + 101 b3
2c4 + 42 b3b5c1 − 66 b3b5c2 −

− 42 b3b5c4 + 21 b5
2c2 + 101 b5

2c1 + 35 b5
2c4),

v5,1 =
7

2828800

(
b5

2 + b3
2
)3

(103 b3
2c4 − 18 c2b3

2 + 27 b3
2c1 − 76 b3b5c2 +

+ 36 b3b5c1 − 36 b3b5c4 + 103 b5
2c1 + 27 b5

2c4 + 18 b5
2c2),

v6,1 =
21

837324800

(
b5

2 + b3
2
)4

(−55 c2b3
2 + 367 b3

2c4 + 77 b3
2c1 + 110 b3b5c1 −

− 290 b3b5c2 − 110 b3b5c4 + 55 b5
2c2 + 77 b5

2c4 + 367 b5
2c1),

v7,1 =
33

41866240000
(b23 + b25)

5(52b23c1 − 39b23c2 + 298b23c4 + 78b3b5c1 − 246b3b5c2 −

− 78b3b5c4 + 298b25c1 + 39b25c2 + 52b25c4)

No 2◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1 e v8,1 do sistema (5.16) com a condição b1 = −b4 e

b3 = b5 = b6 = 0.
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2◦ Caso O sistema (5.16) com a condição b1 = −b4 e b3 = b5 = b6 = 0.

v1,1 = − 1

20
(c3b2 + 2 c5b4 + 6 c3b4 − 3 c5b2) ,

v2,1 = − 1

40

(
b2

2 + 4 b4
2
)

(c5 + 3 c3) ,

v3,1 =
11

320

(
b2

2 + 4 b4
2
)

(c3b2 + 2 c5b4 + 6 c3b4 − 3 c5b2) ,

v4,1 =
17

640

(
b2

2 + 4 b4
2
)2

(c5 + 3 c3) ,

v5,1 = − 69

1280

(
b2

2 + 4 b4
2
)2

(c3b2 + 2 c5b4 + 6 c3b4 − 3 c5b2) ,

v6,1 = − 253

5120

(
b2

2 + 4 b4
2
)3

(c5 + 3 c3) ,

v7,1 =
11999

81920
(b22 + 4b24)

3(b2c3 + 6b4c3 − 3b2c5 + 2b4c5),

v8,1 =
24333

163840
(b22 + 4b24)

4(3c3 + c5)

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.9

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1 e v5,1 do sistema (5.17) com a condição a1 = a3 = 0 e devido ao

tamanho excessivo dos coeficientes focais v6,1 e v7,1 vamos omitir boa parte das suas

expressões.

1◦ Caso O sistema (5.17) com a condição a1 = a3 = 0.

v1,1 =
1

20
(−c3b2 + 3 c5b2 + 9 c5b4 + 11 c5b1 + 13 c3b1 + 7 c3b4)

v2,1 =
1

200
(5 c5b6b2

2 + 5 c3b6b2
2 + 2 c6b3b2

2 − 10 c5b3
2b2 + 5 c3b5

2b2 + 4 c6b5b2
2 +

+ 20 c3b5
2b1 + 20 c3b5

2b4 + 57 c3b6b1
2 + 53 c3b6b4

2 + 69 c5b6b1
2 + 41 c5b6b4

2 +

+ 5 c5b5
2b2 + 14 c6b1

2b5 + 72 c6b4
2b3 + 132 c6b1

2b3 − 6 c6b4
2b5 + 25 c3b3

2b1 +

+ 35 c3b3
2b4 + 20 c5b5

2b1 + 10 c5b5
2b4 + 35 c5b3

2b1 + 35 c5b3
2b4 − 10 c3b3

2b2 −

− 10 c6b2b3b1 − 10 c6b2b3b4 − 14 c3b6b2b1 − 14 c3b6b2b4 + 2 c5b6b2b1 + 2 c5b6b2b4 +

+ 196 c6b4b3b1 + 90 c5b6b1b4 − 5 c3b5b3b2 + 30 c6b5b1b2 + 30 c6b5b4b2 − 5 c5b3b5b2 +

+ 25 c5b5b3b1 − 5 c5b5b3b4 + 90 c3b6b1b4 − 8 c6b1b5b4 − 5 c3b5b3b1 − 35 c3b5b3b4),

v3,1 =
1

272000
(18946 c3b6b2b5

2b4 + 74594 c5b6b5
2b1b4 − 33576 c6b6b4

2b3b2+
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+ 557112 c6b6b4
2b3b1 + 46168 c6b6b4

2b5b2 − 7480 c6b3
2b5b2b1 + 4760 c6b3

2b5b2b4 +

+ 144040 c6b5
2b4b3b1 + 183806 c5b3

2b6b1b4 − 55782 c5b3b6b4
2b5 − 9126 c3b6b3b1

2b5 +

+ 25840 c6b2b3b5
2b1 + 9520 c6b2b3b5

2b4 − 107046 c3b3b6b4
2b5 + 42138 c5b5b6b3b1

2 +

+ 16798 c5b6b2b5
2b1 + 13122 c5b6b2b5

2b4 − 11480 b6
2c5b1b4b2 − 33576 b6c6b3b2b1

2 −

− 30014 c3b3
2b6b2b1 − 32546 c3b3

2b6b2b4 + 116578 c3b3
2b6b4b1 − 181512 b6c6b5b1

2b4 −

− 241176 b6c6b5b1b4
2 + 141822 c3b6b5

2b4b1 − 37600 c6b4b3
2b5b1 − 474 c3b6b2

2b3b5 +

+ 1062 c5b6b2
2b5b3 + 21960 c6b2

2b6b3b1 + 16664 c6b2
2b6b3b4 + 46168 c6b6b1

2b2b5 +

+ 628264 c6b6b1
2b3b4 + 8280 c6b5b2

2b6b1 + 6408 c6b5b2
2b6b4 − 35838 c5b3

2b6b2b1 −

− 32162 c5b3
2b6b2b4 − 26840 c3b6

2b2b4b1 + 16414 c3b6b2b5
2b1 + 1725 c3b5

4b2 +

+ 525 c5b5
4b2 − 1675 c3b3

4b2 + 740 c6b3
3b2

2 + 2480 c6b5
3b2

2 + 83204 b6
2c3b4

3 +

+ 6475 c3b5
4b1 + 3725 c3b5

4b4 + 62108 b6
2c5b4

3 + 3075 c3b3
4b1 + 7125 c3b3

4b4 +

+ 5925 c5b3
4b1 + 11075 c5b3

4b4 + 92932 b6
2c5b1

3 + 74860 c6b1
2b3

3 − 2875 c5b3
4b2 +

+ 72140 c6b4
2b3

3 − 17920 c6b5
3b4

2 + 28 c5b6
2b2

3 − 9760 c6b5
3b1

2 + 2525 c5b5
4b1 +

+ 875 c5b5
4b4 − 996 c3b6

2b2
3 + 71836 b6

2c3b1
3 − 104148 c3b6b3b1b5b4 −

− 5844 c3b5b6b3b2b4 − 13196 c3b5b6b3b2b1 − 12052 c5b6b2b3b5b1 − 6988 c5b6b2b3b5b4 −

− 63408 b6c6b3b2b4b1 + 81744 c6b5b4b6b2b1 − 32596 c5b5b6b3b1b4 − 3340 c6b5
2b3b2

2 +

+ 183052 b6
2c5b4

2b1 + 200276 b6
2c3b4

2b1 + 188684 b6
2c3b4b1

2 + 55183 c5b6b5
2b1

2 +

+ 101217 c5b3
2b6b1

2 + 8524 b6
2c5b4b2

2 − 936 c6b2
3b6b3 + 10516 b6

2c5b1b2
2 −

− 15412 b6
2c3b4

2b2 − 5684 b6
2c5b1

2b2 + 71889 c3b6b5
2b1

2 + 39200 c6b3
2b1

2b5 +

+ 205908 b6
2c5b1

2b4 − 94232 c6b4
3b5b6 + 32063 c5b6b5

2b4
2 + 81409 c3b6b5

2b4
2 +

+ 9548 c3b6
2b2

2b1 + 9492 c3b6
2b2

2b4 + 3450 c3b5
2b3

2b2 + 1050 c5b5
2b3

2b2 +

+ 51871 c3b3
2b6b1

2 + 5769 c3b6b2
2b3

2 − 1700 c3b3
3b5b2 − 1700 c5b5

3b3b2 +

+ 1897 c5b5
2b6b2

2 + 1031 c3b5
2b6b2

2 + 4903 c5b6b2
2b3

2 − 5100 c5b5b3
3b2 −

− 1700 c3b3
3b5b1 + 70780 c6b5

2b4
2b3 − 27080 b6c6b5b1

3 + 269480 c6b6b1
3b3 +

+ 80431 c3b3
2b6b4

2 − 2960 c6b3
2b5b2

2 + 6150 c3b5
2b3

2b1 + 14250 c3b5
2b3

2b4 −

− 5100 c3b5
3b3b1 − 8500 c3b5

3b3b4 + 11850 c5b3
2b5

2b1 + 8550 c5b3
2b5

2b4 −

− 5100 c3b5
3b3b2 + 2648 c6b2

3b6b5 − 28560 c6b2b3
3b1 − 23120 c6b2b3

3b4 −

− 15412 b6
2c3b1

2b2 − 11900 c3b3
3b5b4 − 56000 c6b4

2b3
2b5 + 177144 c6b6b4

3b3 −

− 5684 b6
2c5b4

2b2 + 84380 c6b3b5
2b1

2 + 152200 c6b4b3
3b1 − 26720 c6b5

3b1b4+
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+ 5100 c5b3
3b5b1 − 5100 c5b3

3b5b4 + 1700 c5b5
3b3b1 − 1700 c5b5

3b3b4 +

+ 97137 c5b3
2b6b4

2 + 6120 c6b2b5
3b1 + 2040 c6b2b5

3b4)

v4,1 =
1

601120000
(−154801296 c5b3

2b6
2b2b1

2 + 984779796 b6
2c5b1

2b4b3
2 +

+ 988766636 b6
2c5b1b4

2b3
2 − 58784440 b6

3c5b2b4
2b1 − 79451320 b6

3c3b2b1
2b4 −

− 79451320 b6
3c3b2b1b4

2 + 514731828 b6
2c3b3

2b1
2b4 + 615649268 b6

2c3b3
2b1b4

2 +

+ 96911880 b6
2c6b2b1

3b5 − 113351160 b6
2c6b4

3b2b3 + 2539172944 c6b6
2b1

3b3b4 +

+ 3420756592 c6b6
2b1

2b3b4
2 − 27403960 c3b3

4b6b4b2 + 23879050 c6b5
4b4b3b2 −

− 4983550 c6b3
4b4b5b2 − 2674100 c6b5

2b3
3b1b2 + 30230630 c3b6b5

4b1b2 +

+ 2258375024 b6
2c6b4

3b3b1 + 94952676 b6
2c5b3b1

3b5 − 1695568192 b6
2c6b4

3b1b5 +

+ 219048288 b6c6b3
2b1

3b5 − 19651620 c3b3
4b6b1b2 + 1458718156 c6b6b4b3

3b1
2 +

+ 1446087904 c6b6b4
2b3

3b1 − 390813852 b6
2c3b3b4

3b5 − 2852005 c5b6b2
2b5

2b3
2 −

− 3716285 c3b5
3b6b3b2

2 + 12798440 c5b6b5
4b1b2 + 23127650 c6b5

4b3b1b2 −

− 557566 c6b2
3b6b3

2b5 − 229230006 c6b1
2b3

3b6b2 − 1250860 c5b6
2b2

3b5b3 −

− 9357400 c6b2
3b6

2b3b4 + 59413640 b6
3c3b4b2

2b1 + 1764158 c6b5
2b2

3b6b3 +

+ 11393824 c5b6
2b2

2b5
2b4 − 44836150 c5b3

4b6b2b4 + 167497940 c5b3
4b6b1b4 +

+ 42958916 c5b6
2b2

2b3
2b1 + 41429596 c5b6

2b2
2b3

2b4 + 13356200 c6b2
3b6

2b5b1 −

− 56596400 c6b5
3b4b3

2b1 + 34413028 c3b6
2b2

2b3
2b1 − 28276950 c6b2b3

4b5b1 +

+ 76674590 c3b3
4b6b1b4 + 88238500 c6b5

4b3b1b4 + 45384730 c5b6b5
4b1b4 +

+ 123844825 c5b3
2b6b5

2b4
2 − 2852005 c3b5

2b3
2b6b2

2 + 59413640 b6
3c5b4b2

2b1 −

− 1944545 c5b5
3b6b2

2b3 + 19939712 b6
2c3b5

2b2
2b4 + 15424864 c5b6

2b2
2b5

2b1 +

+ 3351295 c3b6b2
2b3

3b5 + 14831096 c6b5
3b2

2b6b4 + 17058164 c6b5
3b2

2b6b1 +

+ 38444068 c3b6
2b2

2b3
2b4 + 38327072 c6b3

3b2
2b6b4 + 136208080 c3b6b5

4b4b1 +

+ 4839900 c6b3
3b5

2b2b4 − 13861312 b6
2c6b4

2b2
2b5 − 321331764 b6

2c5b3b4
3b5 −

− 11183535 c3b3
3b6b1

2b5 + 510351504 b6
2c5b5

2b4
2b1 + 560774864 b6

2c5b5
2b4b1

2 +

+ 25470588 b6
2c3b5b3b1

3 − 59413640 c3b3b6
2b4b5b1b2 − 59413640 b6

2c5b1b5b4b3b2 +

+ 62128812 c6b3
2b5b4b6b1b2 + 279298644 c6b3b5

2b1b6b4b2 + 114734360 b6
2c5b5

2b4b1b2

− 282378524 c6b1
2b6b3

2b4b5 + 1458841168 b6c6b5
2b1b4

2b3 − 30866084 b6c6b5
3b1b4b2 +

+ 1368013772 b6c6b5
2b1

2b4b3 + 6651590 c3b3
3b6b5b4b2 − 18154810 c5b3b5

3b6b1b2 +

+ 4223050 c3b5
2b3

2b6b1b2 − 29669590 c5b3b5
3b6b4b2 + 25425790 c3b5

2b3
2b6b4b2−
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− 120743690 c3b5
3b3b6b1b4 − 50767610 c5b3

3b6b4b5b1 + 192930790 c3b3
2b6b4b5

2b1 −

− 64902770 c5b6b5
3b3b1b4 − 63953490 c3b5

3b6b3b2b4 − 11989532 c6b2
2b6b3

2b5b1 −

− 25727368 c6b2
2b6b3

2b5b4 − 42303310 c3b5
3b6b3b2b1 − 13668170 c6b5

5b1
2 +

+ 97920 c6b5
5b2

2 + 625430 b6
3c5b2

4 + 306425 c5b5
6b1 + 625430 c3b6

3b2
4 +

+ 351050 c3b5
6b2 − 229075 c3b3

6b2 + 34576640 c6b3
5b1

2 − 12585270 c6b5
5b4

2 +

+ 1184050 c3b3
6b4 + 886550 c5b3

6b1 + 2483700 c5b3
6b4 + 2392410 c6b3

5b2
2 +

+ 362950 c3b3
6b1 + 80325 c5b5

6b4 + 603925 c3b5
6b4 + 1606075 c3b5

6b1 + 53550 c5b5
6b2 +

+ 251068766 b6
3c5b1

4 + 187797454 b6
3c5b4

4 + 55416940 c6b3
5b4

2 + 240958302 b6
3c3b4

4 +

+ 197907918 b6
3c3b1

4 − 526575 c5b3
6b2 − 348075 c3b3

5b5b2 + 707625 c5b5
4b3

2b2 −

+ 255000 c6b2
2b5

3b3
2 + 2143700 c5b6

2b2
3b5

2 − 4923880 c5b6
2b2

3b3
2 −

− 4923880 c3b6
2b2

3b3
2 + 1068937220 b6

3c5b4
2b1

2 + 371895004 b6
2c5b4

3b3
2 −

− 3863912 c3b6
3b2

3b4 + 1517250 c5b5
4b3

2b4 + 711639032 b6
3c3b1

3b4 +

+ 2626500 c5b5
4b3

2b1 + 28344628 b6
3c5b4

2b2
2 + 36072452 b6

3c5b1
2b2

2 −

− 3991226 c6b2
3b6b3

3 + 1426504 c6b2
4b6

2b3 − 5584500 c6b3
3b5

2b2
2 +

+ 3191920 c3b5
4b6b2

2 + 33656324 b6
3c3b4

2b2
2 + 1361445 c5b5

4b6b2
2 +

+ 3932015 c3b3
4b6b2

2 − 162350 c6b2
2b3b5

4 + 30760756 b6
3c3b2

2b1
2 +

+ 5762490 c5b3
4b6b2

2 + 1751000 c6b2
2b3

4b5 + 873868 c6b2
4b6

2b5 +

+ 45551500 c6b5
4b4

2b3 + 105435740 c5b3
4b6b4

2 − 31635656 b6
3c3b4

3b2 +

+ 167362572 b6
2c3b3

2b1
3 − 31635656 b6

3c3b1
3b2 − 21525192 b6

3c5b1
3b2 −

− 1475175 c5b3
5b5b2 + 93348020 c6b3

5b1b4 − 4143750 c3b5
3b3

3b4 − 1823250 c3b5
3b3

3b1 +

+ 3206625 c5b3
4b5

2b1 + 3920625 c5b3
4b5

2b4 − 3863912 c3b6
3b2

3b1 − 27847360 c6b5
5b1b4 +

+ 4099125 c3b3
4b5

2b4 − 70643500 c6b5
3b4

2b3
2 − 267726620 c6b6

2b1
4b5 +

+ 33079325 c5b6b5
4b1

2 + 49551600 c6b5
4b3b1

2 + 25230625 c3b3
4b6b1

2 +

+ 284404172 b6
2c3b3

2b4
3 + 786157528 b6

3c3b4
3b1 + 79620680 c3b6b5

4b1
2 +

+ 329387968 b6
2c3b1

3b5
2 − 1823250 c5b3

3b5
3b2 − 1823250 c3b5

3b3
3b2 +

+ 241897136 b6
2c5b1

3b5
2 + 602895840 b6

2c6b4
4b3 + 500937532 c6b4

3b3
3b6 +

+ 57680840 c3b6b5
4b4

2 − 494428940 c6b6
2b4

4b5 − 60162150 c6b3
4b4

2b5 −

− 239411724 c6b4
3b5

3b6 + 382012488 b6
2c3b4

3b5
2 + 16212345 c5b6b5

4b4
2 +

+ 519570008 c6b1
3b3

3b6 + 19038300 c6b3
2b1

2b5
3 + 58894385 c3b3

4b6b4
2+
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+ 66699120 c5b3
4b6b1

2 + 127500 c5b3
4b5

2b2 + 1020000 c3b3
4b5

2b2 +

+ 175349616 b6
2c5b4

3b5
2 + 796719600 c6b6

2b1
4b3 + 30602550 c6b3

4b1
2b5 +

+ 108783000 c6b5
2b3

3b4
2 + 91942800 c6b5

2b3
3b1

2 + 374025444 b6
2c5b1

3b3
2 −

− 170760896 b6c6b5
3b1

3 + 1068937220 b6
3c3b4

2b1
2 + 1600125 c3b5

4b3
2b2 −

− 348075 c5b5
5b3b2 − 1475175 c3b5

5b3b2 − 21525192 b6
3c5b4

3b2 + 13356200 b6
2c6b4b2

3b5

− 1250860 c3b6
2b2

3b3b5 + 5123035 c5b3
3b6b2

2b5 − 11895155 c3b5
3b3b6b1

2 −

− 127164335 c3b3
3b6b5b4

2 + 96911880 b6
2c6b4

3b2b5 + 117533585 c5b3
2b6b5

2b1
2 −

− 24541200 c6b3
4b4b5b1 − 15580500 c6b2b5

3b3
2b1 − 26100100 c6b2b5

3b3
2b4 +

+ 18410392 b6
2c3b1b5

2b2
2 − 9357400 c6b2

3b6
2b1b3 + 53340924 c5b6

2b2b5
2b4

2 −

− 30804578 c6b5
3b2b6b4

2 + 77734228 c3b6
2b2b1

2b5
2 + 8170982 c6b2b6b1

2b5
3 +

+ 69968236 b6
2c5b1

2b2b5
2 + 96069012 b6

2c3b4
2b2b5

2 + 517279496 b6c6b5
2b1

3b3 +

+ 933892232 b6
2c3b5

2b4b1
2 + 980399472 b6

2c3b5
2b4

2b1 + 1204875 c3b3
4b5

2b1 +

+ 701082616 b6
3c5b4

3b1 − 21593910 c6b3
5b2b1 − 23246990 c6b3

5b2b4 −

− 579560012 b6c6b5
3b1

2b4 − 639302568 b6c6b5
3b1b4

2 + 4853488 b6
2c6b2

2b1
2b5 −

− 194426926 b6c6b3
3b2b4

2 + 113470424 c6b2
2b6

2b3b1
2 + 581179164 c6b6b4

3b3b5
2 −

− 52677815 c5b6b4
2b5

3b3 + 64174045 c3b3
2b6b5

2b1
2 + 177204365 c3b3

2b6b4
2b5

2 −

− 113351160 b6
2c6b1

3b2b3 − 138173984 c5b3
2b6

2b2b4
2 + 86758024 b6

2c6b4
2b2

2b3 +

+ 4870585 c5b6b5
3b3b1

2 − 112073208 c3b3
2b6

2b2b1
2 − 130407992 c3b3

2b6
2b2b4

2 −

− 559614748 c6b6b4
3b3

2b5 − 112317555 c3b6b4
2b5

3b3 − 58784440 b6
3c5b2b1

2b4 −

− 40453210 c5b3
4b6b2b1 − 2236453496 b6

2c6b4
2b1

2b5 + 10113800 c5b5
4b6b2b4 +

+ 39827628 c6b3
3b2

2b6b1 − 110398595 c5b3
3b6b4

2b5 + 30915390 c3b6b5
4b4b2 +

+ 48456205 c5b3
3b6b1

2b5 − 1317022752 b6
2c6b4b1

3b5 + 165957400 c6b5
2b3

3b1b4 −

− 11601990 c3b3
3b6b1b5b2 − 273279760 c5b3

2b6
2b2b1b4 − 302623880 b6

2c6b4
2b1b2b3 −

− 3264176 c6b5
2b2

2b6b3b4 + 8863270 c5b5
2b3

2b6b1b2 + 90973018 c6b5
2b4

2b6b2b3 +

+ 237310840 b6
2c6b2b1

2b5b4 − 228710716 b6
2c5b1

2b4b3b5 + 237310840 b6
2c6b4

2b2b5b1 +

+ 165228440 b6
2c3b4b2b5

2b1 − 588454516 b6
2c5b3b4

2b5b1 − 50543324 b6
2c5b1

2b2b3b5 +

+ 88412614 c6b2b6b4
2b3

2b5 − 48835852 c3b5b6
2b3b2b1

2 − 15581228 b6
2c3b3b4

2b5b2 −

− 13873756 b6
2c5b3b2b4

2b5 − 28514066 b6c6b3
2b2b1

2b5 + 195382258 c6b6b1
2b2b5

2b3 −

− 222785680 c3b3
2b6

2b2b1b4 + 3467756 c6b3b5
2b1b6b2

2 − 1006090216 c6b6b4
2b3

2b5b1−
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− 253003348 b6
2c3b5b3b1

2b4 − 612747148 b6
2c3b3b4

2b5b1 + 30066010 c5b3
2b6b5

2b4b2 −

− 17496910 c5b3
3b6b2b5b4 − 45885890 c5b3

3b6b2b5b1 − 106608530 c3b3
3b6b4b5b1 +

+ 192930790 c5b3
2b6b5

2b1b4 − 15998768 b6
2c6b2

2b1b5b4 − 407692028 b6c6b3
3b2b4b1 +

+ 188816416 c6b2
2b6

2b3b1b4 − 3382548 c3b5b6
2b3b2

2b1 + 7693764 c5b6
2b2

2b3b5b1 −

− 6441396 c5b6
2b2

2b3b5b4 − 302623880 b6
2c6b1

2b2b3b4 − 17517708 c3b5b6
2b3b2

2b4 −

− 1447784 b6
3c5b2

3b1 − 1447784 b6
3c5b2

3b4 + 796713944 b6
3c5b1

3b4 +

+ 812175 c5b3
5b5b1 − 1475175 c5b3

5b5b4 − 1823250 c5b3
3b5

3b4 + 497250 c5b3
3b5

3b1 −

− 348075 c3b3
5b5b1 − 2635425 c3b3

5b5b4 + 2448000 c3b5
4b3

2b1 + 3519000 c3b5
4b3

2b4 +

+ 2143700 c3b6
2b2

3b5
2 + 2058122 c6b2

3b5
3b6 − 5487430 c6b5

5b2b4 − 348075 c5b5
5b3b4

− 2932670 c6b5
5b2b1 − 1475175 c3b5

5b3b1 − 1508325 c3b5
5b3b4 − 314925 c5b5

5b3b1),

v5,1 =
1

196614329600000
(−1100041733544 b1b6

2c3b3
2b4b5

2b2 −

− 88833960928752 b1b6
2c3b5

3b4b3b2 − 27422347847856 b1b5b6
2c5b3

3b4b2 −

− 60108949598880 b1c6b4b3
2b5

3b6b2 + 99240960767520 b1c6b2b5
4b3b6b4 −

− 42161554724640 b1b5b6
2c6b3

2b4b2
2 − 40776079903728 b1b5b6

3c3b3b4
2b2 −

− 25233436937280 b1b5b6c6b3
4b4b2 − 36362323295376 b1b5b6

3c5b3b4
2b2 +

+ 1458463888752 b1b5c3b3
3b6

2b4b2 + 178757403214656 b1b5b6
2c6b3

2b4
2b2 +

+ 15643264884000 b1b6c6b3
3b2b4b5

2 − 11435805012528 b1b5b6
3c5b4b2

2b3 −

− 14986592101104 b1b5b6
3c3b4b2

2b3 − 54705927471312 b5b6
3c3b1

2b4b3b2 +

+ 91043465699712 b5c6b6
2b4b3

2b1
2b2 + 303737502938112 b1b6

2c6b5
2b2b3b4

2 +

+ 37957122197280 b1b6
2c6b4b2

2b5
2b3 + 37850823866232 b1c5b3

2b6
2b2b4b5

2 −

− 59953149192144 b1b6
2c5b3b5

3b2b4 + 356968741034304 b6
2c6b4b1

2b2b3b5
2 −

− 59119684079664 b5b6
3c5b4b1

2b3b2 − 691002468000 c6b5
7b4

2 +

+ 63585640119768 b1c5b3
2b6

3b2
2b4 + 110513773965816 b6

3c5b4b5
2b1

2b2 −

− 30864455809224 b6
2c3b5

3b3b1
2b2 − 401342905054832 b1b5b6

3c3b3b4
3 −

− 3576087013200 b1b5c5b3
5b6b4 − 7400200867800 b1b5c3b3

5b6b4 −

− 5034300484200 b1b5c5b3
5b6b2 − 631312578000 b1b5c3b3

5b6b2 +

+ 76544001997164 b1b6
2c3b4b2b5

4 + 22403386541904 b6
2c6b3b2

2b1
2b5

2 +

+ 3274471911600 b1c5b3
2b5

4b6b2 + 273761365958652 b6
2c5b3

2b4b5
2b1

2 +

+ 1520859540206976 b1b6
2c6b4

3b3b5
2 − 182526183618792 b1b2b6

3c3b3
2b4

2+
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+ 11855210072576 b1b5b6
3c6b4b2

3 − 371722818720 b1b5c6b2
3b6

2b3
2 +

+ 6204662684640 b1c6b2
3b6

2b3b5
2 + 468174052718640 b1c6b4

2b3
3b6b5

2 +

+ 5453867975760 b1c6b2
2b5

4b6b3 − 5602941661200 b1c3b5
5b6b2b3 −

− 3288322239864 b1c5b6
2b2

2b5
3b3 + 41428243107576 b1b6

3c3b2
2b4b5

2 −

− 312422632494480 b1c6b4
2b3

2b5
3b6 − 167513688923352 b1b5b6

2c3b3
3b4

2 −

− 209027594636184 b1b5b6
2c5b3

3b4
2 − 203046280126320 b1b5c6b4

2b3
4b6 −

− 578957451692464 b1b5b6
3c5b3b4

3 + 82510819693952 b1b5c6b6
3b4

3b2 −

− 75252674842464 b1b5b6
3c6b4

2b2
2 − 31548104271840 b1c6b5

5b2b6b4 +

+ 1966585556100 b1c3b6b2b3
2b5

4 + 32392861174908 b1c5b6
2b2b5

4b4 +

+ 54636055256416 b6
3c6b3b2

2b4
3 − 6805114212000 b1c6b5

5b4b3
2 +

+ 5447849872400 b1c6b5
6b4b3 + 1091118550176 b4c6b2

3b6
2b5

3 +

+ 2241103098000 b4c6b2b3b5
6 + 2431070585700 b4c3b5

6b6b2 +

+ 14261750833200 b1c6b3
5b4b5

2 + 603219115800 b4c5b5
6b6b2 +

+ 248381281200 b4c6b3
5b5

2b2 − 3865006236000 b4c6b2b5
5b3

2 +

+ 217529187820560 c6b4
3b3

3b6b5
2 − 9952971392480 b1c6b2

3b6
2b3

3 −

− 2316005273504 b1b6
4c5b2

3b4 − 1313044665749872 b1b5c6b6
3b4

4 +

+ 2671278302056 b1b6
3c5b2

3b5
2 + 216195873712566 b1b6

2c3b4
2b5

4 +

+ 3093740919048 b1c3b6
3b2

3b5
2 − 196508490048 c6b2

4b6
2b3b5

2 −

− 345463443000 c3b3
4b6b2

2b5
2 + 720715918000 c6b3

3b5
2b2

3b6 −

− 1017397065672 c3b6
2b2

3b3b5
3 − 63062382708 b5c3b6

3b2
4b3 +

+ 32388107804 b5c5b6
3b2

4b3 − 297152215360 b5b6c6b3
4b2

3 −

− 46796431760 c6b2
3b5

4b6b3 − 1197165773700 c3b5
5b6b2

2b3 −

− 467556127064 c5b6
2b2

3b5
3b3 − 967683996136 b5b6

2c5b3
3b2

3 −

− 417843057528 b5c3b6
2b2

3b3
3 − 328532868144 b5c6b2

4b6
2b3

2 +

+ 1056865227600 b5c5b3
5b6b2

2 + 347835855900 b5c3b3
5b6b2

2 +

+ 593761318800 c3b6b2
2b3

2b5
4 − 488136402000 c5b3b5

5b6b2
2 +

+ 418543369400 c3b5
3b6b3

3b2
2 − 49998377111814 b2b6

2c5b3
4b4

2 −

− 515390200800768 b5b6
2c6b4

4b3
2 + 6466678165376 b5b6

3c6b4
2b2

3 −

− 4491102772000 b4c6b2b3
4b5

3 + 17057979414600 c3b5
4b3

2b6b4
2+
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+ 2015658517904 b4b6
3c6b2

4b3 − 1339376940960 b4c6b2
2b5

5b6 +

+ 498320747652 c5b6
2b2

3b3
2b5

2 − 178626346768960 b2c6b6
2b1

3b3
3 −

− 50047915113248 b2c6b6
3b1

4b3 − 60041121524280 b2b6
3c3b1

3b3
2 −

− 55340174558448 b2b6
4c3b4

2b1
2 − 38972992715488 b2b6

4c3b1
3b4 −

− 50336234013936 b2b6
4c5b4

2b1
2 − 35030965320416 b2b6

4c5b1
3b4 −

− 45211798554000 b2c6b1
2b3

5b6 − 19345072841502 b2b6
2c3b3

4b1
2 +

+ 86190411759162 b1b6
2c5b4

2b5
4 − 50047915113248 b2c6b6

3b4
4b3 −

− 157911728896128 b2b6
2c6b4

3b3
3 − 49175423334960 b2c6b4

2b3
5b6 −

− 72787688792520 b2b6
3c3b3

2b4
3 − 80478502144040 b2b6

3c5b3
2b4

3 −

− 29877401383422 b2b6
2c3b3

4b4
2 + 1944632289728544 b6

2c6b4
2b3

3b1
2 +

+ 207621730965198 b6
2c5b3

4b1
2b4 + 352557810266792 b6

3c3b1
3b4b3

2 +

+ 977368741707852 b6
3c5b4

2b1
2b3

2 + 572974399076196 b6
3c3b4

2b1
2b3

2 +

+ 673287629140984 b6
3c5b4b1

3b3
2 + 77616269011794 b6

2c3b3
4b1

2b4 −

− 44334323191014 b2b6
2c5b3

4b1
2 − 2440368375696 b6

2c6b4
2b2

2b5
3 +

+ 34856360637800 b6
3c5b4

3b2b5
2 + 18183291038400 c3b3

4b6b4
2b5

2 −

− 188814620800 c5b3
3b6b2

2b5
3 + 556797974850 c5b3

2b5
4b6b2

2 −

− 308500099050 c5b3
4b6b2

2b5
2 + 509277146196 c3b3

2b6
2b2

3b5
2 −

− 716688272560 c6b2
3b3

2b5
3b6 − 137587758782072 b5b6

2c5b3
3b4

3 −

− 192202985049140 b5b6
3c3b3b4

4 − 11525837840400 b5c5b3
5b6b4

2 −

− 9995826707100 b5c3b3
5b6b4

2 + 40585047199458 b6
2c3b4

2b2b5
4 −

− 18363870320640 c6b5
5b2b6b4

2 + 15595796849946 c5b6
2b2b5

4b4
2 +

+ 152316754814484 b6
2c5b3

2b4
3b5

2 + 184754970222732 b6
2c3b3

2b4
3b5

2 −

− 18881805558200 c3b3
3b6b5

3b4
2 + 23040245358468 b6

3c3b2
2b4

2b5
2 −

− 138075155948320 b5c6b4
3b3

4b6 − 212029023442340 b5b6
3c5b3b4

4 +

+ 27094383088864 b5c6b6
3b4

4b2 − 29238242976928 b5b6
3c6b4

3b2
2 −

− 113460810438776 b5b6
2c3b3

3b4
3 − 59019239578944 b6

2c6b5
3b4

3b2 −

− 14174116112000 c5b5
3b6b3

3b4
2 − 119563199257224 b6

2c3b5
3b4

3b3 −

− 3405821718000 c5b6b4
2b5

5b3 − 7618105563900 c3b6b4
2b5

5b3 +

+ 100773681329200 c6b6b4
3b3b5

4 + 63608643887880 b6
3c3b4

3b2b5
2+
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+ 18602775583050 c5b3
4b6b4

2b5
2 − 7043319650432 b6

3c6b2
3b3b4

2 +

+ 51051342059088 b6
2c6b3

3b2
2b4

2 + 33165197891124 c5b3
2b6

3b2
2b4

2 +

+ 7603703666046 b4c3b6
2b2

2b5
4 + 491228678256624 b6

2c6b4
4b3b5

2 −

− 80603041880648 b6
2c5b3b4

3b5
3 + 9464596393950 c5b3

2b6b5
4b4

2 +

+ 11056164640716 b6
3c5b4

2b2
2b5

2 + 4330130350000 b4c6b3
3b5

4b2 +

+ 2818083904242 b4c5b6
2b2

2b5
4 − 1125528071200 b4b5c6b3

6b2 +

+ 203073151568 b4b5b6
3c6b2

4 − 1709990772500 b4b2c3b3
6b6 −

− 4025977716200 b4b2c5b3
6b6 + 12085201288242 b4c5b3

4b6
2b2

2 +

+ 9794432230800 b4c6b2
2b3

5b6 − 6195041489624 b4b6
3c5b3

2b2
3 −

− 5772578872632 b4b6
3c3b2

3b3
2 + 7876581075486 b4c3b3

4b6
2b2

2 −

− 9210253432288 b4c6b2
3b6

2b3
3 + 3435712638072 b4c3b6

3b2
3b5

2 +

+ 135032007760 c6b2
3b5

5b6 + 107326274250 c5b5
6b6b2

2 −

− 119984303400 c6b3
5b5

2b2
2 − 457444806000 c6b2

2b5
5b3

2 −

− 34688381000 c6b3
3b5

4b2
2 + 278615013378 c5b6

2b2
3b5

4 −

− 1266386616222 c5b3
4b6

2b2
3 − 31138016000 b2c3b5

7b3 − 68114410000 b2c5b3
5b5

3 −

− 93265585504 b6
3c6b2

5b3 − 5838378000 b2b5c3b3
7 + 135289570000 c6b2

2b3
4b5

3 −

− 31138016000 b2b5c5b3
7 + 22498794500 b2c3b3

6b5
2 + 1196604500 b2c5b3

6b5
2 +

+ 40013928500 b2c3b5
6b3

2 − 68114410000 b2c3b5
5b3

3 + 306971696200 c6b2
2b3b5

6 +

+ 399454538600 c3b5
6b6b2

2 + 8623390550050 c5b3
6b6b4

2 − 36914779200 c6b3
2b1

2b5
5 +

+ 41641709112254 b6
2c5b1

3b5
4 − 199566743008512 b6

2c6b5
3b1

4 +

+ 155874047556110 b6
3c5b1

4b5
2 + 6692235147000 c6b3

5b5
2b1

2 −

− 39724309278400 b6c6b5
5b1

3 + 18711738500 b2c5b5
6b3

2 − 42814772000 b2c5b3
3b5

5 −

− 772440472960 c6b2
3b3

5b6 + 561327081666 b6
3c5b3

2b2
4 + 543751440518 b6

3c3b2
4b3

2 −

− 842035257206 c3b3
4b6

2b2
3 + 524103002800 b5c6b3

6b2
2 + 134768282272 b5b6

3c6b2
5 +

+ 217773223200 b2
2c3b3

6b6 + 509901487550 b2
2c5b3

6b6 + 414185092048 c6b2
4b6

2b5
3 +

+ 7932751463000 c6b5
4b3

3b1
2 − 1247911594800 b1b2c6b3

7 + 671856773016 b1b6
4c5b2

4 +

+ 624250427528 b1c3b6
4b2

4 + 813480070408720 b6
4c3b4

2b1
3 +

+ 194067100453330 b6
3c5b3

2b1
4 + 344102997310480 b3c6b6

3b1
5 +

+ 64412150994174 b6
2c5b3

4b1
3 + 373190199098736 c6b6

2b1
4b3

3+
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+ 90416100733270 b6
3c3b1

4b3
2 − 1210898290160 b6

4c5b2
3b1

2 +

+ 19448316186000 b6
4c5b1

3b2
2 + 1804820721600 b5c6b3

6b1
2 +

+ 3110916224000 c6b3
4b1

2b5
3 + 204723860865290 b6

3c3b1
4b5

2 +

+ 812418157259280 b1
2b6

4c5b4
3 + 844090607795760 b1

2b6
4c3b4

3 +

+ 419457748066968 b6
4c3b1

4b4 + 845152520945200 b6
4c5b4

2b1
3 +

+ 471915101589256 b6
4c5b1

4b4 + 2767653410600 c6b5
6b3b1

2 +

+ 2047545387950 c5b6b5
6b1

2 − 205922863350320 b5c6b6
3b1

5 −

− 9968639620264 b2b6
4c5b1

4 − 11577964893352 b2b6
4c3b1

4 −

− 1834716714480 b6
4c3b2

3b1
2 + 27581076250 b2c5b3

4b5
4 −

− 5838378000 b2c5b5
7b3 + 59534361250 b2c3b3

4b5
4 + 702966372394 c3b6

2b2
3b5

4 −

− 42814772000 b2c3b3
5b5

3 + 599598232896 c6b2
4b6

2b3
3 + 173868621082 c3b6

3b2
4b5

2 +

+ 156292979934 b6
3c5b2

4b5
2 + 3598526765000 c3b3

6b6b4
2 + 289914231132752 b3c6b6

3b4
5

− 1840645970800 b4b2c6b3
7 + 603091908744 b4b6

4c5b2
4 + 650698254232 b4c3b6

4b2
4 +

+ 369934841139312 b6
2c6b4

4b3
3 + 93870087837600 c6b4

3b3
5b6 +

+ 202501655020210 b6
3c5b3

2b4
4 + 49699210668998 b6

2c3b3
4b4

3 +

+ 95347716784186 b6
2c5b3

4b4
3 + 153651841711030 b6

3c3b3
2b4

4 −

− 1834716714480 b6
4c3b2

3b4
2 + 15778882757040 b6

4c5b4
3b2

2 −

− 1210898290160 b6
4c5b2

3b4
2 − 306018693576816 b5c6b6

3b4
5 +

+ 69921322655398 b6
2c3b4

3b5
4 + 11270524363800 c6b3

5b4
2b5

2 +

+ 232732402900010 b6
3c3b4

4b5
2 − 5562022096800 c6b5

5b4
2b3

2 +

+ 2526000165000 c6b5
6b4

2b3 + 11676756000 b1b5c5b3
7 − 31138016000 b1c3b5

7b3 +

+ 9730630000 b1c5b3
5b5

3 + 48534804500 b1c5b5
6b3

2 − 15569008000 b1c5b3
3b5

5 +

+ 16402701181360 b6
4c3b1

3b2
2 + 7072409173000 c3b6b5

6b1
2 +

+ 87290215227442 b6
2c3b1

3b5
4 + 9859416203000 c6b5

4b3
3b4

2 +

+ 129081403179950 b6
3c5b4

4b5
2 − 35081103468560 c6b4

3b5
5b6 +

+ 753084648150 c5b6b5
6b4

2 − 9895321852000 c6b3
4b4

2b5
3 + 3230758587600 c3b6b5

6b4
2 −

− 250930625853184 c6b6
2b4

4b5
3 − 5024302223200 b5c6b3

6b4
2 −

− 9968639620264 b2b6
4c5b4

4 − 11577964893352 b2b6
4c3b4

4 + 98588376250 b1c5b3
4b5

4 −

− 584727457600 b1c6b5
7b2 − 13622882000 b1c5b5

7b3 + 59205623750 b1c3b3
4b5

4−
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− 2100670946400 b1c6b5
7b4 + 417125045944984 b1b6

4c5b4
4 +

+ 469582399467272 b1b6
4c3b4

4 − 5838378000 b1b5c3b3
7 + 5277258027600 b1c6b3

7b4 +

+ 64045940687920 c6b1
3b3

5b6 + 20509874474642 b6
2c3b3

4b1
3 +

+ 3509049040650 c5b3
6b6b1

2 + 1031375101200 c3b3
6b6b1

2 − 42814772000 b1c3b3
5b5

3 +

+ 19684801500 b1c3b3
6b5

2 + 66049938500 b1c5b3
6b5

2 + 76122455500 b1c3b5
6b3

2 −

− 68114410000 b1c3b5
5b3

3 − 31138016000 b4b5c5b3
7 − 23353512000 b4c3b5

7b3 −

− 68114410000 b4c5b3
5b5

3 + 23471857500 b4c5b5
6b3

2 − 42814772000 b4c5b3
3b5

5 +

+ 18824497761680 b6
4c3b4

3b2
2 + 26019046135866 b6

2c5b4
3b5

4 −

− 120659812000 b4c3b3
5b5

3 + 87352128500 b4c3b3
6b5

2 + 114939779500 b4c5b3
6b5

2 +

+ 69836994500 b4c3b5
6b3

2 − 95360174000 b4c3b5
5b3

3 + 91158908750 b4c5b3
4b5

4 −

− 499431535200 b4c6b5
7b2 − 5838378000 b4c5b5

7b3 + 130541661250 b4c3b3
4b5

4 −

− 48653150000 b4b5c3b3
7 + 759383625 b4c5b5

8 + 91416929437288 b6
4c5b4

5 +

+ 5867964375 b2c3b5
8 + 542416875 b2c5b5

8 − 2889602625 b2c3b3
8 − 8215150125 b2c5b3

8

+ 3937108325800 c6b3
7b4

2 + 112963533950904 b6
4c3b4

5 − 68631373200 c6b5
7b2

2 −

− 34382432136 c3b6
4b2

5 − 13223913352 b6
4c5b2

5 + 221675773800 b2
2c6b3

7 +

+ 12376966875 b1c5b3
8 + 4191403125 b1c3b3

8 + 1527137094600 c6b3
7b1

2 +

+ 3619399875 b1c5b5
8 + 32410230125 b1c3b5

8 − 1343010281600 c6b5
7b1

2 +

+ 93026254710376 b6
4c3b1

5 + 114572859223992 b6
4c5b1

5 + 46493344625 b4c5b3
8 +

+ 17702514375 b4c3b3
8 + 8944947375 b4c3b5

8 − 2598195561000 b1c5b3b5
5b6b2 +

+ 322421184871188 b1b6
2c5b3

2b4
2b5

2 − 4719167346400 b1c3b5
3b6b3

3b2 +

+ 15713797078200 b1c3b3
4b6b4b5

2 − 1612443393392 b1b5c3b6
3b2

3b3 +

+ 103548850182024 b1b6
3c5b4

2b2b5
2 + 7950628244664 b1b5b6

2c5b3
3b2

2 +

+ 3926114945592 b1b5c3b6
2b2

2b3
3 − 172018381851264 b2b6

3c6b4b3b1
3 −

− 10017510914640 b1c6b3
3b5

2b2
2b6 − 5736769039032 b1c3b6

2b2
2b3b5

3 −

− 2217754899360 b1b6
2c6b4b2

2b5
3 + 5709081608640 b1b5b6c6b3

4b2
2 −

− 1415798376174272 b1b5b6
2c6b4

3b3
2 − 15630824841600 b5c6b4b3

4b6b1
2 −

− 1301877069033216 b5b6
2c6b4

2b3
2b1

2 − 1616920400784 b1b5c5b6
3b2

3b3 −

− 245433182844096 b2b6
3c6b4

2b3b1
2 − 171147503226648 b2b6

3c3b1
2b4b3

2 −

− 475352536864128 b2c6b6
2b4b3

3b1
2 + 45947253932424 b1b6

3c3b2
2b4b3

2−
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− 155288948377264 b5b6
3c5b4b1

3b3 − 68116362172968 b5b6
2c3b3

3b1
2b4 +

+ 160716253956768 b1b6
3c6b3b2

2b4
2 − 13340514616832 b1b6

3c6b2
3b3b4 +

+ 101209720878240 b1b6
2c6b3

3b2
2b4 − 46940866722216 b5b6

2c5b3
3b1

2b4 +

+ 22325598260368 b5b6
3c3b1

3b4b3 − 551569758898392 b5b6
3c5b4

2b1
2b3 −

− 2570214588480 b5b6
2c6b3

2b1
3b2 − 248391413148216 b5b6

3c3b4
2b1

2b3 −

− 45785224283760 b5c6b3
4b1

2b6b2 + 82510819693952 b5b6
3c6b4b2b1

3 −

− 20584917726168 b6
2c5b5

3b1
2b3b2 − 13275600747708 b6

2c3b3
2b1

2b5
2b2 −

− 10440220636560 b6c6b3
2b5

3b1
2b2 − 139087141929360 b6c6b3

2b5
3b1

2b4 +

+ 250099389264036 b6
2c3b3

2b4b5
2b1

2 − 1096296646068 b1c5b6
2b2

2b3
2b5

2 −

− 457608790832064 b1b2b6
2c6b4

2b3
3 + 209125338191280 c6b5

4b4b3b6b1
2 −

− 60013461878232 b6
2c3b5

3b4b3b1
2 − 172018381851264 b1b2c6b6

3b4
3b3 +

+ 436830772248 b5b6
3c3b3b1

2b2
2 − 62658284909664 b5b6

3c6b4b2
2b1

2 +

+ 317091281100 b1c3b3
4b6b2b5

2 − 92837412819840 b1b2c6b4b3
5b6 −

− 15354658420400 b1c3b3
3b6b5

3b4 − 231935166887736 b2b6
3c5b1

2b4b3
2 −

− 193349228801448 b1b6
2c3b5

3b4
2b3 − 6666090272400 b1c5b6b4b5

5b3 +

+ 171493317771168 b6
3c6b3b2

2b4b1
2 − 25928502101840 b5b6

3c3b3b1
3b2 −

− 3249043463568 b5b6
2c6b3

2b1
2b2

2 + 112989165726528 b5b6
3c6b4

2b1
2b2 +

+ 3952959139896 b5b6
3c5b3b1

2b2
2 − 30360166739760 b5b6

3c5b3b1
3b2 +

+ 164336513843112 b1b6
3c3b4

2b2b5
2 + 22680568790100 b1c5b3

4b6b4b5
2 −

− 172173733350696 b1b6
2c5b3b4

2b5
3 − 5096749470800 b1c5b3

3b6b2b5
3 −

− 10490204127000 b1c3b6b4b5
5b3 + 23282064070200 b1c3b5

4b3
2b6b4 +

+ 346083161565804 b1b6
2c3b3

2b4
2b5

2 + 244126136477760 b1c6b6b4
2b3b5

4 −

− 101527367591064 b6
2c5b5

3b4b3b1
2 + 16315292358300 b1c5b3

2b6b5
4b4 −

− 11757264178400 b1c5b5
3b6b3

3b4 − 148999786874112 b1b6
2c6b5

3b4
2b2 −

− 1738221568044 b1c3b3
2b6

2b2
2b5

2 − 2545074358800 b1c6b2
2b3

2b5
3b6 +

+ 3962958713844 b6
2c5b3

2b1
2b5

2b2 + 23789856920232 b1b6
3c5b4b2

2b5
2 +

+ 50545489868640 b6c6b5
4b1

2b3b2 − 13231984907256 b5c3b3
3b6

2b2b1
2 −

− 307715531129280 b5c6b6
2b1

3b3
2b4 − 1937720356800 b1c5b3

4b6b2b5
2 −

− 38171648332392 b5c5b3
3b6

2b2b1
2 + 152957833450968 b6

3c3b4b2b1
2b5

2+
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+ 8641082408400 b6c6b3
3b2b4

2b5
2 − 224970243103944 b1b2b6

3c5b3
2b4

2 +

+ 1886156331385248 b6
2c6b4

2b3b5
2b1

2 − 17295808811112 b5b6
3c3b4

2b2
2b3 −

− 13779680443464 b5b6
3c5b4

2b2
2b3 − 40645583326488 b6

2c5b3b5
3b2b4

2 +

+ 30561918088884 c5b3
2b6

2b2b4
2b5

2 + 18758308072656 b6
2c6b4

2b2
2b5

2b3 −

− 46002551358036 b1b2b6
2c3b3

4b4 − 90153692180292 b1b2b6
2c5b3

4b4 −

− 119761807702464 b6
2c6b1

2b4b5
3b2 + 1157304218033280 b6

2c6b4b3b5
2b1

3 +

+ 2973824881800 b4c5b3
4b6b2b5

2 − 936201038916 b4c3b3
2b6

2b2
2b5

2 +

+ 524975040240 b4c6b2
2b3

2b5
3b6 + 85833228178624 b6

2c6b5
2b2b3b4

3 −

− 4005694806216 b4c5b6
2b2

2b5
3b3 + 6087934821000 b4c5b3

2b5
4b6b2 −

− 9298696841200 b5b6
3c3b3b4

3b2 − 7720855027600 b4c5b3
3b6b2b5

3 −

− 4867032203280 b5b6
3c5b3b4

3b2 + 16590338160240 b5b6c6b3
4b4

2b2 −

− 7380875080800 b4c3b5
5b6b2b3 − 37084466445072 b5b6

2c6b3
2b4

2b2
2 +

+ 3976508804064 b4c6b2
3b6

2b3b5
2 + 1665938526300 b4c3b3

4b6b2b5
2 −

− 2977887174600 b4c5b3b5
5b6b2 − 932976962736 b4b5c5b6

3b2
3b3 +

+ 3642483607200 b4c6b2
2b5

4b6b3 + 797524821600 b4b5c3b3
5b6b2 +

+ 8342746458900 b4c3b6b2b3
2b5

4 + 2487994292616 b4b5b6
2c5b3

3b2
2 +

+ 39547493448 b4b5c3b6
2b2

2b3
3 + 2016597350112 b4b5c6b2

3b6
2b3

2 −

− 1578125960892 b4c5b6
2b2

2b3
2b5

2 + 16565229935304 b5c3b3
3b6

2b4
2b2 +

+ 358650976080 b4b5b6c6b3
4b2

2 + 13323358627332 b6
2c3b3

2b4
2b5

2b2 −

− 65585246751624 b6
2c3b5

3b4
2b3b2 − 8339366685840 b4c6b3

3b5
2b2

2b6 −

− 8098437152000 b4c3b5
3b6b3

3b2 − 46989801402960 c6b4
2b3

2b5
3b6b2 +

+ 6285691852248 b5b6
2c5b3

3b4
2b2 + 94697003601792 b5b6

2c6b3
2b4

3b2 −

− 8030208105288 b4c3b6
2b2

2b3b5
3 − 937453970128 b4b5c3b6

3b2
3b3 +

+ 56208049285440 c6b2b5
4b3b6b4

2 − 5514482079600 b6c6b3
3b2b1

2b5
2 +

+ 147977081797120 b6
2c6b5

2b2b3b1
3 + 401779315853040 c6b1

2b3
3b6b5

2b4 −

− 2207221278600 b4b5c5b3
5b6b2 + 2333783590424 b4b6

3c5b2
3b5

2 +

+ 27379241307132 b6
3c3b2

2b4
2b3

2 + 2151470094800 b1c6b2b3b5
6 +

+ 3225661146100 b1c3b5
6b6b2 + 909674202400 b1c5b5

6b6b2 −

− 2032923219600 b1c6b3
5b5

2b2 − 5619645460000 b1c6b3
4b4b5

3−
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− 2039095219200 b1c6b2b5
5b3

2 + 1366458470000 b1c6b3
3b5

4b2 +

+ 10060362044200 b1c3b6b5
6b4 − 115722301156560 b6c6b5

5b1
2b4 +

+ 18798062720826 c5b6
2b2b5

4b1
2 + 2478488303200 c5b5

3b6b3
3b1

2 +

+ 5120883208 b6
2c5b5

3b1
3b3 + 74924655696228 b6

2c3b3
2b1

3b5
2 −

− 124522869900 c3b5
5b6b3b1

2 + 1343634166407168 b1b6
2c6b4

3b3
3 +

+ 245824198764720 b1c6b4
2b3

5b6 + 694404408485944 b1b6
3c5b3

2b4
3 +

+ 102956223249366 b1b6
2c3b3

4b4
2 + 234946399986042 b1b6

2c5b3
4b4

2 +

+ 14432342678000 b1c6b5
4b3

3b4 + 473400463996616 b1b6
3c5b4

3b5
2 +

+ 1887225273120 b1c6b2
3b6

2b5
3 − 110882053373280 b1c6b4

2b5
5b6 +

+ 2583260491500 b1c5b6b5
6b4 + 7633329128874 b1c3b6

2b2
2b5

4 +

+ 2440781823924896 b3c6b6
3b4

3b1
2 + 24132069226504 b6

2c3b1
3b5

3b3 +

+ 3740609310600 c3b3
4b6b5

2b1
2 + 748458435671128 b6

3c3b1
3b5

2b4 +

+ 14667979557036 b6
3c5b2

2b1
2b5

2 − 1266389576969088 c6b4
2b5

3b6
2b1

2 +

+ 107362871104476 b6
2c5b1

3b3
2b5

2 − 171582054776560 c6b4
3b3

2b5
3b6 +

+ 2501738515990048 b3b6
3c6b1

3b4
2 − 7043319650432 b6

3c6b2
3b3b1

2 +

+ 67569411587168 b6
3c6b3b2

2b1
3 + 34227115443924 c5b3

2b6
3b2

2b1
2 +

+ 53362951236432 b6
2c6b3

3b1
2b2

2 + 22243034726172 b6
3c3b3

2b1
2b2

2 +

+ 49300660944912 b6
4c5b2

2b1
2b4 + 46635896704176 b6

4c3b2
2b4b1

2 +

+ 9024099936000 c3b5
4b3

2b6b1
2 + 706219967775348 b6

3c5b4
2b1

2b5
2 +

+ 6466678165376 b5c6b2
3b6

3b1
2 − 2362042085917408 b5c6b6

3b4
3b1

2 +

+ 8604615391350 c5b3
2b6b5

4b1
2 + 231673187748594 b6

2c3b5
4b4b1

2 −

− 88793404774360 b2b6
3c5b3

2b1
3 + 1396048574026000 b3b6

3c6b1
4b4 +

+ 297040824696 b5b6
2c3b3

3b1
3 + 3375478860000 b5c5b3

5b6b1
2 −

− 836804985900 b5c3b3
5b6b1

2 + 35270507381980 b5b6
3c5b3b1

4 −

− 13198673985120 c6b2b6b1
2b5

5 + 99683011011918 b6
2c5b5

4b4b1
2 +

+ 67472739867360 b6c6b5
4b1

3b3 − 2229201143000 c3b3
3b6b1

2b5
3 −

− 1654534003200 c5b6b5
5b1

2b3 + 20453936141028 b6
3c3b2

2b1
2b5

2 +

+ 106322067684736 b5c6b6
2b1

4b3
2 − 1069103732273840 b5b6

3c6b1
4b4 −

− 2215212483931744 b5b6
3c6b1

3b4
2 + 27094383088864 b5b6

3c6b2b1
4+
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+ 55096545775180 b5b6
3c3b1

4b3 + 55342493639440 b5c6b1
3b3

4b6 +

+ 155513235338960 c6b1
3b3

3b6b5
2 − 816404252302400 b6

2c6b4b1
3b5

3 +

+ 316741174108272 c6b6
2b1

4b3b5
2 + 38919038449218 b6

2c3b1
2b5

4b2 +

+ 11333992331250 c5b3
4b6b1

2b5
2 + 20272294646800 b6c6b3

2b5
3b1

3 +

+ 50862076619640 b6
3c3b2b1

3b5
2 + 512538493083656 b6

3c5b4b1
3b5

2 −

− 520140036240 b1c6b2
2b5

5b6 + 1340898445616640 c6b6
2b1

3b3
3b4 +

+ 217757668575360 c6b4b3
5b6b1

2 + 458484465898472 b1b6
3c3b3

2b4
3 +

+ 11484283497700 b1c5b3
6b6b4 + 4007181945000 b1c3b3

6b6b4 +

+ 1285215700815824 b1b3c6b6
3b4

4 + 43171263268120 b6
3c5b2b1

3b5
2 +

+ 2050658292336 b6
2c6b5

3b1
2b2

2 + 39257198201272 b5b6
2c5b3

3b1
3 −

− 15151603676064 b5b6
3c6b1

3b2
2 − 4064623160000 b1c6b2b3

4b5
3 −

− 26596833515520 b6
2c6b5

3b1
3b2 + 1110614310407004 b6

3c3b4
2b1

2b5
2 +

+ 2285195082448 b1b6
3c6b2

4b3 + 48846110670864 b1b6
4c3b4

2b2
2 +

+ 794130282870808 b1b6
3c3b4

3b5
2 − 2787431173200 b1b2c5b3

6b6 −

− 3394373971872 b1b6
4c3b2

3b4 + 46181346430128 b1b6
4c5b4

2b2
2 +

+ 11256586176918 b1c5b3
4b6

2b2
2 + 9632312023200 b1c6b2

2b3
5b6 −

− 6532536201256 b1b6
3c5b3

2b2
3 − 5430607153608 b1b6

3c3b2
3b3

2 +

+ 6470966415114 b1c3b3
4b6

2b2
2 + 3424708916118 b1c5b6

2b2
2b5

4 −

− 901167911319616 b1c6b6
2b4

3b5
3 − 915202194400 b1b5c6b3

6b4 −

− 2610255398400 b1b5c6b3
6b2 + 389604322576 b1b5b6

3c6b2
4 −

− 959579703300 b1b2c3b3
6b6 − 35030965320416 b1b2b6

4c5b4
3 −

− 38972992715488 b1b2b6
4c3b4

3),

v6,1 =
1

16077153731392000000
(−5516898391453627620 b4b6

2c5b3
3b1

2b5
3 +

+ 7681999882667219604 b4c3b3
4b6

2b1
2b5

2 − · · · ,

v7,1 =
1

105170308849273907200000000
(342098863404346477973907520b71b3b

5
6c6 −

− 401589403686179134991376960b71b5b
5
6c6 + · · · .

No 2◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem em
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ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1, v8,1v9,1, v10,1 e v11,1 do sistema (5.17) com a condição

b1 = b2 = b4 = 0.

2◦ Caso O sistema (5.17) com a condição b1 = b2 = b4 = 0.

v1,1 = a1 (c4 + c1) ,

v2,1 =
a1
40

(11 b3
2c4 + 3 c2b5

2 − 2 b5b3c2 − 3 b3
2c2 + 9 b5

2c4 + 6 b3b5c1 + 9 b3
2c1 −

− 6 b5b3c4 + 11 b5
2c1),

v3,1 =
a1
80

(
b5

2 + b3
2
)

(−b32c2 + 2 b3
2c1 + 4 b3

2c4 + 2 b3b5c1 − 2 b5b3c4 − 2 b5b3c2 +

+ 2 b5
2c4 + 4 b5

2c1 + c2b5
2),

v4,1 =
a1

21760

(
b5

2 + b3
2
)2

(101 b3
2c4 − 21 b3

2c2 + 35 b3
2c1 + 42 b3b5c1 − 42 b5b3c4 −

− 66 b5b3c2 + 21 c2b5
2 + 35 b5

2c4 + 101 b5
2c1),

v5,1 =
7a1

2828800

(
b5

2 + b3
2
)3

(−18 b3
2c2 + 27 b3

2c1 + 103 b3
2c4 − 76 b5b3c2 − 36 b5b3c4 +

+ 36 b3b5c1 + 27 b5
2c4 + 103 b5

2c1 + 18 c2b5
2),

v6,1 =
21a1

837324800

(
b5

2 + b3
2
)4

(77 b3
2c1 + 367 b3

2c4 − 55 b3
2c2 + 110 b3b5c1 −

− 290 b5b3c2 − 110 b5b3c4 + 367 b5
2c1 + 77 b5

2c4 + 55 c2b5
2),

v7,1 =
33a1

41866240000
(b23 + b25)

5(52b23c1 − 39b23c2 + 298b23c4 + 78b3b5c1 − 246b3b5c2 −

− 78b3b5c4 + 298b25c1 + 39b25c2 + 52b25c4),

v8,1 =
33a1

1339719680000

(
b23 + b25

)6
(27b23c1 − 21b23c2 + 181b23c4 + 42b3b5c1 − 154b3b5c2 −

− 42b3b5c4 + 181b25c1 + 21b25c2 + 27b25c4),

v9,1 =
11a1

109857013760000

(
b23 + b25

)7
(85b23c1 − 68b23c2 + 653b23c4 + 136b3b5c1 −

− 568b3b5c2 − 136b3b5c4 + 653b25c1 + 68b25c2 + 85b25c4),

v10,1 =
11a1

26107196211200000

(
b23 + b25

)8
(209b23c1 − 171b23c2 + 1811b23c4 +

+ 342b3b5c1 − 1602b3b5c2 − 342b3b5c4 + 1811b25c1 + 171b25c2 + 209b25c4),

v11,1 =
19a1

3185077937766400000

(
b23 + b25

)9
(126b23c1 − 105b23c2 + 1216b23c4 + 210b3b5c1 −

− 1090b3b5c2 − 210b3b5c4 + 1216b25c1 + 105b25c2 + 126b25c4).

No 3◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1, v8,1 e v9,1 do sistema (5.17) com a condição b1 = −b4,

b3 = b5 = a3 = 0 e b6 = 2a1.
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3◦ Caso O sistema (5.17) com a condição b1 = −b4, b3 = b5 = a3 = 0 e b6 = 2a1.

v1,1 =
1

20
(20 a1c1 − 6 c3b4 + 20 a1c4 + 3 c5b2 − c3b2 − 2 c5b4) ,

v2,1 =
1

40
a1
(
4 b4

2 + b2
2
)

(c5 + 3 c3 − 2 c6) ,

v3,1 = − 1

320
a1

2
(
4 b4

2 + b2
2
)

(−7 c3b2 + 21 c5b2 − 14 c5b4 + 144 a1c1 − 42 c3b4 +

+ 144 a1c4),

v4,1 =
41

3200
a1

3
(
4 b4

2 + b2
2
)2

(c5 + 3 c3 − 2 c6) ,

v5,1 =
3

32000
a1

4
(
4 b4

2 + b2
2
)2

(723 c5b2 − 241 c3b2 − 482 c5b4 − 1446 c3b4 + 4900 a1c4 +

+ 4900 a1c1),

v6,1 = − 1681

128000
a1

5
(
4 b4

2 + b2
2
)3

(c5 + 3 c3 − 2 c6) ,

v7,1 = − a61
10240000

(
b22 + 4b24

)3
(8971200a1c1 + 8971200a1c4 − 444559b2c3 +

+ 1333677b2c5 − 2667354b4c3 − 889118b4c5),

v8,1 =
501917a71
20480000

(
b22 + 4b24

)4
(3c3 + c5 − 2c6),

v9,1 =
a81

40960000

(
b22 + 4b24

)4
(113214780a1c1 + 113214780a1c4 − 5631659b2c3 +

+ 16894977b2c5 − 33789954b4c3 − 11263318b4c5).

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.10

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1 e v5,1 do sistema (5.18) com a condição a2 = a4 = a6 = a8 = 0 e

devido ao tamanho excessivo dos coeficientes focais v6,1 e v7,1 vamos omitir boa parte das

suas expressões.

1◦ Caso O sistema (5.18) com a condição a2 = a4 = a6 = a8 = 0.

v1,1 =
1

20
(3 c5b2 − c3b2 + 11 c5b1 + 7 c3b4 + 13 c3b1 + 9 c5b4) ,

v2,1 =
1

200
(196 c6b1b3b4 + 90 c5b6b4b1 − 8 c6b1b5b4 − 10 c6b4b3b2 − 5 c3b3b5b1 −

− 35 c3b3b5b4 − 5 c5b5b3b2 − 5 c3b3b5b2 + 2 c5b6b1b2 + 30 c6b4b5b2 − 14 c3b6b4b2 +

+ 90 c3b6b4b1 + 30 c6b1b5b2 + 2 c5b6b4b2 + 25 c5b3b5b1 − 5 c5b3b5b4 − 14 c3b6b1b2 −

− 10 c6b1b3b2 + 53 c3b6b4
2 + 41 c5b6b4

2 + 69 c5b6b1
2 − 6 c6b4

2b5 + 57 c3b6b1
2+
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+ 5 c5b6b2
2 + 4 c6b2

2b5 + 5 c3b6b2
2 + 132 c6b1

2b3 + 14 c6b1
2b5 − 10 c3b3

2b2 +

+ 5 c5b5
2b2 − 10 c5b3

2b2 + 72 c6b4
2b3 + 20 c5b5

2b1 + 10 c5b5
2b4 + 20 c3b5

2b1 +

+ 20 c3b5
2b4 + 25 c3b3

2b1 + 35 c3b3
2b4 + 35 c5b3

2b1 + 35 c5b3
2b4 + 5 c3b5

2b2 +

+ 2 c6b2
2b3),

v3,1 =
1

272000
(−5684 c5b6

2b2b4
2 + 5925 c5b3

4b1 − 241176 c6b4
2b5b6b1 +

+ 21960 c6b1b6b3b2
2 + 16414 c3b6b5

2b2b1 + 18946 c3b6b5
2b2b4 + 4760 c6b4b5b3

2b2 −

− 32546 c3b3
2b6b4b2 + 1062 c5b6b2

2b3b5 − 30014 c3b6b3
2b2b1 + 141822 c3b6b1b5

2b4 +

+ 16664 c6b4b6b3b2
2 + 42138 c5b3b6b1

2b5 − 33576 c6b1
2b6b3b2 − 33576 c6b4

2b6b3b2 +

+ 9520 c6b5
2b3b2b4 + 8280 c6b5b6b2

2b1 + 6408 c6b5b6b2
2b4 − 37600 c6b4b5b3

2b1 +

+ 144040 c6b5
2b3b1b4 − 474 c3b3b6b5b2

2 − 181512 c6b5b6b1
2b4 + 46168 c6b5b6b1

2b2 +

+ 74594 c5b6b5
2b1b4 − 107046 c3b6b3b4

2b5 + 46168 c6b4
2b5b6b2 − 9126 c3b6b1

2b5b3 −

− 55782 c5b3b6b4
2b5 + 16798 c5b6b5

2b1b2 − 35838 c5b3
2b6b2b1 − 32162 c5b3

2b6b2b4 +

+ 25840 c6b5
2b3b1b2 + 13122 c5b6b5

2b4b2 − 11480 c5b6
2b1b4b2 + 183806 c5b3

2b6b1b4 +

+ 628264 c6b1
2b6b3b4 − 26840 c3b6

2b2b1b4 + 116578 c3b3
2b6b4b1 + 557112 c6b4

2b6b3b1

− 7480 c6b1b3
2b5b2 − 6988 c5b6b2b3b5b4 − 63408 c6b4b6b3b1b2 + 81744 c6b4b5b6b1b2 −

− 5844 c3b3b6b5b2b4 − 13196 c3b6b1b5b3b2 − 104148 c3b6b3b4b5b1 − 12052 c5b6b2b3b5b1

− 32596 c5b3b6b1b5b4 + 1050 c5b5
2b3

2b2 − 5100 c5b3
3b5b2 − 5684 c5b6

2b2b1
2 +

+ 84380 c6b5
2b3b1

2 − 27080 c6b5b6b1
3 + 81409 c3b6b5

2b4
2 − 56000 c6b4

2b5b3
2 −

− 15412 c3b6
2b2b1

2 + 32063 c5b6b5
2b4

2 + 269480 c6b1
3b6b3 − 3340 c6b5

2b3b2
2 +

+ 177144 c6b4
3b6b3 + 10516 c5b6

2b2
2b1 + 8524 c5b6

2b2
2b4 + 55183 c5b6b5

2b1
2 +

+ 200276 c3b6
2b4

2b1 + 4903 c5b3
2b6b2

2 − 26720 c6b5
3b1b4 − 15412 c3b6

2b2b4
2 −

− 1700 c5b5
3b3b2 − 94232 c6b4

3b5b6 + 3450 c3b3
2b5

2b2 + 39200 c6b1
2b3

2b5 −

− 5100 c3b3b5
3b2 + 71889 c3b6b1

2b5
2 + 6150 c3b3

2b5
2b1 − 1700 c5b5

3b3b4 +

+ 188684 c3b6
2b4b1

2 − 28560 c6b3
3b2b1 + 1700 c5b5

3b3b1 + 6120 c6b5
3b2b1 +

+ 2040 c6b5
3b2b4 − 1700 c3b3

3b5b2 + 1897 c5b6b5
2b2

2 + 101217 c5b3
2b6b1

2 +

+ 14250 c3b3
2b5

2b4 − 1700 c3b3
3b5b1 − 11900 c3b3

3b5b4 + 205908 c5b6
2b1

2b4 −

− 936 c6b6b2
3b3 + 152200 c6b3

3b1b4 + 5769 c3b6b3
2b2

2 + 11850 c5b5
2b3

2b1 +

+ 8550 c5b5
2b3

2b4 − 5100 c5b3
3b5b4 + 5100 c5b3

3b5b1 + 51871 c3b3
2b6b1

2 +

+ 70780 c6b5
2b3b4

2 + 80431 c3b3
2b6b4

2 + 97137 c5b3
2b6b4

2 − 23120 c6b3
3b2b4 +
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+ 9548 c3b6
2b2

2b1 + 9492 c3b6
2b2

2b4 − 2960 c6b3
2b5b2

2 + 183052 c5b6
2b4

2b1 +

+ 1031 c3b6b5
2b2

2 − 5100 c3b3b5
3b1 − 8500 c3b3b5

3b4 + 2648 c6b5b6b2
3 +

+ 6475 c3b5
4b1 − 1675 c3b3

4b2 + 3725 c3b5
4b4 + 525 c5b5

4b2 + 1725 c3b5
4b2 −

− 2875 c5b3
4b2 − 996 c3b6

2b2
3 + 71836 c3b6

2b1
3 − 9760 c6b5

3b1
2 − 17920 c6b5

3b4
2 +

+ 92932 c5b6
2b1

3 + 2480 c6b5
3b2

2 + 3075 c3b3
4b1 + 2525 c5b5

4b1 + 28 c5b6
2b2

3 +

+ 62108 c5b6
2b4

3 + 72140 c6b3
3b4

2 + 74860 c6b3
3b1

2 + 83204 c3b6
2b4

3 + 740 c6b3
3b2

2 +

+ 11075 c5b3
4b4 + 875 c5b5

4b4 + 7125 c3b3
4b4),

v4,1 =
1

601120000
(−13668170 c6b5

5b1
2 − 348075 c5b5

5b3b4 − 314925 c5b5
5b3b1 +

+ 1426504 c6b6
2b2

4b3 − 5487430 c6b5
5b2b4 + 2058122 c6b5

3b6b2
3 −

− 255000 c6b5
3b3

2b2
2 − 1447784 c5b6

3b2
3b4 + 1361445 c5b6b5

4b2
2 +

+ 873868 b6
2c6b2

4b5 + 2143700 c5b6
2b2

3b5
2 − 5584500 c6b3

3b5
2b2

2 −

− 162350 c6b5
4b3b2

2 + 2143700 c3b6
2b2

3b5
2 + 3932015 c3b3

4b6b2
2 +

+ 5762490 c5b3
4b6b2

2 + 1751000 c6b3
4b2

2b5 − 3991226 c6b2
3b6b3

3 +

+ 3191920 c3b6b5
4b2

2 − 1475175 c5b3
5b5b4 + 66699120 c5b3

4b6b1
2 +

+ 79620680 c3b5
4b6b1

2 + 45551500 c6b5
4b3b4

2 + 812175 c5b3
5b5b1 +

+ 2448000 c3b3
2b5

4b1 + 3519000 c3b3
2b5

4b4 + 33079325 c5b5
4b6b1

2 −

− 4923880 c5b6
2b2

3b3
2 − 4923880 c3b6

2b2
3b3

2 + 284404172 c3b6
2b4

3b3
2 +

+ 57680840 c3b5
4b6b4

2 − 170760896 c6b5
3b1

3b6 + 701082616 c5b6
3b1b4

3 +

+ 707625 c5b5
4b3

2b2 + 1020000 c3b3
4b5

2b2 + 796713944 c5b6
3b1

3b4 +

+ 30602550 c6b3
4b5b1

2 − 60162150 c6b3
4b5b4

2 + 1068937220 b6
3c3b4

2b1
2 +

+ 786157528 b6
3c3b4

3b1 + 105435740 c5b3
4b6b4

2 − 267726620 c6b5b6
2b1

4 +

+ 93348020 c6b3
5b1b4 + 167362572 c3b3

2b6
2b1

3 − 2932670 c6b5
5b2b1 +

+ 3920625 c5b3
4b5

2b4 + 3206625 c5b3
4b5

2b1 + 1517250 c5b5
4b3

2b4 +

+ 2626500 c5b5
4b3

2b1 − 23246990 c6b3
5b2b4 − 21593910 c6b3

5b2b1 −

− 3863912 c3b6
3b2

3b4 − 3863912 c3b6
3b2

3b1 − 2635425 c3b3
5b5b4 −

− 348075 c3b3
5b5b1 + 374025444 c5b6

2b1
3b3

2 + 36072452 c5b6
3b2

2b1
2 +

+ 500937532 c6b3
3b4

3b6 + 58894385 c3b3
4b6b4

2 + 382012488 c3b6
2b5

2b4
3 +

+ 25230625 c3b3
4b6b1

2 − 494428940 c6b4
4b5b6

2 − 31635656 c3b6
3b2b1

3 −

− 21525192 c5b6
3b2b1

3 − 239411724 c6b4
3b5

3b6 + 49551600 c6b5
4b3b1

2 +
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+ 175349616 c5b6
2b5

2b4
3 − 1508325 c3b5

5b3b4 − 1475175 c3b5
5b3b1 +

+ 4099125 c3b3
4b5

2b4 + 1204875 c3b3
4b5

2b1 − 27847360 c6b5
5b4b1 −

− 1823250 c5b5
3b3

3b4 + 497250 c5b5
3b3

3b1 − 4143750 c3b3
3b5

3b4 −

− 1823250 c3b3
3b5

3b1 − 1475175 c5b3
5b5b2 + 1600125 c3b3

2b5
4b2 + 625430 c3b6

3b2
4 −

− 526575 c5b3
6b2 + 351050 c3b5

6b2 + 2392410 c6b3
5b2

2 + 97920 c6b5
5b2

2 +

+ 80325 c5b5
6b4 + 306425 c5b5

6b1 + 1184050 c3b3
6b4 + 362950 c3b3

6b1 +

+ 1606075 c3b5
6b1 + 603925 c3b5

6b4 + 34576640 c6b3
5b1

2 + 55416940 c6b3
5b4

2 +

+ 886550 c5b3
6b1 + 2483700 c5b3

6b4 + 53550 c5b5
6b2 − 229075 c3b3

6b2 +

+ 197907918 c3b6
3b1

4 − 12585270 c6b5
5b4

2 + 240958302 c3b6
3b4

4 +

+ 187797454 c5b6
3b4

4 + 251068766 c5b6
3b1

4 + 625430 c5b6
3b2

4 +

+ 279298644 b6c6b5
2b3b2b4b1 + 62128812 b6c6b3

2b5b2b1b4 − 59413640 c3b6
2b2b5b3b4b1 −

− 59413640 c5b6
2b2b3b5b1b4 − 13861312 c6b5b6

2b2
2b4

2 + 2539172944 c6b1
3b6

2b4b3 −

− 229230006 c6b3
3b1

2b6b2 − 559614748 b6c6b3
2b5b4

3 + 933892232 c3b6
2b1

2b5
2b4 +

+ 113470424 c6b6
2b2

2b3b1
2 + 69968236 c5b6

2b5
2b1

2b2 + 59413640 c3b6
3b2

2b1b4 +

+ 59413640 c5b6
3b2

2b4b1 − 52677815 c5b5
3b3b6b4

2 − 4983550 c6b3
4b2b5b4 −

− 2236453496 b6
2c6b5b1

2b4
2 + 117533585 c5b3

2b6b5
2b1

2 + 53340924 c5b6
2b2b5

2b4
2 +

+ 4870585 c5b5
3b3b6b1

2 − 11895155 c3b3b6b5
3b1

2 − 112073208 c3b3
2b6

2b1
2b2 −

− 113351160 b6
2c6b3b1

3b2 + 3420756592 c6b1
2b6

2b4
2b3 + 48456205 c5b3

3b6b5b1
2 +

+ 8170982 c6b5
3b6b2b1

2 − 194426926 c6b3
3b4

2b6b2 + 177204365 c3b3
2b6b5

2b4
2 −

− 30804578 c6b4
2b5

3b6b2 − 11183535 c3b3
3b5b6b1

2 + 1458718156 c6b3
3b1

2b6b4 −

− 579560012 c6b5
3b1

2b6b4 + 514731828 c3b3
2b6

2b1
2b4 + 1446087904 c6b3

3b1b6b4
2 +

+ 64174045 c3b3
2b6b5

2b1
2 + 988766636 c5b3

2b6
2b4

2b1 + 4853488 c6b5b6
2b2

2b1
2 −

− 138173984 c5b3
2b6

2b2b4
2 + 14831096 b6c6b5

3b2
2b4 + 17058164 b6c6b5

3b2
2b1 +

+ 615649268 c3b3
2b6

2b1b4
2 + 96069012 b6

2c3b5
2b2b4

2 + 19939712 c3b6
2b2

2b5
2b4 +

+ 18410392 c3b6
2b2

2b5
2b1 + 560774864 c5b6

2b5
2b1

2b4 + 77734228 b6
2c3b5

2b2b1
2 −

− 154801296 c5b3
2b6

2b2b1
2 − 113351160 b6

2c6b4
3b3b2 − 1317022752 b6

2c6b5b1
3b4 +

+ 2258375024 c6b1b6
2b4

3b3 + 165957400 c6b3
3b5

2b4b1 − 56596400 c6b5
3b3

2b1b4 +

+ 45384730 c5b5
4b6b4b1 + 76674590 c3b3

4b6b1b4 + 96911880 c6b2b6
2b4

3b5 +

+ 42958916 c5b3
2b6

2b2
2b1 + 167497940 c5b3

4b6b1b4 − 639302568 c6b4
2b5

3b6b1 −
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− 15580500 c6b5
3b3

2b2b1 + 86758024 c6b6
2b2

2b3b4
2 − 79451320 c3b6

3b2b4b1
2 −

− 28276950 c6b3
4b2b5b1 + 11393824 c5b6

2b2
2b5

2b4 + 15424864 c5b6
2b2

2b5
2b1 −

− 26100100 c6b5
3b3

2b2b4 − 79451320 c3b6
3b2b4

2b1 + 3351295 c3b3
3b6b5b2

2 −

− 1250860 c5b6
2b2

3b3b5 − 1944545 c5b3b6b5
3b2

2 − 27403960 c3b3
4b6b2b4 −

− 24541200 c6b3
4b5b1b4 + 96911880 c6b1

3b5b6
2b2 + 136208080 c3b5

4b6b1b4 +

+ 88238500 c6b5
4b3b1b4 + 41429596 c5b3

2b6
2b2

2b4 + 219048288 b6c6b3
2b5b1

3 +

+ 38327072 c6b2
2b6b3

3b4 + 39827628 c6b2
2b6b3

3b1 + 13356200 b6
2c6b2

3b5b4 −

− 127164335 c3b3
3b5b6b4

2 − 110398595 c5b3
3b6b5b4

2 + 25470588 c3b6
2b1

3b3b5 +

+ 13356200 b6
2c6b2

3b5b1 − 321331764 b6
2c5b5b3b4

3 + 123844825 c5b3
2b6b5

2b4
2 +

+ 30915390 c3b6b5
4b2b4 + 30230630 c3b6b5

4b2b1 + 984779796 c5b6
2b1

2b3
2b4 +

+ 980399472 c3b6
2b5

2b4
2b1 − 9357400 c6b6

2b2
3b3b1 − 58784440 c5b6

3b2b4
2b1 −

− 9357400 c6b6
2b2

3b3b4 − 1695568192 c6b4
3b5b6

2b1 − 58784440 c5b6
3b2b1

2b4 +

+ 510351504 c5b6
2b5

2b4
2b1 + 10113800 c5b6b5

4b2b4 + 12798440 c5b6b5
4b2b1 −

− 112317555 c3b3b6b5
3b4

2 + 94952676 c5b3b6
2b1

3b5 − 130407992 b6
2c3b3

2b2b4
2 −

− 2674100 c6b3
3b5

2b2b1 − 390813852 c3b6
2b4

3b5b3 + 581179164 b6c6b5
2b3b4

3 +

+ 4839900 c6b3
3b5

2b2b4 + 34413028 c3b6
2b3

2b2
2b1 + 517279496 b6c6b5

2b3b1
3 +

+ 38444068 c3b6
2b3

2b2
2b4 + 23879050 c6b5

4b3b2b4 + 23127650 c6b5
4b3b2b1 −

− 40453210 c5b3
4b6b2b1 − 1250860 c3b6

2b2
3b5b3 − 44836150 c5b3

4b6b2b4 +

+ 1764158 c6b5
2b6b2

3b3 − 2852005 c3b3
2b6b5

2b2
2 − 19651620 c3b3

4b6b2b1 −

− 3716285 c3b6b5
3b2

2b3 − 557566 b6c6b3
2b5b2

3 + 5123035 c5b3
3b6b5b2

2 −

− 2852005 c5b3
2b6b2

2b5
2 + 195382258 b6c6b5

2b3b2b1
2 − 13873756 c5b6

2b2b3b5b4
2 +

+ 7693764 c5b6
2b2

2b3b5b1 − 11601990 c3b3
3b6b5b2b1 + 6651590 c3b3

3b6b5b2b4 −

− 273279760 c5b3
2b6

2b2b1b4 − 282378524 b6c6b3
2b5b1

2b4 + 30066010 c5b3
2b6b2b5

2b4 +

+ 8863270 c5b3
2b6b2b5

2b1 + 90973018 b6c6b5
2b3b2b4

2 − 15998768 c6b5b6
2b2

2b4b1 −

− 50543324 c5b6
2b2b3b5b1

2 − 28514066 b6c6b3
2b5b2b1

2 + 88412614 b6c6b3
2b5b2b4

2 −

− 29669590 c5b5
3b3b6b2b4 + 4223050 c3b3

2b6b5
2b2b1 + 25425790 c3b3

2b6b5
2b2b4 −

− 15581228 c3b6
2b2b5b3b4

2 − 48835852 c3b6
2b2b5b3b1

2 + 165228440 b6
2c3b5

2b2b1b4 −

− 302623880 b6
2c6b3b1b2b4

2 − 302623880 b6
2c6b3b1

2b2b4 + 192930790 c3b3
2b6b5

2b1b4 +

+ 192930790 c5b3
2b6b5

2b4b1 + 1458841168 b6c6b5
2b3b4

2b1 + 237310840 c6b2b6
2b4

2b5b1 +
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+ 237310840 c6b1
2b5b6

2b2b4 − 106608530 c3b3
3b5b6b4b1 − 18154810 c5b5

3b3b6b2b1 −

− 407692028 c6b2b6b3
3b1b4 − 3264176 b6c6b5

2b3b2
2b4 − 17517708 c3b6

2b2
2b5b3b4 −

− 3382548 c3b6
2b2

2b5b3b1 − 63953490 c3b3b6b5
3b2b4 − 42303310 c3b3b6b5

3b2b1 +

+ 114734360 c5b6
2b2b5

2b1b4 − 30866084 c6b5
3b6b2b1b4 − 50767610 c5b3

3b6b5b1b4 −

− 45885890 c5b3
3b6b5b2b1 − 6441396 c5b6

2b2
2b3b5b4 − 612747148 c3b6

2b4
2b5b3b1 −

− 1006090216 b6c6b3
2b5b1b4

2 − 17496910 c5b3
3b6b5b2b4 − 228710716 b6

2c5b5b3b4b1
2 +

+ 188816416 c6b6
2b2

2b3b4b1 − 588454516 b6
2c5b5b3b4

2b1 + 3467756 b6c6b5
2b3b2

2b1 −

− 64902770 c5b5
3b3b6b1b4 − 120743690 c3b3b6b5

3b1b4 − 25727368 b6c6b3
2b5b2

2b4 −

− 11989532 b6c6b3
2b5b2

2b1 + 1368013772 b6c6b5
2b3b1

2b4 − 253003348 c3b6
2b4b5b3b1

2 −

− 222785680 b6
2c3b3

2b2b4b1 − 1823250 c5b5
3b3

3b2 − 1823250 c3b3
3b5

3b2 −

− 1475175 c3b5
5b3b2 + 127500 c5b3

4b5
2b2 − 348075 c5b5

5b3b2 − 348075 c3b3
5b5b2 +

+ 1068937220 c5b6
3b1

2b4
2 − 1447784 c5b6

3b2
3b1 + 16212345 c5b5

4b6b4
2 +

+ 108783000 c6b3
3b5

2b4
2 + 30760756 c3b6

3b2
2b1

2 + 241897136 c5b6
2b5

2b1
3 −

− 21525192 c5b6
3b2b4

3 − 70643500 c6b5
3b3

2b4
2 + 19038300 c6b5

3b3
2b1

2 +

+ 519570008 c6b3
3b1

3b6 + 602895840 c6b4
4b6

2b3 + 796719600 c6b1
4b6

2b3 +

+ 711639032 c3b6
3b4b1

3 + 371895004 c5b3
2b6

2b4
3 + 28344628 c5b6

3b2
2b4

2 +

+ 91942800 c6b3
3b5

2b1
2 + 33656324 c3b6

3b2
2b4

2 + 329387968 c3b6
2b1

3b5
2 −

− 31635656 c3b6
3b2b4

3)

v5,1 =
1

196614329600000
(17702514375 b4c3b3

8 + 203073151568 b4b6
3c6b2

4b5 −

− 2362042085917408 b6
3c6b5b1

2b4
3 + 2333783590424 b4b6

3c5b5
2b2

3 +

+ 7603703666046 b4c3b6
2b5

4b2
2 − 308500099050 b2

2c5b3
4b5

2b6 −

− 46796431760 c6b5
4b3b2

3b6 − 1017397065672 b6
2c3b3b5

3b2
3 −

− 467556127064 b6
2c5b3b5

3b2
3 + 15595796849946 b4

2c5b6
2b5

4b2 +

+ 1804820721600 b1
2c6b3

6b5 + 49300660944912 b4b6
4c5b2

2b1
2 +

+ 46635896704176 b4b6
4c3b2

2b1
2 + 2241103098000 b4b2c6b5

6b3 +

+ 418543369400 b2
2c3b3

3b5
3b6 − 171582054776560 b6c6b5

3b3
2b4

3 −

− 2316005273504 b4b1c5b6
4b2

3 + 344102997310480 b6
3c6b1

5b3 −

− 371722818720 b1b6
2c6b3

2b5b2
3 + 373190199098736 b6

2c6b3
3b1

4 −

− 1612443393392 b1b6
3c3b2

3b5b3 + 8623390550050 b4
2c5b3

6b6 −



Apêndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em ε 196

− 5024302223200 b4
2c6b3

6b5 + 813480070408720 b4
2c3b6

4b1
3 +

+ 3509049040650 b1
2c5b3

6b6 − 31138016000 b2b3c3b5
7 +

+ 155874047556110 b6
3c5b5

2b1
4 + 16402701181360 b6

4c3b2
2b1

3 +

+ 19448316186000 b6
4c5b2

2b1
3 − 5034300484200 b1b2c5b3

5b5b6 +

+ 3274471911600 b1b2c5b5
4b3

2b6 − 1937720356800 b1b2c5b3
4b5

2b6 −

− 7720855027600 b4b2c5b5
3b3

3b6 + 3976508804064 b4b6
2c6b5

2b3b2
3 −

− 2977887174600 b4b2c5b5
5b3b6 − 936201038916 b4b6

2c3b3
2b2

2b5
2 +

+ 8342746458900 b4b2c3b3
2b6b5

4 − 92837412819840 b4b1c6b3
5b2b6 −

− 937453970128 b4b6
3c3b2

3b5b3 + 6087934821000 b4b2c5b5
4b3

2b6 +

+ 2973824881800 b4b2c5b3
4b5

2b6 − 8098437152000 b4b2c3b3
3b5

3b6 +

+ 7072409173000 b1
2c3b5

6b6 + 2047545387950 b1
2c5b5

6b6 + 23471857500 b4c5b5
6b3

2 −

− 1210898290160 b1
2c5b6

4b2
3 + 7932751463000 b1

2c6b3
3b5

4 +

+ 2767653410600 b1
2c6b5

6b3 − 5838378000 b2b3c5b5
7 − 68114410000 b2c3b3

3b5
5 +

+ 399454538600 b2
2c3b5

6b6 + 40013928500 b2c3b5
6b3

2 − 31138016000 b2c5b3
7b5 +

+ 59534361250 b2c3b3
4b5

4 − 5838378000 b1c3b3
7b5 − 120659812000 b4c3b3

5b5
3 −

− 48653150000 b4c3b3
7b5 + 130541661250 b4c3b3

4b5
4 − 1840645970800 b4b2c6b3

7 +

+ 603091908744 b4c5b6
4b2

4 − 5838378000 b4b3c5b5
7 − 23353512000 b4b3c3b5

7 −

− 68114410000 b4c5b3
5b5

3 + 87352128500 b4c3b3
6b5

2 + 3230758587600 b4
2c3b5

6b6 −

− 1210898290160 b4
2c5b6

4b2
3 + 3598526765000 b4

2c3b3
6b6 −

− 95360174000 b4c3b3
3b5

5 + 11270524363800 b4
2c6b3

5b5
2 − 13622882000 b1b3c5b5

7 −

− 68114410000 b1c3b3
3b5

5 − 42814772000 b1c3b3
5b5

3 − 1247911594800 b1b2c6b3
7 +

+ 671856773016 b1c5b6
4b2

4 + 624250427528 b1c3b6
4b2

4 −

− 199566743008512 c6b5
3b1

4b6
2 + 194067100453330 c5b6

3b1
4b3

2 +

+ 90416100733270 b6
3c3b3

2b1
4 + 204723860865290 b6

3c3b5
2b1

4 −

− 306018693576816 c6b4
5b5b6

3 + 69921322655398 b6
2c3b5

4b4
3 −

− 35081103468560 b6c6b5
5b4

3 + 812418157259280 b6
4c5b1

2b4
3 +

+ 417125045944984 b6
4c5b1b4

4 + 650698254232 b4c3b6
4b2

4 + 76122455500 b1c3b5
6b3

2 +

+ 11676756000 b1c5b3
7b5 − 42814772000 b2c3b3

5b5
3 + 22498794500 b2c3b3

6b5
2 +

+ 129081403179950 c5b6
3b5

2b4
4 + 232732402900010 c3b6

3b5
2b4

4 +
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+ 1196604500 b2c5b3
6b5

2 − 36914779200 b1
2c6b3

2b5
5 +

+ 3110916224000 b1
2c6b3

4b5
3 + 6692235147000 b1

2c6b3
5b5

2 −

− 1834716714480 b1
2c3b6

4b2
3 − 584727457600 b1b2c6b5

7 + 753084648150 b4
2c5b5

6b6 −

− 31138016000 b4c5b3
7b5 + 69836994500 b4c3b5

6b3
2 − 499431535200 b4b2c6b5

7 −

− 1834716714480 b4
2c3b6

4b2
3 + 15778882757040 b6

4c5b2
2b4

3 −

− 9968639620264 b6
4c5b2b4

4 − 250930625853184 b6
2c6b4

4b5
3 +

+ 20509874474642 c3b3
4b6

2b1
3 + 26019046135866 b6

2c5b5
4b4

3 −

− 9895321852000 b4
2c6b3

4b5
3 − 5562022096800 b4

2c6b3
2b5

5 −

− 42814772000 b4c5b5
5b3

3 + 91158908750 b4c5b5
4b3

4 + 469582399467272 b6
4c3b4

4b1 +

+ 2431070585700 b4b2c3b5
6b6 + 74924655696228 c3b3

2b6
2b5

2b1
3 −

− 19345072841502 b1
2c3b6

2b3
4b2 + 18798062720826 b1

2c5b6
2b5

4b2 +

+ 18183291038400 b4
2c3b3

4b5
2b6 − 110882053373280 b4

2c6b5
5b1b6 +

+ 106322067684736 b6
2c6b3

2b5b1
4 + 20272294646800 b6c6b5

3b3
2b1

3 +

+ 27379241307132 b4
2c3b6

3b3
2b2

2 + 86190411759162 b4
2c5b5

4b6
2b1 +

+ 67569411587168 c6b6
3b2

2b3b1
3 − 7618105563900 b4

2c3b5
5b3b6 +

+ 498320747652 c5b3
2b6

2b2
3b5

2 − 716688272560 b6c6b3
2b5

3b2
3 −

− 7043319650432 b4
2b6

3c6b2
3b3 + 17057979414600 b4

2c3b3
2b6b5

4 +

+ 46181346430128 b4
2b6

4c5b2
2b1 + 55096545775180 c3b6

3b1
4b3b5 +

+ 512538493083656 b4b6
3c5b5

2b1
3 + 4007181945000 b4b1c3b3

6b6 +

+ 11484283497700 b4b1c5b3
6b6 − 915202194400 b4b1c6b3

6b5 +

+ 5447849872400 b4b1c6b5
6b3 + 4330130350000 b4b2c6b3

3b5
4 +

+ 248381281200 b4b2c6b3
5b5

2 − 4491102772000 b4b2c6b3
4b5

3 −

− 3865006236000 b4b2c6b3
2b5

5 + 14432342678000 b4b1c6b3
3b5

4 +

+ 706219967775348 b4
2b6

3c5b5
2b1

2 + 102956223249366 b4
2c3b3

4b6
2b1 −

− 55340174558448 b4
2c3b6

4b2b1
2 − 29877401383422 b4

2c3b6
2b3

4b2 +

+ 234946399986042 b4
2c5b3

4b6
2b1 − 5772578872632 b4c3b6

3b3
2b2

3 +

+ 1091118550176 b4b6
2c6b5

3b2
3 + 40585047199458 b4

2c3b6
2b5

4b2 +

+ 216195873712566 b4
2b6

2c3b5
4b1 − 49998377111814 b4

2c5b3
4b6

2b2 +

+ 245824198764720 b4
2c6b3

5b1b6 − 6805114212000 b4b1c6b3
2b5

5 +
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+ 2583260491500 b4b1c5b5
6b6 + 10060362044200 b4b1c3b5

6b6 −

− 11525837840400 b4
2c5b3

5b5b6 + 603219115800 b4b2c5b5
6b6 −

− 3394373971872 b4b1c3b6
4b2

3 + 14261750833200 b4b1c6b3
5b5

2 −

− 5619645460000 b4b1c6b3
4b5

3 + 77616269011794 b4c3b3
4b6

2b1
2 +

+ 2501738515990048 b4
2b6

3c6b1
3b3 + 11056164640716 b4

2b6
3c5b5

2b2
2 −

− 38972992715488 b4c3b6
4b2b1

3 + 3435712638072 b4c3b6
3b2

3b5
2 +

+ 1396048574026000 b4b6
3c6b1

4b3 + 231673187748594 b4b6
2c3b5

4b1
2 +

+ 217757668575360 b4c6b3
5b1

2b6 − 50336234013936 b4
2c5b6

4b2b1
2 +

+ 207621730965198 b4c5b3
4b6

2b1
2 − 115722301156560 b4c6b5

5b1
2b6 +

+ 99683011011918 b4c5b5
4b6

2b1
2 − 1069103732273840 b4b6

3c6b5b1
4 −

− 35030965320416 b4c5b6
4b2b1

3 + 12085201288242 b4c5b3
4b6

2b2
2 +

+ 7876581075486 b4c3b6
2b3

4b2
2 + 2818083904242 b4c5b6

2b5
4b2

2 +

+ 2015658517904 b4b6
3c6b2

4b3 + 9794432230800 b4c6b3
5b2

2b6 −

− 1339376940960 b4c6b5
5b2

2b6 + 32410230125 b1c3b5
8 + 46493344625 b4c5b3

8 +

+ 8944947375 b4c3b5
8 + 112963533950904 b6

4c3b4
5 + 12376966875 b1c5b3

8 +

+ 93026254710376 c3b6
4b1

5 + 114572859223992 c5b6
4b1

5 + 1527137094600 b1
2c6b3

7 −

− 1343010281600 b1
2c6b5

7 + 759383625 b4c5b5
8 + 3937108325800 b4

2c6b3
7 −

− 691002468000 b4
2c6b5

7 − 68631373200 b2
2c6b5

7 − 34382432136 c3b6
4b2

5 +

+ 91416929437288 b6
4c5b4

5 + 221675773800 b2
2c6b3

7 − 2889602625 b2c3b3
8 +

+ 5867964375 b2c3b5
8 − 13223913352 c5b6

4b2
5 + 3619399875 b1c5b5

8 +

+ 542416875 b2c5b5
8 + 4191403125 b1c3b3

8 − 8215150125 b2c5b3
8 +

+ 797524821600 b4b2c3b3
5b5b6 − 36362323295376 b4

2c5b6
3b2b3b5b1 −

− 88833960928752 b4b1b6
2c3b3b5

3b2 − 14986592101104 b4b1b6
3c3b2

2b5b3 −

− 1100041733544 b4b1b6
2c3b3

2b2b5
2 + 178757403214656 b4

2b6
2c6b3

2b5b2b1 +

+ 303737502938112 b4
2b6

2c6b5
2b3b2b1 − 40776079903728 b4

2b6
3c3b2b5b3b1 −

− 60108949598880 b4b1b6c6b3
2b5

3b2 + 37850823866232 b4b1c5b3
2b6

2b2b5
2 −

− 11435805012528 b4b1c5b6
3b2

2b3b5 − 27422347847856 b4b1c5b3
3b6

2b5b2 +

+ 1458463888752 b4b1c3b3
3b6

2b5b2 + 15643264884000 b4b1c6b3
3b2b6b5

2 −

− 59953149192144 b4b1b6
2c5b3b5

3b2 − 54705927471312 b4b6
3c3b2b5b3b1

2 −
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− 59119684079664 b4c5b6
3b2b3b5b1

2 + 91043465699712 b4b6
2c6b3

2b5b2b1
2 +

+ 99240960767520 b4b1c6b5
4b3b2b6 + 37957122197280 b4b1b6

2c6b5
2b3b2

2 +

+ 356968741034304 b4b6
2c6b5

2b3b2b1
2 − 42161554724640 b4b1b6

2c6b3
2b5b2

2 −

− 25233436937280 b4b1c6b3
4b2b5b6 − 68114410000 b2c5b3

5b5
3 −

− 1709990772500 b4b2c3b3
6b6 − 4025977716200 b4b2c5b3

6b6 −

− 1125528071200 b4b2c6b3
6b5 − 29238242976928 c6b5b6

3b2
2b4

3 −

− 515390200800768 b6
2c6b3

2b5b4
4 − 1313044665749872 b6

3c6b4
4b5b1 +

+ 694404408485944 c5b3
2b6

3b4
3b1 − 9210253432288 b4b6

2c6b2
3b3

3 −

− 2787431173200 b1b2c5b3
6b6 − 488136402000 b2

2c5b5
5b3b6 −

− 63062382708 b6
3c3b2

4b5b3 − 1197165773700 b2
2c3b5

5b3b6 −

− 345463443000 b2
2c3b3

4b5
2b6 + 458484465898472 c3b3

2b6
3b1b4

3 +

+ 491228678256624 b6
2c6b5

2b3b4
4 − 80478502144040 c5b3

2b6
3b2b4

3 +

+ 1343634166407168 c6b3
3b1b6

2b4
3 − 35030965320416 c5b6

4b2b4
3b1 +

+ 34856360637800 c5b6
3b2b5

2b4
3 − 59019239578944 c6b5

3b6
2b2b4

3 −

− 901167911319616 c6b5
3b1b6

2b4
3 + 27094383088864 b6

3c6b2b4
4b5 −

− 137587758782072 c5b3
3b6

2b5b4
3 + 63608643887880 b6

3c3b5
2b2b4

3 −

− 72787688792520 b6
3c3b3

2b2b4
3 − 188814620800 b2

2c5b5
3b3

3b6 +

+ 347835855900 b2
2c3b3

5b5b6 + 556797974850 b2
2c5b5

4b3
2b6 +

+ 18602775583050 b4
2c5b3

4b5
2b6 − 49175423334960 b4

2c6b3
5b2b6 −

− 18363870320640 b4
2c6b5

5b2b6 + 473400463996616 b6
3c5b5

2b1b4
3 +

+ 1285215700815824 b6
3c6b1b4

4b3 + 1056865227600 b2
2c5b3

5b5b6 +

+ 1366458470000 b1b2c6b3
3b5

4 + 593761318800 b2
2c3b3

2b6b5
4 +

+ 2151470094800 b1b2c6b5
6b3 − 2610255398400 b1b2c6b3

6b5 −

− 297152215360 c6b3
4b2

3b5b6 + 2285195082448 b1b6
3c6b2

4b3 +

+ 3424708916118 b1c5b6
2b5

4b2
2 − 959579703300 b1b2c3b3

6b6 −

− 328532868144 b6
2c6b3

2b5b2
4 + 34227115443924 b1

2b6
3c5b3

2b2
2 −

− 2440368375696 b4
2b6

2c6b5
3b2

2 + 23040245358468 b4
2c3b6

3b2
2b5

2 +

+ 509277146196 b6
2c3b3

2b2
3b5

2 − 5430607153608 b1c3b6
3b3

2b2
3 +

+ 1887225273120 b1b6
2c6b5

3b2
3 − 2032923219600 b1b2c6b3

5b5
2 +
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+ 3093740919048 b1c3b6
3b2

3b5
2 − 4064623160000 b1b2c6b3

4b5
3 +

+ 217529187820560 c6b3
3b5

2b4
3b6 + 794130282870808 c3b6

3b5
2b4

3b1 −

− 157911728896128 c6b2b6
2b3

3b4
3 + 3225661146100 b1b2c3b5

6b6 +

+ 152316754814484 c5b3
2b6

2b5
2b4

3 − 196508490048 b6
2c6b5

2b3b2
4 −

− 80603041880648 c5b5
3b3b6

2b4
3 − 14174116112000 b4

2c5b5
3b3

3b6 −

− 967683996136 c5b3
3b6

2b5b2
3 + 53362951236432 b1

2b6
2c6b2

2b3
3 +

+ 6466678165376 b1
2b6

3c6b2
3b5 + 50862076619640 b6

3c3b5
2b2b1

3 −

− 45211798554000 b1
2c6b3

5b2b6 − 7043319650432 b1
2b6

3c6b2
3b3 −

− 15151603676064 c6b5b6
3b2

2b1
3 − 88793404774360 c5b3

2b6
3b2b1

3 +

+ 3375478860000 b1
2c5b3

5b5b6 − 2229201143000 b1
2c3b3

3b5
3b6 +

+ 24132069226504 c3b3b6
2b5

3b1
3 + 316741174108272 b6

2c6b5
2b3b1

4 +

+ 27094383088864 b6
3c6b1

4b5b2 + 297040824696 b6
2c3b3

3b5b1
3 −

− 178626346768960 c6b2b6
2b3

3b1
3 − 124522869900 b1

2c3b5
5b3b6 +

+ 3740609310600 b1
2c3b3

4b5
2b6 + 14667979557036 b1

2b6
3c5b5

2b2
2 +

+ 2478488303200 b1
2c5b5

3b3
3b6 + 20453936141028 b1

2c3b6
3b2

2b5
2 −

− 1654534003200 b1
2c5b5

5b3b6 + 38919038449218 b1
2c3b6

2b5
4b2 −

− 44334323191014 b1
2c5b3

4b6
2b2 − 6532536201256 b1b6

3c5b3
2b2

3 +

+ 9632312023200 b1c6b3
5b2

2b6 + 1110614310407004 b4
2b6

3c3b5
2b1

2 +

+ 572974399076196 b4
2b6

3c3b3
2b1

2 + 155513235338960 c6b3
3b5

2b1
3b6 −

− 520140036240 b1c6b5
5b2

2b6 + 2671278302056 b1b6
3c5b5

2b2
3 +

+ 7633329128874 b1c3b6
2b5

4b2
2 + 11256586176918 b1c5b3

4b6
2b2

2 −

− 3405821718000 b4
2c5b5

5b3b6 − 212029023442340 b6
3c5b5b3b4

4 −

− 113460810438776 c3b3
3b5b6

2b4
3 + 55342493639440 b6c6b3

4b5b1
3 −

− 9952971392480 b1b6
2c6b2

3b3
3 + 389604322576 b1b6

3c6b2
4b5 +

+ 6470966415114 b1c3b6
2b3

4b2
2 + 9024099936000 b1

2c3b3
2b6b5

4 +

+ 22243034726172 b1
2c3b6

3b3
2b2

2 + 2050658292336 b1
2b6

2c6b5
3b2

2 −

− 50047915113248 b6
3c6b3b1

4b2 + 673287629140984 b4c5b6
3b1

3b3
2 −

− 816404252302400 b4c6b5
3b1

3b6
2 + 184754970222732 c3b3

2b6
2b5

2b4
3 +

+ 2440781823924896 b6
3c6b1

2b4
3b3 − 50047915113248 b6

3c6b4
4b3b2 −
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− 2215212483931744 b4
2b6

3c6b5b1
3 + 1944632289728544 b4

2b6
2c6b3

3b1
2 +

+ 6466678165376 b4
2b6

3c6b2
3b5 + 48846110670864 b4

2b6
4c3b2

2b1 +

+ 33165197891124 b4
2b6

3c5b3
2b2

2 − 138075155948320 b6c6b3
4b5b4

3 +

+ 51051342059088 b4
2b6

2c6b2
2b3

3 + 1340898445616640 b4b6
2c6b3

3b1
3 +

+ 748458435671128 b4b6
3c3b5

2b1
3 + 352557810266792 b4b6

3c3b3
2b1

3 −

− 18881805558200 b4
2c3b3

3b5
3b6 + 9464596393950 b4

2c5b5
4b3

2b6 −

− 9995826707100 b4
2c3b3

5b5b6 − 192202985049140 c3b6
3b4

4b5b3 +

+ 54636055256416 c6b6
3b2

2b3b4
3 − 38972992715488 c3b6

4b2b4
3b1 +

+ 977368741707852 b4
2c5b6

3b1
2b3

2 − 1266389576969088 b4
2c6b5

3b1
2b6

2 +

+ 100773681329200 b6c6b5
4b3b4

3 − 119563199257224 c3b3b6
2b5

3b4
3 −

− 2039095219200 b1b2c6b3
2b5

5 + 720715918000 c6b3
3b2

3b6b5
2 −

− 417843057528 c3b3
3b6

2b5b2
3 + 32388107804 c5b6

3b2
4b3b5 −

− 6195041489624 b4b6
3c5b3

2b2
3 + 39257198201272 c5b3

3b6
2b5b1

3 +

+ 35270507381980 c5b3b6
3b1

4b5 + 11333992331250 b1
2c5b3

4b5
2b6 −

− 13198673985120 b1
2c6b5

5b2b6 + 909674202400 b1b2c5b5
6b6 +

+ 8604615391350 b1
2c5b5

4b3
2b6 + 67472739867360 b6c6b5

4b3b1
3 −

− 60041121524280 b6
3c3b3

2b2b1
3 + 5120883208 c5b5

3b3b6
2b1

3 +

+ 107362871104476 c5b3
2b6

2b5
2b1

3 − 26596833515520 c6b5
3b6

2b2b1
3 +

+ 43171263268120 c5b6
3b2b5

2b1
3 − 836804985900 b1

2c3b3
5b5b6 +

+ 6204662684640 b1b6
2c6b5

2b3b2
3 + 5709081608640 b1c6b3

4b2
2b5b6 −

− 2598195561000 b1b2c5b5
5b3b6 − 1738221568044 b1b6

2c3b3
2b2

2b5
2 −

− 1616920400784 b1c5b6
3b2

3b3b5 − 1096296646068 b1c5b3
2b6

2b2
2b5

2 −

− 4719167346400 b1b2c3b3
3b5

3b6 − 5096749470800 b1b2c5b5
3b3

3b6 −

− 38171648332392 b1
2c5b3

3b6
2b5b2 − 631312578000 b1b2c3b3

5b5b6 −

− 2545074358800 b1b6c6b3
2b5

3b2
2 + 7950628244664 b1c5b3

3b6
2b5b2

2 +

+ 5453867975760 b1c6b5
4b3b2

2b6 − 5602941661200 b1b2c3b5
5b3b6 +

+ 317091281100 b1b2c3b3
4b5

2b6 + 1966585556100 b1b2c3b3
2b6b5

4 −

− 3288322239864 b1b6
2c5b3b5

3b2
2 − 10017510914640 b1c6b3

3b2
2b6b5

2 +

+ 3926114945592 b1c3b3
3b6

2b5b2
2 + 30561918088884 b4

2c5b3
2b6

2b2b5
2 −
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− 46989801402960 b4
2b6c6b3

2b5
3b2 + 6285691852248 b4

2c5b3
3b6

2b5b2 +

+ 56208049285440 b4
2c6b5

4b3b2b6 − 13275600747708 b1
2b6

2c3b3
2b2b5

2 +

+ 1665938526300 b4b2c3b3
4b5

2b6 − 25928502101840 b6
3c3b2b5b3b1

3 +

+ 147977081797120 b6
2c6b5

2b3b2b1
3 + 16315292358300 b4b1c5b5

4b3
2b6 +

+ 152957833450968 b4b6
3c3b5

2b2b1
2 + 82510819693952 b4b6

3c6b1
3b5b2 +

+ 358650976080 b4c6b3
4b2

2b5b6 + 2016597350112 b4b6
2c6b3

2b5b2
3 +

+ 23282064070200 b4b1c3b3
2b6b5

4 − 13340514616832 b4b1b6
3c6b2

3b3 +

+ 15713797078200 b4b1c3b3
4b5

2b6 − 7380875080800 b4b2c3b5
5b3b6 −

− 6666090272400 b4b1c5b5
5b3b6 − 2217754899360 b4b1b6

2c6b5
3b2

2 +

+ 41428243107576 b4b1c3b6
3b2

2b5
2 + 45947253932424 b4b1c3b6

3b3
2b2

2 +

+ 23789856920232 b4b1b6
3c5b5

2b2
2 − 3576087013200 b4b1c5b3

5b5b6 −

− 31548104271840 b4b1c6b5
5b2b6 + 22680568790100 b4b1c5b3

4b5
2b6 +

+ 76544001997164 b4b1c3b6
2b5

4b2 − 90153692180292 b4b1c5b3
4b6

2b2 −

− 15354658420400 b4b1c3b3
3b5

3b6 − 11757264178400 b4b1c5b5
3b3

3b6 +

+ 32392861174908 b4b1c5b6
2b5

4b2 − 10490204127000 b4b1c3b5
5b3b6 −

− 2207221278600 b4b2c5b3
5b5b6 − 46002551358036 b4b1c3b6

2b3
4b2 −

− 401342905054832 c3b6
3b4

3b5b3b1 − 578957451692464 b6
3c5b5b3b4

3b1 −

− 172018381851264 b4b6
3c6b3b1

3b2 + 1520859540206976 b6
2c6b5

2b3b1b4
3 −

− 1415798376174272 b6
2c6b3

2b5b1b4
3 − 8030208105288 b4b6

2c3b3b5
3b2

2 +

+ 101209720878240 b4b1b6
2c6b2

2b3
3 − 68116362172968 b4b6

2c3b3
3b5b1

2 +

+ 22325598260368 b4c3b6
3b1

3b3b5 + 11855210072576 b4b1b6
3c6b2

3b5 +

+ 63585640119768 b4b1b6
3c5b3

2b2
2 − 7400200867800 b4b1c3b3

5b5b6 −

− 8339366685840 b4c6b3
3b2

2b6b5
2 + 39547493448 b4c3b3

3b6
2b5b2

2 +

+ 94697003601792 b6
2c6b3

2b5b2b4
3 − 9298696841200 b6

3c3b2b5b3b4
3 +

+ 273761365958652 b4c5b3
2b6

2b5
2b1

2 − 46940866722216 b4c5b3
3b6

2b5b1
2 −

− 155288948377264 b4c5b3b6
3b1

3b5 − 4005694806216 b4b6
2c5b3b5

3b2
2 −

− 932976962736 b4c5b6
3b2

3b3b5 − 1578125960892 b4c5b3
2b6

2b2
2b5

2 −

− 60013461878232 b4c3b3b6
2b5

3b1
2 − 101527367591064 b4c5b5

3b3b6
2b1

2 +

+ 82510819693952 b6
3c6b1b5b2b4

3 + 85833228178624 b6
2c6b5

2b3b2b4
3 −
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− 4867032203280 c5b6
3b2b3b5b4

3 + 524975040240 b4b6c6b3
2b5

3b2
2 +

+ 2487994292616 b4c5b3
3b6

2b5b2
2 + 3642483607200 b4c6b5

4b3b2
2b6 −

− 475352536864128 b4c6b2b6
2b3

3b1
2 − 172018381851264 b6

3c6b3b1b2b4
3 +

+ 209125338191280 b4b6c6b5
4b3b1

2 + 1157304218033280 b4b6
2c6b5

2b3b1
3 +

+ 401779315853040 b4c6b3
3b5

2b1
2b6 − 15630824841600 b4b6c6b3

4b5b1
2 +

+ 171493317771168 b4c6b6
3b2

2b3b1
2 − 62658284909664 b4c6b5b6

3b2
2b1

2 −

− 171147503226648 b4b6
3c3b3

2b2b1
2 + 110513773965816 b4c5b6

3b2b5
2b1

2 +

+ 244126136477760 b4
2b6c6b5

4b3b1 − 231935166887736 b4c5b3
2b6

3b2b1
2 +

+ 250099389264036 b4c3b3
2b6

2b5
2b1

2 − 119761807702464 b4c6b5
3b6

2b2b1
2 −

− 307715531129280 b4b6
2c6b3

2b5b1
3 − 139087141929360 b4b6c6b5

3b3
2b1

2 +

+ 468174052718640 b4
2c6b3

3b5
2b1b6 − 203046280126320 b4

2b6c6b3
4b5b1 +

+ 13323358627332 b4
2b6

2c3b3
2b2b5

2 − 37084466445072 b4
2b6

2c6b3
2b5b2

2 +

+ 18758308072656 b4
2b6

2c6b5
2b3b2

2 − 457608790832064 b4
2c6b2b6

2b3
3b1 −

− 248391413148216 b4
2c3b6

3b1
2b3b5 − 17295808811112 b4

2b6
3c3b2

2b5b3 −

− 167513688923352 b4
2b6

2c3b3
3b5b1 − 193349228801448 b4

2c3b3b6
2b5

3b1 −

− 209027594636184 b4
2c5b3

3b6
2b5b1 − 245433182844096 b4

2b6
3c6b3b1

2b2 −

− 551569758898392 b4
2c5b3b6

3b1
2b5 + 16590338160240 b4

2c6b3
4b2b5b6 −

− 172173733350696 b4
2c5b5

3b3b6
2b1 + 322421184871188 b4

2c5b3
2b6

2b5
2b1 −

− 30360166739760 c5b6
3b2b3b5b1

3 − 5736769039032 b1b6
2c3b3b5

3b2
2 −

− 2570214588480 b6
2c6b3

2b5b2b1
3 + 22403386541904 b1

2b6
2c6b5

2b3b2
2 −

− 45785224283760 b1
2c6b3

4b2b5b6 − 3249043463568 b1
2b6

2c6b3
2b5b2

2 −

− 148999786874112 b4
2c6b5

3b6
2b2b1 + 3952959139896 b1

2c5b6
3b2

2b3b5 +

+ 3962958713844 b1
2c5b3

2b6
2b2b5

2 + 436830772248 b1
2b6

3c3b2
2b5b3 −

− 30864455809224 b1
2b6

2c3b3b5
3b2 − 20584917726168 b1

2b6
2c5b3b5

3b2 −

− 5514482079600 b1
2c6b3

3b2b6b5
2 − 13231984907256 b1

2c3b3
3b6

2b5b2 −

− 312422632494480 b4
2b6c6b5

3b3
2b1 − 1301877069033216 b4

2b6
2c6b3

2b5b1
2 −

− 10440220636560 b1
2b6c6b3

2b5
3b2 + 160716253956768 b4

2c6b6
3b2

2b3b1 +

+ 8641082408400 b4
2c6b3

3b2b6b5
2 + 346083161565804 b4

2c3b3
2b6

2b5
2b1 +

+ 1886156331385248 b4
2b6

2c6b5
2b3b1

2 + 103548850182024 b4
2c5b6

3b2b5
2b1 −



Apêndice C. Coeficiente focais de primeira ordem em ε 204

− 40645583326488 b4
2b6

2c5b3b5
3b2 − 65585246751624 b4

2b6
2c3b3b5

3b2 +

+ 164336513843112 b4
2b6

3c3b5
2b2b1 − 13779680443464 b4

2c5b6
3b2

2b3b5 +

+ 16565229935304 b4
2c3b3

3b6
2b5b2 − 75252674842464 b4

2c6b5b6
3b2

2b1 −

− 224970243103944 b4
2c5b3

2b6
3b2b1 + 112989165726528 b4

2b6
3c6b1

2b5b2 +

+ 50545489868640 b1
2c6b5

4b3b2b6 − 182526183618792 b4
2b6

3c3b3
2b2b1 −

− 205922863350320 b6
3c6b5b1

5 + 41641709112254 c5b5
4b6

2b1
3 −

− 39724309278400 c6b5
5b1

3b6 + 1031375101200 b1
2c3b3

6b6 −

− 11577964893352 c3b6
4b2b1

4 + 135289570000 b2
2c6b3

4b5
3 −

− 2100670946400 b4b1c6b5
7 + 64412150994174 c5b3

4b6
2b1

3 +

+ 64045940687920 c6b3
5b1

3b6 + 87290215227442 b6
2c3b5

4b1
3 +

+ 369934841139312 c6b3
3b4

4b6
2 + 49699210668998 c3b3

4b6
2b4

3 +

+ 93870087837600 c6b3
5b4

3b6 + 845152520945200 b4
2c5b6

4b1
3 +

+ 2526000165000 b4
2c6b5

6b3 + 9859416203000 b4
2c6b3

3b5
4 +

+ 18824497761680 b6
4c3b2

2b4
3 + 114939779500 b4c5b3

6b5
2 −

− 5838378000 b2c3b3
7b5 + 27581076250 b2c5b5

4b3
4 − 42814772000 b2c5b5

5b3
3 +

+ 18711738500 b2c5b5
6b3

2 − 11577964893352 b6
4c3b2b4

4 + 5277258027600 b4b1c6b3
7 +

+ 471915101589256 b4c5b6
4b1

4 + 419457748066968 b4c3b6
4b1

4 +

+ 153651841711030 b6
3c3b3

2b4
4 − 9968639620264 c5b6

4b2b1
4 +

+ 173868621082 c3b6
3b2

4b5
2 + 414185092048 b6

2c6b5
3b2

4 +

+ 543751440518 c3b6
3b3

2b2
4 + 289914231132752 b6

3c6b4
5b3 +

+ 202501655020210 b6
3c5b3

2b4
4 + 95347716784186 c5b3

4b6
2b4

3 −

− 772440472960 c6b3
5b2

3b6 + 561327081666 b6
3c5b3

2b2
4 + 134768282272 b6

3c6b2
5b5 +

+ 702966372394 c3b6
2b5

4b2
3 + 156292979934 b6

3c5b5
2b2

4 + 107326274250 b2
2c5b5

6b6

− 457444806000 b2
2c6b3

2b5
5 − 93265585504 b6

3c6b2
5b3 + 278615013378 c5b6

2b5
4b2

3 −

− 842035257206 c3b6
2b3

4b2
3 − 1266386616222 c5b3

4b6
2b2

3 +

+ 844090607795760 b6
4c3b4

3b1
2 + 48534804500 b1c5b5

6b3
2 +

+ 509901487550 b2
2c5b3

6b6 + 217773223200 b2
2c3b3

6b6 − 119984303400 b2
2c6b3

5b5
2 +

+ 59205623750 b1c3b3
4b5

4 + 135032007760 c6b5
5b2

3b6 + 524103002800 b2
2c6b3

6b5 +

+ 66049938500 b1c5b3
6b5

2 + 19684801500 b1c3b3
6b5

2 + 9730630000 b1c5b3
5b5

3 −
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− 31138016000 b1b3c3b5
7 − 15569008000 b1c5b5

5b3
3 + 599598232896 b6

2c6b2
4b3

3 −

− 34688381000 b2
2c6b3

3b5
4 + 306971696200 b2

2c6b5
6b3 + 98588376250 b1c5b5

4b3
4)

v6,1 =
1

16077153731392000000
(36857059650010860 b4

2b6c3b3
8 +

+ 613367586126750 b4c3b3
6b5

4 − 1174965142317944848 b2b6
5c5b1

5 − · · ·

v7,1 =
1

105170308849273907200000000
(342098863404346477973907520b71b3b

5
6c6 −

− 401589403686179134991376960b71b5b
5
6c6 + · · ·

Coeficientes focais de primeira ordem em ε do Teorema

5.11

No 1◦ caso vamos apresentar as expressões dos coeficientes focais de primeira ordem

em ε, v1,1, v2,1, v3,1, v4,1, v5,1, v6,1, v7,1, v8,1, v9,1, v10,1 e v11,1 do sistema (5.19) com a condição

b1 = 0.

1◦ Caso O sistema (5.19) com a condição b1 = 0.

v1,1 = a1(c1 + c4)

v2,1 =
1

40
a1b

2
2(9c1 − 3c2 + 11c4)

v3,1 =
1

80
a1b

4
2(2c1 − c2 + 4c4)

v4,1 =
1

21760
a1b

6
2(35c1 − 21c2 + 101c4)

v5,1 =
7

2828800
a1b

8
2(27c1 − 18c2 + 103c4)

v6,1 =
21

837324800
a1b

10
2 (77c1 − 55c2 + 367c4)

v7,1 =
33

41866240000
a1b

12
2 (52c1 − 39c2 + 298c4)

v8,1 =
33

1339719680000
a1b

14
2 (27c1 − 21c2 + 181c4)

v9,1 =
11

109857013760000
a1b

16
2 (85c1 − 68c2 + 653c4)

v10,1 =
11

26107196211200000
a1b

18
2 (209c1 − 171c2 + 1811c4)

v11,1 =
19

3185077937766400000
a1b

20
2 (126c1 − 105c2 + 1216c4)
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