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Resumo 

Neste trabalho calcula-se a anomalia gravitado 

nal dos bósons quirais a duas dimensões interagindo com um 

campo de fundo utilizando métodos geométricos ligados à apa 

rição de uma fase geométrica na variação adiabática do cam- 

po de fundo. 

Abstract 

In this work we calculate the anomaly of chiral 

bosons in two dimensions interacting with a externai back- 

ground using geometrical methods related to the appearence 

of a geometrical phase in the adiabatic variation of the 

externai background. 
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Introdução 

Frequentemente a quantização de um sistema viola as 

simetrias presentes classicamente. Se não existe um processo 

de quantização que reestabeleça estas simetrias a teoria pos- 

sui uma anomalia nas correspondentes simetrias. 

Uma consequência das anomalias é que elas modifi- 

cam os comutadores da densidade de carga que geram as simetrias 

locais da teoria 

(y)] - /r 

Se a quantização satisfaz a identidade de Jacobi 

nos comutadores obtemos uma condição de consistência para a 

parte anômala da eq. (1) 

j/Zf pertMüiaço^ cícl.= 0(2) 

. . . 
Isto se os também satisfazem a apropriada iden 

tidade de Jacobi. 

Bowick e Rajeev [I3j enfatizaram as semelhanças das 

eqs. (1) e (2) com as equações que definem a curvatura em geo 

metria diferencial. 

Se introduzirmos um campo vetorial X que gera 

transformações infinitesimais de "gauge" e como de- 

rivada covariante atuando nas funções de onda então 

F (X^ = < [Vx. Ij y- (3) 

determina a curvatura. Supomos que os vetores base não-comutam 
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de forma que o segundo termo (essencial na definição geométri 

ca da curvatura) é diferente de zero e L / 3 denota o pa- 

rênteses de Lie 

Bowick e Rajeev prosseguem na sua análise introduzindo o espa 

ço de todas as estruturas complexas sobre o espaço de fase 

clássico para relacionar as anomalias perturbativas com a cur 

vatura no fibrado vetorial hermítico das funções de onda quan 

ticas definido sobre ^ . Contudo a fase de Berry descoberta 

na evolução adiabática de um sistema quântico permite a rela- 

ção de curvatura com o de anomalia de uma forma física. 

Consideremos por exemplo uma teoria de campos de 

gauge quirais (femions de Weyl num campo potencial externo).É 

sabido que esta teoria possui uma anomalia de gauge. De fato 

se fizermos uma variação adiabática dos potenciais de gauge « 

ternos no vácuo da teoria introduz-se após um circuito com- 

pleto uma fase que pode ser relacionadaccm o termode Schwinger 

(o lado direito da equação (1)) da álgebra dos geradores de 

transformação de gauge Ll^] . Em termos algébricos uma repre- 

sentação projetiva dos elementos do grupo de gauge. A liga- 

ção desta fase com uma curvatura é imediata.A expressão da fa 

se de Berry introduz naturalmente uma integral de linha de u- 

ma conexão e pelo teorema de Stokes a integral de linha sob 

um circuito fechado é equivalente a integral do rotacional da 

conexão sobre uma superfície limitada por esta curva. 

0 espaço natural desta curvatura é o fibrado. Ma- 

tematicamente o fibrado é uma estrutura localmente composta <±j 

produto de uma vizinhança de um espaço chamado base vezes un 
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espaço onde atua um grupo de Lie. Não precisamos aqui dos con 

ceitos de geometria diferencial mas devemos dizer que o espa 

ço de base é no caso da fase de Berry o espaço dos parâmetros 

externos e que a fibra é o espaço vetorial de Hilbert das 

funções de onda. A introdução de uma conexão permite o tran^ 

porte de vetores de um ponto a outro do espaço de base e este 

transporte define o transporte paralelo de um vetor. Se um 

vetor depois de realizar um trajeto fechado não retornar à mes 

ma posição dizemos que o fibrado é não trivial ou possui uma 

curvatura. 

No caso de teoria de campos escolhemos por simpli- 

cidade o vetor a ser transportado como vácuo da teoria. A con_s 

trução é então feita seguindo os seguintes passos: 

1-) resolvemos a teoria com um campo de fundo clássico para vá 

rios valores deste campo. 

22) Calculamos a conexão impondo certas condiçoês geométricas 

32) Calculamos a curvatura (anomalia) da teoria. 

Este procedimento foi aplicado por M.N.Sonielevici e G.W. Senenoff 

no cálculo da anomalia gravitacional de uma teoria de fermi- 

ons de Weyl-Majorana na presença de um campo gravitacional ex 

terno. 

O Segundo passo é realizado mediante a itiposição que 

o fermion seja covariantemente constante e que a curvatura do 

operador de transporte paralelo que surge naturalmente como 

a derivada covariante seja nula. 

A curvatura surge aqui quando se projeta este ope- 

rador de transporte paralelo sobre o vácuo sucessivamente pa- 

ra diversos pontos do espaço das métricas. Este procedimento 

permite também fazer a ligação desta projeção com a fase de 

Berry. 
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Neste trabalho fazemos uma revisão deste cálculopa 

ra os fermions como foi feito na Ref. D-Sl e estendemos este 

cálculo para bosons quirais. 

Verificamos também como a curvatura determina o ter 

mo de Schwinger da álgebra de difeomorfismos (transformações 

conformes dos campos da teoria). 

A seguir fazemos um resumo deste trabalho. 

No Capítulo I fazemos uma revisão da Fase de Berry 

na mecânica quântica, seguindo o caminho histórico de sua de^ 

coberta e posterior confirmação experimental. 

No Capítulo II discutimos classicamente as simetri 

as das lagrangeanas dos fermions e bósons quirais num campo 

gravitacional externo, obtendo as respectivas Hamiltonianas. 

No Capítulo III quantizaremos os fermions e bósons 

da teoria pelo esquema geométrico já mencionado calculando a 

curvatura para os casos no discreto e contínuo. 

No capítulo IV a curvatura será relacionada com a 

anomalia gravitacional pelo uso da fase de Berry. 

No capítulo V daremos uma nova interpretação da ci;^ 

vatura como termo central da álgebra de Virasoro. 

No apêndice A fazemos uma pequena revisão da geome^ 

tria Riemaniana necessária neste trabalho. 

No apêndice B definimos a ação efetiva de um siste 

ma quântico e nos apêndices C e D calculamos a ação efetiva 

dos fermions e bósons respectivamente. 
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CAPÍTULO I 

A Fase de Berrv na Mecânica Quântica 

Antes de considerarmos o surgimento da fase de Berry 

na teoria quântica de campos, faremos uma revisão de como a 

fase de Berry surgiu na mecânica quântica. 

O efeito Aharonov-Bohm e o monopolo de Dirac são do 

is exemplos de como a estrutura topológica dos campos eletro- 

magnéticos envolvidos no problema pode proporcionar efeitos 

puramente quânticos, no primeiro caso de interferência e no 

segundo a quantificação da carga. 

Neste capítulo será discutido um terceiro exemplo 

de efeito topológico que aparece quando um dado sistema quân- 

tico é transportado adiabaticamente no espaço de parâmetros (fe 

Hamiltoniana do problema: ele adquire uma fase além da fase 

nâmica (a fase de Berry [ij ) que é precisamente a holonomia 

numa linha de fibrado hermitiano, já que o teorema adiabático 

define naturalmente uma conexão em tal fibrado (Simon [2~l ). 

Resumidamente o conteúdo deste capítulo é o seguin 

te: Primeiro veremos como uma conexão surge naturalmente na a 

proximação de Born-Gppenheimer - onde o movimento dos núcleos 

da molécula equivale ao transporte adiabático do sistema e a 

conexão é o potencial eletromagnético que resulta na Hamilto- 

niana correspondente dos nucleons. Sera visto em seguida que 

a fase de Berry nao é mais do que uma generalizaçao das conse^ 

quências de um transporte adiabático. A degenerescência aci- 

dental da Hamiltoniana provoca a quantização desta fase que 

levou à confirmação experimental no limite semi-clássico 

e [4] . 
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Num exemplo veremos como pode surgir um monopolo no espaço de 

parâmetros da Hamiltoniana (o caso confirmado experimentalmen 

te) e o efeito Aharonov-Bohm neste espaço. A última sessão tra 

tará o análogo clássico da fase de Berry. 

1.1) Aproximação de Born-OppenheimeT- 

Seja uma molécula com N núcleos e n elétrons. A eq. 

de Schròdinger independente do tempo é: 

Onde V('í?)<) inclue as interações eletrostáticas dos 

núcleos entre si, dos elétrons entre si e dos núcleos com os 

elétrons. Se desprezarmos a energia cinética dos núcleos o si^ 

tema teria como função de onda: onde é um parâ- 

metro, e a equação acima fica: 

^ Z V, 
Zvr\ ;^| 

(2) 

Se os núcleos estivessem separados uns dos outros 

- . o . 
com distancxas constantes o sistema permanecería no es- 

tado , o termo cinético dos núcleos corrrelaciona dife- 

rentes autoestados da eq. (2). A solução geral da eq.(l) é 

os coeficientes U)v, depen- 

dem de ^0 Eima vez que a expansão é nas variáveis . Agora o 

teorema adiabático - ou no caso particular considerado aqui, 

a aproximação de Born-Oppenheimer - supõe que a energia ciné- 

tica dos núcleos é suficientemente pequena de maneira que se- 
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ja necessário somente um termo da série acima. Substituindo 

na eq. (1) resulta: 

^ 2H, 
■, = 1 ^ 

^ VA (. ^ U3 lA (3) 

Multiplicando a eq. (3) por j integran- 

do em Y, e supondo a função normalizada, temos (onde mudamos 

a notação de (r; para j 

+ (e.=) + "vj ui^le^)Jl>^,e,;>+(4) 

+ = EuJvaÍ'^^) 

Definindo MRO ^ I (5) 

podemos reescrever o primeiro termo do lado esquerdo da eq. 

acima como 

A(R,)jV(e4 = -£ 2Xí'E).-^ 
uJu, — 

I v/|.c.)> . <<e)l 

' ^ Uce)>u>vA 

Se desprezamos os termos de segunda ordem em 

observa-se que (4) e (6) são idênticos. Logo a Hamiltoniana jb 

ra os núcleos e: 

H (Ri)J' + e. Ce^) 
(7) 



8 

Desta aproximação resulta que cada núcleo da molé^ 

cuia está se movimentando num campo eletromagnético de poten- 

cial vetorial A negligência dos termos em segunda or 

dem em (retornando à notação antiga ') ) signif_i 

ca fisicamente que a parte eletrônica da fun 

ção de onda total ÍÍ (t, jíj) - não se modifi- 

ca muito quando os núcleos se movem, o que é consistente com 

o teorema adiabático utilizado - anteriormente. 

Já que i é Hermitiano, vemos que (5) é real. Mu 

dando localmente a fase de g ^ | ^ temos 

de (5) Awv AtA ^ logo se transforma 

como um potencial de "gauge" l-^CO quando mudamos localmente as 

fases de . Se \u')> pertence a um nível N-degenerado 

será então uma matriz N x N que se transforma como um potenci 

al de "gauge" {^5] . 

A aproximação levando a (7) difere da usual (apro- 

ximação de Born-Oppenheimer) onde é escolhido real 

de maneira que ^ ^ já que é real e ^(e) tam 

bém; logo de (5) temos o resultado mencionado. Como veremos, 

esta escolha de "gauge" não é possível globalmente. 

1.2) A fase de Berry 

Generalizamos agora o caso precedente para um tran^ 

porte qualquer do sistema no espaço de parâmetros do Hamilto- 

niano. 

Modificaremos a Hamiltoniana W variando os parâ- 

metros dos quais depende. A variação no tem- 

po t pode ser representada como o transporte ao longo da tra 

jetória no espaço de parâmetros do espaço de Hilbert em 
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que atuam os operadores H (^) ; se IcCt'^= ^ (o'^ o trajeto se 

rá fechado que rotularemos como C . Para que o teorema adia- 

bático seja válido, T deve ser grande em relação ao período 

proprio do sistema em consideração. 

Seja o estado que satisfaz a eq. de Schro 

dinger: 

fi =^^WfC-t)y 
(1) 

Em cada instante teremos uma base natural que con- 

siste nos auto-estados (assumidos discretos) de 

H(?) , satisfazendo: 

H(?) (2) 

com energias E.cc) . Esta equação de autovalores não implica 

em nenhuma ligação entre as fases dos autoestados pa 

ra diferentes ^ . Ver-se a seguir que isto é irrelevante. 

Pelo teorema adiabático o sistema evolui continua- 

mente do autoestado até o estado no 

tempo t sempre satisfazendo (2). Logo 1*4^^ pode ser escrito co 

mo: 

I ^Ltíy r K?6t))> (3) 

Onde a primeira exponencial é o fator de fase dinâ 

mico familiar. A função pode ser determinada substituindo 

(3) em (1). 

yi., í-t] = 1' tt)) 1-4 I c ?tt))>= I I >^Ciê’)> • tet) 
(4) 
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É curioso notar que este fator de fase era já conehcido (ver 

p. ex. a referência To] ). Ele adquire um significado geomé- 

trico definido e ao mesmo tempo torna-se mensurável se o tra- 

jeto no espaço dos parâmetros for fechado, podemos então es- 

crever (4) na forma: 

C^) = (5) 

Podemos observar que na eq. (5) aparece a conexão 

introduzida no parágrafo precedente eq. (1.5) e a solução da 

eq. (1.7) para os núcleos é justamente a eq. (3) sendo da- 

do pela eq. (5). De (5) vemos que esta fase não é integrável, 

o que se manifesta em que podemos ter (.T^ '4^ 

Esta fase é real: seja <:^ia|ia>=Í logo l'^>f - O 

e cada termo é complexo conjugado do outro, portanto cada um 

é puramente imaginário e ^ onde é real. 

Para calcularmos (5) consideramos o espaço dos pa- 

râmetros tridimensional (caso importante nas aplicações). A- 

plicando o teorema de Stokes em (5), temos uma notação abre- 

viada . 

= - IhaJI êt - \ < \v^'> 

— - JviA 

onde denota o elemento de área da superfície que envo^ 

ve o circuito Cea exclusão do termo é devida ao fa 

to dele ser imaginário. 
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Os elementos fora da diagonal são obtidos de (2): 

VM 
Lt-x/\ ~ Ev/t-v) 

(7) 

Logo pode ser expresso como: 

y\^ Co) - -JJ Vi. C^3 (8) 

onde 

= X w\ T~ , ~ TZTTv^^ (9) 

Desta equação vemos porque não precisamos escolher fases de- 

terminados para os autoestados l^Cé’)> . A fórmula (9) é in 

dependente destas fases. Isto é devido ao fato de pi.it.) ser, se 

gundo (6a), a integral de um rotacional e quando muda de 

fase Í^> -7 ^i.>+ (^) . Logo 

é invariante com respeito a transformação de "gauge", 

como é toda magnitude observável. 

Vejamos agora dois exemplos da fase de Berry: 

Exemplo 1 Spin em Campo Magnético 

Seja uma partícula de spin S (inteiro ou semi-in- 

teiro) que interage com um campo magnético ^ via o Hamilto- 

niano: 

H (?) = irti 6 -s 

(10) 

onde ^ é uma constante envolvendo o fator giromagnético e 

o operador de spin com Zs+I autovalores v\ separados por in- 

teiros entre -S e S .Os autovalores de energia são: 
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Evv CS) =Kfe6n 
(11) 

logo há uma 2.S+| - degenerescência quando 6 = 0 . Considera 

mos os componentes de ^ como os parâmetros ^ e calculemos 

a mudança de fase para o autoestado de ? ao 

longo da direção de €> , se 6 é variado lentamente ao re- 

dor do circuito C . 

0 vetor , dado por (9), pode ser expresso,u 

tilizando (10) e (11), como: 

V. (6) - 
6^ 

\y\ 

(12)" 
(lAA- ^ 

Para calcularmos os elementos matriciais rodamos 

temporariamente os eixos de maneira que B aponte na direção 

do eixo . De: 

(Sk + Í Sy ) =^C(s+\) S - ia (uAi-l)] ^ 

. ,A - 1 ' 
(_ Sk ' I Sy ) jiA^s'> = [_ (s+l) S - ^ lu - S ^ 

2^, )>^,S > = ^ 

é claro que somente estados com elemento w-n—| dão contri- 

buições não nulas quando acoplados a lvv> em (13) e que e 

Vy são nulos poruqe envolvem termos não diagonais de . 

Para achar V-j, fazemos uso de (13) 

t l^s) Sx1v^,3> = 4 ^ 

'' (14) 

^ \ ^ ^ \ ~ I j^3(^<S+l]-u [vit I jj T 
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De (12) temos: 

(15) 

Ua 

6^ 
E de forma geral, portanto: 

V„ (6 ) = 
lA 6 

6^ 
(16) 

Agora, (8) mostra que yinC<^) é o fluxo através de 

C de um campo magnético de um monopolo -vo situado na ori- 

gem do espaço de campo magne^tico. 

Logo, o fator de fase geométrico é: 

(17) 

onde JL(^0 é o ângulo sólido subentendido por ^ em relação 

a 8 - C* .0 valor de depende somente do autovalor v\ 

da componente de spin ao longo de ? e não do spin S da par 

tícula. 

Exemplo 2 Efeito Aharonov-Bohm 

% 

po 

Consideramos um sistema (p.ex. partículas de carga 

numa caixa) à distância ^ de uma linha de fluxo de cam- 

magnético de valor ^ ^ ACié^)* d . Suponhamos 
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que o sistema não seja atravessado pelo campo magnético. Na 

ausência de fluxo a Hamiltoniana das partículas depen 

de da posição y' e do momento conjugado p como segue: 

já que a origem é arbitrária. As funções de onda têm a forma 

H-- L?- K ) com ^ independente de ^ . Para fluxo não 

lo os estados W cé’» satisfazem. 

nu- 

H ( p - (19) 

cuja solução e; 

—9 

Devido ao fato da função de onda adquirir somente um fator da 

fase, a energia não é afetada pelo potencial vetor. 

Transportemos agora a caixa ao redor de um circui- 

to ^ que envolve a linha de fluxo (sem interceptá-la). Neste 

caso o transporte não precisa ser adiabático. Após ter-se com 

pletado o circuito haverá um fator de fase geométrico que po- 

de ser calculado de (5): 

(0 segundo termo é nulo devido à normalização de . Logo 

CO 
ii J C 
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que mostra que a fase é independente de e também do circui 

to ao redor da linha de fluxo. Este exemplo mostra que nao é 

necessária a presença de degenerescências na Hamiltoniana do 

sistema a ser transportado para que exista um fator de fase 

geométrico. Por último vemos que a fase de Berry é uma genera 

lização do efeito Aharonov-Bohm. 

1.3) Verificação Experimental da fase de Berry 

As primeiras verificações da fase de Berry ["4] fo- 

ram realizadas por intermédio de experimentos ópticos com um 

feixe de laser canalizado por uma fibra ótica. O fundamento da 

experiência foi descrito em T3l . 

0 fóton é um bóson de spin 1 sem massa. Sua helici 

dade Sh , onde S e o operador de spin e < a direção de 

propagação, pode ser +1 ou -1. Façamos, agora, a direção de 

L? 
de ^ mudar; ela fará o transporte adiabático do sistema. Se 

não há descontinuidade no meio da propagação a helicidade con 

tinuará sendo +1 ou -1 (devido à massa nula do fóton). Logo a 

helicidade é um invariante adiabático. 

Seja o meio de propagação um fibra ótica torcida an 

forma de hélice. Seja o caminho ótico (igual ao índice de 

refração do meio vezes o comprimento de trajeto percorrido,e- 

le será o equivalente ao tempo de propagação). Então a invari 

ança adiabática da helicidade do fóton implica que em cada 

ponto , o estado de spin do fóton satisfaz: 

onde k(r) é a direção de propagação em T e (T-—i é o número 

quântico de helicidade que é independente de T . Formalmente 
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esta equação é idêntica à equação para uma partícula de spin 

num campo magnético ^ (-'t) (onde é variado adiabatica 

mente). 

W M,S>= Ev. 

(2) 

onde g está relacionado com o fator giromagnético, e é 

a componente do spin na direção de . Aqui -Ec^ é o auto- 

valor de energia que é constante quando ê varia sua direção 

mas mantém o módulo constante..A medida que o campo magnéti 

CO é variado adiabaticamente, os parâmetros traçam uma 

outra fechada C na superfície de uma esfera de raio 6 no 

espaço de parâmetros ( ^ , 6^ , ) . Ignorando a fase dinâmi- 

ca, o estado adquire um fator de fase geométrico e’^^ ^ ,onde 

é a fase de Berry, que já foi calculada no parágrafo 2, 

fórmula (17): 

y\^Cc') - - VA II Cc) 

onde SiO-) é o ângulo sólido subentendido por C em relação ã 

origem 6-0 . Para o caso especial de que C é um círculo, o 

qual subentende um cone com ápice na origem e ângulo 6 , te- 

mos: 

KO - ZTÍ lA ( I- COS 6) 
(4) 

Para ©-é>0° e n=l , ou seja até mesmo bósons 

podem adquirir um fator de fase -1 depois de uma rotação azi 

mutal de 360° que classicamente retorna o sistema ao estado 

original. Podemos estender este resultado para o caso do fó- 

ton, a variação de ^ será provocada por uma hélice de passo 

constante e logo com ângulo ^ entre a direção local da fibra 
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e o eixo da hélice ( © é o ângulo de passo da hélice), por- 

tanto (4) fica: 

^ - sJl Cc) 
' (5) 

onde é o ângulo sólido do laço C em relação a = O _ 

para a hélice uniforme: 

SlCc) •= l-n M <T C\ -CosO) 

onde é o número de voltas completas da hélice. Veremos a- 

gora a influência do fator dinâmico. A evolução do spin do 

fóton satisfaz a eq.: 

íi- lk’(T) = \\C<] 
dí (6) 

M [<) = Ho 
(7) 

onde |4oi ^ define a propagação de fun 

do. H é o hamiltoniano, mais geral que pode ser construído 

com dois vetores S e 6'j para um meio isotrópico com seção 

transversal constante. 

Injetemos em feixe de laser polarizado linearmen- 

te, p.ex.: 

(8) 

onde são auto-estados de ^ Depois da propagação 

do fóton pela hélice (de fibra ótica) temos: 

(9) 

onde é a fase de Berry para , logo | óx | x'>| ^ - coS^ (urT- 

O que implica que o ângulo de polarização foi girado de iCÍ-yU 

Se a fibra fosse uma reta |\4 seria nulo e o ângulo de rotação do 

plano de polarização seria que surge então, pela atividade ótica do nedo. 



18 

k estando relacionado com o coeficiente de atividade ótica 

que pode ser medido e subtraído experimentalmente. Note que 

|\+ é medido independente de k sendo um efeito puramente 

geométrico. 

Para que o teorema adiabático seja válido, somen- — 

te é necessário que L j '>’> d (10) onde cl é o diâme^ 

tro da seção transversal da fibra, t. o comprimento total, ^ 

o ráio de curvatura e o raio de torção da hélice.; isto pro 

porciona uma evolução contínua da direção de propagação do fó 

ton ?C"T) .Os elementos de matriz não diagonais que levariam 

a uma vioalação deste teorema são dados por: ; 
õX 

este elemento de matriz é nada mais que a amplitude de proba 

bilidade de que o sistema (fóton no caso) pule no tempo do 

efetado de spin +1 para -1. para calcularmos esta expres- 

são derivemos ambos lados da eq. de auto-valores 

M - (Eo+ 
(11) 

dr 

multiplicando por <C,kCx)^-j ambos lados da equação acima: 

+E. ^-E’Wl|^|k’(TV>=£+ 

, E-= Eo- K De (7) = Ho + ^ , logo: 

-f 
>r ' ^^c 

íi (t)^ Ho k 

> = 1-1— I +N 

Sendo 
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Ô1" 

^ K ^ , g   - Is b »    C. .   W- 

vn ec 
, já queí=Q o onde 

^ é o comprimento do arco de fibra, m é o índice de re- 

fração e é a normal principal. Como S é um operador veto 

rial, o elemento matricial resulta igualjpelo teorema de Wig- 

ner-Eckart: 

-' s’- = o 

i.e. As" = i 2. é proi- 

bido. Logo o teorema adiabático é válido exatamente. Esta sj. 

tuação especial é devida à forma da hamiltoniana eq. (7) e as 

propriedades especiais do fóton (i.e. sua massa nula e seu 

spin igual a 1). Isto resolve o paradoxo sobre a aplicabili- 

dade do teorema adiabático para este problema. Normalmente, 

para se satisfazer este teorema o sistema deve evoluir mui- 

to lentamente mas em nosso caso o fóton viaja à velocidade cfe 

luz, de maneira que leva pouco tempo para percorrer o tra- 

jeto inteiro da fibra ótica. Contudo, há outra escala de tem 

po muito mais rápida: o tempo para a luz cruzar o diâmetro 

do guia de onda. Este é o tempo empregado para que a isotro- 

pia local do sistema seja comunicada através de todo o si^ 

tema localmente. Também este é o tempo para que a direção 

e logo S seja estabelecida. Bn resumo, a Eq.(lO) é a única con 

dição relevante. Já que o diâmetro de ijma fibra ótica é da ordon de mí- 

crons, esta condição pode ser facilmente satisfeita experimentalmente. 

Cabe ressaltar que o experimento de liaz conduzida por uma 

fibra ótica scxnente verifica a fase de Berry no limite clássico, a rota- 

ção da polarização de um ângulo que é a fase de Berry foi comprovado ex- 

perimentalmente em [4] . Este ângulo pode ser calculado classicamen- 

te ver [v] . Na seção seguinte será visto de uma forma resu 

mida a expressão clássica da fase de Berry. 
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1.4) A Fase de Hannay 

O fator de fase geométrico descoberto por H.V. 

Berry tem um análogo clássico descoberto por J.H. Hannay e 

H.V. Berry. 0 análogo clássico consiste num ângulo extra var 

rido pelo sistema na sua evolução clássica durante um traje- 

to adiabático. A exposição a seguir baseia-se em . 

Seja W / a Hamiltoniana clássica 

de um sistema onde o parâmetro BC-i) evolui adiabaticamente; 

expressemos este sistema por meio de uma transformação canô- 

nica nas variáveis canônicas ( I; ,©•' ) onde I; denomina-se 

nesta relação variável de ação, e , variável angular. O 

teorema adiabático clássico diz que numa evolução adiabáti- 

ca as variáveis de ação são invariantes adiabáticos, en 

quanto que os ângulos podem ser calculados integrando as 

frequências instantâneas do sistema dadas por u); 6) = ^ Bj 
i 

logo 

T 
O; (t,6) - (_ty 8) d-b 

(1) 

Hannay mostrou que para alguns hamiltonianos esta 

não é toda a história, na realidade há uma defasagem que 

depende somente da geometria do circuito . De maneira que 

a resposta completa é: 

A©,' LZ.C-) 

Chamaremos A&i' como os ângulos de Hannay. Primeiramente te- 

mos que transformar para as variáveis de ação e ângulo 

porque é nessas variáveis que o fenômeno suri 

ge- Esta transformação canônica é realizada pela função gera 

dora ) , a qual depende das velhas coor- 
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denadas ^ e dos novos momentos i , e nós dá os velhos momen 

tos e as novas coordenadas pelas expressões (ver [9j ): 

0 índice M especifica os diferentes ramos de ^ que é uma 

função multivalente devido ao mapeamento O . a nova HamiX 

toniana é: 

onde Z-l = W p(e,i,e) ^ B) 

Í>S"" d És 

à-L d-t ^ Ê>£. 

I I • 
Para fazer n uniforme faremos uniforme especificando 

ilores de © para os quais ^ em ^ se refere. 

A função univalente é: 

os va. 

^ (e,l,e)= ^%Le,i,e)^x,e) ^ (o<e<iv) o) 

logo em (2) podemos substituir: 

^ _ p, 

è B>£ ^ 6.e d 6^ 

e obter 

A equaçao canônica para 0 é então: 

dSo ^ ^ _ p; \ (4) 
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Integrando nós obtemos: 

U,t). (vg^- g,) (5) 

O primeiro termo de (5) e a fase dinâmica que a- 

parece na equação (1), enquanto que o segundo termo é a defa 

sagem adicional: 

^ - f ^0 (6, 

A origem deste termo é devida ao segundo termo da 

eq, (2) que se originou da transformação canônica dependente 

do tempo ^ o funcional gerador S depende ^ 

plicitamente de "t por meio de 6>C-t) . 

No limite adiabático estamos interessados somente 

em quantidades médias em relação ao movimento rápido de ^,p. 

Logo uma quantidade mais natural para estudar é ao invés (6) 

a média: 

onde 

ses cai 

do já em 

J© - TT d©Jc . O primeiro termo entre parênte- 

fora por ser um gradiente (poderia ter sido eleimina 

(6)) e obtemos: 

(7) 

■ ^ c)e' . A 

onde definimos ACl,6) = . Esta 
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1-forma k= 1^0'S é o análogo à conexão A introduzida na 

fase de Berry. 

A 1-forma A possui um tipo de invariança de "gau- 

ge" também presente no caso clássico. Enquanto que no caso 

quântico nós temos a liberdade de multiplicar as funções de 

onda por uma fase dependente de B (ver as explicações poste- 

riores à eq. 2.9) , no caso clássico nós te- 

mos a liberdade de mudar o valor inicial de numa 

quantidade dependente de B: 

GCt,6)-)-eci, 6) + (8) 

De novo, todas as quantidades físicas, incluindo os ângulos 

de Hannay A© , são invariantes a esta mudança, enquanto que 

^ Cl/potencial de gauge) varia como um campo de gau 

ge: 

A(T,6) Ã’Cl,6) 

Utilizando o teorema de Stokes podemos colocar a 

eq. (7) como uma integral de superfície análoga a eq. 2.8 do 

ò 
(10) 

^ - 6) = ) "i d© V,- p, 6) ^ ^ 

quântico: 



24 

CAPÍTULO II 

As Hamiltonianas para xim bóson e fermion guirais e reais 

Neste capítulo acharemos as Hamiltonianas para o 

bóson e fermion quiral e real [jL0,15,l^na presença de um cam 

po gravitacional de fundo. Veremos que a duas dimensões es- 

te campo é representado nas respectivas Hamiltonianas por uma 

única função . Esta função fará posteriormente o papel do 

parâmetro que varia adiabaticamente no tempo para o cálculo da 

Fase de Berry na teoria quântica de campos dos bósons e fér- 

mions. 

II.1) A Hamiltoniana de um fermion de Maiorana-Weyl no espaço 

a duas dimensões 

A ação de um fermion de Majorana-Weyl acoplado a um 

campo gravitacional externo estático, no espaço a duas dimen 

sões, é dada por: 

S=jdVe-'^ = Jd\t (1) 

Observemos que a conexão de spin (ver apêndice A) não está pre^ 

sente devido ao carater grassmaniano de fU) ( classica 

4- ^ (1) mente) 

Na expressão (1) é uma das componentes do "zweibein" (a ou 

tra é ) , 

Esta ação é invariante sob as seguintes transforma 

ções : 

(l) o caráter grassmaniano de é obrigatório senão 

a ação (1) seria identicamente nula como se comprova integran 

do por partes (D com independente de X . 
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èe-+ íl>w - 

W ^ T Uw-t í.l) i/' 

onde , fu e são os parâmetros infinitesimais das 

transformações gerais de coordenadas, de Lorentz e de Weyl re^ 

pectivamente. Para a verificação da simetria por itransformações 

gerais de coordenadas utilizamos as seguintes equações: 

^ e = í^'òy€. - 'ê (3) 

que é devido a expressão explícita para 6 ; 

e ^ e| e' - (4) 

e às transformações (2) para os "zweibein" com fw €fu nulos. 

Definido e aplicando as 

transformações (2) temos: 

LJI = r~iySl 

De (3) e (4) segue facilmente que a ação (1) é in- 

variante sob transformações gerais de coordenadas. A simetria 

sob transformações de Weyl e Lorentz é verificada mais facil- 

mente . 

Uma parametrização conveniente para os cálculos é 

a seguinte: 
et - e 

6-4 e 

e_ = e 

et ^ e 

<s-n 

(6) 
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Nesta parametrização as transformações de Weyl (ou de escala) 

e de Lorentz correspondem a mudanças em í" e J? respectivamen 

te. Utilizando esta parametrização e a definição 

o Lagrangiano em (1) adquire a forma: 

onde 

(7) 

(8) 

e = 
/ 

I 4 t 
(9) 

O ponto representa derivadas temporais e a plica de 

rivadas espaciais. Observamos de (7) que o fator A multipli- 

ca toda a lagrangiana. Este fator se transforma sob transfor- 

mações gerais de coordenadas, de Lorentz e de Weyl, como: 

£A = ~ (Cu^i^)A ao) 

Este fator é necessário para a covariança da Lagran 

giana (7). Podemos definir um novo campo (supon- 

do A >0 ) .A densidade de lagrangeana adquire a forma simplifj^ 

cada: 

^ ' (xi - (11) 

Da definição de X em termos de podemos ver 

como este campo se transforma sob transformações gerais de 

coordenadas, de Lorentz e de Weyl. 
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0 segundo termo do lado direito de (12) pode ser interpretado 

como uma transformação de Weyl e Lorentz onde os parâmetros to 

mam o valor específico: 

fuilw A"' (13) 

Podemos simplificar a expressão (13) se impusermos que: 

1 
(14a) 

e definindo -fCx) í? fU) (14b) 

temos que (12) é agora: 

1 ‘ Z '' (15 

e (13) acaba sendo uma equação envolvendo somente parâmetros 

(16) 

A transformação de definido em (9) sob as me^ 

mas condições (14) resulta (a demonstração é dada no parágra- 

fo seguinte) 

^\a(,x:) =^xV\(x.) - V^Cx") (17) 

Na equação (16) podemos impor que ç\.-0 e conside 

rar (15) e (17) como uma simetria conforme de coordenadas da 

Lagrangiana (11) (ver as considerações do capítulo V). 

Investiguemos agora o sistema descrito pela densidade de lagran 

geana (11) utilizando o método de Dirac para um sistema com 

vínculos. 
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Da densidade de lagrangiana (11) obtemos a densi- 

dade de Hamiltoniana 

2i= W i 3M) (18) 

e o vínculo de segunda classe: 

uu 3 ■n'^ ' i Z (19) 

onde 'IT-í é o momento conjugado ao campo IC • De acordo com 

nossa interpretação de como um parâmetro não introduzimos 

um momento conjugado a viCk") . 0 parênteses de Poisson de tu 

consigo mesmo é igual a 

{ 

Introduzindo o parênteses de Dirac para o campo : 

= -S(x-y) 

Podemos considerar o vínculo (19) como uma equação forte. A 

teoria (18),(21) com simetria conforme clássica dada por (15) 

e (17) será nosso ponto de partida a quantização e a posteri- 

or obtenção da anomalia nesta simetria. 

II.2) A Hamiltoniana de bósons quirais no espaço a duas di- 

mensões 

A ação clássica para um bóson quiral, minimamente 

acoplado à gravidade pode ser escrita 
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S = jdV e-'[e'í 5^5/ Í +A-(í- = 

= i ^ 

onde ^1 são componentes do "zweibein", e A 

é um campo auxiliar. 

Esta ação é invariante sob as seguintes transforma 

çoes: 

^ - €í i lu) 

& A 

- A"e^ q^e" 

(2) 

onde f u f ^vv e ^ são os parâmetros inf initesimais 

das transformações gerais de coordenadas, de Lorentz locais, 

de Weyl e Siegel respectivamente, é a derivada covariante 

apropriada do grupo de Lorentz: 

C^X. - L ~ X 

q^ ^ ~ C ~ 
(3) 

Em (3) é a conexação de spin. O determinante 

é dado explicitamente por 

(4) 

Uma parametrização conveniente para os "zweibein" nos cálculos 

que seguem é: 
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e'_ ~ e <?- je 

> - 
■h 

el = VaI 

(5) 

Nesta parametrização as transformações de Weyl (ou 

de escala) e de Lorentz correspondem a mudanças em <f e 32 

respectivamente . Utilizando esta parametrização e a defini- 

ção a Lagrangiana em (1) adquire a seguin 

te forma: 

(6) 

onde 

A(A'| = (l-WtU+)''[(uvt)OtV^.) ^A(ltUiy] 

BCa)^ I - tJlk aM 

I^Ut (7) 

UA) = AU)-‘ [euv-1] 

k = X" 

O ponto representa derivadas temporais e a plica 

derivadas espaciais. Notemos que / se transforma como um es- 

calar sob transformações gerais de coordenadas, de Lorentz e 

de Weyl. Investiguemos agora o sistema descrito por (6) e (7) u 

tilizando o método de Dirac para um sistema com vínculos. 

Da densidade de lagrangiana (1) achamos a densida- 

de de Hamiltoniana: 
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2AW 
[■nf-f) 

2. I- Inll , ' 

l-4h^ 

(8) 

AT^ TTA 

onde e TT/ são os momentos conjugados aos 

campos ^ , Vií , ^ + e ^ respectivamente e + e 

são os multiplicadores de Lagrange para os três vínculos pri- 

mários : 

^ U ^ OcO - O (9) 

Impondo a conservação de (9) no tempo obtemos dois 

vínculos secundários: 

Jl ^ 1\^- ^0 
(10a) 

7C 0 
(10b) 

Observemos que no lugar de (10a) temos ó vínculo p 

riginal 

(11) 

e o qual, classicamente dá (10a). 0 vínculo 

ra classe enquanto que o vínculo (10a) é 

pois se calcularmos o parênteses de Poisson 

não nulo: 

(10b) é de primei 

de segunda classe 

temos o resultado 

SLÍ^)^) / ^ " Z s 

(12) 
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introduzindo o parênteses de Dirac para o canpo 

Podemos verificar que o vínculo possue parênte- 

ses de Poisson nulo e portanto podemos considerar (10a) como 

uma igualdade forte. Eliminando da densidade de Hamilton^ 

ana (8) temos: 

I - hl_ 
+ AT-TTt ^ aTT TTT AÍaTTa (14) 

enquanto que o vínculo (10b) é agora 

Vemos agora que âi é uma combinação de vínculos de 

primeira classe. Uma outra consequência é de que o campo ^ em 

(8) definido por (7) se desaclopa completamente do sistema.Lp 

go o último termo em (14) pode ser descartado. Esta é uma 

consequência de fato da ação original (1) ser invariante por 

transformações de Siegel. A densidade de Hamiltoniana (14) pp 

de ser obtida à partir da seguinte densidade de Lagrangeana: 

0 
^ / ) 

Itht (16) 

que 

ra 

é a Lagrangiana 

Á" 

original (6) com uma escolha especial pa- 

1 - i (a"=AcT') 
(17) 

Considerando Ut como um parâmetro (o que será feito 

capítulo seguinte) não teremos este vínculo. 

no 
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onde e 
11- Vi + 

TThí 

et e ^ 

el «2.- 
(18) 

Quando se quantiza a teoria o último termo da Ha- 

miltoniana (14) pode também ser descartado por que pertence a 

um setor disjunto do espaço de Hilbert. Desta discussão vemos 

que "ÍL com a escolha (18) para ^ (a qual foi imposta pelos 

vínculos de segunda classe da teoria) é a Lagrangiana do qual 

devemos partir para quantizar a teoria. 

Devido á condição (18) que elimina a dependência da 

Lagrangeana no grau de liberdade ^ , a nova Lagrangiana 

obtido pelo método de Dirac não possue mais a invariança de 

Siegel, e nem é invariante sob transformações gerais de coo^ 

denadas, de Lorentz e de Weyl obtidas pondo em (2). Em 

bora não tenhamos mais a simetria de Siegel ela é ainda nece^ 

sária, como veremos para compensar o efeito das outras trans- 

formações a fim de manter a condição (18). Logo para manter- 

mos a covariança da ação (16) o campo ^ passará a se tran^ 

formar por uma lei não convencional. 

A imposição da invariança da ação determina ^ co 

mo uma função dos outros parâmetros. À seguir veremos como 

é" ^-h / ^ é determinado. 

Utilizando as transformações (2) para os "zweibein" 

obtemos facilmente: 

et 4 
^L)[- 
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0 primeiro termo do lado direito de (19) contém a transforma 

ção padrão sob transformações gerais de coordenadas, transfor 

mações de Lorentz e Weyl de acordo com (2) logo o segundo ter 

mo deve ser entendido como uma transformação de Siegel compen 

sadora. Comparando (2) com (19) somos capazes de identificar 

a equação que o parâmetro deve satisfazer para manter a a- 

ção invariante sob transformações gerais de coordenadas (As 

transformações de Lorentz e Weyl não são modificadas). 

Siegel clássica segue-se que não temos anomalia de Siegel quân 

tica. O que não seria óbvio para a Lagrangiana original (1). 

Já que a Lagrangiana (16) não possue a simetria de 

Analisemos novamente a densidade de Lagrangiana 

(16): 

(20) 

lA U) (21) onde 

Se considerarmos agora uma transformação estáti- 

ca (independente do tempo) do campo e da métrica: 

(22a) 

(22b) 

onde mU) é independente do tempo temos que a ação: 

s 
(23) 

é invariante. 
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Já que as transformações (2) englobam todas as si- 

metrias da teoria, devemos obter as transformações (22) à par 

tir delas. Consideremos primeiro (22b). Se impusermos as se- 

guintes restrições dos parâmetros da transformação (2) para 

^ (c om O ) 

(24a) 

e definindo /(>;)= /T V(«) (24b) 

obteremos com as equações (24) a transformação (22b). Observe 

mos que devido à condição (24a) o segundo termo de (19) é au- 

tomaticamente nulo e portanto podemos impor é. - O consistente 

mente. As condições (24) devem também ser suficientes para 

determos a transformação de (22a). De fato, a expressão 

para em termos dso "zweibein" e das definições (5) 

(25) 

Substituindo em (21), temos para 

I- Kl 

TTki 
e - el. (26) 

Realizando uma transformação geral de coordenadas com a ajuda 

das expressões (2) temos as seguintes transformações para 

<2,~- e d 

Set = - el + 

= \ Ce; -et)>xí(x) 

(27a) 
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- f(K)'^xe~ [et - ez)(27b) 

À partir de (27a,b) calculamos a variação de uU) em (26): 

(el 4-el)(^e--&g-) - (€'- 

( e-. + el)' 

2(2-^2-- ~ _ Z 

c [ez +e-t) 

e' (fLx-)^^et + 4 (;e- _ e+)^(,)')j = 

— j el(lU)Xel [et - ez)xll.}) 

2 

í -fM 
(e-+eiy 

z 

Ce_ fel)^ 

e portanto: 

42Í-^x:^-" eZ ^'c6’l 

&.U) = V(0 ei 4 e" 

= j^tx) - ^X-f(v)v\(x} 

que é a relação (22a). Após a quantização da teoria a invari- 

ância ou não da teoria sob as transformações (22) mostrará se 

a teoria possue ou não uma anomalia gravitacional. 
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CAPÍTULO III 

Geometria Ouântica de uma teoria <3e Campos Conforme 

Neste capítulo quantizaremos as teorias bosônica e 

fermiônica, tanto no caso contínuo como discreto. Verificare 

mos que um bóson quiral real possue a mesma anomalia que um 

férmion de Weyl complexo. Esta é uma indicação de que as teo 

rias são equivalentes. No apêndice C e D se confirmará esta hipó 

tese pelo cálculo das respectivas açÕes efetivas. 

III.l) Caso Fermiônico no Contínuo 

A Hamiltoniana de um campo de Majorana-Weyl em du 

as dimensões interagindo com um campo gravitacional externo, 

foi obtida no capítulo II (com uma troca de sinal na Hamil- 

toniana e na relação de anticomutação): 

f-| = ' ^ í olx mU) (x) I y:í(x) 
^ -^-co (1) 

Para quantizar a teoria utilizaremos a represen- 

tação holomórfica A equação de movimento para o campo fer 

miônico: 

|\ lu) = H 'iU] 

dyulv) ''^y'±'Cy'^ ^ 
I 

dá 4 
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- jdy'^^y) ^ ^(y- v) =v^U) i'ày'^xM(x)^(y] 

+ J wU') í "^y 'i'U) ' v\[y) i 4 ± i ^^\aU) '^'U) 

Portanto 

U - ) (.v^(.y')■^^ ■t' 
(4) 

Este operador possue autovalores contínuos U) e IR 

com auto estados já normalizados: 

d' 

d"tu(x) - 
tujj" 

—CO M ^y) (5) 

com K -Lül^ujU) (6) 

A fim de obter o operador Hamiltoniano da teoria 

de campos quântica expandimos o operador fermiônico díU) 

base (5): 

r-eo 
JÜ , f rt. , 

(7) 

real. 

já que SRÍ " '4^-'cot.y) , é um operador 

O vácuo da teoria é definido de forma que 

Definindo íi-uu ~ 

ía 

^yiu 

VÍ\C)^ 0 

(7) simplifica-se para: 
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•^U) = f duj l/ijtx) 
''-oo 

a UJ (8) 

Devido à ortonorinalidade das funções 

Segue-se de (8) que: 

(9) 

/ oo 
Au) - clx (>c) 

'^-oo 

donde podemos obter a relação de anticomutação dos operadores 

^u> : 

(10) 

oo 

-CO 

4c ^ “ 
tix 'fu; W '/^w' U) ^ I cIk 

-OO 7h(k)tt 

^ ' (,UJ-tUJ*)|6c} 

Onde empregamos a relação de anticomutação (2) e 

definimos 

(x)- 

X d 

—oo 

y 

m(v] 
(11) 

Introduzindo a variável 0=^()c)=;; olo=e por 

tanto o último termo da série de igualdades (10) pode ser re- 

escrito como: 

Zn 

"|(oo) . 

^ ^uü-ioo'] (12) 
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e portanto 0.uj / (13) 

A definição (12) é justificada devido ao fato de 

que a expansão (7) agora verifica a relação de anticomutação 

(2) . 

Em resumo para cada valor de v\(ji) obtivemos um es- 

paço de Fock particular e o uso da expansão (7) em termos das 

funções de onda (5) permite a diagonalização do operador Ha- 

miltoniano quântico (1) na forma: 

(^ S 
~ QtO U) T 

J o oAuj 

onde o ordenamento normal é com relação ao vácuo definido por 

\vac'^ o . Podemos dizer que resolvemos a teoria 

de campos para cada vt(x) . Agora devemos examinar a relação 

entre soluções com diferentes uíx) , isto é, preescrever o 

transporte dos vetores do espaço de Fock sobre o espaço das 

funçois positivas n(k) é YD 

0 operador que realiza o transporte paralelo so- 

bre Vn permite comparar o vetor do espaço de Hilbert 

em ( \A.(^x)- com outro va- 

lor ^ . Isto pode ser realizado 

por meio de um operador unitário: 

I í TT0«} _ 

0 operador realiza a translação de vv(x) : 



41 

i í 11 U) , V -I ( >c TUh) 
' J-o> iaU') € =r V\(_<>) V 

e portanto: 

C^tx) ,7ru')']= i itv-.') 

Os vetores de nosso espaço de Fock, como já foi di 

to anteriormente são representados (rep. holomórfica) por: 

_oo p 

^ \ 6uJt- ■ duJt^ 3 
líL - O 

e o produto escalar é dado pela integral de Berezin: 

<5,1 5^'> = ÍTT cJA,.daÍ (16) 
uj>0 

com a medida normalizada de forma que: 

cíoj íXkjj d-u; 
(17) 

O estado fundamental normalizado de M é o elemento unitário 

K/aO s i e os estados exitados são dados pela aplicação de 

aiAj no vácuo. Utilizando (17), (16) pode ser colocado na for 

ma de soma de produto de funções de um espaço hilbert: 

jcia ^ jda"^ 0 Lembremos que Jdaa ■= | com 
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cicK f CX , c3a'^ , anticomutando entre si: 

Contudo é da expressão (15) que podemos definir de 

forma mais explícita o operador de transporte paralelo TT(x) 

Ele consiste de duas partes uma derivada funcional em relação 

a mGc) e um operador conexão que leva em conta a transforma- 

ção dos números Grassmanianos 6- ÍR ; 

• ^ u(x') 
-t ru) (18) 

Escolhemos de forma que o campo fermiônico se 

ja constante covariantemente: 

4; ly)] = 0 (19) 

e que uma condição de curvatura nula seja satisfeita 

iTTUhTlWÜ ' 0 (20) 

A primeira condição exprime o fato de que o opera- 

dor iu) não depende da base em que é expandido (ou seja pode^ 

riamos ter expandido com um outro sistema completo de 

funções e outros números grassmanianos diferentes de (7)). 

Enquanto que (20) é uma condição de independência de trajeto 

sobre o espaço das funções VT) ^ > O ^ ^ para 

todo >- ) . 

Pode-se justificar esta segunda condição à posterd! 

ori devido ao fato de que a condição (20) sempre pode ser im- 

posta. Também veremos no capítulo IV que TfU) definido por 

(20) permite a obtenção da fase de Berry para uma versão pro- 

jetada de no vácuo. Se permitíssemos Tf6^) ter um comu- 

tador anômalo este nao seria o caso. 
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r(0 Podemos obter' a partir das condiçois (19) e 

(20). A equação (19) implica: 

(21) 

r du. U 1 r-y -r * 1 r,^ ‘^4 - - í 4, 
A-l) X 

j 4^u>ty)C+ '/J 

ou 

(22) 

(23) 

As equações (22) e (23) têm como solução; 

oo 

PU] -= IJ du>du,'<:u)|j 

OO ^au' 
+ 

(24) 

+ 'e(w)©C-u>0 auja_^^, +1 9([^uj]©Cu')— — l + A(y) 

©M - 1 ' 
' 0 ^ LU < O 

ák) é um funcional de u©] independente de Alu e ^ a ser 

determinado. Podemos calcular o operador matricial da fórmula 

(24) utilizando (5): 

' (25) 

4-1T s.) ‘ Stl ^ 

Já que £>^) ^ 

dy: ^ íJh} = _ J_ 
onde J,„ vAÍy') ' Wt) 

J ^wU) 

ecy-x) 
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A integral em (25) é calculada assim: 

,lioo) 

l-a J 
do e' 

fU) 

lÜ (w'U>*) _ 1 ^  

2-^ U) -uo ' H- ' fe 

Portanto (25) é 

/ i I i- IA- —i  
' I s«l«) 4„ n‘(<) 

\jü H- *-*a 

Ui "Oj '- le (26) 

Além disso (26) verifica a igualdade: ^i>-_ /^ili^ i_,^v 
' ^ ' t iiTu)' / 

que é uma consequência do espectro de U . 

Agora voltemos à condição de curvatura nula (20). 

Considere o comutador: 

C íx,yia) ' [ J\U) ^TUy)J (27) 

A identidade de Jacobi e (19) implicam que; 

L<) j - O (28) 

Logo CCy^t^w) é independente dso graus de 

.... Sr ~ . . 
liberdade fermxonicos flw e -p . Então a identidade de Jacobi 

qCk\aj 

[TICy),'nC=^)]J + [fUy)^ ÜTJÜt)^V(^)]] + ['TU-i=}^[uuiJnyj]J = 0 (29) 
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dá: i- -L C Ly ■ ia) ^ 

Localmente (29) tem como solução: 

-Tr7 AM 
ái^Cy) 

assim temos 

I Tíí'1- AW ^ Tí (y) - Aív")] = 0 
(30) 

Este argumento algébrico nos mostra^^^que qualquer 

mutador anômalo de TT(>í) consigo mesmo pode ser cancelado com u 

ma redefinição de indo para /^^)-A('^^u) (24) de for 

ma que TTU)—7 TI (x.) - A • Desta forma chegamos à con 

dição (20). 

Para calcular o comutador de dois operadores bili- 

neares (com notação matricial óbvia) introduzimos o operador 

0 = aAa + —6#- +ac|- 
8c\ 

(31) 

Vale : 

Co.,0^3 «í ZC. A,- Zc^A,)a + i (^6,6í-Zg^Ci^i 

C4a,6,- 4A.6, +c,c,-c.c,)A 4 (X 

ÊtA,) 

Desta fórmula e da condição (20) segue-se: 

(32) 

(1) Se assumirmos a integrabilidade do sistema 
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e tomando o valor esperado no vácuo da eq. (33) segue-se; 

(, ), X i - T fl = 
'y> I I 

. CP 
= X f du)duj'<uj|4-— luj')dujM-í-i líi!'>rfií,.aaí > (34) 

Utilizando (26) temos: 

CD 

T 
(to+ uoO 

du)c/i UJ 

(35) 

(uo- üo‘]^ ^ ^ 

- ©Cuj) ©G-W) ' © BCuu 

e fazendo uma mudança de variáveis: <T = U3-uj' (35) 

escreve-se como: 

<íU,y)=   ^-tT7 f°^d« — 

re 

í ^ (36) 

A segunda integral em (36) é calculada, assim: 

e(o^j°d^>_ et'«)[ du)'I («-+2uj'y = ±g-3 

I V 

Logo (36) é igual a: 
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^é)TrVH)í') i^^íy) -^-OD 

-1 

4^ Tí \o^(x) ^fW 
^^fW-fíy)) 

obtendo finalmente para 'i W;y 

í U^y) = 
-1 

4?TTn[>c)iA(.y} 
"^x S()<í'y] (37) 

onde utilizamos: 

1) Se ü = I Cx) 

2) S (Kx)-f(.y))- 
f M/=^y I 

o termo AU) da expressão da conexão (24) é 

(38) 

onde lh~} é um funcional arbitrário de Wi6<) . 

No capítulo IV verifica-se que o primeiro termo do 

lado direito da equação (38) dá a anomalia gravitacional dos 

fármions no limite adiabático. Pode-se relacionar também este 

termo com o termo central da álgebra de Virasoro. 
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111.2) Caso fermiônico no Círculo 

111.2) 1. Fermions de Neveu-Schwartz 

Consideremos primeiramente fermions 

comprimento com condições antiperiódicas ( 

râmetro correspondente): 

no 

cr 

circulo 

sendo o 

No círculo a Hamiltoniana é dada por: 

com a equação de movimento 

1 \ 'IW- Ci<^Ah] = k ics') 

com a Hamiltoniana de uma partícula dada por: 

0 problema de autovalores: 

tem por solução 

C<s) = €><f) 

com tÜwlA 
+ r\ 

L 

c. 

de 

pa- 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

') 

(6) 
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0 operador feritiiônico 4íU)é expresso na representação holomór- 

fica, assim: 

= £ í 'fj (6)c^vmI (7) 

onde os CKy^ são operadores grassmanianos: 

I CXvAA, ^ ^ 
^CK v»A( SJ 

= O 

A condição de covariância do fermion: 

[Tifc) ^ y-uo] = 0 

Implica em 

(8) 

utilizando (7),(8) é: 

J- 

' k^íci) vU:ro 
av- V — 

-|J t-Knw.ij , , 

OU 

(9) 

(10) 

i - - I u>< I J -w-> I 

(11) 
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onde foi utilizada a ortogonalidade da função de onda do pro- 

blema de autovalores (4). De (10) e (11) temos a solução: 

eo ÜU c f 

P(c5') •= - ^ — 7", j ©Cwk)6(;uj^) 
, ' tnio) * àav 
k,iM=-oo 

(12) 

O^—\c-l ^ 

onde 

0 (u)0 ^ 
o ^ OJk ^ o 

Onde foi usado que = - lOv^ é uma funcional de \a U) 

ainda a ser determinada independente de a-. e . 

de (5) e (6) temos o elemento matricial da expres- 

são (12) 

Zir 

SiaCg) 
LOivv^ — 

Jo 

exf (í 17] + ~Z^) I 

, , 2-rr U0vV\ I Y 

?lA^(<íU 

ex 

Zv^-L^)l 

^ I (lOA-tOkM.)? (^) 

U)^ - Va). -uJ.^ V''(<S')L 

&KÍ<SV ' ' V\-'^ 

(yV-t + 
i. Ij ji2Xf ^ZtT I [\A-via') I 

(14a) 
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onde definimos o valor do elemento matricial à menos do ter- 

mo de contorno em (14a). Temos três motivos para isso: 

12) tornar a matriz Hermitiana para que a exponenciação de P 

seja um operador unitário ;2°) tornar o 22 e 32 termos da 

expressão (12) antissimétricas já que a parte simétrica é a- 

nulada pela antissimetria dos números Grassmanianos e por Ú3^ 

timo a definição (14b) tema seguinte simetria: 

<( w-17 Mi) " - <-^lj (15) 

que foi utilizada na obtenção de (12). 

Da segunda condição imposta para a determinação da cone- 

P xao ' : 

LtrCíb^iWl-o 

temos 

que nos permite calcular o rotacional de 

i Su(ó) ' ) 

(17) 

Se lembrarmos da seção anterior que o valor espe- 

rado na vácuo do comutador de dois operadores bilineares nos 

fermions 

C^hilh. ^|_ ■?_(«n 

U'(6) ‘■(14b) 
(*)eq. 13 Para temos 
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<vac] [0,,OiJ|vac> = Z-bv (6, A,- 6-^ A,) 

segue de (12) que: 

C = <'^-17 Moi^‘>|e(:-j-'ie(:-Lo.] 

Logo de (16) e (17) temos: 

<h(>í,v)= X íu) 

utilizando (13) obtemos: 

X«Y«)nY<sOL' 

oo 

^lM = -00 

lc+ kM+ ) 

t: - vM p[lv, 

^ I_t9 (uju^) 0[ — UÜVIA ] — & [~vüi^)B{^^]J 
(20) 

e fazendo uma mudança de variáveis -t:-vy> (20) é modificada jh 

ra: 

_J  f -L íxí^Un.7. IMaJM-1 ^ 

gx,’bKfa')f xtoo ^ 

X ^ VA-I- ZiAa+ 0( U)ui+vm') ©(-uOu^") - 0C~ 

= -oo 

(21) 



53 

A segunda soma em (21) pode ser escrita como: 

[e I, 

(22) 

Agora 

-I 

„Ç-v, 0\ 

e 

y~ ( f 7vm.-v- i) = _ J- w ] 

. A expressão (21) dá por 

eyp\^Zuii^ ^ ~ f (g‘j j 

logo (22) é igual a -gU.tu,^-)') 

tanto: 

(? CS,6') = 

I 

2vi^(<s)v>Y‘S')L >A = _oo 

—    Síí-ií')       gau la-ts') + 

4'?ttuvUV(6’1 2^4v^4<sV(g’)í3 

17u^(c)hY<3') 

Desta expressão deduzimos: 

fiii) = -J~ -àílA(«l + 
__H  ) 1(6) 

E4)^^(ó)ll L 
-tX FM 

(24) 

O primeiro termos de (24) é o mesmo do caso contí- 

nuo 1.(38). 0 termo de colchetes foi definido de forma que 

fosse antiperiódico o terceiro termo em (24) proporcional a \ 

Pode ser eliminado se redefinirmos F ; 
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JL. d<s’ 

F Pw -íai 

(25) 

III.2) 2. Fermions de Ramond 

A condição de contorno é agora periódica: 

(<S- = o) = ^ (c-l-n) 

(1) 

e o problema de autovalores e: 

V\ — lOvia 
(2) 

onde ^ é naturalmente a mesma Hamiltoniana do item 2.1 (3). 

As auto-funções de (2) são: 

(n(í)L 
(3) 

iTi J, I 
com a =( — 

L 
4^ ,?w-fík' 

o v\L<í J '/o n(^') 
(4) 

O espectro é simétrico; 

LxJ —— LaJvc^ (5) 

e temos um modo zero para ^^ = 0 . Utilizando as matrices de Pau 

li expandimos o operador fermiônico como: 

( àa^ -J »2- 

onde I é o elemento unitário da álgebra de Grassmann. A com- 
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pleteza das funções de onda junto com o modo zero e a forma 

particular da expansão (6) garantem que y^C<s)satisfaz a rela- 

ção canônica de anti-comutação: 

{IW, = Í(5-S') (7) 

Os estados quânticos são agora produtos diretos de 

espinores bidimensionais e funções das variáveis a«. Orassmani^ 

nas a.^ é de ^aÍx) . o vácuo é degenerado duas vezes: 

I + ^ = íol ® I (8) 

I S- I (9) 

Podemos definir o operador número fermiônico ^^-^^«Ique antico- 

muta com W<s): 

{ F 

tovalores 

os vácuos (8) e (9) são auto estados de f"' com au- 

— I . 0 Hamiltoniano é diagonal: 

<x> 
^ UJvA^ 

IM-I 
X ® (11) 

e cada um de seus estados é duplamente degenerado.Podemos 

dizer que resolvemos a teoria para cada do espaço VT] . 

Seguindo um procedimento análogo ao caso de Neveu- 

Schwartz obtemos a relação das teoria para diversos . 0 e- 

lemento matricial da derivada funcional do operador conexão é 

agora: 
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(12) 

— J -I -iw i _ , 
viWL ^ = ^ (13) 

Empregando a expansão (6) e a condição de que 4^(0 e lT(ç) co- 

mutam, obtemos a equação: 

VU.= | 

'Y X- ‘ 
(14) 

IÍ7 

frts) 
(t) J 

a qual implica: 

CO 

■^®I= - ^,^>0 

^ h.) t„ + <-g| 

I íCkÍs) 

(15) 

iC.-, 
I; + 

+ 
2- 

' $^C<s) {z' u)i^ >0 (16) 

cO 

fcr, l<°'f tb) 
7 

I s 'T'- 
* ' t 'ff, ® i =' r^f^' - ® 1] 

(17) 
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I ^ 
Utilizando (13) para = 0 : <Col"7 JCTiC') (18) 

Obtemos a solução; 

k^VM = -cx> 
Vi6)- ^ ^ y '^4') 

àa.>M ' 
(19) 

< +-L 0(uv^©C--u)-x) o.>cCX-w,\ ^ t r » 
Scu^ W z 3 vrT í Ub^ 

- [] ©C-OO;^) 1 ^ ® c? a^J 

Por causa de (18) a conexão adiabática «4í<s) é a 

mesma para os dois vácuos degenerados (8) e (9). 

A condição de curvatura nula nos dá: 

^^«-‘*''1 =i UM tu') n[,9]|v«ò 
(20) 

cO I 4 
= -V 21 í '[oM^jec- 

^ k,>*^=-oo ' 
LOvc-(^ —■ 

br,wi^:pto 

- © i-u.o©t-^i3 -,, f-_ ( 
k. j- \'í 

^ v\'^(a)u^(òO y k,KA-^-ci5 " ic-i^ (21) 

. L í?‘'^'>'?<»'))]'CeMeu^)-ec-oo.)eíu,„)J 

Mudando de xndices (21) pode-se reescrever como: 

í?M-ffo.)) 
iSls,<s')     Z ji e ‘- 

M6WM)L^ 
afo 

Y_ 0('wy- © (22) 
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A segunda soma em (22) é: 

-I 

{ €) 1-0 í {£+i^y 
^ “ 'í- Ucx O J 

— I 

I (£+z«A^y^ ^ 
-o o - í. 

-£'( 

e portanto (22) dá 
(23) 

- 1 
— ís-'5')- 

4?Ttv.(5V(»') I2v^*í«)«'(4') èl,>(6Vfc')l^ 

J àX»), (24) 

Podemos observar que este caso difere de Neveu- 

Schwartz dado no item 2.1 (23) e (24), somente nos coeficien 

tes do segundo termo em e no segundo e terceiro termos ds 

Como veremos o primeiro termo de ^ determina a a- 

nomalia gravitacional a qual é insensível às condições de con 

torno. O segundo e terceiro termos correspondem a termos de Ça 

simir para a álgebra de Virasoro os quais dependem das condi- 

ções de contorno como também do nível do mar de Fermi. 

III. 3) Caso Bosônico na contínuo 

Iremos calcular a curvatura para o caso de um campo 
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bosônico quiral seguindo um procedimento análogo àquele con- 

siderado no caso fermiônico. À menos do fator h a Hamiltonia- 

na de um boson quiral na presença de um campo gravitacional ex 

terno escreve-se como: 

r cO _ 

U-tx) ^ ci K 
■^-CD 

(1) 

com relações de comutação a tempos iguais: 

[ i [x) (y)J = -^ feCx-y) (2) 

A equação de movimento quântico é: 

Ot I (-x) = [ i Cxl , Hj Cy))'J cJy = 

= u C.) ) ày £ Cx-y) ( dy = í.(x) ^ ’ 

Para íaIxI - 1 esta é a condição de vínculo que de. 

fine o boson quiral. 

A Hamiltoniana de uma partícula (no sentido de Me- 

cânica quântica) obtida à partir de (3) é: 

V\ ~ IvvCO^x. (4) 

cujas autofunçoes já normalizadas são: 

- U-) <^u>Ík) 

(5) 
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Vamos expandir operador bosônico na base (5): 

{uj^ 

CO 

dco ^ ) 

r ' V uj 

(6) 

o fator sendo introduzido por conveniência para simpli- 

ficar as relações de comutação entre os kto e ® deixar 

a Hamiltoniana do campo na forma simples 

CO 

1“1 — ) dul uj bo 
1_ 

A ortonormalidade das funções (5) é realizada com 

peso u(x)‘ 

Oo> 

J_ ^ 

Z-TT 

;(oo) 
I ■' ícü-(_o‘)o fíd'f f , 

do ^ — a (to-U)') 

fí-co) 
(7) 

Desta relação obtemos: 

= V to 

U) > o 

§ tx) [x) 

(8) 

m(x) 

Daí podemos calcular as relações de comutação entre e 
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c/x oly íy) 

onde utilizamos (2). Usando a expressão (5) temos: 

7 - 

'Cl> 
(y) 

(9) 

'íy) 
y 

Introduzindo: 

A - J dy - ^ í J I 

lAly) ã^L 

!íx) 

6o e~ 
CO 

-luj‘fU-í 

/lí? Co +- 1 e 

6- í“ édd- d 
n cy CyJ 

y 

OD 

du 6 
-iv>i u 1 

-lOJ f6^) 

'?íx) UJ - 

e portanto: 

A- 6 - 
I e 

- lo> IW 

y&r 
( LO V l-fc. oO ' l e J2? üo' 

Esta equação dá o valor de colchetes da expressão (9) e por- 

tanto : 

^ Sfcxo ' J ' Zttco’ J_ -   T 

(10) 
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Analogamente ao caso fermiônico introduzimos o operador de 

transporte paralelo . Da covariância do operador bosôni- 

co, isto é, temos ccxn = nGc] : 

7 

OU em forma expandida: 

J_ <4o íy) 1 1 

' (ZP 5bw 1 ^uU) ~ 

— Jlo 

\/uP 
LnM,£], &i[rM,h,3 

OU: 

(12) 

(13) 

As equações (12) e (13) admitem a solução: 

o> 

PU)^jj dwdu)'<<w\Jr |;k)l^'>|e(w)eMw,s 

'CD 

I 

+ 
(14) 
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onde definimos: 

I s 
f,. ^ 

’ «"‘"1 íTí;:? 
;% <L'L) = 
'^W) I í«tc) 

- ' \ — 
lu) 

i (y) !2Ío'(y)- 
y/-S^uu)' 

II 

 1 
Wuj'| S^MOJ * 

Ln iVi^(>cJ uj-uo' •+ í e (15) 

De (15) obtemos: 

<(uj|- ’' Af E^AX l'W> 1 ^U.C>-) 1 <^u(>c) (16) 

^ I ht^^l 
W'l , |uj> 

A fim de calcular o comutador de operadores bilineares nos bp 

sons do tipo: 

0 - bAb ^ 

(17) 

usamos 

C^i , C>zJ -- 

&1 

i-íoC4B,Ai- íg^A, 
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Da condição de curvatura nula CTrW,TUv)]-o temos: 

I S. 
(19) 

Tomando-se o valor esperado no vácuo segue-se: 

CO 

^ ^ ' "T íí ^ I .V ' 1 Ek^y) 7, Jj ^ 'i 

X /UJ 
I &lA(y) 

ü)^ 1^0 ©C'UJ) 
(20) 

Ha uma mudança de sinal em relação à fórmula an^ 

Ioga para o caso dos férmions devido a mudança de sinal de ter 

mo 6 em (14) . 

Substituindo (15) em (20) é integrando, obtemos: 

CIO 

(? (^;y) - - 
) 

CO 

dujcluoi 

{uj'üo') - 6^ X 

X 0(tu] 0(^-uj') - = — 

S7rv<{<hHy) 
' dí -í— 

(3'W’- (21) 

^ CO 

dui' - -6c-u.'-5)e(„,;] 

■^^oo 

Agora: 
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=- 9L6) 
<s) 

'i)'(«v5)= e(«)(-i 

- Gc-0(r«’) = 

^ e 

o qual introduzido em (21) dá; 

^ 9;y)^ 
J-co 

Oti 

24Tru(x)n(y) 
^ (22) 

o que é, conforme o esperado, o dobro do valor correspondente 

da curvatura para os férmions de Majorana-Weyl. 

III- 4) Caso bosônico no círculo 

III. 4.1) Condições de contorno antiperiódicas 

G problema do autovalores com condições de contor- 

no antiperiódicos 

§ (s^o) - = 

tem como autofunçoes 

h <^^C6) - U)vvy(^(<r) 

(2) 
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onde = L 

60^ = 
Cz»A + 0 n 

L 

(3) 

onde 1(0-1 
^Já' 

. De modo similar ao caso do contínuo a expan- 

são do operador bosônico é: 

$w= ,-7 + hM- k 
^=0 i òb -^ 

(4) 

onde o fator •• com é introduzido pelo mesmo argumento 

caso do contínuo. As relações de comutação entre e 

são determinadas à partir da correspondente relação de comu- 

tação do operador bosônico (4): 1_ iíí') ac^-<s') 

dando: 

(5) 

com a Hamiltoniana: 

H - 2 / d(T Y\(s): 00^ U i- 
(6) 

k=-o 

Com a nossa experiência adquirida anteriormente no 

caso contínuo podemos, sem mais, escrever a forma explicitado 

operador conexão: 

^ 1 r r 
P(í) » 21 <‘^‘■'7 u-s) ^ '^“'11 eM©(u._) w + 

^vHr-oO 

Z ^ ob->c-i 

(7) 



67 

De forma semelhante ao caso continuo o rotacional 

de (íiU) escreve-se: 

i- Ali]- -J. ^ i 
l 

UJ 

1 [ 0(.UJ-c) QC-Í^^) - O ©Cu}^) 

(8) 

Agora por definição temos: 

iuv>=r^díi 
4) 

- ^3 ̂  COv 
/)u)vt.U)idl 

i (u)i<-UJ Vl^ 

UJx ' Ü3. 

(9) 

Substituindo (9) em (8) segue-se: 

UXwUJk. 

[e(u..^e(—) - etu,,)e(u>.^] = 

e.i^ 

1 ln.'i 
e “ 

L 

03 

^^ Zvu-r I y_7v^ "1 Zj&+ 0 L ^ (,^£+'4 ® ~ U3£+vu^©í'^^_J (10) 

-cu 

Agora vale: 

^ [© íuj<2^-.l © ('iu4 - (u)..)] ^ 

' 1 0[lu£.-() - QL-^Jí)''^ 1 C'^wv+i)[2'^-^Zi+0 ""■-' 
L >H*-X >K^0 
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e portanto (10) pode ser reescrita como: 

SLdf-O 

ITI 

Z4m^6)viHí’)L^ 

— SoiW C^' C"') 

(11) 

]Z v»''('s) va'^í<s') 

Daí podemos escrever: 

J    I ?il' 
24-►'‘WL L 

(12) 

Notemos que o segundo termo de I é não local 

em iaOs) e que o último termo é uma derivada funcional total 

que corresponde à liberdade de "gauge". O colchete do segundo 

termo da expressão (12) é ' antiperiódico em <T . 

Observamos que para L-^cx> recaimos nas expressões já 

obtidos no caso do contínuo. O terceiro termo em (12) propor- 

cional a ^ é trivial porque pode ser observado por uma redifi^ 

nição de ^ : 

F F + X- JlL 
(13) 
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III.4.2) Condições de contorno periódicas 

0 problema de autovalores com condições anitperió- 

dicas 

^ + ^ [<S = Z-n) 
(14) 

tem como autofunçoes 

V\ <^(0 -= 

^(a) 

onde 

onde 

\/\ -> \ (6 ) .f 

LaJ l/>. ~L^v. 

L 

iU 

ICõ) . 
d( 

o 1a tô') 

(15) 

(16) 

Expandimos agora o operador bosônico de forma idên 

tica a (4), excluímos contudo o modo zero devido a ser singu- 

lar o que representamos pela prima do sinal de somatório. 

$(^)» £' ] rü>T' 
(17) 

Da relação de comutaçao dos 

í(o’)3^ -y 

(18) 

deduzimos de (17) a relação de comutação para os e 
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(19) 

A Hamiltoniana calculada a partir de (17) é 

ao 

j-) — uJui 

>í=-l 

(20) 

0 operador conexação tem naturalmente a mesma for- 

ma do caso antiperiódico (7), da mesma forma o elemento matri 

ciai e expressado por (9), mas agora com dada por (16). A 

curvatura também possui a mesma forma: 

-I 
CO 

^--dC> 

OJhaU)i^ 

U)ic 

1^0 (uj -Lc.) 0 — ©(-tOti ) 
gv>Í6]nY^')íJ- 

I 
C-'OD 

^(ó)—f(&') oo 

. L- ■ I Cz \AA (^LOji^vS) GC'^^) 

^ o 

(21) 

- 0 (^- 0Jx+vu)^( 

A segunda soma em (21) é 

[©(uJe-O £ 
(22) 
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e portanto (21) pode ser reeescrita como: 

l V' 'Lr^iSl 
z_ e L 

^ \ TI 

Z4niAfo] ^Cc) 

- CG' í'j 

(23) 

- i-n 

éu'^C'S) ^ 

Daí podemos escrever 

TÍ M i 
(24) 

Podemos observar que o termo mais singular é o me^ 

mo do caso antiperiódico como deve ser e que os termos de con 

torno (24) são o dobro do caso antiperiódico. Este comporta- 

mento, semelhante ao caso fermiônico, nos indica que as teo- 

rias bosônica e fermiônica são equivalentes para condições p 

postas de contorno. 
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CAPÍTULO IV 

A fase de Berrv e a Anomalia Gravitacional 

No capítulo anterior calculamos a curvatura do fi- 

brado vetorial de espaços de Hilbert sobre a variedade YVA 

Neste capítulo veremos a relação desta curvatura com a anoma- 

lia gravitacional com o auxílio da fase de Berry. 

Esta relação é devida ao fato de que a fase de Ber- 

ry pode ser interpretada como a ação efetiva da teoria consi- 

derada. No apêndice B fazemos uma revisão do conceito de a- 

ção efetiva, e nos apêndices C e D calculamos a ação efetiva 

da teoria fermiônica e bosônica, os resultados coincidindo ocm 

os obtidos neste capítulo. Antes de passarmos para a fase de 

Berry no contexto da teoria quântica de campos, faremos uma 

pequena revisão de como a fase de Berry na mecânica quântica 

pode ser vista como uma modificação da ação efetiva. 

IV-1) Significado Dinâmico da Fase de Berrv 

No capítulo I vimos como um trajeto adiabático ao 

longo de um laço fechado C no espaço de parâmetros externos 

da Hamiltoniana a função de onda do sistema ganha uma fase ex 

tra em adição à fase dinâmica convencional. 

L' riíc)] |^O^CT))) 

Como vimos a fase de Berry está associada com o 

cruzamento dos níveis de energia que proporciona uma topolo- 

logia não trivial ao espaço de parâmetros. Nesse sentido B. 
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Simon Í2] deu à fase de Berry o significado topológico de 

holonomia do fibrado vetorial das funções de onda parametri- 

zadas• 

Na expressão (1) a fase de Berry tem um significa 

do estático, i.e., o desenvolvimento no tempo dos parâmetros 

externos é dado no começo. Mas na verdade os parâmetros são 

objetos dinâmicos, por exemplo no caso da teoria de Born-Op- 

penheimer , a distância internuclear que é congelada no pro 

cesso adiabático, deve ser considerada um objeto dinâmico. U 

ma indicação do significado dinâmico da Fase de Berry é a de 

potencial vetor que aparece na Hamiltoniana como vimos no í- 

tem I.l). 0 argumento contudo tinha natureza local, agora ge^ 

neralizaremos Lll] esta interpretação para ressaltar a natu- 

reza global do problema. Para isto adaptaremos a formulação 

de integral de trajetória para o problema da interação de dq 

is sistemas, cujas variáveis são denotadas convencionalmen- 

te como internas e externas; g. e X respectivamente. Adap- 
^ f \ 

taremos como Hamiltoniana _ U Cçj./^ / Wo onde a 

Hamiltoniana interna ^ não depende do momento conjugado a 

X . Consideremos o traço do operador evolução ^ C”*") = 

C-iHT/fe)3 que é escrito como: 

Çy<^uUo\yolexp['i (2) 

Na equação (2) é considerado uma transição do estado inicial 

na forma de produto 1 ('S ® (Xo>) retornando via 

laços fechados ao mesmo estado, onde denota o autoes. 

tado de e 1»^ é o autoestado de ^ quando 

X^Xo com autovalor Ao) , Discretizando o tempo e utili 

zando a relação de completeza para X , temos 
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<vAM^yoUxp l-\ HT/^] a) - 

com €. = "^/>J . Para t'>-0 temos: 

dXkl «xpC-i He/t,] I X,.,> <x,|€^fL"-j ií„e/t,] , 

- exç [-ikCxOVt,] =/■='*’*«'<?£ (4) 

exp [-iú(x.] e/*,] 

A equação (2) pode ser reescrita como: 

k(.T) Z]t„„Cc) ^ 
(5) 

onde óoC^'^ = PX — Ho ) <J t é a ação para o 

sistema externo ao longo de laços fechados ^ é a 

amplitude de transição interna dada por: 

^ exp e/ty] • .. CXf[-ilAPO&Al (6) 

( 6 ) é o produto ordenado no tempo onde ^ denota a Hamil- 

toniana no ponto X-Xk. do laço C . Se chamarmos de 

a solução da eq. de Schròdinger dependente do tempo; 

|^Ct)> = O com condição inicial 

t<^Co)y = |kC)^o')> . é escrito como 

Tw.w Cc):^ <^Uo)| iLCí)') 
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Suponhamos agora que o período T seja grande.In 

serindo a relação de completeza para os estados do sistemain 

terno para cada ponto das variáveis externas ^ =■ | 

a eq. (6) é reescrita como: 

(7) 

Da aproximação adiabática considera-se somente 

transições entre estados com o mesmo número quântico V\ ^ 

1 €xp C'• Utilizando a relação 

é a energia do 

nível adiabático no ponto obtemos: 

T„„ Cc) -- exfZ-^ <®> 
*>1 O 

onde <(ia(Xo) ) é dado como um produto infinito 

tj 

<\VA (^Xo) ] W — lilAA C 
k>-j oo 

onde foi adaptada a convenção de fase ^ K c^r)> • 

A expressão (9) envolve a história da excuriao no espaço 

a qual é indicada pelo sufixo C . Cada fator 

define uma "conexão" entre os pontos separados infinitesimaj^ 

mente X'»-, e , (9) nos dá uma conexação finita ao lon- 

go do Circuito C pela divisão de pontos logo da rela- 

ção aproximada 
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A eq. (9) é reescrita como: 

(10) 

<1 ^CVo') ] - êxp Pl^CoJ 

com 

rjo- -^<.,,^1 

c- ^ ^ 

(11) 

A eq. (11) é a fase de Berry, que foi agora derivada com um 

argumento similar ao de B. Simon j^2]] . Podemos agora escre- 

ver a integral de trajetória efetiva associada à mudança a- 

diabática da variável externa X : 

(12) 

onde 

s - So C>í-t) 

é ação adiabática. 

De (12) temos o significado dinâmico da fase Pt, (c); 

é uma ação topológica que modifica a ação efetiva usual. Se 

escrevermos u>- cit com I i a ação 

efetiva (12) pode ser interpretada como a ação de um campo de 

"gauge" efetivo descrito pelo "potencial vetor A. 

IV.2) Fase de Berry em teoria guántica de campos 

Para fixar as idéias consideremos o transporte a- 
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diabático do vácuo de um sistema de bósons e férmions situa- 

dos num campo gravitacional externo. 

Nos interessam férmions de Weyl-Majorana descritos 

pela Hamiltoniana: 

F XXC>^) •. (13a) 

ou bósons quirais descritos por: 

(13b) 

como foi visto anteriormente o campo gravitacional é repre- 

sentado pela função positiva iaÍx) . 

Façamos agora \^U) depender do tempo "t de modo 

adiabático com a condição uL'>^^ . a eq. de Schrón- 

dinger dependente do tempo é: 

neste caso a eq. (11) da fase de Berry, com a substituição do 

índice discreto ^ pelo contínuo x é: 

d-t J)C (vo.c^\yiix,t) I -I- -A 
AmÍv,!) 

K/CiÇm. (jc,t)'^ 

(15) 

A fase de Berry (15) pode ser reescrita, lembran- 

do a definição de introduzido no capítulo III como ope. 

rador de transporte paralelo dos funcionais de onda do siste 

ma quântico: 
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dx ú(x,t) (va 

— / \XC^,-t) Ai^;t) 
(16) 

onde: TT (jc) ^ A- r r + rc^) 

com •= (vac^u(x,t) ) n()t)/u(/,t;,vac> (17) 

Na expressão (16) foi usado o fato de que sempre 

podemos redefinir o vácuo por uma fase funcional de u(>c) : 

\vo.C ,uLXyt) ^ —) C iva C ^ lA. U;t) ^ (18) 

Como anteriormente podemos reescrever a fase de 

Berry (16) como uma integral de "loop" no espaço dos M(>f) : 

- i) JM A - \ Ç Ui^d ZtfI 

J J (19) 

com Çi ^ S A (20) 

A expressão (20) mostra que a teoria é invariante 

pelas transformações de "gauge" de uma fase funcional de u(x) : 

A -> A + J ^ M ^ A + ^ A [il3 

Isto é consistente com o procedimento .indicado em 

(18) . 

Na expressão (20) é a curvatura do fibrado cons- 

truído sobre YV^ (espaço dos aCx) ) . A fibra sendo o espaço de 



79 

Fock para cada . 

Veremos agora que o termo (16) corresponde a apro 

ximação adiabática da anomalia gravitacional de fermions ou 

bósons quirais. 

No caso dos fermions de Majorana-Weyl com condi- 

ções de contorno de Neveu-Schwartz temos III 2*1. (24); 

:3viaU) 
-t 

(21) 

onde . No caso de condições de contorno de 

Ramond a expressão para A(^) é análoga e (21) com o 2^ ter- 

mo dependente em L trocando de sinal e sendo multiplicado 

por 2. No caso dos bósons quirais com condições de contorno 

periódicas a expressão é análoga a (21) a menos de um fator 

2 que multiplica toda a expressão. Com o auxílio de expressão 

(21) podemos escrever a ação efetiva (item IV.1) como: 

, cliíol-t (x^t) /(_(;>r^-t) - ^ 

onde é o componente estática e a aproximação adiabática 

sendo exata à menos de correções de segunda ordem nos deriv^ 

dos temporais. 

Consideremos agora um campo gravitacional fraco: 
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'a(x) 1- Ul 

( V Ut. 
l'2Ut (23) 

Até segunda ordem em a ação efetiva (22) escre. 

ve-se: 

J_ 

?4n 
U"í- - 

(24) 

O segundo termo do lado direito desta última expressão reprp 

duz a ação efetiva do apêndice C na aproximação adiabática: 

s 

4^-n 

OOi^ 3+ -J- C ^ y. ') 

De fato 

(25) 

_£t! _ ((?x+Pt) 

' p< 

S ( (-1 -flt ) 5 
^ px ' pi^’’ + "Z. px 

na aproximação linear em <^-t . 

Observe que a expressão (25) é a única ação inva 
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riante de Lorentz adimensional e que reproduz o termo linear 

em St na fase de Berry. 

0 último termo de (24) corresponde a correção de 

volume finito do espaço e desaparece para Loo 

Por um procedimento análogo C'5] o último termo de 

expressão (24) pode ser obtido à partir da aproximação adia- 

bática de quantidade covariante de Lorentz: 

+ 
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CAPÍTULO V 

Álgebra de Virasoro 

No capítulo IV interpretamos a curvatura ^ como u 

ma anomalia gravitacional, neste capítulo veremos que a curva 

tura também surge na álgebra dos geradores de difeomorfismos 

(i.e. transformações conformes) como um termo de Schwinger. 

Obtemos assim a conhecida álgebra de Virasoro com exten 

são central. 

V-1) Caso Fêrmiônico 

Queremos examinar agora a relação entre a curvatu- 

ra ^(6,6') do caso discreto (Neveu-Schwartz ou Ramond) com a ál- 

gebra de Virasoro. Devido a nossa interpretação da curvatura 

como uma anomalia gravitacional façamos as considerações que 

se seguem. Consideremos uma transformação infinitesimal geral 

de coordenadas: 

Neste caso os "zweibein" transformam-se como 

(2) 

e da definição de no Capítulo II: 

ez + qjZ 
(3) 

temos para uma transformação estática com •f que KÍícj se 
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transforma como (ver seção II.2) 

onde introduzimos o parênteses de Lie: 

Obtemos assim um álgebra de Lie para os 

^ 4,5') (6) 

Na teoria quântica de campos conforme, uma simetria 

contínua é dada pela exponenciação de um operador Hermiteano. 

Para a simetria (6) ela é realizada quanticamente pela expo- 

nenciação do seguinte gerador infinitesimal: 

T| > f 'ds TÍ(<5) 

onde iJtí é o operador que realiza o transporte paralelo em 

Vn ^ (7) satisfaz a álgebra: 

^ ' *^4,3') (8) 

Obtemos portanto uma representação fiel da álgebra 

(6). A unitariedade da representação do grupo pode ser compro 

vada considerando o domínio de iL . É suficiente que a norma 
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do estado criado por Tf do vácuo seja finita: 

Tj]vac^^yll ' |Tf Ivac^u»/ '4^ I Í^dí4 w)(;6) 

* <(to^ 1-r < CO 
^ ' I ivAW) 

Onde este resultado e valido tanto para o caso de 

condições de contorno periódicas ou antiperiódicas. 

já que Tí(d) comuta com o operador fermiônico, Tf 

não transforma os campos. Sua ação é uma transformação passi- 

va da métrica. No nível clássico a covariância da Hamiltonia- 

na implica em que uma transformação passiva da métrica seja e^ 

quivalente a uma transformação ativa dos campos. Veremos que 

quanticamente isto não é mais certo, devido à presença das a- 

nomalias. 

Com esse fim consideremos o operador 

(9) 

que gera uma transformação infinitesimal conforme no fermion (o 

qual possui peso conforme meio: 

(10) 

Para simplificar a notação particularizamos agora 

para o caso de condições de contorno de Neveu-Schwartz. Neste 

caso é expandido como: 

(*) eq. 10 - No caso geral de um campo primário de peso a 

transformação infinitesimal correspondente é: 

(10a) 
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■''J^©(.wutjGQ^cu^ui^ ■*■ 
■ - à-avw^ ^ b,vM=-00 

í- 4 ® C'Wk:) OC^^)-^ 6 °^-\í-\ ] 

(11) 

onde o operador 'Xj, foi ordenado normalmente de maneira que o 

valor esperado no vácuo seja nulo e tornado hermiteano com: 

j2^(k,w)r - 
LOkU 

"TT” (12) 

Outro tipo de ordenamento de difereriria de 

(11) pela adição de funcionais de va(y) independentes de Av^ e 

Utilizando (11) podemos calcular a álgebra dos , 

com a ajuda da fórmula (18) do parágrafo 1) do capítulo III 

oO 

I tí y^=-cO 

0[oò^) (13) 

0 primeiro termo do lado direito da equação (13)po 

de ser obtido facilmente à partir da cálculo ingênuo da ex- 

pressão que define ,(9); já o segundo termo é o termo de 

Schwinger cujo cálculo apresentamos à seguir: 

^ ij >4/1= -OO 

L vi'^<5)vi'^(cS'') CO 

> {^0(uai,u] © ' ©C^'^1 
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Definindo 

ao 
K 

VA.--CD 

1TM'A 

lí-vK-vA a soma da expressão tl4) é: 

i? 4^? ^ 

- 0CvVvo.)©(-'U3^va)J = ^^(vAl-l')e 
'-* §1^ tA, s -05 

ZTIIU 
L- 

(15) 

Inserindo (15) na expressão (14), temos: 

T.S .- 
Z4l'vit<s)v»^(^6’) 

y íal Cv^l.►,)e 
jZ 

"intiA. 
L 

(16) 

Agora 

£0 

t=-oo 

ttvvlc 
= LvaCí) SC^'6’) 

(17) 

logo 

o:? 

k e L 

■»» , t í(0-?(<!') 
-y L I. ê"’""   
Z Ü Wr --<fc 

Ví-'CC 

L’' uaC<s1 C^Co')>c’ ) K<5-^íS') (18) 

^ ,3,   
e ^ t*e l 

k--taO 

— IaCó) ('^^<3') ^6’)^ %U~<S') 

(19) 

Inserindo (18) e (19) em (16) obtemos que o termo de Schwinger: 

-í 

Z-r 
Ò6 R<srt,l^+ ^ 

(20) 
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Da mesma forma podemos calcular o comutador de 

com obtendo: 

(21) 

Os termos de Schwinger (20) e (21) são não triviais 

isto é, não podem ser removidos pela adição de um funcional de 

um funcional de vi(ó) independente de e . Para que pu- 

desse ser anulado o termo de Schwinger deveria ser função de 

(f,g)Có') e somente o segundo termo do lado direito das equa- 

ções (20) e (21) pode ser reescrito assim. Para anularmos e^ 

te termo redefinimos o gerador ; 

T.TI 

- — fdo 
- N V-j 4 

(22) 

que satisfaz a álgebra; 

4^tí o w) m(íí) 
(23) 

Zn 

^ 4òT7 7o 1/1 Yá) ^Có) (24) 

A mesma álgebra seria obtida para as condições de 

contorno de Ramond com o gerador redefinido: 

lll L vi*{<s) (25) 
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Notemos que estas redefinições são nÍo locais em 

'aCvI e se anulam no limite do contínuo L-íoo 

Quando iaÍx). 'f (23) é a álgebra de Virasoro com ex 

tensão central como é esperado para um fermion de Majo 

rana-Weyl. 

Agora definimos o operador que será o gerador adia 

bático das transformações do fermion: 

(26) 

0 Hamiltoniano é dado por W'^v^ de (9). Notando que 

os termos de Schwinger (20) e (21) são nulos quando ^(6)-'^('3) 

ou (^C6)r> \a(.6) segue-se que 

(27) 

logo não cria nem destrói fermions. Gera portanto trans- 

formações adiabáticas em . 0 operador que realiza o trans- 

porte paralelo no vácuo pode ser definido como a projeção de 

sobre o vácuo: 

I I èLA(.<3) 
(28) 

Calculemos agora explicitamente (26): 

Tv‘^‘'=£“'d<s G,461-7rtc) - 

J- [ d<5T Çió) : 4;^(ó) 1 "^<5 : 
Z >/o 

(29) 
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Se considerarmos a expansão de e do operador 

expressão (11) teremos como resultado final: 

que justifica a denominação de adiabático para || definido 

por (26). 0 operador gera transformações conformes no o 

perador fermiônico: 

(31) 

Onde utilizamos que CT| ^4;(6)3 = 0 e a expressão(lO). 

Construímos portanto um operador que preserva o vácuo e rea- 

liza transformações conformes de iffc) . já que — 0 

mostemos também que T ge ra transfromações de 

L ^ 4^m(5)1 = -iíph) 
(32) 

T- 0.0 
j satisfaz à seguinte álgebra. De (28) temos: 

• ad 
I t;: , + ("d, £IÉ j íí-‘ 

"n Jo ( L" J K(c) 
(33) 

* FcSrmula (12) de III 2.1. 
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com extensão central idêntica (à menos de sinal) da álgebra 

dos (20), determinada pela curvatura dada no ca 

so de Neveu-Schwarz pela expressão (23) do item 2.1 do capítu 

lo III. Para o caso de Ramond a extensão central seria dada 

por (23) do item 2.2. 

V. 2) Caso bosônico 

Podemos analisar o caso bosônico de forma análoga 

ao caso fermiônico. Como foi visto no cap. II, item 2 (22a) a 

variação de métrica por uma transformação ativa de coordena- 

das pode-se escrever: 

(1) 

O gerador das transformações conformes do campo to 

sônico é definido por: 

I I r "Z-TT 

I ^~ I j'fc) ^ C’s) 

que é a transformação esperada de um campo de peso conforme nu 

lo. 

0 operador expandido com o auxílio da expressão 

(4) do item III) 4.1. pode ser usado: 

—) CO^ 
^ V L 

UJ 

fO h((s1 m(<í) 
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e portanto: 

oo 
I J UJ, 

o K\(<S) 

i_ 
' ■+ 9^wT(<3)\ov 

Logo: 

L 
•.r^.4wí-=-2: 

„ ^ 'l 2 íC ' 9^-*(<=)<?*«WW,k, - 

‘A,lc = o VaV<S'') l 

oP luj^^Ulfc) C 
, (,uju.--ujií.)TCo1 

L 

;[ e(uu^)ôCvuu) ■ -^ ©Cu..')eC'w.)v,„\,,^,, - -i©(-^„). 

©(.LOk,^ 
S ^'v.-i Sb* 

(5) 

Substituindo (5) na expressão (2) segue-se: 

le C'w«)©(.u.«)^ 
-^-'1 IhA 

(6) 



92 

com 

n ,-z-n 

L J. 

(7) 

A álgebra dos é idêntica à expressão 1.(13) do caso fer 

mionico: 

CI4 ■'' ^ lfC'^A)Í3 L © ©("^u.] - 
|£.,Wa = -OC> 

- 0 ^ Cf,^) S . 

o termo de Schwinger T.S. de (8) é calculado à seguir: 

(8) 

r Itt 
T. S . ' I ds ci. U)wv e 

(,^'C -40l~v.) C? (ô) -- J (<51) ^ 

L©('-^k)0C'‘^^) 0 CuJvu) 0 ^ 

(9) 

Introduzindo ><:^'\aa — va , a soma da expressão acima escreve-se: 

V  i  
i, e L 

ct? 

^ L 
\A----Ol5 X<*.= -CO 

- y_ va(^2m.*'-e l) e 

CjÇ5bj_Mj 

L 

k = -oo (10) 
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Inserindo (10) em (9) temos: 

T. s . - CÍ6 do' 
'o 

íh^6-) 

u = -CD 

2t 

dislí^ íl[v^un«f- 

Jo VaK<^) I L J 

(11) 

Analogamente ao caso fermiônico introduzimos o o- 

perador associado ao operador que complementa o tran^ 

porte paralelo em "YTl 

2-n 

T; ' ê(S (12) 

,74] I 

satisfazendo a álgebra: 

CTkT,1- ^Tu, ò) (13) 

A expressão explícita de 14 pode ser obtida à partir da ex- 

pressão (7) do item III.4.1. para rW: 

<-[ dí ,k->(ecu.oeu^)Vv4- t 
' dHls) ld|M^--CO 

(14) 
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ol£)i, 

Lembremos que: 

^iX)u.\ 
I ÇuCô) 

/ (lUi^Lü*,) 
-ÜJlAl)? (4) 

e 
UJ^ 

- UJ^ (15) 

e integramos por partes na última integral de (14) somente o 

termo correspondente a -"f , obtemos então para a 

última integral (14) a expressão: 

( ilwiiÃüIj’í©Cuv)0C^^^ - 
Jo Ml I Z 

■OClUií) 0Cru>vJ) WW- f 

2 
0 0U)k;)0(uJ^) 

•ík>- S 

(16) 

Observe a troca assimétrica de sinais ocorrida no 2- e 32 te^ 

mos da expressão (16) devido à presença na expre^ 

são (15). A expressão final de (14)é: 

iíll y Jiüü.wl] fe(u)^)0(vu^]u^ A- - 

" y ocvAJij) & ' y ©c-LUi<.) 0[o}ui) \ 

(17) 
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onde 

T-Tk r '^ti 

U,0(=)TT“‘'fa) 
(18) 

diabético 

Das expressões (6) e (17) temos que o 
ad 

escreve-se: 

gerador a- 

V' = ' Í4 

OuA 
Da expressão ( IS) segue-se a álgebra dos Tj. : 

Zr\ 7tí 
CÍ6' C j,vA) [O va)(íí') - 

Jo 

- ' T ' 

tT, 

Jí — wU)^, ^iiL 
n(,6) 

(20 ) 

Observe que neste último caso aparece o mesmo termo de Schwinger 

que dos na expressão (11). De (8), (13) e (20) obtemos: 

XíT 

ia^C<í) L3 viCs] 
(21) 

Observe que Note também que para o T . S • 
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da expressão se anula assim como em (20) e (21). Segue - se 

então que: 

o que está de acordo com a interpretação de 

rador adiabático, isto é, quando atua em um 

não cria nem destrói bosons. 

Tf como um ope- 

estado qualquer 

V - 3) Conclusão 

A ligação dos conceitos de anomalia com o de cur 

vatura provou ser não somente elucidativo do ponto de vis- 

ta físico-matemático como prático para o cálculo de anoma- 

lias. Há muitas extensões possíveis deste método de cálculo, 

p. ex, a análise de um sistema supersimétrico contendo fér- 

mions e bósons,e sistemas bosônicos ou fermiônicos com um 

campo de gauge. Lamentavelmente o método não tem lima gener^ 

lização simples para mais de duas dimensões. 
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APÊNDICE A 

Alguns resultados de geometria Riemaniana 

Os "Vielbein" especificam um sistema local orto- 

. . H 
normal de vetores para cada ponto da varxedade geometrica sob 

consideração. Eles são definidos à menos de rotações lo- 

cais 

e°-> L-be*" , . , ^ 
( CK =1. . .d=dxmensao de varxedade) 

com os L b satisfazendo: L o. L b VjcJ - ^ seja, são re- 

presentações de ou dependendo da signatura de 

(Euclideana ou Minkowskiana) . 0 formalismo dos "vielbein" 

é necessário somente para teorias com spin seminteiros já que 

estas teorias não podem ser representadas por campos tensori- 

ais ^ representações de (grupo linear real 

de dimensão <J o qual é simplesmente conexo e não possue re- 

presentações espinoriais). 

A fim de definir o transporte paralelo na varieda- 

de devemos introduzir uma conexão que no caso Riemaniano pode 

ser determinada pelas duas condiçois: 

I) A métrica é covariantemente constante. 

II) A conexão tem torsão nula. 

As conexões podem ser definidas no sistema de coor 

denadas ou no sistema tangente dos "vielbein". Introduz^ 

remos a conexão nos dois casos definindo a derivada covarian- 

te apropriada e tensor de torsão. Mostraremos como se determi 

na univocamente a conexão em cada caso. Isto nos permitirá 

determinar a relação entre os dois tipos de conexão. 



98 

Definiremos primeiramente a 1- forma conexão na 

base tangente: 

LO“" b = b^A 

Esta conexão define o transporte dos sistemas orto 

gonais de vetores pela variedade. Para uma translação por um 

vetor infinitesimal % o sistema gira pa- 

ra fc, . já que o transporte para 

leio deve manter o ortogonalidade dos sistemas (isto é, dei- 

xar a métrica plana invariante) impomos cb = 

= 0 . Isto significa que a matriz b é antissi 

métrica: 

(A^ C>~]o ^ ~ bl b CK 

Esta expressão é equivalente à condição l) como se. 

rá justificado adiante. 

Vamos definir agora a derivada covariante que atua 

num tensor arbitrário que é uma p -forma X t» - -. 

no sistema tangencial (cx e Io sendo índices de Lorentz locais): 

DH - d £ ■^L^y'S-2 

onde 

~ U) 
b... ( SoviAa &obr« os íuc/lc^s C\ )- 

-C-iYL 
ck.. 
y • ’ 

1-0 ^ ( SoVm.q SdbrTZ tcxjos OS \Íac) IOPS. Io * ) 
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A curvatura e a torsão são 2-formas tensoriaisde 

finidas por meio dos "vielbein" e de conexão de spin por me- 

io de: 

b c d OO Io lO OJ b 
-i R tocd eS 

= d e'" + De^ 

A fim de se ver que a conexão é univocamente d^ 

terminada pela condição de torsão nula, seja de'^ - ' 

b = to c e , logo 

= de^^-f 

Daí temos: 

^ a , toc LOa.b,c — UJo^c^ b 

(os índices no sistema tangencial são elevados ou descidos por 

\Tj OU Vjtjív ) que por permutaç oes cíclicas da: 

tOo.\o^c “ ' , to, j (to o ^ CO. % c y *W> 
(2) 

P 

Lembremos agora a conexão na base das coordenadas 

P /~1 V- 
^ ox chamada de conexão de Christoffel. Da me^ 

ma maneira que antes^definimos derivada covariante agindo na 

forma tensorial ^v. (na base das coordenadas) por: 

V -- d ^ Cf’, ] 

R V = r-, 4 R;;,^dx‘ci.r 
com a curvatura definida por: 
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A condição l) 'C7k =0 e a condição II) T*" = 

T ^ j, dx^ci^r = cl^x°‘+ f ou equivalentemente 

T */*;- ' C r 'rj*,^)'^implicando a simetria dos ^ . As condi 

çÕes l) e II) definem univocamente a conexão por meio de: 

r ^ (3: 

o tensor de torsão tanto no sistema tangencial co 

mo no sistema de coordenadas devem corresponder ao mesmo ob- 

jeto geométrico ou seja: 

*<■ TCK C\ \ 

Esta expressão permite relacionar as duas conexões. Temos 

^ c)e^ + - 

e portanto: 

<2 
C\ 

- ^v(eVl + Vaj 
CK 
Io ,V^ € 

Daí segue-se: 

com So. • Notando que devido a condição I): 

O = C e% ■»- \7c e). 4 

implica usando ^íg'^'^)=0 . 
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E lo ^ C\ V " t A ^ k* ^ 

que por (4) dá antissimétrico. É fácil de se veri- 

ficar que o tensor de curvatura no sistema de coordenadas é: 

e R“. 

ou seja I /i> e ^ sb descrevem o mesmo objeto geométrico devi- 

do a (4) 
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APÊNDICE B 

Sobre a ação efetiva 

Vamos ilustrar o conceito de ação efetiva para oca 

so de um campo de "gauge" externo não abeliano, interagindo com 

férmions quirais. Neste caso a ação efetiva para um fermion 

de Weyl em duas dimensões escreve-se: 

I VV[a3 f )- I I 0^ 
a = dfdféiJ ^ T 

Graficamente a ação efetiva representa a soma de to 

dos os laços de férmions conexos com fatores de simetria 

onde lA dá o número de vértices de cada laço. Ilustremos ago 

ra como a ação efetiva está ligada com a divergência da corren 

te fermiônica. Sob uma transformação de gauge infinitesimal 

A-' A - 0/Cr , de (1) segue: 

wCA-t)ArJ-w[Aj .-J = 
[ 

0 
SW[A] 

(2) 

Observe que: 

/A A SwCa] 

(3) 
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representa a corrente fermiônica num campo de "gauge" de fun- 

do . 

Dessa maneira se a corrente não for conservada co- 

variantemente a ação efetiva não é covariante de "gauge" e vi 

ceversa. 

A ação efetiva de um fermion num campo gravitacio- 

nal externo escreve-se: 

X e (4) 

onde: 

I 

(2 r: jJe.tC'yl= ^ sendo o " veilbein" e sen 

do o elemento de volume invariante (o qual geralmente não se 

escreve na linguagem das formas o que será feito à seguir). 

A ação clássica (1) é invariante sob transforma- 

ções de Lorentz locais e sob transformações gerais de coorde- 

nadas : 

x'/"Cx) 

Sob estas transformações o fermion transforma-se respectiva- 

mente como: 
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(transformação ativa). 

Sob uma transformação de Lorentz infinitesimal lo 

cal - '1a variação de ^ é dada por: 

S w/_ 

(5) 

o tensor de energia momento é definido por: 

T 
Z ^ S\A/ 

jícT' £ 
3 

Esta definição é adequada se a ação for um funcio 

nal de 3"'^’ . Entretanto no caso dos férmions a ação 

é um funcional do "vielbein" e da conexão de spin lu*vo' 

W • Podemos expressar o tensor de energia momento 

r" em termos das derivadas funcionais em relação ao "viel- 

bein" da seguinte forma: 

SW_ 

^ e T € 

Multiplicnado esta última expressão por €v3<r segue: 

^ C- C Io í 

Definindo Xc\. lo 
y- V 

Sw 

(6) 

segue-se: 

(6a) 
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e portanto (5) dá; íoiTo>b , 

e como é antissimétrico, To.fc deve ser simétrico para que 

a teoria seja localmente invariante de Lorentz. 

Sob uma transformação ativa de coordenadas conside, 

ra-se a variação na forma dos tensores e não no ponto do espa 

ço-tempo: 

I 
... 

V/b ... 

e o volume de integração eU)^ é invariante. 

Portanto se fizermos uma transformação infinitesi- 

mal de coordenadas a métrica varia como: 

' ^;J.Y W' Vy-I/A 

onde dá a derivada covariante. Por exemplo: 

-- V?' - 1.C C 

com: 

é a conexão de Christoffel. 

Agora da definição dos "vielbein" temos: 

podemos obter a transformação correspondente: 
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A variação de W sob a transformação infinitesimal é: 

onde foi feita uma integração por partes no primeiro termo e 

utilizada a expressão (6.a). Quanto ao segundo termo utiliza-se a expres- 

são para a conexão: (fórmula 4 do apêndice A) 

a 

1^ 
<\ 
V 

onde E V3 - ^ . Daí segue - -Uy a qual é 

enpregada diretamente no segundo termo de (7). 

Se a sxmetrxa de Lorentz for preservada I e simétrico o 

segundo termo sendo nulo devido o antissimétrico de ® teremos: 

(8) 

Para que a ação efetiva seja invariante por transformações 

rais de coordenadas é necessária a conservação covariante de tensor de e- 

nergia-mcmento. Assumindo simetria de Lorentz e W dependendo só de 

devido ao fato : 

taros 
r // S vt/ 

Substituindo 

(8). 

é integrando por partes, segue -se 



107 

APÊNDICE C 

A ação efetiva de um férmion de Maiorana-Wevl num campo qra- 

vitacional externo 

Do capxtulo II temos que a densidade de Lagrangia- 

na para um férmion de Majorana-Weyl a duas dimensões é: 

J> t 

Z 
(x Z ' 

(1) 

onde lA Cx) ^ 

(2) 

Segundo o método do campo de fundo supomos que 

é inf initesimal e até segunda ordem em a densidade de 

Lagrangeana (1) fica: 

(3) 

onde ■= -!r ÍXX - ICX-' ) r J- Z.' à X 

(4) 

X, - r zz' = Z Kt x.Xx:.— 
^ ISt} (5) 

onde 

gador: 

A 5.6 = a(' 6) - "âx '' t àx*" 

Da Lagrangiana livre (4) podemos calcular o propa 

-i lc: X 
<0|TX(:x)'Xío))0> = -i- [<P]^ ^ ^_ 

^ ^ C2i\f k_ + 'Z/k4- 
(6) 
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A forma do polo em é necessária pela 

transformação de Lorentz. Do termo de interação calculamos o 

vértice da teoria: 

X 

A única contribuição para a ação efetiva provém cto 

seguinte diagrama de Feynaman 

4r + p 

Utilizando as regras de Feynman temos que o diagra 

ma tem valor: 

O primeiro, segundo e quarto termos na frente da integral (7) 

são devidos a, o laço de férmions e a realidade do férmion.In 

tegrando por resíduos em relaçao a k_ devemos ter polos com si. 

nias contrários para que a integral não se anule. Se supormos 

que pt>0 kjf fica restrito ao intervalo 0'> k^ > ~ 

O resultado destas operações em (7) é: 

J 
p~_) 

?- (8) 
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No espaço de coordenadas a contribuição para a a- 

ção efetiva é; 

s (9) 

No cálculo de (8) nos usamos o critério de que (9) 

fosse invariante de Lorentz para descartar todos os termos lo 

cais (i.e. polinomios no momento externo) C• 

i 
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APÊNDICE D 

A ação efetiva de um bóson quiral real num campo aravitacional 

externo 

Do capítulo II calculamos a lagrangiana de um bóson 

quiral real em duas dimensois: 

,2 

(1) 

onde lA U) 
u- 

UI 

(2) 

Expandindo em potências de "U- , temos que (1) até 

segunda ordem em Vi”l é: 

(3) 

onde U - t íi4'-</>''') 

A,-- 

(4) 

(5) 

Da lagrangiana livre (4) temos o propagador; 

<^o|T 
I e 

Do termo de interação (5) temos o vértice da teoria 

4 

f 
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Igualmente ao caso fermiônico a única contribuição 

para a ação efetiva provém do diagrama: 

lí 

Que tem como valor: 

Cz\ < [i)'x 
tj^lí 

(7-n)'' (líi-kx ■*' \ (6) 

k.t f‘ / 

Integrando por resíduos em relação a ^, temos pelo menos ar 

gumento do caso fermiônico: 

dt: X. 
tkx+px) 

p-t - f ^ 
(7) 

No espaço de coordenadas a contribuição para a a- 

ção efetiva é: 

No cálculo de (7) utilizamos o mesmo critério do 

apêndice C de tornar (8) invariante de Lorentz. 
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