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Resumo

Esse trabalho apresenta um estudo sobre técnicas de reinicializacao para métodos level-
set com aplicacao em escoamentos de fluidos. O transporte da interface é feito com um
método WENO de quinta ordem para as derivadas espaciais, e um Runge-Kutta de terceira
ordem para a derivada temporal. Utilizamos malha uniforme, no contexto de diferencas
finitas, e nos limitamos a estudar casos bidimensionais. Apds o estudo da adveccao da
interface, apresentamos duas técnicas de reinicializacao para restaurar a propriedade de
funcao distancia da funcao level-set sem, que haja perda de massa. A primeira das
técnicas consiste na resolucao de uma equacao diferencial parcial, e a outra é puramente
geométrica. Utilizando as Equagoes de Navier-Stokes, estudamos duas técnicas para o
calculo da forca devido a tensdo superficial: CSF e SSF. Apresentamos testes numéricos
com velocidade prescrita para verificar as duas técnicas de reinicializagao, e resolvemos
problemas de escoamentos bifasicos com tensao superficial para verificar como as duas
técnicas de reinicializagao se comportam nesse tipo de problema.

Palavras-Chave: Level Set, Técnicas de Reinicializacao, Escoamentos Multifdsicos,
Representacao Implicita de Interfaces.






Abstract

This work presents a study about redistancing schemes for level-set methods with
applications in fluid flow. The transport of the interface is performed with a fifth order
WENO scheme combined with a third order accurate Runge-Kutta method. After the
advection of the interface, we analise two redistancing methods to restore the distance
function property of the level-set function. The first method consists in the solution of a
partial differential equation, while the other is fully geometric. Using the Navier-Stokes
equations, we study two different techniques for the calculation of the surface tension
force: CSF and SSF. In order to numerically verify the two redistancing schemes, we
present tests with prescribed velocity field. Finally, we apply the redistancing techniques
for solving biphase fluid flows in the presence of the surface tension.

Keywords: Level Set, Redistancing Schemes, Biphasic Flow, Implicit Surface.
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CAPITULO

1

Introducao

Muitos problemas em Mecanica dos Fluidos contam com a presenca de dois ou mais
fluidos. Para simular computacionalmente esses problemas, é necessario representar de
alguma forma a regido de fronteira (interface) entre os diferentes fluidos envolvidos. Ex-
emplos de problemas que envolvem dois fluidos sao problemas com sprays e atomizacao
[19].

A representacao matemaética de interfaces pode ser feita de duas formas distintas: de
maneira explicita e de maneira implicita. A representacao explicita pode ser feita, por
exemplo, com métodos do tipo front-tracking [43], nos quais a interface é representada
por particulas de massa desprezivel, e o contorno “real” da interface é reconstruido apenas
através da posi¢ao dessas particulas (por exemplo, fazendo alguma interpolagao). Algumas
das vantagens e desvantagens da representacao explicita sao apresentadas na secao 2.1}

Na representagao implicita, a interface é representada sem o uso de particulas mar-
cadoras. Por exemplo, no método Volume of Fluid (VOF), utiliza-se a fungao fragao
de volume, que diz qual porcao de cada célula computacional estd preenchida com um
determinado tipo de fluido. Ja métodos level-set utilizam uma curva de nivel qualquer
de alguma funcao escalar para fazer essa representacao. Tradicionalmente, essa funcao é
uma funcdo distancia sinalizada, e a curva de nivel adotada é o isocontorno nulo [39].

A utilizagdo de métodos level-set para a propagacao de interfaces vem desde 1988,
quando Osher e Sethian [27] apresentaram a primeira formula¢do. Em 1990, Mulder e
Osher [23] apresentaram estudos sobre a utilizacao de métodos level-set para escoamentos
compressiveis, estudando um escoamento com hélio e ar.

A seguir, em 1994, Sussman et al. [39] propuseram um método level-set para ser
utilizado com escoamentos incompressiveis bifasicos, realizando simulagoes com 4gua e ar.
Desde entao, diversos autores tém utilizado métodos level-set para escoamentos bifasicos
[5, 10 [18].

O método proposto por Sussman et al. utiliza uma funcao distancia sinalizada para
representar a interface. Contudo, conforme a interface ¢ movimentada, ocorre o surgi-
mento de gradientes muito altos (ou muito baixos) nas proximidades da interface, fazendo
com que a fungao level-set perca a sua propriedade de funcao distancia. Isso acarreta em
imprecisoes no calculo da forca devido a tensao superficial, conforme dito por Croce et al.
[10].

Além disso, métodos level-set costumam apresentar grandes problemas de perda de
massa [21], o que pode provocar comportamentos nao-fisicos durante as simula¢oes numéri-
cas. Luo et al. [21] fizeram uma descrigao detalhada sobre formas de melhorar a conser-
vacao de massa. Entre elas, podemos destacar:

17
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Transporte da funcgio level-set com métodos de alta ordem Nourgaliev et al. [24]
verificaram que a perda de massa quando a discretizagao é feita com um método
WENO de quinta ordem é menor do que quando ¢ feita com métodos de ordem mais
baixa. Salih e Moulic [31] fizeram observagao semelhante.

Utilizacao de métodos hibridos Métodos VOF sao consideravelmente melhores que
métodos level-set quanto a conservacao de massa, embora sejam menos precisos no
calculo da curvatura e do vetor normal. Sendo assim, é natural pensar em alguma
forma de combinar caracteristicas dos dois métodos. Entre esses métodos, podemos
destacar o método VOSET [34] e o CLSVOF [38].

Métodos level-set adaptativos Como, em problemas de fluidos, a simulagao precisa
ficar bem calculada apenas numa regiao vizinha & interface, surgiram métodos level-
set adaptativos |20} 24] [36], que buscam melhorar a solugdo apenas nessas regioes,
sob custo computacional aceitavel.

Melhoria da reinicializagao A reinicializacao é necessaria para restaurar a propriedade
de funcao distancia da funcao level-set. Todavia, ela também pode contribuir para
a perda de massa. Em 1998, Sussman et al. [37] adicionaram uma corregio a sua
reinicializacao por EDP, a fim de melhorar a conservagao de massa. Algumas vari-
acoes dessa reinicializagdo foram propostas na literatura |10, 45]. A reinicializagao
geométrica também possui alguns passos que devem ser seguidos para preservar a
massa da interface [4].

Para restaurar a propriedade de funcao distancia da funcao level-set, optamos por uti-
lizar duas rotinas de reinicializacao distintas. Esser et al. [L1] classificou as reinicializagoes
existentes na literatura em dois principais grupos: as baseadas em EDP e as geométricas.
Nesse trabalho, estudamos uma reinicializacao de cada um desses grupos. A primeira de-
las, que é uma reinicializagdo por EDP, foi proposta por Sussman et al. [39] j4 em 1994,
e consiste de resolver uma nova equacao de adveccao a cada passo de tempo da equacao
de transporte da interface. Essa reinicializacao segue bem utilizada até os dias de hoje.
Em 2010 ela foi utilizada por Croce et al. [10], e em 2013 foi testada de maneira paralela
em um cluster GPU por Zaspel e Griebel [46]. Lalanne et al. [18] também utilizaram
abordagem semelhante em 2015. A reinicializagao geométrica que escolhemos foi proposta
por Ausas et al. [4]. Nao ha muitos trabalhos publicados utilizando essa reinicializagao
geométrica, mas Ausas et al. [3] e Buscaglia e Ausas [§] resolveram alguns problemas com
escoamentos bifasicos no contexto de elementos finitos.

Além disso trabalho optamos por utilizar métodos de alta ordem para a aproximacao
da solucao das equacoes de transporte da funcao level-set. Utilizamos WENO de quinta
ordem para a aproximacao das derivadas espaciais, e Runge-Kutta de terceira ordem para
as derivadas temporais. Ainda, fizemos uma implementacdo cuidadosa dos passos de
conservacao de massa nas duas rotinas de reinicializacao estudadas.

No Capitulo [2| dois paradigmas para a representagao de interfaces sao discutidos: a
representacao explicita e a implicita. O método level-set, que é um método de represen-
tacao implicita, é, entao, apresentado. Nesse mesmo Capitulo apresentamos as equagoes
para o calculo do vetor normal e da curvatura da interface. Mostramos a malha com-
putacional utilizada, para que possamos apresentar a discretizacao das equacoes. Por
fim, discretizamos a equacao de transporte da interface com o método WENO de quinta
ordem e o Runge-Kutta de terceira ordem mencionados anteriormente.

No Capitulo [3] detalhamos as duas técnicas de reinicializa¢do estudadas: a reinicial-
izacao por EDP e a geométrica. Em ambas as técnicas, discutimos também detalhes
adicionais que precisam ser seguidos para reduzir a perda de massa do método. Ainda
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nesse Capitulo, apresentamos resultados numéricos que comparam essas duas técnicas em
problemas com campo de velocidade prescrito.

Depois, no Capitulo [4], é feita a derivagdo das equagdes de Navier-Stokes, que mode-
lam o comportamento dos fluidos. Elas sao apresentadas em sua forma mais geral para
escoamentos multifasicos, e depois particularizadas para fluidos Newtonianos e incom-
pressiveis. Ainda nesse mesmo Capitulo, os métodos utilizados para a resolucao numérica
das equacgoes de Navier-Stokes e para o céalculo da tensao superficial sao mostrados com
detalhes. Foi utilizado um método implicito para a integragao temporal, e um método
de projecao para o calculo da velocidade e da pressao. A tensao superficial foi calculada
através dos métodos Sharp Surface tension Force (SSF [12]) e Continuous Surface tension
Force (CSF [1]).

Por fim, sao exibidos testes numéricos para a verificacao dos métodos estudados apli-
cados em escoamentos bifasicos. Sao comparadas as duas técnicas de reinicializacao estu-
dadas, os dois métodos para o calculo da forca devido & tensao superficial e trés diferentes
discretizacoes para o calculo da curvatura da interface.






CAPITULO

2

Conceltos Basicos em Métodos
Level-Set

Nesse Capitulo, faremos um estudo teérico sobre métodos level-set. Inicialmente, é
introduzido o conceito de representacao implicita de interfaces e o de funcao distancia. De-
pois, o método WENO de quinta ordem é apresentado para a aproximacao das derivadas
espaciais na equagao do transporte da interface, bem como um método Runge-Kutta de
terceira ordem para a integracao temporal. Nesse Capitulo, e no Capitulo seguinte, Uti-
lizaremos a notagao |x| para representar o comprimento do vetor x (medido através da
norma euclidiana).

2.1 Representacao de Interfaces

Interfaces podem ser representadas de duas maneiras distintas: de forma explicita ou
de forma implicita. Nesta secao é feita uma breve introducao sobre cada uma das duas
abordagens, apresentando suas vantagens e desvantagens. Uma descricao mais completa
sobre o assunto pode ser encontrada em [26], que é o texto base utilizado nesta se¢ao.

2.1.1 Uma dimensao

Considere primeiramente que nosso dominio de interesse seja a reta real, e que dese-
jamos dividi-lo em duas regioes distintas:

Q= (—o0,—1) U (1,00)
Qy = (—1,1).

Denominemos €25 a regiao interna do dominio, e €2y a regidgo externa. A interface entre as
regioes interna e externa consiste dos pontos

o0 = {~1,1}.

Essa forma de representar a interface, explicitando os pontos que pertencem a ela,
é denominada representacao explicita. Ao invés disso, esses mesmos dois pontos perten-
centes a 0f) podem ser representados através do isocontorno nulo da fungao ¢(z) = 2% —1,
como a seguir:

0N ={r e R;z* — 1 =0}.

21
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A representagdo de uma interface através de algum isocontorno de uma func¢ao é denom-
inada representacao implicita.

Com base nesse exemplo, podemos enumerar algumas propriedades importantes das
representacoes explicita e implicita. Primeiramente, se o dominio estudado possui dimen-
sao n, a interface possui dimensao n — 1. Isso pode ser visto facilmente no exemplo acima,
em que o dominio é a reta real, que possui dimensao 1, e a interface é formada por apenas
dois pontos, cada um deles com dimensao 0. Outra propriedade importante é que, se o
dominio de interesse possui dimensao n, qualquer fungao implicita que seja utilizada para
representar uma interface nesse dominio deve estar definida num espaco de dimensao n,
enquanto que a representacao explicita lida com problemas de dimensao n — 1.

Por fim, vale dizer que a interface pode ser determinada implicitamente por qualquer
isocontorno desejado, e nao necessariamente pelo isocontorno nulo. Podemos representar
a mesma interface 92 acima pelo isocontorno 1 da funciao z2. Contudo, ¢ mais usual
utilizar o isocontorno nulo, e ele serd utilizado ao longo desse deste trabalho.

2.1.2 Duas Dimensoes

Considere agora o caso bidimensional, em que nosso dominio de interesse ¢ o R?. Nesse
caso, a interface serd uma (ou mais) curva(s) fechada(s) que separara(ao) R? em duas ou
mais regioes de areas nao nulas. Considere ainda que as regides internas e externas do
dominio sejam dadas por

Q) = {x € R?|z| > 1}
Qy = {x € R |z| < 1}.

Assim, a interface é o circulo de raio 1 e centro na origem, que pode ser definido de
maneira explicita por

00 = {x € R |z| = 1}. (2.1)

Note que, num caso mais geral em que a interface seja uma curva mais complexa, nao
é possivel escrever 02 numa forma analitica, e precisamos armazenar todos os pontos da
interface diretamente. Entretanto, como ela é uma curva que possui infinitos pontos, eles
nao podem ser todos armazenados num computador, de modo que é preciso utilizar uma
discretizacao.

Primeiramente, devemos parametrizar a curva como uma fung¢do vetorial ¢(s), num
intervalo fechado I = [sg, sf|, onde ¢(s;) (0 <4 < f) correspondem aos pontos da curva
que representa a interface. Observe que, como a curva é fechada, ¢(so) = ¢(sf). A
seguir, discretizamos I em um conjunto finito de pontos sy < s; < ... < sf, com os subin-
tervalos [s;, s;11] ndo necessariamente de mesmo comprimento. Entao, para cada ponto
si, armazenamos o ponto da curva representado por ¢(s;), para obter uma representacao
explicita discretizada da interface.

A representacao implicita da interface descrita em pode ser feita através do
isocontorno nulo da funcao ¢(x) = |x| — 1. Note que, se ¢(x) = 0, « pertence a interface
0f) descrita de forma explicita em . Contudo, assim como no caso explicito, pode ser
bastante dificil obter uma funcao analitica ¢ que defina implicitamente uma curva mais
complexa.

Para isso, a solugao ¢ semelhante a do caso explicito: devemos discretizar o dominio de
®, que é, no caso, o conjunto R2. Contudo, como R? & ilimitado, é necessario restringir a
discretizagao a um subdominio D C R%. A seguir, escolhemos pontos x; = (z;, ;) € D, e
armazenamos os valores de ¢(x;). Note que, apesar de ¢ nao ser conhecida analiticamente,
seus valores nos pontos discretizados devem ser conhecidos.
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Figura 2.1: O contorno da estrela vermelha representa a interface 02, o circulo alaranjado
possui raio | —x.| e o circulo em amarelo possui raio |y —x.|. Se . é o ponto da interface
mais proximo de x, ele também é o ponto da interface mais proximo de qualquer ponto
que pertenca ao segmento de reta que vai de x a x..

Nem a abordagem explicita nem a implicita nos dizem exatamente onde a interface
estd localizada; ao invés disso, elas contém apenas as informacoes de alguns pontos dela.
Para construir a interface completa, é necessario fazer aproximacoes numéricas, como
interpolacoes. Em [20], é dito que o procedimento padrao para essa reconstru¢do com a
interface representada de forma explicita é o uso de splines. Ja na representacao implicita,
a situacao ¢ ainda mais complicada, porque, a menos que a discretizacao seja escolhida
de maneira extremamente precisa, pode nao haver nenhum ponto € D tal que ¢(x) =0
para que a interpolagao possa ser feita. Nesse caso, a interpolacao deve ser adaptada para
que possa ser feita apenas com os valores conhecidos de ¢.

2.2 Funcao Distancia

Dado um dominio de interesse €2 separado em duas regioes por uma interface 02, uma
funcao distancia d : 2 — R ¢ definida como

d(x) = min {|x — z.|}. (2.2)
€00
Observe que d se anula para todos os pontos da interface. Além disso, note que, se x,
é o ponto da interface mais préoximo de um certo ponto x, entao x. também é o ponto
da interface mais proximo de todos os pontos do segmento de reta que conecta x a x..
Isso pode ser visto através da Figura Como x. ¢ o ponto da interface mais proximo
a x, podemos desenhar um circulo centrado em x cuja tinica intersec¢ao com a interface
seja exatamente em .. Seja agora y um ponto do segmento de reta que passe por x e
x., ¢ desenhemos um novo circulo centrado em y que intersecte a interface em x.. Esse
circulo menor é interno ao circulo maior, de modo que, se houver um segundo ponto da
interface que pertencga ao circulo menor, ele também pertencera ao circulo maior, o que
nao é possivel se x,. for o ponto da interface mais proximo de x. Portanto, nao pode haver
ponto da interface mais proximo de y do que x..
Uma propriedade ttil e simples de ser verificada é que, para toda funcao distancia d,
vale

IVd| = 1. (2.3)
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O

Figura 2.2: Duas regioes de um dominio separadas por uma interface. A regiao interna
(Q7) esta representada em vermelho, a regiao externa (£27) em azul e a linha preta que
as separa (02) ¢ a interface. n ¢ o vetor normal & interface.

Essa propriedade pode ser verificada intuitivamente, notando que, num ponto x cuja
distancia a interface seja o dobro da distancia a partir de outro ponto y, o valor d(x)
também sera o dobro do valor d(y). Infelizmente essa propriedade s6 é valida caso haja
apenas um ponto x. da interface que seja o mais proximo a x. Caso hajam dois pontos
equidistantes, a equacao nao é valida. Além disso, quando o gradiente for calculado
numericamente, ele nao sera, em geral, exatamente igual a 1, devido a erros numéricos.

Uma funcao distancia sinalizada ¢ pode ser definida através de uma fungao distancia
d como

d(@), wearuon

Note que a escolha entre a interface ser incluida em QT ou em Q~ é irrelevante, pois
¢(x) = 0 para todo x da interface, independentemente da escolha feita. Com base nessa
definicao, podemos definir as regioes interna e externa de €2 como a seguir:

O ={x Q| éd(x) >0}
Q" ={x Q| o(x) <0}
0 ={x € Q| ¢(x) = 0},

sendo Q7 a regiao interior do dominio, 2~ a exterior, e Jf) a interface, como mostra a
Figura 2.2

Uma funcao distancia sinalizada ¢ também goza da propriedade , com as mesmas
restricoes quando houverem dois pontos da interface equidistantes a um certo ponto do
dominio. Como seu gradiente é limitado e consideravelmente baixo, ela torna-se uma boa
escolha para ser utilizada na representagao implicita de interfaces [26]. Sua vantagem em
relacao as funcoes distancia tradicional é que ela nos permite identificar facilmente se um
ponto esta na regiao interior ou na regiao exterior do dominio, bastando para isso avaliar
o sinal de ¢ no ponto em questao.
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2.3 Calculo Numeérico de Propriedades Geométricas da
Interface

O objetivo dessa secao ¢ apresentar detalhes do calculo numérico do vetor normal e da
curvatura da interface. Antes disso, porém, descrevemos a malha computacional utilizada
para a discretizacao do dominio. Apenas uma discretizacao para o calculo da curvatura
é apresentado no texto principal do trabalho, mas outras duas discretizacoes alternativas
sao apresentadas no Apéndice [A]

2.3.1 Malha Utilizada

Todas as aproximagoes para as derivadas presentes nesse trabalho foram feitas por
métodos de diferencas finitas. A malha utilizada ¢ apresentada na Figura 2.3} O dominio
é discretizado em N x M células quadradas (ou seja, na figura citada, Az = Ay), sendo N
a quantidade de células na direcao x, e M a quantidade de células na direcao y. Assim, as
células sao identificadas por duas coordenadas inteiras: uma que vai de 1 a N na direcao
x, e outra que vai de 1 a M na direcao y.

A origem do sistema de coordenadas estd no vértice inferior esquerdo da célula de
coordenadas (1, 1), de forma que as coordenadas cartesianas do ponto central da célula
(1,7) ¢ ((i—0.5)Ax, (j —0.5)Ay). A fungao ¢ sera armazenada no centro da célula, como
descrito na Figura Nessa mesma figura, apresentamos a localizacao dos campos de
pressao (a ser introduzida no Capitulo ) e velocidade.

No centro de cada célula sao armazenadas as fungoes ¢ e p (p é a pressao, que sera
introduzida no Capitulo . As velocidades sao armazenadas nas faces de cada célula,
conforme mostrado na Figura [2.3b

2.3.2 Vetor Normal

O vetor normal pode ser obtido de maneira bastante simples. Utilizando o fato de que
o gradiente de uma funcao é ortogonal a tangente num ponto qualquer das curvas de nivel
dessa funcao, V¢ é perpendicular & interface nos pontos em que ¢ = 0. Logo, a normal
unitaria n = (n,,n,) pode ser obtida como a seguir:

n = _V_gb. (2.5)
Vo

Na equagao acima, o sinal de negativo implica que o vetor normal aponta “para fora” da
interface, conforme mostra a Figura De fato, o gradiente de uma funcao ¢ um vetor
que aponta para a direcao de maior crescimento dessa funcao. Como ¢ é positiva na
regiao interna do dominio, e negativa na regiao externa, V¢ aponta sempre para a regiao
interna. Dai, o sinal de negativo forca o vetor normal a apontar para a regiao externa do
dominio, visto que ¢ é positiva na regiao interna e negativa na externa.

A equacao acima s6 pode ser utilizada para o célculo do vetor normal & interface nos
pontos em que ¢ = 0. Nos demais pontos, ela apenas permite calcular um vetor normal
a uma curva de nivel de ¢. Em geral, o vetor normal é utilizado apenas para o calculo da
curvatura, de modo que a discretizacao dessa equacao depende do método utilizado para
o calculo da curvatura. Um método é apresentado na se¢ao a seguir, e dois outros podem
ser encontrados no Apéndice [A]
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Figura 2.3: Malha utilizada nesse trabalho. a) Identificagdo dos nés da malha. O né
em vermelho da célula central é identificado pela posicao (i,7), enquanto que o n6 da
quina superior direita da mesma célula possui coordenadas (i + %,j + %) b) no centro
da célula sdo armazenadas a func¢do ¢ e a pressdo p (que sera utilizada no Capitulo ; a
componente u do vetor velocidade u = (u, v) é armazenada nas faces verticais da célula,
e a componente v é armazenada nas faces horizontais.

2.3.3 Curvatura

Pode ser mostrado [42] que a curvatura da interface é dada por
k=-V-n, (2.6)

sendo n a normal unitaria que aponta para fora da interface. Ha diversas discretizacoes
possiveis para essa expressao. Nesse trabalho, realizamos testes com trés discretizacoes
diferentes, que serao chamadas de LLS1, LLS2 e 1S3, respectivamente. A seguir apresenta-
mos o método LS1, que foi o que mostrou os melhores resultados. Os métodos LS2 e LS3
sao apresentados no Apéndice [A]

A discretizagdo LS1 foi proposta por [33]. Utilizando as expressoes e (2.6), a

curvatura pode ser calculada por
Vo )
=V | == 2.7
(5 27
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Desenvolvendo a equacao acima em duas dimensoes,

0 (99 1 o (99 1
“‘%(%W)*a—y(a—yw)

P9 1 9p0|Ve|Tt 96 1 090Vl
S 022 Vel 0x dx 0y’ |Vel Oy Oy

_ Vo

co1m

0601V 960|Vo|

NO =30 ~a oy
— V¢ V(Vo )

V|l

VoP

_Vo-VIVy

VoP

~ (e s ) - (96l 176,

=Vo-

Observe que

Vol = (62 +62) 2 (2.9)

Vo, = Pofue gby(ﬁ” (2.10)
(62 +¢2)°

Vg, = Lol ¥ el (2.11)
(62 +¢2)°

Dai, podemos escrever

N(¢) _ < ¢x ¢y ) . (¢x¢:px +¢y¢my ¢y¢yy —+ (bz(bxy)

Vol Vo] Vol 7 [Vl
G20+ 2000,00 + 0204y
K |

Portanto, (2.8) pode ser escrita como

o Paat Py Oobun + 2020y Puy + Gy P2y — 2050y buy + d)icbm‘

Vol Vol N Vol?

(2.12)

No célculo do modulo do gradiente, a expressao /@2 + ¢7 + € foi utilizada, com € = 10712,

Todas as derivadas, de primeira e segunda ordem, foram aproximadas por diferencas
centradas.

2.4 Adveccao da Interface

Agora estudaremos o problema de movimentar a interface definida implicitamente
por ¢(x) = 0. Problemas de adveccao de interface surgem, por exemplo, no estudo de
escoamentos multifasicos, nos quais, através das equacoes de Navier-Stokes, calcula-se o
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Figura 2.4: Curvas de nivel da curvatura de ¢ quando um circulo é transladado vertical-
mente para cima. Em a) a translagao é feita com o método WENO de quinta ordem. Em
b), ¢ feita com um esquema CUBISTA [2].

campo de velocidade que dita o movimento de cada particula do escoamento (veja [39]).

A seguir, a funcao level-set, que é utilizada para determinar qual o fluido presente em

cada ponto do dominio, é transportada através deste campo de velocidade ja calculado.
A equacao béasica para descrever o transporte da interface é

or+u-Vo=0. (2.13)

Essa equacao corresponde a movimentacao da interface representada por ¢ quando sub-
metida a um campo de velocidade w. Por mais inocente que possa parecer, esse problema
apresenta grandes complicagoes numéricas, podendo levar a resultados muito ruins se re-
solvido numericamente com métodos de baixa precisdo (ver [31]). Veja, por exemplo, a
Figura[2.4] Nela, um circulo ¢ transladado verticalmente para cima, com a advecg¢ao sendo
comparada entre os métodos WENO de quinta ordem e o método upwind de terceira or-
dem CUBISTA [2]. Como trata-se de um circulo, as curvas de nivel da curvatura de ¢
devem ser circulares e concéntricas. Entretando, quando a adveccao foi feita utilizando
o método CUBISTA, o resultado ficou muito distante disso. Nesse trabalho, utilizamos
a combinacao do método WENO de quinta ordem para discretizagao espacial descrito
em [I6] com um Runge-Kutta de terceira ordem para discretizacao temporal, conforme
sugerido em [20], para o transporte da interface.

2.4.1 O Método WENO de Quinta Ordem

Métodos WENO ( Weighted Essentially Non-Oscilatory) consistem, como o nome sug-
ere, de médias ponderadas de aproximagoes ENO (Essentially Non-Oscilatory) para o
calculo das derivadas espaciais. Através da média ponderada (com pesos apropriados) de
aproximagoes ENO, é possivel obter uma aproximacao WENO de ordem superior a de
cada uma das aproximacoes ENO. Esta se¢ao sera desenvolvida como foi feito em [16].

Utilizando as moléculas computacionais combinadas de trés esquemas ENO de terceira
ordem (ver Figura, ¢é possivel, nas regioes suaves de ¢, obter um método que aproxime
as derivada espaciais com precisao de quinta ordem. Para simplificar a apresentacao do
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Submolécula 0 Submolécula 2 Submolécula 2 Submolécula 0
Yy Y v ¥ Y .Y v Y
i—3i—2i—1 1 i+1i+2 i—Zi;l i i+1i+2i+3

Submolécula 1 Submolécula 1

(a) (b)

Figura 2.5: a) Molécula computacional a esquerda, utilizado para aproximar ¢, ;; b)
Molécula computacional a direita, utilizado para aproximar gb;fl

método, consideraremos apenas o caso unidimensional
O + up, = 0. (2.14)

O caso bidimensional pode ser estendido facilmente do unidimensional, pois as derivadas
espaciais sao calculadas independentemente umas das outras.

Seja ¢ uma funcao Lipschitz continua em D C R!, com derivadas suaves por partes.
Além disso, assumamos que as descontinuidades de ¢, se existirem, sao isoladas. Dis-
cretizemos D através de pontos z, com espacamento Az. Introduzamos a notacao

b = d(xr), Ao = 1 — i, ATOp = O — 1. (2.15)

Com base nessa notacao, podemos obter

ATAYG = A7 (di1 + &) = diy1 — & — (i — di1) = diy1 — 20 + dia (2.16)

ATATATG; = AT (i1 — 205 + dic1) = Pis1 — 305 + 31 — Pio (2.17)
ATATAT G = AT (gip1 — 20 + hi1) = Giva — 3dis1 + 30 — Pi1. (2.18)
Para aproximar %(mi) = ¢,, utilizando uma molécula computacional a esquerda

{zy,k =i-3,...,i4+2} como mostrado na Figura[2.5] o esquema ENO de terceira ordem
analisa as seguintes aproximagoes
-0 _ 1A+¢i—3 B ZA+¢1'—2 n £A+¢i—l
o3 Ax 6 Ax 6 Az
ool = AN i 5ATg, 1 1A%
o6 Ax 6 Ax 3 Ax
-2 1 A+¢i,1 5 A+¢z 1 A+¢i+1
o3 Ax 6 Az 6 Ax

sendo ¢, 7", s € {0, 1,2}, aproximagdes de terceira ordem para ¢,(z;). A escolha dentre
uma das trés aproximagoes acima é feita com base na suavidade de ¢ nos pontos da sub-
molécula computacional utilizada por elas. A aproximacao ENO de terceira ordem é dada

por

(2.19)

G 1y se [ATATY | < |[ATATG] e [ATATAT Y| < |[ATATAT G|
G = Grss ¢ [ATATG | > [ATATG ] e [ATATAY Y| > [ATATAT Y |
gb;’f, nos demais casos.
(2.20)
Por exemplo, se tivermos um vetor ¢ de elementos ¢;(0 < i < 4) dado por ¢ =
(0,0.1,0.3,0.8,0.5), e desejamos calcular ¢, 5, temos

[A™A | = |¢5 — 205 + ¢1| = [0.8 =2 x 0.3+ 0.1] = 0.3

[A™ A 3] = ¢4 — 203 + o = 0.5 -2 x 0.8+ 0.3] = 0.8
IATAT AV do| = |3 — 3¢ + 361 — o] = 0.8 —3 x 0.3+ 3 x 0.1 — 0] = 0.2
IAYATATGy| = |ps — 33 + 3¢ — 1| = [0.5 =3 x 0.8 +3 x 0.3 —0.1| = 1.1.
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Comparando os resultados acima com a equagao (2.20]), vemos que a aproximagao a
<1 ’ —,0 . - .
ser utilizada ¢ ¢, 3. Assim, ¢, 3 ¢ aproximada por

0 1ATGy TATH  11AT4
O3 N Gai = 3 Az 6 Az * 6 Ax
_ 11 —¢o 7¢2—¢1+E¢3—¢2

3 Az 6 Ax 6 Ax
10.1 70.2 11 0.5

3Az 65z 6 Ax

43
~ 60Az
A aproximagdo WENO, contudo, é feita através de uma média ponderada de ¢, ", s €
{0,1,2}:
Bpi = Wobys T wid, ) +wag, (2.21)

Escolhendo wy = Cy = 0.1, w; = C1 = 0.6 e wy = Cy = 0.3, obtemos

br— L%y IBATG, TATGL | OATG 1ATGm o,
30 Az 60 Az 60 Az 20 Ax 20 Az

que é uma aproximacao de quinta ordem, e é conhecida como a aproximacao com menor
erro de truncamento com uma molécula computacional de seis pontos. Caso ¢ nao seja
suave em algum ponto dessa molécula computacional, as sub-moléculas computacionais
que contém esse ponto nao devem ser utilizadas na aproximacao da derivada. Isso é feito
zerando o(s) w, correspondente(s) a essa(s) sub-molécula(s) computacional(is), desde que
haja ao menos uma sub-molécula dentre as trés mostradas na Figura 2.5 que nao contenha
o ponto em que ¢ nao ¢ suave. Caso hajam duas sub-moléculas que em que ¢ é suave,
escolhe-se um dos w, correspondentes a essas sub-moléculas como 1 e os demais como 0.
Desse modo, a aproximacao é feita com um esquema ENO de terceira ordem.

A seguir mostraremos como calcular os w, analisando a suavidade de ¢ numa molécula
computacional de seis pontos. Se ¢ for suave em toda a molécula de seis pontos, o
método apresentado produzird ws; = Cs + O(Az?). Caso contrério, teremos ws € {0, 1}.
Substituindo w; =1 — wy — wy em , obtemos

6ri = (651 + 632) o (652 ¢;,1>+(w2—§)<;3—¢;;>. 22)

s € {0,1,2} de { - em , determinamos:

Agora, substituindo cada ¢_

.’L"L’

1
Gpi = N (_A+¢i72 +TA G + TAT¢; — A+¢i+1)
_ pWENO A7A+¢z‘—2’ A7A+¢i—17 AfAJFQbi’ A"A it 7 (2.24)
Ax Ax Ax Ax
onde ] 1
PVENO (¢ b ¢, d) = gwo(a —2b+c¢) + 6(&.}2 —0.5)(b—2c+d). (2.25)
Os pesos wy e wy sao definidos como
Qp &%)
Wp=—""—"—, Wy = —————
Qo + a1 + Qo ap + o + Qg
o -0 U
O (e418y)% YT (e 15)% 27 (e+15,)?

ISy =13(a — b)* + 3(a — 3b)*
IS; =13(b—¢)* +3(b+c)?
1S, = 13(c — d)* + 3(3¢ — d)?,
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onde € é usado para evitar que o denominador se torne nulo, e foi utilizado em [16] como
107%. Esse procedimento resulta em w, que satisfazem a condicao de que a soma dos

pesos seja 1, e garante que, nas regioes suaves de ¢, (2.24) se reduza a (2.22)). Uma aprox-
imagao semelhante para ¢,(x;) pode ser obtida utilizando-se uma molécula computacional

A direita:

1

;_,i = —12 . (—A+¢i,2 -+ 7A+¢i,1 + 7A+¢z — A+¢i+1)
A ATPie A AThi 1 ATATY, A~AT,_
WENO 142 i+1 7 i—1

A escolha de usar ¢, ou ¢, ¢é feita de acordo com o sinal da velocidade u. Se
u > 0, entao informacoes sobre ¢ estao sendo propagadas da esquerda para a direita.
Isso significa que as derivadas devem ser calculadas com diferencgas atrasadas, utilizando
a molécula computacional mais a esquerda, de modo que ¢, ; deve ser utilizado. Por outro
lado, se u < 0, informagcoes sobre ¢ estao sendo propagadas da direita para a esquerda, o
que indica que as derivadas devem ser aproximadas com diferencas avancadas, indicando
que ¢ ; seja utilizado.

2.4.2 Integracao Temporal

Como mostrado em [26], experimentos praticos tém indicado que a equacao ([2.13))
¢ muito sensivel a precisao da solucao espacial, de modo que a aproximacao espacial
de quinta ordem sugerida na secao anterior é desejavel. J& a aproximacgao temporal
nao possui importancia tao grande para o resultado final da adveccao, de modo que até
uma discretizacao explicita de primeira ordem pode ser utilizada sem comprometimento
da solugao. Contudo, ha situagoes em que maior precisao temporal pode ser desejada.
Em [32], foi proposto um esquema Runge-Kutta TVD (total variation diminishing) para
aproximacao temporal com o método das linhas.

O método das linhas assume que a discretizacao temporal e a espacial podem ser con-
sideradas independentes, sem prejuizo a solugao. Embora hajam varios métodos Runge-
Kutta, apenas alguns deles sao TVD. Mais formalmente, um método ¢ TVD se

PN e N AR (2.27)

onde n representa o indice de tempo em que a aproximagcao esti sendo calculada, e n+1 =
t + At, sendo At o passo de tempo utilizado na discretizacao temporal.

Infelizmente o método WENO utilizado nao é TVD, mas experimentos numéricos
tém mostrado que ele é, provavelmente, TVB(Total Variation Bounded), o que limita as
oscilagoes introduzidas pelas aproximacoes temporais com diferenca avancada. O esquema
TVD Runge-Kutta proposto em [32] é apresentado a seguir.

Primeiramente, utiliza-se duas diferencas avancadas no tempo

¢n+1 _ ¢n
— 4 u"-Vo" =0 2.28
= : (225)
n+2 _ g n+l1
gt - g

Ly entt = 0. 2.2
A7 u V¢ 0 (2.29)

A seguir, calcula-se uma aproximacao para o tempo m—+0.5At, representada por ng”*%:

.3 1
T = S 4 Z T2 2.30
¢ = 19"+ 19 (2.30)
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1
Agora, marchando ¢"*2 um passo no tempo, obtemos

n+% _ n+%
P

"ty Yenta = 0. 2.31
Y u Vo 0 (2.31)

Por fim, calcula-se outra média para a solucao final
1 2
¢n+1 — _(bn 4 _¢n+%. (232)
3 3
Em [26], é dito que métodos de Runge-Kutta de ordem maior que trés acabam dene-

grindo a solucgao espacial, fazendo o método WENO da se¢ao anterior ter apenas a precisao
de um ENO de terceira ordem.



CAPITULO

3

Reinicializacao da Funcao Level-Set

Durante o processo de adveccao, ¢ pode perder as propriedades de funcao distancia.
Isso faz com que, ao longo do tempo, a solucao do problema de advecgao seja compro-
metida. Para resolver esse problema, foram desenvolvidos alguns processos de reinicial-
izagao, que tentam, principalmente, restaurar a propriedade |V¢| = 1. Estudaremos duas
reinicializa¢oes distintas: a primeira, proposta em [39], consiste em resolver até o estado
estacionario uma EDP. A segunda foi proposta em [4], e utiliza informagoes geométricas
para reinicializar a funcao level-set. As duas reinicializagoes precisam de detalhes adi-
cionais para reduzir a perda de massa. Esses detalhes serao discutidos, e sumarizados na
forma de algoritmo no Apéndice B]

3.1 Reinicializacao por EDP

Nessa secao, estudaremos a reinicializagdo proposta por Sussman et al. [39]. Essa
reinicializacao consiste de resolver uma equacao de advecgao, equacao essa que “constroi”
uma funcao distancia sinalizada a partir do contorno da interface para o restante do
dominio. A cada passo de tempo dessa equacdo, uma vizinhanca maior em volta da
interface se torna uma func¢ao distancia sinalizada. Contudo, erros numéricos fazem com
que essa reinicializacao altere a massa da interface. Por esse motivo, a cada passo de
tempo dessa equagao, um passo adicional deve ser realizado para melhorar a conservacgao
de massa.

3.1.1 Adveccao na Direcao Normal & Interface

Durante a reinicializacao por EDP, precisamos resolver uma equagao de adveccao em
que as informacoes sao propagadas a partir do contorno da interface para o restante
do dominio na direcao normal a interface. Por esse motivo, iniciamos os estudos da
reinicializacao por EDP com o problema de adveccao sob um campo de velocidade normal
a interface.

Consideremos um campo de velocidade

U = U, + ut, (3.1)

sendo n um vetor unitario normal & interface, ¢ um vetor unitério tangencial a ela, u, a
componente normal da velocidade e u; sua componente tangencial. Substituindo w em

33
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Figura 3.1: Advec¢ao da interface sob um campo de velocidade normal a ela. A linha
tracejada representa a interface no instante n, e a linha continua a representa no instante
n-+1. Os pontos do isocontorno ¢ = 0 no instante n estao na regiao interior a interface no
instante n+1, e a uma distancia de aAt do novo isocontorno nulo de ¢. Logo, "™ = aAt
nesses pontos.

©13).

&+ (upm 4+ ugt) - Vo =0
¢t +unn - Vo =0, (3.2)

pois t-V¢ = 0, uma vez que V¢ possui a mesma diregao de n (e, portanto, é perpendicular
a t). Além disso, como

Vo V|2
n-Vo=—-——=--Vo=— = —|Vé|, 3.3
a equagao (3.2)) pode ser reescrita como
Vo
—Up=— - Vo =0
e Y
¢ — uy| V| = 0. (3.4)

Essa equagao representa a movimentagao da interface na dire¢ao normal sob velocidade
u,. Suponha u, = a constante, de qualquer sinal. Se a > 0, a interface se movimenta no
sentido da normal, e se a < 0, no sentido contrério.

Quando ¢ é uma fungao distancia sinalizada, |Vé| = 1, e a equagao se reduz a
¢; = a. Discretizando no tempo com diferenca avancada, chegamos a ¢""1 = ¢" + aAt.
Se a > 0, apés um passo de tempo, o isocontorno ¢ = 0 se torna o isocontorno ¢ = aAt,
e o isocontorno ¢ = —aAt se torna o isocontorno ¢ = 0 (Figura . Logo, a interface
estd se movimentando na direcao normal com velocidade a.

Calculando o gradiente da equagao discretizada, V"™ = Vo™ + V(aAt), e, uma vez
que a é constante no espaco, chegamos a V¢! = V¢". Portanto, se a for constante,
uma discretizacao temporal com diferenca avancada nao faz com que uma func¢ao distancia
perca a propriedade |V¢| = 1. Infelizmente, se a ndo for constante, essa afirmacao nao
pode ser garantida.
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Suponha agora que u, = a nao seja constante no espaco, e reescrevamos a equacao

como

_aVe-Vé _
Py oz 0 (3.5)
¢t ‘V¢| (Qbam ¢y) (qu, st) =0 (36)
2 2

Olhando para e comparando com , vemos que o problema de movimentacao
na direcao normal pode ser tratado como um problema de advecgao, de modo que podemos
aproveitar o método WENO de quinta ordem desenvolvido na secao [2.4.1

Considerando apenas o primeiro termo espacial de —a¢,|VP|Lp,, onde u =
—ap,|Vo|™! & a “velocidade” com que ¢ se movimenta na diregao x, fagamos a mesma
analise ja feita na secao para a escolha entre aproximar ¢, com a molécula com-
putacional a esquerda ou & direita. Essa escolha é feita baseada no sinal da velocidade
com a qual ¢ esta sendo transportada em cada dire¢do. Como |V¢| é sempre positivo,
apenas o sinal de a¢, precisa ser utilizado para escolhermos entre gb;i e ¢, ;. Contudo,
como u também possui um termo com derivada espacial, a anélise deve ser feita com mais
cuidado.

Supondo a > 0, se ¢, >0 e ¢, >0, entdo u < 0 mdependente de aproximarmos ¢,
com uma molécula computamonal a esquerda ou a direita. Logo, x,i deve ser utilizado.
Se ¢7; <0e ¢, , <0, entdo u >0, e ¢, deve ser usado. O problema reside quando ¢;;
e ¢, ; possuirem sinais diferentes. Ainda supondo a > 0, se ;fl < 0e ¢,,; >0, suponha
que utilizemos ¢,  bara aproximar ¢,. Nesse caso, teremos u > 0, e, como visto na se¢ao
- deverlamos aproximar ¢, por ¢, ;. Do mesmo modo, se aproximarmos ¢, por ¢_,,
temos u < 0, o que indica que deveriamos ter utilizado qﬁ na aproximacao. Nesse caso,
como mostrado em [26], a melhor op¢ao é fazer a apr0x1ma(;ao através de um esquema de
Godunov, como descrito a seguir:

e Se —ag), > 0e —a¢p,, >0, utilize ¢,(z;) = ¢, ;

e Se —ag), < 0e —ag,, <0, utilize ¢, (z;) = ¢ ;;
e Se —agb >0e —adp,,; <0, utilize ¢,(z;) ~ 0;
e Se —agb <0e —agp,, >0, utilize

= Gulw:) ~ 6, s ag)| < lad, l;

— ¢(7;) & ¢, em caso contrario.

3.1.2 A Equacao de Reinicializagao

A reinicializagao utilizada em [39] consiste em evoluir para o estado estacionario a
equacao

¢r +5(9) Vo] = 5(9), (3-8)

sendo S a funcao sinal e 7 um pseudotempo, sem conexao com o tempo t da equacao de
adveccao. A condicao inicial para essa equagao é

=0 = g+, (3.9)

sendo ¢ a funcao level set apos ser advectada por (2.13).
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<0
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¢ >0
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> 0 F ]
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2+ _
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-2 -1 0 1 2

X

Figura 3.2: Trés curvas de nivel diferentes de ¢. Em azul, na regidao interna a interface,
uma curva de nivel positiva; em vermelho, a curva de nivel zero que representa a interface;
em preto, na regiao externa, uma curva de nivel negativa.

Em (3.8]), a funcao sinal precisa ser suavizada para a obtencao de resultados numéricos
satisfatorios (veja [26]). Uma possivel suavizacao é

9

sendo € um parametro de suavizagao, utilizado em [39] como € = Az, onde Ax é o passo
da malha (considerando que o passo seja igual em todas as diregoes). Podemos ver que a
equagao é semelhante a , indicando que a reinicializacao da interface também
propaga informagoes na dire¢do normal, com u,, = —S(¢). Em [28], foi sugerido que

¢
Vo? +|Vo|*e

apresenta uma melhor suavizacdo para S, principalmente quando |V¢| for muito diferente
de 1 proximo a interface. A discretizacao de foi feita utilizando um esquema Godunov
como o descrito na secao [3.1.1]

Apesar da solucao de no estado estacionario ser uma funcao distancia em todo
o seu dominio, em problemas de escoamentos multifisicos s6 necessitamos que ¢ seja
uma func¢ao distancia em algumas células proximas a interface, nas quais calculamos a
curvatura e o vetor normal. Por esse motivo, nao precisamos resolver até o estado
estaciondrio.

A equacao pode ser reescrita como

9 , 56V

S(¢) = (3.10)

S(9) = (3.11)

— + ——— Vo= 5(9). 3.12
5t Clegr V0= S(0) (312)
Podemos ver que trata-se de uma equacao de adveccao, em que a velocidade é dada por
Upein = s ?@(Z(f’. Vamos mostrar que a equacao acima propaga informacoes a partir da

interface, na direcao normal a ela e em ambos os sentidos . Primeiramente, é importante
observar que a direcao da velocidade é determinada unicamente pela direcao de V¢, o
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sentido depende de S(¢) e de |V¢| e o modulo é sempre igual a 1 (a menos, claro, no

contorno da interface, onde ¢ = 0, e, portanto, S(¢) = 0), pois |Urein| = |S(9)| ‘%‘ =1.
De fato, % ¢ um vetor unitario, e [S(¢)| = | & 1| = 1 nos pontos fora do contorno da
interface.

Para simplificar a explicacao, considere que a interface é um circulo, conforme a Figura
B.2l Como o gradiente de uma fun¢do aponta para o sentido de maior crescimento dessa
funcao, o gradiente de ¢ aponta para o centro desse circulo, independente do ponto em
que ¢é calculado. Num ponto qualquer da regiao interna a interface, temos que ¢ > 0, o
que implica em S(¢) = 1. Desse modo, a velocidade possui o mesmo sentido que V¢,
apontando para o centro do circulo. J& na regido externa, temos S(¢) = —1, o que
implica que o sentido da velocidade é oposto ao do gradiente de ¢ (ou seja, a velocidade
aponta para fora da interface na diregdo normal a ela). Por fim, na interface, S(¢) = 0,
e nao ha adveccao. Assim, nas regides internas e externas do dominio, a equacao (3.12)
propaga informacoes a partir da interface para o restante do dominio, na direcao normal
a interface, e com velocidade de moédulo 1.

Isso significa que, caso a propriedade de fun¢ao distancia de ¢ seja importante apenas
numa vizinhanca da interface, a equacao de reinicializacao nao precisa ser resolvida até
seu estado estacionario. Para que ¢ seja uma funcao distancia numa regiao formada por
a células em volta da interface, precisa ser evoluida somente até o instante em que
a corre¢ao tenha sido propagada ha unidades de comprimento (ou seja, por ha unidades
de tempo), considerando h = Az = Ay.

Também na secao anterior foi discutido que, durante a solucdo numérica de , 0
sinal da velocidade na direcao normal & interface deve ser levado em conta para a escolha
da molécula computacional usada na aproximacao das derivadas espaciais de ¢. Contudo,
em (3.8), essa velocidade ¢ dada por —S(¢), e a suaviza¢ao da fungao sinal por ja
depende das derivadas espaciais de ¢, ocasionando uma dependéncia circular.

Portanto, a estratégia utilizada para avancar um passo do pseudotempo 7 foi apro-
ximar, primeiramente, a funcao sinal S por , utilizando os valores de ¢(™=%. Note
que nao depende de nenhuma das derivadas de ¢. Com esse valor temporario,
sao escolhidas as corretas aproximacoes para as derivadas espaciais de ¢, com a molécula
computacional utilizada de acordo com a primeira aproximacgao obtida para S(¢). Por
fim, a funcao sinal é atualizada com a expressao utilizando as aproximacoes para as
derivadas recém calculadas. O Apéndice [B| apresenta um algoritmo detalhado da imple-
mentacao da reinicializacao por EDP utilizando o método WENO de quinta ordem com
um Runge-Kutta de terceira ordem.

3.1.3 Conservacao de Massa

Como dito em [26], o processo de reinicializagao descrito por tende movimentar
a interface, devido a erros numeéricos. Em [37], foi sugerido um método para preservar a
“massa’ de ¢ em cada célula do dominio discretizado. Por “massa”, deve-se entender drea
em duas dimensoes, e volume em trés. A conservacao da massa foi feita modificando-se a

equacao para
¢r = 5(9) (1= |Ve|) + Aé(9)[ Ve, (3.13)

onde 0 é a funcao Delta de Dirac, A é funcao de 7, obtida impondo que

O [ H(¢) = [ 6(d)p- = [ 0(¢) (S (¢) (1 = [V]) + A(¢)[V]) = 0, (3.14)
[ro=[roe]

Q
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sendo H a funcao degrau. Dai, chegamos a

85 (9) (1~ V6] 1)

Jo 0%(9)IV 9|
Em (3.14)), a integral da primeira expressao ¢ a massa de ¢ ao longo do dominio €2, e
H ¢ a funcao degrau, cuja derivada ¢ a funcao ¢ de Dirac. Embora impor a conservacao
da massa em {2 faca algum sentido, faz mais sentido ainda impor a conservacao da massa
em cada célula €2; ; do dominio discretizado. Assim, as equacoes (3.13)) e (3.15]) se tornam,

respectivamente,

¢r=5(0) (1 = |Vo[) + Xi;6(9)|Ve|,  para todo x € (3.16)
e
Jo,, 9(0)S (6) (1 = [V¢l)
Aij = ——2 3.17
| Jo 2Vl (3.17)
De (3.8)), podemos reescrever (3.17)) como
() -
A Jo, 2(0)9 (3.18)

Y, POIVel

Diferente de A, que s6 depende do tempo 7, A; ; depende do tempo e do espago, pois
seu valor varia de uma célula para a outra. A fungdo 0 foi suavizada como em [26] por

0 P < —¢€
6(¢) = ¢ 5= (1 + cos <%¢)) —e<¢p<e (3.19)
0 € < .

Em [26], o parametro e foi recomendado como 1.5Az, onde Az é o espagamento da
malha. Para a solu¢do numeérica das integrais, Sussman et al. [37] sugeriu a utilizagao de
uma molécula computacional de 9 pontos:

h? :
g~ — | 16g;; + Gitmj+n | (3.20)
/Q 24 J Z +m,j+

mn=—1;(m,n)#(0,0)

onde a somatoria ¢ feita nos 8 pontos em volta de g; ;. Entretanto, Sussman et al. nao
detalhou as condicoes de contorno que devem ser utilizadas para essa aproximacao, razao
pela qual tivemos de escolher um tratamento adequado para ser feito préximo as fronteiras
do dominio. Primeiramente, note que é, nas células distantes das fronteiras, uma
média ponderada dos valores de g nas células vizinhas a (7, ), sendo que a célula (i, j)
possui peso 16 e cada uma das outras células possui peso 1. Assim, a célula central (i, j)
possui peso igual ao dobro da soma dos pesos das células vizinhas.

Nos contornos do dominio, optamos por desconsiderar as células vizinhas a (i, 7) que
nao pertencem a €2, o que é equivalente a impor condicao de contorno g; ; = 0, (7, 7) ¢ €.
Desse modo, os pontos que se encontram fora do dominio nao tém influéncia no célculo de
. Contudo, como, nesse caso, nao utilizamos mais 8 pontos para compor a média, o
peso da célula central nao é mais o dobro da soma dos pesos das células vizinha. Optando
por manter essa propriedade, primeiramente verificamos quantas das células vizinhas a
(¢,7) pertencem ao dominio Q (chamemos de m(i, j) - ver Figura [.3). Depois, a integral
é calculada pela expressao
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(1’1) (il,l)

Figura 3.3: Células utilizadas em (3.21)) para a aproximacao do calculo da integral. Temos
m(1,1) = 3 (ha trés células vizinhas a célula (1, 1) no dominio), m(iy, 1) = 5 e m(iz, 2) = 8.

Figura 3.4: Ao fundo, de cor avermelhada, é representada a malha de adveccao, e a frente,
em cor alaranjada, a malha triangular. Os pontos em vermelho sao os centros das células
de adveccao, nos quais o valor da funcao level-set é conhecido.

1

h? o

24 mvnzfl;(mvn)#(ovo)

O Apéndice [B] apresenta um algoritmo detalhado da implementacao da advecgao da
funcao level-set mais a reinicializacao por EDP com conservagao de massa.

3.2 Reinicializacao GGeométrica

Essa secao tem por objetivo descrever uma reinicializacao diferente da proposta por
Sussman et al. [39]. Ao invés de resolvermos uma equagdo diferencial, a fim de propagar
informagoes a partir da interface para o restante do dominio, a reinicializagao é feita de
maneira totalmente geométrica. Esse método foi proposto por Ausas et al. [4]. para
volumes finitos. Nao encontramos nenhum artigo que utilizasse essa proposta para difer-
encas finitas, de modo que foi preciso fazermos algumas adaptacoes em relagdo ao artigo
original quanto a malha utilizada.
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Figura 3.5: d¢ é o contorno da interface representada por ¢. P; é o ponto da interface
mais proximo aos pontos ; e p; .

Para a reinicializacao geométrica, Ausas et al. utilizou uma malha de triangulos,
conforme mostrada na Figura A localizacao dos vértices dos triangulos em relagao
a malha de adveccao sera explicada mais adiante. Primeiramente, explicaremos a ideia
béasica dessa reinicializacao.

Na Figura B.5] considere que ¢ ¢ uma funcdo distancia, de modo que ¢(y) seja a
distancia de y até a interface 0¢. Além disso, considere que ¢ possui 0 mesmo sinal em
todos os pontos de todos os triangulos que possuem o ponto p;i. Assim, como P; é o
ponto da interface mais préoximo aos pontos x; e p; 1,

P(pir) = |PL— pig| = |Py — 1| + |21 — pig| = ¢(x1) + |21 — pis] (3.22)

Portanto, se ¢ for uma funcao distancia em todos os pontos do dominio, com excecao
de p;1, podemos calcular ¢(p;1) de modo que ¢ seja uma funcao distancia também em
pi, utilizando (8.22). Contudo, na prética, ndo ¢ tao simples assim. Se ao invés de P,
o ponto P, fosse o ponto da interface mais proximo ao ponto p; 1, em deveriamos
trocar os pontos P, e &1 por P, e x5. Ou seja, devemos utilizar

¢(pin) = min _(é(x) + & — pial). (3.23)
x€Tp; (\T
A notacao utilizada até aqui serd explicada com maiores detalhes no decorrer do texto,
mas adiantamos que 7;,1.’1 \7' representa o conjunto de todos os triangulos que possuem
o vértice p;; e nos quais ¢ possui o mesmo sinal em todos pontos desses triangulos.
Note que, para que utilizemos , precisamos conhecer ¢ em todos os pontos das
arestas dos tridngulos de T, \ 7. Como temos infinitos desses pontos, isso ndo pode
ser feito computacionalmente. Desse modo, temos que escolher alguns desses pontos para
armazenarmos os valores de ¢, e utilizar alguma aproximacao para estimar ¢ nos demais
pontos. A estratégia utilizada por Ausas et al. foi conhecer ¢ nos vértices de todos os
triangulos, e para aproximar ¢ no ponto x; da aresta formada pelos vértices p;2 e p; 3,
utilizamos interpolacao linear, como a seguir:

o) —¢(piz) _ |&—pio|
<Z5(Pz',3) - ¢(Pz’,2) |Pz‘,3 - Pz’,z"

Como precisamos conhecer ¢ nos vértices dos triangulos, construimos a malha trian-
gular nesse trabalho de modo que os vértices dos triangulos coincidam com o centro das
células das malhas de advec¢ao, conforme mostra a Figura [3.4]

(3.24)
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Figura 3.6: Malha triangular em que as hipotenusas dos triangulos nao possuem todas as
mesmas direcoes.

Segundo apresentado em [4], as arestas que formam as hipotenusas dos tridngulos
podem ser geradas sem seguir nenhuma dire¢do particular (ela pode unir o vértice supe-
rior esquerdo ao inferior direito ou o inferior esquerdo ao superior direito). Essa diregao
pode, inclusive, variar dentro da mesma malha, sem que os resultados sejam modificados
significativamente. Desse modo, as malhas triangulares das Figuras e produzem,
essencialmente, as mesmas solugoes. Nesse trabalho, optamos por gerar todos os triangu-
los conforme a Figura [3.4 Ou seja, a hipotenusa dos triangulos sempre conecta o ponto
superior esquerdo ao inferior direito dos mesmos.

Como faremos interpolagoes lineares em ¢, a primeira etapa da reinicializacao ge-
ométrica consiste da linearizagao de ¢ nos triangulos em que ¢ mude de sinal (ou seja, ha
ao menos um vértice de cada um desses triangulos em que ¢ > 0, e um vértice em que
¢ < 0). O isocontorno nulo de ¢ apés ter sido linearizada serd um segmento de reta den-
tro de cada um dos tridngulos, como mostra a Figura[3.7] Uma vez linearizada, é preciso
fazer algumas corregoes para melhorar a conservacao de massa do método. Contudo, essa
correcao serd feita de modo a continuar preservando a linearidade da interface. Isso seré
feito somando-se & funcao level-set linearizada uma funcao que também seja linear. Por
fim, ¢ é aproximada nos demais triangulos do dominio, utilizando uma expressao bem
semelhante a (3.23).

A seguir, faremos algumas defini¢oes que serao necessarias para o desenvolvimento do
processo de reinicializacao geométrica.

3.2.1 O processo de Reinicializagao

Denominemos cada um dos triangulos da malha da reinicializagao geométrica de 7;,
= 1,2,..., N, e a malha formada pelos N triangulos de 7. O conjunto de todos os
pontos que sao vértices de algum triangulo serd chamado de V), e o conjunto de todos os
triangulos que possuem o vértice v; € V de Ty,.
Considere V o espaco das funcdes continuas que sdo lineares dentro de cada 7;, ¢ €
V uma aproximacio para ¢ e 0¢ o isocontorno nulo de ¢. Nessa secdo, ndo podemos
considerar que ¢ (e muito menos que ¢) seja uma funcdo distancia; estamos assumindo
que sua propriedade de funcao distancia foi perdida durante a etapa de adveccao. Seja
ainda d a funcdo distancia sinalizada a interface d¢, dada por

~

d(z) = S*(¢(z)) min |z — yl, (3.25)

onde S* é a funcdo sinal nao suavizada. Desejamos, entdo, obter a funcdo d € V, que é
uma aproximacao para d tal que a area da regiao interna a interface representada por d
seja igual a da interface representada por ¢.
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Figura 3.7: Identificagao dos elementos utilizados na reinicializacao geométrica.

Denominemos, ainda, 7 como o conjunto dos tridngulos nos quais ¢ muda de sinal, e
chamemos seus elementos de 7 (Figura . Se 7 €T e pij, j€{1,2,3}, sao os vértices
de 7;, entao p;; sao vértices adjacentes a interface. Por fim, chamemos o conjunto dos
pontos que sdo vértices de algum triangulo de 7 como V. O conjunto dos triangulos
em que ¢ é positivo em todos os seus vértices serd denominado 7', e o conjunto dos
triangulos em que ¢ é negativo em todos os seus vértices serd denominado 7 .

Feitas essas definicoes, a area da regido interna a interface representada por ¢ é dada
por

A@) = [Hoe= [ H@de= Y [H@dz= Y A6, (20
T

T+UT reTHUT T Ti€T+U7—

em que H é a fungao degrau e A, () é a area da regido do triangulo 7; em que ¢ é positivo.
O processo de reinicializacao pode, entao, ser dividido em duas etapas principais, que
serao descritas a seguir.

3.2.2 Reinicializagao nos Vértices Adjacentes & Interface

Inicialmente, devemos construir O¢ dentro de cada elemento de T, utilizando os valores
de ¢. Para obter os elementos de T, a estratégia utilizada foi procurar pelos triangulos
que possuam ao menos um vértice em que ¢ seja positivo, e um vértice em que ¢ seja
negativo. Para simplificar a constru¢io de d¢, impomos |¢| > tol = 1071°, garantindo
que ¢ nao passe pelos vértices de nenhum triangulo de 7.

Para cada 7;, sabemos que J¢ intersecta exatamente duas de suas arestas. Para obter
esses pontos, ¢ é interpolada linearmente sobre cada aresta de 7;. Se J¢ intersecta no
ponto P; a aresta de 7; que une os vértices p; ;, e p; j, (Figura , obtemos a expressao

a seguir:
P, — pi; Py) — 6(pij,
’ 1 pm’ _ ¢( 1) ¢(p »J ) . (327)
Py — Pijl  O(Pijs) — P(Piji)
Como 0¢ passa por Py, entdo ¢(P;) = 0. Dai, chegamos a
¢<pz, ‘1)
[Py = piji| = |pij — Pz',j2|¢( ’ (3.28)

pi,jl) - ¢(Pz‘7j2) ‘
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Pi js

Pi.j Pij2
Figura 3.8: ¢ intersecta no ponto P, a aresta que une os vértices p; ;, e Pijs- Como J¢

é o isocontorno nulo de ¢, ou ¢ é negativo em todo o poligono abaixo de d¢ ou em todo
o poligono acima dessa reta.

A partir da Figura podemos obter a expressao a seguir para as coordenadas do
ponto P;:
_ Pijo — Pij
Py = pij, + |Pr— pij |- —— (3.29)
|Pije = Piji]
Essa expressao pode ser compreendida da seguinte forma: para chegarmos ao ponto Py
partindo de p; ;,, devemos somar um vetor que tenha a dire¢ao e o sentido de p; j, — p; j,
e magnitude [Py — p; j,|.

Por fim, substituindo (3.28)) em (3.29)), chegamos a

¢(p1 jl)
’ (Pijs = Piji)- (3.30)
o(pijy) — dpi) T

Note que quando o contorno de d¢ é obtido dessa maneira, ele é continuo ao longo de
todo o dominio. Na Figura[3.§] o mesmo ponto P, serd obtido ao analisarmos o tridngulo

Py = p;j +

0¢p

Figura 3.9: 0¢ € o contorno da interface representada por ¢, e J¢ é o contorno da interface
representada por ¢.
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Figura 3.10: P; P, é a parte da interface que se encontra dentro do triangulo 7.

U;

imediatamente a direita ao que foi representado, de modo que os segmentos de reta de
cada triangulo formam uma poligonal continua. Além disso, é importante ressaltar que ¢
coincide com ¢ nos vértices dos triangulos, visto que a interpolacao linear para o calculo
de ¢ utiliza justamente os valores de ¢ nesses pontos. Na Figura comparamos as
interfaces O¢ com 0.

Uma vez que O¢ foi obtida em todos os triangulos de T, podemos calcular a funcio

¢*(v;) = d(v;), Vo, €V (3.31)

onde ¢* é uma funcao que pertence a V' e que coincide com d nos vértices adjacentes a
interface. Nos demais pontos do dominio, os valores de ¢* nao sao conhecidos, e precisam
ser aproximados quando isso for necessario. Na pratica, s6 precisamos dos valores de
¢®* nos pontos que pertencem as arestas dos triangulos. Esses valores sao aproximados
utilizando-se interpolacao linear sempre que necessario.

Para o calculo de d('fji), precisamos obter a menor distancia do vértice v; ao contorno
da interface 0¢. Esse problema é um pouco menos simples do que parece. Note que
a interface é formada por varios segmentos de reta, de modo que precisamos calcular a
distancia de v; a cada um desses segmentos, e usar a menor dentre essas distancias.

Considere, por exemplo, o caso da Figura A interface é delimitada pelos pontos
P; e Ps, e desejamos calcular a menor distancia entre v; e o segmento de reta P; P». Para
isso, devemos encontrar uma expressao para a distancia entre v; e um ponto P qualquer
desse segmento de reta. Primeiramente, escrevamos P como

P:P1+)\(P2—P1), AE [0,1} (332)
Assim, a distancia de v; a P pode ser obtida pela expressao a seguir:
0, — P| = |0, — (P + A\ (Py — P,))|. (3.33)

Escrevamos as coordenadas dos pontos envolvidos na expressao acima como P; =

(Pr,, P1,), Po = (Ps,,Ps,) e v; = (0U;,,0;,). Assim, expandindo (3.33)), chegamos a

B — Pl = /@, — (P + APy, — PL)) + (55, — (P + A(Bs, — )% (330)

Agora, devemos obter o pardmetro A que nos dé o ponto P mais proximo de v; (ou
seja, obter X' que minimize (3.34)). Derivando (3.34) em relagdo a A e igualando a zero,
obtemos:

(P, = 03,) (P, = Po,) + (P, = ,) (P, — Py,
(P2, — P, + (P, — P1,)? '

Devemos nos atentar ao fato de que em (3.32)) temos a restricao de A € [0, 1], para
garantir que o ponto P esteja entre Py e P,. Se obtivermos X fora desse intervalo, o

N =

(3.35)
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Figura 3.11: Interfaces representadas por ¢ (vermelho) e ¢* (preto). Em laranja,
mostramos a area da regido interna & interface representada por ¢, e em azul a area
interna as duas interfaces. A diferenca entre as duas retas foi intencionalmente exagerada
para facilitar a visualizacao.

ponto P’ calculado por (3.32) nao estard em P; P,. Desse modo, devemos escolher )\
que nos dé o ponto P” de P; P, mais proximo de P’. Para A > 1, devemos, entao,
utilizar A’ = 1, e para ' < 0, devemos utilizar X' = 0. Se X € [0, 1], fazemos simplesmente
P’ =P’

Uma vez que P’ é conhecido, a distancia de v; a P” pode ser facilmente encontrada.
Essa é a menor distancia de v; ao segmento de reta que representa a interface em 7.
Devemos realizar o mesmo processo para encontrar essa distancia & interface em cada um
dos outros triangulos de 7 e, entdo, ¢*(¥;) = d(;) serd a menor dessas distancias.

Como ¢* possui os mesmos valores que d nos vértices dos triangulos que sao adja-
centes & interface, ¢* pode ser considerada como uma funcao distancia. Contudo, nao hé
garantias de que a area interna a interface representada por ¢* seja igual a da interface
representada por ¢. Veja na Figura um exemplo que ilustra a diferenca entre essas
duas areas.

Assim, vamos em busca de uma funciio d que também seja linear, e cuja area interna
seja igual a de ¢. Primeiramente, vamos representar a variacio de area entre as interfaces
representadas por duas funcoes level-set por

T ETTUT 7eT

A altima passagem se deve ao fato de que, se 7; € T, A, (¢*) = A, (¢p) = AzxAy/2,
sendo Az e Ay o espacamento da malha nas direcoes = e y, respectivamente.

O calculo de Az (¢) (e, de maneira anéloga, o de A~ (¢*)) foi feito de maneira total-
mente geométrica, utilizando apenas as coordenadas dos vértices que delimitam a regiao
interna a interface em 7; (ou seja, a parte do tridangulo em que o é positivo). Note que
trata-se de um poligono de trés ou quatro vértices. Conhecidos os vértices, a area foi
calculada pela expressao

tmax

>

=0

T 1 Ti Tig1

Yi Yir1|| (3'37)

onde imax € {2,3} e (z;,y;) € 0 i-ésimo ponto que delimita o poligono cuja area esta sendo
calculada. Esses pontos devem estar ordenados de maneira que o poligono seja construido
unindo-se o ponto (x;,y;) ao ponto (Z;41,¥;+1) por um segmento de reta. Além disso,
como o poligono é fechado, devemos ter o = z;_, 1 € Yo = Yi,..+1- Dois desses pontos
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Elemento de 75

Elemento de T

Figura 3.12: Tipos de triangulos utilizados nesse trabalho.

foram obtidos na construcao de d¢ (pontos P; e P, da Figura , mas ainda precisamos
obter o(s) outro(s) ponto(s) que forma(m) o poligono.

Para simplificar a explicacao, consideraremos apenas o calculo dessa &rea nos trian-
gulos 7; € 71, que sdo os triangulos nos quais o angulo de 90° estd no vértice inferior
esquerdo (Figura . O calculo nos triangulos que pertencem a 75 pode ser feito de
maneira analoga.

Para a obtencao dos vértices do poligono cuja area desejamos calcular, note que, se
¢ for positivo apenas no vértice p;;, para um j especifico, o poligono ¢ formado pelas
interseccoes de ¢ com as arestas de 7; mais o ponto pi; (veja Figura , e esses
pontos podem ser utilizados em em qualquer ordem. J4 se ¢ for positivo em dois
vértices do tridngulo, o poligono possui dois pontos além das interseccoes do contorno da
interface com as arestas do triangulo.

Caso o poligono possua quatro vértices, teremos sete possiveis casos, que também sao
apresentados na Figura Apesar da grande quantidade de casos a serem verificados,
isso ndo é algo complexo de ser feito. Por exemplo, se O¢ intersectar a aresta vertical
do triangulo mas ¢ nao for positivo no vértice superior, entdo ocorre um dos casos das
Figuras [3.13bl [3.13c[ ou [3.13dl Se 0¢ intersectar a aresta vertical do triangulo, e ¢ for
positivo no vértice superior esquerdo do triangulo, entao o vértice inferior direito também
pertence ao poligono (Figura . De forma analoga, podemos analisar o caso em que
J¢ intersecta a aresta horizontal do triangulo, para chegar aos casos das Figuras
13.13f] ou [3.13g]

Agora que sabemos calcular a area da regido interna & interface, vamos, entao, em
busca de uma funcao 7, constante em cada 7;, tal que

AAﬂ‘(&v ¢* + 77) = Aﬂ(&) - Aﬂ(¢* + 77) =0. (338)
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Figura 3.13: Possiveis casos ao calcular a area da regiao interna a interface (regiao alaran-
jada). ¢ é positivo nos vértices do tridngulo que estao dentro da regiao alaranjada.

Veja a Figura [3.14) e considere P; = (x;,y;), 7= 1,2,...,7. Aplicando (3.29) ao ponto
P47

P, = P;+ |P, — Ps|

¢(Ps) P, — P
(P3) — ¢(Py) | Py — P

(3.39)

=P3+|P3—P1|<5

- APy o(Py)
- b (1 o(Py) — <:‘><P1)) TPy o) (340

Para chegar a (3.39), basta utilizar (3.28) para obter |Py — P3|. De maneira aniloga,
deduzimos que

¢(Ps) ) ¢(Ps)
(P2)

&:%O“ o(Ps) — o(P3)
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P1 P2

Figura 3.14: Interfaces representadas por ¢ (vermelho) e ¢* + 7 (marrom).

Entao, podemos escrever

I (1_ O(Ps) )+ o)
o(Ps) —6(P1))  o(Py) — o(Py)
 o(Py) o(Ps)
e (1 é(P@—&(H))+$<P3>—¢3<P1>y1 (3.41)
A (1__ O(Ps) )+_ oPy)
APs) —6(P2)) "~ 6(Py) — o(Py)
)

Podemos obter expressoes semelhantes para g, yg, 7, y7 utilizando ¢* +n ao invés de

¢ em (3.41). Usando (3.37) e (3.38)), e considerando que ¢ seja positivo no ponto Ps

e negativo em P, e Pp, para que as areas da interface representada por ¢* + 1 e a da
interface representada por ¢ no triangulo da Figura sejam iguais, devemos ter

T4 Ty
Ya Ys

Ts X3
Ys Y3

T3 T4
Ys Y4

Te X7
Ys Y7

7 X3
Yr Y3

xr3 Teg

=0 3.42
Ys Ys ( )

Note que a expressao acima nos da uma equagao nao linear para n para cada 7;.

Cada uma dessas equagoes foram resolvidas utilizando o método da posicao falsa.
Esse método ¢é bastante semelhante ao método da secante, mas possui a vantagem de que,
dado o intervalo inicial (7@, 7nV), com n@n® < 0, n® estara no intervalo (n©,n") na
k-ésima iteracao para todo k > 0.

O método da secante tradicional para resolver a equagdo f(x) = 0 possui a forma

2+ _ (k)

(k+2) _ ,.(k+1) (k+1)
x =z f (D) F ) = f @) (3.43)
J4 o método da posicao falsa possui a iteracao
(@) _ (b)
P R L) e i— ab<k k>2 (3.44)

f@@) = f (=)’
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onde a ¢ o maior niimero menor que k tal que f(x(“)) < 0, e b & 0 maior nimero menor
que k tal que f(x(b)) > 0. Assim, dados a e b que satisfacam as condigoes ja ditas, se
f(z®) > 0, deve-se fazer a atualizacdo b = k. Caso contrério, faz-se a = k.

Assim, dado um triangulo 7;, se escolhermos chutes iniciais para o método da posicao
falsa tais que a raiz da equacao gerada por para 7; esteja em (17(0), 77(1))7 o método
iterativo convergira para a raiz dessa equagdo. Isso significa que devemos ter AA- (¢, ¢* +
n®) <0e AA;(h, ¢* +n1) > 0. Como impusemos |¢| > 10710, esses chutes iniciais sio
facilmente encontrados:

Jj€{1,2,3}

n% = — ( min ¢*(pi;) + 10‘”) :

(3.45)
== (s, o) =107
Para a obtencao das expressoes acima, note que devemos ter
AA (¢, 0" +1n) <0
—> A5,(9) = Az (¢" + 1) <0
= A5 (9) < A (¢ +1©). (3.46)

Isso significa que a regidio do triangulo 7; em que ¢* + 1) & positivo deve ser maior que a
regido desse mesmo triangulo em que ¢ é positivo. Isso pode ser obtido escolhendo-se um
7 que seja positivo tal que |n(¥| seja ligeiramente menor que o médulo do menor valor
de ¢* nos vértices desse triangulo. Desse modo, ¢* +n(® sera negativo em apenas um dos
vértices, e a regiao em que essa fungdo é positiva sera grande (quando comparada a area
do triangulo). Para garantir que ela seja maior do que a regido em que ¢ é positivo, como
impusemos |¢| > 1071, a escolha para n© mostrada em é adequada. Observe que
n(® obtida dessa forma sera sempre positivo, pois o menor dos valores de ¢* é negativo, e
em modulo, menor que 10~. Raciocinio analogo pode ser usado para obter n"), impondo
AA; (o, ¢* +nWM) > 0. A Figura ilustra uma possivel configuracao apos as escolhas
de n© ¢ n),

Como n possui um valor diferente para cada tridngulo, e um mesmo vértice pode estar
contido em mais de um triangulo, nao podemos adicionar n diretamente a ¢* na tentativa
de obtermos a funcdo d. Contudo, para aproveitar os valores de 7 ja calculados em cada
um dos tridngulos de 7, introduziremos a funcio &, dada por

> n(r)

_ TETe,NT
~ tam(T, N'T)’

onde tam(7,, NT) corresponde & quantidade de triangulos que contém o ponto v; e nos
quais a fungao ¢ muda de sinal. Na Figura 3.7, tam(7,, NT) = 3, pois hé trés triangulos
em azul que contém o vértice v;. Assim, £ é uma funcao definida em todos os vértices
adjacentes & interface (ou seja, vértices dos triangulos de T) tal que £(v;) é a média dos
valores de 1 em todos os triangulos de 7 que contém o vértice v;.

Agora, vamos em busca de uma constante global C' tal que

AA($, 6" +£C) = Y AA(¢,£C) =0. (3.48)

=eT

¢(vi) v, €V (3.47)

Temos, novamente, uma equacio nao-linear para resolver. E uma equacio bastante semel-
hante a , com excecao de que as coordenadas dos pontos Pg e Pr sao obtidas sub-
stituindo em ¢ por ¢* + £C. Essa equacio foi resolvida pelo método da secante
convencional. Os chutes iniciais utilizados foram C(® = 0e CM = AA(¢, ¢* + £CO),
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P]_ P2

Figura 3.15: Na Figura, ¢(Ps) < ¢(P;) < 0 < ¢(Ps). Em marrom, area interna da
interface representada por ¢* + 77(_0). Em vermelho, area da regido interna as interfaces
representadas por ¢* + 1) e por ¢. Em azul, area da regido interna as trés interfaces.

Por fim, concluimos a reinicializacao de ¢ nos vértices adjacentes a interface através
da expressao

d=¢" +¢€C. (3.49)

Note que, calculada dessa maneira, d é linear, pois ¢* e £C' também o sao.

3.2.3 Reinicializacao nos demais Vértices da Malha

Uma vez que os valores de d sao conhecidos nos vértices adjacentes a interface, devemos
construir uma funcao distancia no restante do dominio. Essa funcao distancia pode ser
obtida somente em algumas células vizinhas a interface ou em todo o dominio, conforme
a aplicacao exigir. Um detalhe interessante é que essa etapa nao leva em consideragao os
valores de ¢ em nenhum dos pontos do dominio distantes da interface: apenas o sinal de
¢ e os valores de d nos vértices adjacentes a interface sao utilizados. Para simplificar a
explicacao, vamos considerar apenas a regiao Q" do dominio em que ¢ > 0.

Definindo o conjunto V' como o conjunto dos vértices r € VU Q" e que nao sao
adjacentes A interface, a primeira estimativa para a funcao distancia em V' é a tnica
fungao [4] que satisfaz } )

d(r;) = min (d(v;) +[ri — vil), (3.50)
v;€adj(r;)
onde adj(r;) representa todos os vértices de V1 que estdo conectados a r; através de
alguma aresta de algum triangulo.

Note que a expressao acima ainda nao nos da uma funcao distancia. Para cada ponto
r; € V7T, ela nos da o menor caminho ao longo das arestas dos tridngulos partindo desse
ponto até a interface, conforme mostrado na Figura . A excecao é o segmento de
reta que vai de r; a P, que pode nao seguir as arestas de nenhum triangulo.

O isocontorno dd é calculado interpolando-se linearmente d utilizando seus valores
nos vértices adjacentes a interface. Portanto, para 7y, esse valor ja foi calculado por
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Figura 3.16: dd é o isocontorno nulo de ci, apos ser calculada por . r1 € um vértice
adjacente & interface (pois pertence a um triangulo intersectado por 8(5), de modo que
sua distancia até dd j& foi obtida usando , e Ty, Ty e T3 sao vértices de V*. Em
verde é mostrado o segmento de reta de menor comprimento que vai de r; a interface. O
comprimento desse segmento de reta, complementado pelo comprimento do caminho em
azul, & o valor de d(m) que sera obtido por quando d deixar de variar.

(3.49). Os valores de d em 75 e 73 que satisfazem (3.50)) sao d(ry) = d(r1) + |ry — 71
e d(rs) = d(ry) + |rs — 3|, respectivamente. Contudo, d(rs) ndo é a ainda a menor
distancia de r3 a 8&, de modo que ainda nao nos da uma funcao distancia. Essa
funcao distancia ainda precisara ser obtida a seguir.

Héa varias formas de se obter a funcao que satisfaz (3.50[), mas optamos por escolher
o mesmo método iterativo utilizado por Ausas et al.. Primeiramente, d é inicializada em
todos os vértices de VT que nao sejam adjacentes & interface. O valor com o qual a funcao
serd inicializada deve ser ajustado de acordo com o “tamanho” da vizinhanca da interface
em que desejamos que a reinicializacao seja aplicada. Por exemplo, se desejamos reini-
cializar a funcao level-set até uma distancia de 10Az ao redor da interface, inicializamos
d com o valor 10Az em Yt e —10Az em V. Representaremos esse valor inicial como
d®. Nos vértices adjacentes a interface, a funcdo deve ser inicializada com os valores ja
calculados por (3.49).

Apos a inicializacao, para cada vértice r; de VT, calculamos

d**(r;) = min {cz(k)(ri)a min - {j(k) (7)) + |mi — 7’j|}} : (3.51)

r;€EVTNadj

A equacao acima deve ser aplicada para atualizar d até que seu valor nao seja modi-
ficado em nenhum dos vértices de V. Note que, escolhendo d® = 10Az a funcao d ndo
terd seu valor modificado em nenhum dos vértices cuja dlstanma 4 interface for maior que
10Az. Obviamente, quanto maior o valor de do , ais vezes O) precisara ser utilizada.

Agora, descrevemos a tltima etapa da relnlclallzagao que melhorara a aproximagao
para d obtida até entdo. Para cada vértice r; de V7, corrigiremos d de modo que d(r,)
serd o comprimento do menor caminho partindo de r; até a interface.

Para cada triangulo em que ¢ nao mude de sinal, e para cada vértice r; desse trian-
gulo (considerando ainda somente os vértices de V1), definamos F; como a aresta desse
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Figura 3.17: F; é a face oposta ao vértice r;, delimitada pelos vértices F;; e F; 5. © é um
ponto qualquer dessa face, distante i do ponto Fj ;.

triangulo oposta a r;, conforme a Figura Entdo, atualizamos d como

d(r;) = min {a?(n), arcré%l{cz(a:) + |7 — a;]}} = min{c](ri), gé% U(x)}, (3.52)

onde d(z) é obtida interpolando d linearmente com os valores nos vértices de F;. Essa
expressao ¢ muito semelhante a (3.23)). De maneira semelhante ao que foi feito em (3.50)),
essa equacao deve ser sucessivamente aplicada até que o valor de d nio seja modificado
em nenhum dos vértices dos tridangulos da malha. Ou seja, na pratica, devemos calcular

d*+(r;) = min {J(k)(ri), mllgl{cz(k)(a:) + |r; — a:\}} = min{d® (r;), mllg P& ()},
xrer; xTELl;

(3.53)
onde d© deve ser inicializada com os valores que foram obtidos na dltima iteracio de
(13.51)). .

Para o calculo de (3.53), veja a Figura Interpolando d® linearmente usando os
valores em Fj; e F, 5, obtemos

I9(Fy) — d9(F,) _ dW(@) - d(E,)
|Fio — F;q| h '

(3.54)

Novamente, trata-se apenas de uma regra de trés simples. Desejamos, entdo, obter o
parametro h que minimize ¢®).  Fazendo uma mudanca de variaveis de d*)(x) para
d®(h) na equacdo acima, chegamos a

- d® (F;5) — d®(F,,)

d®(h) = d®(F,1) + h 3.55
Podemos também escrever
F;, — F;,
=h———+ F,,. 3.56
PTME,—F, T (3:36)

A equagao acima nos diz que, para chegar ao ponto x partindo de F;;, devemos somar
um vetor de comprimento h com a diregao e o sentido de F; 5 — F; ;. De (3.56]), chegamos
a

Fir— Fi,

r,—x| = |h——"——"—
el = M TR

+Fy -1y (3.57)
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Figura 3.18: ¢ e ¢’ em funcao de h. Nesses graficos, foram considerados CZ(EQ) = 0.8,
J(FU) = 0.5, F;» = (0,Ax), F;; = (0,0) e ; = (Az,0), para Az = 0.5. Note que ¢’ ndo
possui raiz nesse intervalo, de modo que o maximo de ¢’ ocorre em um dos extremos do
intervalo (nesse caso, no extremo direito).

Assim, podemos reescrever ¢ em (3.52) como a fungao que satisfaz

- d™) (F, )_(j(k)(F, ) F.—F
W (h) = d®(F,) +h L2 bl 2 LB -1yl 3.58
v = ) T oy Fy| T B9
Agora, derivemos ¥®) em relacdo a h:
: d®)(F,5) — d® (Fyy) 1 F,,—F F,, - F
(k) o 9,2 3,1 9,2 7,1 . 1,2 7,1 .
VO = T, TR Il [ - Bl <h’ Fio—Fal T) (3.59)

Note que o termo |r; — x| depende da incognita h por , e foi escrito dessa forma
apenas para deixar a notacao mais compacta. A fim de encontrar h que minimize (3.58]),
devemos achar i que anule (3.59). Contudo, veja na Figura [3.17] que  deve estar no
intervalo I = [0, |F;2 — F;|], para garantir que o ponto x esteja na face Fj, e nao ha
garantias de que v’ se anule nesse intervalo.

De fato, veja na Figura um caso em que v’ ndo possui raiz no intervalo desejado.
Nesse caso, assumimos que a funcao v possui valor minimo em um dos extremos de I, e
os possiveis valores de h que minimizam ¢ dentro do triangulo sao 0 e |F; o — F;;|. Para
obter o minimo de ), entao, basta que esses dois valores sejam testados.

Uma vez que obtivemos h que minimize ¢, podemos calcular d®) por . Quando
d*+D) = k) para todos os vértices dos triangulos de 7, a reinicializacdo geométrica
terminou, e podemos atualizar ¢(v;) = d*t(v;), Vo, € V.

3.3 Testes Numéricos

Essa secao tem por objetivo comparar ambas as técnicas de reinicializacao apresen-
tadas nesse Capitulo em testes com campo de velocidade prescrito. Aplicagoes em escoa-
mentos bifasicos sao apresentadas na se¢ao

Todas as simulagoes foram realizadas com uma malha deslocada e quadrada (h =
Az = Ay), como mostra a Figura Apesar de as velocidades serem armazenadas
nas faces, o processo de adveccao mostrado no item requer que as velocidades e a
funcao ¢ sejam conhecidas no mesmo ponto. Desse modo, as componentes da velocidade
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u = (u,v) foram aproximadas no meio da célula por

Vamos adotar a notacao EDP para a reinicializacao da Secao e GEO para a reini-
cializagao da Secao

O passo de tempo utilizado na rotina de reinicializacdo por EPD foi A7 = h/2,
conforme recomendado em [37]. Em todos os testes, optamos por reinicializar a fungao
level-set a cada dez passos de tempo da equacao de adveccao, em ambas as técnicas de
reinicializacao.

Um dos parametros de verificacao que utilizaremos é a perda de massa ocorrida durante
a simulacao. A area interna da interface é calculada de maneira geométrica, como descrito
na secao [3.2.2] para ambas as técnicas de reinicializagdo. O erro de massa foi calculado
através da expressao

AA(HO HT)
em(0©, ") = %, (3.61)

sendo 7' o instante final da simulacao numérica. O erro de ¢ foi calculado como feito em
[31]:

1 n m
en(0,0M) = 7 3D [H(6V (%)) = H6 P (xi)| 1% (3.62)
i=0 j=0
onde L é o perimetro esperado da interface. Como nos testes que faremos, devemos ter
»T) = ¢ a interface esperada no instante ¢t = T coincide com a interface no instante
t = 0, de modo que podemos usar o perimetro inicial da interface para calcular o erro por
(13.62]).

3.3.1 Adveccao sob um Campo de Velocidade Cisalhante Rever-
sivel

Esse teste tem por objetivo verificar o comportamento da interface quando ela sofre
uma grande deformacao. O campo de velocidade é dado por
u = —sin?(rx)sin(2my)cos(nt/T)

v = sin(2rx)sin®(ry)cos(nt/T) (3.63)

onde 7" é o tempo final da simulagdo, e o dominio de interesse ¢ Q = [0,1] x [0,1]. A
interface é um circulo de raio 0.157, com centro inicialmente posicionado em (0.5,0.75).

Nesse teste, o campo de velocidade produz uma severa deformacao na interface por um
tempo T'/2, e depois tenta reconstrui-la através de um campo de velocidade com sentido
oposto ao original em cada ponto do dominio (Figura . Analiticamente, a interface
deveria retornar exatamente a posicao inicial, sem variagao de area e com erro 0. Na
Figura |3.20] comparamos as reinicializacoes por EDP e geométrica com o estado inicial
do problema. A Tabela apresenta uma comparagao mais detalhada.

Podemos perceber que a reinicializacao geométrica nao se sai muito bem quando o
passo de tempo é muito pequeno. Esse comportamento da reinicializacao geométrica foi
ressaltado em [4], e deve ser destacado: ela nao pode ser executada com uma frequéncia
muito alta, ou ela trard uma contribui¢ao negativa para a solucao do problema. Quanto
menor o nimero CFL utilizado, maior deve ser a quantidade de passos de tempo entre duas
aplicagoes sucessivas da reinicializagao geométrica. Nao observamos esse comportamento
na reinicializacao por EDP. Nos casos com nimero CFL nao muito pequeno, ambas as
solucoes se mostraram bastante semelhantes.
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Figura 3.19: Representagao do teste de adveccao sob um campo de velocidade cisalhante
reversivel. A malha utilizada foi de 128 x 128. Em azul, utilizamos a reinicializacao por
EDP, e em vermelho a reinicializagdo geométrica. Em a) apresentamos a simulagio nos
instantes ¢t = 0 (circulo perfeito), t = T/10 e T = T'/2 (circulo mais deformado). Em
b), apresentamos as simulacoes nos instantes t = 7'/2, t = 97//10 e t = T (circulo quase

perfeito).

em(%) ep
Malha | CFL | EDP | GEO | EDP GEO
1.0 | 40.00 | 58.41 | 3.94F2 | 4.84F2
16 x16 | 0.1 |46.61 | 69.88 | 3.38E2 | 5.05E2
0.01 | 35.02 | 80.30 | 3.58E~2 | 5.84FE2
1.0 | 17.18 | 15.93 | 2.44E~2 | 2.24F2
32x32 | 0.1 |16.16 |20.34 | 1.44E~2 | 1.54E2
0.01 | 12.99 | 29.87 | 1.03E2 | 2.33E2
1.0 | 5.80 | 3.47 | 1.36E72 | 9.80E3
64x64 | 0.1 | 480 | 6.02 | 6.29E73 | 4.88E 3
0.01 | 2.72 | 11.06 | 2.71E—3 | 8.92F3
1.0 | 228 | 1.02 | 7.36E—3 | 4.73E3
128 x 128 | 0.1 | 1.69 | 2.34 | 2.76E—3 | 1.80E—3
0.01 | 0.70 | 4.96 | 9.60F—* | 3.98E3
1.0 | 1.08 | 0.38 | 3.79F 3| 2.33E3
256 x 256 | 0.1 | 0.74 | 1.06 | 1.35E~3 | 8.15bE~*
0.01 | 0.24 | 2.31 | 4.18E~* | 1.86E73

Tabela 3.1: Variacao de area e erro apds a advecgao de ¢ por um campo de velocidade

cisalhante reversivel.

Além disso, também comparamos o tempo de execucao das duas técnicas de reinicial-

izacao. As simulacoes foram executadas num processador Intel Xeon E5-2690 de 2.90GHz,
com 32GB de memoéria RAM disponivel, e os resultados sao apresentados na Tabela [3.2]
Podemos ver que a reinicializacao geométrica permitiu reduzir consideravelmente o tempo
gasto na reinicializacao da funcao level-set, fazendo inclusive com que a reinicializacao se
torne computacionalmente menos cara do que o transporte da interface.
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Figura 3.20: Comparacao entre os estados iniciais e finais da interface no teste do campo de
velocidade cisalhante reversivel. A malha utilizada foi de 128 x 128, em azul, mostramos o
resultado final da simulacao utilizando a reinicializacao por EDP, em vermelho utilizando
a reinicializacao geométrica, e em preto o estado inicial da simulacao.

Malha | Adveccao | EPD GEO

16 x 16 0.18 0.39 0.22
32 x 32 1.47 3.26 1.67
64 x 64 11.7 27.44 11.67

128 x 128 93.6 232.60 | 87.48
256 x 256 730.0 1851.11 | 649.58

Tabela 3.2: Tempo de execugdo (em segundos) das rotinas de advec¢ao, reinicializagao
por EDP e reinicializagao geométrica, no teste de advecgao por um campo de velocidade
cisalhante reversiel. O numero CFL utilizado foi 1.0.

3.3.2 Circulo de Zalesak

Esse teste avalia a rotacao de um corpo rigido com algumas “quinas”, para verificar
o quanto da solucao original é perdida nessas quinas durante o processo de adveccao. O
dominio possui dimensées 1 x 1, e o circulo inicial é centrado no ponto (0.5,0.8). O campo
de velocidade é dado por

de modo que o circulo completa uma revolucao a cada 628 unidades de tempo. A Figura
3.22] exibe o comportamento da interface ao longo do tempo nesse teste. A Figura [3.21
compara o estado final da simulagao com o inicial, utilizando as reinicializagoes por EDP
e geométrica. Por fim, a Tabela [3.3] apresenta resultados quantitativos variando a quan-
tidade de células nas malhas.

Podemos constatar nas Figuras e que a reinicializagdo geométrica provoca
uma maior suavizacao da solucao proximo as “quinas” do circulo do que a reinicializacao
por EDP. A Tabela [3.3|reforca os resultados observados nas Figuras, pois a reinicializa¢ao
por EDP apresentou menor erro e menor variacao de éarea.
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Figura 3.21: Comparacao entre os estados iniciais e finais da interface no teste do circulo
de Zalesak. A malha utilizada foi de 128 x 128, em azul, mostramos o resultado final da
simulacao utilizando a reinicializacao por EDP, em vermelho utilizando a reinicializacao
geométrica, e em preto o estado inicial da simulagao.

~0.2

-0. 4+

Figura 3.22: Representacdo do teste do circulo de Zalesak. A malha utilizada foi de
128 x 128. Em azul, representamos a solucao utilizando reinicializacao por EDP, e em
vermelho utilizando a reinicializacao geométrica. A simulacao no tempo t =0 é a que se
encontra mais acima do dominio. A partir dai, exibimos no sentido antihorario os estados
das simulagoes nos instantes ¢t = 137/50,, t = 267/50 e t = 39T/50, respectivamente.
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em(%) ep
Malha EDP GEO EDP GEO
64 x 64 821F 3 | 831F 1| 7.05E3 | 1.14E2
128 x 128 | 4.76E1 1.14 [ 216E 3] 4.10E3
256 x 256 | 2.70E~!' | 8.61E~' | 1.05E2 | 1.80E 3
512 x 512 | 856E2 | 3.77TE~' | 3.28E~* | 7.67TE~*
1024 x 1024 | 3.80E2 | 1.81E~' | 1.99F~* | 4.14F~*

Tabela 3.3: Variacao de area e erro apds a adveccao de ¢ por um campo de velocidade
cisalhante reversivel. O niimero CFL utilizado foi de 0.67, de modo que, nas malhas mais
grossas, o passo temporal foi de 0.010467.



CAPITULO

z

Conceitos Basicos em Solucao
Numeérica de Escoamentos Bifasicos

Esse Capitulo tem por objetivo apresentar a modelagem matematica necessaria para a
simulacao numérica de escoamentos multifisicos. Inicialmente, deduzimos as equacoes de
Navier-Stokes, que modelam o comportamento dos fluidos. A seguir, essas equacoes sao
ligeiramente modificadas para adicionar o termo referente & tensao superficial nas regioes
de interface. Por fim, sdo apresentados um método de projecao e um método implicito
para a solucao numérica dessas equagoes.

4.1 Equacoes de Navier-Stokes
A derivagao das equacoes de Navier-Stokes baseia-se em trés principios gerais:

e Hipdtese da continuidade - as propriedades fisicas (massa especifica e viscosidade)
de cada fluido podem ser modeladas por uma funcao continua. Essa ¢ uma boa
aproximacao, desde que nao estejamos preocupados com escalas de comprimento
muito pequenas;

e Hipotese da descontinuidade da interface - na regiao de interface entre diferentes
fluidos, as propriedades fisicas sao consideradas descontinuas. A interface é, em
geral, muito fina, quando comparada com as dimensoes envolvidas nos problemas.
Sendo assim, a transicao entre as propriedades fisicas ocorre de maneira muito
abrupta, justificando a utilizagao dessa hipotese;

e Forcas de acao a distdncia sao desconsideradas - forcas como as de origem eletro-
magnéticas ou gravitacionais nao sao consideradas. Forcas intermoleculares sao
modeladas através de seu principal efeito: a forca devido a tensao superficial, uma
forca aplicada na regiao de interface entre os fluidos.

Embora este trabalho lidara apenas com fluidos incompressiveis e newtonianos, as

equacoes de Navier-Stokes serao deduzidas em sua forma geral, e depois particularizadas.
Essa secao segue, principalmente, a abordagem feita em [42].

29
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4.1.1 Equagao da Continuidade

Para a derivacao da equacao da continuidade, assume-se que, dentro de um volume
V' fixo no espaco, nao se pode criar ou destruir massa. Dessa forma, a massa m de V 86
pode variar se houver um fluxo de massa através da fronteira de V.

Chamando de m a normal que aponta para fora de V, o fluxo de massa que deixa
V através de sua fronteira é dado por pu - n, onde p é a massa especifica de V e u é a
velocidade do fluido que passa através da fronteira. Assim, o principio da conservacao de
massa pode ser escrito matematicamente como

d

pr pdv:—j{pu-nds, (4.1)
v S

sendo S a fronteira de V. A integral de volume & esquerda de representa a massa
total de V, e a integral a direita representa o fluxo total de massa que deixa V' através
de suas fronteiras. Assim, a equacao acima deve ser interpretada como: a variacao da
massa em V ao longo do tempo é, em modulo, igual ao fluxo de massa que deixa V
através de sua fronteira. Se ha massa deixando V' na dire¢ao de m, a derivada do primeiro
membro é negativa, enquanto a integral do segundo membro é positiva (o fluxo de massa
estd deixando V' no mesmo sentido da normal n, que aponta para fora de V), dai a
necessidade do sinal negativo no segundo membro.

Pelo Teorema da divergéncia, podemos escrever

]{pu -nds = /V - (pu) dv. (4.2)

S \%

Além disso, como o volume V' é fixo, podemos passar a derivada no primeiro membro de
(4.1) para dentro da integral, chegando a

/ [% +V- (,ou)] dv = 0. (4.3)

Tratando V' como um volume infinitesimal, a integral acima s6 pode ser nula se todo o
integrando também o for. Logo, deduzimos que

dp
~ ) —0. 4.4
T +V-(pu)=0 (4.4)
Definindo a derivada material como
D()  9()
AV ) 4.
D BT +u-V() (4.5)

e expandindo V - (pu) = u - Vp + pV - u, chegamos, de (4.4)), & equacao da continuidade

em sua forma mais geral:
Dp
— =—pV - u. 4.6
oy = PV u (4.6)

4.1.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

A equacao da quantidade de movimento é derivada assumindo que a taxa de variacao
da quantidade de movimento do fluido num volume fixo V é a diferenca entre o fluxo de
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quantidade de movimento que deixa V' pela sua fronteira S e a forca resultante que age
em V. Matematicamente,

% pudv:—fpu(u-n)dS—i—/de—i—fn-TdS. (4.7)
1% s 1% s
Na equagao acima, a integral do primeiro membro representa a quantidade de movimento
total do fluido em V', a primeira integral de superficie do segundo membro ¢é o fluxo de
quantidade de movimento que deixa V através de S (o sinal de negativo é justificado da
mesma forma que em (4.1))), seguido da forca resultante aplicada em V' (f) e da forca total
devido & tensao de cisalhamento aplicada em V. T é um tensor simétrico construido de
tal forma que n - T é a forca devido & tensao de cisalhamento aplicada no elemento d.S
que tenha normal n.
Pelo Teorema da Divergéncia, e usando o mesmo argumento que na dedugao de (4.4)),
chegamos a
ou
ot
sendo wu um tensor tal que (uw); ; = u;u;. Usando o fato de que V- (puu) = pu - Vu +
u - Vpu e a equacao da continuidade (4.6), chegamos a

V. (puu)+ f+V- T, (4.8)

Du

poy =F+V-T. (4.9)

4.1.3 Fluidos Newtonianos

Se considerarmos que o fluido é newtoniano, o tensor T pode ser escrito como
T=(—p+ AV -u)I+2uS, (4.10)

sendo I o tensor unitario, p a pressao, u a viscosidade, A o segundo coeficiente de viscosi-
dade e § = %(V'u, + VuT) o tensor deformagao, cujas componentes sao

1 Guz an
Sij = 3 (31’]- + axi) . (4.11)

Se assumirmos a hipotese de Stokes, podemos considerar A = —(2/3)u. Substituindo
essas expressoes em (4.9, chegamos a

Du

Py =F VeV (p (Vu+vnT))+v<—§uV~u), (4.12)

que é a equacao de conservacao da quantidade de movimento para fluidos newtonianos.

4.1.4 Escoamentos Incompressiveis

Escoamentos incompressiveis sao aqueles em que a massa especifica de cada uma de
suas particulas permanece constante conforme elas se movimentam. Matematicamente,

Dp

= 0. 413
Dt (4.13)

Assim, a equagao da continuidade (4.6) pode ser simplificada para

V-u=0. (4.14)
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V

up

Figura 4.1: Um fino elemento de volume dV, com fronteiras dS contendo uma interface
S. Se dV for suficientemente fino, nao pode haver aciimulo de massa em seu interior.
Imagem retirada de [42].

Observe que nao estamos, ainda, impondo que a massa especifica seja constante ao longo
de todo o dominio (e nem constante numa mesma célula com o passar do tempo): a
condigao é que a massa especifica de uma mesma particula nao seja alterada ao longo do
tempo, conforme ela se movimenta ao longo do escoamento.

Em escoamentos incompressiveis, a equacao da conservagao da quantidade de movi-

mento pode ser simplificada para
D 1
F?:;(—Vp+f+v~(/L(Vu—l—VuT))). (4.15)

Note que o termo %,LLV -u de 1) ¢ zero devido a equagao da continuidade.

4.2 Escoamentos Multifasicos

Para que possamos utilizar as equagoes de Navier-Stokes ao longo de todo o dominio,
precisamos estabelecer condigoes de contorno na interface para a equacao da continudade,
e adicionar uma forca extra na equacao da quantidade de movimento: a forca devido a
tensao superficial.

A fim de melhorar os resultados numéricos, optamos por suavizar as propriedades
fisicas (massa especifica e viscosidade) nos pontos proximos a interface. Dessa forma, para
todo ponto x do dominio, essas propriedades devem ser calculadas atravéz das expressoes
a seguir:

p(x) = po + (p1 — po)H(¢(z)) (4.16)

() = po + (1 — p1o) H(d()). (4.17)
Na equagao acima, o indice 1 corresponde as propriedades fisicas do fluido que se encontra
na regiao interior a interface, enquanto que o indice 0 corresponde a regiao exterior a ela.
H ¢é a funcao degrau, que foi suavizada nesse trabalho como a seguir

1 o(x) >«

H(¢(x)) = {0 ¢(x) < —a (4.18)
0.5 (1 + 2@ 4 gin (M» [¢(x)| < a,

a

sendo que « representa a espessura da interface. Utilizamos o = 0.75 (Az + Ay), con-
forme feito em [26].

4.2.1 Condicao de Contorno para a Equacao da Continuidade

Veja a Figura Se as velocidades nas duas fases do fluido, préximas a interface,
Sa0 wy € U, € a velocidade da interface na direcao normal é V', os fluxos de massa que
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entram e saem de dV sdo, respectivamente, p;(u; -n — V) e pa(uy - m — V). Como o
elemento de volume tem espessura infinitesimal, ndo pode haver acimulo de massa em
dV , de modo que devemos ter

p1<’u,1 N — V) = ,02(’11,2 N — V)

Pensando num caso geral de escoamento multifasico, a condi¢ao acima deve ser valida
para qualquer par de massa especificas pi, p2, razao pela qual podemos escrever

Uy 1N =Ugs - N.

Experimentalmente, observa-se que, na maioria dos casos, deve-se utilizar condicoes de
contorno do tipo no-slip para a componente tangencial da velocidade. Portanto, a condicao
de contorno para a velocidade na interface é

U = Us. (419)

4.2.2 A Tensao Superficial

Para a resolucao da equacgao da conservacao da quantidade de movimento na interface,
devemos levar em conta os efeitos da forca devido a tensao superficial, denotada nesse
trabalho por f,. Ha dois métodos principais para se modelar essa forga: a SSF (Sharp
Surface Tension Force) e a CSF(Continuous Surface Tension Force). Detalhamos esses
dois métodos a seguir.

4.2.2.1 Continuous Surface Tension Force - CSF

O método CSF para o calculo da forca devido a tensao superficial foi introduzido em
1992 por Brackbill et al., e foi utilizado por muitos trabalhos desde entdo |25 B39, 4T].
Essa secao foi escrita tendo como base o artigo de Brackbill et al., junto com o livro de
Tryggvason et al. [42].

Através de uma visao puramente mecanica, a tensao superficial é uma forca por
unidade de area que atua perpendicularmente a cada ponto da interface. Sendo assim,
se p é um vetor perpendicular a um segmento de reta da interface, conforme a Figura
[4.2] temos que a forga aplicada nesse segmento ¢ op por unidade de comprimento. O
coeficiente o é comumente chamado de coeficiente de tensao superficial.

Considerando um pequeno elemento de superficie S, com contornos 05, usemos a
relacao op = oI, - p, onde I, = I — nn é a tangente interface. Dai, podemos obter a
forca devido a tensao superficial total em S através da expressao a seguir:

f, = f oI, - pdl = / V- ol,dsS, (4.20)
oS S

onde V é o gradiente de superficie (componente do gradiente tangencial a superficie) e dl
é um elemento de 9S5. Na equacgao acima, a tltima igualdade é derivada do Teorema da
Divergéncia. No limite, quando a interface tende a um ponto, a expessao acima se torna

fo=Vg-0l,=0Vg-I,+ 1, -Vgo.

O termo I, - V4o se anula para um coeficiente de tensao superficial constante, e pode-se
mostrar que cVg - I, = oxn [42]. Portanto,

Jo = okn. (4.21)
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vy=const

Figura 4.2: O vetor p é perpendicular ao contorno da interface, mas é diferente do vetor
n [42].

Considerando um elemento de volume V', que contenha uma interface S, a tensao super-
ficial f,y dentro desse elemento de volume é calculada somando-se a for¢a f, ao longo
de S. Matematicamente,

fov = /aﬁmds. (4.22)
5
Para que essa for¢a possa ser adicionada & equacao da conservacao da quantidade de
movimento, precisamos que a integral seja feita sobre V', e nao sobre S. Isso pode ser
feito utilizando-se a fungao dg(x), definida como

5(x) = 1, = p(frtence a inter.face S (4.23)
0, « nao percente a interface S
Assim, (4.22)) se torna
fov = /Jffnégdv. (4.24)
%
Seja ¢(x) uma funcao tal que
Q
() = {CO’ vt (4.25)
Ci, T € QQ

com ¢y e ¢ reais. Assumimos que ¢ apresenta uma transicao suave entre ¢y € ¢; na
interface. Brackbill et al. [7] mostrou que

Ve
oKkMldg = O'KJTC, (4.26)
]
onde [¢] = ¢y — ¢;. Se utilizamos ¢ = H(¢) [1], note que ¢g =1 e ¢; = 0, logo [¢] = 1.
Agora, adicionando a for¢a f,y & equacdo da conservacao da quantidade de movi-
mento (4.7)), e utilizando os mesmos argumentos detalhados na se¢ao [4.1.2) a equagao

da conservacao da quantidade de movimento para fluidos newtonianos incompressiveis se

torna
Du

2L % (=Vp+ f. + oknVH(¢) + V - u(Vu + VuT)) | (4.27)
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N

Figura 4.3: Volume de controle V', com dimensoes Ax x Ay. A interface é representada
pela linha vermelha. O comprimento da parte da interface interna a V é L;, e n é um
vetor unitario normal & interface.

onde f. representam as forcas externas que atuam no escoamento, como a gravidade.
Note que num elemento de volume que ndo contenha nenhuma parte da interface, H(¢) é
constante, de modo que V H (¢) é zero, fazendo com que essa equagao se reduza novamente

2 (T9).

4.2.2.2 Sharp Surface Tension Force - SSF

O método SSF recebe esse nome porque, diferentemente do CSF, a forca devido a
tensao superficial é tratada de maneira descontinua, sendo aplicada exatamente sobre
o contorno da interface. Detalhes sobre sua implementacao podem ser encontrados nos
trabalhos de Francois et al. [12] e Pourmousa et al. [29].

Nesse método, a forca f, aplicada num volume de controle V' é calculada através da

expressao
okL;n

— 4.2
¥o AzAy’ (4.28)

onde k é a curvatura da interface no volume de controle, n = (n,,n,) ¢ a normal unitaria,
L; é o comprimento da interface que passa por V (ver Figura e Az, Ay, sao o com-
primento de V' nas direcoes x e y, respectivamente.

E comum aproximar o produto L;n, por Ay, e Lin, por Az, como feito em [29)].
Através dessas aproximagoes, podemos simplificar da forma a seguir

OK

Jor = Ar (4.29)
OK

Jo, = Ay

Francois et al. [12] detalhou como adicionar a tensao superficial pelo método SSF a
equacao da conservagao da quantidade de movimento. Diferentemente do método CSF, no
método SSF essa adicao s6 deve ser feita nas células em que ¢ muda de sinal. Como uti-
lizamos uma malha deslocada (ver Figura , a equacao da conservacao da quantidade
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de movimento é discretizada nas faces das células. Isso significa que a tensao superficial
também deve ser calculada nas faces das células. Assim, adicionamos (4.29) a equagdo
da conservagdo da quantidade de movimento na face (i — —,j) se ¢; j¢i—1,; < 0 (fazemos
analogamente na dire¢ao y).

Além disso, a curvatura também precisa ser aproximada nas faces da célula. Essa
aproximacao é feita através de uma média ponderada das curvaturas nas células vizinhas
a essa face, dando um peso maior para a célula cujo centro estiver mais proximo do
contorno da interface. Isso é feito pelas expressoes a seguir:

Kij|Pio14] + Kio1j|di ]

R, 1, = 4.30

2 |Pij] + | i1, (4.30)

heo = il Gij—1| + Kij—1|¢ij| (4.31)
M |Ps5] + |Pi5-1]

4.3 Solucao Numérica das Equacoes de Navier-Stokes

4.3.1 Discretizacao Temporal e Espacial

Para a integracao temporal, foi utilizado um método implicito, conforme abaixo

un+1 —u" ) 1
P\ =g tAY) =D v (4.32)

Na equagao acima, A =u-Vu, D=V (,u (V'u, + VuT)) e f representa as forcas como

as geradas pela gravidade e pela tensao superficial. No caso bidimensional, essa equacao

vetorial pode ser dividida em duas outras equacoes, para as componentes = e y, como a
(8u ou 8u) _Op

seguir:
0 ou  Ou
— . —+ — 4.33
o o Tay) T e Tt e (M<8m+8y>) (4.33)
ov ov ov dp 0 ov  Ov
— — — | =—= — —+ =, 4.34
p(at”ax”ay) oy Tl T gy ( <8x+8y>) (4:34)
sendo u e v as componentes do vetor velocidade u = (u,v) e f, e f, as componentes do
vetor f.
O termo convectivo A foi discretizado com um esquema CUBISTA [2], e para a dis-
cretizacao dos demais termos com derivadas utilizamos diferencas centradas.
Pelas expressoes (4.16)) e (4.17), 1 e p dependem de ¢. Contudo, como pode ser visto
na Figura [2.3] os valores de ¢ estdo armazenados no centro das células. Assim, para as

expressoes (4.16]) e (4.17) apenas nos permitem calcular os valores de p e p nos centros
das células. Para obtermos seus valores nas faces das células, utilizamos as expressoes

Hit1,5 +,uz,

frgyy = ML LI (4.3)
Pi+1,5 +pz

oy = DL, (4.3

4.3.2 Meétodo de Projecao

Para a resolu¢ao das equagoes da conservacao da quantidade de movimento (4.33) e
(4.34), juntamente com a equagao da continuidade (4.14)) em variaveis primitivas (u, v e
p), ha duas maneiras distintas. Ou calculamos essas trés variaveis de maneira simultanea,



4. Conceitos Basicos em Solucao Numérica de Escoamentos Bifasicos 67

resolvendo um tnico sistema nao-linear [30], ou de maneira segregada [13]. Nesse trabalho,
utilizaremos um método de projecao, que esta dentro da classe dos métodos segregados.

Métodos de projecao, como o introduzido por Chorin [9], sao formas de resolver numeri-
camente as equacoes de Navier-Stokes em varidveis primitivas. Primeiramente, definimos
u" 1 de forma que satisfaga a equagao da conservagao da quantidade de movimento (mas
nao necessariamente satisfaca a conservagdo de massa)

,an—&-l —u”
’ <T + (- w>”) = V" + V- (u(Vart + (Varth)h)) + f (4.37)

Pelo Teorema da Decomposi¢ao de Helmholtz [6], podemos escrever
1 1
"t =" 4 SVt = T =t - Syt (4.38)
P P

onde ¢ é uma funcao potencial escalar. Aplicando o operador divergente em (4.38)) e
usando (4.14)),

1
V- (;VW“) =V -a" (4.39)
Subtraindo (4.37) de (4.32),

p (W) — = =)+ Ve ( (V= @) (Ve - art) T ).
(4.40)

Substituindo (4.38]) em (4.40)),

__Vﬁjﬁz—vwwl—ﬂU+Vﬂ(u(V(—%vw“{>+(v(—%VW”Q)T>>~

(4.41)
Agora, simplificamos a equagao acima assumindo que p e p sdo constantes [44], chegando
a

Vit . n+1 n H 2 1 n+l T (w2, n+1
- Sar = VW e S (V) VT (V) (442)
Como V e VT operam sobre escalares, ambos os operadores sdo iguais. Logo, chegamos a
\Y ™ ot ol — o, (4.43)
At p
Para o gradiente de uma funcao se anular, essa funcao precisa ser constante. Logo,
Pt +1 K2 1
— L T 25V = 4.44
NI P2V Po (4.44)
n+1

n+1 — ,l/} - 2ﬂv2 n+1 4 45
p Pty 2V (4.45)

Como a pressao ¢ definida em funcao de uma pressao de referéncia, podemos assumir
po = 0. Além disso, para simplificar o calculo da pressdo, ignoramos o termo V2¢"*1, o
que introduz um erro de ordem O(At) no calculo da pressao.

Assim, o método de projecao que utilizamos consiste dos passos a seguir:

1. Calcular ™! através de (4.37));

2. Calcular ¥ atraves de (4.39)
3. Calcular p™™! através de (4.45))

Um fluxograma de uma simulagao completa, desde a inicializacao de ¢ até a solucao das
Equacoes de Navier-Stokes, ¢ apresentado na Figura |B.1
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4.3.3 Condicoes de Contorno

Todos os testes que faremos nesse trabalho sao de escoamentos confinados, sem a
presenca de nflow e de outflow, de modo que utilizamos condicoes no-slip em todas as
fronteiras do dominio. Além disso, as paredes do dominio sdo consideradas impermeaveis.
Isso implica nas condic¢oes

u=0, em (4.37)

O :
5, =0 em (L3



CAPITULO

5

Aplicacoes em Escoamentos Bifasicos

Esse Capitulo visa aplicar as técnicas de reinicializacao descritas no Capitulo |3| a
problemas de escoamentos bifasicos. Utilizamos a mesma malha e a mesma frequéncia de
reinicializacao que foram descritos na Secao

Com excecao do teste das correntes parasitas, o passo de tempo At utilizado é calculado
dinamicamente. Isso é necessario, visto que no transporte da interface, a discretizacao
temporal é feita sempre de maneira explicita. Desse modo, o passo de tempo precisa ser
recalculado de forma a respeitar a condigao CFL. O nimero CFL que utilizamos foi de
0.35.

5.1 Correntes Parasitas

Esse teste consiste de uma bolha imersa num fluido de mesma massa especifica e
viscosidade. Quando os efeitos da gravidade sao desprezados, caso o fluido se encontre em
repouso no inicio da simulagao, ele devera continuar em repouso até o término da mesma.
Entretanto, aproximacoes ruins da curvatura e inconsisténcias na discretizacao da forca
devido a tensao superficial e do gradiente de pressao podem levar ao surgimento de um
campo de velocidade falso (as chamadas correntes parasitas) [22] (ver Figura [5.1]).

O dominio utilizado possui dimensoes 1x 1 (metros), a bolha possui diametro inicial de
0.5m e é posicionada no centro do dominio, e o coeficiente de tensao superficial utilizado
¢ 0 = 0.357N/m. Nas duas fases do fluido, a viscosidade utilizada foi de u = 1Pa.s, e a
massa especifica p = 4kg/m?. O passo de tempo ¢ At = 107°s, e a simulagao foi realizada,
até o tempo T' = 200At. O numero adimensional relevante para esse teste é o niimero de
Ohnesorge, dado por

Oh = u/\/opr = 1.6737,

em que r é o raio da bolha.
A validagao do teste foi feita comparando a norma ly; da velocidade com as apresen-
tadas em [17]. Essa norma foi calculada como

N N 12
[l =h> (Z Hw,;-H%) ; (5.1)
i=1 \j=1

onde N é a quantidade de células do dominio em cada dimensao (o dominio é quadrado)
e u; ; ¢ o vetor velocidade na célula (i, 7).

Podemos, também, considerar um vetor w em que cada componente u; corresponde
a norma da velocidade em uma determinada célula do dominio. Nesse caso, podemos

69
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utilizar a norma do maximo no vetor w. Como esse teste apresenta pouca (idealmente
nenhuma) movimentacdo da interface, ndo foi feita reinicializagdo da funcao level-set.

Malha | Curvatura | Tensao Superficial |21 Ordem ||| o Ordem
32 x 32 LS1 CSF 4.66F — 05 - 6.14F — 05 -
64 x 64 LS1 CSF 1.86E —-05| 1.32 |228E—05| 1.43
128 x 128 LS1 CSF 6.86L —06 | 144 | 651K —06| 1.81
256 x 256 LS1 CSF 246 —06 | 148 |1.71E—-06| 1.93
32 x 32 LS2 CSF 6.49EF — 05 - 4.36E — 05 -
64 x 64 LS2 CSF 254E —-05| 136 | 1.84E —05| 1.24
128 x 128 LS2 CSF 940E —-06 | 143 |561E—-06| 1.71
256 x 256 LS2 CSF 346 —-06| 143 |161E—-06| 1.80
32 x 32 LS3 CSF 6.53F — 05 - 4.37FE — 05 -
64 x 64 LS3 CSF 254E —-05| 136 | 1.84E—05| 143
128 x 128 LS3 CSF 940E —-06 | 143 |561E—06| 1.72
256 x 256 LS3 CSF 349 —-06 | 143 |161E—-06| 1.80
32 x 32 LS1 SSF 1.70E — 05 - 1.63E — 05 -
64 x 64 LS1 SSF 6.50F —06 | 139 |440E—-06| 1.89
128 x 128 LS1 SSF 216 —-06| 1.59 | 1.06E—06 | 2.05
256 x 256 LS1 SSE 820 —07 | 140 | 236K —07| 217
32 x 32 LS2 SSE 7.08E — 05 - 5.00E — 05 -
64 x 64 LS2 SSE 240E—-05| 156 | 118E—-05| 2.08
128 x 128 LS2 SSF 855E —06 | 149 |295E—-06| 2.00
256 x 256 LS2 SSF 295 —-06 | 1.53 | 7.13E—07| 2.05
32 x 32 LS3 SSF 713E — 05 - 5.02E — 05 -
64 x 64 LS3 SSF 241 —-05| 1.57 | 118E—05| 2.09
128 x 128 LS3 SSE 850 —06| 149 |295E—06| 2.00
256 x 256 LS3 SSE 295 —-06 | 153 | 713E—07| 2.05

Tabela 5.1: Simulacao para o teste das correntes parasitas, para diversas combinagoes de
malhas e métodos para o célculo da curvatura e da tensao superficial. Nesses testes nao
foi feita reinicializacao da funcao level-set.

Na Figura[5.2a], apresentamos a variacao de ||@]|« em fungio do tempo. Podemos ver
que com as combinacoes SSEF e LS1, CSF e LS2, e CSF e LS3, o maximo da velocidade
tornou-se praticamente constante depois de algum tempo. A combinacao SSF e LS1 foi
a que estacionou com menor valor. Na Figura exibimos a varia¢ao da norma |lu||2.
em fun¢ao do tempo. Nesse grifico podemos ver que, em todas as simulacgoes, o campo
de velocidade se torna mais intenso com o passar do tempo, utilizando essa norma.

Podemos, ainda, ver na Tabela que as curvaturas LS2 e LS3 apresentam resultados
muito parecidos, e que a LS1 foi superior em todos os testes. Além disso, o método SSF

produziu correntes parasitas de menor magnitude em todos os testes, quando comparado
com o CSF.

5.2 Oscilacao da bolha

Esse é um teste bastante semelhante ao anterior, com a diferenca de que os fluidos pos-
suem viscosidades e massas especificas diferentes, além do fato de a bolha ser inicializada
com o formato de elipse. Com o passar do tempo, a bolha tem sua forma modificada de
maneira periodica, conforme mostra a Figura [5.3
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Figura 5.1: Campo de velocidade (em m/s) do teste da gota estatica, apos duzentos
passos de tempo, com malha de 64 x 64. a) LS1 e CSF; b) LS1 e SSF; ¢) LS2 e CSF; d)
L.S2 e SSF; e) LS3 e CSF; f) LS3 e SSF;

A bolha é representada pela elipse de equacao

com a = 0.02856 e b = 0.01782, conforme utilizado em [14]. A bolha é de etanol,
enquanto que o restande do dominio esta cheio de ar. Os parametros utilizados sao:
p = 1.2E1073Pa.s, p; = 787.88kg/m? para o etanol, e py = 1E107°, pg = 1.1768kg/m?>
para o ar. Além disso, temos o = 0.02361N/m.

Utilizamos apenas a curvatura LS1, pois foi a que apresentou melhores resultados no
teste das correntes parasitas. Os resultados sao apresentados na Tabela[5.2] onde podemos
ver que os resultados obtidos nesse trabalho ficaram em boa concordancia com a solu¢ao
de referéncia. O periodo 7T;,2 =0,1,...,6, corresponde a i-ésima oscilacao da bolha numa
mesma simulagao numérica. Esses periodos foram obtidos numericamente analisando os
instantes em que a componente x da velocidade da célula de interface mais a direita tem
seu sinal invertido. Em [14] o valor pseudoanalitico para o periodo de oscila¢io da gota é
de 1.588.

Na Figural5.4] pode-se ver a variagao da coordenada x dessa célula ao longo do tempo, e
na Figura[5.5] a variacao da velocidade da célula computacional de interface mais a direita
do dominio (essa velocidade é ligeiramente diferente da velocidade com que a interface
esta se movimentando).

Pode-se ver que, em geral, os resultados estao préoximos a solugao pseudoanalitica,
mesImo nos casos em que a reinicializacao de ¢ nao é feita. Ambas as técnicas de reini-
cializacao trouxeram resultados bastante proximos. Também nao observamos diferencas
significativas entre as duas técnicas para o calculo da tensao superficial.
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Figura 5.2: Variacao das normas |4« (a) e ||ull21 (b) em funcao do tempo, no teste das
correntes parasitas. Utilizamos uma malha de 128 x 128, sem reinicializacao da funcao
level-set.

5.3 Ascensao da Bolha

Nesse teste, o objetivo ¢ estudar o comportamento de uma bolha imersa em um fluido
mais denso. O dominio possui dimensoes 1 x 2 (metros), e a simulagio é realizada até
o tempo T" = 3s. Inicialmente, a bolha possui raio 7o = 0.25m e é centrada no ponto
(0.5,0.5). Denotaremos como fluido 1 a bolha, e como 0 o fluido que a envolve. Os dados
utilizados nos dois testes simulados podem ser vistos na Tabela [5.3] e a Figura [5.6] exibe
a evolucao da interface ao longo do tempo.

Nessa tabela, utilizamos duas constantes adimensionais, que auxiliam a caracterizar
as simulacoes numeéricas. As adimensionalizactes foram feitas considerando-se como com-
primento caracteristico do dominio L = 2r, sendo r o raio da bolha. O tempo foi adi-
mensionalizado utilizando-se L/U,, onde U, = v/2gr, é a velocidade gravitacional. Dados
esses parametros, os nimeros adimensionais podem ser calculados através das expressoes
abaixo [15].
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Figura 5.3: Evolucao do teste da oscilagao da gota, numa malha de 64 x 64, com cur-
vatura LS1. Em azul estd a solucao com reinicializagao por EDP, e em vermelho com
reinicializacao geométrica. De cima para baixo, da esquerda para a direita, as imagens

sao referentes aos instantes ¢t = ¢7/50, i = 0,...,5, com T = 10s.
Malha | Tensao Sup. | Reinicializacao | T1 T2 T3 T4 TS T6
64 x 64 CSF - 1.685 | 1.644 | 1.603 | 1.591 | 1.574 | 1.579
64 x 64 CSF EDP 1.657 | 1.629 | 1.609 | 1.604 | 1.606 | 1.603
64 x 64 CSF GEO 1.603 | 1.588 | 1.562 | 1.548 | 1.564 | 1.597
128 x 128 CSF - 1.671 | 1.656 | 1.621 | 1.606 | 1.592 -
128 x 128 CSF EDP 1.661 | 1.635 | 1.610 | 1.606 | 1.603 | 1.606
128 x 128 CSF GEO 1.604 | 1.574 | 1.559 | 1.560 | 1.541 | 1.604
64 x 64 SSE - 1.663 | 1.657 | 1.614 | 1.585 - -
64 x 64 SSF EDP 1.641 | 1.629 | 1.612 | 1.613 | 1.607 | 1.609
64 x 64 SSF GEO 1.617 | 1.600 | 1.583 | 1.574 | 1.566 | 1.556
128 x 128 SSF - 1.656 | 1.661 | 1.622 | 1.599 | 1.547 -
128 x 128 SSF EDP 1.642 | 1.631 | 1.612 | 1.608 | 1.604 | 1.607
128 x 128 SSF GEO 1.614 | 1.606 | 1.581 | 1.573 | 1.578 | 1.584
Solugao de referéncia [14]
64 x 64 - - - - - - - 1.56
128 x 128 - - - - - - - 1.60

Tabela 5.2: Resultados para o teste da oscilacao da bolha, para as malhas de 64 x 64 e
128 x 128, diferentes tipos de curvatura, variando a técnica de reinicializacao utilizada
e calculando a tensao superficial pelo método SSF. Periodos representados por - nao
puderam ser detectados porque a oscilagao se tornou muito pequena.
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Figura 5.4: Nesse grafico ¢ exibida a coordenada x da célula de interface mais a direita
do dominio (a que possui a coordenada z com maior valor), a cada passo de tempo da
simulacdo; a) Simulagao feita numa malha 128 x 128 e sem reinicializacao da funcao
level-set; b) Solucao de referéncia de [40] para trés malhas diferentes.

Re é o numero de Reynolds, que descreve a razao entre as for¢as inerciais e as viscosas,
enquanto Fo é o nimero de E6tvos, que mede a razao entre as forcas gravitacionais e a
as forcas provocadas pela tensao superficial.

Testes | po(Kg/m?) | pi(kg/m?) | vo(Pa.s) | vi(Pa.s) | g(m/s?) | o(N/m) | Re | Eo
Teste 1 1000 100 10 1 0.98 24.5 35 | 10
Teste 2 1000 1 10 0.1 0.98 1.96 35 | 125

Tabela 5.3: Parametros de entrada para o teste da ascensao da bolha.

Varias simulacoes foram feitas para esse caso, variando o espacamento da malha A
e a técnica de reinicializacao da funcao level-set. Como parametros quantitativos, com-
pararemos com o artigo de referéncia [15] a circularidade da interface, a velocidade média
da regiao interior da interface e a posicao de seu centroide. Em todas elas, utilizamos a
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Figura 5.5: Componente x da velocidade da célula computacional de interface mais a dire-
ita do dominio para diferentes malhas, e variando a técnica de reinicializacao empregada.
SR significa Sem Reinicializacao.

curvatura LS1, e o calculo da tensao superficial foi feito com o método SSF, pois foram
as escolhas que apresentaram melhores resultados nos testes anteriores.

A circularidade é a razao entre o perimetro de um circulo que possui a mesma &area
que a interface e o perimetro da interface. O perimetro da interface foi calculado usando

Por ) Y 8(i)|Volh®, (5.2)

sendo ¢ a fungao Delta de Dirac, H a funcao degrau e ) a regidao ocupada pela bolha. A
area interna a interface foi calculada de maneira geométrica, conforme descrito na Se¢ao
3.2] e serd denotada por Sq. Se considerarmos um circulo que possua area S, = Sq e
perimetro P., podemos dizer que

Sq=8,=m" = r:i\/%. (5.3)

Dai, adotando o valor positivo de r, temos

P. =27mr = 2m,| Sa _ 2/ Sqr. (5.4)
7r

Por fim, a circularidade Cq da interface pode ser obtida como

Pc . 2\/ SQﬂ'

Co=—-S = 5.9
TP Py (5:5)
A velocidade média da bolha foi calculada como em [15], através da expressao
> wiiH(9iy)
Jpude T (5.6)

ug = (ug,vq) = o, 1dx - ZZ:ZH(@J)
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Também em [I5] foi sugerida a expressao a seguir para o calculo da centroide da regido
ocupada pela bolha:

2 2 ®iiH (i)

Jo zdx U
Joldo = 323 H(diy)
i j

o = (T0,Yn) = (5.7)

As Figuras e exibes a evolugao dessas grandezas ao longo do tempo os testes
1 e 2, respectivamente. Note que, no Teste 2, a circularidade da bolha foi reduzida
consideravelmente, devido & grande deformacao sofrida por ela. As tabelas e
comparam quantitativamente os resultados obtidos nesse trabalho com os de [15].

Em ambos os testes, pode-se ver que o ganho com a utilizagao da reinicializacao é
significativo para o célculo correto da circularidade. Além disso, pouca diferenca foi
observada nos resultados obtidos comparando as duas técnicas de reinicializacao.

(t=3)

l/h Rein. CQmin tl U x tg Yo

40 - 0.7389 | 2.3814 | 0.2466 | 1.0042 | 1.0517
40 | EDP | 0.8964 | 1.9008 | 0.2447 | 0.9683 | 1.0805
40 | GEO | 0.9052 | 1.8972 | 0.2445 | 0.9683 | 1.0873
40 [15] | 0.9060 | 1.8375 | 0.2427 | 0.9000 | 1.0715
80 - 0.6565 | 2.9151 | 0.2452 | 0.9332 | 1.0536
80 | EDP | 0.8963 | 1.9147 | 0.2434 | 0.9383 | 1.0774
80 | GEO | 0.9032 | 1.9489 | 0.2441 | 0.9383 | 1.0849
80 [15] | 0.9021 | 1.9125 | 0.2410 | 0.9375 | 1.0817
160 - 0.6675 | 2.8010 | 0.2447 | 0.9280 | 1.0657
160 | EDP | 0.8959 | 1.9142 | 0.2425 | 0.9235 | 1.0763
160 | GEO | 0.9030 | 1.8766 | 0.2434 | 0.9298 | 1.0851
160 | [I5] | 0.9011 | 1.8750 | 0.2421 | 0.9313 | 1.0799

Tabela 5.4: Analise quantitativa do teste ascensao da bolha (teste 1), comparadas com a
solucdo de referéncia de [15] (em negrito). ¢; se refere ao tempo em que a circularidade
atinge seu valor minimo, e t; é o tempo em que a velocidade média da bolha atinge seu
valor maximo.

Também comparamos os tempos de execucao das duas técnicas de reinicializacao com
o tempo gasto na resolucao das equacoes de Navier-Stokes. O tempo gasto na solugao das
equacoes de Navier-Stokes considera apenas a implementacao computacional do método
de projecao que foi descrito neste trabalho. Essa comparacao é importante para saber-
mos a contribuicao das rotinas de reinicializacao no tempo total da simulacao, quando
comparado com o método de projecao.

As simulacoes foram executadas num processador Intel Xeon E5-2690 de 2.90GHz,
com 32GB de memoéria RAM disponivel, e os resultados sao apresentados na Tabela [5.6
Nesse teste, ambas as reinicializacoes apresentaram tempos muito proximos, diferente do
que aconteceu no teste da Se¢do [3.3.1} Essa diferenga pode ser explicada pelo fato de
que o tempo de execucao da reinicializacao geométrica ¢ totalmente dependente da taxa
de convergéncia dos métodos iterativos que foram empregados. Essa convergéncia pode
ser mais ou menos rapida, dependendo do quanto ¢ deixa de ser uma funcao distancia
durante o seu transporte. Isso faz com que seja dificil prever qual das duas técnicas de
reinicializacao terd o menor custo computacional sem que isso seja testado para cada
aplicacao em particular.
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1/h Rein. Ogmm tl U ax tg yg:?))
40 - 0.5067 | 2.6261 | 0.2529 | 0.7591 | 1.1122

40 | EDP | 0.5708 | 2.9609 | 0.2539 | 0.7591 | 1.0991
40 | GEO | 0.5946 | 2.9537 | 0.2531 | 0.7535 | 1.1163
40 | [15] | 0.4868 | 2.7500 | 0.2563 | 0.7750 | 1.0843
80 - 0.4609 | 2.7785 | 0.2520 | 0.7396 | 1.1186
80 | EDP | 0.5093 | 2.9993 | 0.2522 | 0.7368 | 1.1095
80 | GEO | 0.5232 | 2.9951 | 0.2524 | 0.7410 | 1.1196
80 | [1I5] | 0.5071 | 2.8438 | 0.2518 | 0.7188 | 1.1099
160 - 0.4216 | 2.3948 | 0.2512 | 0.7337 | 1.1299
160 | EDP | 0.4983 | 2.9998 | 0.2513 | 0.7348 | 1.1199
160 | GEO | 0.5047 | 2.9998 | 0.2517 | 0.7369 | 1.1258
160 | [I5] | 0.4647 | 3.0000 | 0.2514 | 0.7281 | 1.1249

Tabela 5.5: Analise quantitativa do teste ascensao da bolha (teste 2), comparadas com a
solugdo de referéncia de [15] (em negrito). t; se refere ao tempo em que a circularidade
atinge seu valor minimo, e t; é o tempo em que a velocidade média da bolha atinge seu
valor maximo.

# Teste | 1/h | Adveccao | EDP | GEO | Navier-Stokes
1 40 19 49 44 209
1 80 180 559 486 4768
1 160 2262 6676 | 6578 118328
2 40 10 32 23 140
2 80 162 496 436 5552
2 160 3368 9492 | 10079 296214

Tabela 5.6: Tempo de execugao (em segundos) das técnicas de reinicializa¢do por EDP e
geométrica, da adveccao da interface e do método de projecao para a solugao das equagoes
de Navier-Stokes.



5. Aplicagoes em Escoamentos Bifasicos 78

2.0
2.0
1.5+ 1
1.5
T 1 -
= 1.0 & ;0
S 1 .
0.5 0.5
0.0 T T H| 0.0+ ERARASAsEaEmsmERETAS . {
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X (m) X (m)
(a) (b)
1.4 14
e
13 P X
13| e y \
T "“‘mq_\ 12 v \\
12 N wlof \
/ |
! ‘//,f", - T ‘
1.1 ; \-‘( ‘ Y
/ 0.9 ; / \ f
| y
1 / o8l § M
\“‘L‘ - ( “\ /)
—— oz |l Y A
09| N J
06 3)\‘ ‘La‘
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
(c) (d)

Figura 5.6: Simulac¢ao do teste da ascensdo da bolha, com espacamento 1/h = 80, cur-
vatura LS1 e utilizando a reinicializacao de ¢ em todos os passos de tempo. A tensao
superficial foi calculada pelo método SSF. Em a) foi simulado o teste 1, e em b) o teste
2, com os parametros da tabela Os resultados foram impressos nos instantes ¢t = 0,
t = 1.5s et =3.0s. A linha tracejada na figura b) foi utilizada apenas para facilitar a
visualizagdo. Em c) e d) sao exibidas as solucoes de referéncia de [I5] em ¢ = 3.0s para
os testes 1 e 2, respectivamente.
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Figura 5.7: Simulagdo do teste 1 da ascensao da bolha, com espacamento 1/h = 80,
curvatura LS1 e tensao superficial calculada pelo método SSF. a) Centroide; b) Velocidade

média; ¢) Circularidade.
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Figura 5.8: Simulacao do teste 2 da ascensao da bolha, com espagamento 1/h = 80,
curvatura LS1 e tensao superficial calculada pelo método SSF. a) Centroide; b) Velocidade
média; ¢) Circularidade.



CAPITULO

6

Conclusao

Neste trabalho, foi desenvolvida a teoria classica para a utilizagao de métodos level-set
para a representacao implicita de interfaces, e suas aplicagoes para escoamentos multi-
fasicos. Além disso, foi mostrado como combinar o método WENO de quinta ordem
com um Runge-Kutta de terceira ordem, para que a advecgao da funcao level-set seja
feita de maneira acurada. Utilizamos malha uniforme no contexto de diferencas finitas, e
estudamos apenas o caso bidimensional.

Apresentamos, ainda, duas técnicas de reinicializacao para restaurar a propriedade
de funcao distancia da fungao level-set: uma uma baseada na resolucao de uma equacao
diferencia parcial, e uma totalmente geométrica. A reinicializacao por EDP ja foi estudada
por muitos autores, enquanto que nao ha artigos publicados até o momento que utilizem a
reinicializacao geométrica com diferencas finitas. Desta forma, a reinicializacao geométrica
mostrou-se eficiente, e pode ser utilizada como uma alternativa em codigos que lidam com
escoamentos multifasicos. Observamos que ambas as reinicializacoes trouxeram solucoes
resultados semelhantes em todos os problemas que resolvemos.

Também foram propostas trés discretizacoes diferentes para o calculo da curvatura
utilizando a funcao level-set. Todas elas mostraram resultados préximos, mas a LS1 se
mostrou mais precisa, principalmente no teste das correntes espiirias (se¢ao .

Resolvemos as equacoes de Navier-Stokes com um método de projecao implicito, e
calculamos a tensao superficial usando duas técnicas distintas: CSF e SSF. As duas
técnicas trouxeram solugoes semelhantes no teste da oscilacao da bolha (segao , mas
a SSF se mostrou melhor no teste das correntes esptrias.

Como estudos futuros, fica a generalizacao dos conceitos estudados para problemas
tridimensionais. A reinicializacao por EDP precisa de pouquissimas adaptacoes para ser
aplicada em problemas 3D. J& a geométrica precisa de alteracdes mais profundas. Como
exemplo, a analise feita na Figura[3.13|para o calculo geométrico da area interna a interface
precisa ser totalmente refeita.

Outra possivel generalizacao a ser feita é sobre a malha utilizada. Caso desejemos
utilizar uma malha nao-uniforme, como uma malha com stretching, o método WENO
utilizado no transporte da interface, e na reinicializacdo por EDP, precisa ser melhor
estudado. A reinicializacdo geométrica que foi apresentada nesse trabalho nao precisa de
adaptacgoes para ser utilizada com stretching.
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APENDICE

A

Discretizacoes LS2 e LS3 para o calculo
da curvatura

Nesse Apéndice estao detalhadas as discretizacoes LS2 e LS3 para o calculo numérico
da curvatura. O método LS1 é apresentado na secao [2.3.3

A.1 Meétodo LS2

No método LS2, seguimos a proposta de Sussman [35], que consiste em aproximar
todas as derivadas da equacao (2.7) por diferencas centradas, utilizando os valores da
normal nas faces das células:

8nx on
Rij=—(V-n)i; = (Ga:) o <8_yy) 3
%, I

onde n, e n, sdao as componentes do vetor n = (n,,n,).

Para que a curvatura seja calculada no centro da célula, devemos obter o divergente
de m, também, em seu centro. As derivadas do vetor normal no centro da célula sao
aproximadas com diferencas centradas utilizando os valores do vetor normal nas faces da

célula
o ), T Az Ox i+l Ox i1
(%) L b (%) ~ (%)

Os valores de n, e n, nas faces das células sao calculadas através de médias dos valores
nas quinas da celula, como a seguir:

(nm>i+l,j+% (nx)i+%7j_%

(nrr)i+%,j = : 5 (A.1)
(12);_1 j4L T (ng);_1 -1
(n:r)i—%j = — 2 (A.2)
’ 2
(ny)H-l jrl (ny>z—l Gl
(ny)ije1 = — (A.3)
’ 2
(ny)i+l,‘—l + (ny>z‘_l7‘_l
(ny)i,j—% = 2l 5 2le (A.4)
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Por fim, os valores do vetor normal nas quinas das células sao aproximados utilizando os
valores da funcao ¢, como a seguir,

i liel = gziﬁ (A.5)
T ~9
Ml -t = _mﬁ (A7)
Miot-3 = _mﬁa (A.8)

sendo que o gradiente da funcao level set nas quinas das células sao obtidos através das
expressoes abaixo:

Git1,j — Pij + Git1j+1 — ¢z,g+1 Gijr1 — i+ Git1j+1 — Pig1,
(A.9)
2Ax 2Ay

SO

1
2

(Vo). = Gij — Pic1j + Qi1 — Pic1j+1 Qi1 — Pij + Qi1 j+1 — Pie1,
BERAN 2Ax ’ 2Ay
(A.10)
(Vo _ Gig1,j-1 — Gij-1+ Piy1j — Pij Giy1j — Giy1,j-1+ Pij — Pij1
”2’] 2AT ’ 2Ay
(A.11)
(Vo _ Gij—1— Gic1j—1 + Gij — Gic1j GPim1j — Pim1,j—1 + Qij — Dij1
2Ax ’ 2Ay
A 12

A.2 Método LS3

Esse método foi proposto em [7] e, assim como o método anterior, aproxima as
derivadas do vetor normal nas quinas das células. Primeiramente, reescrevamos a ex-

pressao (2.6) como
] -
7] \\ 7|

O vetor n é um vetor normal nao unitario, dado por n = —V¢. O termo V - n
é discretizado como no método LS2. Contudo, agora temos um termo adicional para

,

O vetor normal n; ; é calculado como a média aritmética dos vetores normais calculados
nas quinas da célula

- 1 -

onde esses vetores sao calculados de maneira similar as equagoes[A.5|a[A.§] com a diferenca
de que, como 1 nao é uma normal unitaria, a divisao pelo médulo do gradiente de ¢ nao
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deve ser feita quando as equagoes (A.5) a (A.8)) forem utilizadas. As derivadas do modulo
do vetor normal foram calculadas como a seguir:

ol 1o . ) _
<E>i]’ = 5AL (’n\i+§,j+% —nlia gy Rl — \"L‘f%,jf%) (A.13)
0|7 1o ) _ _
(3_y>ij = 3Ay <|n|i+%,j+% — a1 Rl e — |n|i—%,j—%> - (A.14)

O modulo de n nas quinas da célula é calculado da maneira trivial.






APENDICE

B

Algoritmos Computacionails

Esse Apéndice tem por objetivo ser um guia mais detalhado do que o texto princi-
pal para a implementacao do método level-set estudado nesse trabalho. A Figura [B.1
mosta uma visao geral da aplicacao que implementamos. Em testes com campo de veloci-
dade prescrito, obviamente o quadro “Solucao das Equacoes de Navier-Stokes” deve ser
ignorado.

Por ser a parte da aplicacao que mais nos dedicamos nesse trabalho, detalharemos
nesse Apéndice apenas as duas reinicializagoes: a por EDP e a geométrica.

B.1 Reinicializacao por EDP

A reinicializacao de ¢ é significativamente mais complexa do que a adveccao no que
diz respeito a implementagao. Por isso, essa secao visa ser um passo-a-passo da imple-
mentagao conforme foi feita durante os estudos realizados. Informagoes adicionais sobre a
implementagao podem ser encontradas em [26] e [37]. A figura exibe uma visao geral
da reinicializacao de ¢ por EDP.

Para simplificar a notagao, nessa secao ¢ sera considerada como funcao de, somente,
x,y e T, pois a variavel ¢t ndo possui importancia para o processo de reinicializa¢ao (exceto
na inicializagao de ¢(x,y, 7) pela equacao ) Assim, ¢£Z> ¢ equivalente a ¢(z;,y;, 7 =

Primeiramente, reescrevamos as equagoes (3.8)) e (3.16]), respectivamente, como

¢r = 5(¢) (1 = [Vo]) = L(¢) (B.1)

¢r = L(9) + Aij0(9) V. (B.2)
A seguinte notacao seré utilizada:

Lij (9) = 5 (9i5) (1= Vi l) . (B.3)

Dai, a reinicializagao com as derivadas espaciais aproximadas com o método WENO
de quinta ordem, e a temporal com um método Runge-Kutta de terceira ordem, pode ser
feita segundo o procedimento abaixo:

1. Inicialize n =0, =7 =0 e ¢ com o valor vindo da tltima etapa de adveccao.
2. Enquanto 7 < Tyax

(a) Inicialize ¢ = ¢(7=nAT),

87
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Inicio

Inicializac&o da
fungdo level-set e
do campo de
velocidade

F

"

Transporte da
Interface

h

Reinicializagdo da
fungdo level-set

Calculo da
Curvatura

Solucdo das
Equagtes de Navier-
Stokes

Figura B.1: Fluxograma geral de uma simulacao completa resolvendo as equacgoes de
Navier-Stokes.

(b) Parak=1...3

i. Para cada célula Q; ; do dominio, calcule

k-1
o) = > =0\ + BraAtLiy (61, 61)) | (B.4)
z=0

onde
CY10:1 0620:3/4 C¥21:1/4 0430:1/3 0631:0 0632:2/3
Pro=1 Por=0 P =1/4 B3 =0 P31 =0 [z =2/3.

O célculo de L com o método WENO de quinta ordem seré detalhado mais
abaixo.

() o =60, (i.j) € w.
(d) Aqui comega a conservacao da massa. Para cada célula €; ; do dominio, calcule
7(n+1) (0)
YO N Y
1ij =0 <¢1]> Ar (B.5)

0205 =[5 (8] Vol (B.6)
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Reinicializagdo de ¢

T=0

Y
Inicializa ¢(t = 0) com
os valores vindos da Fim

adveccgdo de ¢

Y
Avanga (3.8) um

F
—V
passo no tempo @

Y

Conservagdo de
massa (3.13)

T =T+At

Figura B.2: Visao geral da reinicializacao de ¢ por EDP. Note que o pseudotempo 7 do
processo de reinicializagao nao possui relacao direta com o tempo ¢ da rotina de adveccao.

(f)

(g)

onde g; e gp sdo, respectivamente, o numerador e o denominador de (3.18)),
calculados em cada célula computacional.

Obs: Para o célculo de g9, 0 gradiente nao precisa ser recalculado, uma vez
que ele ja foi obtido no calculo de L.

Para cada célula €Q; ; do dominio, calcule

1

N Az? .
id = 3007 2m(i, 7)1 + > G itm,j+n (B.7)
J m,n=—1;(m,n)7#(0,0)
_ Az? . :
$200 = 307 2m(, j)92,,5 + > 92,itm.j+n (B.8)
J m,n=—1;(m,n)7#(0,0)
0, Se ggi]’ =0
A= i o , B.9
N {—iij; se g 7 0 (B.9)

onde m(i, j) é a quantidade de células vizinhas & célula (i,7) (ver Figura
e gri; = 92i; =0,(i,7) ¢ Q, e 6 é calculada por (3.19).

Para cada célula €2; ; do dominio, faca (;SEZH) = gEgZH) +ATN; ;0 <gb§3-)> ‘V@(’g‘) ‘
Obs: o calculo do gradiente pode ser aproveitado daquele ja feito na obtencao
de L.

Atualizen=n+1letT=7+ A,.

O célculo de L (¢(O), QS(T:”)) pode ser feito como a seguir.
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1. Para cada célula €2, ; do dominio

(a) Calcule as aproximagdes para as derivadas de #™, sendo elas ¢m] ; %” )

gbg?’f e gbiﬂ)’j_, conforme as equagoes (2.24)) e (2.26]). Nos contornos do dominio,
foi utilizada condicao 8—i = ai = 0. Calcule as mesmas aproximagcoes para as

derivadas de ¢(©.
(b) Calcule 5, ; = S(QS(O-)) com a expressao (3.10).

(c) i Sesljgsz” >Oes”¢“’J >0,

(n) _ (n),—

qu,i,j - (rbx,i,j (BlO)
0 _ ,0),-

¢:p,i,j - ¢x,i,j (Bll)

ii. Senao, se s”gzﬁx” <0es”¢x” <0,

o, = % 19
iii. Senao, se s”gzﬁajnl);r >0e s”qﬁ“] <0
o =0 (B.14)
¢;(z0z)] -0 (B.15)
iv. Senao, se §i7j¢§fi)7’f < §i,j¢;(,:i),}_
Gb(xni) g ¢§cni)}_ (B.16)
¢m] — (%” (B.17)
v. Senao,
be” (/b“;‘ (B.18)
4, - 0% w10

Calcule as derivadas na dire¢ao y de forma analoga.

(d) Calcule os gradientes

Vo)l = ) (600) + (o) (820
Ve el = (60,) + (60,)° (B.21)

(e) Atualize s;; =S (gb” > com a expressao (3.11)).

))'

(£) Calcule Ly; (cbgg) ¢ET;)) = Sij (1 —~ ’ngsf;
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B.2 Reinicializacao Geométrica

Essa secao tratard dos detalhes referentes & implementacao da reinicializacao ge-
ométrica de ¢. Como a implementacao dessa reinicializacao é consideravelmente mais
complexa que a da reinicializagao por EDP, optamos por utilizar uma linguagem mais
proxima a da implementacao, como a mostrada na funcao abaixo.

Function InterfacelntersectaTriangulo(¢, 7;)

1 qtdPositivos < 0 ;

2 qtdNegativos < 0 ;

3 foreach j € {1,2,3} do

4 if ¢(p;;) <0 then

5 ‘ qtdNegativos < qtdNegativos + 1 ;
6 end

7 else

8 \ qtdPositivos < qtdPositivos + 1 ;

9 end

10 end

11 7;—intersectalnterface <— qtdNegativos > 0 and qtdPositivos > 0 ;
12 return 7;—intersectalnterface

Essa funcao ¢ responsavel por determinar se a interface definida por ¢ passa por um
determinado triangulo. Note que a mesma funcao [[nterfacelntersecta’lriangulo| pode ser
usada para as interfaces definidas pelo isocontorno nulo de ¢, ¢* ou ¢, bastando que a
funcao level-set desejada seja passada como parametro para [[nterfacelntersecta’lriangulo]
Consideramos que o contorno da interface passa pelo triangulo se houver ao menos um
vértice de 7; em que ¢ seja positiva e um vértice em que ela seja negativa.

Na linha estamos salvando dentro de 7; a informacao de ele ser intersectado pelo
contorno da interface ou nao. Desse modo, essa informacao pode ser facilmente verificada
em outros trechos do programa, sem que seja necessario chamar novamente a funcgao
[InterfacelntersectaTriangulol Como o armazenamento dessa informacao é feito depende
da estratégia utilizada na implementacao.

Agora que sabemos determinar se um tridngulo é intersectado pelo contorno da inter-
face, podemos construir uma funcao que retorne todos os triangulos que sao intersectados
por esse contorno.

Function TriangulosIntersectadosPelalnterface(¢p, T)
1T+ o ;

2 foreach 7; € T do

3 if [InterfaceIntersectaTriangulo| (7;) then

4 | T—PushBack(7;) ;
5

6

7

end
end )
return T

Na funcao acima, consideramos que 7 é uma lista. Assim, na linha , estamos adicio-
nando 7; ao final da lista.
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Agora, precisamos de uma fungao que obtenha todos os vértices adjacentes a interface
(ou seja, todos os vértices que pertencem a algum triangulo de 7). Para isso, assumiremos
que, dado o vértice v;, o conjunto adj(v;) definido em é conhecido. Na implemen-
tacao feita nesse trabalho, cada vértice v; possui uma estrutura de dados do tipo lista,

com todos os triangulos que contém esse vértice.

Function VerticesAdjacentesAlnterface(¢, V)
Vo ;
foreach v; € V do
foreach 7, € adj(v;) do
if 7,—intersectalnterface then
V—PushBack(v;) ;
break ;
end
end
end
return V

© 0 N s W N

—_
(=)

Conhecidos T e V, podemos criar uma fun¢ao que, dada uma fungao level-set ¢,
obtenha a interface representada por ¢, onde ¢ é obtida interpolando linearmente ¢ nos
triangulos de 7.

Function Reconstroilnterface(¢, T, SalvaPontosDalnterface)

1k« 0;

2 foreach 7, € T do

3 foreach j;,j, € {1,2,3}, 51 # j» do

4 if ¢(pi,j1)¢(Pi,j2) <0 then

5 |P - pi7j1| — |pi7j2 - pm1|% )

6 Pepi,]& +M|P—Pm‘1| )
Pi,jQ*Pi,jl‘

7 PontosDalnterfacelk] < P ;

8 k< k+1;

9 end

10 end

11 end

12 SalvaPontosDaInterface(7;, PontosDalnterface) ;

A funcao acima recebe como parametro uma outra funcao, chamada SalvaPontosDaln-
terface, que é responsavel por salvar os pontos de interseccao do contorno da interface com
cada um dos triangulos de 7. Isso é necessario, visto que precisamos reconstruir a in-
terface para varias funcoes diferentes (¢, ¢* + 7, etc). SalvaPontosDalnterface ¢, entdo,
responsavel por salvar esses pontos na variavel correta, dependendo de qual é a funcao
cuja interface esta sendo reconstruida (linha[12)).

Agora que ja temos uma funcdo para obter o contorno da interface dentro de cada
triangulo, podemos calcular ¢* em cada um dos vértices adjacentes a interface. Veja que,
nesses pontos, ¢* é igual a d por . Assim, pela definicao de d em (13.25]), precisamos
calcular a distancia de cada um pontos vértices a interface 0.
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Para isso, devemos implementar uma funcao que, dado um vértice p; ; e um triangulo
Tk, calcule a menor distancia entre p; ; = (0,,v,) e 0 segmento de reta da interface que

estd em Ty, (equacoes [3.32H3.35)).

Function DistanciaVerticelnterface(p; ;, 7, ObtemPontosDalnterface)

(Py, P,) = ObtemPontosDalnterface(7y) ;

—

)\ - (Plx 71_11)(P1w7P2w)+(P1y*1_]y)(Ply*PQy) R
2 - (P217P1E)2+(P2yiply)2 !
A =min(A, 1) ;

P:P1—|—)\(P2—P1),

3
4 A =max(\,0);

5

6 return |p;; — P|;

A funcao ObtemPontosDalnterface foi utilizada para manter a compatibilidade com
a funcao SalvaPontosDalnterface de [Reconstroilnterfacel Agora, podemos calcular ¢* em
todos os vértices adjacentes & interface, conforme abaixo.

Function CalculaFiAsterisco(V, T, ObtemPontosDalnerface)

1 foreach v, € V do
d+ o0
foreach 7; € adj(v;) do
| d < min(d,DistanciaVerticelnterface|d;, ;, ObtemPontosDalnterface)) ;
end
¢*(v;) =d;

end

N O Ot W N

Para simplificar a construcao do algoritmo completo, dividiremos ele em etapas. Todo
o procedimento até o célculo de ¢* serd chamado de Passo 1. Assim, podemos criar
uma fungao chamada Passo 1 que, basicamente, chamara as fungoes anteriores na ordem
correta.

Function Passol(¢, T, V)

1 7-<—|Tr1angulosIntersectadosPelaInterface|(¢,’T) ;
2 Y + [VerticesAdjacentesAInterface(o,V) ;

s Reconstroilnterfacel¢, T, SalvalnterfaceFi) ;

4+ CalculaFiAsteriscol7,V, ObtemInterfaceFi) ;

5 return (¢*, T, V) ;

As funcoes SalvalnterfaceFi e ObtemInterfaceFi devem ser implementadas de forma a
lidarem com a interface d¢. A partir daqui, ¢* ja ¢ uma funcio distancia, mas devemos
realizar alguns passos adicionais para melhorar a conservacao de massa do método. O
primeiro deles consiste de resolver . Visto que a teoria ja foi desenvolvida por
completo na secao focaremos apenas na implementacao.

Primeiramente, precisamos de uma funcao que receba um triangulo e retorne a area
interna a interface nesse triangulo. Isso pode ser feito com o auxilio da equagao , de
modo que precisamos, apenas, encontrar os pontos nos quais a somatoéria dessa equagao
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seré aplicada. Ou seja, precisamos detectar qual dos casos da Figura|3.13|acontece dentro
desse triangulo. Para isso, precisaremos identificar cada um dos vértices p;; que per-
tencem ao triangulo 7;. Conforme mostrado na Figura[B.3] nos triangulos de 7Ty, o vértice
inferior esquerdo serd identificado por p; 1, seguido pelos vértices p;2 e p;3 no sentido
horario. Nos triangulos de 73, 0 n6 p;; é o do canto superior esquerdo, e os vértices p; o
e p;3 também seguem no sentido horério.

A funcao a seguir é responséavel por calcular a 4rea interna a interface no triangulo 7;.

Function ArealnterfaceTriangulo(¢, 7;, ObtemPontosDalnterface)

qtdPositivos <+ 0 ;
qtdNegativos < 0 ;
foreach j € {1,2,3} do
if ¢(ps,j) < 0 then
| qtdNegativos < qtdNegativos + 1 ;
end
else
qtdPositivos < qtdPositivos + 1 ;

end

© 0 N O U s W N

end
if gqtdPositivos = 3 then
‘ return 0.5 X Az X Ay ;
end
else if qtdNegativos = 3 then
‘ return 0 ;
end
(P1, P2) < ObtemPontosDalnterface(7;) ;
if gtdPositivos = 1 then

e e e e e =
[e e B S - A =)

19 foreach j € {1,2,3} do
20 if ¢(p;,j) > 0 then
21 P3 <+ pij;

22 return Calculadrea(P;, P2, P3) ;
23 end

24 end

25 end

26 else

27 if 7; € 71 then

28 if P1, = p;o then
29 if ¢(Pi,1m) > 0 then
30 P3s =p;3;
31 Py=pi2;
32 end

33 else

34 ‘ Ps =p;3;
35 Py=pi1;
36 end

37 end

38 else

39 P3s=p;1;

40 Py =pip2;

41 end

42 end

43 else

44 if Py = Pi,1, then
45 if ¢(pi,1) > 0 then
46 P3s =p;3;
47 Py =pin;
48 end

49 else

50 P3s =p;3;
51 Py=pi2;
52 end

53 end

54 else

55 Ps =pi2;

56 Py =pi1;

57 end

58 end

59 return CalculaArea(Py, Pa, P3, Py) ;

60 end
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9 T~ Elemento de 75

Elemento de Ty

Figura B.3: Identificacao de cada vértice de cada um dos dois tipos de triangulos.

Na linha a funcao retorna toda a area de 7;, visto que, se ¢ é positiva em seus
trés vértices, entao todo o triangulo pertence a regiao interna de ¢. Do mesmo modo, ¢
for negativa nos trés vertices, a fungao retorna zero. Na linha [I8] se ¢ for positiva em
apenas um dos vértices de 7;, acontece o caso da Figura Caso contrario, o restante
da fungao determina quais dos demais casos da Figura [3.13| acontecem. Finalmente, a
fungao CalculaArea deve implementar a expressao (3.37)).

Agora, a funcao a seguir calcula a area interna a interface definida por uma funcao
level-set em todo o dominio.

Function ArealnterfaceTotal(¢, 7, ObtemPontosDalnterface)

1 area<0;

2 foreach 7 € 7 do

3 ‘ area < area + CalculaArea(¢, 7,0btemPontosDalnterface) ;
4 end

5 return area ;

Com a funcao acima, podemos escrever o método da posicao falsa que calculara a
constante n dentro do triangulo 7;.
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Function CalculaEtaTriangulo(o, ¢*, 7;, T)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

// Obter n© e ™ seguindo |l , usando os valores de ¢

Reconstroilnterfacel¢* + 77(0), T,SalvalnterfaceEta) ;
areaEta”) +[ArealnterfaceTriangulo|¢* + n(0)7 T, ObtemInterfaceEta) ;
areaFi « [ArealnterfaceTriangulo|, 7,0btemInterfaceFi) ;

dArea® « areaEta® — areaFi ;
if |dAreal®| < 10-15 then

‘ return 77(0) ;
end

Reconstroilnterfacel¢* + 77(1), T,SalvalnterfaceEta) ;

areaEtal" <+ [EreaInterfaceTriangulof¢* + n(1)7 T, ObtemInterfaceEta) ;

dAreaV) « areaEta'") — areaFi ;
if |dArea’)| < 10715 then

‘ return n(l) ;
end
else
(k,a,b) < (2,0,1) ;
while k < 16000 do

b () _p (@)

n(k) < n(b) - dArea( )dAreZ(b)—gArea(a) ;

Reconstroilnterfacel¢* + n(k),T, SalvaInterfaceEta) ;
areaEta®) <+ [Erealnterfacelriangulol¢* + n® T, ObtemInterfaceEta) ;
dArea®™ « areaEta™ — areaFi ;
if |dArea™| < 10715 then
‘ return 77(’“) ;
end
if dArea™dArea® < 0 then
‘ a<+b;
end
b+ Fk;
k—k+1;

end
return 17(’“) ;

end

O segundo passo da reinicializagao geométrica é, entao, calcular n para todos os trian-

gulos de T .

Function Passo2(¢, ¢*, T, T)

1
2
3

foreach 7, € T do
| 7,—n <« [CalculaEtalriangulof¢, ¢, 7, T) ;
end

Finalmente, o terceiro e ultimo passo da reinicializacao dos vértices adjacentes a in-

terface consiste em resolver (3.48)).
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Function Passo3(¢, ¢*, T, T, V)

1

// Para cada tri&ngulo de 7, calcular ¢ usando |D
CcO «—o0;

» Reconstroilnterface(¢éC(?), T,SalvalnterfaceXi) ;

3
4

© 0 N O

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

areaXi(”) « [ArealnterfaceTotall¢* + £C®, T, ObtemInterfaceXi) ;
areaFi +— [ArealnterfaceTotall¢, 7,0btemInterfaceFi) ;

dArea® « areaXi¥) — areaFi ;
if [dArea”| < 1071° then

| C+« oW,
end
else
M + dArea® ;
Reconstroilnterfacel¢* + n'"), T, SalvalnterfaceXi) ;
areaXiV) « Arealnterfacelotall¢* + £CM, T, ObtemInterfaceXi) ;
dArea™) « areaXi!) — areaFi ;
if |dArea”)| < 10~'5 then
| C+ oWy
end
else
k<« 2;
while k < 16000 do
C®) k=1 _ dArea® D dAreZEij;:A/(\kr;:Skw :
Reconstroilnterface(C™*), T, SalvalnterfaceXi) ;
areaXi® < [ErealnterfaceTotall¢* + £CF), T, ObtemInterfaceXi) ;
dArea®™ « areaXi®) — areaFi ;
if |dArea™| < 1071° then
C« Cch)
break ;
end
k—k+1;
end
end
end
// Atualiza ¢* em cada vértice de )V usando . Apesar de se referir a
d, podemos utilizar ¢* = ¢* +&C, visto que nfo precisamos mais dos valores
antigos de ¢*.
return ¢*

A funcgdo acima apenas implementa o método da secante convencional.Apos a exe-

cucao do terceiro passo, a reinicializacao geométrica ja nos da uma funcao distancia com
area interna bem proxima & da funcao que tinhamos no inicio da reinicializacdo. Agora,
devemos calcular os valores dessa funcao nos demais triangulos do dominio, conforme
detalhado na se¢ao [3.2.3]
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Function Passod(¢, T, T, V)

1 foreach 7; € T do

> if 7, ¢ T then

3 foreach j € {1,2,3} do

4 | d(pij) = S*((pi))o0 ;

5 end

6 end

7 end

8 mudou < 1 ;

9 while mudou =1 do

10 mudou + 0

11 foreach 7, € T\ T do

12 foreach j € {1,2,3} do

13 if Pi,j ¢ 1_) then

y (i ji) = coord(pi ) ;

15 foreach m € {-1,0,1} do

16 foreach n € {—1,0,1} do

17 vizinho < p(ii + m,jj+ n) ;
18 if (m=0 andn=0) or (Jm|+ |n| =0) or (vizinho ¢ Q) then
19 ‘ continue ;

20 end

21 dist < |p;,; — vizinho| ;

22 if |¢ (vizinho) + S*(¢(ps,;)) x dist| — |¢(ps;)| < —107'5 then
23 &é(pi,j) < ¢ (vizinho) + S*(¢(p; ;)) x dist ;
24 mudou + 1 ;

25 end

26 end

27 end

28 end

29 end

30 end

31 end

Utilizamos a notagao p(i, j) para representar o vértice de V que corresponde a célula
de indices (i,7) da malha de advecgdo. Na linha [14] a fun¢do coord é responsével por
obter os indices nas direcoes x e y da célula da malha de adveccao que esta centrada no
vértice p; ;. Os lacos das linhas (15| e [16| percorrem todos os vértices vizinhos ao vértice
Pij-

Na linha [18] verificamos trés condi¢oes: a primeira garante que analisaremos apenas
os vizinhos de p;;, e nao o proéprio p;,;. A segunda existe porque, da forma com que
construimos os tridngulos de 7T, o vértice que correspondente a célula (7,j) da malha
de advecg¢do nao estd conectado aos vértices correspondentes as células (i + 1,7 + 1)
e (i — 1,7 — 1) pelas arestas de nenhum triangulo. A terceira serve apenas para nao
processar pontos que estejam fora das fronteiras do dominio.

Na linha {4] outros valores podem ser utilizados para a inicializacao de ¢. Se ¢(p; ;) =
S*(p(pij))d"Y, o algoritmo reinicializard ¢ em todos os pontos que estejam até uma
distancia ¢ da interface.

Por fim, o Gltimo passo da reinicializacao geométrica consiste de calcular até o
estado estacionario, o que é feito na funcao a seguir.



B. Algoritmos Computacionais

99

Function Passo5(¢, T, T, V)

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

53

mudou + 1 ;
while mudou = 1 do
mudou < 0

end

foreach 7, € T\ T do

end

foreach j € {1,2,3} do

end

if p; ; ¢ V then

end

vizinhoy < p; j%341 ;
vizinhog < p; (j11)%3+1 ;

h(©® =0;

h®") = |vizinhoy — vizinho, |;

psilinha® = ¢/ (¢,h?, ;) ;

if |psilinha'®| < 107'% then
| h=hO;

end
else

end

psilinha(l) = z//(qﬁ,h(l),n) ;
if |psilinha™| < 1071%| then
| h=h;

end

else if psilinha(o)psilinha(l) < 0 then

end
else

end

psi = t(h);
if psi — |p(pi ;)| < —107'5 then
mudou < 1 ;

P(pi;) < S*(d(pij))psi;

end

psit = (9.0, 7) 5
psi = min(psi(o), psi(l)) ;

goto linha |47];

(k,a,b) = (2,0,1) ;
while k < 100 do

h(k) — h4n®
- 2

psilinha®) = (¢, ™ 7,);

if |psilinha™| < 10715| then
h=h";
break ;

)

end

if psilinha® psilinha® < 0 then
‘ b+ k;

end

else
| a+k;

end

k+ k+1;
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A funcao acima é a dltima etapa da reinicializacao geométrica. Apods sua execugao,
¢ é novamente uma funcao distancia, e podemos calcular propriedades como curvatura
da interface e forca devido a tensao superficial com maior precisao do que antes de a
reinicializacao ser executada. Por fim, sintetizamos a reinicializacao geométrica em uma
ultima funcao, que encerra esse apéndice.

Function ReinicializacaoGeometrica(¢, T, V)

(¢",T.V) « Passoll4, T, V) ;
Pagsod(6, ¢, T. V) ;

(=2} (@23 'S w [\™] —
-
0
O
S
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