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Resumo

Neste trabalho estudamos varios resultados relacionados com sistemas dinamicos, te-
ooria dos numeros e combinatéria. Em particular, provamos os teoremas de Van Der

Waerden, Szemeredi, Koksma e Weyl.

Palavras-chave: Teoria Ergddica, Sistemas Dinamicos, Van der Waerden, Szemerédi,

Koksma, Weyl



Abstract

In this work we study several results connected with dynamical systems, number thoery
and combinatorics. In particular, we prove Van Der Waerden, Szemer edi, Koksma and

Weyl’s theorems.

Keywords: Ergodic theory, Dynamical systems, Van der Waerden, Szemerédi, Koksma,

Weyl.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é analisar alguns tépicos de Sistemas Dinamicos sob aspectos
combinatorios e da teoria dos nimeros. Um sistema dinamico é um par (X,7), onde X
é um conjunto nao vazio e T : X — X é uma aplicacao. Se X é um espaco topoldgico e
T uma aplicagdo continua, entao dizemos que (X,T) é um sistema dindmico topoldgico.
Se (X, A, 1) é um espago de medida e T' é uma aplicacdo p-mensuravel, entdao (X, 7T) é
chamado de sistema dinamico mensuravel.

Existe uma relagao forte entre a area de sistemas dinamicos, como Teoria dos Numeros,
Analise Funcional, Teoria da Medida, entre outras. Em particular, existem teoremas
classicos de teoria dos niimeros que podem ser provados usando sistemas dinamicos. Al-
guns exemplos sao os teoremas de Van Der Waerden [1],[5], Szemerédi [1],[6], Weyl [2] e
Koksma.

Dividiremos nosso trabalho em quatro capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo,
comecaremos com algumas nocoes de sistemas dinamicos. Em particular, trataremos
sobre sistemas dinamicos minimais [3] e transitividade topoldgica [4].

O segundo capitulo tratard sobre teoria ergodica. Daremos alguns conceitos béasicos
sobre a teoria, além de enunciarmos os teoremas de Poincaré e Birkhoff.

No terceiro capitulo trataremos do teorema de Van Der Waerden. Este teorema diz,
dados k,m > 1, existe N tal que qualquer coloragao com m cores de {1,2,..., N} contém
uma progressao aritmética de comprimento & monocromaética. Apresentaremos duas pro-
vas pra este teorema: : uma combinatoria e outra usando sistemas dinamicos. Para esta
ultima, usaremos o teorema da recorréncia multiplia ergédica de Furstenberg.

Ainda neste capitulo, provaremos o teorema de Szemerédi, que diz que se A C N tem
densidade positiva, entao A possui progressoes aritméticas de comprimento arbritraria-
mente grande.

No quarto capitulo, falaremos sobre equidistribuigao. Seja (x,),>0 uma sequéncia em

0, 1]. Dizemos que (x,,),>0 ¢ equidistribuida se para quaisquer 0 < a < b < 1, a sequéncia

N(a,b,n) =#{m <n:x, € [a,b[}.



é assintoticamente equivalente a n(b — a) quando n tende a infinito. Mais geralmente, se
(Yn)n>0 ¢ uma sequéncia de nimeros reais, dizemos que (Y, )n>o ¢ equidistribuida médulo
1 se a sequéncia ({yn})n>0 ¢ equidistribuida, onde {y} representa a parte fracionaria de
y. Provaremos o Critério de Weyl e os teoremas de Koksma e de Weyl.

Finalmente, no apéndice, provaremos o teorema de Furstenberg em casos particulares

e daremos uma ideia de como ele pode ser generalizado.



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

Neste capitulo veremos conceitos sobre sistemas dinamicos topolégicos, como a minima-

lidade e a transitividade topologica.

Defini¢ao 1. Um sistema dinamico € um par (X,T), onde X € um conjunto ndao vazio e
T:X — X é uma aplicagao. Se X € um espaco topologico e T uma aplicagao continua,
entao dizemos que (X,T) € um sistema dinamico topologico. Se (X, A, i) € um espago de
medida e T' € uma aplica¢ao p-mensurdvel, entao (X,T) é chamado de sistema dindmico

mensuravel.
Se x € X, definimos a érbita de x sob T' como sendo o conjunto
O(z) :=={T"(x) : n € N},.
onde T°(z) = z e T"(x) = T(T™ *(z)), para todo inteiro n > 1.

Definicao 2. Sejam X um conjunto nao vazio e T : X — X wma aplicagao. Dizemos

que um subconjunto E de X é T-invariante quando T(E) C E.

Definigao 3. Dizemos que um sistema dinamico topoldgico (X,T) € minimal quando os

tinicos conjuntos T-invariantes fechados sao ) e X.
O resultado a seguir nos ajuda a caracterizar sistemas dinamicos minimais.

Proposicao 4. Um sistema dinamico (X,T) € minimal se, e somente se, a drbita O(x)

¢ densa em X, para todo x € X.



Demonstragio. Seja x € X. B facil verificar que T(O(z)) € O(z). Desta forma,

T(O@)) c O(x).

Porém, como T' é continua, T(O(z)) C T(O(x)). Assim, T(O(z)) C O(z), ou seja, O(z)

é T-invariante. Como (X,T") é minimal e O(x) # 0, segue que O(x) = X.

Reciprocamente, vamos supor, por absurdo, que (X,7') nao é minimal, isto é, existe
E C X fechado tal que FE é T-invariante e diferente de ) ¢ X. Sejamx € Fey e X — E.
Como T(FE) C E, segue que T"(FE) C E para todo n natural. Assim, O(x) C E. Desta
forma, (X — E)NO(x) = 0. Como E é fechado, segue que X — E é aberto. Logo, como

y € X — E, segue que y ¢ O(z). O

Definigao 5. Um sistema dinamico topoldgico (X, T) € topologicamente transitivo quando

existe uma orbita densa.

Proposicao 6. (Teorema da Transitividade de Birkhoff) Sejam X um espag¢o métrico,
separdvel e T : X — X uma aplicacdo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) T € topologicamente transitiva.

(i) Para quaisquer U e V' abertos nao wvazios contidos em X, existe n € N tal que

T"(U)NV #0.

Demonstracao. ((1) = (ii))
Considere x um ponto cuja érbita é densa e sejam U e V abertos nao vazios. Temos

O(z)NU # 0, isto é, existe p € N tal que T?(x) € U. Além disso,
O(T"*(x)) = O(x) \ {z, T (), .., T"(x)}.

Como estamos tirando uma quantidade finita de pontos de um conjunto denso, segue que
O(T?*(z)) é denso, ou seja, O(TP+!(z)) = X. Assim, O(TP1(z)) NV # 0, isto é, existe
q > p tal que T%(z) € V. Se tomarmos n = ¢ — p, temos T"(T?(x)) € T*(U)NV.

((id) = (4))

Reciprocamente, como X ¢é um espaco separavel, ele possui uma base enumeravel de

abertos, digamos (V});>o. A drbita de = é densa se, e somente se, para todo j > 0 existe



n > 0 inteiro tal que T™(x) € V;. Assim, se D for o conjunto dos pontos que possuem

orbita densa em X, segue que
D= UJT"(v).
FENR>0
Por outro lado, (ii) implica que o conjunto |J,,5, 77"(V;) é denso de X. Logo, pelo teorema

de Baire, D é denso em X. Em particular, D nao é vazio. O
Na demonstragao da proposicao anterior, provamos o seguinte resultado.

Coroldrio 7. Se (X,T) € topologicamente transitivo e X é separdvel, entao o conjunto
dos pontos cuja drbita € densa e residual (ou seja, € a intersecgcao enumerdvel de abertos

densos em X ).

Exemplo 1.0.1. Considere A = {0,1,2,...,d} um alfabeto finito e X = AN o conjunto
de todas as sequéncias cujos termos estao em A. X pode ser identificado com o conjunto
das palavras infinitas sobre A. A transformacdo shift € a aplicacao T : X — X definida
por

T(xy1, 2,3, ...) = (9, X3, T4, ...),
para todo (xy1, 9, x3,...) € X. Podemos ver o conjunto X como um espago métrico. De
fato,se x = (x1,%2,...),y = (Y1, Y2, ...) € X, vamos definir a sequinte fun¢ao d : X X X —

R, por

2_ min {i;xi#yi}7 se T ?é y
d(xz,y) = :
0, sex =1y.

Por exemplo, se A= {a,b,c} o alfabeto, entio d((a,a,a,...),(a,a,b,...)) =273
Proposicao 8. A funcdao d definida anteriormente é uma métrica.

Demonstracao. Basta provarmos a desigualdade triangular. Considere z,y, 2z € X. Vamos

dividir em casos:
e Sex #yey=z, entao
d(z,z) +d(z,y) = d(z,2) + 0 =d(z,y) = d(z,y).

10



e Se x # yex =z, entao o procedimento é totalmente analogo.
e Sex=yeyF# z entao
d(z,y) = d(z,z) =0 < d(z,2) + d(z,y).
e Sex #vy,y#zex# z, consideraremos iy := min {i; x; # y;},i1 := min {i;z; # 2z;}
e iy := min {7;y; # 2;}. Neste caso, provar a desigualdade triangular é equivalente a

mostrar que

9=l < 9—i + 912
Como x;, # yi,, segue que z;, # T;, OU 2, # T;,. Assim,

iy <ig ou iy < dp=> 270 < 27U g 270 < 972 = 970 <L 970 4 972,

]

Proposigao 9. A transformacdo shift T : X — X ¢é continua com rela¢do a métrica d

definida anteriormente.

Demonstracao. Considere x = zoz... € y = yoyi... em X. Se x = y, entdo d(z,y) =
d(T(z),T(y)) = 0. Vamos supor que = # y e d(x,y) = 2™ com n natural. Entdo

LT Ty, = YoY1---Yn € Tyl F# Yni1. Observemos que T'(z) = z125... € T(y) = y19a....

Entao d(T'(z),T(y)) = 27". Desta maneira, quaisquer =,y € X,

d(T'(x),T(y)) = 2d(z,y)
de onde segue que T é continua. O

Definicao 10. Os cilindros sao conjuntos da forma
C:=lay,...,an) = {(;)ien : ; = a;, para todo 1 < i <n},
onde ay,...,a, € A={0,1,...,d}.

Proposicao 11. Os cilindros sao abertos e fechados.

11



Demonstragao. Considere o cilindro C' = [ay, ..., a,], com ay,...,a, € A. Sejam z =
(x1,72,...) € C e e = 270D Entao B(z,e) = {(T1, T2, .o Triy Yntl, Yns2, )i Ui €
A, paratodoi > n+ 1} C C. Logo, C é aberto. Agora, vamos provar que C' é fe-
chado. Observemos que (z;);ey € X — C' se, e somente se, z; # a; para pelo menos um
i € {1,2,...,n}. Consideremos x € X — C, ky := min{i € {1,....,n};2; # a;} e ¢ = 27,

Seja y € B(x,e). Se y =z, entdo y € X — C. Caso contrario,
d(z,y) < e =27 "R < 97h0 — min {i2; # y;} > ko

Assim x; = y; para 1 < ¢ < ky. Em particular, x5, = yx,. Como x, # ay,, segue que

Yko 7 Qko- Logo, y € X — C e assim B(x,e) C X — C. Portanto C' é fechado. O
Proposicao 12. Os cilindros geram 14, que € a topologia gerada pela métrica d.

Demonstracao. Sejam GG um aberto nao vazio de X e x € G. Entao existe r > 0 tal que
B(z,r) C G. Considere p inteiro tal que 277 < r. Desta forma, B(z,27?) C B(z,r) C G.
Provaremos que o cilindro C' = [z1, ..., ;] é tal que x € C' C G. Claramente € C. Dado

y € C,comy #x, min{i;z; #y;} > p+ 1. Assim,

d(z,y) = 9 min{iziAyil < o=t < 0P < g
ou seja, y € B(x,r) C G. Logo, C C G. O
Proposicao 13. Todo aberto pode ser escrito como uniao enumerdvel de cilindros.

Demonstracao. Seja G # () um aberto de X. Pela proposicao anterior, para todo = € G,
existe um cilindro C,, tal que x € C, C G. Assim
¢=J{ztclJc. ca,
zeCG zeG

de onde segue que

G:UCm.

zeG

Por outro lado, o conjunto dos cilindros é igual a I = {J,5, I, onde I, = {[ay, ..., an] :

a; € A}. Assim, [ é enumerédvel. O

12



Proposicao 14. A topologia induzida pela distancia d € igual a topologia produto das

topologias discretas sobre A.

Demonstracao. Sejam 74 e T a topologia induzida por d e a topologia produto das topo-
logias discretas sobre A, respectivamente.

Considere C' = [uy, ..., u,] um cilindro que é um aberto basico de 7;. Podemos escrever
C={w}x..x{u} x AxAx ...

de onde segue que C' € 7.

Assim, 75 C 7. Além disso, para n natural, tomemos

O = ][ 4

JEN*
onde A; = A,sei >neA; C A sel <i<n.O,éum aberto basico de 7. Provemos que
O, € 14. Com efeito, seja x = (r123...) € O,,. Entado, x € C = [z1,...,z,] C O,. Logo,

T C T4. ]

Como o conjunto dos cilindros é uma base da topologia dada pela métrica d, deduzimos

o seguinte resultado.
Corolario 15. A o-dlgebra gerada pelos abertos € igual a o-dlgebra gerada pelos cilindros.
Observacgao 1. Pelo teorema de Tychonoff, deduzimos que AN é compacto.

Seja K3 C [0,1] o conjunto de Cantor classico, isto é,

K3 = ﬂ ATL7
n=0
1 2 12 .
onde Ay = [0,1], A; = AO\]§> g[, Ay = Ar\ (]5, §[U]g, g[) E um resultado conhecido

que K3 é conjunto dos elementos z de [0, 1], cujo desenvolvimento na base 3 é

x = Z a3~ ",
n=1
onde a, ¢ igual a 0 ou 2, para todo n > 1.

Proposigao 16. K3 é homeomorfo a X = {0,1} munido da topologia produto das

topologias discretas.

13



Demonstragdo. Consideremos a aplicagao ¢ : {0,2} — K definida por

o0

80((%)@0) = Z an3_n_1'

n=0
Mostraremos que ¢ é injetiva. Consideremos z = z’ com desenvolvimentos na base 3
Lt _ e —i—1 I N rg—ie] e, :
distintos, dados por x = > .~ a;3 es =) ", a3 onde a;,a; € {0,2}. Seja

ip := min {i; a; # a;} < oo. Logo,

o oo o0
o= = >3 =Sl = Y (- a3
=0 =0 =0

> lag,—al [3707 = Y Ja—af[37 7 > 2:3707 =2y 37 = 2.370 71370 = 37T 5,
i>ig+1 i>ig
Assim, x # 2/, o que é uma contradicdo. Por outro lado, ¢ é sobrejetora. Logo, ¢ é

bijetora. Além disso, ¢ é continua. Como {0, 2} é compacto, segue que ¢! é continua.

]
Proposigao 17. {0,1,2,....,d}" ¢ homeomorfo a Kj.

Demonstrag¢ao. Consideremos a aplicagao T de {0, 1, ...,d} no conjunto de todas as pala-

vras finitas formadas pelos elementos de {0, 1}, tal que T(0) = 0,7(1) = 10,7(2) = 1?0 =

110,...,T(s —2) = 1°720,T(s — 1) = 1*7'0 onde 170 = 1 -- - 10. Dada esta aplicagao, por
—

concatenacio, podemos construir T, : {0, 1, ...,d} — {0, 1} dada por
Tw(ag, ay, ..., ap, ...) = (T(ap), T'(a1),...).

Verificaremos que T,, é um homeomorfismo.

(i) T é continua.

De fato, se d((ax)k, (a))r) < 27™, segue que (ag)x € (a}, ), coincidem até a m-ésima posigao.
Assim, (Too(ag))oo € (Too(a}))oo também. Desta forma d((Tw(ax))k, (Too(a}))r) < 27 e

com isso, concluimos a continuidade de T,, em {0, 1}

(i) Tw € bijetiva.
Exibiremos uma funcao U, que sera inversa da T,,. Considere (b, ), uma sequéncia. Cons-

truiremos a, = U (b,) por recorréncia. Seja k o nimero 1’s que aparecem no comego

14



de (b,) (repare que k pode ser zero ou infinito). Se k < s — 1, tomaremos ag = k e
no = k + 1. O procedimento continuara na sequéncia (b, byy+1,-.-). Caso contrario, co-
locaremos ay = s — 1, ng = s — 1 e continuamos o mesmo para a sequéncia (b, bpy1, ---)-
Construimos Uy, de modo que T (Ux(by)) = b,. Com efeito, apds a primeira etapa, a
sequéncia (T'(ag), bng, bugt1, ---) coincide com a sequéncia (b, ),. Reciprocamente, se (ay,), é
uma sequéncia de {0, 1, ..., s— 1}, mostraremos que Uy (T (ay)) = (an)n. Se ag < s—1, a
quantidade de 1 do comego da sequéncia T (ay,) € ag, seguido de um 0. Assim Uy (T (ay,))
comega por ag. O processo continuard por (T'(aq),T(asg),...). No caso onde ag = s — 1, a
sequéncia T ((ay),) comega com s — 1 nimeros 1, de modo que U (Too(ay),) também
comece por ag. Basta repetirmos, agora, o métodoo para a sequéncia. Assim, U, é a
inversa de Th,.

iii)Us é continua por causa da compacidade de {0,1,...,d}. Portanto, T, é um homeo-

morfismo. O
Proposicao 18. A transformacao shift € topologicamente transtiva.

Demonstracao. Seja Cy o conjunto de todas as palavras de tamanho k sobre o alfabeto

{0,1,...,d}. Assim, C}, = {B%k), B;k), s Bg,f)}. Definamos u € AY da seguinte maneira:
uw=BYBY..BBPBY..BY...

Mostraremos que u possui uma érbita densa. Sejam z € AN e ¢ > 0. Consideremos n € N
tal que 27" < e. Seja t tal que Bt(") coincida com as n primeiras letras de x. Sabemos que
existe k tal que T#(u) = B B™).... Entao d(T*(u),z) < 27" < e. Logo, u tem orbita

densa. O

15



Capitulo 2
Teoria Ergddica

Neste capitulo definiremos alguns conceitos da teoria ergddica, como medida invari-
ante, medida de Bernoulli e transformagoes ergédicas (junto com algumas de suas equi-

valéncias). Provaremos também o teorema de Birkhoff.

Definigao 19. Seja (X, A, p) um espago de medida e f : X — X wma transformagao

mensurdvel. Dizemos que p € invariante por f quando

para todo conjunto mensurdvel E.

Exemplo 2.0.1. Sejam X = {0,1,....d}"" e py,...,pa €]0,1] tais que Zle pi = 1, defi-

nimos a chamada medida de Bernoulli em A por

M([ala "'7ad]) = DPay-+-Pay>
para quaisquer a,a, as, ..., a, € {0,1, ..., d}.

Teorema 20. (Teorema de Poincaré) Seja (X,T) um sistema dinamico mensurdvel e
uma medida invariante finita. Considere E C X um conjunto mensurdvel com medida

positiva. Entao para p-quase todo ponto x € E, existe n > 1 natural tal que T"(x) € E.

Proposicao 21. A medida de Bernoulli € invariante pela aplicacao shift.

16



Demonstracio. Seja ay,...,a, € {0,1,...,d}". Entao

]

Definigao 22. Seja (X, A, ) um espago de medida. Suponha que p(X) = 1.Uma trans-
formacgao que preserva medida € chamada de ergédica quando somente os elementos B € A

com T7Y(B) = B satisfazem u(B) =0 ou u(B) = 1.

Mas nem sempre é facil provarmos que uma funcao é ergédica usando as definigoes.

Entretanto, existem varias equivaléncias aqui.

Teorema 23. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X wma trans-
formagao que preserva medida. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) T € ergddica

(ii) Se B é um elemento de A tal que (T (B) A B,) =0, entio u(B) = 0 ou u(B) = 1.
(#ii) Para qualquer A € A vale que

(| J T (4) = 1.

(iv) Para quaisquer A, B € A, com p(A) >0, u(B) > 0, existe n > 0 tal que
p(l T (A)nB) > 0.
n=1

Demonstragdo. ((i) = (ii)) Considere B € A tal que u(T '(B)A B,) = 0. Queremos
concluir que p(B) = 0 ou u(B) = 1. Construiremos B; € A tal que T(B;) = B e
w(B1 A B,) = 0. Como T é ergédica, poderemos concluir que p(By) = 0 ou p(B;) = 1.

Observe que
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Como By C By U B, se u(By) = 1, entao pu(B U By) = 1. Além disso, u(B N By) = 1.

Desta forma,
p(BU By) = u(B) + u(By) = (BN By) = 1= p(B)+1-1=pu(B) =1

Além disso, como By N B C By, segue que se u(B;) = 0, entdo p(B; N B) = 0, de onde
segue que p(B U By) = 1. Desta forma,

(B U By) = u(B) + pu(B1) — (BN By) = 0= pu(B) +0— 0= pu(B) = 0.

Ou seja, se encontrarmos By, podemos resolver o problema. Aqui, escolheremos

Precisaremos mostrar que T (B;) = By e u(B; A B) = 0. Com efeito,

w(By A B) = ﬂUT‘Z

n=01i=n
Por outro lado, para cada n > 0, temos
w((JT7(B) & B) = u(| J(T-(B) A B)) < S w(T~(B) 2 B).
Como -
T7(B)ABC | JTU™(B) ATT( UT J B) A B)

J=0

e T é invariante, segue que

j
Com isso, u(T~%(B) A B) = 0, para todo ¢ > 0. Desta forma,

B ATB)) <3 wBAT(B) =0

=1 =1

Como | J(T7(B)AB) > | J (T7/(B) A B), segue que u(By AB,) = 0 e assim p(B) =
i=n i=n-+1

w(B1). Desde que T' é ergédicam segue que p(By) = 0 ou u(B;) = 1, ou seja, u(B) =0
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ou pu(B) = 1.

((i7) = (iii)) Seja A € A com pu(A) > 0. Além disso, considere A; := U T7"(A).
n=1

Basta provarmos que p(T'(A)AA) = 0. Sabemos que T preserva medida. Entao
w(T7H(Ay)) = u(Ap). Além disso,

T7Y(A) = T‘l([j T™(A)) = D T-YT™(A)) = G T "(A) C G T "(A) = A;.
=1 =1 =2 n=1
Com isso, T~ (A;) UA; = A; e T"Y(A)) N A = T(A;). Daf
(THA) A A) = p(THA) U A = u(T7H(A) N A = p(Ar) — (T (A1) = 0.
Pela hipétese, 1(A4;) = 0 ou p(A4;) = 1. Basta provarmos que p(A;) > 0. Com efeito,
T-1(A) G T "(A) = A,
=1

Daif pu(Ar) > u(T1(A)) = p(A) > 0.

(iii) = (iv)) Sejam A, B € A, com u(A), u(B) > 0. Por (i),
Ty =1
Observemos que -
/MQT”UDUE=u@%ﬂﬂjT”MD—MCP”%®ﬂB%
ou seja, - noo -
1=pu(B)+1—pu(( JT"(A)NB).
Logo, "

(T (4 0 B) = u(B) > 0.

((iv) = (i)) Considere B € A com T~'(B) = B. Suponha, por absurdo que 0 <
u(B) < 1. Entao,

0 = () = u(BN (X — B)) = u(T~"(B) N (X — B).
Isto contradiz (iv). Desta forma, u(B) =0 ou u(B) = 1. O
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Teorema 24. Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X wuma trans-
formacao que preserva medida. Sao equivalentes:

(i) T é ergddica.

(ii) Para toda f mensurdvel, com (foT)(z) = f(x), para todo x € X, f € constante
H-qtp.

(iii) Para toda f mensurdvel, com (f o T)(x) = f(x) p-qtp, temos f constante u-qtp.
(i) Para toda f € L*(u) com (f o T)(x) = f(x), f € constante p-gtp.

(v) Para toda f € L*(u) com (f o T)(z) = f(x) pu-qtp, f € constante p-qtp.

Demonstracao. (iii) = (ii) Se (foT)(z) = f(x), entdo (f oT)(z) = f(x) p-qtp, e pelo
item (iii) f é constante p-qtp.

(it) = (v) Se f € L*(u), entao f é mensurdvel. Além disso, se (f o T)(z) = f(z),
entao (f oT)(x) = f(x), u-qtp. Pelo item (ii), f é constante u-qtp.

(v) = (iv) Se (foT)(x) = f(x), entdao (foT)(x) = f(x) p-qtp. Pelo item (v), f é
constante p-qtp.

(1) = (uii) Sejam T uma aplicacao ergddica e f mensuravel, com (f o T)(z) = f(z)
u-qtp. Vamos supor que f assume valores em R, pois se assumisse valores em C, bastaria
analisar as partes real e imaginaria. Para cada k,n € N, seja X (k,n) o conjunto definido

por
k k+1
on’  on

X(kn) = {o: o< flr) < S22y = 1 ).

Observe que
T (X (k,n)) AX(k,n) C{z: (foT)(x) # f(z).}

Assim, p(T~1(X (k,n)) A X (k,n)) = 0. Como T é ergédica, pelo teorema[23, u(X (k,n)) =
0 ou 1. Porém para cada n, a uniao | J, ., X(k,n) é disjunta. Assim, para cada n natural,

existe um tunico K, tal que u((K,,n)) = 1. Dai, seja Y o conjunto definido por:

Y = ﬁ X(Ky,n).

n=1
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Provaremos que u(Y) =1 e f é constante em Y. De fato,

= (ﬂ X(K,,n)) = U X (K, n)“.

n=1 n=1

Como p((K,,n)) =1, segue que u((K,,n)°) = 0. Entao,

w(Y) = p UXKn,n <Z” (K,,n)°) = 0.

Logo, (YY) = 1. Por outro lado, dados z,y € X, temos

~ K, K,+1
ryeY =szyec (| X(Kyn)=zyeX(K,n)Vn>1=zyc f”([z—n, 2: ),¥n>1=
n=1
K, K,+1 K, K,+1
1
= “om < flz) = fly) < 2—n,Vn> L,
Logo, f(x) = f(y), ou seja, f é constante em Y.
(iv) = (i) Afirmamos que, se T~*(B) = B, entao xg € L*(1). Com efeito,
/X2Bd:v = /XB-XBdﬂU = /XBdeiL' = /Xde = u(B) < 0.
Provemos que (yp o T)(x) = xp(z). Com efeito,
(xp o T)(x) = xB(T(2)) = Xr-1(8) (%) = xB(2).
Logo, pelo item (iv), xp é constante u-qtp. ]

Teorema 25. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Sejam (X, A, ) um espago de proba-
bilidade e T : X — X uma transformacao mensurdvel que preserva a medida p. Entao,

dada qualquer funcao p-integravel f : X — R, o limite

flo) = m £ 3 7 (1) (2.)

existe para j—quase todo ponto x € X. Além disso, f ¢ uma fungao integravel com

/ fdu = / fdu e fv(T(:B)) = f(x), em pu—quase todo ponto x € X.
X X
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Demonstragao. Comegamos por provar a existéncia (em p—qtp) do limite (2.1)), que é
o ingrediente fundamental deste enunciado. Como toda funcao f pode ser escrita como

diferenca de duas fungoes nao negativas

f=max{f,0} — max{—f,0},

podemos, sem restricao, supor f > 0. Consideremos as fungoes

f(z) = limsup % Zf (T7(z)) e [flz)= ligglf%Zf (T7(x)).

n—oo

Assim, basta mostrar que

[ Fan< [ sau< | g (2.2)
X X X
De fato, a desigualdade ([2.2]) implica que

/ (7—i) dp < 0 e entao,
X

como (f — f) = 0, segue que f= f em p—qtp, que é precisamente o que queremos
concluir.

Para provarmos a primeira desigualdade em , introduzimos f;; = min{f, K},
onde K € N é um inteiro fixado (grande). Também, fixamos € > 0 (pequeno) e para cada

z € X definamos

t(z) = min {n >1: %Zf (T9(2)) > fxlz)— e} : (2.3)

Note que, da defini¢ao de limsup, ¢(z) sempre existe, ja que f > fr. Note ainda que
(2.3]) implica

t(z)—1
> £ (1) = 1) (Fal) ). 2.4)

Finalmente, escolhemos M € N grande tal que o conjunto

E={xe X tlx)> M}
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tenha u(E) < % Note que isso ¢é possivel pois a familia de subconjuntos
E,={x € X :t(x) =n}

forma uma particao do espaco X, logo tem-se

S u(E) = p(X) =1

e, portanto,

pE) = 3 wlE) < = (25)

desde que M seja suficientemente grande.
Agora, para cada x € X e n > 1 definimos sequéncias x; (de iterados de x) e t; (de

inteiros positivos), da seguinte maneira:
1. Tomamos zg = .

2. Definimos t; e x;11 da seguinte maneira:
a) Se t(r;) < M entao tomamos t; = t(x;) e w41 = T (x;).

b) Se t(z;) > M entao tomamos t; =1 e z;41 = T(z;).
3. Terminamos quando encontramos x, tal que to +t; + ... +ts_1 +ts > n.

Com isso, temos

t0+t1+...—|—ts,12n—M. (26)

Em a), usando (2.4)) e sendo X a funcao caracteristica de F, obtemos

t;i—1 ti—1

SO+ KXe) (T () = S f(T () 2 6(Fr(a) =€) = (Fil@) =), (27)

=0 =0
onde a tiltima igualdade segue de que f(T(y)) = fx(y) para todo 3. Por outro lado, no
caso b) temos

t;—1

D (f 4+ EX)(T (1) = f(w:) + K > K > t:(f(x) +e). (2.8)

Jj=0
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Entao, usando (2.6)), (2.7) e (2.8)) (vamos usar 7 = to + t; + ... + ts_; para simplificar a

notagao) temos

Zf+KXE (T7(x)) = <i(f+KXE )T () ) Zf+KXE (T’(x)) >
7=0 j=T

=0 7=0

> (y) (Fre(@) =) +0 > (n— M)(Fr(a) — ). (2.9)

Uma vez que a medida p é T'—invariante, tem-se

/(f+KXE)oTde:/(f—I—KXE)du, para todo j.
X X

Assim, integrando o primeiro e o tltimo membro de ([2.9)) obtemos

n(/de/H—Ku(E)) > (n— M) (/XTKd,u—e>.

Dividindo ambos os termos por n, usando (2.5)) e fazendo n — oo, deduzimos que

/ fdp+e> / Ffrdu — €, para todo € > 0 e, portanto, / fdu > / Fredu.
X X X X

Entdo, fazendo K — oo e observando que f, converge monotonamente para f, obtemos

/X fdp > /X Fdu,

A segunda desigualdade em ([2.2) é provada de modo muito semelhante. Apenas

como pretendiamos.

indicarei as diferencas com relacao ao caso anterior. Considere

t(z) = min {n >1: %Zf (T7(2)) < flz) + e}. (2.10)

(comparar com ([2.3))) e defina x; e t; como foi feito anteriormente. Tome E como antes e

M fixado de tal modo que

/ fdp < e. (2.11)

Aplicando em (f — fXg) o mesmo tipo de cdlculo que usamos em (2.7)), (2.8)) e (2.9)
para a funcédo (f + KXg), obtemos
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iXﬂJ%ﬂﬁwnzijézﬁ M@UWm>+§:fLMb@%D

s—1 n—1 n—1
< (Z ti) (f(@)+e)+ > f(T(x) <n(f(x)+e)+ > f(T(x)). (2.12)
i=0 ' —
(comparar com (2.9)). Integrando e sabendo que n — 7 < M, por (2.6), temos

n(/deu—/Efdu)gn(/Xid,que)JrM/de,u.

Dividindo ambos os lados por n, fazendo n — oo e usando ([2.11)), temos

/ dp < / fdu + € + €, para todo € > 0 e, portanto, / fdu < / fdpu.
X X X X

Com isso, encerramos a demonstracao da relacgao (2.2)).

Provemos agora que ]?oT = f De fato, seja f : X — R uma funcao integravel. Dai,

por (2.1]), temos

= Flo) + lim L [f(2) - F (T"(0))].

n—oo N,

Como f é integravel, segue que f é limitada para u—quase todo ponto x € X e, portanto,

o ultimo limite é igual a zero, provando assim tal igualdade. O

Proposicao 26. Sejam T : X — X uma transformagao mensurdvel e . uma probabili-

dade invariante sob T'. As sequintes condi¢coes sao equivalentes:

() F(e)=lm + Zfo =/deu,

para toda func¢ao - mtegmvel f e para p-quase todo v € X.

(i) € ergddica.
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Demonstragdo. ((1) = (i1))

Seja A um conjunto T-invariante e considere f = X’4. Da hip6tese (i) temos que

ﬂwzéjwzum>

para quase todo ponto x € X. Por outro lado, como A é T-invariante, temos que = € A
se, e somente se, T'(z) € A. Isso implica que f(77(x)) = f(z) para todo j > 0 e para

todo x € X. Portanto,

f(x) = f(z) = Xa(z)

paratodo z € X. Como a funcao caracteristica s6 toma valores 0 e 1, essas duas igualdades

implica que p(A) =0 ou u(A) =1, como afirmado em (7).

((i2) = (7))
Seja

Fa) = im L3 p19(a)).

Podemos ver que foT = f. Como pu é ergddica, segue que f(x) é constante u-qtp. Por

[ f@dn= [ faldn

/f@mM:fu>

para p-quase todo r € X. ]

outro lado,

que ¢é constante. Desta forma,

Proposicao 27. Se T' ¢ a aplicacdo shift, entdo (T, ) € ergddico.
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Capitulo 3

Teoremas de Van Der Waerden e de

Szemerédi

Neste capitulo daremos duas provas do teorema de Van Der Waerden, uma combinatoria
e outra envolvendo sistemas dinamicos. Para esta ultima, usaremos o teorema da re-

corréncia multiplica ergédica de Furstenberg.

Teorema 28. (Van Der Waerden) Se colorirmos os inteiros positivos usando k cores,

existem progressoes aritméticas de comprimento arbitrdario cujos termos sao todos da
k . :

mesma cor. Em outras palavras, se N = |J._; A;, entdao para qualquer | > 1, existem

xo,r € Neie{l,2,...,k} tais que xo, 0 + 1,20 + 21, ..., 20 + (I — 1)1 € A;.
Vamos dar uma prova combinatéria deste teorema.

Observacao 2. Vamos usar a notacao a + [0,k)r para representarmos a progressao

aritmética a,a +r,a+2r,...,a+ (k= 1)r.

Observacao 3. Suponha que vamos colorir os niumeros naturais de 1 a N e vamos colori-
los usando m cores. Sejam 1,2,3,...,m as cores. Para cada nimero de 1 a N, associamos

uma cor de 1 a m. Podemos pensar nisso como sendo uma funcao ¢ : {1,2,..., N} —

{1,2,...,m}.

Definicao 29. Sejam k > 1, d > 0, r1,7r9,...,7q € a um inteiro tal que 1 < a < N. Um

ventilador é uma d-upla de progressoes aritméticas (a+[0,k)ry, a+[0,k)ra, ..., a+[0, k)rq).
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Observacgao 4. Na definicao anterior, k € o raio, d o grau, a € o ponto base e as pro-

gressoes aritméticas a + [1, k)r; sao chamadas de pds do ventilador, para 1 < i < d.

Defini¢ao 30. Seja c: {1,2,.... N} — {1,2,...,m} uma maneira de colorir os nimeros.
Uma pd a + [1,k)r; € chamada de monocromdtica quando c(a + jr;) = c(a + lr;) para
quaisquer 1 < j <1 <k —1. Além disso, vamos dizer que um ventilador € policromdtico
se seu ponto base e suas pds sao monocromdticas, isto €, existem cores cgy, 1, ..., Cq distintas

tais que c(a) =co ecla+jgry)) =c¢; paral <j<k—1el<i<d.

Teorema 31. Dados k,m > 1, existe N tal que qualquer coloracao com m cores de

{1,2,..., N} contém uma progressao aritmética de comprimento k monocromdtica.

Demonstra¢ao. Vamos usar duas indugoes. Comecemos com a indugao em k. O caso
k =1 é verdadeiro. Com efeito, é s6 tomarmos N = 1, pois ao pintarmos o conjunto {1},
teremos uma progressao artimética formada pelo 1 de comprimento 1 monocromatica.

Vamos supor que o teorema ¢é valido para k — 1, onde k > 2.

Afirmagao: dado d > 0, existe N tal que qualquer coloragao com m cores de {1,2,..., N}
contém uma progressao aritmética monocromatica ou um ventilador policromético de raio
k e grau d.

Observe que o caso d = m é equivalente a dizer que existe N tal que qualquer coloracao
com m cores de {1,2,..., N} contém uma progressao aritmética monocromética ou um
ventilador policromético de raio k e grau d. Porém nao existe um ventilador policromatico
de grau m. Com efeito, se ele existisse, vocé precisaria de m + 1 cores, afinal m delas
para pintar as pas e uma delas para pintar a base. Mas s6 temos m cores. Com isso, s6
vai poder acontecer que ao colorirmos 1,2, ..., N com m cores, aparecera uma progressao
aritmética monocromatica, que é justamente o que queremos provar.

Comecemos provando o caso d = (. Neste caso, basta tomarmos N = 1, pois colori-
rindo o conjunto 1, teremos um ventilador de grau 0 (basta colocarmos o 1 na base).

Vamos supor que a afirmacao seja valida para d — 1, com d > 1.

Dai, existe N tal que qualquer coloragdo com m cores de {1,2,..., N1} contém uma

progressao aritmética monocromatica ou um ventilador policromético de raio k e grau

d—1.
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Além disso, este resultado vale para quaisquer conjuntos que possuem N; elementos,
inclusive para os conjuntos da forma {bkN; + 1,bkNy + 2, ...,bkNy + N1}, com b natural.
Sejam Ny >0ebe {1,2,..., No}.

Assim, teremos Ny conjuntos e cada um deles com N; elementos. Desta forma, pode-
mos usar nossa hipétese de indugao em cada um deles. Por ela, qualquer coloragao com m
cores de cada um destes N, conjuntos contém uma progressao aritmética monocromatica
ou um ventilador policroméatico de raio k e grau d — 1. Se para algum b, encontrarmos a
progressao aritmética de comprimento k, entao o problema esté resolvido. Provemos que
é sempre possivel encontra-la.

Suponha, por absurdo, que para todo b € {1,2,..., Ny} encontramos um ventilador
policromatico de raio k e grau d—1. Vamos fixar b. Dizer que encontrarmos um ventilador
policromético de grau d — 1, é o mesmo que dizer que encontramos d — 1 progressoes
aritméticas de comprimento k — 1 no conjunto {bkN; + 1,bkNy 4+ 2,...,bkN; + N1} que
sao monocromaticas.

Vamos transformar estas progressoes aritméticas em um novo ventilador com um grau
a mais. Para este b fixo, tomemos os nimeros a(b),r1(b),...,r4_1(b) € {1,2,..., N1} tais

que, associado ao nimero b, encontramos os ventiladores
(bkNy + a(b) + [0, k)r1(b), bk N1 + a(b) + [0, k)ra(b), ..., bkNy + a(b) + [0, k)rq_1(D)).
Além disso, considere cq(b), ¢1(b), ..., cq_1(b) cores distintas tais que

c(bkNy + a(b)) = cy(b) (3.1)

c(bkNy + a(b) + jri(b)) = ¢;(b). (3.2)

Para j =1,2,...k—1ei=1,2,....d — 1. As equagodes e serao chamadas
de primeira e segunda propriedades do ventilador gerado por b.

Em particular, podemos pensar na aplicacdo « : {1,2,...., No} — {1,2, ...,Nl}d X
{1,2,....,m}* tal que a(b) = (a(d),r1(b), ..., r4_1(b), co(b), c1(D), ..., ca_1(b)). como sendo
uma coloragao com N¢m? cores.

Estamos supondo, por hipétese de inducao, que o resultado vale para k—1, isto é, existe

N, tal que qualquer coloragao com Nim? cores de {1,2,..., Ny} possui uma progressao
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aritmética de comprimento k — 1 monocromética, digamos, b + [0,k — 1)s, com alguma
cor da forma (a,ry,re, ..., rq_1).
Vamos construir este ventilador com um grau a mais. Considere by = (b— s)kN;+a €

{1,2,..., N}. Nosso ventilador sera:
(bo + [0, k‘)Sk‘Nl, bo + [0, k‘)(Sk’Nl + 7’1), ey bo + [0, ]C)(SkNl + Td—l))-

Observe que ele possui raio k, grau d e ponto base by. Porém, para terminarmos,
precisamos verificar que ele é policromaético.

Para isto, mostraremos que

C(b() + jSk?Nl) = Co(b)

c(bo + j(skNy + 1)) = ¢

paral <j<k—-1lel<t<d.

De fato,
c(bg+jskNy) = c((b—s)kNi+a+jskNy) = c((b—s+js)kNi+a) = c((b+(j—1)s)kNi+a).
Mas pela primeira propriedade do ventilador para b+ (j — 1)s,
c((b+ (7 —1)s)kNy +a(b)) = co(b+ (j — 1)s).

Como a progressao aritmética b+ [0,k — 1)s é monocromadtica, segue que co(b+ (j —

1)s) = co(b). Além disso, se 1 <j<k—1el<t<d, entao
c(bo + j(skNy +14)) = c((b— s)kN1 + a + j(skNy + 1)) =
=c((b—s)kNy +a+ jskNy + jry) = c((b— s+ js)kNy + a + jry).
Se usarmos a segunda propriedade do ventilador para b+ (j — 1)s:
c((b+(—Ds)kNi+a+jr) =c(b+ (j —1)s) = c.

Se o ponto base by tem a mesma cor que uma de suas pas, entao encontramos uma
0 )
progressao aritmética de tamanho k. Caso contratio, encontramos um ventilador poli-

cromatico de de raio k e grau d. O
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3.1 Prova do Teorema de Van der Waerden usando
Sistemas Dinamicos

Podemos provar o resultado anterior usando Teoria Ergddica. Para isto, precisamos do

Teorema da Recorréncia Multiplica Ergddica de Furstenberg:

Teorema 32. (Recorréncia Muiltiplica Ergddica de Furstenberg). Sejam T : X — X

w-invariante, k > 3 e u(A) > 0. Entdo existe N tal que:
pANTNANT2NA) N .. .nT~*DNA4)) > 0.

Demonstracao. (Teorema de Van der Waerden) Consideraremos A = {ci,¢a,...,ck} 0
conjunto das cores. Este serd o nosso ”alfabeto”. Assim, nossa transformacao shift pode
ser escrita como T : AN — AN, Considere também z = (z1, 29, ...) € AY uma maneira de
colorir N.

Observe que

d(T™(x), T"(y)) < 1 < d((Tms1, Tmtas Tmtsy )y (Yiets Yrva, Yigz, o)) < 1 &

< Tmtl = Yit1-

Precisamos encontrar uma progressao aritmética monocromatica, isto é, m,m + n, m +
2n,...,m + kn de tal forma que z,, = Zpin = Zmion = -~ = Zmikn. Para isto, basta

mostrarmos que existe m € N tal que
d(T™(z), T™ "(2)) < 1

para ¢ = 1,2,....k. Com efeito, basta usarmos o Teorema da Recorréncia Multipla

Ergédica de Furstenberg e considerarmos

d(T™ (), T (2)) = d(T™ 7 (2), T™(T™ 7 (2)))-
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3.2 Teorema de Szemerédi

Definiremos aqui a nocao de densidade e provaremos o teorema de Szemerédi.

Definigao 33. Seja A C N. A densidade de A € definida por
I,NINA
d(A) := limsup M
N—oo N
Exemplo 3.2.1. Seja P o conjunto dos nimeros pares. Entao |[1, N]| N P| € igual a
N—1

= =5, se N € impar e %, se N € impar. Logo, a densidade do conjunto dos niumeros

;1
pares € 3.

Teorema 34. (Szemerédi) Se A C N tem densidade positiva, entao A possui infinitas pro-
gressoes aritméticas de comprimento arbritrariamente grande, isto €, para todo p, existem

xg € N em €N tais que xg,x9 +m,....,x0+ (p — 1)m € A.

Demonstracao. Vamos usar o teorema da recorréncia miltipla ergddica de Furstenberg.
Consideremos X = {0,1}Y, T : X — X a aplicacdo shift, (x,) = xa(n) . Para todo
k > 1, seja u; a medida definida por

k—1

1
fe = EZ 073 ()

j=0
onde 07i(;)(A) é igual a 1, se T7(xz) € A e 0, caso contrario. Esta funcao é chamada
de medida de Dirac. Por outro lado, como pu; sao medidas de probabilidade e usando o
teorema de Banach-Alaoglu, podemos supor que p := ljlm [n, € uma medida invariante
para T. Tome também Y = {(y,) : 11 = 1}. Provaremog que u(Y) > 0 para podermos

usar o teorema de Furstenberg.

H(Y) = lim (V) = Tim %2 51750y (Y) = lim %i o (T9(2). (3.3)

Alguns termos deste somatorio dao 0, enquanto outros dao 1. Vamos nos preocupar com

aqueles que resultam 1. Notemos que
xy (T (2)) =1 =T/ (2) €Y <= (2j11,Tj49,...) EY &= 1)y, = | <
xA(j+1)=1<=j+1€A
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Desta forma,

k—1

Y () = > Xy (T7(z)) = |[AN[1, K]|.

=0 j+1€Aej=0,1,... k—1

Logo, a equagao (3.3 pode ser escrita como
o1
w(Y) =lim E|A N[1, k]| = d(A) > 0.
Pelo teorema da recorréncia de Furstenberg existe N tal que
pYNTNY)NT2NY)n...nT-FDNy)) > 0.

Em particular, existem infinitos z = (21, 2o, ...) tais que 2 € Y N T~ M(Y)NT2N(Y)N...N
T-F=DN(Y). Notemos que

ze€Y <= zn=1<=ya(l) =1« 1€ A.
Além disso, para 7 =1,2,....k — 1:
Z € T_Jn(Y) <~ TjN(Z) €Y «— (ZjN—l—lijN—i—Qa ) €Y «— ZjiN+1 = 1

XaA(JN+1)=1«<= jN+1€ A

Logo, 1,14+ N,1+2N,...,1+ (k—1)N € A. Isto prova o teorema de Szemerédi. ]

Observacao 5. Em 2004, os matemdticos Ben Green e Terence Tao provaram que existem

infinitas progressoes aritméticas de comprimento arbitrario formadas somente de primos

[7].
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Capitulo 4
Equidistribuicao

Neste capitulo, definiremos sequéncias equidistribuidas. Provaremos os teoremas de Weyl

e de Koksma.

Definigao 35. Seja (2,)n>0 uma sequéncia em [0,1]. Dizemos que (x,)n>0 € equidis-

tribuida se para quaisquer 0 < a < b < 1, a sequéncia
N(a,b,n) =#{m <n:x, € [a,b[}.

¢ assintoticamente equivalente a n(b — a) quando n tende a infinito, isto é,

N

n—oo n

=b—a.

Mais geralmente, se (yn)n>0 € uma sequéncia de niumeros reais, dizemos que (Yn)n>o €
equidistribuida mddulo 1 se a sequéncia ({yn})n>0 € equisitribuida, onde {y} representa a

parte fraciondria de y.

Proposicao 36. Se a sequéncia (x,,)n>0 € equidistribuida, entio {z, : n € N} € densa
em [0, 1].
Demonstracao. Seja [a,b[C [0, 1], onde a < b. Como

N

n—oo n

=b—a,
temos N (a,b,n) # 0. O
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Proposigao 37. A sequéncia (xy)n>0 € equidistruida mddulo 1 se, e somente se, para

toda funcao f integravel a Riemann de periodo 1 wvale a sequinte igualdade
.1
lim —Zf(xk) = hm Sh( / f(t) (4.1)

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que a sequéncia (x,), pertence ao
intervalo [0,1[. Como f : [0,1] — R é integravel a Riemann, entdo para todo ¢ > 0,
existem duas fungoes escadas ¢ e v tais que p < f < ~ye fol (v — ¢) < e. Temos a integral
de f é o limite de f017 quando ¢ tende a 0. Suponha que S,(f) converge para folf para
toda funcao f integravel a Riemann e que 0 < a < b < 1. Consideremos a fun¢ao escada
que vale 1 em [a, b[ e 0 no complementar deste intervalo. Entao, N(a,b,n) converge, por
hipétese, para f;l = b — a, pois a fungao escada é integravel a Riemann. Assim, (z,), é
equidistribuida.

Reciprocamente, seja ¢ uma fungao escada de [0, 1] em R. Assim, existem uma partigdo
{0 = ay < a1 < .. < a, = 1} e ntmeros reais ¢, ¢y, ..., ¢ tais que f(x) = ¢ se
a;—1 < x < a;. Observe que, se a = b, entdo N(a,b,n) esta bem definido e é igual a o(n)
quando n tende para infinito. Com efeito, tomemos b = a + €, onde € > 0 é arbitrario.
Entao

N(a,a,n) < N(a,b,n) <en+ o(n) < 2en,

se n é suficientemente grande. Note que

O N (a1 ax,n) = Y flar) N(ag, ay,n)).

Em particular, S, (f) converge para » = (ar — ax—1)cx = fo

Se f é uma funcao integravel a Riemann qualquer, sejam € > 0 e ¢, v funcoes escadas tais
que p < f<~ye fol (v —¢) < e. Entao S,(p ) < Su(f) < Sn ( ). Se n é suficientemente
grande, S, (y) < fo v+e) e Sy(p) > fo . Entao |S,(f f0f| < 2¢. Desta forma,

podemos concluir que S,,(f) converge para fo : O]

Proposicao 38. A sequéncia (x,,),>0 € equidistribuida se, e somente se, a iqualdade (4.1)

vale para toda fungao continua de periodo 1.
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Demonstracao. Como toda funcao continua é integravel a Riemann, a condicao é eviden-
temente necessaria. Mostremos que ela também ¢é suficiente. De fato, seja ¢ uma fungao
que vale 0 em [0,z e 1 em [z,1]. Sejam € e ¢, uma funcao que vale 0 em [0, z[, =2 em
[z,x+¢e[elem [x+e¢1]. Afuncio ¢. é continua e p. < ¢. Assim, S,(¢) > S,(p:) que
tende para folcpe =1—2 — 5. Em particular, S,(¢) > 1 — 2 — ¢ para n suficientemente

grande.

Provamos também que S,(¢) < 1 — z + ¢ para n suficientemente grande, o que nos
permite concluir que S, () converge para 1 —x = folcp. Assim, S, (¢) converge para folgp,
para toda funcao em escada. Em particular para a fungao ¢ = x(a[-

Logo, podemos concluir que (z,), é equidistribuida. O

Teorema 39. (Critério de Weyl) A sequéncia (x,)n>0 € equidistribuida se, e somente se,

para todo m € Z*
1~ o5
lim — ) ¥k — ()

2immax

Demonstracdao. Se aplicarmos a proposi¢ao anterior para as funcgoes e para m € Z,
obtemos a condicao enunciada, que é necessaria.

Para a reciproca, sabemos que toda funcao continua f pode ser aproximada uni-
formemente em [0, 1] por polinémios trigonométricos. Seja T um polindémio tal que

|T(x) — f(x)] < e. Entao, |S,(T) — Su(f)] < e e S,(T) converge para folT. Como
|f01T — folf\ < g, para ¢ arbitrariamente pequeno, S, (f) converge para folf. ]

Corolario 40. Seja 6 € irracional, entdo a sequéncia (n0),>o € equidistribuida mdodulo 1

Demonstragdo. Seja m € Z, temos xj, = kf, k > 0 Calculemos S, (e2™mk?),

n _ ,2im(n+1)6
S = l § €2i7rmk0 — 1 € )
n n n(l _ €2i7rn9) ’
k=1

pois €™ ¢ nao nulo. Podemos ver que

2

S| < mﬁo-
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Teorema 41. (Koksma) Para quase todo © > 1, a seguéncia ("), € equidistribuida

mddulo 1 (relativamente a medida de Lebesque).

Lema 42. Conside (f,)n>1 uma sequéncia de funcoes integraveis de [a,b] em R. Se a
série
S 15> pas
n=1"7a kg
converge, entao
I,
|ﬁ > il
k=0
converge para 0, para quase todo x em [a,b] (relativamente a medida de Lebesgue).

Demonstracao. Consideremos

FN::%an

n<N

e Ay o conjunto de todos os valores de = em [a, b] tais que |Fy| > €. Entao
b
“A(Ay) < [ PP

onde A é a medida de Lebesgue. A série

2 MAy
Z(N)

N=1

converge, por hipétese. Afirmamos que existe uma subsequéncia N}, tal que A(Ay, ) con-
verge para zero. De fato, se isto ndo ocorresse, entdo \(A,) > « > 0 para todo n e

assim

OO)\AN OOOé
3 (N)ZZN’

N=1 N=1
. . . , . AMA . .
o que implicaria que a série Y 5 _, ( 7 ) diverge. Assim, para quase todo z, |Fn,(2)] <€

para k suficientemente grande (repare que k depende de x). Porém a sequéncia (f,)
é limitada, isto é, existe uma constante C' tal que |f,(z)| < C, para todo n natural e

x € [a,b]. Se Ny < N < Npiq, entdo

S OWACEED SFACEED SFAOET DI IO R SPAOE

n<N n<Np n<Ng N <n<N n<Ng
1 1 1
Nip<n<N n<Ng



Por consequeéncia,

[Fn(z) — Fy(2)] =

1 1 1 1 1 1
:|N Z fn(x)_’_(ﬁ_M) Z fn(l’)|§ﬁ| Z fn($>|+fﬁ—m|| Z fa(@)] <
Np<n<N n<Ng Np<n<N n<Ng
1 1 1 1 N — Nj
< NN,C;<N | fo(2)] + (M - N)ngk | fulz)] < NC(N — Ni) + (N—]Vk)gNk =
_C(N=N)  (N—Ng)
= N +e N .

. A~ . . . . M
Fixemos uma sequéncia estritamente crescente de inteiros M; tal que ML? < 1+e.

Consideremos, em seguida, inteiros Ny entre My e M. tais que p(A,) tende a 0. Assim,

, . .. . MNA . -~
se N é escolhido de forma a minimizar % no intervalo [My, Mj.4], entao

Z /\<AN) > (Mk:Jrl N Mk))‘<ANk)
N Ny,
M <N<Mg41

M1
My

Mk+1—Mk 7/ . . I 1 7’
— N, € a uniCa maneira possivel e

Concluimos que é necessario reduzir —1. Assim,
segue que

My = |(1+e)M] + 1.

Dai, a escolha de Ny implica que a sequéncia u(Ay) tende a zero, que permite recuperar
o raciocinio anterior. Assim, N — Ny < Mo — My. Porém My o < (1 4 &)Mp1 <

(1+ &)?Mj, de onde segue que
Myyo — My, < [(1+¢)* — 1]M,, < 2CeN.

Resulta que, para N — 0o e para quase todo x € [a, b], ndés temos |Fy(z)| < C’e. Como
uma uniao enumeravel de conjuntos e medida nula ainda é um conjunto de medida nula,

podemos concluir que Fiy(z) converge quase sempre para 0. ]

Demonstragao. (teorema de Koksma) Pelo critério de Weyl, é suficiente provarmos que

para m inteiro positivo, as somas
n
l E e2i7rma:k
n
k=1

tende para 0 quase sempre. Pelo lema anterior, basta provarmos que a série

Z l/b|l i e2i7rmxk‘2dx
n n n k=0

a
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converge para quaisquer b > a > 1.

Observemos que
n

| Z 62i7rmxk ‘2 _

k=1
n n
e27,71'm xh—z! Z 6217rm(x —zt ‘l‘ Z e?urm(x —zt ‘l‘ Z 6227rm(x —!
k=1 I=1 k>l k<l
=n-+2 Z Zimm(at—at) — 49 Z cos(2mrm(a® — z')).
k<l k<l

k

Como a funcao x — z! — 2% é estritamente crescente em [a, b] C [1, 4+o0], ela possui uma

inversa que denotaremos por . Assim,
b bl —b¥
/ cos(2mm(z! — 2))dx = / ©'(t) cos(2m.mt)dt.
a al—ak

Notemos que

() —p(t)* =t = Lo(t) ¢/ (t)—met)" ¢ (t) = 1 = ¢'(t)[lp(t)' ' —me(t)" '] = 1.

-1

Como x + la'=t — ka*~! ¢ positiva e crescente em [1,+oc[, ¢ é decrescente, positiva e

majorada por ;—. Assim,
1 1 1

> -

lo(t)=t —me(t)ym1t — 1 —k

lo(t)' ™ —met)™ ' > 1 —k <
Desta maneira,

b bl bk
|/ cos(2mrm(al — 2*))dx| = |/ ¢’ (t) cos(2m.mt)dt| < Lk[b V' —(a'—a")] < ZL
a al—ak - -

Logo, se tomarmos C' = b — a, a série que queremos estudar é majorada por:

Z /a’_zemm|d Z /!—n—|—2Zcos 27rm:c —x)))|dx<

k<l

<Z /|1+ Zcos27rmx — ! |dx<z /1+|—Zcos27rmx — 2'))|dx =

k<l k<l



Por consequéncia, como n é um inteiro fixo, verificamos o critério de Weyl para todo
x > 1. Como a interseccao enumeravel de conjuntos enumeraveis com medida total ainda

é total, a sequéncia (z"), é equidistribuida médulo 1 para quase todo = > 1. O

Exemplo 4.0.1. A sequéncia ((v/24 1)), ndo ¢ equidistribuida mdédulo 1. De fato, pelo

Binomio de Newton,

(VE+ 1) + (VI +1)" (1) var s Z (1) v v =

n

- (1) iver + (-var =3 (7)) 2k + (-

k=0

Porém 1+ (=1 =2, se k é par e 1 + (—=1)* = 0, se k ¢ impar. Assim, o somatério

anterior pode ser escrito como

3 (27;) ok+1.

0<2k<n
que € um numero inteiro. Assim, a classe de (\/5 + 1)" mddulo 1 € a mesma que
(=1)"*(v/2 = 1), que tende para 0, pois /2 — 1 < 1. Em particular, a sequéncia
(V2 + 1)" ndo pode ser equidistribuida mddulo 1.

Definicao 43. Um numero § > 1 é chamado niumero de Pisot se ele € algébrico e todos

0s seus conjugados (no sentido de Galois) possuem mddulo menor do que 1.
Teorema 44. Se  é um Numero de Pisot, entao (8") nao é equidistribuida modulo 1.

Demonstracao. Suponha que o polindmio minimal de g possui grau d e que seus conju-
gados sejam (s, B3, ... ,B84—1. Entao k, = " + B85 + By + ... + B, ¢ inteiro, para todo
n natural. Como [, 83, ... ,84-1 possuem mddulo menor do que 1, pela definicao, segue
que (5 + B4 + ... + B, tende a zero, quando n tende a infinito. Assim, {3,} tende a

zero, de onde segue que ela nao pode ser equidistrituida. O

Observagao 6. O problema de encontrar um x tal que ({2"}), € equidistribuida ainda

se encontra em aberto.

d

Consideremos P(z) = ap + a1x + ... + agz® um polindémio de grau d, com d > 1. A

parte fraciondria de um nimero real x serd {x} = = — |z|. Consideraremos a sequéncia

2, = {P(n)}, ou seja, 2, € R/Z ~ S*.
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Teorema 45. (Weyl) Se algum dos coeficientes ay, as, ..., aq € irracional, entao a sequéncia

({P(n)})n>0 € equidistribuida
Provaremos alguns resultados antes. Considere o toro d dimensional
T =R%/7% = S* x ... x S*,

munido da medida de Lebesgue. Tomemos a transformacao f : T¢ — T? dada por
f(01,05,....,04) = (01 + a,05 + 04, ...,04 + 0;_1) onde o é um numero irracional que esco-

lheremos depois.

Proposicao 46. A transformacdo f definida anteriormente € ergddica com relacdo a

medida de Lebesque no toro T¢, para qualquer escolha de o.

Demonstracio. Seja ¢ : T4 — R uma fungao em L?()\). Vamos supor que (po f)(z) =

o(x) A-qtp. Concluiremos que ¢ é constante A\-qtp. Como ¢ € L*()\),

90(9> _ Z an€2m'n-97

nezd
onde 0 = (64,0, ...,04), n = (n1,n9,...,nq) € n -0 representa o produto escalar entre n e

0, ou seja, n -0 = ni6; +nobs + ... +nyby e

S Jaul? = / PORA (4.2)

nezd

Mostraremos que os termos se anulam quase sempre. Notemos que

¢(f(0)) — E aln627rzn-f(0) — § an€2m(n1,ng,...,nd)~f(01,92,...,6d) —
nezd nezd
. a 627rin10<€27ri((n1+n2)91+(n2+n3)92+...+(nd+nd_1)Gd_l—i-nd@d) _
= E n =
n€ezd
— E an62mn1a62mL(n)-9.
nezd
onde L(n) = (ny + ng,ny + ng, ...,ng—1 + ng). Comparemos ¢ o f com ¢. Se igualarmos

os termos que multiplicam e2™£(™)?:

0o = 0y = ol = |
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Se usarmos a equagao (4.2]), temos que existe somente um nimero finito de termos a,, com
valor absoluto diferente de zero. Com efeito, ¢ € L?(\). Logo existe k tal que L*(n) = n,
de onde segue que

a,e2mme — Ark(n) = An = A =0

Por isso, quase todos os termos da série de Fourier se anulam, exceto, possivelmente, o

termo constante. Com isso, f é ergddica. O

Proposicao 47. Seja f a transformacao definida anteriormente. FEntdo a medida de
Lebesque € a sua unica medida invariante. Assim, f € unicamente ergodica, a menos de

uma constante.

Demonstracdo. A prova sera feita por inducao em d que é tanto o grau do polindomio P

que ¢ igual & dimensao do toro T¢.

e d=1

Neste caso, P(z) = ap + a;z. Vamos supor a; irracional. Consideraremos aqui a
transformacdo f : ST — S! dada por f(f) = 6 + oy (mod Z) como uma rotacio. E
facil verificar que a medida de Lebesgue A é invariante por toda rotacao Ry. Resta
provarmos que A é a unica medida invariante.

Afirmagao: para qualquer fun¢ao ¢ : S' — R integrdvel, existe ¢, tal que

n—1
on="3 (9o R))
=0
converge para ¢, para todo x € S*.
De fato, como Ry é ergddica,
lim ¢, = lim lnz_i(goo]%j) :/god)\
n—oo " n—oo 1M J:O 0 ’

A-qtp. Por outro lado,

lim 9, (x) = lim g (Ry().

n—oo

Logo,

lim @n(y> = Cp,

n—o0
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para todo y € O(z). Portanto, ¢, — ¢, em um conjunto denso de varlores de
x € T? Mostremos que (p,) ¢ equicontinua. Seja d a distancia induzida no toro
T pela norma usual em RY: basta tomarmos o minimo das distancias entre seus

representantes em R%. Observemos que a rotacao Ry preserva medida, isto é,

d(Ry(x), Re(y)) = d(z,y).

Como ¢ é continua para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

d(z,y) = d(Rj(x), Rj(y)) < & = |p(Ry(w)) — o(Rj(y))] <,

para todo 7 > 0. Entao

dr.9) <5 = lpa() — cult)] = 123 (g0 BY@) — 23 (00 B =
= Y (o B~ X (p0 B = 113 (00 R - (0 R

Como ¢ nao depende de n, podemos concluir que ¢,, é equicontinua.
Seja v outra medida invariante por Ry tal que A\(S*) = v(S?). Seja também C um
boreliano de S*. Pelo teorema de Birkhoff ,

= lim — ZXC (R)(z)) = v(C).

n—oo M,

Logo, A\ é unicamente ergddica.

Vamos supor que o resultado é valido para d — 1. Provaremos que ele vale para d.
Escrevamos T¢ = T4 ! x S'. Consideremos f : T ! x St — T9-! x S dada por
f(0o,m) = (fo(6o),n + 04-1), onde 0y = (01,0s,....,04-1) ¢ fo(0y) = (01 + o, 05 +
01, ..., 041+ 04_2).

Representaremos a projecao por m : T¢ = T4 x S1 — T9-! dada por 7(0) =
7(0o, 1) = by, ou seja, pegaremos as d — 1 primeiras coordenadas. Por hipdtese de

inducdo, a transformacao fy : T¢' — T9! é unicamente ergédica.
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Afirmacgao: se p é uma medida invariante por f, entao a projegao m,u coincide
com a medida de Lebesgue \g em T9! onde f,/(E) := v(f ' (E)). No caso,
r.u(E) = p(n1(B))

Por hipétese de inducao, fo é unicamente ergddica e mq é a tinica medida invariante
de fy. Provemos que m,u é uma probabilidade invariante de fy. Provemos entao
que

(mep) (fg 1(B)) = (mep)(E),
para isto, é suficiente mostrarmos que

plr = (fo H(E) = p(n—(E)).

Por hipotese, p é uma probabilidade invariante por f, isto é,

Porém, observe que (7o f) = (fy o7), pois

(w0 f)(Bo,n) = m(f (0o, 1)) = 7(fo(bo),n + Oar) =
701+, 00+ 01, oo a1+ Oa 0,1+ 0a1) =
= (01 + 0,02+ 61, ..., 041 + ba2) = fo(0o) = fo(w(0)) = (fo o m)(0).
Notemos que (fog) " (X) = (g7 o f71)(X). Com isso, como p é invariante por f:
wrw (f5 1)) = ul(foom) (E) = p((mo [)"H(E)) = plf~H(x H(B))) = ul(z ™ (E)).

Logo, .t ¢ uma probabilidade invariante de f; e assim m, coincide com \y. Con-
sideraremos p uma medida invariante por f. Provaremos que p = A. Considere G,

o conjunto dos pontos 6 € T tais que

/bwmmwszwmmw

para toda ¢ : T¢ — R. Pelo teorema de Birkhoff , G, tem medida total. Seja
Go(u) o conjunto dos 6y € T4 tais que Go(u) = 7(G,). Observe que, se 6y € 7(G,,)
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se, e somente se, as primeiras d — 1 coordenadas de 0 é 0y, para algum R G

Notemos que

G Cn(m(Gp)) =7 (Gol)).

Como 7(G,) = 1, segue que u(m H(Go(r))) = 1. Com isso, pelo que j& vimos

L= p(m(Go(w))) = (mp)(Go(p) = Ao(Go()).

Repare que, na igualdade anterior, i pode ser qualquer medida invariante de f. Em

particular, ela vale para u = .
Xo(Go(N) = A H(Go(N))) = 1.

Mostraremos que Go(p) N Go(A) é diferente de vazio. Para isto, mostraremos algo

mais forte: \(Go () N Go(A)) = 1. Com efeito,
(Go(1) N Go(A)) = Go(p)* U Go(A)*.
Assim,
A(Go(p) N Go(A))) = MGo(p)* U Go(A)%) < A(Go()%) + A(Go(A)9) = 0.
De onde segue que

A(Go(p) N Go(A))) = 0.

Assim, A(Go(p) N Go(A)) = 1. Considere 8y € Go(p) N Go(A). Mostraremos que se
0y € Go()), entdo {0y} x S* C G(N). De fato, a medida \ é invariante por toda a
transformacao da forma Rg : T?! x S* — T4 ! x S' dada por R((,n) = (¢,n+ B).
Lembremos que Go(A) = 7(Gy). Entao

0y € GQ()\) =60 € ’/T(G)\) = 6 :7r(9),9 €Gy=> 377 S Sl;(Go,n) eG,=

n—1

1 .
= nh_}rgo - kZ:O o(f1(0,n)) = /gpd)\,ch : T¢ — R continua.

Queremos provar que todo ponto de {fy} x St pertence a G. Observe que qualquer

ponto de {6p} x S* pode ser escrito como (6, + 3) = Rs(6y,n) para algum 3 € S.
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Mostraremos que (6, n+ ) € G, isto é, para qualquer fungao continua ¢ : T¢ — R,

vale que
n—1
1 :
1 y _
Jim nkzzoso(f 0,0+ 5)) /god)\.
Para To = (7'17 T2y «eny Td—l),

f(RB(TO’n)) = f(7—0777+6) = f<7—177—27 "'7Td—1a77+6) - (Tl+a77—2+7—1’ '“7Td—1+C+5) =

= Rﬂ(f(TO,C))‘

Logo (f o Rg) = (Rg o f). Por inducdo, podemos provar que (f" o Rg) = (Rgo f").

Assim, como A é invariante por Rg:

n—1 n—1
T > (0,4 8) = T~ S pl(7 0 Ra)(0o,1) =
k=0 k=0
1 n—1 ] 1 n—1 )
= lim Eng((z-zﬁoﬁ)(eo,n)) = lim EZ(WR/&)(F(GO,H)):
k=0 k=0

:/(¢0R6)dA:/¢dA.

Desta maneira, (6y,n + ) € G,, para todo 3 € S*. Com isso, {# + 0} x S C G,.
Pela defini¢ao de G, existe 6 tal que

lim %Zw(f"(e))Z/sodu
k=0

e
n—1
1 .
1 ; _
lim n;w(f (0)) /sodk

Com isso,

/godu: /(pd)x.
Logo, = A.

Como f é unicamente ergddica, entao

lim %#{0 <i<N—1:f{0) 0} =uO).

N—oo
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Corolario 48. A drbita de todo ponto 0 € T? é equidistribuida no toro.
Antes de provarmos o teorema de Weyl, ainda mostraremos dois lemas.

Lema 49. Se considerarmos py(z) := P(z) e pj—1(z) = pj(x + 1) — p;(z), para j =
2,3,....d, entao
(i) O polinomio p;(x) tem grau j, para todo 1 < j <d.

(ii) p1(x) = ax + 3, onde o = ay.d! € irracional.

Demonstragao. (i) Repare que o resultado é valido para j = d. Com efeito, pg(x) = P(z).
Vamos supor que o resultado é verdadeiro para algum j e mostrar que vale para 57 — 1.

Como o grau de p;(z) é j, segue que
pi(z) = a; ;77 + a; ;127N + .+ ay o + ag.
Entao
pi—1(x) = pj(x+1)—p;(x) = aj;27 + (jaj_1;+a;-1;)d" " +r(z)—a;;27 —a;_ j27 " +5(z),
onde 7(z) e s(x) possuem grau j — 2. Com isso,
pj-1(2) = jaj_1 07" + t(w),

com t(x) um polindémio de grau menor ou igual a j—2. Dai, p;_;(z) possui grau j—1. (ii)
Basta notarmos que o coeficiente lider de py(z) é day, enquanto o de py_1(z) é d(d — 1)ay

e assim por diante. O

Lema 50. Para todo n nao negativo, vale

" (p1(0), p2(0), ..., pa(0)) = (p1(n), pa(n), ..., pa(n)).

Demonstracao. Vamos usar indugao em n. Para n = 0, o resultado é claramente verda-

deiro. Vamos supor que a igualdade é valida para n — 1, isto é

" H(p1(0), p2(0), ..., pa(0)) = (p1(n — 1), pa(n — 1), ..., pa(n — 1)).

Entao

fn(pl(0)7p2(0)a '-'7pd(0)) = f(fn_l(pl(())vp?(o)? "'7pd(0))) =
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=(pin—=1)4+a,pe(n—1)+p1(n—1),...;pa(n — 1)+ pg_1(n — 1)) =
= (p1(n), p2(n), ..., pa(n)).

O

Demonstragdo. (teorema de Weyl) Seja ¢ : S' — R uma fungao continua qualquer.

Considere 9 : T — R definida por

1/1(91, 92, ceey gd) = gp(&d)

Fixemos 6 = (p1(0), p2(0), ..., p4(0)). Entdo, como ja vimos que o resultado vale em T¢:

. 1 n—1 L 1 n—1 . B B
Jim 3 elen) = Jim 30y )= [vam= [ pds

48



Apeéendice A

Prova do Teorema da Recorréncia
Multipla de Furstenberg em casos

particulares

Demonstraremos apenas alguns casos particulares e, com isso, daremos a ideia da de-

monstragao geral.

Exemplo A.0.1. Comeg¢aremos mostrando para um Sistema de Bernoulli, que definire-
mos a sequir. Aqui, cada um dos espagos (X;, A, p;) sera (X, A,v). Assim, v(X) =1
e

(s Ay Au]) = T ] w(A0),

Sejam A = {1,2,3,...,d} um conjunto finito, A= P(X)={Y|Y Cc X}, X =A"eT
o shift neste espaco. Vamos definir uma probabilidade em X. Para isto, basta tomarmos
uma probabilidade em A e depois definirmos uma medida produto para termos uma pro-
babilidade em X . Sejam também pq, pa, ..., pg NUMeros nao negativos cuja soma € 1.
Observe que, neste caso, todo cilindro pode ser escrito como uniao de cilindros elementa-
res. Por isso, no caso em que estamos, podemos considerar apenas esses.

Se C' = [m;am, Gmi1, ..., an| (repare que, neste caso, 1 < apm, i1, ...y, < d), entdo
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definimos a medida de Bernoulli como sendo

M(C) = Pay, -+ " Pay,-

A medida de Bernoulli € invariante pela aplicacao shift. Vamos mostrar que o teorema
de Furstenberg vale para os cilindros.

Com efeito, se Cy, C, ...,Cy sao cilindros, para n suficientemente grande, as coordenadas
que definem T—"(C)) sdo todas disjuntas.

Desta forma,

W(CoNT™(CY)NT2(Cy) N ...N T (Cy)) =
WCo)p(T(CL)(T ™ (Co)) ... p(T™H(C))) > 0 =
1(Co)p(Cr)p(Ca) . .. p(Cy) > 0.
Exemplo A.0.2. No caso em que o sistema € periodico, o resultado € trivial.

Exemplo A.0.3. Provemos que o teorema de Furstenberg wvale para sistemas quasi-
periddicos, isto é, estamos considerando X = S* ~ R/Z, u a medida de Lebesque no
circulo e T(x) = x + a(modl), para algum «. Seja A um conjunto mensurdvel com

medida positiva. Observe que, a func¢ao

/ xa(z +y) du(x)

¢ continua em y.

Desta forma, para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |y| < §, entdo

W(AN (A=) < plA) - &,
Desta forma, podemos provar que
pAN(A—y)Nn(A—=2y)N..NA—-ky)) > pulA) — (k+1)e.
Vamos escolher € < %. Para ele, existe um certo §. Assim, seja
Ds={n>1:na € (—0,0)(modl)}.
Logo, se n € Dg, entao para a aplicagao T definida anteriormente

pANT(ANT*(A)N..NT*(A)) > 0.
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O primeiro exemplo é um caso particular de sistemas fracamente misturadores, isto é,
sistemas tais que para quaisquer A e B mensuraveis:

lim > (HANT ) = uA(B) =

N—oo

Podemos adaptar a ideia do exemplo e provar o Teorema de Furstenberg para sistemas
fracamente misturadores.

Ja o segundo exemplo é um caso particular de sistemas compactos, isto €, tais que, para

qualquer funcdo f, o conjunto {f,T(f),T?(f),...,T"(f),...} é compacto.

Podemos provar que o teorema de Furstenberg vale também para este caso. A vantagem
de fazermos isto, é que existe um resultado chamado teorema da estrutura. Podemos fazer
uma decomposicao do sistema dinamico em partes fracamente misturadoras e compactas.
Nao demonstraremos o resultado aqui, mas a partir disto, podemos demonstrar o Teorema

de Furstenberg para o caso geral.
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