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RESUMO

Este trabalho propde um novo projeto de controlador robusto utilizando a realimentacdo estatica
de saida considerando o problema de regulador quadritico linear (LQR) baseado em
desigualdades matriciais lineares (LMIs). O controlador de realimentacdo estética de saida pode
ser usado quando algumas varidveis de estado nao estao disponiveis para a realimentacdo do
sistema. Dessa forma, o projeto do controlador pode resolver problemas praticos em que niao ha
sensores para todas as varidveis de estado da planta. Além disso, a metodologia de controle
robusto apresentada busca minimizar um o limite superior do indice quadrético (custo garantido)
relacionando-o a saida e ao sinal de controle do sistema linear em malha fechada. Através do
projeto do sistema a ser controlado, € possivel obter um desempenho otimizado do sistema. Com
o objetivo de encontrar o melhor custo garantido relacionado a performance do sistema, um
algoritmo de evolucao diferencial para uma otimizagao global foi utilizado. O controlador foi
implementado em um mddulo de bancada que simula terremotos em uma estrutura com um
andar para ilustrar a eficdcia da metodologia proposta. Adicionalmente, é comparada a resposta
do sistema LQR com a resposta utilizando um controlador considerando a satura¢io no atuador.
Na implementa¢do no médulo de bancada, uma falha de sinal é assumida, e mesmo na presenga
de ocorréncia de uma falha de 40% no atuador, as oscilacdes sdo atenuadas pelos controladores

LQR propostos.

Palavras-chave: Controle robusto, Realimentagdo de saida, Desigualdades matriciais lineares,
Custo garantido, Simulador de bancada, Controlador LQR.



ABSTRACT

This manuscript proposes a new robust static output feedback control design considering the
linear quadratic regulator (LQR) problem based on Linear Matrix Inequalities (LMIs). The output
static feedback controller can be used when all the state variables are not available for feedback.
Thus, the controller design can solve practical problems in which there are no sensors for all
state variables of the plant. Furthermore, the presented robust control methodology minimizes
an upper bound of a quadratic index (guaranteed cost) related to the output and the control
signal of the uncertain closed-loop linear system. Through the designer’s knowledge of the
system to be controlled, it is possible to obtain optimized performances. In order to find the best
guaranteed cost related to the performance of the system, an algorithm of differential evolution
for global optimization was used. The controller was implemented in a bench scale earthquake
simulator and the results illustrate the effectiveness of the proposed methodology. Additionally,
the response of the LQR system is compared with the response using a controller considering
the saturation in the actuator. Even with the consideration of the presence of a 40% fault in the
actuator signal, the oscillations of the system response were attenuated by the proposed robust

controllers.

Keywords: Robust Control, Static Output Feedback, Linear Matrix Inequality, Guaranteed Cost,
Bench Scale Earthquake Simulator, LQR controller.
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1 INTRODUCAO

As teorias de controle t&€m como caracteristica combinar conhecimentos interdisciplinares

tedricos e praticos para solucionar problemas reais envolvendo sistemas.

Segundo Ogata (2011), houve uma crescente demanda de sistemas de controle que
atendessem a rigorosas exigéncias de desempenho que, consequentemente, aumentam seu grau
de complexidade. Dessa forma, desde aproximadamente 1960 a teoria de controle moderno

permite uma nova abordagem para a andlise desses sistemas.

Enquanto a teoria de controle convencional estd diretamente relacionada as relacdes de sua
funcdo de transferéncia (entrada-saida), a teoria de controle moderno utiliza outra forma de
representacdo dos sistemas baseada em notagdes vetoriais-matriciais que simplificam o sistema

de equacdes.

Assim, essa teoria tem sido muito utilizada tanto no desenvolvimento de pesquisas
académicas, quanto no setor produtivo, gerando demandas por conhecimentos e experiéncias
(SILVEIRA, 2007).

Ao longo da década de 1980, a teoria de controle robusto ganhou aten¢do, devido a esta
representar o sistema de estudo em um grau adequado de aproximacao do sistema real. Nesse
modelo, sdo considerados parametros que elevam seu nivel de complexidade, como a
minimizacao do efeito de distirbios na planta, incorporacao de erros de modelagem nos sistemas

de controle projetados, mudancas dindmicas nos processos € incertezas (OGATA, 2011).

E afirmado por Syrmos et al. (1997) que uma das mais importantes ferramentas da engenharia
de controle continua sendo o projeto de controladores estdticos por realimentacdo de saida
(SOF), pois pode ser aplicado nos casos onde o vetor de estados ndo estd acessivel devido
a razdes técnicas ou econdmicas. Porém, apesar dessa estratégica de controle ser de facil
implementac¢do, sua solu¢cdo numérica apresenta uma caracteristica ndo-convexa, resultando em
um comportamento exponencial do tempo computacional utilizado em relacdo ao tamanho da
entrada de dados (MOREIRA, 2009).

Uma abordagem comumente utilizada para resolucao de uma grande variedade de problemas,
conforme descrito em Syrmos et al. (1997), € o emprego de fun¢des quadréticas de Lyapunov.
Apesar de gerarem condicdes necessdrias e suficientes, a estabilidade quadratica permite achar
uma solucdo numérica para a matriz de ganhos, utilizando desigualdades matriciais lineares
(LMIs).

Conforme apresentado em Boyd et al. (1994), uma das vantagens de utilizar LMIs € a
possibilidade de empregar o uso de interfaces de programag¢do como YALMIP (LOFBERG,

2004), que permite realizar protStipos dos algoritmos de LMIs rapidamente utilizando o ambiente
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MATLAB. Como citado em Oliveira (1996), grande parte das pesquisas em controle vém fazendo
o uso dessas ferramentas de programacdo, sendo capaz de calcular respostas as andlises que, ha

pouco tempo, eram consideradas como problemas de alta complexidade.

Neste trabalho, € utilizada uma abordagem matematica relacionada a sistemas lineares, com
incertezas politdpicas. De acordo com Silva Marcus Pantoja e Bottura (2010), essa metodologia
proporciona um problema de otimizag¢do convexa e controladores lineares, simplificando sua

solu¢do computacional.

Com o intuito de melhorar o desempenho transitério do sistema, pode-se incluir parametros
de projeto como taxa de decaimento. Também pode-se considerar a saturacio do atuador para

atender as regides de operacao e, consequentemente, algumas limitacdes fisicas do sistema.

Neste trabalho, objetiva-se modelar um controlador e utilizd-lo na estabilidade de sistemas
estruturais, possibilitando que os edificios sejam mais seguros quando sujeitos a vibracdes como

terremotos € ventos.

Esses controladores podem atuar em uma massa moével localizada no piso superior desses
edificios de modo que o conjunto massa mdvel mais a estrutura atue de modo a absorver e
dissipar a energia de uma maneira estavel (JR; NAGARAJAIAH, 2003).

1.1 Estrutura do trabalho

A organizacao do trabalho € realizada da seguinte forma:

Capitulo 2: Apresenta um estudo bibliografico envolvendo os fundamentos da teoria de

controle tendo como referéncias principais Ogata (2011) e Slotine, Li et al. (1991).

» Capitulo 3: As técnicas de modelagem para sistemas SOF s@o apresentadas de maneira
gradativa em relag@o aos parametros de projeto como taxa de decaimento, custo garantido
e a saturacdo nos atuadores. A partir dessas técnicas sdo propostos teoremas prevendo a

estabilidade assintética dos sistemas.

* Capitulo 4: E descrito o funcionamento do algoritmo de evolugio diferencial utilizado no
trabalho.

* Capitulo 5: E descrito o comportamento do equipamento Active Mass Damper 1 + Shake

Table II utilizado nas simulagdes.

» Capitulo 6: Sao apresentadas a modelagem matemadtica e a descricdo em espagos de
estados do médulo didatico de suspensdo ativa da QUANSER. As simulagdes e
implementagdes dos teoremas propostos estdo ilustradas nesse capitulo. Os resultados

obtidos sdo comentados e comparados.
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* Capitulo 7: Sao apresentadas conclusdes sobre os resultados obtidos neste trabalho e
propostas de trabalhos futuros.

* Apéndice A: Ilustracdo com pseudocddigo da programacdo utilizada para resolucdo de
LMISs via software MatLab (LOFBERG, 2004).

* Apéndice B: Comparacgdo gréfica entre as respostas dos controladores projetados, sem

(Teorema 3) e com a saturacao no atuador (Teorema 4), as entradas consideradas.
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2 DEFINICOES E TEORIAS

A teoria de estabilidade tem um papel fundamental na modelagem de sistemas dinamicos e
nos problemas de engenharia (KHALIL, 2015). Nessa secao serd abordado como um sistema
pode ser descrito em equagdes no espago de estados e conceitos como estabilidade assintética e

pontos de equilibrio, que sdo imprescindiveis para a compreensao do teorema de Lyapunov.

2.1 Modelagem no espaco de estados

De acordo com Levine (1999), a abordagem utilizando espacos de estados significa descrever
um sistema de modo que o estado represente-o completamente em um determinado momento,

portanto, devem existir regras definidas para a transi¢do de um estado para outro.

Em outras palavras, o estado do sistema resume todo o comportamento passado com o

proposito de determinar o comportamento futuro, representando, assim, sua dinamica.

Portanto, o menor conjunto necessério para determinar o estado do sistema é denominado de
varidveis de estado e um vetor de estado é composto por n varidveis de estado necessdrias para

descrever completamente o comportamento do sistema (OGATA, 2011).

Sera exemplificado a definicdo de um sistema linear invariante no tempo (LTI) com
realimenta¢do de saida no espacgo de estados. Considere o sistema, apresentado na Figura 1, que
contenha r entradas e m saidas que envolvam n integradores (varidveis que definem o estado do

sistema dinamico):

Figura 1 — Diagrama de blocos de um sistema LTI no espago de estados.

u® [0 LNV Tae 120 [ oo 2@

)

A

Fonte: Adaptado de Ogata (2011).
Ele pode ser representado pelo conjunto de Equagdes:

xl(t) =f1(x1,x2,...,xn;ul,uz,...,ur;t),
X2(t) = falxr, %0, .. Xps U1, U2, ..., Upst),
e

Xn(t) = fu(x1, 20, .. Xps U1, U2, . .. UpsE). 2.1
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Com as saidas definidas por:

y1<l) :gl(xl,xz,...,xn;t),
yz(t) = g2(x17-x2, v 7xl’l;t)7

ym(t) :gm(xhx27---:xn;t)- (22)

Utilizando os seguintes termos matriciais:

—xl(t),— S1(x1,x0, . Xps Uy, U, . Ut up (1),
x(1) = x(1), ) = Fa(x1,X0, o Xy Uy U, U E) ut) = up(t), 7
_xn(t)_ Sa(x1,20, . Xpsut, U, . Uyt ur(t)
-yl(t),- g1(x1,x2, ..., Xp5t)
() = [P0 e gl = [0 (2.3)
ym(1) ] gn(X1,%2, .+, Xn1)
podemos reescrever as Equacdes 2.1 e 2.2 como:
x(t) = f(x,u,t) e
y(1) = g(x,1). (2.4)

Ao linearizar as Equacdes 2.4 em torno de um ponto de operagdo, podemos utilizar a seguinte

notacao:

y(t) = C(t)x(1). (2.5)

A solucdo x(r) das Equagdes 2.5 corresponde a curva no espago de estados ¢ que varia de
zero até infinito, essa curva € geralmente referenciada como a trajetéria do espago ou trajetdria
do sistema (KHALIL, 2015).

Com o objetivo de simplificar as notagdes, a indicacdo da varidvel dependente do tempo foi
omitida de forma que x = x(¢), X = x(¢), u = u(t) e y = y(t). Portanto o sistema da Figura 1 pode

ser descrito como:

X=Ax+Bue
y =Cx. (2.6)
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2.2 Conceitos de estabilidade

A nogdo basica de estabilidade para sistemas lineares pode ser resumida ao estado de
equilibrio que um sistema atinge ao redor de um ponto de operacao. Porém, essa definicao ndo
pode ser aplicada para sistemas ndo lineares, porque eles apresentam um comportamento mais

complexo.

Desse modo, € preciso definir conceitos como estabilidade assintdtica, marginal e
instabilidade. E possivel visualizar na Figura 2 a representacdo geométrica das diferentes

classificagcdes de estabilidade de um sistema.

Figura 2 — Esquema da defini¢do do conceito de estabilidade.

’\ — Assintoticamente estavel

X X Marginalmente estavel

—> [nstavel

S(r)

Fonte: Adaptado de Slotine, Li et al. (1991).

Definicdo 1. (SLOTINE; Ll et al., 1991) O ponto de equilibrio x(t) = xq € dito estdvel, se, VR >0

exista um r > 0, tal que |(|x(xo)|)| < r, portanto ¥t <0,

(|x(¢)])| < R. Caso contrdrio o ponto

de equilibrio é dito instdvel.

Essencialmente, a condicdo para que a trajetoria de um sistema seja estavel, de acordo com
Lyapunov, é que x(7) ndo ultrapasse uma esfera arbitraria de raio R. E um valor de r(R) pode ser
encontrado de tal forma que no tempo ¢ = 0 a trajetoria de estados estard dentro da esfera de raio

R e permanecerd dentro dessa regido.

Um ponto de equilibrio instavel ¢ comumente indesejavel devido a possibilidade de gerar

danos em componentes elétricos ou mecanicos dos sistemas a serem controlados.

Em muitas aplicacdes de engenharia, a estabilidade de Lyapunov ndo € suficiente, conforme
descrito por Slotine, Li et al. (1991). Por exemplo, quando ha uma perturbacao na altitude de
um satélite, ndo € desejado apenas que o satélite se mantenha préximo a sua altitude original
em relacdo a magnitude da perturbacdo, mas que gradualmente o satélite retorne a sua altitude

original. Nesse tipo de problema podemos utilizar o conceito de estabilidade assintética.

Definicio 2. (SLOTINE; LI et al., 1991) Um ponto de equilibrio x(t) = xq € assintoticamente
estdvel se for estdvel e adicionalmente existir algum r > 0 e uma trajetoria que inicie em
x(x0) < r e convirja para x(xy) < r comt tendendo a infinito, sem que a trajetoria deixe a esfera

com raio R.
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Estabilidade assintética significa que a regido de equilibrio € estdvel e, além disso, se inicia
perto do ponto de equilibrio xy € converge para o ponto xy assim que o tempo tende a infinito.
Segundo Lyapunov, uma regido de equilibrio estdvel e ndo assintoticamente estdvel é chamado

de marginalmente estdvel.

2.2.1 Teoria da estabilidade segundo Lyapunov

Em Khalil (2015), para um dado sistema de controle, € desejado verificar se o ponto de
equilibrio em que o sistema se encontra € estivel ou ndo, ou seja, se todas as solucdes que
comecam em pontos proximos continuam proximas, caso contrario o ponto de equilibrio é

instavel.

A abordagem mais utilizada para verificar a estabilidade de sistemas de controle foi
introduzida no século XXI pelo Alexander Mikhailovich Lyapunov que inclui o método de

linearizag@o e o método direto.

O método de linearizagdo consegue estabelecer conclusdes em relacido a estabilidade de
um sistema nao linear em relagdo a um ponto de equilibrio por meio das propriedades de sua

aproximacao linear.

Definicao 3. (KHALIL, 2015) Se a energia total de um sistema é constantemente dissipada,

entdo o sistema, seja linear ou ndo, deve eventualmente estacionar em um ponto de equilibrio.

O método direto de Lyapunov, apresentado na Defini¢do 3, ndo € restrito apenas a uma andlise
local da estabilidade. A partir dele, € possivel determinar as propriedades de estabilizacdo de um
sistema nao linear por meio de uma fungao escalar de energia para o sistema dinamico e examinar
sua variacao com o tempo. Juntos, o método de linearizacdo e o método direto constituem o
teorema de Lyapunov (SLOTINE; LI et al., 1991).

Esse teorema pode ser aplicado sem a necessidade de resolver um conjunto de equagdes
diferenciais, o que tornaria o problema mais complexo, porém nao hd um método sistemético

para encontrar a funcio candidata de Lyapunov (KHALIL, 2015).

2.3 Definicoes matriciais

Para o desenvolvimento de fun¢des de Lyapunov, € preciso utilizar varias ferramentas

matematicas que serdo contempladas nesse tépico.

Definicao 4. (SLOTINE; LI et al., 1991) Uma matriz quadrada M é simétrica se: M = M T
portanto M;j = M ;;Vi, j. Uma matriz quadrada M é antissimétrica se: M = —MT portanto
M;j =—Mj, Vi, j.

Podemos demonstrar que a soma de uma matriz simétrica com uma antissimétrica serd

sempre zero. Considere uma matriz antissimétrica M € R"*" e um vetor x € R” arbitrério, pré e
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T

p6s multiplicando M por x* e x respectivamente, obtém-se:

IMx=—x"M"x. 2.7

Como x” MT x é um escalar, podemos substituir o lado direito da Equacio (2.8) pela sua
transposta
xI'Mx = —xTMx, (2.8)

desse modo, conclui-se que
Vo, xT Mx = 0. (2.9)

Como a parte antissimétrica ndo contribui para esse resultado, ndo hd perda de generalidade

ao se considerar a mesma Equacdo (2.9) para uma matriz M simétrica.

Nas andlises de sistemas lineares, sdo comumente utilizadas funcdes quadratricas na forma

da Equacdo (2.9) como candidatas a funcio de Lyapunov.

Definicao 5. (SLOTINE; LI et al., 1991) Uma matriz quadrada M € R"*" é definida positiva se

Vx # 0,xT Mx > 0. (2.10)

A Definicio 5 ndo implica dizer que todos os elementos da matriz sdo positivos,
geometricamente essa defini¢do pode ser interpretada por um angulo sempre menor que 90°

entre o vetor x e sua imagem Mx, como ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Interpretacdo geométrica de uma matriz M definida positiva.

Mx

\|9| < 90°

Fonte: Adaptado de Slotine, Li et al. (1991).

Os conceitos de matriz semi-definida positiva, definida negativa e semi-definida negativa
podem ser definidos similarmente. Por exemplo, uma matriz M € R"*" ¢ semi-definida positiva
se Vx # 0, xI Mx > 0.

Como forma de evidenciar essa propriedade das matrizes, serd utilizada a notacao:

* M > ()0 para matrizes simétricas e (semi-)definida positivas e

* M < (=)0 para matrizes simétricas e (semi-)definida negativas.
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Definicao 6. (BOYD et al., 1994) Considere a equagdo diferencial
X = Ax, (2.11)

com A € R"™" ndo-singular, serd estdvel, se e somente se existir uma matriz, definida positiva M
tal que
ATM +MA < 0. (2.12)

A condicio M = 0, ATM + MA < 0 é denominada inequagio de Lyapunov, ela permite
analisar a estabilidade de um sistema dindmico e pode ser resolvida utilizando um conjunto de

equacdes lineares.

Demonstragdo. Considere um sistema dinamico representado no espaco de estados descrito pela
Equacdo 2.6 com u = 0 e A sendo uma matriz constante e ndo singular (MORAES, 2021). Se a
Equagdo 2.10, contendo M € R"*" definida positiva, for considerada como candidata a funcgio
de Lyapunov

V(x) = x" Mx (2.13)

sua derivada em relac@o ao tempo pode ser escrita como:

V(x) =il Mx+x"Mx (2.14)
se X = Ax entdo:
V(x) = (Ax)" Mx +x" M(Ax), (2.15)
= xTATMx+ xTMAx,
= xT (ATM + MA)x.

Como V(x) é definida positiva, para que o sistema seja assintoticamente estdvel, V (x) tem
que ser definida negativa
V(x) = —xT0x(tr) <0, Q > 0. (2.16)

Igualando as duas Equacdes, pode-se chegar as seguintes restri¢des:

ATM+MA=-0,comP=P' >0eQ>0. (2.17)

2.3.1 Incertezas politopicas

Uma das ferramentas mais utilizadas para o estudo de sistemas de controle é a abordagem
polinomial, ou seja, a descricdo da dindmica de sistemas utilizando matrizes cujos coeficientes
sdo polindmios (KUCERA, 1985).
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Para andlise da estabilidade robusta desses sistemas sao considerados parametros incertos,
como exemplo, falhas apresentadas no atuador. Uma das formas mais abrangentes para
representacdo de incertezas paramétricas € a politopica (BARMISH; JURY, 1994). Para
simplificagdo das notagdes, serd utilizada a relagdo o = ou(t).

Um politopo A(a) € R"*" pode ser definido como um conjunto convexo finito de pontos,
onde cada ponto A; € R™" pode ser expresso como uma combinag¢do convexa, ou seja, existem

escalares reais oy, 0y, . .., 0, > 0 tais que:

m m
Alo) =) oyA'e Y o= 1. (2.18)
i=1 i=1

E possivel estender a Definicao 6 para ser utilizada com politopos conforme o enunciado a
seguir:

Definicao 7. (BOYD et al., 1994) Considere a equacdo diferencial
= A0)x, (2.19)

com A(Q) € R™*"™ ngo-singular. O ponto de equilibrio x, € R"™*"x serd assintoticamente estdvel,
se e somente se existir uma matriz simétrica definida positiva M € R™*"= tal que para todo
i € K,, exista

ATM +MA; <O0. (2.20)

2.3.2 Desigualdades matriciais lineares

Em controle, a representacao de sistemas politopicos utilizando LMIs € uma das formas
mais utilizadas devido ao sua grande flexibilidade e popularizacdo devido ao aumento do poder
computacional ao longo dos anos (ANGELO, 2019). Desse modo, podemos utilizar o seguinte

lema para reescrever os sistemas utilizando desigualdades matriciais lineares.

Lema 1. (CHANG; PARK; ZHOU, 2015) Para as matrizes 7, &, % e </ com as dimensoes

apropriadas e um escalar 1|, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(0 T *
i
N2+ U -u’
(i) 7 <0, T+Fd"PT + P <0. (2.22)

<0, 2.21)

2.3.2.1 Complemento de Schur

O complemento de Schur, definido no Lema 2, tem sido amplamente utilizado em Engenharia
de Controle, uma vez que possibilita transformar conjuntos de desigualdades nao lineares
convexas em LMIs (MOREIRA, 2011).
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Lema 2. (BOYD et al., 1994) As seguintes proposicoes sdo equivalentes:

1A B
(i) 5 o < 0; (2.23)
(i) A—BC'BT <0, C<0; (2.24)
(iii) A—BTA"'B < 0,A <0. (2.25)

sendo A € R" e B € R™" simétricas e C € R™.

2.4 Controle 6timo

Ao utilizar o método de controle quadrético 6timo, € possivel encontrar a matriz de ganhos
de controle por realimentacdo de estado de uma maneira bem definida utilizando um controlador
do tipo LQR (Regulador Linear Quadratico) (OGATA, 2011).

Dessa forma, € possivel atender aos critérios de projeto por meio da minimizagdo de uma
funcao custo, representada como um indice de desempenho quadratico J, que possui as matrizes
de ponderacdo Q e R que, respectivamente, representam a importancia relativa do erro e o

consumo da energia, sendo uma técnica de controle 6timo.

A funcdo de custo pode ser representada de maneiras distintas para cada problema, segundo

Caun et al. (2018) a funcdo de custo pode ser representada por

T

com § € R " Q€ R™ ™ ¢ R € R sendo as matrizes de pondera¢do entre os estados do

sistema, u# a entrada de controle e z a saida controlada.

Considerando § = 0y, x,,, pode-se desenvolver a Equagéo 2.26 como:
J = / Z'Rz+u” Qudt (2.27)
0
considerando que u = KCj(a)x e z = Co(0t)x

J= /O waCZT ()RCy(a)x +xTCT () KT QKCy (r)xdt. (2.28)

Dado o vetor de condi¢do inicial x,, param =1, 2, ..., ny,, a Equagdo 2.27 serd garantida
para qualquer condic@o inicial x(0) pertencente ao conjunto convexo
nx0

%:{X(O) € R™ :X(O) = Z }\fmxm(o)a nzxo 7\'m = lakm 2 0} (229)
m=1 m=1

Nesse capitulo serdo apresentados indices que podem ser adicionados ao projeto do

controlador LQR como a considera¢do da saturagc@o no atuador e a taxa de decaimento.
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2.4.1 Saturagdo

Nesse trabalho, o projeto de controladores considerando a satura¢ao no atuador tem como
base o Corolario 1, descrito em Fernandes (2022), que propde um controlador com ganho unico

utilizando o custo garantido.

Para a simulagcdo do sistema no médulo Shake Table II + AMD system, sdo utilizados
os modelos matematicos deduzidos nos trabalhos de Moraes (2021) e Suman (2020). Nesses

trabalhos, também é considerada a saturacdo do atuador ou sensor no sistema de controle.

Assim, o objetivo de considerar esse indice na modelagem dos controladores € manter o
atuador funcionando dentro dos seus limites (HU; LIN, 2001).

2.4.1.1 Definicdo da regido de operacdo
Para garantir uma representagcdo mais precisa do sistema, uma regiao de operagao da saturacao
serd definida utilizando um conjunto compacto 2~ como regido de operagao:

X =x€R": |Nyx| < op, h€[1,2,...,p] (2.30)

T
comN = N NI ... NIZ]ERPX"eq): O 02 ... ¢,| €RPconhecidos.

Definida a regido de operagao, € preciso uma medida adequada do tamanho de um conjunto
% que esteja contido em 2 para que a estimativa seja mais exata e possa ser mais facilmente
tratada (HU; LIN, 2001).

Assim, € desejado encontrar o maior dos conjuntos que possuam a seguinte propriedade: um
conjunto %7 € maior que outro conjunto %, se o maior indice V{67 contido em %) seja maior

que o maior indice v,%r contido em %3, ou seja, vy (Z) := sup{v >0:veér C Z'}.

T
Portanto, se vy > 9, entdo o conjunto ¢ C 2 . Considerando d = |§; &, ... Sm] e R™,
8 '=w,§, >0, €K,, dois conjuntos tipicos €7 podem ser descritos por um elipsoide:
EPS) ={xeR":xTPx<3§,8>0} (2.31)

e o poliedro definido como:
ZH)={xeR": |Hx| <§,l=1,2,....m}, (2.32)

T
com H; sendo a i-ésima linha da matriz H, H = [HITHZT .. HZ;] e R e p=pl e R,

E possivel definir as relagdes entre os conjuntos utilizando LMISs pelo seguinte lema adaptado
de (ALVES et al., 2016).
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Lema 3. (ALVES et al., 2016) Considerando os conjuntos &, £ e 2~ definidos pelas respectivas
Equacdes 2.30, 2.31 e 2.32. O conjunto & estard contido em £ e X se as LMIs forem satisfeitas:

2

()]

i’;v ) ; >0, (2.33)
h

o

CI;T X >0 (2.34)

paratodoX =P~ ' e G=HX com | = [1,2,...,m}.

Demonstragdo. Inicialmente, serd verificado se &'(P,8) C 2 . Ao multiplicar a Equagdo 2.33

por diag(1,P) é possivel obter:

2
o N,
%0 N : (2.35)
NI P
aplicando o complemento de Schur na Equacdo 2.35:
P—N[¢, %8N, >0,
P> N[ ¢, 28Ny, (2.36)
pré e p6s multiplicando Equacio 2.36 respectivamente por x’ e x:
x"'Px > x" Nl o, 28Nyx. (2.37)

Considerando que a trajetéria do vetor de estados estd contida dentro da elipsoide, x € & (P,9),
e levando em conta a Equagio 2.31 entdio x” Px < §. Dessa forma a Equagdo 2.37 pode ser

reescrita como:
&> xTPx > xTNhT(b;ZSth,
o> ¢;28xTNhTth,
o7 > xI' NF Njx. (2.38)

Desse modo, como x € .Z(H) consequentemente é possivel afirmar que a elipsoide & (P, )
estd contida na regido de operacdo 2.

Em seguida, é necessdrio verificar se & (P,8) C -Z(H), analisando a LMI contida na Equacao

2.34. Pré e p6s multiplicando a Equagdo 2.34 por diag(1,P), obtém-se:

2
o H
] ! >0,
H' P

wo  HXP
PXH! PXP

(2.39)

aplicando o complemento de Schur na Equacio 2.39:

P—H u?8H; > 0,
P> Hl u*8H,, (2.40)
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pré e pés multiplicando a Equagio 2.40 respectivamente por x’ e x:

X Px > xTHlT,ul_ZSHlx. (2.41)

Considerando que x € &(P,3), entdo da Equacdo 2.31 é possivel concluir que x’ Px < 8.
Dessa forma a Equacao 2.41 pode ser reescrita como:
&> xIPx> xTHlT/JZ_ZSHlx,
o> y[zﬁxTHlTHlx,
ui > x"HE Hx. (2.42)
Desse modo, x € .Z(H), ou seja, é possivel afirmar que a elipsoide & (P,d) estd contida no
poliedro .2 (H).
A representagdo gréifica dos conjuntos definidos pode ser observada na Figura 4.

Figura 4 — Representacdo no R? das relacdes de inclusio entre os conjuntos 2, % (H),
& (P,d) e a trajetéria do vetor de estados.

Z(H)

Fonte: Préprio autor.

2.4.1.2 Representagdo como combinagdo convexa

Conforme demonstrado em Hu, Lin e Chen (2002), para representar a saturagdo como uma

combinagdo convexa € preciso definir um conjunto  como sendo
29 ={Dy e R"*™ :dj;=00uled;;=0,Vi# jsendo V(i,j) € K,, xK,,}, (2.43)

assim, o conjunto da Equagio 2.43 possui 2"* matrizes D, com g € Kon.

Considere que a funcio de saturacdo é simétrica em relacdo a origem e pode ser descrita pela

fungdo ndo linear
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—81, seu < —61,
sat(uy) = sign(u;)min{8;, [u|} =  wy, se |u;| < §y, (2.44)
51, se u; > 51.

A interpretagdo grafica da Equagdo 2.44 pode ser vista na Figura 5.

Figura 5 — Interpretagdo grafica da fungdo de saturacdo.

A sat(u, (t))

Fonte: Préprio autor.

Para simplificar a notacdo, para o vetor u € R, serd utilizada a mesma notagdo sat para

escrever o vetor da funcao de saturagao:

sat(u):[sat(ul) sat(up) ... sat(um)]T. (2.45)

Definicao 8. (HU; LIN; CHEN, 2002) Considere as matrizes K, H € R™*" conhecidas e o
conjunto 9 definindo as matrizes Dy e Dy = I,, — Dy. Para x € R", se x € £(H) e u = —Kx,
entdao
2]11 L 2m
sat(u) = Y Ag(—=DyK +DyH)x, onde Y hg=1,0<A; < 1. (2.46)
g=1 i=1
Ao considerar a realimentacdo de saida, a Equagdo 2.46 deve ser adaptada de forma a
considerar a lei de controle

u=—Ky=—KCi(o)x, (2.47)
consequentemente, a saturacio pode ser reescrita como a seguinte combinac¢ao convexa
2]71 .
sat(u) = Y M—D4KC\(ar) + DyH]x. (2.48)
q=1

2.4.2 Taxa de decaimento

Neste trabalho, é considerado outro indice de desempenho chamado de taxa de decaimento

(Y) que tem como objetivo diminuir o transitério do sistema, aumentando a velocidade de
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convergéncia das varidveis de estado. Ela pode ser definida como:

lim e"||x(1)|| = 0, (2.49)

t—roo
exista para todas as trajetérias de x (BOYD et al., 1994).

Considerando a funcao candidata de Lyapunov, descrita pela Equagao 2.13, a restri¢ao
mostrada na Equacao 2.50 permite determinar um limite inferior sobre a taxa de decaimento do

sistema:
V(x) < 2BV (x). (2.50)
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3 PROJETO DE CONTROLADORES

Neste capitulo sdo propostos teoremas para o projeto de controladores considerando os
conceitos desenvolvidos no capitulo anterior. Além disso, sdo considerados os parametros de

projeto como incertezas politdpicas, saturacao, custo garantido e taxa de decaimento.

3.1 Projeto de controladores para sistema linear com realimentacio estatica de saida

Considere o seguinte sistema linear descrito pelas Equacoes:

X =Ax+ Bu, (3.1)
y=Cx, (3.2)
7= Cox, 3.3)

sendo x € R™ o vetor de estados, u € R™ a entrada de controle, y € R’ a saida mensuravel,
z € R? a varidvel de saida controlada e as matrizes A € R™*", B ¢ R™*™, C; € R"*™ e

C> € R"*"x constantes.

A lei de controle, com realimenta¢do de saida é definida como:
u=—Ky=—KCx, 3.4

onde K € R™*" ¢ a matriz de ganhos do controlador. Desse modo, o sistema em malha fechada

descrito na Equacao 3.1 pode ser representado conforme a Equacao 3.5.
X =Ax+ Bu =Ax— BKC;x = (A — BKC))x. (3.5

Em conjunto, serdo consideradas matrizes de flexibilizacao Fnyxn. € Fnyxny> que possibilitam

condicdes de projeto menos conservativas, definidas por:

L, «n. S€ 1y = Ny,
Fupsme =4 1 o (3.6)
Ly xny Onyx(nx_ny)] , seny < ny,
L
Lnyxnys se€ ny = ng,
Fnyxn, = ..In-"xny Onyx(nzfny)] ) Semy <7z 3.7
Inz><nZ
, se ny > ng.
L _O(nyfnz)xnz

Teorema 1. (BOCCA et al., 2020) Considere o sistema descrito pela Equacdo 3.1 e com a lei de

controle definida pela Equacdo 3.4, com K =VU ™. Sendo X € R™*" uma matriz simétrica



27

definida positiva, escalares > 0 e p > 0 e as matrizes auxiliares U € R e V € R™*™ o

sistema serd assintoticamente estdvel se

He(AX — BV Fuyxn,) * *
—pVTB" —I,xn, % <0 (3.8)
—VIBT +C\X —UFnyxn, —pU —MU-—-MUT

seja satisfeita.

Demonstragdo. Considere os seguintes termos relativos a Inequacao 3.8:

[He(AX —BV T n)  *
T = VT Y . , (3.9
L }’lyX}’ly
—BV
P = o | (3.10)
o =U" [CIX ~Ufpn, —pU|. (3.11)
aplicando o Lema 1 € possivel reescrever a Inequacao 3.8 como
He(AX) * N He(—BVTnyX,,X) * 3.12)
Ony><nx _Iny><ny —pVTBT 0 .

—BV

+He<

desenvolvendo o terceiro termo da Inequagdo 3.12, tem-se

He(AX) =« ]+[W *] (3.13)

U [clx—Uffnymx —pU]) =<0,

VBT 0
+[He(—BVU_]C1X)+W *]ﬂ),

Onyxnx _Inyxny
(pBT 0
substituindo K = VU ~! & possivel reescrever a Inequagio 3.13 como

(3.14)

He(AX — BKC1 X
el X)x ]<o.

Ony Xy _Iny X1y

Considerando que —I, x,, < 0 € possivel aplicar o complemento de Schur (definido pela

Equacido 2.24) na Inequagdo 3.14

AX +XAT —BKC1 X —XCTKTBT <0. (3.15)

Pré e pés multiplicando a Inequagio 3.15 por P = X!, obtém-se:

PA+ATP—PBKC, —CITKTB"P < 0. (3.16)
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Conforme a Defini¢do 5, considere a candidata a funcdo de Lyapunov descrita como
V(x) =x"Px>0com P = X" e o sistema de malha fechada definido conforme a Equagio 3.5.

Derivando a fun¢do candidata em relagdo ao tempo:

V(x) = x" Px +x Px, (3.17)
= xT(ATP4+PA—PBKC, —CTK"BTP)x <0,

pré e pés multiplicando a Equagio 3.17 por respectivamente x” e x, tem-se

xT(PA+ATP—PBKC; —CIK"B'P)x < 0. (3.18)

Deste modo, conforme descrito em Boyd et al. (1994) e apresentado na Defini¢do 6 € possivel
classificar o sistema como assintoticamente estavel, V (x) < 0, evidenciado pelas Equagdes 3.17
e 3.18. O

3.2 Projeto de controladores considerando incertezas politopicas e taxa de decaimento

Considere o seguinte sistema linear descrito pelas Equacoes:

%= A(o)x + B(ou, (3.19)
y=Ci(a)x,
z=C(0)x,

sendo x € R™ o vetor de estados, u € R™ a entrada de controle, y € R" a saida mensuravel, z €
R": a varidvel de saida controlada e as matrizes A(a) € R™*"™ B(a) € R™*"™ Cj(a) € R™*™

e C(a) € R™*" matrizes constantes pertencentes ao politopo de incertezas Q definido por

o [AhBi;Cli;CZz} , (3.20)

Q— { [A(oc),B(OC),Cl (0‘)7C2(a)] - .nr

i=1

ny
Zoci: I,o > 0fori= 1,2,...,n,}.
i=1

A lei de controle, com realimentacdo de saida € definida como:
u=—Ky=—KC(o)x, (3.21)

desse modo, o sistema em malha fechada, descrito pela Equacdo 3.19, pode ser representado

conforme
x=A(a)x+B(a)u = (A(ar) — B(ot)KCy (t) )x. (3.22)

Teorema 2. (BOCCA et al., 2020) Considere o sistema descrito pela Equac¢do 3.19 e com
a lei de controle definida pela Equagdo 3.21 com K = VU™, Sendo X € R™*"™ uma matriz
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simétrica definida positiva, escalaresm > 0, p > 0 ey > 0 e as matrizes auxiliares U € R™*"™ ¢

V € Ry o sistema serd assintoticamente estdvel se

He(A,’X—BiVTnanX) —|—2’YX * *
—pV'Bf —I,n, * <0 (3.23)
—VIBl +CiiX —UFuysn, —PU —MU-UT

seja satisfeita para todo i € R,

Demonstragdo. Considere o politopo de incertezas €2 definido pela Equacgao 3.20. Multiplicando

a Equacdo 3.23 por o;, de forma que Z?; 1o = 1, e somando de 1 até n,, segue:

He(A(0)X — B(Q)V Fuysen,) +2YX * *
—pV B(a)" — Iy xn, * <0. (3.24)
—VIB(o)" +Ci(W)X —UFpyxn, —PU —U—mUT

Considere os seguintes termos relativos a Inequagao 3.24:

7 He(A(a)X — B(Q)V Fuy xn,) +2YX * ’ (3.25)
I —pVIB(o)T —lIyyxn,
B

o | BV (3.26)
0

o =U [Cl ()X ~Uopn, —pU. (3.27)

aplicando o Lema 1 € possivel reescrever a Inequacao 3.24 como

He(A(a)X) +2yX * N He(—B((x)V{Fnyxnx) *
—pVIB(a)T 0

Ony><nx _Iny><ny

+He ( [—B(OL)V
0

desenvolvendo o terceiro termo da Inequagdo 3.28, tem-se

U-! [cl (W)X — U Foy —pU] ) <0, (3.28)

He(A(0)X)+2yX * N He(— nyxny) K
(" 0

Ony XNy _Iny X 1y —
He(—B(a)VU~'Cy(a)X) +He(B
el=Bla)VUCilo)X) + He ) 20, (3.29)
(pBleyV]" 0
substituindo K = VU~ é possivel reescrever a Inequagio 3.29 como
He(A(o)X —B(o)KCy ()X ) +2yX

e(A@X ~B@KC(X) 120+ | 530,

Onyxnx _Iny><n_y



30

Considerando que —Iy,x,, < 0 € possivel aplicar o complemento de Schur (definido pela

Equacio 2.24) na Inequagao 3.30

A(0)X 4+ XA(o)T —B()KC1 X —XCT (0)KT B(ar)T +2yX < 0. (3.31)

Pré e p6s multiplicando a Inequagdo 3.31 por P = X!, obtém-se:

PA(a) +A(a)"P — PB(a)KCy (o) — CT (o) KT B(a)T P < —2yP. (3.32)

Conforme a Defini¢do 5, considere a candidata a func¢ao de Lyapunov descrita como V (x) =
x"Px >0 com P=X"! e o sistema de malha fechada definido conforme a Equacio 3.22.

Derivando a Inequagdo 2.13 em relagao ao tempo:

V(x) =i Px+x" Px (3.33)
= xT (A(0)" P+ PA(at) — PB(a))KCy (o) — CT () KT B(a)T P)x < 0,

pré e p6s multiplicando a Equagio 3.33 por respectivamente x” e x, tem-se

xT (PA(at) +A(o)T P — PB(0)KC (at) — CT () KT B(at)T P)x < 0. (3.34)

Deste modo, conforme demonstrado nas Equacdes 3.32 e 3.34 pode-se chegar a seguinte

Inequag@o para todo x # 0

V(x) < =2y Px, (3.35)
V(x) < 2BV (x), com = —v. (3.36)

Conforme apresentado na Defini¢do 7 e na Equacao 2.50 € possivel classificar o sistema

como assintoticamente estdvel com uma taxa de decaimento maior ou igual a . [

3.3 Projeto de controladores considerando indice de desempenho quadratico

Considere o sistema linear descrito pelas Equagdes 3.19, a lei de controle 3.21, o sistema em
malha fechada 3.22 e o politopo de incertezas € definido pela Equagao 3.20.

Neste trabalho, busca-se minimizar a energia do sinal de saida por meio da minimizagdo da
funcdo custo J descrita na Equacdo 2.27 com as condig¢des iniciais apresentadas na Equacgado
2.29. Como descrito em Silva et al. (2020), deseja-se obter uma resposta rapida e sem muitas

oscilagdes com a minimizacao do custo garantido.

Teorema 3. (SIMONE et al., 2021) Considere um sistema linear incerto definido como 3.19,

a lei de controle 3.22, o indice de desempenho quadrdtico J definido em 2.27 com conjunto

de condicoes iniciais 2.29. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica positiva X € R"™*"x,
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matrizes auxiliares U € R e V € R e escalares ®, 1, p e Yy > 0. Entdo, a otimizacdo

desse sistema pode ser descrita como:

max (3.37)
XUV
sujeito a
[ ()
| =0, (3.38)
ox,(0) X
[He(AiX — BV Fuyxn,) + 29X « » x
CoiX —pFl, VIBT —R7! * *
28 = PFnyn V" Bi O <0, (3.39)
V_‘Tnyxnx pV—{FnyX’lz _Q *
| —VTBI +CiX —Uysn, —PUFaysn, MV —mU —mUT

exista para todo i € K,,, e m € K,, , considerando as matrizes de flexibilizagdo representadas

pelas Equagoes 3.6 e 3.7.

Como consequéncia da otimizagdo do problema descrito anteriormente, a lei de controle
descrita pela Equacdo 3.21, considerando K =VU ~1 torna o sistema linear incerto em 3.19
assintoticamente estdvel, com o indice de performance quadrdtico J < ™' = B, descrito por

2.27, garantido para todo x(0).

Demonstragdo. Multiplicando 3.39 por o; e somando de 1 até n,, o resultado obtido serd

He(A(0)X — B(QV)V Fuyxn,) +2YX * * *
Cy ()X —pF/ ., VI BT —R!
20X = PFiyen, V" B() - i <0.  (340)
anyxnx prFnyxnz _Q_ *

—VTBY () + C1 ()X —UFnyxn, —PUFuyxn, MVT  —mU-mUT

Note que, se a Inequacdo 3.39 € satisfeita, entdo U € ndo singular e possui uma inversa.

Considerado % = U pode-se reescrever 3.40 como:

[He(A(0)X — B(O)V Fuyxn,) + 27X * %

T = C ()X —pF, . VT B () —R7! s |,
i V Fuy s PV Fnyxn, —Q
[—B(a)V

P = 0 |,
|V

A =U""|Cl ()X —UFoyn, —PU Fayxn, 0], (3.41)
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aplicando o Lema 1 leva a

He(A(a)X — B(Q)V Fuyxn,) +2YX * *
Cy (o)X —p#l.,, VIBT (o) —R! *
V Fnyen, PV Fnyscn, -0!

—B(a)V
+He< 0 |U X |Cl(a)X —UFuxn, —PUFuyxn, 0]><0. (3.42)

<

Deve ser observado que a Inequacao 3.42 pode ser reescrita como

He(A()X)+2yX = * He(—B(W)V Fu,xn,) * *
Cr (o)X R x| 4| pFL VB () 0 *
0 0 - V Fuyxny PV Fayxn, O

—B(a)V
+He< 0 |U "% |Cl(W)X ~Uuyxn, —PUFnxn, 0])«0. (3.43)

Porém, note que o segundo termo da Inequacdo 3.43 pode ser reescrito como

He(—B(a)V Fu,xn,) * *

—PFi VT B () 0 x|=
V Fnyxcn, PV Fuyscn, 0O
—B(a)V
He 0 U™ X |UFyxn, PUFnyxn, O] |- (3:44)
1%

Substituindo o termo 3.44 na Inequacdo 3.43 e simplificando, segue

He(A()X)+2yX  x *
Cy(a)X R %
0 0o -o!
—B(a)V
+He 0 U aix 0 0] | <0. (345
14

Substituindo K = VU ! na Inequacdo 3.45, obtém-se

He(A(0)X —B()KCi(0)X)+2yX  * *
Co (o)X —R! x| =<0 (3.46)
KCi (o)X 0 —-Q!
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SeR>0eQ>0,entioR ' =0e Q! = 0. Portanto, —R~' <0e —Q~ ! <0.

Ao aplicar o complemento de Schur, Inequagdo 2.24, a dltima linha e coluna da Inequagao

3.46, o resultado obtido sera

He(A(a)X — B(a)KCy(o)X) + XCT (a) KT QKCy (o)X +2yX =

ox et 20 64D
5 _

aplicando novamente o complemento de Schur a tltima linha e coluna da Inequagado 3.47, o

resultado sera

A(o)X +XAT (o) — B(a)KCy (o)X — XCT (o) KT BT (o)
+ XCY (a)RCy ()X 4+ XCT (o) KT QK Cy (a0)X 4-2yX < 0. (3.48)

Pré e p6s multiplicando a Inequacio 3.48 por P = X ! leva a

PA(a) + AT ()P — PB(0)KCy (a0) — CT (o) KT BT (a0) P
+CT(a)RCy () + CT () KT QK Cy (1) + 2P < 0. (3.49)

Considerando o sistema em malha fechada conforme descrito na Inequacdo 3.22 e a fungdo
candidata & Lyapunov V (x) = x” Px > 0, com P = X~ !, sua derivada em relagdio ao tempo serd

dada por

V(x) = x" Px +x" Px,
=xT(A()" P+ PA(at) — PB(a))KCy (o) — CT (o) KT B(ax)T P)x,
= xT (He(PA(at) — PB(0t)KC(@)))x, (3.50)

existird para todo x # 0.

Dessa forma, da Inequacdo 3.50 o resultado obtido pode ser escrito do seguinte modo

He(PA(o) — PB(0)KC(ar)) < —CT (a)RCy(at) — CT (o) KT (o) QK (o) Cy — 2yP(ar).  (3.51)

Como —R,—Q < 0, entdo

—CT ()RG> (ar) — CT () KT QKCy —2yP < 0. (3.52)

Portanto, das Inequacdes 3.50 e 3.51, pode-se chegar a seguinte Inequagdo para todo x # 0

V(x) < =2y Px, (3.53)
V(x) < 2BV (x), com = —v. (3.54)

Desse modo, de acordo com Boyd et al. (1994) € garantida a estabilidade assint6tica do
sistema descrita na Equacdo 3.23 considerando a lei de controle 3.22, com uma taxa de

decaimento maior ou igual a Y, conforme apresentado na Definicao 7 e na Equagdo 2.50.
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T

Adicionalmente, pré e pés multiplicando a Inequacgdo 3.52 por x* e x respectivamente e

integrando ambos os lados da Inequacdo de 0 até oo, € obtido, da Equacao 2.27,

[fwwm<Ai#ﬂgWWQW%CH®ﬂQﬂM®Mm:ﬁﬁ (3.55)

Sendo assim, da Inequagao 3.55,

V(x(t — %)) = V(x(0)) < —J. (3.56)

Como o sistema em malha fechada € assintoticamente estdvel, ou seja, lim,_,.x(¢) = 0 e,

consequentemente, V (x(t — o)) = 0 da Inequagéo 3.56 pode-se obter

J < V(x(0)) =x(0)" Px(0). (3.57)

Considere o conjunto de condic¢des iniciais definidos na Equacgdo 2.29, multiplicando a
Equacgdo 3.38 por A,, € somando de 1 até ny e aplicando o complemento de Schur, o resultado
serd

o — o?x(0)7 X 1x(0) >0 (3.58)

Substituindo P = X!, = B~! na Inequacdo 3.58 e multiplicando ambos os lados por B?,
segue
B > x(0)7 Px(0). (3.59)

Consequentemente, das Inequagdes 3.57 e 3.59, chega-se ao resultado § > x(0)7 Px(0) > J.
Desse modo, é possivel assegurar que 3 > J para toda condigdo inicial descrita pela Equacdo
2.29.

Note que a otimizacdo do problema do Teorema 3, ou seja, a maximizagdo de ® € equivalente

a minimizagao de 3, do mesmo modo para o indice J, porque J < f. [

3.4 Projeto de controladores considerando saturacao no atuador

Para o projeto de controladores, levando em conta a saturacdo no atuador, serd considerado
o sistema linear descrito na Equacao 3.23, a lei de controle 3.21, o politopo de incertezas Q
definido por 3.20 e a saturagdo descrita como combinacdo convexa que pode ser observada na

Equacio 2.46.

Dessa forma, a saturagdo pode ser reescrita como
sat(u) = (—DyKC) (o)X + D HX )x (3.60)
e o sistema em malha fechada definido como

x=A(a)x+B(o)sat(u). (3.61)
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Sera considerada a fung@o custo conforme descrita na Equagao 2.26 considerando S = 0y, x,,

Q = 0,,xn, € R € R"*"_Dessa forma, a fung¢@o custo pode ser reescrita como:

T
“lu O x| |u
_ 62
J /0 H [ST R] ‘|t (3.62)
J= [ ZRear= [ 57ch
= [ Z'Rzdt = | x G5 ()RCy()xdt, (3.63)
0 0

considerando as mesmas condi¢des iniciais dadas pela Equacao 2.29.

O Teorema 4 proposto € uma complementagdo ao Corolario 1, descrito em Fernandes (2022).
Neste trabalho, serd acrescentada a taxa de decaimento, além disso os escalares 1 e p serdo

encontrados via algoritmo ED objetivando a minimizag¢do do custo J.

Teorema 4. Considere um sistema linear incerto definido na Equagdo 3.19, a lei de controle
3.61 com K =VU™! e o indice de desempenho quadrdtico J definido em 3.63 com o conjunto de
condigoes iniciais 2.29. Suponha a existéncia da matriz simétrica positiva X € R™ " matrizes
auxiliares U € R e V € R™* matrizes de flexibilizacdo 3.6 e 3.7, a matriz G € R™*",
o conjunto 9 descrito em 2.43 e escalares ®, M, p e Y > 0. Entdo, a otimizacdo desse sistema

pode ser descrita como:

max (O]
X,Uy
sujeito a
Q)
e (3.64)
Lo, (0) X
[ 42 2
() ()
¢hT “150. ﬂzT * >0, (3.65)
XNI X GT X
[He(AiX + BiDyG — BiDgV Fu, xn, ) +2YX * *
CoX =PV Dy Bl —R! * <0 (3.66)
—N(BiDgV)" +C1(0)X —U Fuyn,  —PUFnyn, —MU —MUT

exista paratodoi €K, ,q=1,...,2" e

Demonstragcdo. Multiplicando a Inequacdo 3.66 por a; e somando de 1 até n,., o resultado obtido

sera

M * *
C2 ()X — P, n, VI Dy B () —R7! * < 0. (3.67)
—N(B(0)DgV)" +C1(00)X —U Fuyxny,  —PU Fysen, —MU —MUT

com ./ = He(A(o)X + B(0)DyG — B(0)DgV Fyxn,) + 27X .
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Note que, se a Inequacdo 3.66 € satisfeita, entdo U € ndo singular e possui uma inversa.

Considerado % = U pode-se reescrever a Inequagdo 3.67 como:

. [ He(A(0)X +B()DyG — B(0)DyV Foysn,) + 29X
B C ()X —p#l ., VIDIBT (o) —R1|’
P —B(a)D,V 7
I 0
o =U [CUOX ~Uun, —PU Ty, (3.68)
aplicando o Teorema 1 leva a
He(A(o)X + B(at)D,G—B xng) H2YX %
Cz(oc)XW —R™!

+He< [—B(oc)DqV
0

U |Cr ()X U, %D <0.

(3.69)

Simplificando os termos e substituindo K = VU ™! e G = HX na Inequacdo 3.69, obtém-se

[He(A(oc)X + B(0)D,HX — B(0t)D,KCy ()X ) +2yX ) *_1] ~0. (3.70)

G (a)X

Ao aplicar o complemento de Schur, Inequagdo 2.24, a dltima linha e coluna de 3.70, o

resultado obtido sera

He(A(0)X + B(0)D,HX — B(0)D,KCy (o)X +2YX 4 CJ () RCo ()X < 0. (3.71)

Pré e p6s multiplicando a Inequagiio 3.71 por respectivamente x” e x tem-se

x"[He(A(0)X + B(a)DyHX — B(0)D4KCy (00)X) +2yX +C2 () XRCy(a)X]x < 0. (3.72)

Desenvolvendo a Inequacao 3.72 obtém-se

xT[PA(or) + AT ()P + PB(0t)D,H + H' D, B (at)P — PB(0)D,KC; ()
—C{ ()K" DI BT ()P +2yP + G () "RCa (at)]x < 0. (3.73)

Considerando o sistema em malha fechada, conforme descrito na Inequagdo 3.61, e a funcao
candidata & Lyapunov, V (x) = x’ Px > 0, a derivada da fun¢iio de Lyapunov em relago ao tempo,

para todo x # 0, sera dada por
V(x) =i Px+x" Px
= x"[PA(0t) + AT ()P + PB(a)D,H + H' D, B ()P — PB(0))D,KC) ()
—C{ ()K" DI BT ()P]x < 0. (3.74)



37

Substituindo a Inequacgdo 3.74 em 3.73 e considerando —R, —Q < 0 entdo

V(x) + 2y’ Px < —xT (2yP + Gy ()T RCy (a0) ) x. (3.75)

Como —R, -0 <0
—xT (2yP+ G (a) RG> (ar))x < 0, (3.76)
dessa forma, € possivel concluir

V(x) + 2y Px <0,
V(x) < —2yx Px. (3.77)

Portanto, das Inequagdes 3.75 e 3.77, pode-se chegar a seguinte Inequacio para todo x # 0

V(x) < 2BV (x), com = —v. (3.78)

Desse modo, de acordo com Boyd et al. (1994) é garantida a estabilidade assintética do
sistema descrito na Equacdo 3.66 considerando a lei de controle 3.61, com uma taxa de
decaimento maior ou igual a Y, conforme apresentado na Definicao 7 e na Equacgao 2.50.

T

Adicionalmente, pré e pds multiplicando a Inequacgdo 3.77 por x' e x respectivamente e

integrando ambos os lados da Inequacao de 0 até oo, € obtido, de 3.63,

Aqu)m<;Aé<JCﬁachxqu<0dp:—J (3.79)

Sendo assim, da Inequagéo 3.79,

V(x(t — ) — V(x(0)) < —J. (3.80)

Como o sistema em malha fechada é assintoticamente estavel, ou seja, lim;_,..x(¢) =0 e,
consequentemente, V (x(r — o)) = 0 da Inequagéo 3.80 pode-se obter
J <V (x(0)) =x(0)" Px(0). (3.81)

Considere o conjunto de condig¢des iniciais definidas pela Equacdo 2.29, multiplicando 3.64

por A, e somando de 1 até n, e aplicando o complemento de Schur, o resultado serd

o —0’x(0) "X 1x(0) >0 (3.82)

Substituindo P = X!, = B~! na Inequacdo 3.82 e multiplicando ambos os lados por B2,

segue

B > x(0)T Px(0). (3.83)
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Consequentemente, das Inequagdes 3.81 e 3.83, chega-se ao resultado B > x(0)7 Px(0) > J.

Desse modo é possivel assegurar que 3 > J para toda condi¢do inicial descrita por 2.29.

Assim, do Teorema 4, a LMI 3.66 e as condic¢des iniciais pertencentes ao conjunto convexo
2.29 estdo contidas na elipsoide &(p,d). E as LMIs descritas nas Inequagdes 3.65 asseguram

respectivamente que a elipsoide esta contida no poliedro . e na regido de operacido 2 .

Portanto, o custo apresentado na Equacdo 3.63 € garantido para todas as condi¢des impostas.
]
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4 ALGORITMO DE EVOLUCAO DIFERENCIAL

Conforme descrito por Sadabadi e Peaucelle (2016), atualmente para resolucao de problemas
ndo convexos nao ha métodos deterministicos, ou solvers, na literatura capazes de encontrar uma
solucdo otimizada. Desse modo, uma solugdo para esse tipo de problema € utilizar parametros
que possam ser variados com o objetivo de encontrar valores que optimizem o sistema em andlise
(CORNE et al., 1999).

Como a otimizacao global de parametros € muito utilizada em vérios tipos diferentes de
modelos, existem diversas técnicas propostas na literatura para resolucao desses problemas. Uma
das formas mais utilizadas na engenharia e em diferentes dreas € o Algoritmo de Evolucao
Diferencial (ED), devido a possibilidade de aplicd-lo na otimizacio global em espagos continuos
(LIU, 2002) tendo como principal vantagem a possibilidade de encontrar um valor otimizado
globalmente com uma convergéncia rapida (STORN; PRICE, 1997).

O algoritmo de evolucido diferencial € utilizado nesse trabalho para determinar os parametros
1M e p, presentes nos Teoremas 3 e 4 com o objetivo de minimizar o custo garantido definido na

Equacdo 2.26, o qual pode estar contido em uma regidao ndo convexa de solugdes pelos solvers
de LMI (BOCCA et al., 2020).

O algoritmo ED pode ser dividido nos seguintes estdgios: inicializagdo do vetor inicial,
mutacdo, crossover e selecdo. No Apéndice A € possivel visualizar um fluxograma que ilustra o

AED descrito a seguir.

Seu funcionamento utiliza como pardmetro N vetores x; g, com i € Ky, como populagao
para cada geracdo G para fazer uma busca paralela (N ndo muda durante o processo de
minimizacao). Segundo Storn e Price (1997) a populagdo do vetor inicial (G = 1) deve ser

escolhida aleatoriamente e deve abranger todo o espaco de parametros.

No estdgio de mutagdo, para cada vetor alvo x,, g1, um vetor mutacdo € gerado de acordo
com

ViG = Xr,G-1+F (X561 —%r,G-1), 4.1

onde ry, 2, r3 € Ky sdo indices aleatdrios, inteiros e diferentes uns dos outros e de i. O fator de

mutagdo F deve ser uma constante real compreendida entre [0, 2].

Para a etapa de crossover, é preciso definir como serdo obtidos os vetores de teste
ui g = (u1i,G,u2i G, ---,upi,c). Conforme a metodologia utilizada em Bocca et al. (2020), além de
considerar os vetores mutacio v; g, serd incluida uma distribui¢do uniforme rd presente no
intervalo [0,m] com uma fun¢do densidade de probabilidade definida como:

m, se0<j<m,

rd(j) = 4.2)
0, caso contrario.
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Dessa forma, os vetores de teste podem ser obtidos conforme

vijGg, serd(j)<Cgou j=rn(i),
u,-j,(; = Y (4.3)
xij.G, serd(j)>Cre j#rn(i),

sendo Cg a constante de crossover definida pelo usudrio e contida entre [0, 1]. rn(i) € Kp é um
indice aleatério com D sendo o nimero de pardmetros e j € Kp. Nesse processo, todos os vetores
x; ¢ da populac@o tem a mesma chance de serem escolhidos como vetor alvo, ou seja, ndo ha
dependéncia do custo (KARABOGA; OKDEM, 2004). Nesse trabalho, cada vetor populacgdo
€ composto pelo valor dos parametros 1 e outro para o parametro p, assim a varidvel D que

contabiliza nimero de parametros da populagdo de vetores serd igual a 2.

No estdgio de selecdo os valores de custo de ambos os vetores alvo x; g1 € teste u; g a0
avaliados e o vetor que leva a um custo menor € mantido na proxima geragdo como x; . Os
processos de mutagdo, crossover e selecdo sdo repetidos até que seja atingido o critério de parada

definido pelo usudrio.

De acordo com Bachur (2017), esse tipo de algoritmo pode satisfazer outros requisitos, como
a capacidade de contemplar funcdes de custo nao-lineares e ndo-diferencidveis, sendo um recurso
de boa acessibilidade, por causa da existéncia de poucas varidveis de controle, cujos valores

podem ser ajustados de maneira simples.



41

5 SISTEMA ACTIVE MASS DAMPER 1 + SHAKE TABLE 11

A engenharia estrutural, no que se refere aos avancos na ciéncia dos materiais e aos
desenvolvimentos de técnicas de contrucido e métodos de andlise mais eficientes, tem permitido
uma crescente verticalizacdo das cidades urbanas de acordo com Connor (2003). Como
consequéncia, ha um aumento de tecnologias que permitam que as estruturas sejam mais
estaveis, mesmo se sujeitas a vibragdes, como terremotos, ventos e outras forcas de carga, com o

objetivo de prover mais seguranca e conforto para as pessoas.

De acordo com Jr e Nagarajaiah (2003) nas dltimas duas décadas, muitos esforcos foram
realizados para tornar sistemas de controle estrutural em uma tecnologia vidvel, esses
controladores precisam atuar na estrutura de forma que o conjunto absorva e dissipe energia de

uma maneira estavel.

Sistemas de controle passivos t€m sido utilizados para dissipar parte da energia de entrada e
tém sido fabricados intensivamente por causa de seus mecanismo simples. Porém, esses sistemas
possuem restricdes de resposta a cargas dinamicas, ou seja, hd uma limitacdo desses sistemas de

se adaptarem em relagdo a disturbios e a resposta global da estrutura (SAAED et al., 2015).

Outro tipo de sistema estrutural sdo os sistemas de controle ativos. Eles tém sido
desenvolvidos para responder aos requisitos dos sistemas de modo que possam atuar em
vibragdes nao previsiveis resultando em uma resposta dindmica para diferentes modos de

vibragdo como descrito em Saaed et al. (2015).

Porém, esses sistemas de controle ativo sdo mais complexos por possuirem mais elementos
para serem analisados, como sensores e atuadores. Este trabalho visa descrever um sistema de

controle ativo utilizando dois sensores.

5.1 Descricao do equipamento

Sistemas de controle estrutural tem sido utilizados para proteger estruturas contra fendmenos
naturais como ventos, terremotos e cargas diversas (SOONG, 1990). Os sistemas amortecedores
de massa ativa (AMD) s@o empregados para o desenvolvimento de estudos baseado nos sistemas

estruturais de controle, com eles € possivel simular diversos distirbios como exemplo, terremotos.

Na Figura 6 € possivel visualizar um sistema de massa ativa (AMD) com um andar, nomeado
de Shake Table II, fabricado pela Quanser (2009). O modelo matemaético utilizado no controlador
foi formulado com base nos trabalhos de Buzachero et al. (2018), Bocca et al. (2020), Moraes
(2021) e Suman (2020).

O objetivo principal de utilizar um sistema AMD € a possibilidade de modelar um controlador

que diminua as vibragdes causadas na estrutura. Desse modo, uma forc¢a controlada € aplicada
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Figura 6 — Sistema amortecedor de massa ativa de bancada Quanser.

Fonte: Quanser (2009).

ao sistema de modo a suprimir ativamente as vibracdes. Neste trabalho, a forca mencionada
¢ calculada por um controlador que apenas tem acesso apenas a algumas varidveis do sistema
(YANG et al., 2017).

Para pequenas variacdes angulares no piso superior, o sistema pode ser matematicamente
aproximado pelo modelo padrdo massa mola, composto por uma mola com uma constante (Ky),
a altura do piso como (Hy) e duas massas: uma do piso superior (My) e outra da massa movel
(M.) (BUZACHERO et al., 2018). Para este modelo, ¢ considerado o lado direito como positivo.

Os parametros utilizados no modelo matemadtico do sistema AMD com um piso sdo

detalhados em Buzachero et al. (2018) e eles podem ser observados na Tabela 1.



Tabela 1 — Parametros utilizados no sistema AMD com um piso (QUANSER, 2009).

Parametro [Unidade] Variavel Valor
Resisténcia da armadura do motor [Q] R, 2.6
Constante de torque do motor [N.m/A] K; 0.00767

Eficiéncia eletromecéanica do motor Nim 1
Constante de eficiéncia do motor [V.s/rad] K, 0.00767
Eficiéncia do redutor planetdrio N 1
Altura do patamar superior [m] Hy 0.5334
Massa do patamar superior [kg] My 1.38
Constante da mola [N /m] Ky 500.9
Inércia do rotor [kg.m?] I 3.9%x 1077
Massa total do carro [kg] M. 0.65
Relagdo da engrenagem K, 3.71
Raio do pinhdo (engrenagem) [m] Fmp | 6.35%1073
Coeficiente de amortecimento viscoso eq. [N.s/m] B.q 3
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6 PROJETOS, SIMULACOES E IMPLEMENTACOES DOS CONTROLADORES

Considere como representacao do sistema da Figura 6 o modelo apresentado na Figura 7 e

T
que o vetor de estados seja representado por x = |x. x5 X X f] .

Figura 7 — Modelo matematico do sistema AMD contendo 1 piso

T
—
._'t f MC —»Fc
ey
P o
f =

Fonte: Adaptado de (BUZACHERO et al., 2018).

Desse modo, o sistema AMD pode ser descrito como X = Ax + Bu em que:

0O 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A= ., B= , 6.1)
0 ar ap 0 bl
0 az ag 0 b2
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. Mcrp Ky

Mer My 4 Jn KMo+ Jn KM f
4 — (M — Mf)ngKganth — (M. + Mf)Bequ”anp

Ry (Mcrd , Mg+ JnK2M + J,, KZM ¢ ) ’
e Kp(Mcra, +JnK?)
Mer3 My +JnKiM:+ J,K2M s’

o McMgKMnKi K+ BegRur, )

R, (Mcr,%ipM r+ JngMC + JngMf) ’
by = MoK KiFmp (M + M)

R, (Mcr,%wM r+ Jngch + JngMf) ’
by = — MK M K1

Ru(Mcr2, My + JK2M + J,uK2M p)

Para os controladores do Teorema 3 € considerado que o conjunto de condi¢des iniciais
¢ formado pela combina¢do convexa —0.05 < x;(z) < 0.05, —0.03 < x(r) < 0.03 e x3(¢) =
x4(t) = 0. Ja para os controladores do Teorema 4 é considerado o seguinte conjunto de condigdes
iniciais —0.04 < x;(r) <0.04, —0.03 < xp(r) <0.03 e x3(r) = x4(t) = 0.

O sistema € representado por um politopo com dois vértices. Quando nao ha falhas no

sistema, o conjunto pode ser descrito pelo vértice 1 que é formado pelas matrizes A; e Bj.

Serd considerada uma incerteza no modelo, que pode ser uma falha ocasionada pelo uso
repetitivo dos componentes no médulo amplificador do sistema, reduzindo assim a poténcia do
atuador do sistema. Nesse caso, € considerado que o vértice 2 representa uma falha de 40% e

pode ser descrita pelas matrizes A; e B.

Conforme descrito nos trabalhos de Moraes (2021) e Suman (2020) o politopo pode ser

definido como

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

A=Ay = B = e By = . (6.2)
0 278.9341 —18.6497 0 2.9975 1.7985
0 —336.0626 5.9716 0 ~0.9598 —0.5759

O controlador € projetado com o objetivo de otimizar a posi¢do do piso superior x ¢, portanto

a safda controlada C; () é definida como

Cz(Oc):C2=[0 10 o]. 6.3)

As varidveis de controle disponiveis sdo xr € x., que podem ser obtidas pelos sensores. Dessa

forma, a matriz de saida mensurdvel C;(a) pode ser descrita como

(6.4)

0100

Cl(oc):a:[l 0 0 0].
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O software MATLAB ¢ utilizado para calcular o controlador apresentado neste trabalho.
Os parametros 1 e p foram selecionados pelo algoritmo ED, e as LMIs foram solucionadas
utilizando LMILab (GAHINET et al., 1994) e a interface YALMIP (LOFBERG, 2004).

Os resultados obtidos para as constantes € o controlador foram implementados inicialmente
no software Simulink, para verificacdo da resposta do sistema, e, posteriormente, foram
implementados no equipamento da Figura 6. O médulo AMD permite a implementacdo de
diferentes tipos de terremotos em uma escala possivel de verificar em laboratério, para obter
resultados mais precisos. Para esse trabalho, sdo utilizadas uma onda senoidal ilustrada na
Figura 8 e os dados do terremoto de Northridge, que ocorreu no Vale de Sao Fernando,

Califérnia, no dia 17 de janeiro de 1994 ilustrados na Figura 9.

Figura 8 — Sinal senoidal utilizado nos testes.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 9 — Sinal terremoto de Northridge utilizado nos testes.
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Fonte: Adaptado de (QUANSER, 2009).

Os resultados apresentados sdo compostos por trés diferentes tipos de testes. O primeiro €
realizado utilizando o modo passivo, apenas com um controlador proporcional integral derivativo
(PID), como um meio de manter o carro em um estado imével, a fim que sua massa nao
influencie para tornar o sistema mais oscilante. Os dois outros tipos de testes simulam duas
situagdes diferentes, uma considerando o controlador projetado e a outra com este mesmo

controlador, porém com uma falha de 40% no atuador.
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6.1 Controlador considerando indice de desempenho quadratico

Para encontrar o melhor custo, inicialmente € preciso definir alguns pardmetros para as LMIs
descritas pelas Equacdes 3.38 e 3.39 como y= 0.5, Q = 107 % e R = 1, em seguida ¢é utilizado
o algoritmo ED e considerado uma populac¢do inicial composta por G = 1000 geragdes com
N = 10 individuos para cada geragao, criada com uma distribui¢do uniforme para os parametros

com uma funcdo densidade de probabilidade f(x) como proposto por Bocca et al. (2020):

10/8, se0<x<38/10,
fx) = _ (6.5)
0, caso contrdrio.
Para cada nova geracdo G todas as LMIs sdo solucionadas por individuo N para melhor ajuste

das varidveis e para obter um menor custo garantido.

Na Figura 10 € possivel visualizar o limitante superior do custo garantido obtido para cada
geracdo do algoritmo ED, com o critério de parada definido como uma variacdo menor do que

0,3% no valor do custo ou 40 geragdes.

Figura 10 — Custo por geracdo constrolador considerando indice de desempenho quadrético.
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Fonte: Préprio autor.

Os resultados gerados pelo algoritmo ED sdao 1 = 1,0895 e p = 0,0395. Além disso, o valor

calculado de B foi 3,3 x 10~ e o seguinte controlador foi calculado:

K= 152135 —23.0715]. (6.6)
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Ao simular o médulo pelo software Simulink, as respostas do sistema incluindo o
controlador projetado diminuiu as oscilagdes ndo desejaveis, dessa forma, € possivel realizar sua
implementacdo no médulo AMD para verificagdo da resposta. Esses testes podem ser vistos nas
Figuras 11 e 12.

Figura 11 — Posi¢do do piso superior e do sinal de controle utilizado nos testes no médulo
Shake Table II utilizando uma onda senoidal.
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Fonte: Préprio autor.

Os resultados permitem uma comparacao de performance entre o sistema em malha aberta,
malha fechada e malha fechada considerando uma falha. As Figuras 8 e 9 mostram os sinais de
entrada aplicados no sistema e nas Figuras 11 e 12 é possivel a visualiza¢cdo do comportamento da

posigdo do piso superior do sistema AMD (xy) e o sinal de controle utilizado na implementagdo.



Figura 12 — Posicao do piso superior e do sinal de controle utilizado nos testes no médulo
Shake Table II utilizando dados de um terremoto.
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Fonte: Préprio autor.

6.2 Controlador considerando saturacio no atuador
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Inicialmente sdo definidos alguns parametros para as LMIs descritas nas Equagdes 3.65

e 3.66 como Y= 0,5, a tensdo maxima do sinal de controle u = 10 V e a regido de operagdo
¢=10,05 0 0,05 0], s@o definidos para o algoritmo ED G = 1000 geracdes com N = 10

individuos para cada geracao e os parametros, gerados pela funciao densidade de probabilidade

f(x), conforme a Equagdo 6.5. O critério de parada foi definido para que haja uma variag¢do

menor do que 0,3% no valor do custo ou 40 geracdes. E possivel visualizar na Figura 13 o

limitante superior do custo garantido obtido para cada geracao do algoritmo ED.
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Figura 13 — Custo por geragao controlador considerando satura¢do no atuador.
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Os resultados gerados pelo algoritmo ED sdao 1 = 1,0822 e p = 0,0395. Além disso, o valor
calculado de B foi 1,4567 x 10~ e o seguinte controlador foi calculado:

K= |8,7681 —1,1178]. (6.7)

Nas Figuras 14 e 15 pode-se visualizar os testes realizados no software Simulink, simulando
como seria a resposta do sistema presente no médulo médulo Shake Table II aos sinais de entrada
representados nas Figuras 8 e 9. Os resultados permitem uma comparacao de performance entre
o sistema em malha aberta, malha fechada e malha fechada considerando uma falha. Desse modo,
€ possivel a visualiza¢do do comportamento da posi¢ao do piso superior do sistema AMD (xy) €

o sinal de controle utilizado na implementacao.
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Figura 14 — Posi¢do do piso superior e do sinal de controle utilizado sistema simulando uma
onda senoidal aplicado ao médulo Shake Table II no software Simulink.
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Figura 15 — Posi¢do do piso superior e do sinal de controle utilizado sistema simulando um
terremoto aplicado ao médulo Shake Table II no software Simulink.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

E proposto nesse trabalho um novo procedimento descrito no Teorema 3, que tem como
objetivo minimizar o sinal de saida e o de controle. Este método utiliza o indice de performance
descrito na Equagdo 2.26 que possui duas matrizes de ponderagdo, R e Q, para o cdlculo do

controlador de realimentagdo de saida com incertezas politopicas e taxa de decaimento.

Adicionalmente, é proposto o Teorema 4 com o acréscimo da taxa de decaimento ao Corolario
1, apresentado no trabalho de Fernandes (2022), além disso, € utilizado o algoritmo de evolugdo
diferencial para obter um custo menor pelo ajuste dos parametros 1 e p, € possivel visualizar
o funcionamento do algoritmo ED no Anexo A. Ao final, os controladores projetados foram
implementados no modelo presente no software Simulink, que possibilita visualizar como seria
a resposta do simulador de terremoto Shake Table II aos sinais de entrada considerados, Figuras
8eo.

Como os controladores projetados sdo assintoticamente estaveis, ao analisar as Figuras 11,
12, 14 e 15 é possivel notar que o controlador robusto foi capaz de gradualmente manter o
piso superior proximo a sua posi¢ao original, conforme descrito na Defini¢io 2. As oscilagdes

também foram atenuadas mesmo com os sistemas sujeitos a uma falha de 40% no atuador.

E possivel visualizar no Apéndice B, nas Figuras 17 e 18, a sobreposicio da resposta simulada
pelo software Simulink do sistema do mdédulo Shake Table II utilizando os dois Teoremas 3 e 4
propostos. Observa-se que as respostas sdo similares para o sistema em malha fechada, indicando

que a resposta a oscilacdo permanece similar na presenca de incertezas no sistema.

O sinal de controle utilizado se manteve préximo ao intervalo entre 0,5V e -0,5V para o
sistema simulado utilizando o Teorema 3, porém ao utilizar o controlador proposto no Teorema
4 o sinal de controle se manteve proximo ao intervalo -0,1V e 0,1V indicando que o controlador
projetado considerando a saturacdo no atuador pdde diminuir significativamente o sinal de
controle, evitando assim que haja uma sobrecarga no sistema mesmo hd uma rapida variacao na
posicao do piso superior. Além disso, ao se considerar a saturac@o no sinal de controle, evita-se
que este ultrapasse os limites pré-fixados u = 10 V, o que poderia levar a uma instabilidade do
sistema. Desse modo, € possivel diminuir a ocorréncia de problemas nos equipamentos, como a

queima de componentes.

Com os resultados dessas implementagdes € possivel notar que os controladores projetados
foram capazes de manter o piso superior préximo a regido de sua posi¢do original, além disso
houve uma redugao nas oscilagdes e vibragdes indesejadas na estrutura, mesmo com uma falha de
40% no sinal de controle. Esses resultados mostram que o desenvolvimento desses controladores
pode promover, em uma situagdo real, mais conforto e seguranca para os habitantes de um

edificio.
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7.1 Perspectivas futuras

A metodologia utilizada nesse projeto pode ser implementada para outros tipos de médulos
para verificacdo da resposta dos controladores projetados, como exemplo, no médulo de
suspensao ativa. Também pode-se incluir outros pardmetros de projetos nos teoremas propostos,

como a norma Heo com o intuito de diminuir as oscilagdes no sistema.
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ANEXO A - FLUXOGRAMA DO ALGORITMO DE EVOLUCAO DIFERENCIAL

Figura 16 — Fluxograma do algoritmo ED
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Os vetores de teste podem ser obtidos conforme os valores
uma distribuigéo aleatéria uniforme rd(j):

- Vji 6, serd(j) < Cg ouj = rn(i)
Y6 7 vy, se rd(j) < Cg ouj = rn(i)

Sao calculados os custos dos vetores de teste Custo_u e do
vetor alvo Custo_x.
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Gerar grafico

custo X geragao

Fim

Fonte: Préprio autor.
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ANEXO B - COMPARACAO DA SIMULACAO ENTRE OS TEOREMAS

Figura 17 — Sobreposicdo da resposta do sistema a uma entrada senoidal considerando
os controladores sem (Teorema 3) e com a saturacdo no atuador (Teorema 4),
utilizando o software Simulink
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Fonte: Préprio autor.

Figura 18 — Sobreposicdo da resposta do sistema a um terremoto considerando os
controladores sem (Teorema 3) e com a saturacdo no atuador (Teorema 4),
utilizando o software Simulink

Fonte: Préprio autor.
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